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Resumen

En este trabajo se prueba la existencia de soluciones positivas de un problema semilineal. Para
esto, se prueban algunos estimativos a priori empleando la desigualdad de Hardy-Sobolev y
un resultado de regularidad de H. Brezis. Posteriormente se obtienen soluciones no triviales
empleando la teorfa de grado de Leray-Schauder. Finalmente, mediante la aplicacién del Prin-
cipio del Méximo, se prueba que una desigualdad variacional tiene solucién positiva la cual es

solucién de un problema semilineal.
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Introduccion

El propésito de este trabajo es desarrollar en detalle los resultados sobre soluciones positivas del

trabajo [Q] y donde el resultado final es la existencia de soluciones, en H} (£2), de un problema

semilineal
—Au = f(u) en
u=0en 60 (1)
u > Qen (1

Aqui Q es un dominio regular de clase C® en RN, N > 3y f : RY — R es una funcién continua

que satisface las condiciones:

(A1) f cruza el primer valor propio A; del operador —A en H}(Q), es decir:

f(t) ft)

limsup —= < A; < liminf —*
0+ t t—r00 t

(A2) [f(t)] < C(L+ [t|"), donde o < L2
(A3) f > —A con A > 0 suficientemente pequefio.

El problema (1) ha sido, en los dltimos decenios, objeto de un gran nimero de publicaciones.
Al respecto se pueden consultar los trabajos [L] y [D] que resumen los resultados obtenidos

hasta alrededor de 1980.

La existencia de soluciones para el problema (1) depende en forma significativa de las hipétesis
sobre f. Se han analizado mucho los casos donde f(0) > 0y f(0) = 0, e imponiendo condiciones
sobre f(t) parat — 0% y t — 400 como en (Al). Ademds condiciones de crecimiento similares

a (A2) y condiciones de regularidad como f localmente Lipschitz. En nuestro caso tenemos
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solamente f continua y (A3) permite valores negativos de f. Por la condicién

f®
t

A1 < liminf
£ OO

se dice que el problema es asintéticamente lineal.

Se considera la desigualdad variacional, para v € K*:
(=Au~ f(u),v—-u) >0,Yve K" (2)

asociada al problema (1). Aqui K1 := {u € H(2);u > 0} es el cono de las funciones no
negativas en Hy (2) y (-,) es la dualidad entre H=* (Q) y H} (). Probaremos que (2) tiene
una solucién no trivial positiva. Para obtener este resultado, consideramos en un primer paso,

soluciones u € K+ de la desigualdad variacional
(-Au— f(u) —sD,v—u) >0, Vve KT, (3)

donde @ es la funcién propia (positiva) asociada al valor propio A; de —A en H{ (Q). Se
prueban, bajo las condiciones (Al), (A2) y f acotada inferiormente, que existe R > 0 tal que
los estimativos a priori ||ul| m <Ry |l e < R para cualquier solucién de (3) con s > 0.
Para obtener estos resultados es crucial la desigualdad de Hardy-Sobolev y un resultado de

regularidad para soluciones de desigualdades variacionales debido a H. Brezis.
En un segundo paso, se prueba el siguiente resultado:

Teorema Sea f € C(R",R) que satisface (A1), (A2) y tal que f es acotado inferiormente,

entonces la desigualdad variacional (2) tiene solucién no trivial.

Para la prueba de este teorema, se aplica el grado de Leray-Schauder para operadores compactos

a un problema de punto fijo asociado a (2).
En un tercer paso se prueba

Teorema Sea E € C(R*,R™) que cumple las condiciones (A1) y (A2) reemplazando f por
E. Entonces emiste A\ = M (E,Q) > 0 tal que, para todo f € C(R*,[=A, +o0l) que satisface
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f<E, liiminfigl > A1, el problema semilineal (1) tiene solucion en H} () N CHY (_Q) para
cierto v € (0,1).

El trabajo consta de dos capitulos. El Capitulo 1 resume, con referencias, una variedad de
resultados que se usardn posteriormente. El Capitulo 2 contiene las pruebas de los lemas y

teoremas de este trabajo.
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Capitulo 1

PRELIMINARES

Para comodidad del lector resumimos en este capitulo algunos resultados sobre espacios de
Sobolev y Ecuaciones Diferenciales Parciales elipticas de segundo orden asf como algunas nota-
ciones y definiciones que se usardn en el desarrollo del Capitulo 2.

Nos atenemos a las notaciones y definiciones usadas en los textos [B1] y [E] que son de amplia

divulgacién.

1.1 NOTACIONES Y DEFINICIONES BASICAS

Por ) denotaremos un abierto no vacio en RV, N > 3.
Decimos que el abierto  es una regién regular de clase C*, 1 < k < oo, si Q es acotado y para

todo 7y € 0N existe una vecindad U de zp y una funcién ¢ : U — R de clase C* tales que

Vé(z) # 0, para todoz € U y
ONNU ={xeU;¢(z) =0}, QnU = {z € U; ¢(z) < 0}.

) se dice un dominio regular de clase C*, si ademds Q es conexo.

Nota 1.1.1 Para muchos propdsitos es mds conveniente una definicion (equivalente) de region
reqular via mapas locales (de clase C*). Para ello se puede consultar [B1]. Dicho de otra
manera, ) es una region reqular de clase C* (1<k<o0)en R¥ i es una variedad de clase

C* y dimension N con borde 5.

El concepto de vecindad tubular es un recurso util para muchos propdsitos. Discutimos breve-
mente esta nocién (sin demostraciones) y algunas consecuencias que utilizaremos en este trabajo.
Sea © una region regular de clase C* (2 < k < o) con frontera T := 9. Sobre T’ existe un

campo vectorial continuo, el campo de la normal exterior unitaria que, localmente, tiene una



representacién

v(x) = Vélz) x
@)= Te@p “ TNV

donde ¢ es una de las funciones que determinan localmente a T'. Claramente v € C*~1(T", §V-1),

Sea z = d(x) = d(x,T), = € RV, la funcién distancia a la frontera de Q y para € > 0,
Se(T) = {o € RN;d(z) < £} que llamamos una e-vecindad de T
Sea S7(T) = S.(T) Ny SH(T) = S(T) N (RN Q).

Se sabe que x s d(x) := d(z,T), z € RY, satisface una condicién de Lipschitz

ld(z) — d(y)| < |z - y|, Yo,y € RY,

pero no es diferenciable en RY como lo muestran simples ejemplos.

. . . . UNIversIDAD Nacr
Definimos una, distancia con signo: ACIONAL DE COLOMMN
: SEDE MEDFLLIN

DEPTO. DE BIBLICTECAS
BIBLTOTECA “EFE” GOMEZ

d(z), stz € SHT)UT

n(z) =
—d(z),six e ST(IHUT

Claramente n(x) = 0 para x € I.
Se puede probar, usando el teorema de la funcién implicita, el teorema de la funcién inversa y

un argumento de compacidad, el siguiente resultado:

Teorema 1.1.1 (Vecindad Tubular de T') Sea Q C RN, N > 2, una regidn regular de clase
Ck (2 €k < 00). Entonces existe € > 0 con las propiedades:

Vo € S(T) existe exactamente un punto T € T' y exactamente un punto t € R, tales que

[t| = |lx — Z| = d(z) y se tiene
z =T+ tv(T) con |t| < e. (1.1)
Ademds, si x tiene la forma (1.1), entonces

z € 8:(I') y [t =d(z) = [z -2



Mds aun, la aplicacion definida por (1.1)

II: 5.(I') —» T x(~¢¢)
¢ T = (o) 1) = (7, )

es un difeomorfismo de clase C¥~1 del abierto S.(T') sobre T' x (—¢,¢), una variedad (de clase
C*) y dimension N en RN*L. La aplicacion p : x —s T = p(z) se llama proyeccion de x sobre
I' y la aplicacion n : © — t = n(zx) es la distancia, con signo, de z a T, y asi d(z) = |n(z)|
para x € S.(T"). Las funciones p y 1, las componentes de I1, son por lo tanto funciones de clase

CF=1 en S.(T).

Para una prueba del teorema, asf como una aplicacién importante, se puede consultar [P]. Con

respecto a la funcién 7 se puede probar atin més:

Teorema 1.1.2 §5i Q y e > 0 son tales como en el Teorema 1.1.1, entonces
Vnlz) =v(p(x)), Yo e S(I).

En particular, se sigue con eso que |V (z)| = 1 sobre S.(T') y n € C* para 2 < k < oo.

Observacién: Por la aplicacion I1, es decir, z — I1(z) = (T, t), x € S:(T'), se han introducido
(nuevas) coordenadas globales sobre S (I"). Para nuestros propdsitos estamos interesados en el
conjunto S (T) U T € Q. Para puntos de este conjunto, la coordenada ¢ cumple —& < ¢ < 0.

Como 17 € C* y n(x) =, para [t| < € se sigue que,
IFp:={eeS (D)uln(z)=t}, —e <t <0,

es una familia de variedades (N — 1)-dimensionales de clase C* contenidas en Q. Claramente
I'g =T. Se puede probar que 'y (con § = —t, 0 < § < ¢) es la frontera de la subregién 25 C Q,
definida por £ := {z € Q;d(x) > §}, 0 <d < e.

Saquemos algunas conclusiones de las discusiones anteriores:

(A) Si © es una region de clase C* con 2 < k < oo, entonces los puntos de T' := 92 cumplen

la propiedad de bola interior uniforme, es decir, existe un 8 > 0 tal que para todo 2/ € T
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se tiene

I'nBj(z) = {a'},

donde Bz (z') es una bola euclidea cerrada de radio § y centro en € € contenida en

QU {T}. Esto se sigue de los resultados anteriores tomando 0 < § < §, = = T — v (T),

donde T = a’

Es claro también del Teorema 1.1.1 que para d y todo z € Q con d(x) < J corresponde

un punto més cercano y € I', d(x) = |z —yl|, con la propiedad de que la bola abierta con

radio § y centro en z = y + Tﬁ estd contenida en 2. Basta tomar, para x el punto
T=pl)yr=-5,0<6< 5. Esta propiedad se llamard en la Seccién 1.2 la propiedad

de bola interior uniforme fuerte de Q.

(B) Si Q es un dominio regular de clase C* con 2 < k < o0, es decir, es una regién regular
conexa, entonces, para 0 < § < ¢ el abierto Qs = {z € Q;d(z) > 6} C  también es un
dominio regular de clase C*. Para probar esto basta mostrar que existe una retraccién
de Q sobre Qs, donde Q es un conexo. Para eso consideramos la aplicacién r : @ — Qs
definida para z € Q por

p(@) + (@) v (p (), siz e T\ 0
r(z) = :
x, 8l x € Qg
y donde ! : [-§,0] — R, es la funcién constante t — [({t) = —d. Claramente r resulta
continua y as{ es una retraccién de Q sobre Q5. Por lo tanto s es conexo. Ahora como
Qs es reunion de una sucesién monétona creciente de conjuntos, s con § < § < & resulta

que Q5 es conexo.
(C) En [LM], Teorema 11.3, se prueba la siguiente versién de la desigualdad de Hardy-Sobolev:

Teorema 1.1.3 Sea Q una region de clase C™ y p una funcion de clase C™° en Q, positiva en
Q, p(z) =0 para z € 09 y del mismo orden de d(x,00), es decir, tal que xlig}g a(—i%%z—) =T7#0

si zg € 0). Entonces, la aplicacion u — % es continua de H} (Q) en L*(Q), es decir, existe



una constante C > 0 tal que

U

PliL

< C||Vul 2, Yu € H ().

(Las definiciones de Hj () y C*° (Q) se encuentran a continuacién de esta observacion).
Indiquemos brevemente como se puede obtener la desigualdad en el teorema anterior reem-
plazando la funcién p por la funcién @ — d(z, 0§2) = d(x) para 2 de clase C*°. En S7 (T)uT
se tiene n(x) = —d(x). Con eso, la distancia d es de clase C™ en el abierto ST (T') =
{$ €00 <dz) < 5} C Q y sus derivadas parciales, de todos los ¢rdenes, tienen extensién
continua a T'. Se construye una funcién ¢ : @ — R, ¢ € C®(1), de la siguiente manera: sea

a: [0, diem(Q)] — R, a € C* ([0, diam (2)]), tal que

LOLE<S

a(t) =
diam (), 3¢ < t < diam (Q)

y tal que a(t) > ¢, § < t < 3¢. Es claro que se puede construir ov. Se define ¢ (z) = a (d(z))
y con eso ¢ € C™ (ﬁ) y ¢ restringido a Q\ {2¢ coincide con d. Como 0 < 5 < d () € diam (Q)
para z € {1z, existe k > 1 tal que c(z) < kd(z), z € Q. Con eso se sigue que el Teorema 1.1.3

es vdlido con p = d.

En el Capftulo 2 supondremos, por simplicidad, que 2 es un dominio regular de clase C*

(dominio suave). Definamos ahora algunos espacios de funciones que utilizaremos

Sea £ ¢ R¥ un abierto no vacfo y D(€2) := C®(Q2) el espacio de las funciones infinitamente

diferenciables de soporte compacto en Q. En lo siguiente « = (e, ..., a@n) con «; > 0 entero se
N

dice un multi fndice, o] :== > @i, ¥

=1

o
D% 1= —, 0 ara ¢ € CZ°(£1).

ol
Consideramos para m € N y 1 < p € o0 los espacios de Sobolev

u e LP(Q);Vay, |a| <m, g, € LP() tal que

JuD% = (=1)1 [ gap, Yo € ()
0 Q

Wm(Q) =



Se escribe D% 1= g,. El espacio W™P := W™7P ({2} con la norma

lullmn = > 1D%ull e
0<]al<m
es un espacio de Banach. Para p = 2 se escribe, H™(Q)) = W™2(Q)), m € N. H™(Q) dotado

con el producto escalar

(?,&, ’U)Hm == Z (Dau, Da”l))LQ

0<|af<m
es un espacio de Hilbert.
Para nuestros propdsitos bastard considerar sélo los espacios con m = 2, p > 1, WP(Q), y
H Q) =W2(Q), m=1,p=2.
Se define H* () ¢ H™(Q) como la clausura de C®(2) en H™(Q), m € N, y su dual
topoldgico, para m = 1, se designa por H~! ({1).
La expresién || Vul|,, es una norma en Wy,™ (), equivalente a la norma |[ullyy1,,. Sobre H} (92)
la expresion [ VuVv es un producto escalar que induce la norma || Vu||, » equivalente a la norma
ol
Si C°° (2) es el espacio de las funciones continuas infinitamente diferenciables en {2, entonces
designamos por C*° (ﬁ) al espacio de las funciones continuas en (1, infinitamente diferenciables
en v tal que todas sus derivadas parciales se extienden en forma continua a Q.
Finalmente definamos para 0 < v < 1:

CO'U(—Q):{’U/GC(Q); Sup{l_zf’_@_):_?{(_:l.!_’}_’7 'g,yEQ,x#y} <OO}3

lz —yl”

el espacio de las funciones Halder-continnas con exponente v sobre €1, dotado con la norma

WMmmZHMMw+ﬂm{B%%i%QL$JG§L$#y},

y ademds, para m = 1,

c (@) ={ueC'(Q); Due % (Q),Va: |of =1},



dotado con la norma

lullorw = > D%l e + sup
0<fal<1 al=1

sup >
xyeR; a2ty !3’ - y[

{ |Deu(z) — D%u(y)| } |

Resulta que C% (7) y C1¥ (Q) son espacios de Banach.
En el Capitulo 2, para la prueba del Lema 2.1.1 y del Teorema 2.2.2, se empleard la siguiente

descomposicién para una funcién f € C (R, R):

f=1=f
donde,

f+ = max(fao) Y f~ = max(—f? O)a

de esta forma,

Ifl=f+2f (1.2)

A continuacién se presentan, en la Seccién 1.2, algunos resultados clasicos del Andlisis Funcional
y de las Ecuaciones Diferenciales Parciales, v en la Seccién 1.3 algunos resultados adicionales

que serdn empleados en el Capitule 2 para el problema planteado en la Introduccién.

1.2 RESULTADOS CLASICOS

Teorema 1.2.1 (Poincaré con Constante Optima) Sea Q C RY un abierto acotado. En-

tonces

1
lells < 3 IVl
1
donde Ay > 0 es el menor valor propio del operador —A en H}.
Prueba. [MZ], Proposicién 8, pdg. 242. =

Teorema 1.2.2 (Desigualdad de Harnack) Sean 0 C RY un abierto conexo y K C Q un
compacto. Entonces existe un C > 0 tal que para toda funcién armdnica v en  con u > 0 se
cumple

max u < Gm}i{n usVpge K u(p) < Culq)
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Prueba. [DL], Proposicién 12, pig. 252. =

Teorema 1.2.3 (Formulas de Valor Medio Para Funciones Armdnicas) Siu € C(Q)
es armdnica, es decir Au = 0 en §, y Na(N) denota el drea superficial de la esfera unitaria

0B(0,1) en RY entonces:

1 - .
Na(N)r¥=T / s = / udy para cada B(z,r) C 2

9B(z,r) Bx,r)

u(z) =

Prueba. [E|, Teorema 2, pag. 25. m

Definicidn 1.2.1 Sea L ¢l operador diferencial de segundo orden

I’\T
Lu = — Z a”u . J-Zb Ug; + CU

i =1

donde los coeficientes a*, b', ¢ son continuos y acotados y a”? = a’* para 1 < i,7 < N en

el abierto 0 C RN, Decimos que el operador L es uniformemente eliptico en §) si existe una
N
constante 6 > 0 tal que 3" a"(z);&; > 0 ]5]2 para todo x €  y todo £ € RV,
’ 2,7=1

Prueba. [E]|, Teorema 3, pdg. 301. =

Teorema 1.2.4 (Regularidad de la Solucién Débil) Sea Q@ C RY abierto acotado de clase

C?. Supongamos que:
a) aveC' ), V,cel>®Q) (i,j=1,..,N)yfeLQ)

b) ue HHQ) es solucicn débil del problema eliptico

Lu = fenQl
uw = {0 en Q.

Entonces

we HA Q) y HU”H2(Q (Hf“zx’«m) + HUHL?(Q))



con una constante C > 0 que sdlo depende de ) y de los coeficientes de L.

Nota 1.2.1 Siu € H§(Q) es la wnica solucion débil del problema, entonces el estimativo queda

simplificado ast:

lull o) <€ (“fﬂLz(Q))
Prueba. [E], Teorema 4, pag. 317. m

Teorema 1.2.5 Si Q@ C RN es un abierto acotado de clase C', entonces existe una dnica

solucion clasica, u € C* () NC (Q), de

—-Au = 0en()

u = g en 99,

para todo g € C(0K). En realidad u € C®(Q)NC(Q) y si Q es de clase C™ se tiene
u & C® (ﬁ)

Prueba. [DL], Corolario 2, pag. 340. =

Consideremos ahora el operador L en la forma no divergente

N N
Lu = — Z ai?uzﬁj + Zbi?f% +cu (1.3)
=1 i=1

donde los coeficientes a¥, b, ¢ son continuos y acotados en el abierto Q@ C RY. Ademds, supong-

amos que L es uniformemente eliptico en €2, es decir que existe 6 > 0 tal que Yf: a¥(x)€€, =
ig=1

f lflz para todo z € Q y todo &€ € RY. Supongamos que la matriz a = [a¥] es simétrica.

Observemos que si los coeficientes a*/ son funciones C* (Q) entonces un operador L dado en la

forma de la Definicion 1.2.1 se puede escribir en forma no divergente y viceversa.

Definicién 1.2.2 Siu € C%(Q) entonces se dice que u es una subsolucion de L en Q si Lu <0
en 0 y una supersolucion u de L en Q st Lu > 0 en Q. BEn el caso L = —A una subsolucion
(respectivamente una supersolucidn) se dice también subarmdnica (respectivamente superar-

monica).



Teorema 1.2.6 (Principio del Mdximo (Minimo) Débil para ¢ = 0) Sean ) C RY
abierto no vacio y acotado, L el operador uniformemente eliptico (1.3) con ¢ = 0 en Q y

ue C*Q)n C(Q). Entonces

a)  S§iLu<0 en entonces maxu = Iax 1. (Principio del Mézimo).
2 ,

En particular, si v < 0 en 0%, entonces u < 0 en 1.

b)  SiLu>0 en entonces minu = Ig.ézn w. {Principio del Minimo).
: L

En particular, siu >0 en 0K, entonces u > 0 en €.

Nota 1.2.2 Si se tiene en o) Lu <0 en Q yu > 0 en 02 (respectivamente en b) Lu > 0 en

Qyu<0en ) entonces el Teorema 1.2.6 sigue vilido para c{z) > 0 en €.

Prueba. [E], Teorema 1, pdg. 327. =
La denominacién "débil" en el teorema anterior se refiere a que u toma un méximo (respec-
tivamente minimo) en la frontera de £ pero no se excluye que pueda tomarlo en 2.

Complementamos el resultado anterior con

Teorema 1.2.7 (Principio del Mdximo (M#nimo) Fuerte para ¢ = 0) Sea Q C RY un

abierto y conexo, §) no necesariamente acotado, yu € C*()NC(Q) tal que u no es constante.

a) St Lu <0 en Q entonces u no puede alcanzar su mdzimo absoluto en el interior de §2

(Principio del Mdzimo Fuerte).

b) Si Lu > 0 en Q entonces u no puede alcanzar su minimo absoluto en el interior de 2

(Principio del Minimo Fuerte).
Prueba. [GT], [PW]. =

Corolario 1.2.8 Sean 2 C RY es un dominio acotado, L el operador eliptico (1.8) con c(x) > 0

enfl yué€ CQ(Q) N C(-Q) no constante. Si Lu >0 en ) yu > 0 en 05 entonces u > 0 en €.

Definicién 1.2.3 Decimos que el conjunto § satisface la condicidn de bola interior uniforme
si existe un r > 0 tal que para todo punto x € 0X) existe una bola abierta de radio r dentro de §2

cuya clausura toca la frontera de Q0 solo en z. Usando la notacion d(x) = dist(z,08), z € §,
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se dice que el conjunto () satisface la condicion de bola interior uniforme en el sentido fuerte, si

para algin r > 0, y todo punto z € § con d(x) < r corresponde un punto mds cercano y € 051,

r{z—y)

d(z) = |z ~yl|, con la propiedad de que la bola abierta con radio r y centro en z = y + =

estd contenida en Q.

Nota 1.2.3 Se puede probar, si §) es una region reqular de clase C* 2 < k < co, entonces
1 tiene la propiedad de bola interior uniforme en el sentido fuerte. Esto es una consecuencia
inmediata de la ezistencia de una vecindad tubular para tales regiones (ver observacién (A) que

sigue a Teorema 1.1.2).

Teorema 1.2.9 Sean Q@ € RY un dominio acotado que satisface la condicion de bola interior
uniforme en el sentido fuerte, L el operador uniformemente eliptico de (1.3) con c(z) = 0 en

QyueC*()NCEQ) que satisface
Lu>0yu>0enl

Entonces existe una constante § > 0 tal que
w(z) > dd(x) en Q

donde d(x) = dist(x, 00).

Prueba. Se deduce de un resultado mds general en [Ba] y que se debe a [W]. m

1.3 RESULTADOS ADICIONALES

Para operadores de superposicion (operadores de Nemietzky) se tiene el siguiente resultado que

es un caso particular de un teorema de Vainberg, [V], [K], vy que basta para nuestros propésitos:
Teorema 1.3.1 Sea ) C RY un abierto acotado y sea f tal que:
a) [feCOQxR,R),y

b)  Emisten constantes v, s > 1 y ay, az > 0 tales que | f(2, &) < a1 +az [{}5 para todo x € (),

e R
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Entonces la aplicacion p(x) — f(x,p(x)), 2 € Q, ¢ € L™(Q), pertenece a C(LT(Q), L*(Q)).

Prueba. [R], Proposicién B.1, pdg. 89. =

Como ya se mencions, de la desigualdad de Poincaré, se sigue que en H{ (),

(u, 1))11:(],, = / Vu - Vo, para u,v € Hy(Q),
9)

define un producto interno en H3(Q), y |Jul® := (u, v) pp €s una norma equivalente en Hj(Q).

Teorema 1.3.2 Sea @ C RY un abierto acotado, N > 2 y f € C(Q x R,R) con |f(z,&)| <

a|¢|P +b, donde a,b son constantes y 1 <p < gfg Entonces el operador T : H}(Q)) — H}()
dado por (Tu, ) = | flz,w)edz, u, o € HY(Q) estd bien definido y es compacto.
)

Prueba. Veamos primero que para toda u € H}(S2) el funcional ¢ — [ f(z, u)¢ es continuo
Q

en H}(2), con lo cual, por el teorema de representacién de Riesz-Fréchet en H}(Q) ([B1]

Teorema V.5), existe Tw € H}(S2) tal que

(Tu,e)y = [ Floule, v € HY@),
Q

Con eso, u — Tu estarfa bien definido. Veamos entonces que ¢ — [ f(z,u)p es continuo en
0

H}(Q). Sea w € H{(Q). Ahora bien, p < 2 @ p+1 < £, Seap+1 < 51 < #%.

Empleando el Corolario IX.14, pdg. 168 de [B1], v € L*' (). Usando el Teorema 1.3.1 con
r=sys=2, fz,u) € L(Q). Peros =2 > =y =7y, con lo cual f(z,u) € L™(Q).
Como r; es el exponente conjugado de r = s; se aplica la desigualdad de Holder y se sigue,

usando el encaje continuo HE () € L (),

i @l € CF @ wllpr el -

/f(az,u)@ < ()]
Q

Veamos ahora que T' es compacto. Recordemos que T' es compacto si lleva conjuntos acotados
en conjuntos relativamente compactos. Para probar esto, en nuestro caso, basta mostrar que

T lleva sucesiones débilmente convergentes en sucesiones fuertemente convergentes. Sea por
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lo tanto {ug},ey una sucesion débilmente convergente en H}(Q), up — w € H3(Q). Por el
Teorema de Rellich-Kondrachov ({B1] Teorema IX.16, pag. 169) H{(Q) < L*(Q) para todo
s1 € [1, 225 n—3) (con inyeccién compacta), entonces {uy},cy converge fuertemente en L1((2),

up — u € L5()). Tomemos s; € ( +1, i\(‘;‘i\’:z) y sea r; tal que 'ﬁ -+ ;1‘ =1, es decir,

Alora, por dualidad, ([B1], Corolario 1.4 y Teorema de Riesz-Frechet).

17wk — Tull iy = sup  (Tup — T'u, 9) 1oy
© lﬁaltﬂl(g)zi 0
0

= sup / [f (z,ur) — fz,u)] pdz,

“WHH(%(Q)Z:[ Q

y aplicando la desigualdad de Holder,

IA

(/ () — £ () ) / 1@)

“f(xufc> f(£7 'u.

/ |[f (@, un) — fz,u)] @ dz
Q

ey 1]

il

Le1 (Q} .

Nuevamente, por el Teorema de Rellich-Kondrachov ||| s ) < C'llell gy luego:
/ [f (@, un) = flz,w)]plde < C H‘P”f{g(g) I f (@, ux) — f(-??au)ul,n(gz)-

De esta forma:

1T =Tl < sup l[cnwugm T{ERTSEN (G0 Py
Plinde™

= Clif(@,wm) = @l -

Ahora, empleando el Teorema 1.3.1, con r = s1, es decir, & = p &= 5 = %, se tiene
que ¥(z) — flz,(x)) € C(L(Q), L7 (Q). Luego, f(ux) — f(-,u) en L7 (). Como
rp = 5 < 2, entonces LY (Q) ¢ L(2) y asi f(-,un) — f(,u) en L™(Q), es decir,

%13.
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£ e, ur) = f(@,w)]| gy — 0. Por lo tanto, ||[Tug — Tuflgiq) — 0, es decir Tug — Tu

en H}(€2). Luego 7" es compacto. ™

Nota 1.3.1 Para N > 2 se tiene que -‘?,%% < %, con lo cual el teorema anterior es wvdlido
paral <p < -{\éf—% y se sigue por el Corolario IX.14, pdg. 168 de [Bi] y el Teorema 1.3.1 para

ue H (), f(u) € L*(Q) para algin s > 2.

En H}(2) consideramos el cono K+ := {ue H(Q);u > 0}. Designemos por {-,-) la dualidad

entre H~H(Q) y H(Q). Para f € LP(Q), p > 2, decimos que u € K+ tal que
(~Au— fv—u) 20,Vve K+ (1.4)

es solucion en K+ de la desigualdad variacional (1.4).

Se tiene el importante resultado de regularidad para tales desigualdades variacionales:

Teorema 1.3.3 Sean 0 C RY un abierto acotado de frontera suave, f € LP(Q), p > 2, y
u € (T solucion de la desigualdad (—Aw — f,v —u) > 0, para toda v € K. Entonces existe

w2 < Clflize-

un dnico u € K+ N W2P () solucidn de la desigualdad (1.4) y se tiene ||u]

Prueba. [B2], Teorema [.1, pdg. 7 (con ¥ =0). =

Otro resultado de regularidad importante es:

Teorema 1.3.4 (Agmon, Douglis, Nirenberg) Sea Q de clase C* con 0Q acotada y f €
LP(Q), 1 < p < oo, y u € HYQ) una solucion débil de

—Au = f(z), en )
uw = 0, endfl,

entonces u € W2P(Q) y lullyy2e < CUFll -
Prueba. [1%2]; Teorema 3, pdg. 230. =

Proposicién 1.3.5 (Desigualdad de Hardy-Sobolev en L%(S))) Sea Q C RY una region

reqular de clase C™ y d(x) := d(x,0), © € Q. Entonces existe C > 0 tal que

18], < 19l vwe mi@)
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Nota 1.3.2 Esta desigualdad cs caso particular de la desiqualdad

v

d

L SCIVul,, vo e W)

que se cita en [BI1), pdg. 194, incluso con la hipdtesis de regularidad de clase C' en Q.

Para el caso p = 2, que sdlo interesa aqui, se da como referencia [LM], Teorema 11.3, pag. 59
que tiene la hipdtesis € region regular de clase C™°, y no se aplica directamente a la funcién
distancia d ya que ésta no es de clase C°(§) y ast no satisface la hipdtesis del Teorema 11.5.
El teorema en [LM] se puede usar junto con la existencia de una vecindad tubular, con 2 suave,
para probar la Proposicion 1.3.5 (ver observacion (C) a continuacion del Teorema 1.1.2).

Con la Proposicion 1.8.5 podemos probar (|BT], Lema 2.2), el siguiente lema
Lema 1.3.6 Sea @ C RN una region que satisface las hipdtesis de la Proposicion 1.9.5 v
v € HF(Q) con0 <7 <1y N >3, entonces:

1—-7

N

v

d?’

1 1
< Cl|Vullg2 donde 5 =5-

La

Prueba. Consideremos primero el caso 7 = 0. Por el Corolario IX.14, pdg. 168 de [B1] y

la desigualdad de Poincaré

b
2| -

1
[olls < C vl < OlIVolle donde - =

y se sigue el Lema.

Para el caso 7 = 1 & ¢ = 2, el resultado se sigue de la Proposicién 1.3.5. Sea ahora, para
0 <7< 1. Setiene 5 € L? por Proposicién 1.3.5 y v € v por el teorema de encaje. Sea
r:= 2 entonces LZ—;L; = [%lT € L" (). Comowv € L¥3 se sigue que Jv|'77 € L¥2. Definamos

2N 1 .
5:= §=37=; vy definamos




Podemos aplicar la desigualdad de Holder generalizada, ([B1], Nota 2, p4g. 57), de donde se

sigue que

vT

v < v lvll—-r
dmllLe dl lipr Ls
= 3l i,
= [l e,
< OIVol Vel = =5 - 5

En la dltima desigualdad hemos usado la Proposicién 1.3.5 y el teorema de encaje en H ().
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Capitulo 2

ESTIMATIVOS A PRIORI Y SOLUCIONES
POSITIVAS

En este Capitulo, que consta de dos secciones € RY es un dominio suave. Se considera en
H§ (Q) el cono K definido por K+ := {u € H}(Q);u >0} y (-,-) denotars la dualidad entre
HYQ) y Hy ().

Eu la Seccién 2.1 se prueban estimativos a priori para las soluciones # € K+ de la desigualdad

variacional
(—Au — f(u) —sP,v—u) >0,Vve K,

donde 5 > 0 y ® es la funcién propia positiva de —A en Hé () correspondiente al menor valor

propio A; > 0.

Con estos estimativos se prueba, en la Seccién 2.2, el resultado principal de este trabajo: el

problema semilineal
—Au= f(u) en

w = (} en O}
u >0 en
tiene una solucidn.
Por simplicidad (para no distinguir casos) consideraremos el caso N > 3. Los resultados se

pueden probar también para N = 2.
En las pruebas de los siguientes resultados denotaremos por C'y K diversas constantes positivas

que s6lo dependen de Q y f o de Qv F (donde E es la funcién del Teorema 2.2.2) segiin sean

las hipétesis.
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2.1 ESTIMATIVOS A PRIORI PARA LAS SOLUCIONES DE
UNA DESIGUALDAD VARTIACIONAL

Lema 2.1.1 Sea f € C(R*,R) que satisface:

(A1) f cruza el primer valor propio A del operador —A en H}(2); es decir:

limsup f-@ < A1 < Hminf i(—tl
too+ 1 tmoo 1

(A2) [f(t)] < C(1+|¢|*), donde o < FH
Ezxiste A > 0 tal que f > —A.

Entonces eriste una constante IR = R(f,Q1) > 0 tal que para toda s > 0 y para toda solucion

u € Kt de la desigualdad:
(~Au ~ f(u) —sb,v—u) >0, Voe Kt (2.1)
se tienen los estimativos a priori

IVulz <R y lull,- <R.

Nota 2.1.1 Si definimos 3 := %—fli entonces es claro que de (A2) se sigue litm inf *’1—&? = {}.
=X

Prueba. La prueba se desarrollard en dos partes:

i)  En primer lugar veamos que [[ul 1oy = |Vl 2 < R:

Sean s > 0 y u una solucién de (2.1). Tomando v =u+ ® € K+ en (2.1) se obtiene:
(—Au— f(u) — s, D) >0

es decir:

/Vu-V{)- / f(u)@—s/@Q}zO,
Q Q ¢

Q
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de donde se obtiene, integrando por partes,

h/ u(—AD) — Q/ f)® — s Q/ o2 > 0.

Como
/u(—A‘D) = /’u,)q{[):)\l /u(If’,
obtenemos
A /u{)— /f(u)(b—s/sz >0,
es decir,
AL /u@ > /f(u)<1>+s/<1)2. (2.2)

Alora, de la condicién (A1), se tiene que litrﬂ iglf %9 > A1, lo que equivale a que para todo
€ > 0 existe C; > 0 tal que f(t) > (A} + €)t — C;, para todo t > 0. Sea ¢ > 0.
Luego:

fw)® > (A + e)ud — C. D,

y con eso

Q/ F@)® > (A +¢) ! b — C. Q/ D,

De esta forma, de la desigualdad (2.2) se tiene que

A /wp > /f(u)(b+s / 02> (A +¢) /mb - C, / D+s / P? (2.3)

Q Q Q 0
Y /u,iI>2,\1/'u(I>+e/u(I)—C£/<I>+s/<I>2
@6/1¢<I>—C/<I>+S/<I’2§O (2.4)

19



o /)(I) -8 /.(]}32

@/u@ﬁ 2 2
0

€

Como C, > 0 puede tomarse arbitrariamente grande, entonces / u® < Cy con Cy > 0.
. Q
Con eso, de la primera parte de la desigualdad (2.3): / flu)® <CyconCy >0y, dela
_ Q
desigualdad (2.4}, teniendo en cuenta que ¢ / ud > 0, resulta s < Oy con Cy > 0.
De esta forma, existe C = C(f,Q) > 0 talgque para cualquier u € K, solucién de la

desigualdad variacional (2.1), se tienen los estimativos a priori,

/@@ga /ﬂ@@gaogsga (2.5)
h 2

Si tomamos ahora v = 2u y v = 0 en la designaldad (2.1}, obtenemos
(—Au— flu) —sP,u) >0y (—Au— flu) —s®,u) <0,

lo que implica,

(—Au— flu) —sP,u) =0,

es decir,
/Vu-Vu— /f(u)u~s / Du =0,
& |[Vullz. = /f(u)u-{—s / du,
Q Q

y con (2.5)

nvwég/fmm+c. (2.6)

Q

Sean ahora v 1= 4y, 8 := 4, o= f()]®7, 5 := W, pi=1>1,0:= 1=
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Claramente, % -+ % = 1. Aplicando la desigualdad de Holder, se obtiene
. . 7 oy Ve
. 1 ¥
/uwnus[/aﬂmwmw”ﬂ {/(M@%fﬁ) } -

9 )
[ rwn < [1swlu
Q

Y

Y =
. - ()| w0
/f(u}u < ii/ lf(uﬂ‘l’} [/ %} ‘
Q O Q

De (1.2) se tiene que

Como

JECOIE
Q

se sigue

0< [lrwle= [swer2 [ we
Q Q

Q

y de {A3) se sigue 0 < f~ < A, luego, con (2.5), se sigue 0 < / If(u)| @ < Cy asi
Q

1-y
)l =)
/f(uu<0{ U{D)«J/{l 7)?} '

Ahora, usando el estimativo |f(¢)] < et® + C,, t > 0, el cual se sigue de (A2) con € > 0

arbitrariamente pequeno y Ce > (), se obtiene:

P/ (1-7)

) 1—v
. AeuP 1/(1-y)
/f(u)u < c / (evf + C¢) ul/1=7 }

Q

1—v 1~y
1= ) uﬂ’*‘l/(l"'\»‘} i ul/(l—"f)
s Ce / pa—y | Tl / /=)




1/8 1/8

28 - B UnIVERSIDAD NACIONAL DE CoLoMB)
= 061_7 u -+ C _u__ SE15 MEDVELIN
J o8 ) @ PEPTO. DE BIBLICTECAS
@ 9 BIBLIOTECA “EFE” GOME’
= 1—y u _y'_
Ce ” O/ 2|28 O |18
Por lo tanto,
2
Ty 5
/ fluju < Ce @7/2 . T HLﬁ ) (2.7)
Aplicando el Lema 1.3.6 con 7 = /2 se sigue:
u < olv
|77, < c19ulee,
— /2 1 — N -
doﬂde}':l—l l"/ :1~ A'+1':., : l :-—1—.
q 2 N 2 N 2(N + 1) 23
Ahora, como ~AP = AP > 0y & > 0 en £, por el Teorema 1.2.9, se concluye que existe
C >0, tal que @ > Cd en Q y con eso 5 < Cl Luego [ 5{% 25 < C[Vull 2, v asf
2, <civul? 2.8
(I)’rfg, 128 IVuliz: (2.8)

Aplicando nuevamente el Lema 1.3.6 con 7 = « se obtiene:

(7
1] <civul
I 1 1-v 1 1—v 29°-3y+2
donde ~ = = — - -
ro 2 N 2 %_1 2(2 = 7)
Es decir, r = 23&;;12 = 223 ol Como N > 2, entonces v = N?H < % y asf:

3 6—3 3 3
.2,,\;,<1¢:>m—'y<1c>3",/———'y<1©-§w<1-3’y

—ry D
De esta forma r > 2 X L =3

¥4+~ h)+1 [T G B
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ii)

Luego || %],6 S C||#|,- £ ClIVu| 2 y con L < CL, se desprende,

=, <CIVul. (2.9)

La

De (2.7), (2.8) v (2.9) se obtiene,

/ f(w)u < Ce=T [ Vulls + C. |Vl 2,
4

y con (2.6):
IVulf2 < Ce 7 [Vullfz + Ce | Vull 2 + C,

es decir

(1= C" M Va7 = Ce |Vl - C <.

Sea g(x) := (1 — Ce!™)a? — C.x — C, para 2 > 0. La grafica de y = g(z) corresponde
a una pardbola que se "abre" hacia arriba cuando £ > 0 es suficientemente pequeno. De
esta forma, considerando la condicién g{z) < 0 se concluye que existe I{ > 0 tal que

x < K y asf, existe R > 0 tal que ||Vul/;2» < R.

Ahora veamos que ||uf|, » < R:
Sea g{u) 1= f(u) + 8P en el Teorema 1.3.3. Entonces empleando la condicién (A2) se

cumple, si g{u) € LP con p > 2:
lullwas < CUIL @) + 5®ll,0) < ClFW+ K <O|t+?] + (210)

<O+ K =Clulf,, + K < C(lulf,, + 1),

con 8 = £AL (ver Nota 2.1.1).
La prueba se hard mediante un proceso iterativo conocido en publicaciones en inglés como
"Bootstrap Argument" {que podriamos llamar " Argumento Paso a Paso").

Primer paso:

Sea q := KQ,-% Entonces se tiene que HY(Q) ¢ L9(Q) (ver [B1] Corolario IX.14, pég.

168). Sea a := p = q/B, entonces como f(u) € LP () para cierto p = a; > 2 se sigue de
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(2.10): [Juflyae, < C(Hul\‘iq +1) € K, es decir, u € W221(Q).
Si N < 2a; (lo cual es cierto tinicamente para N = 3 y N = 4), se concluye que
W2e(Q) ¢ L°(Q) (ver [B1] Corolario IX.15, pag. 169 con m = 2), es decir, ||u]| ~ <
K lufly2.e; < C.
Si N > 2a, entonces:
Segundo paso:

: ; 2, T Neg 1
Por el Corolario IX.15 de [B1] se signe que W™ (Q) C L¥=1(Q). Sea g 1= 52543,
entonces de (2.10): |lullyy2.a, < Cllull? ne. +1) <K, es decir, u € W22 (). Hay dos
L2
€asos:
Si N < 2a, entonces, nuevamente por el corolario IX.15 de [B1] se concluye que W22(Q}) C
L)), es decir, ||ufl ;o < K ||uflp2a < C.
Si N > 2« entonces:

Tercer paso:

) . o Nex 1 :
Se regresa al paso 2 argumentando con ay y con a3 := =545 como se hizo con oy y o
respectivamente.
, ) o - . Ny 3 , }
Se sigue asf un proceso iterativo, definiendo ay := F—=—7 en cada paso k. (Debe

mencionarse que la expresion para oy solo tendrd sentido mientras ap..q < %)
Resta entonces probar que existe m € N tal que 2o, > N, para todo N > 4:

. . 7 .
Primero veamos que ag..y < o mientras op 3 < % (claramente cvg estd definido pues

oy < —’E’- para N > 4):

Sea k=2. %>a1 > 2 puesto que %—%;‘;;i >28N? - N>N?-N-2&80>-2

7 _ 7 — .
vy oasl, 2 <y = NQL x_& < N‘?\;%él %& = vg. Es decir, a1 < as.

'
Supongamos ahora que oy < oy < %, entonces:

Nogy N-—1 <« Now N-i
N=Zok—{ N+1 ™ N=2ay N+1*

es decir, o < Qpaq.

De esta forma, se ha probado inductivamente que ay..; < o mientras agx_y < %
45 s N . = Nag N-1 ¢ N acto:

Ademds, si 2 < oy < 4, entonces agqy = N M1 # 4. En efecto:

Noy N-1 N
N=2qyq N+1 2

= chk(l\r - 1) = (N - 2&&-)(1’\? + 1)



& 204N — 20 = N2+ N = 200N — 20,
& N2 —4Nop + N =0

S N—da, +1=0

N+1 N
D)

& Oy =

Nx N-—1 p " N 3
o5z T — @ con 2 < x < % la cual representa

Consideremos ahora la funcién h(x) :

il

la diferencia entre entre a1 v .

(2N + 2)2? — 2Nz N
hiz) = on 2 < @< —
() N 20N £ 1) con 222 <5
W(z) = (V= 22)(N + D[4(N + Do — 2N] — [2(N + 1)z? — 2Nz][-2(N + 1)]
' (N —2z)2(N + 1)
W) = 2(N = 22){(N+1)(2Nz + 22 — N) +4dx(Nax+ 2z - 2N)(N + 1)

(N — 22)2(N + 1)?

2N - 20){22 + N(2z ~ 1)] + 4alz + N(z - 2)] N

W (: : todo = € (2. -
V() (N = 222N + 1) > 0, para todo z € (2, _2)

Ademids h(2) = ‘(% > 0 para todo N >4
Es decir, la diferencia a1 — oy es positiva y creciente a medida que k aumenta.
Supongamos razonando por el absurdo, que no existe m € N tal que 2¢,, > N, entonces
20y, < N para todo k € Ny asf h(qy) siempre estd definido.
Sea Cn = h(2) > 0, entonces h{ay) = agyy — ap > Cn para todo k € N.

1

k—1 k]
Como ay—a1 = > (a1 —aj) > Cn = (k—1)Cp, entonces 2c;, > N en contradiceion

J=1 j=1
de la hipdétesis.

Por lo tanto, existe £ € N, & > 2 tal que oy > %
Como o > —;1 para N =3 y N = 4 se sigue que para todo N > 3 existe k € N, tal que

o > & yparaese k € N se tiene que uw € W3 C L™, es decir [|uf) o < K [Jully2a < R

El siguiente Lema, da un estimative inferior a priori para las soluciones no triviales de la

desigualdad variacional.

B
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Lema 2.1.2 Sea E € C(RT,R™") que satisface:

(B1) E cruza el primer valor propio A1 del operador —A en H(SY); es decir:

E(t)

< A1 < liminf —=
t—r00 t

E(t)
i

limsup
t—Qt

(B2) E(t) < Ki(1+[t]%), donde o < A

Entonces existe una constante r = r(E,$2) > 0 tal que para toda f € C(RT,R) que satisface

[ < E y para toda solucién v € K+ no trivial de:
(—Au ~ f(u),v—u) >0, Vv e KT (2.11)
se tiene que
IVull e > 7y fiull o > 7

Prueba. Supongamos, razonando por el absurdo que ¥r > 0, existe v € K, solucién no
trivial de (2.11) con ||Vu|| 2 < r. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que o > 1. Sea
u € I{" una solucién no trivial de (2.11) con f < E. Entonces, haciendo v = 2u y v = 0 en la
desigualdad (2.11):

(—Au — f(u),u) >0y (~Au — f(u),u) <0.

Por lo tanto

(—Au— f(u),u) =0,

lo cual significa

(~Au,u) — {f(u),u)y =0

@!V?L-Vuwh/f(u)u:(}

o Va2, = / oy (2.12)
4
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Ahora, de (B1), dado 0 < £ < Ay, existe #; tal que E(t) < (A —e)t para todo t < tg, y como
f(t) < E(t) entonces,

[ s -9 [ @son-o [ (2.13)

{n<to} {u<to} 0

y de (B2) dado que f(t) < E(t):

/ fluyu < / Ki(1+ u®)u = /'Kucwﬂmo_ /'Amwwﬁ+n. (2.14)

{u>to} {u>t0} {u>t0} {u>t0}

Reemplazando (2.13) y (2.14) en (2.12) se obtiene:

HV’uHQLQ = /f(’u) / HOE / flwu < (A —¢) / u’ + / C(u*t 4+ 1).
Q {u<to} {u>to} {u>to}
Es decir,
IVullz2 < (A =€) /u + / Kou®™ 4 K / 1 (2.15)

{u>tp} {u'>£o}

y con Teorema 1.2.1 se obtiene

Vel < IVl - - 1Vulfe - [ Kot ere [

{usto} {u>to}

slvulf < [ owter [ 2.16)
1

{u.>to} {M‘>i0}

Como ||Vul|%, > 0, entonces, de (2.16) es claro que med {u. >tg} > 0. Del Lema 1.3.6 con

7 = 0 se sigue que Hu”L ov < C|Vullz ycomoa+1< {41 = 2 < 25 obtenemos,

(/ 1Laf-kl) = |lufl o < C H'u.HL?{L;_.s_\i2 <ClIVule: - (2.17)

Q
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Por lo tanto:

Kou! < / Kou™h = I |ull§i < K |Vu|§d! < 3—;- [Vl . (2.18)
{’u’>t()} Q !

En la tltima desigualdad, si K < 35%-, el resultado se sigue con ||V ;2 < Cj, donde 0 < C) < 1,
1

y si i > 55, el resultado se sigue con ||Vull;2 < Cy, donde 0 < Cy = <3l{€>\1)g <l

Ahora estimemos el dltimo término en (2.16).

Sean f := u?, §:=1, P := odl 7= 2. Claramente, }1; + % = 1. Entonces, aplicando la
desigualdad de Holder sobre §2, se tiene:
2 =1
, , a1 . +1 i 41
a1
/u2 < /u‘"H /1 = /u““ med {§) «F1 (2.19)
9) ) ) 9]

Aqui no se puede dar ” = ya que u es solucién no trivial y u € Hg () con lo cual, la relacién
ciu® = c31, para casi todo z € , ¢, co # 0 no es posible.
Por lo tanto, se sigue la desigualdad estricta en la anterior desigualdad. Simed{u <tp} = 0se

sigue en consecuencia
2
) . a1
Q-1
/ u? < / y*t med {1 > to}aFT : (2.20)

{1L;to} Q

Por otro lado si med {u < g} > 0 la desigualdad de Holder, aplicada sobre el conjunto {u > o},

da inicialmente )

a1

" a—1
u? < uet! med {u > to}eFi

{u'>to} {u?;lo}

y como / utt < / u®t! se tiene también, en este caso, la desigualdad (2.20).

t%/l:/tgg/lﬁ

{u>to} {u>to} {u>to}

{’{l‘>$0} b
Con
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y (2.17), la desigualdad (2.20) implica
2 2 2 o=l
th / 1 < C* [Vul|j2 med {u > to}et (2.21)
{u,.>2()}

y se sigue como estimativo para el dltimo término en (2.16)
med {u > ty} < C||Vul|73!.

Empleando esta dltima desigualdad y el mismo argumento con el que se obtuvo (2.18) se tiene

que existe Cy > 0 tal que para cualquier solucién no trivial u con ||Vu|| 2 < Co,

: . ,
| / K2 < o [ Vuls. (2.22)

{u>te}
De esta forma, u es tal que ||Vul|;» < min {C1, Cy}. De las desigualdades (2.16), (2.18) y (2.22)

se obtiene

% [Vl <30 HVuHLz T HVU‘HL?
= Uvuil%2 <0,

lo cual es absurdo. De esta forma, se sigue que existe G > 0 tal que ||Vul|,;. > C.
Supongamos ahora, razonando nuevamente por el absurdo, que ||u||; . < tp. Entonces u(z) < to
para casi todo z € 2 y de esta forma, el conjunto {z;u(z) > to} tiene medida cero, lo cual es
absurdo por (2.16). Se sigue entonces que |uf ;. > to.

Tomando r = min(C, tg) se sigue el resultado. =

2.2 EXISTENCIA DE SOLUCIONES POSITIVAS

En esta seccién probaremos la existencia de soluciones positivas de la desigualdad variacional y
del problema semilinecal. El sipuiente teorema garantiza la existencia de una solucién no trivial,

uw € KT, de la desigualdad variacional
(—=Au — f(u),v—u) >0, para toda v € K.
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Teorema 2.2.1 Sea f € C(R*,R) que satisface:

(A1) f cruza el primer valor propio A del operador —A en HYHQ); es decir:

limsup i(—t—) < Ay < liminf j—@;
Es O t t—r00 t
(A2) |f(t)] < C(L+t]%), donde o < H£L
(A3)’ Eziste A > 0 tal que f > =\,
Entonces, para uw € K, la desiqualdad
(—Au— f(u),v—u) >0,YVve K+ (2.23)

tiene una solucidn no trivial.

Prueba. Sea H el espacio de Hilbert Hj(2) con el producto escalar {(u, U)Hé = / Vu-Vu
Q

y sea P la proyeccién de H en I*. P estd bien definida puesto que K™ es convexo y cerrado.
En efecto, sean uy, ug € Kt yt € [0, 1], entonces tu; + (1 —t)uy € H pues H es espacio vectorial
ycomot >0y 1—£2>0entonces tu; + (1 —£t)us > 0y por lo tanto tug + (1 —t)ug € K+. Con
esto KT resulta convexo. Veamos ahora que K™ es cerrado: sea {un}, oy una sucesion en K+
que converge a u € H, luego {un},en converge a u en L2. Por lo tanto existe una subsucesién
{tn, }ren tal que u,, () — u(x) para casi todo & € Q. Como u,, (z) > 0 para casi todo z €
pues u,, € KT, se sigue u(z) > 0 para casi todo x € Q. Luego u € KT,

A continuacién completamos la demostracién

Paso 1:

Sea F: H — H definido por (F(u), v} = [ f(Pu)v, v € H} (). Entonces la desigualdad
H} 0

Q
(2.23) es equivalente a

w€H:u—~PF(u)=10 (2.24)

En efecto, supongamos que es cierta (2.24):

Como u € H, entonces F(u) € Hy PF(u) € Kt y con eso u € K+, Pu = u. Por lo tanto,
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empleando la propiedad de caracterizacién de las Proyecciones sobre convexos cerrados (ver

[B1] Teorema V.2, pag. 79),
(F(u) — PF({u),v — PF(u))y: <0,Vv e Kt

& (F(u),v — PF(u)) g — (PF(u),v— PF(u))p <0

& /'f(Pu)(fe; — PF(u)) — /-V(PF(u)) V(v—PF(u)) <0
Q 9)

lo que significa

(f(Pu),v~ PF(u)) + {(A(PF(u)),v — PF(u)) <0
& (A(PF(w) + [(Pu),v — PF(u)) < 0.

Es decir,

(=A(PF(u)) — f(Pu),v — PF(u)) > 0. (2.25)

Por hipétesis
u— PF(u) =0 PF(u)=u

y asi, de (2.25), se desprende,

(~Au— f(u),v—u) >0, Vve K.
Supongamos ahora que, para u € K, es cierta

(=Au — f(u),v—u)y >0,Vve K.

Entonces:

{Au+ flu),v—u) <0

S (f(u),v—u) + {(Au,v—u) <0,

31



lo que significa

(F(u),v ~ u)m% - /Vu V{v—u) <0
0

& (F(u),v — u>H{}1 —(u,v "“)}{3 <0
& (F(u) — u,v "'U'>H(} <0,Yve K.

Asi, u es la proyeccién de F(u) en K+ (ver [B1] Teorema V.2, pdg. 79), lo que significa
u=PF(u) & u— PF(u)=0. (2.26)

Paso 2:

En el paso anterior se ha reducido el problema a encontrar una soluciéon u € K no trivial de la
ecuacién (2.26). Por Teorema el 1.3.2 sabemos que el operador F' : H — H es compacto y con
eso también PF. Aplicaremos el grado topolégico de Leray-Schauder para resolver la ecuacién
(2.26). Podemos suponer, como en el Lema 2.1.2, que & > 1 en (A2). Para las propiedades
bdsicas y existencia del grado de Leray-Schander para perturbaciones compactasde la identidad
se puede consultar [MZ].

Sean B, := {u € H; |lu||; < r} donde r es la constante en el Lema 2.1.2 y H(¢, ) la homotopia
definida por H(t,u) := v — tPF(u) con t € [0,1] y w € H. Por el Lema 2.1.2 se sabe que
para toda solucién no trivial « de la desigualdad (2.23), es decir, para u € H, u 74 0, tal que

u— PF(u) = 0 se tiene que ||ul|; > r. Asi, por la propiedad de invarianza bajo Homotopfas,
deg(f — PF, B,,0) = deg({, B;,,0),
ahora, como 0 € B, deg(Z, B,,0) = 1; luego
deg(f — PF,B,,0) = 1.
Es decir, w — PF(u) = 0 tiene solucién en B, pero ésta es la trivial. Consideramos ahora la
familia { I} dada por (Fy(u), U>H§ — / [f(Pu) + $®]v, s > 0, donde P denota la proyeccién

0
sobre K+ y @ es la funcién propia positiva de —A en H}(§2) correspoundiente a A;. Claramente
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Fy, = F+G; donde Gy : H— Hesel operador definido por (G, (u),v) = / s®y. La imagen

g
. 0
de By bajo el operador G, es un conjunto unitario, el cual es compacto. De esta forma Fj,
s > (, es compacto.

Por la forma en que estd definido Fj, se tiene que, para u € KT, la desigualdad
(—Au - f(u) —s®,v—u) >0, Vve K7

es equivalente a la ecuacion

we H:u— PFy(u) =0.

para ver esto se procede de forma andloga a como se hizo con la equivalencia entre la designaldad
(2.23) y la ecuacion (2.24).

Ahora, por el Lema 2.1.1, existe una constante positiva R tal que, para todo s > 0 y para toda
uw € H, que cumpla v — PF,(u) = 0, se tiene que |lul|,; < R,y s < R. Por lo tanto, si s > R,

la ecuacién u — PFs(u) = 0 no tiene soluciones y con eso,
deg(l — PF,, Bg,0) =0.

Alora, considerando la homotopfa H(¢, u) := u— PF;(u) con t € [0, s] y aplicando la propiedad

de invarianza bajo homotopias, se tiene que
deg(l — PF, Bg,0) = deg(I — PF,, Bp,0) = 0.

Sin pérdida de generalidad, puede suponerse que R > r. Se tiene entonces, por la propiedad de

aditividad del grado,

deg(I — PF,Bg,0) = deg(I — PF,Bg \ B;,0) + deg({ — PF, B,,0)

deg(I — PF,Br\ B,,0) = deg(I — PF,Bg,0) — deg(I — PF, B,,0)
= 0-1=-1.
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Por lo tanto, existen soluciones de u — PF(u) = 0 tales que 7 < |lul|y; < Ry que con eso

resuiltan ser no triviales. =

Probamos ahora la existencia de una solucién positiva de la desigualdad variacional que final-

mente resultard ser solucién del problema semilineal

—Au = f({u) en Q
u =0 en 08
u>0en Q.

Teorema 2.2.2 Sea Q C RY, N > 3 un dominio regular de clase C° y E € C(RT,RT) que

satisface:

(B1) E cruza el primer valor propio A, del operador —A en H(Q); es decir:

E()

limsup ——= < A} < hm mf
t— 0+ t

U

(B2) E(t) < C(1+ |t|*), donde o < £AL

Entonces existe A\ = M E,Q) > 0 tal que, para todo f € C(RY,[—A, +00]) que satisface

f<E (2.27)

1i£m infﬁgl > A (2.28)

el problema semilineal
—Au = f(u) en {2

u =10 en Jf}
u>0end

tiene solucion en HE () N C™ (Q), para cierto v € (0,1).
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Prueba. Sea f € C(R™,[-A, +o0]) que satisface (2.27) y (2.28) y u € K una solucién no

trivial de

(—Au— f(u),v—u) >0, Vve KT (2.29)

(cuya existencia estd garantizada por el Teorema 2.2.1). Probaremos primero que u € C1 (€2)
v luego que u > 0 en ). Observe que las constantes C en la demostracién siguiente no dependen

de u.
Del Lema 2.1.1 se sabe que u € L (). Por lo tanto u € L* (Q2) para 1 < s < co. Existep > N

tal que a = f} < pa = s para algiin 1 < s < co. Ademds, empleando la propiedad (B2),

If(@)lle < CIL+ufe < Cr+ Clluffen < Cr+ Collufge -

Luego f (u) € LP. Como R > ||ul| e > 7 > 0, mediante un argumento geométrico, teniendo en

cuenta la desigualdad anterior y el Teorema 1.3.3, obtenemos
lullywer < ClLfF@e < Cr+ Coflullfe < Cllullze (2.30)

con p > N. Por esto, del Corolario IX.15, pdg. 169 de [B1] (con m = 2) se deduce que
W2P(Q) ¢ CH(§)) para algin 0 < v < 1y con (2.30) el estimativo

lellgre < Clluflze - (2.31)

Para lo siguiente se tomard p tal que o < f’gf’l’, donde v =1~ %

Observar que v € HJ ()N CH (Q) y por tanto u = 0 en 9. Teniendo en cuenta esto, sea
zo € Q tal que K = u(xg) = max u{x). De acuerdo con el Lema 2.1.2, es claro que K > r > 0
para cualquier solucién no trivial.

ol .
Probaremos primero que para ¢ = CK~ %=1 (con C > 0 adecuado) se tiene

Be(zg) = {z e RV |z — x| < e} CQ

(2.32)
u(z) > —1—2{- Vo € B.(2o).



En efecto, sea x; € Q tal que |zg — 2| = min {|zo — Z|; u(Z) = EY v ast u(z;) = % De

we Chv (@), se sigue que u € C1(Q) y ast, para g(t) = u(wo+t(x; —20)), 0 < t < 1, se obtiene
ge CH0,1] y ¢'(t) = Vau(zo + t(z1 — x0)) - (z1 — xg). Por lo tanto

1 A0ES
& u(ry) —u(zg) = /0 Vu(zo +t(xy — 20)) - (x1 — zo)dt. %g%ﬁ

RSt O]

UnivERSIDAD NACIONAL DB Coro
SEOE MEDELLIN

| nEPTO. DE BIBLICTEC
BIBLIOTECA “EFE” GOM

Se sigue, con Vu(zg) =0

1
= = |u(zy) —u(z)| < ’/0 |Vu(zo + t(xy — x0)) - (z7 — x0)| dt

IA

1 1
/0 [Vu(zo + t(zy — x0))| |21 — 20| dt = /0 [Vu(zo + t{z1 — x0)) — Vau(zg)||zy — 20| dt

_ /’1 |Vu(xg + t(x1 — 20)) — Vu(zp)]

Jo t |y — xpl”

t” f.’},‘l - .’EoiV_H' dt

.1 -1
< / lllore ¥ @y — 20| T dt < € / £ |ay — wo" T K%dt
10 40

donde en la 1iltima desigualdad se ha aplicado (2.31).

Se sigue

v =

< Clzy — a7 K
& |z — zo)" T > CKe
& |y — x| > CK T (2.33)
Ahora, como K > r > 0, entoncesentonces

1

l—ox
K > KTF-1,

y de (2.33) obtenemos

1
r1—x0| > CK™F-T = ¢,

con lo cual

Be(wo) C {zi]z —xo) <21 — 20|} € O
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y para todo x € {z; |z — zo| < |&; — zo|} se verifica u(z) > & Se sigue entonces (2.32).
Observe que v € C (©) y ast f~(u) es continua y acotada sobre Q2. Con eso f~(u) € L™ ¢

L?(Q), 1 < p < oo. Consideremos el problema

-Az=f"(u)en
z=0en 08}

el cual tiene solucion tinica débil por el Teorema 3, pag. 28 de [E]. Como f~(u) € LP(Q) para

1 <'p < 0o podemos aplicar el Teorema 1.3.4 y se sigue z € W2P(Q)paral < p< ooy
2|l e < C Hf" (u)“m .1 <p<oo.

Con eso obtenemos, para l < p < oo

ety < €1 @l < €] S Crape s~ 2:3)

y para p > N con el Corolario IX.15 de [B1] se tiene que z € CV () y

Izl @) < Cllzllwzng, - (2.35)

Del Principio del Minimo para Soluciones Débiles (ver [B1], Proposicién 1X.29) se obticne
ademds que z > 0. Como por hipétesis f > —\, es decir, f~ < X se desprende de (2.34) y
(2.35)

12lcr @ < CA. (2.36)

Sea w:= u + z. Se sigue, en el sentido débil,

—Aw = —Au-—-Az
= —Au -+ f_(“’)
= —~Au-+ er(U) — flu),
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es decir, para toda ¢ € C2 (Q), ¢ > 0,

(—Aw, ) = (=Au— f (), ) + (T (u),¢).

De (2.29) se obtiene

(A = f (u), ) + (=Au— f (u),—1) 2 0, Vp € C° (), ¢ > 0.

Tomando v = 2u y v = 0 en la desigualdad (2.29) se sigue

(~Au~ f (u),u) =0,

y de (2.38) y (2.39),
(—Au—f(u),) 20,Y € CF (), ¢ >0.

Como (f* (u), ) > 0, entonces, de (2.37) obtenemos

(—Aw,p) 20,Vp € C° (), 20

y por densidad
(=Aw, ) >0, Vo KT,

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

Por lo tanto w es supersolucién débil (o superarménica) en Q. Claramente w > O en Q, w > u.

Probaremos a continuacién que w > 0 en . Como §2 es un abierto regular, existe § = 6 () > 0

tal que Q5 = {z € Q;d(=z,IQ) > &} es no vacio. Ademds, claramente €25 es abierto.

Como 92 posee una vecindad tubular podemos elegir 6 > 0 tan pequefio que 925 estd contenido

en esa vecindad. Se tiene asi que {25 es también una regién regular de clase C°°. Como  es

conexo Q— es una retraccién de ﬁ (15 es también conexo (ver observacién (B) a continuacion
MR L)

del Teorema 1.1.2). Ademds, es claro que si B; (z) es una bola centrada en x € €, entonces

0Bs(z) N Qs # B para todo z € €.
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Sea yo € 8Bs(xg) N Qs fijo. Entonces, por el Teorema 1.2.5, el problema,

—Au, = 0 en Bs(yo) (2.41)
u, = w en OB;(yo)

tiene solucién tinica cldsica. En particular u, es funcién arménica, no negativa, no trivial y
w(xo) 2 u(ze) = K > 0. Como w es superarménica en §2, —Aw > 0 en el sentido débil en

Bs(yo). De esta forma,

—A(w — uy) > 0 en Bs(yo) (2.42)
w — uy, = 0 en 0Bs(yo).

Entonces, por el Principio del Médximo para supersoluciones débiles (ver [F|, Teorema 2.11 o
[Ba] Teorema 1.3.1}, w — uy > 0y asi w > u, en Bs(yo).
Ahora, por la propiedad de valor medio de funciones armoénicas (Teorema 1.2.3), w > ven Qy

de (2.32) se obtiene

uy(yo) = C / uy =C / w>C / u>C / U

8B (o) 8Bs(yo) 3B5(yo) 8B5(yo)nBe(x0)
: ¢ K
> C / f;- = O medx 1(9Bs(p0) 1 Be(x0)) 2 C = C(6) > 0,
385(2/05“&(%)

donde la 1ltima desigualdad se puede obtener usando X > r > 0, ¢ = CK “T“Tl:T, y el hecho
de que medy_1{0Bs(yo) N B:(p)) es mayor o igual que el drea de una regioén plana dentro de
B, (xg) cuya medida (N — 1)-dimensional no de pende de yo.

Empleando la desigualdad de Harnack (Teorema 1.2.2) en el compacto B, , (y0),

uy (z) = Auy(yo) = C, Yo € Bs5(vo)

luego

w > C en Bsss(ya)- (2.43)

o e

A continuacién se elige un recubrimiento finito |J Bs/5(y:) de Qs con y; € §5. Como (s
d==1

es conexo, tal recubrimiento puede elegirse de tal forma que Bs/s(y:) N B;s i) # 0,4 =
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L,...,(m — 1). Sin pérdida de generalidad, supongamos que yo € Bjs(y1). Observar que
Bsss(yo) C Basss(w) para todo z € Bsjs(y1). Aplicando la desigualdad de Harnack en el

compacto U By,s (@) C Bs (yo) C §25 a la funcidn uy, en virtud de (2.43) se tiene
x€B;s5(y1)

w(z) 2 C / w > C / w > C, Yz € Bss(1)-

Bys 5(z) Bé/.s(yu)

A continuacién, teniendo en cuenta que Bs/s(y:) C Bssys(x) para todo o € Bss/s(yiy1), @ =
1, ..., (m—1), se tiene, repitiendo este argumento m veces, que es posible encontrar una constante
Cp > 0 que no depende ni de » ni de f tal que w > Cy en §s.

Sea us la solucién cldsica del problema

—Aus=0en Q\ Qs
us = 0 en 0f2
ug = Cy en 08

La existencia y unicidad de esta solucidén estdn garantizadas por el Teorema 1.2.5. Observe
que el dato sobre la frontera de ©\ Qs es continuo y 2\ Qs es una regién de clase C°°. Por
el Corolario 1.2.8 us (x) > 0, Vo € 2\ Q5. Ahora, empleando el principio del Maximo Fuerte

(Teorema 1.2.7) y el Teorema 1.2.9, se sigue que existe C' > 0 tal que
us(z) > Cd(x,00), Yz € Q\ Qs (2.44)

Ademds, por el Principio del Mdximo Débil para soluciones clésicas (ver Teorema 1.2.6),

max us = max _us, es decir,
a0 o)
us < max us = Cp (2.45)
()
y como
w > Cp en (5 (2.46)
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se tiene w > Cp en 9€s. Argumentando como se hizo con u, y 1w en Bs(yp) se obtiene w > us

en 2\ Q5. Por lo anterior, con (2.44) y (2.46) se sigue que
w > Cd(z,00), Vr € Q\ Qs. (2.47)

Ahora veamos que tomando A suficientemente pequefio en (2.36), es decir, en ||z|| o1 (@) < CA,

se sigue que u = w — z > 0 en Q. En efecto, (2.36) es equivalente a decir

2]l S CAy V2] < CA C > 0.

Primero, observemos que tomando A suficientemente pequenio en ||z]| . < CA 'y teniendo en
cuenta que w > Cp > 0 en {25 entonces u = w — z > 0 en (5. DBasta entonces probar
que 0 < z(z) < Cd(z,05) para z en £\ s con § suficientemnente pequefio. El Teorema
1.1.1 garantiza una vecindad tubular alrededor de 052. Aplicamos el Teorema 1.1.2: como
d(z) = —n(x), se sigue Vd (z) = —=Vn(z) = —v (T) donde T = p () es la proyeccién de x sobre
I'. Aplicando el Teorema de Valor Medio, con punto de desarrollo en %, se sigue, por simple

cilculo que existe 0 < € < 1 tal que para ||Vz|| . suficientemente pequefio,
2(x) = Cd(z) =t[Vz(T+&(x—-T)) v(T)+ C] <0,

donde —e < =8 < t < 0 es tal que tv (T) = & — T (observar que tanto z como d se anulan
sobre I'). Por lo tanto, hemos probado 0 < z(z) < Cd (z,9Q) para x en 2\ s y con (2.47),
w=w—z>0en O\ Q.

Por lo anterior, si ||z]|j e ¥ [[V2]|; son suficiéntemente pequetios, se tiene que efectivamente
v > 0 en 2. Hemos probado asf, que toda solucién no trivial de la desigualdad variacional es
positiva en 2.

Ademds sabemos, de (2.40) que para u se cumple

(—Au—f(u),p) 20,V e CF(Q), 20 (2.48)



Probemos aliora que en realidad se tiene
(~Au— f (1), ) = 0, ¥ip € C° (), (2.49)

con lo cual, por densidad, se signe (—Au — f (u),v) =0, Vv € H} (), y as{f —Au = f (u) en Q

en el sentido débil (o distribucional). Para eso, veamos primero que
(=Au~f(u),p) 20,Yp € C(Q), ¢ <0, (2.50)
de lo cual se desprende, con (2.48), que
(—Au— f(u),p)=0,Yo € CX(Q), v <0 o0 bien ¢ > 0. (2.51)

En efecto, sea p € C con ¢ <0, K := soporte (p) y & := max {l(p (p)];2 € IA(} que podemos
suponer mayor que cero. Entonces, como u > 0 en {1, es claro que existe t > 0 tal que
u > —tw en soporte () y asi también en 2. Sesigue v:=u-+te > 0en Q, v =0en 00,y
ve Kt c HY () (Observe que u € C? (Q)).

De la desigualdad variacional, se sigue con v:
(—Au—f(u),tp) 20 (~Au—f(u),p) 20,V e C7 (), ¢ <0,

y se obtiene (2.51).

Finalmente probamos que de (2.51) se sigue (2.49): en efecto, sea p € CX(Q2) arbitrario.
Tenemos la descomposicién ¢ = ¢+ — ¢~ en parte positiva y parte negativa, ¢+ > 0, —p~ <
0. Regularizamos @1 y ¢, con una sucesién de nicleos regularizadores, por convolucién.
Obtenemos oy, 8, € C°(Q), an, S, = 0, tales que ¢y, — @1 y 8,, — ¢, uniformemente en

(observe que ¢ y Vi tienen soporte compacto y con eso también ¢t y 7). Por lo tanto (ver
[B1] Capitulo IV),

©,, = ap — B, — ¢, Vi, — Ve uniformemente en 2.
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Con eso, de (2.51) y Vu, f(u) € L () se desprende
0=(-Bu—1 () ¢.) = [ (Fu¥en = f(w)g) = [ (TuTp - F ) ).
0 Q

Se sigue

[vuve- [1we=0vpe o=@
0 Q

lo cual es (2.49). El Teorema estd probado. m
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