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Resumen

Dada una matriz cuadrada A € C™", se ha probado previamente que sus valores propios
estdn acotados en términos de la traza, de la norma de Frobenius y el valor n. Asi mismo,
toda matriz A € C™*" admite una descomposicion a valores singulares, estos valores, al
igual que los valores propios, también pueden ser acotados utilizando la traza de la matriz,
la norma de Frobenius y el valor n. Surge entonces la intension de determinar si es posible
encontrar cotas mejores, tanto para valores propios como para singulares, utilizando infor-
macién a la traza y la norma de Frobenius.

Palabras clave: Valores Propios, Valores Singulares, Cotas, Norma de Frobenius.

Abstract

Given a square matrix A € C"*" it has been previously proved that its eigenvalues are
bounded in terms of trace, Frobenius’ Norm and the number n. Likewise, every matrix
A € C™™ admits a decomposition of singular values, these values, just like the eigenvalues,
can be bounded using the matrix trace, Frobenius’ Norm and the number n. It then arises the
intention of determining, whether it is possible to find better bounds for eigenvalues as well
as for singular values, using additional information from the trace and the Frobenius” Norm.

Keywords: Eigenvalues, Singular Values, Bounds, Frobenius’ Norm
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1. Introduccion

Estimar los valores propios y singulares de una matriz puede ser un proceso muy dispen-
dioso en términos de las operaciones que se deben realizar para obtenerlos, ya que cuando
tratamos con matrices de tamanos grandes, los algoritmos conocidos para la localizacion de
dichos valores, realizan bastantes operaciones. La acotacion de los valores propios y singu-
lares brindan un panorama de la ubicacion de éstos: mientras mas precisas sean las cotas,
la estimacion de estos valores serd mucho mejor. Dada una matriz cuadrada A € C"*", se
ha determinado que sus valores propios estan acotados en términos de la traza, de la norma
de Frobenius y el valor n. Asi mismo, toda matriz A € C"™*™ admite una descomposicion a
valores singulares, estos valores, al igual que los valores propios, también pueden ser acotados
utilizando la traza de la matriz, la norma de Frobenius y el valor ¢ = min{m,n}.

En 1969 F. A. Graybill [2] habia determinado que la varianza de los valores propios de una
matriz puede calcularse en funcién de la traza de la matriz y su cuadrado, esto es,

52: n

Tr(A?) — TrAZ

n

Para 1974 Samuelson [1] y Arnold [3] habifan probado que para cualquier conjunto de n
numeros reales ordenados z1 > z3 > ... > z,, conociendo la media 7 = ) % y la varianza
i=1
s2=3 (xif)Q, se cumplen las desigualdades
i=1

x < T4 s(n—1)1?

T, > T — s(n—1)Y2

Estas desigualdades fueron extendidas por H. Wolkowicz y G. Styan en [4] donde establecen
que para k=1,2,....,n

k—1 \"? n—k\"’
_— LA < <z
X S(n—k—l—l) _a:k_x—i—s( A )

donde las igualdades se cumplen a izquierda si, y sélo si, 1 = 29 = ... = X1 y T =

Thyi1 = ...= o, yaderechasi, ysélosi, 1y =29 = ... =T V Tpyr1 = Tpyo = ... = Tp. En
1980 H. Wolkowicz y G. Styan en [5] utilizan la desviacién estandar estudiada por Graybill,
junto con la desigualdad de Samuelson y establecen las cotas para los valores propios de



una matriz en términos de la traza; este trabajo lo complementaron ese mismo ano en [6],
donde trabajaron con valores propios complejos no reales. Wolkowicz en [7] utiliza métodos
de optimizacion para encontrar cotas de los valores propios de una matriz, el mas notable
y ttil es el de Karuh-Kuhn-Tucker; con el que obtuvo cotas mas refinadas dadas solamente,
usando la traza de la matriz, la traza del cuadrado de la matriz y la dimensién n.

En 1990 [10], P. Tarazaga trabaja sobre las cotas de valores propios de matrices simétricas,
aprovechando el hecho que las matrices simétricas semidefinidas positivas de orden n forman
un cono y que la posicién de cada matriz en el cono depende de sus valores propios y del rango.
Para estas instancias ya es utilizada no solo la traza de la matriz si no también la norma de
Frobenius. Adicionalmente prueba que si el &ngulo entre una matriz y la identidad aumenta,
entonces la cantidad de valores propios por arriba de la media decrece; nuevamente esta
relacion esta determinada por la norma de Frobenius y la traza. Finalmente menciona que los
resultados pueden ser extendidos a matrices simétricas semidefinidas negativas. Un ano mas
tarde en [11], se generalizan algunas propiedades para matrices no simétricas, se proporciona
una cota inferior para el valor propio maximo y se determina la unicidad del valor propio
en el intervalo conocido. Adicionalmente se realiza una generalizacién de las cotas de los
valores singulares, siguiendo la misma linea utilizada para los valores propios, sin embargo,
no todas las cotas funcionan igualmente para los valores singulares, asi que se presentan
algunas cotas débiles. En 1994, Merikoski, Tarazaga y H. Sarria [12] recopilan los resultados
anteriores para matrices complejas y extienden los resultados obtenidos para los valores
propios a valores singulares. Esto a través de métodos de optimizacion apropiados como el
de Karush-Kuhn-Tucker. Todo esto utilizando tnicamente la informacion determinada por
la traza de la matriz y su norma de Frobenius.

En los tultimos anos, Merikoski [13] ha conseguido cotas para los valores singulares de una
matriz trabajando con informacién diferente a la ya establecida, es el caso de la norma
espectral, el rango y el determinante. Tomando una matriz A de tamano n x n con valores
singulares o1 > -+ > 0, y || || es la norma espectral, si 1 < r < n, entonces o, = Igrlelgl || H||,

donde S, es el conjunto de las matrices H de tamano n X n, tales que ran(A+ H) <r—1; el
autor determina las cotas superiores de los valores singulares tomando la matriz H de forma
apropiada.

En el presente trabajo se pretende establecer cotas méas precisas para valores propios y singu-
lares, estd organizado de acuerdo al siguiente esquema: En el capitulo II se proporcionan las
nociones bésicas y algunos teoremas preliminares. En el capitulo III se establecen unas cotas
iniciales para valores propios, y para extender el proceso a los valores singulares se utiliza el
Teorema de Karush — Kuhn — Tucker en la equivalencia de problemas de optimizacion. En
el capitulo IV se utiliza informacion adicional a la conocida en el capitulo III, en este caso se
suponen cotas que mejoran las cotas ya conocidas, y con ella se generan nuevas cotas para
los valores propios y singulares. En el capitulo V se proporcionan ejemplos de las cotas y los
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refinamientos para matrices Hermitiana y randémicas, asi como se busca una relacién de las
cotas con los teoremas de entrelazamiento de valores propios y singulares. En el capitulo VI
se encuentra el posible trabajo préximo y en el capitulo VII las conclusiones. En los anexos,
los codigos trabajados a lo largo del trabajo.



2. Preliminares

Para el desarrollo de los temas a tratar en el presente trabajo, es necesario hacer una revision
de algunos conceptos, nociones bésicas y teoremas fundamentales acerca de valores propios
y valores singulares. A continuacion se encuentra la notacién que se utilizara en adelante.

My, n(F) @ Conjunto de matrices de tamafio m x n sobre el campo F. En el caso en que
F = C, se abrevia como M,, .

M, (F) : Conjunto de matrices de tamatio n X n sobre el campo F. En el caso en que F = C,
se abrevia como M,,.

R" : Conjunto de todos los vectores de n componentes reales, considerados como vectores
columna.

C" : Conjunto de todos los vectores de n componentes complejas, considerados como vectores
columna.

Definicién 1 (Traza de una Matriz). Si A = (a;;) € M, (F), la traza de A esta definida por
T?”(A) = Z Qi .
i=1

Definicién 2 (Matriz Transpuesta). Si A = (a;;) € M,,,(F), la transpuesta de A, notada
AT es la matriz en M, ,,(F) generada por (aj;).

Definicién 3 (Matriz Adjunta Hermitiana). Si A = (a;;) € My, la matriz adjunta Her-
mitiana estd definida por A* = ZT, donde A es la matriz generada por (a;;), es decir, el
conjugado complejo de las componentes de A.

Definicién 4 (Matriz Hermitiana). Si A = (a;;) € M., la matriz se dice Hermitiana, si
A= A"

Definicién 5 (Matriz Normal). Decimos que una matriz A es normal, si AA* = A*A.

Definicién 6 (Matriz Unitaria). Una matriz U € M,, se dice unitaria, st U*U = 1. En caso
que U € M,(R), U se dice ortogonal.

El siguiente Teorema es tomado de [15]
Teorema 1. Sea U € M,,. Si U es unitaria, entonces U* es unitaria.

Definicién 7 (Similaridad). Sean A, B € M,,. Decimos que A es similar a B, si eziste una
matriz invertible S € M, tal que A= S~'BS.
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Definicién 8 (Diagonalizacion Unitaria). Si la matriz A € M, es unitariamente equivalente
a una matriz diagonal, esto es A = U*DU con D una matriz diagonal y U una matriz
unitaria, decimos que A es unitariamente diagonalizable.

Teorema 2. La relacion de similaridad preserva la traza y el determinante.

Demostracion. Para ver que la relacion de similaridad preserva la traza, tomemos A y B
matrices similares, por lo tanto debe existir una matriz invertible S tal que A = S™!BS.
Entonces,

=Tr(B).

Por lo tanto las trazas de dos matrices similares son iguales.
Para probar que la similaridad también preserva el determinante, consideremos el determi-
nante y sus propiedades:

det(A) =det(S™'BS)
=det(S™")det(BS)
=det(BS)det(S™1)
(
(

=det(BSS™)
=det(B).

Asi vemos que matrices similares tienen determinantes iguales. O]

Definicién 9 (Norma de Frobenius). Sea A € M,,,,. La norma de Frobenius de A se define
como el valor

1Al = <i2|>

i=1 j=1

Observemos que a;;a;; = a;;a;; = |a;;|?, por lo tanto, si consideramos la matriz A*A = (ay;),
n

ésta tiene en la diagonal los elementos ay; = > |a|? y calculando su traza notamos que
k=1

1Al[F = Tr(A"A).

Lema 1. La norma de Frobenius ||-||r es unitariamente invariante, esto es, ||{UA||r = ||A||F,
donde U, A € M,, y U es unitaria.
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Demostracion. Sean U, A € M,, , U unitaria y consideremos

UA[|F = Tr((UA)*(UA))
= Tr(A*U"UA)
= Tr(A*A)
= |JA[[-

[
Proposicién 1. Sea A € M,, la norma de Frobenius cumple la propiedad ||A||lr = ||A*||F-

Demostracion. Sea A € M,, , recordemos que a;;a;; = a;;a;; = |a;;|%, por lo tanto, si AA* =
n

(vij), ésta tiene en la diagonal los elementos a;; = Y |ai|*. Entonces,
k=1

1A |[7 = Tr(AA")

= Z i
i=1

=Tr(A"A)

= [1All%-

2.1. Valores Propios

Definicién 10 (Valores y Vectores Propios). Sean A € M,,, A un escalar y x € C" no nulo.

Si Ax = Az, entonces X se llama un valor propio de la matriz A y x el vector propio asociado
a A.

De la definiciéon anterior podemos observar que, si A es un valor propio de A y x es el vector
propio asociado a A, 0 = Az — Ax = (A — A)z, con x # 0. Esto indica que A es un valor
propio de A si, y sélo si, Al — A es una matriz singular, en concecuencia det(Al — A) = 0.

Definicién 11 (Polinomio Caracteristico). El polinomio caracteristico de A € M,, estd de-
finido como Pa(t) := det(t] — A).

Considerando las deficiones (10) y (11), podemos ver que los valores propios de la matriz
A, satisfacen 0 = det(A — A) =

caracteristico.

(1
P4(N), por lo tanto éstos son las raices del polinomio

El siguiente Teorema es tomado de [15], y caracteriza los valores propios de una matriz
Hermitiana.
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Teorema 3. Sea A € M, si A es Hermitiana, entonces todos sus valores propios son reales.

Necesitamos también, algunos Teoremas de Similaridad.

Teorema 4. Las matrices similares tienen el mismo polinomio caracteristico, y en conse-
cuencia los mismos valores propios.

Demostracion. Tomemos dos matrices similares A, B € M, exite S invertible talque A =
S7'BS, haciendo la diferencia con la matriz AI tenemos que A\ — A = X\ — S7!BS, y
utilizando las propiedades del producto de matrices y los determinantes tenemos

Ps(\) = det(\ — A) = det(\ — ST'BS)

= det(\S™'S — ST'BS)

= det(S7'(AS — BS))

= det(S™' (M — B)S)

= det(S™1)det(\ — B)det(S)
1

= (S det(A\I — B)det(S)

= det(M — B) = Py(\).

El siguiente Teorema es tratado en [15].

Teorema 5 (Teorema de Schur). Toda matriz A € M, es similar a una matriz triangular
superior via matrices unitarias.

Teorema 6. Dada una matriz A € M, si A1, g, ..., \, son sus valores propios, se tiene
que
n
i=1
n
2. det(A) =[] \i-
i=1
Demostracion. 1. Por el Teorema de Schur, A es similar a una matriz triangular su-
perior, es decir, existe una matriz invertible S y una triangular superior T tales
que A = S7ITS, y como las matrices similares tienen la misma traza, entonces
n
Tr(A) = Tr(T) = > ti, como los elementos de la diagonal de una matriz trian-

i=1
gular son sus valores propios, y dado que la similaridad también preserva los valores

propios, éstos son los mismos para la matriz A, luego Tr(A) = >t = D> A
i=1 i=1
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2. Dado que A es similar a una matriz triangular superior 7', ellas tienen el mismo deter-
minante. El determinante de T" es el producto de los elementos de la diagonal, por ser
triangular superior estos son sus valores propios. Ahora, como A y T son matrices simi-

lares tienen los mismos valores propios, por lo tanto: det(A) = det(T) = [ ti = [] N
i=1 i=1

O

Teorema 7. Sean A € M, y A1, A, ..., A\, sus valores propios. Si A es unitariamente
n

diagonalizable, entonces ||A||% = > N2,
i=1

Demostracion. Si A es unitariamente diagonalizable, existe una matriz unitaria U, tal que
A =U*DU, donde D = diag{A1, A2, ..., \,}. Tomando la norma de Frobenius, del Lema 1
y la Proposiciéon 1 tenemos

1Al[F = 11U DU|[%
= |IDU|[%
= |lU"D*|I%
= |ID"|[%
= Tr(DD")

=1

2.2. Valores singulares

Definicién 12 (Valores Singulares). Sea A € M,,,, con rango k, las raices cuadradas no
negativas de los valores propios de AA*, se llaman valores singulares de A y se notan como
o;. En adelante, supondremos que oy > 0y > -+ > 0 > 01 = -+ = 04 = 0, donde
q = min{m,n}.

El Teorema que veremos a continuacion, determina la posibilidad de tener una descomposi-
cién a valores singulares, y fue tomada de [15].

Teorema 8 (Descomposicién a Valores Singulares). Si A € M,,,, tiene rango k, entonces A
se puede escribir como
A=VEW™,

donde V € M,, y W € M, son matrices unitarias. La matriz ¥ = (0;;) tiene o;; = 0 si
i # j y o, = oy los valores singulares de A. Las columnas de V' son los vectores propios de
AA* y las columnas de W son los vectores propios de A*A, en el orden correspondiente de
los valores singulares.
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A la factorizacion del Teorema anterior se le conoce como la Descomposicion a Valores
Singulares de una matriz A.

Si A € M, es no singular, entonces la descomposicion a valores singulares puede determinarse
con el siguiente proceso, propuesto en [15].

1. Construya la matriz AA*, ésta es Hermitiana, ya que (AA*)* = AA* se sigue que
es normal y unitariamente diagonalizable, ya que sus valores propios {\;} son las

componentes de la matriz diagonal (A) y sus vectores propios {u;} son las columnas
de la matriz unitaria (U), es decir AA* = UAU*.

2. Construya ¥ = (0y;) donde 0;; =0sii # jy oy =0, = )\3/2‘
3. Construya V' = [uguy ... u,| = U.
4. Como la descomposicién estd dada por A = VW™, entonces

VA =W
NVTA =W

(E_IV_IA)* — (W*)*
A*(Vflyk(zfl)* — W
AVET =W,

Note que V es unitaria, entonces V=1 = V* y (V*)* = V. 37! tiene entradas reales y
es una matriz diagonal, de donde (X71)* = X1

5. Veamos que W es unitaria. Calculemos
W*W = sy laarv st
=X VTIVAVYET
=Y AR
=1.

Finalmente observemos que en vista del Teorema 6 y la Definiciéon 12 tenemos

1Al =) o (2-1)
i=1



3. Cotas Para Valores Propios y Valores
Singulares

Supongamos un conjunto finito de niimeros reales ordenados de forma decreciente x1 > xy >

n n
; T _ ~ z; : 2 _ (x;—7)?
-+ > x,, organizados en un vector X' = (11,22, -+ ,Ty,), T = Y ¥ sumedia, 57 = ) F
i=1 i=1
L
su varianza y Zi) = 57 2o - Siguiendo las ideas expuestas en [4], consideremos el
i=k
vector el = (1,1,--- ,1) de n componentes y junto con la matriz identidad de tamafio n x n
. T
construyamos la matriz C' = I, — ¢,
n=l _1 1
n n n
1 n=l 1
C = n n n
-1 _1 n=1
n n n

Observemos que esta es una matriz simétrica e idempotente.

Tomemos los vectores de la base canénica de R”, es decir, los e; cuya componente j—ésima

l

es 1 y sus demds componentes son 0, y construyamos el vector w = ) Z_Zﬁ y realizando
i=k

las siguientes operaciones obtenemos:
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~ - T
0
R
I—k+1 _1 n- _1 Ty
wlCx = : nen "
1 : :
I—k+1 _1 _1 n=1 T
0 n n n n
L 0
T
_[_1... SR U TUUURIE BN RS SO _1}. 2
- n’ ond l—k+1 n’ ) l—k+1 n’ n’ P on .
T
1[ + oo+ + ] + ! ! [T+ + 2]
:——x :I; .. x_ x “ . xn _—— — x “ .. a’;‘
o2 2 k—1 I+1 —k+1 n k 1
=T(k1) — L.
WTCX = f(k,l) — . (3-1)

Por su parte, calculando
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Y también

1

—57...

C 0T T
0 n-1 __ 1 _1
1 Py o "
I—k+1 _1 n-1 _1
wlCOw = : n n "
1
I—k+1 1 1 n—1
0 n n n
L 0 ]
|1 ... _1 n-d-l4k | nol-ltk
et n’ Y n’ n(l,k+1)7 7n(l*k‘+1)7
n—(l—k+1) . .
= =(l—-k+1 —
n(l—k+1) ( +1) "
WTCW — (l — k + 1)*1 . nfl

x'Ox =xT'CTCx

- T
n—1
T -
1
1
- T
r1 — X
To — T
Ty — T

_1 n—1
n n
_1 _1
n n
n—1 _1
n n

3=

T
X2
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x'Cx = s°n. (3-3)
De (3-1), (3-2) v (3-3), y usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos
[ — 7] = [W'Cx| = [W'C- Ox| < (W'C(W'C)")((Cx)" Cx))?
= (wl'cCTw - XTC’TCX)
= (wlCw - XTC'X)
= (1= k+1)"" =n"Y)s’n)?

 (n—lfk—1\?
B ey g

1

n—Il+k—1)\2
T — 7| = _— . _4
(k) — 7| 3( Ty ) (3-4)

j_87w4+k—1% <f+87w4+k—1%
I—k+1 (k) = I—k+1

Considerando los casos en que [ =n,l =k y k = 1, entonces

Por lo tanto

[\
I

o1 \/2 n— E\ /2
T—s (m) ST ST STap <T+S ( . ) ) (3-5)
Realizando el mismo procedimiento con w = e; y w = e,, obtenemos respectivamente
Fh o <a <i4s(n—1)3, (3-6)
(n—1)2

(3-7)

Si observamos las desigualdades obtenidas, tomando a = Z x;y b= Z x? podemos notar

=1 =1
que

_a , b a?
en Y ftuTa
ésto nos permite ver que estamos tratando los problemas de optimizacion restringidos a unas

condiciones particulares:

(minxi;lgign rméxxi;lgign
Sujeto a Sujeto a
Pl = a_le P2 — CL_ZJJZ

ZxQ sz

\f/UlZiUQZ"'Zﬂ?n- \-’E12$22"'>$-
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3.1. Cotas Para Valores Propios

Sea A € M, una matriz Hermitiana y A\; > Ay > --- > ), sus valores propios.

3.1.1. Consideraciones Previas

= Si retomamos el estudio realizado en el capitulo anterior, calculando su media y des-
viacién estandar observamos que:

X:

Zn:/\z‘ _ Tr(A) -
i=1

n

S|

2 %Z(Ai 2= % [Z A2 - %(TT(A))Q = % {Tr(f@) — %(TT(A))2 :

» Considerando el caso anterior, tenemos dos problema equivalentes a P1 y P2 respec-
tivamente para estos valores propios:

(min)\i;lgign (méx)\i;lgign
Sujeto a Sujeto a

pr1—d Tr(A) = ilA pro_ ) Tr(4) = ilA
Al = 3% Al = 32
(A=A =2\, (M= > 2N

3.1.2. Cotas

De las ecuaciones (3-5), (3-6) y (3-7) tenemos que, como se obtuvo en [5]:

Tr(A) Tr(A)

_ 1\1/2 -
- +(n—1)1/2 <\ < +s(n—1)"~. (3-8)
Tr(A) k-1 \'? Tr(A) n—k\"?
— <A\ < 3-9
n S(n—k—l—l) ==y e k (3-9)
Tr(A) 1 Tr(A) s
—s(n—1)Y2<\, < — . 3-10
n s(n )T A n (n—1)1/2 ( )
Ademas la igualdad a la izquierda de la ecuacién (3-9) se obtiene si Ay = Ay = -+ = N\
Yy Ak = Aey1 = -+ = A, La igualdad a la derecha de la ecuacién (3-9) se alcanza si

)\1:A2:"':>\ky)\k‘+1:Ak+2:"':)\n,
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3.2. Cotas Para Valores Singulares

Supongamos que tenemos una matriz A € M,, ,,, con valores singulares ordenados de forma
decreciente oy > g9 > -+ > 0, > 0, donde ¢ = min{m,n}.

3.2.1. Consideraciones previas

= Observemos que, como se desarrolla en [14]

q
1Al =) of < got.
i=1

y asi
Al
V4

SO'l. (3—11)

Ademas, para algin j, 1 < j <gq

J
|AllE =) of > jol.

=1

luego
1417
Vi

o; < (3-12)

= Dado que los valores singulares son todos no negativos, entonces podemos considerar
q q

a,beR,a>0,b>0,talquea < > 0;yb* > > 02 este valor a debe ser determinado
i=1 i=1

de forma que permita refinar las cotas de los valores singulares. Veamos que, si tomamos

a < ||A]|F, en la ecuacién (3-11) no obtendriamos una mejora sobre la cota de oy, por
lo tanto, necesariamente ||A||r < a. Ademds, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

q
a S Zo-i = (]-7 a]-) : (0-170-27"' 7Jq) S \/§||A||F
i=1
Luego |[Allr < a < /q||Al|r. Notemos también, que necesariamente existe un k,

1 <k < qtal que vVE —1||A||p < a < VE||A||p.

Esto amplia el espacio factible del problema, ya que buscamos resolver los siguientes
problemas para los valores singulares:
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(

.
min o;;1 <1<k max o;;1 <i <k
Sujeto a Sujeto a
q q
P21={®< 2,0 P22= {20
q q
2 2 2 2
b* =) 0; b > > o;
i=1 =1
\012022---2%. \012022-“20(1.

: : A2 :
= Si consideramos a > 0,m = ¢, s? = % —m?y a >k — 1||A||r podemos garantizar

la positividad de las cotas de algunos valores singulares. Veamos que, segun [14]:

k—l 1/2

a> [|Al|pVE - 1. (3-13)

s Fl siguiente Teorema nos permite establecer equivalencias entre diferentes problemas
y serd de gran utilidad. Comencemos por algunas definiciones:

Definicién 13 (Programa convexo superconsistente). P un problema, se dice consis-
tente si la region de factibilidad es no vacia; superconsistente si hay un punto factible
x talque g;(x) < 0 con g; una restriccion para todo i = 1,...,m; convexo si la region
factible, las restricciones y la funcion objetivo son todas convexas.

Teorema 9 (Karush-Kuhn-Tucker). Supongamos que (P) es un programa convero su-
perconsistente tal que la funcidn objetivo f(x) y las funciones de restriccion g (x), - -, gn(x)
tienen primeras derivadas parciales continuas sobre K, entonces x* es una solucion de
(P) siy sdlo si existe un A* € R™ tal que:

1. AXf>0parai=1,...,m.
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2. Xgi(x*) =0 parai=1,...,m.
3. Vf(z*)+ > A\ Vgi(z*) = 0.
i=1

3.2.2. Problemas Equivalentes

Observemos que el problema P2.1 es equivalente al problema P1 y el problema P22 es
equivalente al problema P2 utilizando el método de Karush-Kuhn-Tucker. La prueba de
estas equivalencias sigue las ideas de las demostraciones expuestas en [14].

Ply P2.1

Aplicado el Teorema 9 al problema P21 genera las siguientes condiciones:

_ - 0
0 1 [o] :
: : : 0
0 : : i —1pos.i
Iposi| —a | | +8| |+ Z Q; [i | =0. (P2.1.1)
0 : : i=1
. . 0
: 1 o :
0 | L] LY q ]
a>0;0; >0;8>0. (P2.1.2)

La ecuacion (P2.1.1) genera las siguientes ecuaciones:

—Oé—i‘ﬁOl—Oél:O
—a+foy+a; —ay =0

—Oé—i‘ﬂO'jfl—FOéij—Oéj,l =0
1—a+60j+0lj_1—04j:0

—a+ foj+ o — o =0

—a+ fog1 F g9 — o1 =0

—a + fog + ag1 = 0.
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Si suponemos que 8 = 0 y sumamos todas las anteriores ecuaciones, tenemos que o = é > 0,
y de la primera ecuacion sabemos que 0 < o« = —ay, lo que no es posible debido a la ecuacién
(P2.1.2); por lo tanto 5 > 0, lo que implica que

q
=) 07 yde(21) b= |Al} (3-14)

Por su parte, suponiendo que @ = 0 y sumando nuevamente todas las ecuaciones tenemos
q9
que 5> 0; = —1y como los o; > 0, entonces § < 0, una contradiccién, por lo tanto a > 0

y en consecuencia
q
a=> o (3-15)
i=1

Las ecuaciones (3-14) y (3-15) son las condiciones que se tienen en el problema P1 si n = ¢
y x; = 0;, por lo tanto, haciendo la equivalencia entre los problemas podemos observar que

1
m—s ]—H<a]para1<j<k (3-16)
q—J

P2y P2.2

Aplicado el Teorema 9 al problema P2,2 genera las siguientes condiciones:

] _ 0]
0 (1] [0, ] :
‘ 0
0 : : i —1pos.i
—lposi| —a | | +8| |+ Z Q; ]i | =0. (P2.2.1)
0 : : i=1
: 0
0 _1_ | Oq | :
a>0;a;>0;8>0. (P2.2.2)

a(a—im) ( ZO’)O (o1 —0;) =0,1<1<q. (P2.2.3)

i=1
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La ecuacion (P2.2.1) genera las siguientes ecuaciones:

—Oé—i‘BO'l—Oq:O
—a+foyt+a; —ay =0

—Oé—i‘ﬂO'jfl —|—Oéj72 —Odj,1 =0
—1—Oé+50'j+01j_1—0éj:0

-+ 50']4_1 + Oéj — Oéj+1 =0

—a+ fog1+ g2 —og1 =0

—a+ fog+ a1 =0

Si suponemos que = 0 y sumamos todas las anteriores ecuaciones, tenemos que o = —% <
0, lo que no es posible debido a la ecuacién (P2.2.2); por lo tanto 8 > 0, lo que implica que

q
=Y of yde(21) 0 =][Al} (3-17)
i=1

Por su parte, suponiendo que a@ = 0 y sumando las ecuaciones desde la j + 1 hasta la ¢, con
q q
J < k, tenemos que f > o0; = «;, como § > 0, de (P2.2.2) obtenemos que > o; = 0,
i=j+1 i=j+1
lo que implica que 0j4y = --- = 0, = 0, pero por la ecuacién (3-16), 0 < oj41, una
contradiccion, por lo tanto a@ > 0 y en consecuencia

q
a= Z ;. (3-18)
i=1

Las ecuaciones (3-17) y (3-18) son las condiciones que se tienen en el problema P2 sin = q
Yy x; = 0;.

3.2.3. Cotas

Del modo en que se determiné en [14], veamos las cotas que se han establecido para los
valores singulares:

Teorema 10. Sea A € M,y ,, con valores singulares oy > -+ > o, > 0 donde ¢ = min{m,n}.
Sia € (x/k — 1]4]|F, \/EHAHF] para algin 1 < k < q, entonces

1. Hf‘/'(‘]f <o <m+syq—1.
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— j—1 . q-J. ;
2. m s,/quﬂgajgm—ks j,1<j<]€.

LA[l

k—1
3. m—s ol SO0k <

S

4. 0<o; <l g < <q.

Vi
A2 2 :
donde m = % y 52 = 1 qHF — Z—Q. Las igualdades se alcanzan:
» A la izquierda de 1. si y solo si 0y = -+ = 0y, a la derecha si y sélo si 0y = -+ = 0.
» A la izquierda de 2. si y s6lo sioy =---=0j_1 yo; =+ =04 ala derecha si y solo
» A la izquierda de 3. si y solo si 0y = -+ = 0p_1 Y O = -+ = 04, Y a la derecha si y
solo si oy =+ =0y = [Alle YOpy1=-=0,=0.
\/E + q
SO ~ ST e e — _ _ lAlr —0-
» A la izquierda de 4. si y solo st oy = -+ = 0, —T Y0 = =o0,=0,yala
- ST e — v — o — lAllF _
derecha si y solo si oy = -+ =0 = 7 YO =0 =

Demostracion. La desigualdad izquierda de 1. se tiene de la ecuacion (3-11), las desigualdades
a la izquierda de 2. y 3. se obtienen gracias a la equivalencia del problema P2,1 con P1.
Las desigualdades a la derecha en 1. y 2. se obtienen con la equivalencia entre los problemas
P22 y P2. Las desigualdades a la derecha de 3. y 4. se deben a la ecuacién (3-12). [



4. Mejoramiento de las Cotas de Valores
Propios y Singulares

Ademas de las cotas ya vistas, si se conociera una cota de algun valor propio o valor singular,
podrian mejorarse las cotas que ya se han obtenido. El material del presente capitulo se basa
en las demostraciones trabajadas en [14], comencemos con algunas definiciones.

Definicién 14 (Cota Inferior Activa). Sea A € M,,, con valores propios reales A\y > -+ > \,.
Decimos que v € R es una cota inferior activa para el valor propio \;, con 1 < j < n, si
v < Aj yy es mayor que la cota inferior de \; determinada en la ecuacion 3-9. Sea A € My, ,,,
con valores singulares oy > --- > a,, donde ¢ = min{m,n}. Decimos que v € R es una cota
inferior activa para el valor singular o, con 1 < j < gq, siy < 0; y 7y es mayor que la cota
inferior de o; determinada en la ecuacion 2 del Teorema 10.

Definicién 15 (Cota Superior Activa). Sea A € M,,, con valores propios reales Ay > -+« >
An. Decimos que v € R es una cota superior activa para el valor propio \j, con 1 < j < mn,
sty > Aj y v es menor que la cota superior de \; determinada en la ecuacion 3-9. Sea
A e M,,,, con valores singulares o1 > --- > o, donde ¢ = min{m,n}. Decimos que v € R
es una cota superior activa para el valor singular o;, con 1 < j <gq, siy > 0; y 7y es menor
que la cota superior de o; determinada en la ecuacion 2 del Teorema 10.

4.1. Caso de Valores Propios

4.1.1. Cotas Superiores

onsideremos ~; una cota inferior activa de Ay 1, 7, el mayor subindice para el cual
C d t f t de Aji1, | bind | 1
también es una cota inferior activa de \;, y n; = i, — j la cantidad de elementos desde i,
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hasta j + 1, junto con el problema

P31 =

(

\

mAax A\,
Sujeto a

a = Z )\1
=1

2> 3 A2
=1
AL > A >

Ajr1 2 M-

1<) <is

El objetivo es mejorar la cota superior de A;. Las condiciones de Karush — Kuhn — Tucker

para P3,1 son las siguientes:

+ 5

A

An

— Uy

a> 050, > 070 20,1 <0< 82>0.

B (bQ - Z)\?> = 0; (71 — Ajy1) = 0.
i=1

De la ecuacién (P3.1.1) se generan las siguientes ecuaciones:

—Oé—i‘ﬁ)\l—Oél:O
—Oé—i‘ﬂ)\g—i‘Oél—OéQ:O

—Oé—i‘ﬁ)\jfl +Oéj72 — Oéj,1 =0
—1—Oé+6/\j+aj_1—(lj :0

— —|— 5/\j+1 + Oéj — Oéj_H = Oy

—o -+ 6/\71—1 tap2—a,1=0
—a+ A\, + a,-1 = 0.

0

1pos.j + 1

0

—0. (P3.1.1)

(P3.1.2)

(P3.1.3)
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Sumando todas las ecuaciones y suponiendo § = 0, se tiene —1 — na = ., lo que implica
que a < 0, absurdo, por lo tanto § > 0 y de la ecuacién (P3.1.3) tenemos

v = Z)\?, por el Teorema (7) b = ||A||% (4-1)

Ademas, si o, = 0 la condicién Aj41 > v no tendria ningin efecto en el problema P3,1
y obtendriamos las mismas cotas que en (3-9), por lo que 77 ya no seria una cota inferior
activa, por lo tanto debemos considerar a, > 0. En consecuencia, A\j;1 = 7, mds aun,
Ai, = Ni,—1 = -+ = Ajy1 = V1. Esto nos permite observar que el problema 3,1 es equivalente
a tratar el problema

max \;

Sujeto a
n-n; _

P372 — T?“(A) — ;7 = Z )\z

i=1

TL—TL]' _
|AlI% — njvt = Zl A

1=
\)\1 Z)\Q Z 2)\n—n

Donde 5\1 = )\1,5\2 =X, ... 75\3' = )‘jaj\jﬂ = Niat 1y 7;\n—nj = A\

.. : . . Tr(A)—n,

Asf mismo, el problema P3,2 es equivalente al problema P1,2 si tomamos m = %
J

R AlB—n? .

g2 — lAllE—nT 52

4.1.2. Cotas Inferiores

Podemos mejorar la cota inferior para A;, si ahora suponemos que conocemos una cota
superior activa v, para el valor propio A;_1,1 < j < n, 7, el menor subindice para el cual
72 también es una cota superior activa de \;,, y p; = j — i, la cantidad de elementos desde
7 — 1 hasta i,,, junto con el problema

,

min A; 1<j3<n

Sujeto a

Tr(A) = Z
P33 — =1
b2>ZA3
)\12)\2_--->)\n
Aj—1 < 7.

\

Las condiciones de Karush — Kuhn — Tucker para P3,3 son las siguientes:
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_ _ 0 _ _
0 T | 0
: : : 0 :
0 : : ! —1pos.i 0
Iposj| —a | [ +B] |+ Z Q; 21 | 4+ . | 1pos.(j—1)| =0. (P3.3.1)
0 : 3 - 0
. . 0
' 1 A : '
0 |+ L\n 0
- - i 0 | - -
a>0;0,>0;0; >0,1<i<n;8>0. (P3.3.2)

B (bQ — i )\22> = 0; (72 — Ajo1) = 0. (P3.3.3)
=1

De la ecuacién (P3.3.1) se generan las siguientes ecuaciones:

—O{+B/\1—Oq:0
—Oé+ﬁ)\2+061—0é2:0

-+ B)\j_l + OZj_Q — aj_l = — Oy
1—Oé+5)\j+05j71—06j20
-+ 5>\j+1 + Oéj — Olj_H =0

—o+ /8>\n—1 +apo—a,_1 =0
—a + B)\n +ap_1 = 0.

Sumando todas las ecuaciones y suponiendo § = 0, se tiene 1 — na = —ay, lo que implica
que a > 0, y de la primera ecuacién de este sistema —a; = o > 0, asi oy < 0, absurdo, por
lo tanto § > 0 y de la ecuacién (P3.3.3) tenemos

v = Z A}y del Teorema (7) b* = ||Al|5 (4-2)

i=1

Ademés, si a, = 0 la condiciéon \j_; < 7, no tendria ningtin efecto en el problema P3,3
y obtendriamos las mismas cotas que en (3-9), por lo que v, ya no seria una cota superior
activa, por lo tanto debemos considerar a,, > 0. En consecuencia, A\j_; = 72, mds aun, \;,, =

Ai,41 = -+ = Aj_1 = 72. Esto nos permite observar que el problema P3,3 es equivalente a
tratar el problema
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(min 5\]-
Sujeto a
n—pj _
P34 = Tr(A) —pm = 2 X

2 2 _ NN 32
A|[F — pj7e = Zl A;
1=

\>\1 2)\2 Z 2/\n—pj-

Donde 5\1 = )\1, 5\2 = )\2, . 7)‘i**—1 = )\i**—lﬁ 5\1‘** = )\ja ey S\n—pj = )\n
As{ mismo, el problema P3,4 es equivalente al problema P1,1 si tomamos 1 = %fﬂz y
J
g2 — lAlE—pind _ s2
’rprj

Hemos determinado entonces que, si conocemos una cota inferior activa de A;4; y una cota

superior activa de A\;_;, podemos mejorar las cotas de A;, utilizando los resultados obtenidos
del problema P1,1:

4.1.3. Cotas Mejoradas

Teorema 11. Sean A € M, con wvalores propios reales ordenados en forma decreciente
AL > A > - > N\, 71 una cota inferior activa para el valor propio Aji1, Ai, el valor propio
con el indice mds grande para el cual v, es una cota inferior activa, n; = i, — j la cantidad
de valores propios entre \jy1 Y Ni,; Y2 una cota superior activa del valor propio A\j_1, A;,, el
valor propio con el indice mas pequeno para el cual 2 es cota superior activa, pj = J — ly

la cantidad de valores propios desde \;_ hasta A

Tk

Dok *

Tr(A) —n; Tr(A) = .
iy = LrA) — iy — LTA) Z P2
AllZ — n2 A2, — p.~2
Q%JLh_ﬁﬁ_mﬁ $%J!M PIYE
Entonces
.]_p_]- 1/2 TL—TL]—j 1/2
My — §y | —2— <A <m+s§|——— _ 4-3
i 2(n—j+1> B (43)

Demostracion. Por la equivalencia del problema P3.,4 con P1,1, el indice del valor propio
A;j en el problema P34 es i,, = j — pj, la cantidad de valores propios luego de reducir el
problema es n — p;, por lo tanto, de la ecuacién (3-9), la cota inferior mejorada de A; es

ﬁ12—§2( b — 1 )1/2:Th2—§2( i1 )1/2
n—p; — i+ 1 n—p;—(—p)+1

P (j—Pj—1>l/2
=Mg — S\ ————— .
n—7+1
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Por la equivalencia del problema P3,2 con P1,1 y tomando la cantidad de valores propios

como n — n;j, la cota superior mejorada del valor propio \; es

4.2.

N — 1. _j 1/2
m1+§1 (—]J ) .

Caso de los Valores Singulares

Del mismo modo como se procedié con los valores propios, comencemos considerando una

cota inferior activa de o4, para obtener una cota superior de ¢, y a > 0 un valor que acote

inferiormente la suma de los valores singulares.

4.2.1.

Cotas Superiores

Supongamos que 7; es una cota inferior activa de o;41, para 1 < j < ¢; ademds, denotemos

por o;, el valor singular con mayor indice de tal modo que v es cota inferior activa de o;,_, y
un entero k tal que a € (\/k: —1||A||r, VE||A||r|. Para el caso de valores singulares debemos
resolver el problema

P35 =

( 4
max o;

Sujeto a
q

a S Z g;
i=1

bQ

Vv
=
Q
SN

Il
—

)

v

01

\O-j"!‘l 2 fyl‘

0-22..

20420

Para este problema, las condiciones de Karush — Kuhn — Tucker son:

01

+ 8

0

0
q—1

T Z i 1
=1

0

0

— Oly

a>0;a, 20,0 20,1 <0 <¢q;82>0.

(P3.5.1)

(P3.5.2)
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q a
a <a — ZO‘Z'> =0;0 <b2 - Za?) =0;(0; — 0441) = 0; (1 —0j11) = 0. (P3.5.3)
i=1 i=1

La ecuacion (P3.5.1) genera el siguiente sistema de ecuaciones:

—Oé—FﬁUl—Oél:O
—a+PBoy+a; —ay; =0

-+ ﬁO’jfl + Qj_o — Q1 = 0
—1l—-a+pfoj+aj_1—a; =0
-+ ﬁO’j.H + Oéj — aj+1 = Ox

—a+ foj2 + @it — a2 =0

—a+ Pog1 Fog9— 041 =0

—a+ fo, + ag_1 = 0.

Si suponemos que a, = 0, entonces la condicién 041 > 71 no harfa efecto sobre el problema
a tratar y 0,41 alcanzarfa la cota del Teorema 10, asi v; no serfa una cota inferior activa; por
lo tanto, necesariamente «, > 0, y dado (P3.5.3), implica que 71 = 0,41 y en consecuencia

Oix = Ojx—1 = = Oj41 = V1- (4-4)

Supongamos que 8 = 0, sumando todas las anteriores ecuaciones tenemos que —1 — qa =
a, > 0, esto indica que a < 0, contradiciendo (P3.5.2), por lo tanto 5 > 0y

=30 por(21) ¥ =[|All; (4-5)

Finalmente, si tomamos 1 < j + 1 < i, < k y suponemos a = 0, sumando las ecuaciones
desde j + 2 hasta ¢ tenemos que (0419 + -+ + 04) = —@jt1, si a1 > 0y S > 0, entonces
Ojy2 + -+ 04 = 0, pero, en la ecuacién 2 del Teorema 10 0,5 estd acotado inferiormente
por un valor positivo, asi, 0 < 012, una contradiccién, luego a > 0 y de (P3.5.3)

a= Z 0i. (4-6)
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De las ecuaciones (4-4), (4-5) y (4-6) tenemos el problema P3,5 es equivalente a los problemas

(méx 0j; 1<) <k
Sujeto a

a—n;
P3,6=4¢"mmn= ; Ti

q-—n;

Al = njoi = 32 o7

=1

(max 0j; E<j<q.
Sujeto a

a—n;
P37={%" "M < 221 o

q—n;

1A[IE —njyi = 32 o7

i=1
\6125—22"'25@77” ZO

Por lo tanto, en el problema se reduce la cantidad de valores singulares con los que estamos
trabajando a ¢ — n;, y éstos son reordenados de la siguiente manera:

5’1201,...,0'j20j y 6j+1:O—i*+17---75q—nj:0_q-

Bajo este nuevo ordenamiento, si deseamos garantizar la positividad de ciertos valores sin-

i TR Al —ni7?

. 2

gulares, debemos tomar m; = —my”y
) q—n; q—n;

J J
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) — 1
2>5A12( J . >
q—mn;—j+1

it (Mlonat o) (Camt )
q—n, qg—mnj—j+1
Y (B N (1 S5 Y P L R
qg—mn;—J+1 q—n,; qg—mn;—jJ+1
7ﬁ12< q—"n )><HAHF nfh)( J—1 )
qg—mn;—J+1 q—n,; qg—mn;—J+1
(a_nj71)2< q—"n )>(HAHF nj’h)( J—1 )
(q—n;)?2 \¢g—n;—j+1 q—n; qg—n;—j+1
2 IA][E — ny7
(@ —n;m) >( q—n )(] (g —ny)
(a—mnm)* >(|Al[F —n) (-

a—njm > /= L(|Al[F = njrd)'2 (4-7)

P3.,6 es equivalente a resolver P2, y P3,7 equivale a resolver P2,2 bajo la hipdtesis de la
ecuacion (4-7).

Asi como a partir de una cota inferior activa de 0,4, se determiné una cota superior de o;,
ahora estudiaremos el caso contrario.

4.2.2. Cotas Inferiores

Supongamos que 7, es una cota superior activa de o;_1, con 1 < j < ¢, o;,, el valor singular
con menor indice de modo que <, es una cota superior activa de o;,,, p; = j — %, ¥y kK un

entero tal que 1 <k <qyae€ (\/k — 1||A]lF, \/EHAHF]
Consideremos el problema

( 7
min o
Sujeto a

q9
a< ) o0
5

b > o
1

P38 =

oI
[N}

= 7

1=

O'1>0'22"'>0'

(Tj-1 < e
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Las condiciones de Karush — Kuhn — Tucker para P3,8 son

_ _ 0 _ _
0 1 o] | 0
: : : 0 :
0 : : ! —1pos.i 0
Iposj| —a | [ +8| |+ Z Q; pl | +a. [1pos.j — 1| =0. (P3.8.1)
0 : 3 - 0
. . 0
0 1] Loy ‘ 0
a>0;0, >0, >0,1<i<q;8>0. (P3.8.2)

q q
a <a — Zo,) =0;0 <b2 — ZJ?) =0;(0; —0i41) = 0; (72 —0j_1) = 0. (P3.8.3)
i=1 i=1

La ecuacién (P3.8.1) genera el siguiente sistema de ecuaciones:

—a+ fop—a; =0
—Oé—|—60'2+061—062:0

-+ ﬁO’j_l + Oéj_Q — ij_l = — Oy
1—Oé+ﬁ0'j+04j71—05j20

—a+ o ta; — a0 =0

—a+ Bog +oagg— 041 =0

—a+ fog+ag-1 = 0.

Si a, = 0 la condicién v, > o;_; no tendria ningin efecto sobre el problema P3,6, o;_;
alcanzaria la cota méxima del Teorema 10 y 7, no serfa una cota superior activa para o;_i;
por lo tanto, necesariamente «, > 0 y en consecuencia

*

Por otro lado, supongamos S = 0, si sumamos todas las ecuaciones del sistema anterior,
tenemos que 1 —qa = —a,, lo que implica que a > 0, y de la primera ecuacion —a; = a > 0,
y asi a; < 0, una contradiccién con (P3.8.2), por lo tanto 5 >0y

q
=302 yde(21) ©*=|Al (49)
=1
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32
Ahora, sumando las ecuaciones desde j + 1 hasta g obtenemos la ecuacién a; = —f(0j41 +
i =0, =0,

-+ 4 0,), pero como a; > 0y > 0, entonces 011 +---+0, =0y 0j41 =
pero como j + 1 < k, por el Teorema 10 0,41 estd acotado por un valor positivo, es decir,

0 < 0j41, una contradiccién, luego ae > 0y

q
a = E g;.
i=1

(4-10)

De las ecuaciones (4-8), (4-9) y (4-10) podemos observar la equivalencia del problema P3,8

con
( e — .
min 7; ; 1<j<k.
Sujeto a
q—Dpj
P39=(K9%7Pi"2= >, 0
i=1

2 ; '

Al —pjrs = 21 g;
1=

(51> > > 5, >0
(min 7, ; k<j<gq
Sujeto a
q—Dpj
P310={ 0" P2< ) 0
=1
2 ; o
I[All% —pjs = 231 g;
1=
Ka-l 25-2 Z Z5q—pj ZO

Por lo tanto, en el problema se reduce la cantidad de valores singulares con los que estamos

trabajando a ¢ — p;, y éstos son reordenados de la siguiente manera:

6'120'1,...,5'1‘**_120'1‘**_1 y 6‘1‘** :O'j,...75'q_p]. = 0g.

a—p;y2 ~2 _ Al%—p73 A 2
Ty VS = o oMty

Bajo este nuevo ordenamiento, si deseamos garantizar la positividad de ciertos valores sin-
gulares, debemos tomar my = —=-
J
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e — 1 1/2
A~ 4 *% >O
2 52 (q_p]_l**+1>
A2 A2 J—pi—1 )
ms >8 -
? 2(q p;i—(j—p;)+1
A 2 ] —1
m2 <|| ||F PivYa _mQ) (] Dj )
q—Dpj qg—Jj+1
2 (1+j_pj - 1) < |A||F p372> ( —Dj _1)
2 qg—j+1 q—p; g—j+1
(a—mwf< q—pj ) (WWF m%)( %—1)
(q—pj)? \¢g—j+1 q—Dpj —-Jj+1
<HAHF pﬂz)
q—Dpj

(a —pim)® >(|Al[E — pi3) (G —pj — 1).

(a—pm)* > —pj—1)(q—p;)

a—pj2 > /7 = p; = LAl = p3)'. (4-11)

El problema P3,9 es equivalente a P1, y P3,10 es equivalente al problema del Teorema 10,
con la condicién obtenida en la ecuacién (4-11).

4.2.3. Cotas Mejoradas

De acuerdo al desarrollo en [14], el siguiente Teorema determina las mejoras sobre las cotas
que se han establecido para los valores singulares:

Teorema 12. Sean A € M,,,, con valores singulares ordenados de forma decreciente oy >
gy > - >0, >0, ¢ =min{m,n}, 1 una cota inferior activa para el valor singular oji1,
ix el indice mds grande para el cudl v, es una cota inferior activa de o;,, nj = i, — j la
cantidad de valores singulares entre o1 y 05, ; Y2 una cota superior activa del valor singular
0j_1, tw el indice mds pequenio para el cual o es cota superior activa de o;,,, Dj = J — b
la cantidad de valores singulares desde o1 hasta o,,, y k un entero 1 < k < g tal que

ac (\/—k —1||Allr, VE|A|lr|. Si

Loa)1<j<k ya—nmm>j— 1Az —npn?) %6
b) k<j<q.

. " 1/2 .
2. a)l<j<k ya—pme>J—p—1(A4%-p2d)"; 6

b)k<j<q
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3.
5 — 2T s @ — D72
m; = —. My = —————.
=" q—p;
SAlzzHHF—J%_mlz. §% = IA[[F — P — g2
4= q—pj
Entonces
j—pi—1 1/2 g—n;—j 1/2
M = 52 <—J> < 05 S+ 51 (—J) : (4-12)

Demostracion. Por la equivalencia del problema P3,9 con P1, el indice del valor singular o;
en el problema P3.9 es i,, = j — pj, la cantidad de valores singulares luego de reducir el
problema es ¢ — p;, por lo tanto, de la ecuacién (3-5), la cota inferior mejorada de o; es

1 1/2 S 1/2
m2—§2< e ) :m2—§2( P )
q—pj — it +1 q—p;—(j—pj) +1
. R (]_p]_1>1/2
=My — §y | m—>—— .
qg—7+1

Por la equivalencia del problema P3,10 con el problema del Teorema 10 y tomando la can-

tidad de valores singulares como ¢ — n;, la cota superior mejorada del valor singular o;

g—n;—j 1/2
wea ()"

S}



5. Aplicaciones de las Cotas de Valores
Propios y Valores Singulares

5.1. Ejemplo: Matriz Hermitiana

5.1.1.

Valores Propios

Consideremos la siguiente matriz hermitiana:

Primeras Cotas

Cotas Mejoradas

2+

A= 31

o — 2
1

2—1 —31
0 1—1
1+ 0

1 —4—1

2—3 N

54 2i 1]
—i 2+ 3i

—44i =9

1 0
_2 ]

Cota Inferior

Valor Propio

Cota Superior

4.4570926
- 3.6570926
- 6.2252044
- 9.5378066
- 15.82837

11.160095
6.2246546
1.1939423
- 4.55746
- 12.021232

16.62837
10.337807
7.0252044
4.4570926

- 3.6570926

Por medio de software, en este caso Scilab, se pueden calcular las mejoras de las cotas
superiores e inferiores mediante el cédigo A.1.1 que se encuentra en el capitulo de anexos.

La siguiente tabla contiene las cotas originales asi como las mejoras obtenidas para las cotas

superiores e inferiores.
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Cota Inferior | C. I. Mejorada | Valor propio | C. S. Mejorada | Cota Superior
4.4570926 - - 11.160095 15.480457 16.62837
- 3.6570926 - 2.631791 6.2246546 10.213495 10.337807
- 6.2252044 - 6.0610112 1.1939423 6.7906652 7.0252044
- 9.5378066 - 9.5072873 - 4.55746 3.7432541 4.4570926
- 15.82837 - 15.291921 - 12.021232 - - - 3.6570926

5.1.2. Valores Singulares
Consideremos la siguiente matriz:
[ 1—i  2+3i 0 =5
1 —1 2 —3i 4—1
. 2i —1+2@ 14 0 3 (5-2)
-3 5— 3 61 —1 0
0 1 -2 3 i
1-3i 5+i —-2+4+3c 0 I

Primeras Cotas

Cota Inferior | Valor Singular | Cota Superior
6.8847658 12.023507 14.67117
2.3322075 7.7225153 10.844833
0.7701117 4.4670773 8.8881944

0 3.1749731 7.6974022
0 1.6621692 6.8847658

Cotas Mejoradas

Con la ayuda de un cddigo similar (A.1.2) al utilizado con los valores propios, se genera
la siguiente tabla donde se observan las mejoradas encontradas a las cotas de los valores

singulares.

Cota Inferior | C. I. Mejorada | Valor Singular | C. S. Mejorada | Cota Superior
6.8847658 - - 12.023507 14.481626 14.629197
2.3972162 2.8857832 7.7225153 9.9208417 10.836035
0.8486641 1.8975352 4.4670773 7.2416028 8.8881944

0 0 3.1749731 5.7428588 7.6974022
0 0 1.6621692 - - 6.8847658




5.2 Ejemplo: Matriz Randémica

5.2.

Ejemplo: Matriz Randoémica

Comencemos por un c6digo que genere una matriz randémica simétrica de tamano 5:

n=5;
X=rand(n,n) ;
Y=triu(X);
Z=Y"’;

A=Y+Z

Este gener¢ la siguiente matriz

5.2.1.

[0,5844533
0,5015342
0,9184708
0,2806498

| 0,6856896

Valores Propios

0,5015342
0,8737175
0,0437334
0,1280058
0,1531217

0,9184708
0,0437334
0,9637018
0,7783129
0,6970851

0,2806498
0,1280058
0,7783129
0,4238061
0,8415518

0,6856896 |
0,1531217
0,6970851
0,8415518

0,8124050 |

Usando el programa para generar cotas de valores propios, obtenemos la tabla:

Cota Inferior

C. I. Mejorada

Valor Propio

C. S. Mejorada

Cota Superior

1.3302991 - - 2.9256289 3.112746 3.1263462

0.1329344 0.1705689 0.9473470 2.1814837 2.198083

- 0.2460275 - 0.1543317 0.3274273 1.606689 1.7092609

- 0.7348496 - 0.5894583 - 0.0126138 1.1177853 1.3302991

- 1.6631127 - 1.5301355 - 0.5297057 - - 0.1329344
5.2.2. Valores Singulares

Generando una nueva matriz randémica, ahora trabajemos con la matriz

[0,4226497
0,6283918
0,5608486
0,2320748

| 0,3076091

0,6283918
1,6994905
0,6623569
0,2312237
0,9329616

0,5608486
0,6623569
1,4527014
0,2164633
0,2146008

0,2320748

0,2312237

0,2164633
1,7667776
0,312642

0,3076091 ]
0,9329616
0,2146008
0,312642

0,7232722 |

Usando el programa para generar cotas de valores singulares, obtenemos la tabla:



38 5 Aplicaciones de las Cotas de Valores Propios y Valores Singulares

Cota Inferior | C. I. Mejorada | Valor Singular | C. S. Mejorada | Cota Superior
1.6519197 -- 3.1231702 3.4126975 3.5101062
0.5751842 0.6477347 1.6255513 2.5355921 2.5999809
0.2036271 0.4979247 1.1065029 1.8970572 2.1326191

0 0 0.1298860 1.4377518 1.8469023
0 0 0.0797809 - - 1.6519197

5.3. Teoremas de Entrelazamiento

Estudiemos algunos teoremas de entrelazamiento de valores propios y singulares tratados
en [15], y observemos experimentalmente que ocurre con las cotas de los valores propios y
singulares.

Teorema 13. Sean A € M, una matriz Hermitiana, y € C"* un vector, y a € R un real. Sea
A€ M, 1 la matriz Hermitiana obtenida como

Aly

*

Yy a

A

A=

Escribanse los valores propios de A y A como {Ni}y {5\1} respectivamente y asuma que estan
ordenado de forma creciente. Entonces

M<A<A<A< <A <A < At

Nombremos A la matriz (5-1), ya conocemos sus valores propios y las cotas de estos valores

1
propios. Tomemos a = =2, y = 2j9?i y
0
3 2—1 =3 542
. 2—1—"&' O. 1—1 —z'.
3 144 0 —4+1

5—21 1 —4—1 1

Calculemos los valores pripios y sus cotas.

Cota Inferior | Valor Propio | Cota Superior

4.3166248 9.8254981 10.949874
- 2.3166248 1.7782609 6.7445626
- 4.7445626 - 1.8797975 4.3166248

- 8.9498744 - 5.7239616 - 2.3166248
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Si comparamos las tablas tenemos:

Valores Propios
Valores Propios A | Valores Propios A
11.160095 9.8254981
6.2246546 1.7782609
1.1939423 - 1.8797975
- 4.55746 - 5.7239616
-12.021232
Cotas Inferiores
Cotas Inferiores V.P. A | Cotas Inferiores V.P. A
4.4570926 4.3166248
- 3.6570926 - 2.3166248
- 6.2252044 - 4.7445626
- 9.5378066 - 8.9498744
- 15.82837
Cotas Superiores
Cotas Superiores V.P. A | Cotas Superiores A
16.62837 10.949874
10.337807 6.7445626
7.0252044 4.3166248
4.4570926 - 2.3166248
- 3.6570926

El ejemplo anterior nos deja ver que, en calidad del Teorema 13, los valores propios de las
dos matrices tratadas si se entrelazan. Sin embargo, no siempre se tiene el hecho que sus
cotas inferiores y superiores se entrelacen también.

Teorema 14. Sean A € M, una matriz Hermitiana, v un entero tal que 1 < r < n, y
A, una submatriz principal de A (obtenida por extraer n — r filas y sus correspondientes
columnas de A). Para cada entero k tal que 1 < k < r se tiene que

Ae(A) < Mel(Ar) < Aegn—r(A).

3 2—1 =3
Utilicemos nuevamente la matriz (5-1), tomemos r =3y A, = (247 0 1—i|. Cal-
3t 144 0

culemos sus valores propios y las cotas de éstos.
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Cota Inferior | Valor Propio | Cota Superior
3.5166115 6 6.033223
- 1.5166115 -1 3.5166115
- 4.033223 -2 - 1.5166115
Valores Propios
Valores Propios A | Valores Propios A | Valores Propios A,
11.160095
6.2246546 9.8254981
1.1939423 1.7782609 6
- 4.55746 - 1.8797975 -1
-12.021232 - 5.7239616 -2

Observemos que A, puede ser visto a la luz del Teorema 13, sus valores propios se entrelazan
con los de A del ejemplo anterior. Ademaés si leemos la tabla de abajo hacia arriba, vemos
que con Ay A, se cumple la relacién Ay(A) < M\e(A4;) < Ajyn—r(A) para bk =1,2,3.

Revisemos la situacién de sus cotas:

Cotas Inferiores
Cotas Inferiores V.P. A | Cotas Inferiores V.P. A
4.4570926
- 3.6570926
- 6.2252044 3.5166115
- 9.5378066 - 1.5166115
- 15.82837 - 4.033223
Cotas Superiores
Cotas Superiores V.P. A | Cotas Superiores A
16.62837
10.337807
7.0252044 6.033223
4.4570926 3.5166115
- 3.6570926 - 1.5166115

De las anteriores tablas observamos que para las cotas, no se mantienen los resultados que
se cumplen para los valores propios.

Teorema 15. Sea A € M,,,, una matriz dada y A la matriz obtenida al extraer una columna
de A. Escribanse los valores singulares de A y A como {0;} y {6;} respectivamente ordenados
de forma decreciente.
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1. Sim >mn, entonces o1 > 01 > 09 > 09 > -+ > 0p_1 > 0, > 0.

2. Sim <mn, entonces o1 > 01 > 09 > 09 > -+ > Oy = O > 0.

Comencemos por tomar la matriz (5-2) y eliminando la segunda columna obtenemos la

matriz
[ 243 0 —5i]
1 2 —3i 4—i
A | % 1. 0 3
-3 61 -1 0
0 —2 3 i
1-3i —2+3i 0 1]

Calculemos sus valores singulares y sus respectivas cotas

Cota Inferior

Valor Propio

Cota Superior

6.4807407

2.2045793

0.3412020
0

9.5442709
7.2631092
4.0914261
2.7229343

12.386262
9.158798

7.4833148
6.4807407

Comparemos estos valores singulares con los de la matriz original, asi como sus cotas:

Valores singulares
Valores Singulares A | Valores Singulares A
12.023507 9.5442709
7.7225153 7.2631092
4.4670773 4.0914261
3.1749731 2.7229343
1.6621692

Cotas Inferiores

Cotas Inferiores A

Cotas Inferiores A

0

6.8847658 6.4807407

2.0387503 2.2045793

0.4174968 0.3412020
0 0
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Cotas Superiores
Cotas Superiores A | Cotas Superiores A
12.386262 14.844999
9.158798 10.873755
7.4833148 8.8881944
6.4807407 7.6974022
6.8847658

Como se puede observar, de la misma manera como sucedié con los valores propios entre-
lazados, los valores singulares se entrelazan de acuerdo al Teorema 15, pero sus cotas no
necesariamente se entrelazan.

5.4. Longitud de los Intervalos Entre Cotas

Dada una matriz A € M, se determinaron en (3-8), (3-9) y (3-10) cotas inferiores y supe-
riores para los valores propios. Se pretende estudiar en esta seccién la longitud del intervalo
entre la cota inferior y la cota superior de cada valor propio y la variacion que se pueda dar
con una perturbacién en la diagonal de la matriz.

5.4.1. Cotas de la Matriz Original
Primeras Cotas
Haciendo la diferencia entre la cota superior y la cota inferior en la ecuacién (3-8) tenemos:

<TT(A)+ S )zs(n—l)

no (n—1)3

Tr(A)

n

[NIES
[NIES

+s(n—1)

(1)
n—2

Vn—1

=S

Cotas Intermedias

Haciendo la diferencia entre la cota superior y la cota inferior en la ecuacién (3-9) tenemos:
TT(A)+ n—=k 1/2_ r(A) E—1 \'?  (n—k 1/2+ E—1 \'?
n ° k n \n—% +1 - k \n—k +1
n—k\"? k—1 \'"?
() ) )
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Ultimas Cotas
Haciendo la diferencia entre la cota superior y la cota inferior en la ecuacién (3-10) tenemos:

(n— 1)%

=

n (n—l)%

Tr(A) s (TT(A) —s(n— 1)5) = s(n—1)

n

s ( n—2 >
vVn — 1 .
5.4.2. Cotas de la Matriz Perturbada

Tomando A € M, las perturbaciones que vamos a considerar son de la forma A — I, donde
~ es una cota activa de algtin valor propio de A. Se esperaria que las cotas de los valores
propios de A — I generaran un intervalo mas pequeno, dado que se eligié v como una cota
activa, veremos en seguida que la espectativa no se cumple.

Inicialmente observemos que Tr(A — vI) = > a; — v = Tr(A) — ny. Ahora, se deben
=1

considerar como se comportan m = M y s =L [Tr(A?) — L(Tr(A))?].

_ Tr(A—~I) _ Tr(A) —ny _ Tr(A)

my = - . —y=m-7. (5-3)
2= 2 |Tr((A=17) = LTr(a =0
= LT - A7) - L) -
=~ Tr(42) — 29 Tr(A) +1y? — (Tr(A))? — 209Tr(4) - n272)}
= % :TT(AQ) Cone(a) 4y - T oy 4 n72)}
-2 Tr(42) - w _

Con estos valores de m., y s, observemos las cotas de los valores propios de A — I y la

distancia entre ellos.

Primeras Cotas

Las cotas para el primer valor propio son:

S

m—y+
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Haciendo la diferencia entre la cota superior y la cota inferior tenemos:

Cotas Intermedias
Las cotas para los valores propios intermedios son:

E—1 1/2<)\ _ N n—k 1/2
S o T e '

Haciendo la diferencia entre la cota superior y la cota inferior tenemos:
n— N\ /2 Bl \2 n— g\ M2 E_1 \Y2
m‘V“(T) B m—V—S(n_—W) :S( k ) +(n——k+1)
n— N\ /2 . E_1 \12
k n—k+1

Ultimas Cotas

Las cotas del ultimo valor propio son:

S

m—’y—s(n—l)% <MN-—-7<m-—y— ———+.
(n— 1)
Haciendo la diferencia entre la cota superior y la cota inferior tenemos:

(n—l)%

S

m—n — —
(n—1)2

—(m—y—s(n—l)%>:s(n—1)%—

n—2
=s .
vn—1
Se puede observar que la longitud de los intervalos no varia de la matriz perturbada respecto

de la original, lo que se genera es un desplazamiento de los intervalos mencionados, pero la
distancia entre las cotas se mantiene constante.



6. Problemas a Resolver

6.1. Utilizando Tr(A™) y ||A™||F.

Por medio de un procedimiento analogo al utilizado en el Capitulo II para encontrar las
cotas de las componentes de un vector de n componentes reales, se pueden generar otras
cotas utilizando Tr(A™) y ||A™||r, con m € ZT: Supongamos un conjunto finito de reales
cuyas potencias m—ésimas estén ordenados de forma decreciente zi* > z§* > .- > a7,

L >
: T m ,.m m] - 1 m ; 2 1 m 7)2
organizados en un vector x* = [z7", 23", -+ 2y}, T = >~ x7" sumedia, s° = ;. > (2" — T)

rn
=1 7

-

1

I
su desviacién estandar y Ty = ﬁ > «7". Consideremos el vector e’ = (1,1,---,1) de
j=k

n componentes y junto con la matriz identidad de tamano n X n construyamos la matriz

T
=1,

n=1 _ 1 1

n n n

1 n=l 1

C = n n n
1 _1 .. nzd

n n n

Tomemos los vectores de la base canénica de R”, es decir, los e; cuya componente j—ésima

€j

!
es 1y sus demds componentes son 0, y construyamos el vector w = > y al igual que

£ TR
en el Capitulo II obtenemos:
wliCx = (k1) — T (6—1)
wiCw=(1l-k+1)"—n"" (6-2)
x'Cx = s’n. (6-3)
De (6-1), (6-2) y (6-3), y usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos
= - T T T T T 1 n—Il+k—-1 2
Zyy — 2| = [w C-Cx| < ((w C(w C)")((Cx)"Cx))2 =5 T—her1 (6-4)

Por lo tanto

1 1
n—Il+k—-1)\2 n—Il+k—-1\2
7—s|—m ") <zopn<7T - ") .
z s( I~ h 1 ) _x(k,l)_x—i-s( I~ h 1 )
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Considerando los casos en que [ =n,l =k y k = 1, entonces

E—1 \Y? n—k\"?
f—s(—) gf(k,n)gxggza,k)gfﬂ( ) . (6-5)

n—k+1 k

En caso que m sea par,

3 1 1/m 2 1/m

J— n_

T — S — < < |z . -
<x s n—k—i—l) _|xk|_<x+s 2 > (6-6)

En caso que m sea impar,

3 1 1/m 3 1/m

— n_

T — e < < |z . -
<I s n—k—i—l) _J:k_(x—l—s ’ ) (6-7)

6.1.1. Caso de Valores Propios

Sean A € M,, Hermitiana y A1, Ag, ..., A, sus valores propios, tales que \]* > \J* > ... > A\
A es unitariamente diagonalizable, es decir, existe una matriz unitaria U € M, tal que
A = UDU* , donde D es una matriz diagonal que almacena los valores propios de A en
su diagonal principal, la que notaremos D = diag{\, Ao, ..., \,}. Consideremos A™ =
UD™U* donde D™ = diag{\]", A", ..., \"}. Podemos ver que A™ también es unitariamente

diagonalizable y sus valores propios son las potencias m—ésimas de los valores propios de A.
n

Del Teorema 6 tenemos que Tr(A™) = > AI". Por su parte, de la Definicién 9 tenemos que
i=1

||A||Fr = \/Tr(AA*) y al ser A Hermitiana,
[A[F = Tr(A%) = A% (6-8)
i=1

De acuerdo a la ecuacién (6-8) podemos decir entonces que

n

[A™ 5 =D (A*. (6-9)

=1

Por lo tanto adecuando los elementos de las ecuaciénes (6-6) y (6-7), tenemos que, en general

1 Tr(A™)
— p— .
v n ; ¢ n

en caso que m = 2p y dado que AP también es Hermitiana [15]

Tr(AP(A")) _ [1A7]E

n n

r =
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por su parte

1n
2 _ = )\m_72
S n;(z z)

_ln m\2 m =2
_n;(()\i) 2\'T + 77)

n

_ % S -2y A nf2>
=1

=1

=— (Y (A" —2nz” + nf2>

=1

_l - m\2 =2
T Z()\z) nx)
1
n

S|

=1

(tam - 0

Reemplazando éstos en las ecuaciénes (6-6) y (6-7) tenemos en caso de ser m par,

" 1/m m 1/m
(M_S &) g,AM(MH ”_k) , (6-10)

n n—k+1 n k

en caso de m impar,

m 1/m m 1/m
(TT(A)—S k_l) §)\k§<M+s n_k) . (6-11)

n n—k+1 n k

Consideremos solamente el caso en que m sea impar, ya que en éste se preserva el orden
de los valores propios A; y sus potencias A\]*. Sim =2t +1cont =1,2,---, se genera una
sucesion de cotas inferiores y una sucesion de cotas superiores, a partir de la informacion de
las potencias impares de la matriz original. El objetivo que se persigue en este caso, es que
la sucesiéon de cotas inferiores sea creciente y la de cotas superiores sea decreciente, lo que
implicaria que convergerian al valor propio que estan acotando.

Pregunta 1. Sean A € M, wuna matriz Hermitiana, Ay, Ag, - , A\, sus valores propios

1/m
, Tr(A™ , -
ordenados de manera decreciente y I, = ( r(A™) _ Sﬂ/nﬁk-lu) , UNG Sucesion para un

k:1’27... 7nﬁj07 tal que 32:%<"Am||%—w> ym:2t+1 Cont:LQ,---. Si

I, es una sucesion creciente, entonces lim I,, = A\g.
m—ro0
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Pregunta 2. Sean A € M, una matriz Hermitiana, \i, o, , A\, sus valores propios
1
Tr(A™) AL .
+ 85\ , Una sucesion para un

ordenados de manera decreciente y S,, = (—
k=1,2,---,n fijo, tal que s* % ||Am|]%—w) ym=2t+1cont=12---.

n
n
Si S, es una sucesion decreciente, entonces lim S, = \j.
m—r0o0

En caso de lograrse resolver y demostrar los problemas (1) y (2), considerando un ordena-
miento adecuado de las potencias pares de los valores propios, se tendrian dos problemas
andlogos, utilizando las ecuaciones de las cotas en (6-10).

6.1.2. Ejemplo

Veamos algunas de las cotas obtenidas en el caso particular de

0,1367481 0,7263507 0,2320748

A= 10,7263507 0,3970288 0,2312237 (6-12)
0,2320748 0,2312237 0,4329265
Cotas Inferiores
Cota Inferior m=3 m=2>5 m="7 m=29 m =11 i
0.8332952 1.0629806 1.130846 1.1591642 1.1745554 | 1.1842976 | 1.2287911
- 0.2512703 - 0.5066857 | - 0.5646587 | - 0.5883877 | - 0.6015642 | - 0.6100497 | 0.2939706
- 0.7935530 - 0.9266392 | - 1.0021458 | - 1.0537461 | - 1.0883673 | - 1.112179 | - 0.6497243
Cotas Superiores
Ai m =3 m=2>5 m="7 m=9 m =11 Cota Superior
1.2287912 1.231279 1.2288979 1.228797 1.2287915 1.2287912 1.3755779
0.2939706 1.0629806 1.1308461 1.1591642 1.1745554 | 1.1842977 0.8332952
- 0.6497244 | - 0.5066858 | - 0.5646587 | - 0.5883877 | - 0.6015642 | - 0.6100498 - 0.2512703

En este ejemplo podemos observar que solo en el caso del primer valor propio se tiene una
sucesion creciente de cotas inferiores y una decreciente de cotas superiores, mientras que las
sucesiones de cotas para el segundo y tercer valor propio no se comportan como se esperaba

que lo hicieran.

Se deberan estudiar entonces, qué condiciones se deben tener sobre las sucesiones o sobre las
matrices para obtener las sucesiones que se determinan en los problemas (1) y (2).
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6.1.3. Caso de Valores Singulares

Si los problemas (1) y (2) tuvieran solucién, al menos para el primer valor propio, surge la
inquietud de un problema para valores singulares:

Pregunta 3. ;Las condiciones y soluciones de los problemas (1) y (2) pueden ser extendidas
al caso de los valores singulares de una matriz A € My, ?.

6.2. Utilizando la matriz A — ~/

Supongamos A € M, \;,i € {1,2,--- ,n} un valor propio de A, z; su vector propio asociado,
~1 es una cota inferior activa de \; y 72 es una cota superior activa de \;. Observemos las
siguientes consideraciones

1. Partiendo de la ecuacién Az; = A\;x consideremos la diferencia: (A — yI)x; = Az, —
vlzx; = Nx; — yr; = (A — 7)z;. Por lo tanto \; — « es un valor propio de A — ~I. x;,
es un vector propio asociado a A\; para Ay a \; —y para A — 1.

2. Los valores propios de A — I son A\ — ¥, Ao — v, , A, — 7.

3. Si se calculan las cotas de los valores propios de la matriz A — v, 1 se pueden dar tres
casos por cada valor propio de A:

a) Sila cota inferior y la cota superior del valor propio A\; — v, j € {1,2,--- ,n}
son ambas positivas, entonces A\; — v, > 0, por lo tanto ; es una cota inferior
de A;. Si se compara 7, con la cota inferior de A\; y 7 resulta ser mayor que esta
cota, entonces 7, es cota inferior activa para A;. Si se repite el procedimiento con
todos los valores propios de A, entonces se obtiene el valor n; del Teorema 4-12,
se puede aplicar este mismo Teorema para encontrar una cota superior de \;_;.

b) Sila cota inferior y la cota superior del valor propio A\; —v1, j € {1,2,--- ,n} son
ambas negativas, entonces \; —7; < 0, por lo tanto 7, es una cota superior de A;.
Si se compara 7y; con la cota superior de A; y 7, resulta ser menor que esta cota,
entonces 7y; es cota superior activa para A;.

¢) Sila cota inferior es negativa y la cota superior es positiva no se puede determinar
si 7y, es cota superior o inferior de \;, sin embargo, es un indicador que v; es cercano
a )\]

4. Si se calculan las cotas de los valores propios de la matriz A — 7,1 se pueden dar tres
casos por cada valor propio de A:

a) Sila cota inferior y la cota superior del valor propio A; — 2, j € {1,2,--- ,n} son
ambas positivas, entonces A; — v, > 0, por lo tanto 72 es una cota inferior de A;.
Si se compara 7, con la cota inferior de A\; y 72 resulta ser mayor que esta cota,
entonces 7y, es cota inferior activa para A;.
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b) Sila cota inferior y la cota superior del valor propio A\; — 72, j € {1,2,--- ,n}
son ambas negativas, entonces \; — v < 0, por lo tanto v, es una cota superior
de A;. Si se compara 7, con la cota inferior de A; y 7 resulta ser mayor que esta
cota, entonces 7, es cota inferior activa para A;. Si se repite el procedimiento con
todos los valores propios de A, entonces se obtiene el valor p; del Teorema 4-12,
se puede aplicar este mismo Teorema para encontrar una cota inferior de A; ;.

c¢) Sila cota inferior es negativa y la cota superior es positiva no se puede determinar
si 7y, es cota superior o inferior de A;, sin embargo, es un indicador que 7, es cercano

a /\j'

Pregunta 4. Dada una matriz A € M,,, se pueden encontrar las cotas de sus valores propios.
Suponinendo v una cota activa, se construye la matriz A — I y se calculan las cotas de sus
valores propios; si para algun valor propio la cota inferior es negativa y la cota superior es
positiva, jque algoritmo permite determinar si la cota es inferior o superior?



7. Conclusiones

1. Utilizando la norma de Frobenius, la traza y el tamano de una matriz A, es posible
determinar ciertas cotas para los valores propios y singulares, éstas pueden ser refinadas
utilizando informacién adicional como una cota activa; sin embargo la localizacién de
la cota activa v reviste cierto grado de dificultad. Con ayuda de las cotas de la matriz
A—~I es posible en algunos casos determinar si esta es inferior activa o superior activa,
lo que podria aplicarse de forma reiterada para hacer una aproximacion a los valores
propios y singulares.

2. En los diferentes métodos utilizados en la bisqueda de una cota activa o un refinamiento
de las cotas iniciales (como utilizar las potencias de la matriz inicial, Teoremas de
Entrelazamiento o las matrices perturbadas) sélo se utilizé cierta informacién de la
matriz (traza, norma de Frobenius, tamano de la matriz), por lo que seria interesante
estudiar estos métodos contando con informacién adicional de la matriz.

3. Al calcular las cotas de los valores propios de una matriz A — vI, donde v es una
cota activa, se observa que las cotas superiores e inferiores guardan la misma distancia
en relacién a las respectivas cotas en la matriz original A. Con el objetivo de hacer
esa distancia cada vez menor, buscando que cada intervalo entre la cota inferior y la
superior quede encajado en el anterior, se debe buscar mas informacion de la matriz
que permita refinar el proceso, ya que la utilizada no gener6 las mejoras esperadas.



A. Anexo: Codigos Generados en Scilab

A.1. Cotas y Mejoramientos Para Valores Propios

A.1.1. Valores Propios de una Matriz Especifica A

n=>s;

A=[3,2—%,— 3 %i,5+2% %1 ,1;24+ %1,0,1— %i,— %i,245%« % 1;3 %i, 1+ %i,0,— 4+ % i,— 9 %i;5—2x %i
%0 —4— %1 ,1,0;1,2—3% %1,9x %i ,0,—2];

B=AxA;

a=trace(A);

b=trace (B);

m=a/n;

s=sqrt ((b/n)-m"2);

civpl=mts/sqrt (n—1);

csvpl=mts*sqrt (n—1);

Cl=[civpl ];
CS=|[csvpl];

for k=2:n-1
civpk=rsx*sqrt ((k—1)/(n—k+1))
csvpk=mtsssqrt ((n—k) /k)
CI=[CI; civpk]
CS=[CS; csvpk]

end

civpn=m-sx*sqrt (n—1)

csvpn=m-s/sqrt (n—1)

CI=[CI;civpn]
CS=[CS; csvpn ]

sA=spec (A)
ValOrd=gsort (sA,’g’,’d”)

CIM=zeros (5,1)
CSM=zeros (5,1)

MF=[CI,CIM, ValOrd ,CSM, CS]



A.1 Cotas y Mejoramientos Para Valores Propios

93

//***>k**********>(<*****>i<>k>)<********>(<>k>k*****>)<****>k*************************

//COTAS SUPERIORES MEJORADAS

for i=1:n—-2

cijm1=MF(i+1,1)

vpjml=MF(i+1,3)

contl=0

Vpru=|]

for j=i+2:n
Vpru=MF(j ,3)
c=Vpru—cijml
sc=csgn (c¢)
cons=sc#*norm(c)
if cons>0

contl=contl+1l

end

end

if contl==

gammai=(cijm1+3*vpjml) /4
else

gammai=(cijm1+3+MF( i+14contl ,3)) /4
end

nj2=contl+1;

msl=(a—nj2+gammai) /(n—-nj2);

ssl=sqrt ((b—nj2xgammai”2) /(n—nj2)—msl "2);
MF(i,4)=msl4+ssl*sqrt ((n—nj2—i)/i);

end

cijm1=MF(n,1)
gammai=(cijm1+3*MF(n,3))/4
nj5=1;

ms4=(a—njb*gammai) /(n—nj5) ;
MF(n—1,4)=ms4;

//***************>|<**********************>|<>|<******************************
//COTAS INFERIORES MEJORADAS

csjm1=MF(1,5)

gammai=(csjm1+3+MF(1,3))/4

njs5=1;

ms4=(a—njb*gammai) /(n—nj5) ;
MF(2,2)=ms4;

for i=2:n-1

csjm1=MF(i,5)
vpjml1=MF(i,3)
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contl=0
Vpru=[]
for j=1:i—1
Vpru=MF(j ,3)
c=Vpru—csjml
sc=csgn (c¢)
cons=sc*norm( ¢ )
if cons<0
contl=contl+1
end
end
if contl==
gammai=(csjm1+3*«vpjml) /4
else
gammai=(csjm1+3+MF(i—contl ,3)) /4
end

nj2=contl+1;
msl=(a—nj2*gammai) /(n—nj2);
ssl=sqrt ((b—nj2+gammai”2) /(n—nj2)—msl"2);
MF(i+1,2)=msl—-ssl*sqrt((i—nj2)/(n—i));
end
MF

A.1.2. Valores Singulares de una Matriz Especifica A

A=[ %,1— %i, 048 %i,0,—5% %i:l,— %i,2,—5« %i 4— %i 2% %i —142%i 1 ,0 ,3;—3
5—8x Bi 6% %i,—1 ,0;0 1 ,—2 .3 ,%i 1-8%i 5+%i —2+%%i , 0 , 1 ] ;

B=AT

b=sqrt( trace(BxA) ) ; // norma de frobenius
g=min( size(A) ) ;
k=floor ( ( q+1)/2) ;
al=sqrt (k—1)xb ;
a2=sqrt( k )xb ;

a=real( ( al4a2 )/2) ;
mea/q

s=sqrt( ( b"2/q )-m"2) ;
//PRIMERAS COTAS
civsl=b/sqrt( q ) ;
csvsl=mtsxsqrt (q—1) ;

CI=[ civsl | ;
CS=[ csvsl | ;
for j=2:k-1

civsjmmosxsart( ( j-1)/(a—j+1) ) ;
csvsjmmrssart( ( a—j )/j ) ;
CI=[CI ; civs] ]

CS=[CS; csvsj |
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end
civsk=mrsxsqrt( ( k—1)/(q-k+1) ) ;
csvsk=b/sqrt( k ) ;
CI=[CI ; civsk ]
CS=[CS; csvsk ]
for j=k+1:q
csvsj=b/sqrt( j ) ;
CI=[CI ; 0 ]
CS=[CS; csvs] |
end
sA=svd(A) ;
ValOrd=gsort ( sA , ’g’ , 'd’ ) ;
CIM=zeros( 5 , 1 ) ;
CSM=zeros( 5 , 1 ) ;
MF=[CI ,CIM, ValOrd ,CSM,CS]
sum( svd(A) ) ;
//COTAS SUPERIORES MEJORADAS
for i =1:q—2
cijm1=MF( i+1 ,1)
vsjml=MF( i+1 ,3)
cont1l=0
Vpru=[ ]
for j=i+2:q
Vpru=MF( j , 3 )
c=Vpru—cijml
sc=csgn( ¢ )
cons=sc*norm( ¢ )
if cons>0
contl=contl+l
end
end
if contl==
gammai=( cijm1+3*vsjml ) /4
else
gammai=( cijm1+3«MF( i+l4+contl , 3 ) )/4
end
nj2=contl—+1;
msl=(a—(nj2*gammai)) /(q—nj2) ;
ssl=sqrt( ( b"2—nj2xgammai”2)/(q—nj2 )—-msl"2) ;
MF( i , 4 )=msl+sslssqrt( ( q—nj2—i )/i ) ;
end
cijml=MF(q , 1 )
gammai=( cijm1+3+MF(q , 3 ) )/4
nj5=1;
ms4=(a—njb*gammai )/(q—nj5 ) ;
MF(gq—1 ,4)=ms4 ;

//COTAS INFERIORES MEJORADAS
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csjm1=MF( 1 , 5 )

gammai=(csjm1+3+MF( 1

njs5=1;

ms4=(a—nj5*gammai )/(q-njd5 )

MF( 2 , 2 )=msd ;

for

end

for

i=2:k
csjm1=MF( i , 5 )
vpjm1=MF( i 3

)

)

cont1=0

Vpru=[ |

for j=1:i—-1
Vpru=MF( j , 3 )
c=Vpru—csjml
sc=csgn( ¢ )
cons=sc*norm( c )

if

cons <0
contl=contl+1

end

end

if contl==

gammai=csjm1+3*vpjml /4

else

gammai=csjm1+3+MF( i—contl

end

nj2=contl+1;

msl=(a—nj2xgammai )/(q—nj2 )
ssl=sqrt( ( b"2—nj2xgammai”2)/(q—nj2 )—msl"2)
MF(i+1,2)=msl-ssl*sqrt( ( i-nj2-1)/(q—i +1) )

scl=cs

consl=sclsnorm( MF(i+1,2) )

gn( MF(i+1,2) )

if consl<0

MF(i+1,2)=0
end
//————— 2da par t e
i=k+1:q
csjm1=MF( i , 5 )
vpjml=MF( i , 3 )
cont1l=0
Vpru=[ |
for j =1: i—1

Vpru=MF( j , 3 )
c=Vpru—csjml

SC=

con

if

end

csgn( ¢ )
s=scxnorm( ¢ )
cons <0
contl=contl+1

;) 3) ) /4

//

//

3

Y
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end

if contl==0
gammai=csjm1+3+vpjml /4

else
gammai=csjm1+3+MF( i—contl , 3 )/4

end

nj2=contl;

coinfl=a—nj2*gammai

coinf2=sqrt( ( i—nj2—-1)*(b"2—nj2+gammai”2) )

if real( coinfl )>real( coinf2 )
msl=(a—nj2xgammai )/(q—nj2 ) ;
ssl=sqrt( ( b"2—nj2xgammai”2)/(q—nj2 )—msl"2)
MF( i +1 ,2)=msl—ssl*sqrt(abs(

else

3

(i-nj2-1)/(q=i+1))) ;

end
ME=MF(1:5,:)

A.1.3. Matriz Randémica

El codigo para obtener una matriz simétrica randomica es el siguiente:

n=>s;
X=rand (n,n);
Y=triu (X);
7=Y":

A=Y+Z;

Para generar las cotas de este tipo de matrices se utilizan los c6digos anteriormente mencio-
nados.

A.2. Potencias de Matrices

n=3

X=rand (n,n)
Y=triu (X)
=Y’

A=Y+7Z
sA=spec (A);

B=AxA;
al=trace(A);
bl=trace (B);
m=al/n;

s=sqrt ((bl/n)-m"2
ValOrd=gsort (sA,’
MF1=[ValOrd ];

)
g’,’d’);
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MF2=[ValOrd | ;

civpl=mts/sqrt(n—1);
csvpl=mts*sqrt (n—1);

Cl=[civpl ];
CS=|[csvpl];
for k=2:n-1

civpk=m-sx*sqrt ((k—1)/(n—k+1))
csvpk=mtsx*sqrt ((n—k) /k)

CI=[CI; civpk]
CS=[CS; csvpk]
end

civpn=m-sx*sqrt(n—1)
csvpn=nrs/sqrt(n—1)
CI=[CI; civpn]
CS=[CS; csvpn ]
MF1=|MF1, C1]
MF2=[MF2,CS]

/ /POTENCIAS

for j=1:5
t=2%j+1;
B=A"t;
C=BxB;

b=trace(B);//traza de A"t
c=trace(C);//norma f al cuadrado de A"t

m=b/n;
s=sqrt ((c/n)-m"2);

MF1(1,t)

for k=2:n-1

zl=m—(s*sqrt ((k—1)/(n—k+1)))

if z1<0

MF1(k,t)=(—1)*(abs(z1)) (1/t)

else

MF1(k,t)=(abs(z1)) " (1/t)

end

z3=mtsx*sqrt ((n—k) /k)

if z3<0

MF2(k,t)=(—1)*(abs(z3)) " (1/t)

else

MF2(k, t)=(abs(z3)) " (1/t)

end

(mts /sqrt (n—1)) " (1/t);
MF2(1,t)=(mts*sqrt(n—1)) "(1/t);
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end
MF1
MFE2

A.3.

n=>s;
X=ra
Y=tr
=Y’

end

z2=m-sx*xsqrt (n—1)

if 22<0
MF1(n,t)=(—1)x(abs(z2)) " (1/t)
else

MF1(n,t)=(abs(z2))"(1/t)

end

zd=ms /sqrt (n—1)

if z4<0
MF2(n,t)=(—1)*x(abs(z4)) " (1/t);
else

MF2(n, t)=(abs(z4)) " (1/t);

end

nd(n,n);
iu (X);

i

A=Y+7Z

B=Ax
a=tr
b=tr
m=a/

A;
ace(A);
ace(B);

n;

s=sqrt ((b/n)-m"2);

civp
cSvVp

l=mts/sqrt (n—1)
I=mts*sqrt (n—1)

Cl=[civpl |;
CS=|[csvpl |;

for

end
civp
CcSVp

k=2:n-1
civpk=mrs+*sqrt ((k—1)/(n—k+1))
csvpk=mts*sqrt ((n—k) /k)

CI=[CI; civpk]
CS=[CS; csvpk]

n=m-sxsqrt(n—1)
n=m-s/sqrt (n—1)

CI=[CI; civpn]
CS=[CS; csvpn]

Corrimientos de Intervalos (Matrices Perturbadas)
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MF=[CI,CS]
for i=2:n

gk=MF(i,1)4MF(i,2))/2

G=gkxeye(n,n)

Ak=A-G

Bk=AkxAk

ak=trace (Ak) ;

bk=trace (Bk) ;

mk=ak /n;

sk=sqrt ((bk/n)-—mk"2);
//cotas para A-gammaxI

//Primeras cotas
civplk=mk+tsk /sqrt (n—1)
csvplk=mktsk*sqrt (n—1)

Clk=[civplk];
CSk=[csvplk];

//Cotas intermedias

for 1=2:n-1
civplk=mk—skxsqrt ((1—1)

/(n—141))
csvplk=mktskxsqrt ((n—1)/1

)

Clk=[CIk; civplk]
CSk=[CSk; csvplk]
end

//cotas n—ésimas o ultimas
civpnk=mk-skxsqrt (n—1)
csvpnk=mk-sk/sqrt (n—1)

CIk=[CIk; civpnk]
CSk=[CSk; csvpnk |

MFk=[CIk , CSk]

//determina cotas inferiores activas
nj=1;

if MFk(i,1)>0

for j=i+1:n—1
if MFk(j,1)>0 & gk>MF(j,1)
nj=nj+1
end



A.3 Corrimientos de Intervalos (Matrices Perturbadas)

61

end

end

if MFk(n,1)>0 & gk>MF(n,1)
nj=nj+1

end

end

//calcular la cota superior de lambda_j
msl=(a—nj=*gk) /(n—nj);
ssl=sqrt ((b—nj*gk"2)/(n—nj)—msl"2);

//cota superior mejorada del valor propio i-1
MF(i—1,3)=msl+ssl*sqrt ((n—nj—(i—-1))/(i—-1))
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