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Resumen

La tesis de maestria aborda la problematica de la controlabilidad en problemas de fron-
tera libre, introduciendo un enfoque que incluye la presencia de un control interno y explora
una variante adicional que implica un retardo en el tiempo dentro del modelo. Dividida en
cinco capitulos, comienza estableciendo los principios fundamentales de la teoria de control,
especialmente aplicados a ecuaciones parabdlicas. Luego, revisa el estado actual de la investi-
gacion en cuanto a la controlabilidad interna en problemas de frontera libre para la ecuacion
del calor en una dimensién. Posteriormente, presenta nuevos hallazgos y resultados relacio-
nados con este problema, pero considerando la influencia de un retardo interno en el tiempo.
En el dltimo capitulo, se derivan conclusiones significativas de la investigacién realizada y
se proponen posibles direcciones para futuros trabajos. Ademads, se incluye un apéndice que
proporciona informacién complementaria relevante. La tesis ofrece una contribucion valiosa
al campo, al abordar de manera integral la controlabilidad en problemas con caracteristicas
especificas como la presencia de un control interno y el efecto del retardo en el tiempo.

Palabras clave: Ecuacién de calor, controlabilidad, frontera libre, Estimacion de Carleman
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Abstract

On the Controllability of a Free Boundary Problem for the Heat Equation

The master thesis deals with the controllability problem in free boundary problems, intro-
ducing an approach that includes the presence of an internal control and explores an additio-
nal variant involving a time delay within the model. Divided into five chapters, it begins by
establishing the fundamental principles of control theory, especially as applied to parabolic
equations. It then reviews the current state of research on internal controllability in free boun-
dary problems for the heat equation in one dimension. Subsequently, it presents new findings
and results related to this problem, but considering the influence of an internal time delay. In
the last chapter, significant conclusions are derived from the research carried out and possible
directions for future work are proposed. In addition, an appendix is included that provides
relevant supplementary information. The thesis offers a valuable contribution to the field by
comprehensively addressing controllability in problems with specific characteristics such as
the presence of an internal control and the effect of time delay.

Keywords: Heat equation, controllability, free boundary, Carleman estimation.
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Capitulo 1

Introduccion

Esta tesis tiene como objetivo estudiar de manera monografica el problema simultaneo de
controlabilidad nula y frontera libre para una ecuacién de calor. Adicionalmente, se presentan
avances significativos en la controlabilidad nula de la ecuacién de calor con retardo en un
dominio no cilindrico. La tesis esta estructurada en cinco capitulos y un apéndice, y comienza
con una introduccién a los principios de la teoria de control, mostrando las diferentes técnicas
y nociones de controlabilidad y aplicando estos fundamentos a las ecuaciones del tipo parabo-
lico como la ecuacion de calor. Los dos capitulos siguientes contienen el estudio monografico
y los avances en el probelma con retardo, respectivamente. Se finaliza con un capitulo de
conclusiones y un apendice que consigna resultados generales de Analisis Funcional, Espacios
de Sobolev, Interpolacién, Teoria de Semigrupos, entre otros.

Los capitulos 3 y 4 contienen los aportes mas significativos de la tesis, que son enumerados
de la siguiente forma:

1.1. PRIMER APORTE: Estudio monografico de un problema de con-
trolabilidad nula para frontera libre de la ecuacion de calor.

En el capitulo 3, se investiga la interrelacién entre la controlabilidad y los problemas de
frontera libre, particularmente en el contexto de la ecuacién del calor en un dominio acotado.
Especificamente, estamos interesados en estudiar el trabajo [13] (figura 1.1) donde los autores
llevaron a cabo un estudio sobre un problema unidimensional de Stefan con una fase, que inclu-
ye una frontera de Dirichlet nula. La controlabilidad se define aqui como la capacidad de llevar
un sistema desde un estado inicial a un estado final en un tiempo finito, utilizando entradas
adecuadas. Sin embargo, la naturaleza de los problemas de frontera libre, donde las soluciones
no estan completamente definidas en sus fronteras, introduce dificultades adicionales.

Especificamente, se considera Lo > 0, T > 0,0 < a < b < L. < Ly y yo € L>=(0, Lo)
dados. Se tiene el siguiente problema:

Encontrar funciones y = y(z,t) y L € C*([0,T]) con L(t) > 0 para todo t tal que

Yt — Yz = vl HAIS (OvL(T))v le (O’T)
LO)=Lo con {y(0,¢) = 0,y(L(t),t) =0 te€ (0,T) (1.1)
y(a:,O) = yO(‘T)7 LS (OvLO)

con las propiedades adicionales,

yr(L(t),t) = =L'(t), y(z,T)=0, =z¢€(0,L(T)), te(0,T).
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Figura 1.1: Systems & Control Letters 87 (2016): 29-35.

1, es la funcién caracteristica de w = (a,b). La funcién v es el control y la pareja (L,y) es el

estado asociado.

Nuestro objetivo en este capitulo serd estudiar el siguiente resultado:

Teorema 1. Asumamos que Lo > 0,7 >0y 0 <a <b< L, < Ly < B son pardametros dados.
Entonces el sistema (1.1) es nulamente controlable de manera local. Precisamente, existe e > 0

tal que, si yo € H} (0, Lo) y

190 ]l 30,00 < &

existen L y (v,y), con

L€ CY[0,T]),L(0) = Ly, L.<L(t)<B,
ve L*(wx (0,T)),y* € C°([0,T]; H}(0, B)),

satisfaciendo

ya(L(t), ) ==L'(t), y  y(=T)=0 ., =z¢€(0,L(T)),

—_—
Frontera Libre Controlabilidad Nula

t € (0,7), (1.2)

La demostracién de este Teorema se basa en varios aspectos (ver figura 1.2) que se enuncian

a continuacién:

1. Existencia de Soluciones: El buen planteamiento del problema presentarda de dos ma-

neras. La primera es referenciando un teorema maés general, cuyo caso particular es la
existencia y unicidad del problema que estamos estudiando; este resultado general es-
ta consignado y demostrado en [10]. La segunda forma consiste en realizar un cambio
de variables mediante un difeomorfismo, para transformar el problema en un dominio
cilindrico a otro con un dominio también cilindrico. El precio a pagar por este cam-
bio de dominio es que la nueva ecuacién tendré coeficientes variables. Para este caso,
nos remitimos a [25]. Finalmente, debemos establecer un gano de regularidad de las
soluciones.

. Controlabildiad Aproximada: Inicialmente se debe obtener la controlabilidad aproxi-
mada para cada dominio No-Cilindrico, es decir sin tener en cuenta la condicién de la
frontera libre. En este sentido, se aplicara el Método de Unicidad de Hilbert para reducir
el problema de controlabilidad a una propiedad de observabilidad para un sistema dual
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o adjunto. Esta propiedad de observabilidad sigue de una estimacion de tipo Carleman.
Especificamente, el problema adjunto es dado por:

_(Pt_@mc:g(l'at) (:L',t) €QL
©(0,t) = o(L(t),t) =0, te(0,T)
p(z,T) = " (x), z € (0, L(T)),

donde g € L?(Q1) y ¢! € L?(0,L(T)) y la desigualdad de observabilidad objetivo es

Lo
/ lp(z,0)|? do < C’// lp|? d dt.
0 wx(0,T)

Dentro de la teoria de control se sabe que la desigualdad de obserbavilidad implicara la
controlabilidad. El resultado principal de esta parte seria el siguiente: Tomemos un L
fijo que satisface

L € CY([0,T)) tal que L. < L(t) < B, L(0) = Lo
L(t) > b para todo t € [0, 7] donde tenemos (1.3)
Np = |[|L]|, No:= ||?JOHH3(0,LO)-

Teorema 2 (Controlabilidad Aproximada). Sea L una funcion satisfaciendo (1.3). Para
cualquier yo € H&(O7 Ly) y cualquier > 0 existen pares (vg,yg) con

vs € L} (w x (0,7)), yj e CO([0,T]; Hy (0, B))

que satisface (3.6) y
lys (- )| L2(0,.(7)) < B- (1.4)

Ademds se puede encontrar vg tal que

vl 2w (0,7)) < Cillyollgi0,z0)> (1.5)
donde Cy depende de Ny, L, B,w y T pero es independiente de 3

. Punto fijo operador: En direccion de obtener el resultado principal debemos probar la
existencia de un punto fijo para el operador:

Ag : M C*([0,T))
dado por

Ag(l) = L con L(t) = Lo — /Ot yz(1(s),s) ds vVt e0,T], (1.6)

donde 3>0,R>0, M:{leCY[0,T]): L. <1< B, I(0) = Lo, N;:= |l'|l.c <R},
y es la solucién al sistema

Yt — Yoz = vlg,, (l’,t) € Ql
y(0,t) =0, y((t),t)=0, te(0,T) (1.7)
y(x70) = yO(x>7 S (OvLO)

y v es el f—control de norma minima en L%(w x (0,T)) asociado a [, es decir la tinica
solucién al problema

minimizar ffwx(o,T) |v|? dx dt

sujeto a v € L*(w x (0,T))

y solucién de (3.54)

satisfaciendo [lys(-, )| z2(0,(r)) < B-
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4. Compacidad del Operador: Al probar la compacidad del operador Ag, limitacién unifor-
me del mismo y teniendo encuenta la existencia del punto fijo podemos encontrar una
subsecuencia de modo que

Lg — L fuertemente en C*([0,7T]) y vg — v débilmente en L?(wx(0,T)), cuando 8 — 0.

en donde L satisface las propiedades establecidas para el problema de frontera libre y
la respectiva solucién satisface la nocién de controlabilidad nula bajo el control v,

Controlabilidad Nula del Problema de Frontera
Libre de la Ecuacion del Calor

/ Argumento de punto fm
Compacidad para un funcional
definido en el espacio de

funciones que
definen la frontera

Controlabilidad

aproximada dominio |
no-cilindrico Buen Planteamiento del problema
no homogeneo, dominio

no-cilindrico

HUM: Observabilidad problema
adjunto dominio no-cilindrico Existencia y Unicidad

Desigualdad de Carlemann
en no-cilindrico

\

Buen Planteamiento del modelo con
coeficientes variables en un dominio
cilindrico

Cambio de Variable
= Difeomorfismo

-

[Regularidad de la Solucion ]

Figura 1.2: Estrategia demostraciéon Teorema 1



1.2. SEGUNDO APORTE: Controlabilidad nula para de la ecuacién
de calor retardada en un dominio no cilindrico

El capitulo 4 se adentra en el campo de las ecuaciones diferenciales con retardo (EDR), que
son un tipo de ecuacién diferencial funcional en la que la derivada de una funcién desconocida
en un instante especifico se expresa en funcién de los valores de esa funcién en instantes
anteriores. Estas EDR, también conocidas como sistemas de retardo de tiempo o ecuaciones
de diferencia diferencial, se clasifican dentro de las ecuaciones diferenciales funcionales, que se
caracterizan por operar en un espacio de dimensién infinita, en contraposicién a las ecuaciones
diferenciales ordinarias que se manejan en un espacio de dimension finita. Este enfoque permite
explorar cémo los retardos temporales pueden influir en la controlabilidad de los sistemas,
anadiendo una capa adicional de complejidad y proporcionando nuevas perspectivas para el
analisis de los problemas de frontera libre.

En este capitulo 4 se explora un problema que hasta donde sabemos atin estd en proceso
de estudio y que aporta avances significativos al estudio de la controlabilidad de las ecua-
ciones EDR con frontera libre. No obstante, en este sentido en este capitulo estudiamos la
controlabilidad de la EDR en un dominio no-cilindrico que seria el paso inicial para tratar el
problema con frontera libre. Nuestro problema sera el siguiente:

Se quiere resolver el siguiente problema de controlabilidad nula para un dominio no cilin-
drico:

Sea L € C([~h,0]) N CY([0,T]) con L(t) >0y
L(t—h)=L(t), L(0)= Ly. (1.9)

Deseamos encontrar una funcién u = u(z,t) y un control v € L?((0,7T) x w) tal que

ug(, 1) = Uae (2, 1) = (2, )ulz,t —h) + 1pv(2,t),  (2,1) € QL 01),

u(0,t) =0, w(L(t),t) =0, te(0,T) (1.10)

u(z,0) = ug(x), z €y, .

u(x,t) = 0(x,t) (z,1) € Qp—no)
w(z,T)=0, xe€(0,L(T)). (1.11)

Denotaremos por ¥ 1) 1, la frontera lateral de Qo771
L7 = {(z,t):z=00x=L(t), 0<t<T},

donde 1,, es la funcién caracteristica de w y ¢ es una funciéon dada en L* definida en @, x
(0,T). Aqui, la funcién v es el control interno y (L,u) es el estado asociado.

Debemos tener en cuenta que se considera N un entero positivo, T'> 0,Lg > 0,0 < a <
b < L, < Ly y un pardmetro de retardo real h > 0. Ademés de los conjuntos:

Qro = (0,Lo), Qpp =(0,L()), w=(a,b)C QL
Qror) ={(z,t): 2 € (0,L(t)), te(0,T)}
Qr(—no) = {(z,t) 12 € (0,L(t), te(-h0)}

QL =Qr,01) YQL,(-h0)-



Los datos iniciales ug € L? (Q,), 0 € L*(Qp _4) con 0(z,0) = ug(z), ¢ € L®(QL 01)) ¥
u e L*(Qr o,1))-

En ese capitulo, estudiamos las propiedades de controlabilidad nula para el sistema (1.9)-
(1.10), siendo el principal resultado el siguiente:

Teorema 3. SeanT > 0, h > 0, Ly > 0 y los pardametros 0 < a < b < L, < Ly. Entonces, para
cualquier dato inicial (ug,0) € L*(0, Lo) X L*(Qp, (—n,0)) ¥ funcién L € C([—h,0]) N C*([0,T7])
con L(t) > 0 satisfaciendo (1.9), podemos encontrar un control v € L*((0,T) x w) tal que la
correspondiente solucion u de (1.10) satisface la condicion

u(z,T)=0, =z € (0,L(T)). (1.12)

Controlabilidad Nula de la Ecuacion del Calor
con Retardo en un Dominio No-cilindrico

f[ w(T) = Sy(uo, 6) + Pro | \

para todo (Mg, 6) E LZ(QLO) x L2 (QL’(_h’D))
Encontrarv € LZ(QL’(Q,T)), tal que
Pro = —51(up, 9)

< 4

—>[Desigualdad de Observabilidadj

Desigualdad de Carlemann
en no-cilindrico (con retardo)

Figura 1.3: Estrategia demostracién Teorema 3

La demostracién del Teorema 3 se basa en lo siguiente (ver figura 1.3):

1. Buen Planteamiento: La prueba de la existencia y unicidad se trata de manera similar
como en el problema del capitulo anterior, es decir, por medio de un difeomorfismo para
llevar el problema del dominio No-cilindrico a un problema con dominio Cilindrico con
coeficientes variables.

a) Problema Adjunto: El problema adjunto se trata de manera similar, en donde
debemos establecer algunas estimativas naturales de la solucién del sistema.

2. Controlabilidad Nula:

a) Condiciones Necesarias y Suficientes: Se estableceran condiciones necesarias y su-
ficientes para obtener la controlabilidad nula a partir de una representacion de la
soluciéon por medio de operadores, especificamente

u(T) = Sr(uo,0) + Prv

10



En este sentido, el problema equivalente seria:

Para todo (ug,0) € L*(Q,) x L? (QL,(—h,O))
encontrar v € L? (Qr 0.1)), (1.13)
tal que Prv = —St (ug, ).

Desigualdad de Observabilidad: Estebleceremos adicionalmente que, (1.13) es equi-
valente a la siguiente estimativa

* 2 * 2 2
||ST(PT||L2(QLO)XLz(QLy(ih’O))’ < Cr [ L1wollz2(0, » Vo € L7(9),

donde C'r > 0 no depende de g y que se conoce como desigualdad de observabili-
dad.

Desigualdad de Carleman para EDR: Para lograr la controlabilidad nula, es nece-
sario demostrar la desigualdad de observabilidad mencionada, la cual se deriva de
una desigualdad de Carleman. Esta desigualdad serd demostrada mediante ciertos
cambios de variable, que nos permitiran aplicar la desigualdad de Carleman pre-
sentada en el capitulo anterior y generalizarla para el caso en que haya un retardo.

Al final de esta tesis encontramos un capitulo de Conclusiones y un apéndice con resultados
generales en el Ambito del Andlisis Matematico y las Ecuaciones Diferenciales Parciales.
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Capitulo 2

Controlabilidad de Ecuaciones
Diferenciales Parciales de Evolucion

La controlabilidad de ecuaciones diferenciales parciales de evolucion es un concepto central
en el estudio de sistemas dindmicos gobernados por ecuaciones diferenciales parciales (EDPs).
Se refiere a la capacidad de influir en el comportamiento futuro del sistema manipulando
adecuadamente las condiciones iniciales y/o las condiciones de contorno del problema. En
términos m4és técnicos, dado un sistema descrito por una EDP, la controlabilidad implica
que, partiendo de un estado inicial especifico, es posible encontrar un conjunto de acciones de
control (por ejemplo, cambios en las condiciones iniciales o en las condiciones de contorno)
que permitan llevar el sistema a un estado deseado en un tiempo finito. La controlabilidad de
EDPs es de gran importancia en diversos campos cientificos y tecnolégicos, como la ingenieria
de control, la fisica de sistemas dindamicos, la teoria de la optimizacion, entre otros. Se utiliza
en la formulacién y analisis de problemas practicos como el diseno de sistemas de control,
la manipulacién de procesos fisicos o quimicos, la optimizacién de estructuras, entre otros.
Los métodos para estudiar la controlabilidad de EDPs suelen basarse en técnicas analiticas y
numéricas, utilizando herramientas matemaéticas avanzadas como la teoria espectral, el andlisis
funcional, anélisis complejo, entre otros.

La recopilacion de los siguientes resultados y aspectos tedricos son tomados de varios obras,
como [5, 7, 24, 31, 33, 40].

2.1. Sistemas de Control:

Comenzamos con la definicién del objeto bésico estudiado en la teoria de control.

Definicién 1. Un sistema de control es una ecuacion de evolucion (una EDO o una EDP) que
depende de un pardmetro u, que escribiremos de manera formal de la siguiente manera:

y:f(t,y,'l)), (21)
donde t € [0,T)] es el tiempo y:
w y:[0,T] = Y es la incdgnita, llamada el estado del sistema, con Y = R™.

w v:[0,T] — U es el parametro llamado control, que puede ser elegir como funcion del
tiempo.

Donde gy representa la derivada temporal de y.
Los dos ejemplos estandar que tenemos en mente con esta definicién son los siguientes:
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» El estado y(¢) pertenece a R™ (o a algiin conjunto finito-dimensional), el control v(t) a
R™ (o nuevamente a algin otro conjunto finito-dimensional), y (2.1) es una EDO.

» Tanto el estado y(t) como el control v(t) pertenecen a algunos espacios funcionales, y
(2.1) es una EDP (entonces f tipicamente es un operador diferencial que actia sobre

Y)-
2.1.1. Ejemplos

La pregunta general que acompana a esta definicién es la siguiente:

;como se puede usar el control para hacer que el sistema cumpla algin propésito que ha
sido prescrito de antemano?

Antes de dar definiciones matematicas precisas que correspondan a este problema general,
demos algunos ejemplos de sistemas de control.

Para ilustrar los conceptos, presentamos ejemplos de sistemas de control tanto de dimen-
sion finita como infinita. Sin embargo, en estas notas de conferencia, nos enfocaremos prin-
cipalmente en sistemas de dimensién infinita regidos por ecuaciones en derivadas parciales

(EDPs).

1.Sistemas de control auténomos lineales de dimensidn finita:

Consideremos el sistema (2.1) de la siguiente forma:
y = Ay + Bo,

donde el estado y(t) € Y = R™, el control v e Y = R™ y A € R™" y B € R™™ matrices
fijas.

2. Sistemas control-affine sin deriva:

§=> vifi(y),
=1

donde el estado y(t) € R, el control v = (v1,...,v,) € R™, y fi,..., fm son campos
vectoriales suaves en R™.

3. Control interno de una EDP: el caso de Navier-Stokes:

Consideremos €2 un dominio acotado con frontera suave en R", y un subconjunto abierto
w C Q. Ademds consideramos la ecuacién Navier-Stokes en {2, el control actuando localmente
en w:

v+ (v-Vv—Av+Vp=1,u en[0,7] xQ,

diveo =0 en [0,7] x Q,

v=20 en [0,7] x 09.
Donde, v : Q — R™ es el campo de velocidad, p : 2 — R es el campo de presiéon. Como es bien
sabido, esta ecuacién describe la evolucién del campo de velocidad de un fluido incompresible

y viscoso. Nétese que p no es una incégnita real de la ecuacién; de hecho, todo el sistema
podria reformularse sin ella. Aqui:
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» El estado es el campo de velocidad v, por ejemplo, tomado en L? (£2; R™) (o un subespacio
en L2 (Q;R") para tener en cuenta div v = 0 y las condiciones de contorno).

» El control es la fuerza localizada v = u(t, ), que obligamos a que esté soportada en w,
perteneciendo por ejemplo a L? (w; R™).
4. Control de frontera de la ecuacion de Navier-Stokes:

Consideremos €2 un dominio acotado con frontera suave en R", y un subconjunto abierto
no vacio de la frontera ¥ C 0Q2. Tomemos la ecuacién de Navier-Stokes y el control actuando
en una parte local de la frontera X :

v+ (v-V)v—vAv+Vp=0 en[0,7] x Q,
dive =0 en [0,7] x Q
v =1x(x)u(t, x) en [0,7] x 09, .

donde
» El estado es el campo de velocidad v, por ejemplo en L? (£; R™).

= El control es el término de frontera localizado u = u(t, x).

2.1.2. Categorias de los Problemas de Control

Como se ha mencionado anteriormente, el propésito de la teoria de control es compren-
der cémo se puede emplear la funcién de control para influir en la dindmica del sistema de
acuerdo con ciertos objetivos establecidos. Esta problemdtica general puede adoptar diversas
formas y generar diferentes desafios matemédticos. A continuacién, enumeramos varias de estas
cuestiones.

1. Controlabilidad Exacta: La pregunta es la siguiente: Dado dos tiempos Ty < 11, ¥ Yo, Y1
dos posibles estados del sistema, ;Existe v : [Ty, T1] — % tal que

Yii=1, = ¥0,9 = f(y,v) = y (T1) = n?

En otras palabras, ;es posible encontrar, para cada yg y y1,un control que lleva el sistema
del dato inicial yy al dato final yq ?

nT

Yo

| |
I T

|
T
To T, T

2. Controlabilidad Aproximada: El problema de la controlabilidad aproximada es una ver-
sién ligera de la controlabilidad exacta. En lugar de requerir que el estado del sistema
alcance exactamente el objetivo, uno puede preguntarse si, al menos, se puede acercar
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arbitrariamente al objetivo. Matematicamente hablando, esto se puede expresar de la
siguiente manera:

Dados Ty < T1,y0 v y1 dos posibles estados del sistema y e > 0, ; Existe v: [0,7] — %
tal que

Yji=0 = Y15, ¥ = f(y,v) = |ly (T1) — yul| < €7

No hace falta decir que el problema depende en gran medida de la eleccién de la norma.

Y1+ =

T T

|
T
To T T

3. Controlabilidad Nula: Supongamos que Y es un espacio vectorial. Dados Ty < 11, yo un
estado inicial del sistema, § Existe v : [0,T] — % tal que

Yi=1, = Y0,y = f(y,v) = y(T1) =07

Normalmente, jse puede utilizar el control para hacer que el fluido se detenga?

YoT ()

t

|
I A

|
i
To T, T

4. Controlabilidad por Trayectorias: Dados Ty < T1,y0 € % vy 4 : [To,T1] — Y una trayec-
toria del sistema (correspondiente al control v : [Ty, Th] — U), ; Existe v : [Ty, Th] = %
tal que

Y=, = Y0,9 = f(y,v) =y (T1) =y (T1)?

Las nociones de controlabilidad nula y controlabilidad por trayectorias son
particularmente importantes para sistemas (irreversibles) que tienen un efec-
to de regularizacion, ya que en ese caso, no se puede esperar que la contro-
labilidad exacta se cumpla. Por ejemplo, consideremos el control interno
de la ecuacion del calor (o la ecuacion de Navier-Stokes con suposiciones
adecuadas), se puede demostrar que, sea cual sea la eleccién del control, el
estado final del sistema es suave cuando se restringe a una parte de €} a una
distancia positiva de w.
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y()

Yo1

To T

5. Control ()ptimo: Se busca un control que minimice alguna funcién de costo, por ejemplo,
J(u) = [ly(T5 ) = glI* + [|o]%,

donde g es algin objetivo y y(T';u) es el estado alcanzado por el sistema en el tiempo
T, comenzando desde gy y con el control v. El problema consiste en determinar si tal
control existe, si es Unico, y tratar de caracterizarlo.

Enfoque estandar para problemas de controlabilidad de EDP no lineales.

Considerando el problema de controlabilidad para una EDP no lineal. Permitanos explicar
como se aborda esto frecuentemente. El método mas estandar para establecer la controlabili-
dad de una EDP no lineal es el siguiente:

1. Linealizar la ecuacion.
2. Probar un resultado de controlabilidad para la ecuacion linealizada.

3. Deducir el resultado de controlabilidad para el sistema no lineal utilizando
argumentos de punto fijo o el Teorema de la Funciéon Inversa.

Ahora, para demostrar la controlabilidad de la ecuacion linealizada, existe un enfoque es-
tandar mediante la dualidad (D. Russell [39], J.-L. Lions [29]). Esto implica demostrar una
desigualdad de observabilidad en el sistema dual (homogéneo). En resumen, se debe demos-
trar la sobreyectividad del mapeo de control al estado final, y el argumento es algo similar al
estandar:

A sobreyectivo <= 3¢ > 0,Vu, [[A%u|| > c||u.

Pero esto no es (por mucho) el final de la historia. De hecho, en general, estas desigualdades
de observabilidad (que miden la solucién en todas partes en términos de esta solucién medida
solo en la zona de control) son muy dificiles de demostrar. Ademds, este no es el tinico modo
de establecer la controlabilidad, incluso en el caso lineal. Pero esto da un buen comienzo:
tenemos que demostrar alguna desigualdad, por lo que el problema parece méas estandar que
encontrar un control que dirija la soluciéon de un lugar a otro. Sin embargo, este método puede
tener al menos dos inconvenientes:

= Frecuentemente, esto solo conduce a resultados locales, a menos que la no linealidad sea
adecuada (ver, por ejemplo, Zuazua [46]).

= En muchos casos fisicos, y en particular en lo que respecta a la ecuacién de Euler, la
ecuacion linealizada no es (incondicionalmente) controlable.

Esta relacion entre la desigualdad de observabilidad y el problema de controlabilidad se de-
nomina HUM y se introduciréd enseguida.
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2.2. HUM: Método de la Unicidad de Hilbert para la Ecuacion del
Calor

En el analisis de sistemas dindamicos gobernados por ecuaciones diferenciales parciales, la
nocion de controlabilidad juega un papel crucial. La capacidad de controlar el comportamiento
de un sistema mediante la aplicacién de ciertas entradas es esencial en numerosos campos
de la ciencia y la ingenieria. E1 Método de Unicidad de Hilbert (HUM) se presenta como
una herramienta valiosa para abordar problemas de controlabilidad en sistemas descritos por
ecuaciones diferenciales parciales. En esta seccion, exploraremos la aplicacion del HUM a
problemas de controlabilidad, centrandonos especificamente en la ecuacién del calor.

2.2.1. La Ecuacion del Calor

La ecuacion del calor modela la propagacién o difusiéon del calor a través de un medio
en funcién del tiempo, siendo fundamental para comprender y predecir el comportamiento
térmico en diversas situaciones. Fue Joseph Fourier quien la presenté por primera vez en 1822
en su obra [16], donde también desarrollé la teoria de la transformada de Fourier. A lo largo de
los anos, esta ecuacién ha sido objeto de estudio y aplicacién por parte de varios mateméticos
destacados. Entre ellos se encuentran Siméon D. Poisson, quien junto con Fourier trabajé en
la resolucion de problemas relacionados con el flujo de calor en sélidos. Ademas, Carl G. Jacob
proporcioné una solucion particularmente relevante para la ecuacion del calor en un cilindro,
mientras que William Thomson introdujo el concepto de la ecuacion del calor con una fuente
de calor.

La utilidad de la ecuacién de calor se extiende a una amplia gama de campos cientificos,
algunas de las aplicaciones méas comunes son:

= Geoffsica y ciencias planetarias: Se aplica la ecuacion del calor para modelar la propa-
gacion del calor en el interior de planetas, lunas y otros cuerpos celestes, lo que ayuda
a comprender los procesos geologicos y térmicos que ocurren en estos objetos.

= Meteorologia y climatologia: En la meteorologia y la climatologia, la ecuacién del calor
se utiliza en modelos climaticos para simular la transferencia de calor en la atmosfera, los
océanos y la superficie terrestre, lo que permite predecir el clima y el tiempo atmosférico.

= Ingenierfa térmica: La ecuacion del calor se utiliza ampliamente en ingenieria térmica
para disenar sistemas de calefaccién, refrigeracién y ventilacion en edificios, asi como
para optimizar el diseno de intercambiadores de calor en procesos industriales.

= Procesamiento de materiales: En la fabricacién y procesamiento de materiales, la ecua-
cion del calor se utiliza para predecir y controlar la distribucién de temperaturas durante
la soldadura, el templado, la fundicién y otros procesos.

» Electrénica y microelectrénica: En el disefio de dispositivos electrénicos y microelectro-
nicos, la ecuacién del calor es crucial para comprender y gestionar la disipacion de calor
en circuitos integrados, microprocesadores y otros componentes electronicos para evitar
el sobrecalentamiento y el fallo.

= Biologia y medicina: En biologia y medicina, la ecuacién del calor se emplea para mo-
delar la transferencia de calor en tejidos bioldgicos, como en la termoterapia para el
tratamiento del cancer o en la criogenia para la conservacién de tejidos biolégicos.

La ecuacién de calor proporcionan un lenguaje preciso y formal para describir relaciones y re-
gularidades en fendmenos naturales, sistemas fisicos, procesos matematicos y modelos tedricos.
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Permite entender y predecir el comportamiento de sistemas complejos, proporcionando herra-
mientas para la resoluciéon de problemas, la toma de decisiones y el avance del conocimiento
en diversas disciplinas. Permite formular leyes, teorias y modelos que son fundamentales pa-
ra entender el mundo que nos rodea y desarrollar tecnologias innovadoras que impactan en
nuestra vida diaria.

2.2.2. Buen Planteamiento de la Ecuacion del Calor

El propdsito de esta seccién es examinar y establecer resultados que sirvan como base
para el tratamiento de problemas de controlabilidad de la ecuacién de calor. Primero veamos
las nociones de controlabilidad de manera general. Sea €} un conjunto abierto y acotado de
R” con frontera de clase C? y w C ) abierto, w # (). Dado T > 0 se considera la siguiente
ecuacién no homogénea:

P(D)u(t,x) =vl, en (0,T)xQ
B(D)u =0 en (0,T) x 09 (2.2)
u(0,-) = u° en

Donde P es un polinomio, D := (—ia%l,...,—i%), ademds u = u(t,z) es el estado y

v =v(t,z) es la funcién de control interior.

Definicién 2. El sistema (2.2) es aprozimadamente controlable en un tiempo T si para todo
u? yul en H ye >0, existe un control v tal que

(T, 2) — u' (@) <e,
donde u es solucion de (2.2).

Definicién 3. El sistema (2.2) es exactamente controlable en un tiempo T si para todo u® y
u' en H , existe un control v tal que u(T,x) = u'(x), donde u es solucién de (2.2).

Definicién 4. El sistema (2.2) se dice controlable nulo en un tiempo T si para todo u° en H
existe un control v tal que u(T,x) = 0, donde u es solucion de (2.2).

Podemos redefinir estas tres nociones de controlabilidad en la siguiente forma: Sea T' > 0
y definamos, por cada dato inicial u° € X, el conjunto de estados alcanzables

R (T;u’) = {u(T,-) : u solucién de (2.2) con v € H}.

Un elemento de R (T, uo) es un estado de (2.2) alcanzable en tiempo 7' comenzando desde u°
con la ayuda de un control v. Asi podemos tener las siguientes definiciones:

Definicion 5. El sistema (2.2) es aproximadamente controlable en tiempo T si, para cada dato
inicial u® € L?(Q), el conjunto de estados alcanzables R (T; uo) es denso en L?(92).

Definicién 6. El sistema (2.2) es exzactamente controlable en tiempo T' si, para cada dato inicial
u® € L*(Q), el conjunto de estados alcanzables R (T;u®) coincide con L*(9).

Definicién 7. El sistema (2.2) es controlable nulo en tiempo T si, para cada dato inicial
u’ € L%(Q), el conjunto de estados alcanzables R (T; uo) contiene el elemento 0.

En este sentido caben las siguientes observaciones
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= Como el tnico subconjunto denso y convexo en R™ es R™ entonces en dimension finita la
controlabilidad aproximada y la controlabilidad exacta son equivalentes. Sin embargo en
sistemas de dimensién infinita (como la ecuacién de calor), estas nociones no coinciden.

= La linealidad del sistema bajo consideracién implica que R (T, uo) = R(T,0) + S(T)u®
y, en consecuencia, sin pérdida de generalidad, se puede asumir que u° = 0.

= En el caso de la ecuacién del calor (2.3), por su efecto de regularizacion, las soluciones
estan en C'*° lejos del borde en el tiempo ¢t = T'. Por lo tanto, los elementos de R (T, uO)
son funciones C* en [0, 1). Entonces, la controlabilidad exacta puede no cumplirse.

» Es facil ver que si la controlabilidad nula se cumple, entonces cualquier dato inicial
puede llevarse a cualquier estado final de la forma S(T)v° con v° € L?(£2). De hecho,
sean u®,v% € L?(Q) y observe que R(T; u? —UO) = R(T; uo) — S(T)". Dado que
0eRr (T; ul — vo), se sigue que S(T)v°’ € R (T; uo).

= La controlabilidad nula implica la controlabilidad aproximada. De hecho, tenemos que
S(T) [L*(Q)] € R(T;u’) y S(T) [L*(2)] es denso en L*(12).

» Notese que u! € R (T , uo) si y solo si existe una secuencia {v.} de controles tal que

e>0
[u(T) - u1HL2(Q) <e v {veteso

estd acotada en L?(0,T). De hecho, en este caso, cualquier limite débil en L2(0,T) de
la secuencia {v:},., da un control exacto que hace que u(T) = u;.

Ahora nos enfocamos en la ecuacién de calor, teniendo en cuenta que es interesante estudiar
la controlabilidad de esta ecuacién como uno de los modelos para una gran clase de fenémenos
fisicos, al mismo tiempo, como una de las ecuaciones més representativas en la teoria de las
ecuaciones diferenciales parciales de tipo parabdlico. Formularemos el problema como sigue:
Sea © un subconjunto abierto y acotado de R™ con frontera de clase C? y w C Q abierto,
w # (. Dado T' > 0 se considera la siguiente ecuacién de calor no homogénea:

us —Au=vl, en (0,7)xQ
u=70 en (0,7) x 99 (2.3)
u(x,0) =u’(z) en
En el sistema u = u(t,x) es el estado y v = v(t,x) es la funcién de control interior con
soporte localizado en w. Inicialmente, debemos establecer el buen planteamiento del médelo

(existencia, unicidad y dependencia continua). El siguiente resultado es estdndar y es conocido
a través de la aplicacién de semigrupo de operadores (ver Pazy [?]).

Teorema 4. Para cualquier v € L?((0,T) x w) y u’ € L*(Q). La ecuacién de calor 2.3 tiene
una unica solucion débil

ue C([0,T], L*(Q))

dada por la formula de variacion de las constantes
t
u(t) = S(t)u +/ St — s)v(s)lyds (2.4)
0

donde (S(t))ier es el semigrupo de contracciones generado por el operador de calor en L*(9).
Mas aiin, siv € WHH((0,T), L?(w)) yu® € H*(w)NHL(Q) la ecuacion (2.3) tiene una solucion
cldsica

ue O ([0,T7,L*()) N C ([0, T), H*(w) N Hy())
y u satisface (2.3) en L*(Q) Vt > 0.
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Recordemos la clasica estimativa de energia para la ecuacién del calor. Multiplicando en
(2.3) por u e integrando en €2 obtenemos

1d 1 1
/ u|2d:n—|—/ |Au]2dx:/vud:v§ / |U\2dx+/ lul?dz. (2.5)

por lo tanto la funcién escalar E(t) = [, u(t),-|*dz satisface
E'(t) < E(t) +/ lv|*dxd,
Q

con la desigualdad de Gronwall se tiene

t T
E(t) < E(0)e! +/ / lv|*dzds < E(0)e! + / / |v|*dxdt.
0 Jo 0o Ja

Por otro lado integrando 2.5, con respecto a t, se sigue que

1 T 1T 1T
/ ]qua;OT—i—/ /\Au!dedtS / /v2dacdt+/ /quxdt.
2 Jo 0o Ja 2Jo Ja 2Jo Ja

Como u € L*(0,T; L*(2)), entonces u € L?(0,T; H}(R)), por lo que cuando ug € L3(Q) y
v € L?*(0,T; L?(w)) la solucién u verifica que

u € L0, T; L*(Q)) N L*(0,T; H}(Q)).

Con estas estimativas de energia y con la ganancia propia de la regularidad de las solucio-
nes, podemos establecer los primeros resultados sobre la controlabilidad nula de la ecuacién del
calor. Como lo notamos antes La nocion de controlabilidad nula es particularmente
itmportante para sistemas (irreversibles) que tienen un efecto de regularizacion,
ya que en ese caso, no se puede esperar que la controlabilidad exacta se cumpla.

Nuestro enfoque serd puramente variacional, ya que nuestro objetivo es aplicar el método
de la Unicidad de Hilbert (HUM), que involucra tres aspectos importantes: el estudio del
problema adjunto y el andlisis de la propiedad de observabilidad mediante la minimizacién de
cierto funcional.

2.2.3. Controlabilidad Nula: Enfoque variacional y observabilidad, HUM.

En esta parte mostraremos como funciona el método de la unicidad de Hilbert para el caso
de la ecuacién de calor con la presencia de un control interno. Inicialmente, mostremos una
condicién necesaria y suficiente para para que se cumpla la controlabilidad nula de (2.3). Se
denota por (-,-) al producto dualidad/interno de L?(Q).

Lema 1. El control v € L%((0,T) x w) dirige el valor inicial u® € L?(QQ) del sistema (2.3) a 0
en el tiempo T si y solo si dado ¢ € C([0,T], L*(Q)) solucién débil del sistema adjunto

or—Ap=0 en(0,T)xQ
p=0 en (0,T) x 00 (2.6)
SO(Tv ) = ng“v en Q’

tenemos que para todo % € L*((0,T) se cumple

/[)T/wgpvdxdt = (p(0),u’), (2.7)
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Demostracion. Supongamos que u’, 9% € D(Q2), v € D((0,T) x w) y sean u y ¢ las soluciones
de (2.3) y (2.6), respectivamente. Multiplicando la ecuacién de (2.3) por ¢ e integrando por
partes, se obtiene

T T T T
/ /govdxdt:/ /(p(ut—Au)dxdt:/ /(putdﬂsdt—/ /Augod:cdt
0 w 0 Q 0 w 0 Jw

=~ [uari+ [ [ ute - apsat =~ [ prmiae+ [ ooy
_ /Q u(T)de + /Q o(0)udx

Dado que D(Q) y D((0,7) x w) son densos en L23(Q) y L?((0,T) x w), respectivamente.
Podemos usar un un argumento de densidad, lo cudl nos permite deducir que al considerar
limite para cualquier u® € L%(Q) y ¢% € L*(Q), se sigue

T
/0 / pvdadt = (% u(T)) + (p(0), 1),

De esto se sigue que (2.7) se cumple si y sélo si ug es controlable a cero y v es el control
correspondiente. Esto completa la demostracion. O

La relacién (2.7) puede verse como una condicién de optimalidad para los puntos criticos
del funcional J : L?(Q) — R,

1

T
I =5 [ [ 1ePdzar+ (2000,

donde ¢ es la soluciéon de
or—Ap=0 en (0,7)xQ
=0 en (0,7) x 02 (2.8)
©0(0,-) ="  en Q.

Teorema 5. Sea u’ € L?(Y) y suponga que 3% € L*(Q) es el minimo de J. Si ¢ es la
correspondiente solucion de (2.6) con valor inicial T entonces

U:@w

0

es un control que dirige u- a cero en el tiempo T'.

Demostracion. Como J alcanza un minimo en 93% entonces se cumple que

T (@ + he?) = T (2°)

0=1i
B0 h
1 (T
5 [ [ 1ePdzat - (.,
2 0 w
Asi al aplicar el lema 1 se cumple lo que buscdbamos. ]

Asi en direccién a obtener una condicién suficiente para tener la controlabilidad nula,
determinaremos las condiciones minimas para garantizar la existencia del minimo para J. En
este punto, tenemos la relacién que existe entre la observabilidad del problema adjunto y la
controlabilidad del sistema original.
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Definiciéon 8. La ecuacion (2.3) se dice nulamente observable en el tiempo T si existe una
contante positiva C' > 0 tal que la siguiente desigualdad se satisface

T
169122y < C /0 / (o dudt (2.9)

Desigualdad de observabilidad

para cada ©° € L*(Q) donde ¢ es la solucion de (2.8) con valor inicial ¢°.

Note que la continua dependencia del problema homogéneo del calor con condiciéon de
Diriclhet con respecto a sus valores iniciales garantiza que existe una constante C' > 0 tal que

T
| [zt < 1l

para todo ¢" € L?(Q) y ¢ solucién de (2.8).

Demostremos que (2.9) es una condicién suficiente para que se cumpla la propiedad de
controlabilidad nula. En primer lugar, recordemos el siguiente resultado fundamental en el
Calculo de Variaciones:

Teorema 6. Sea H un espacio de Banach reflexivo, K un subconjunto convexo de H y ¢ :
K — R una funcion con las siguientes propiedades:

1. ¢ es convexo.
2. @ es semi-continuo inferior.
3. 81 K no es acotado entonces ¢ es coercivo, es decir,

lim ¢(z) = .
]| o0

Entonces ¢ alcanza su minimo en K, es decir, existe xg € K tal que

p(z0) = min o(z).

Asi, usando el Teorema 6 podemos garantizar la existencia del minimo a partir del cum-
plimiento de la desigualdad de observabilidad.

Teorema 7. Sea u® € L%(Q) y suponga que la desigualdad de observabilidad (2.9) se satisfacen
entonces el sistema (2.3) es nulamente controlable en el tiempo T, es decir el funcional J
definido anteriormente tiene un unico minimizador P° € L?(S2).

Demostracion. Es facil ver que J es continuo y convexo. Por tanto, segin el Teorema 6, la
existencia de un minimo estd asegurada si demostramos que J también es coercivo, es decir,

T (°, ") = oo.

(@)l 2 g—1—00

La coercividad del funcional 7 se sigue inmediatamente por la desigualdad de observabilidad
(2.9). En efecto, note que utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la desigualdad de
observabilidad, se sigue

1 T
7@ 25 ([ [ 1o = 1l )

C 1
> §H<POHQL2(Q) - §||U0HL2(Q)H<POHL2(Q)-
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De esto se sigue la coercividad, y por el Teorema 6, J tiene un minimo @° € L%(Q). Para
probar la unicidad del minimizador es suficiente mostrar que J es estrictamente convexo. De
hecho, Sea ¢ € L2(Q) y A € (0,1), asi tenemos que

B T
TO + (1= M) = AT (6") + (1 - N (") - A | [ 1= vpasa

de (2.9) se sigue que
/ ' [ 1o vPdade 2 €1 - ¥l
por lo tanto, para cualquier ¢ # )Y,
T + 1= NE°) < AT (@) + (1 = 2T (¥°)
y asi J es estrictamente convexo. O

Los anteriores resultados garantizan que, bajo la hipétesis de la desigualdad (2.9), el
sistema (2.3) es nulamente controlable. Ademads, un control puede obtenerse a partir de la
solucién de la ecuacién homogénea (2.8) con los datos iniciales que minimizan la funcién J.
Por lo tanto, el problema de controlabilidad se reduce a un problema de minimizacién que
puede resolverse mediante el Método Directo del Calculo de Variaciones. Esto es muy 1til
tanto desde un punto de vista teérico como numérico.

Finalmente, La siguiente proposicion muestra que el control obtenido por esta forma va-
riacional es de L?((0,7) x w)—norma minima.

Proposicién 1. Sea v = @l el control dado por la minimizacion del funcional J. Si g €
L2((0,T) x w) es otro control que envia el valor inicial u® a cero, entonces

vl 20,1y xw) < 11911207 xw)-

Demostracion. Sea @° el minimizador del funcional 7. Considere ahora la relacién del control

V= Q|-

Tomando (@°, @!) como la funcién test tenemos que

T
o227y = / / B2 dudt = (3°,u0).

por otro lado, la relacién de control dada en el Lema 1 para el control ¢ y la funcién test @°

da
T
| [ apande = (@.u0)
0 w

Asi tenemos que

T
19117207 %) :/o /gﬁdwdt < |lgllz2 (0,1 xe) 1@l 2((0,7) %) = 1912 (0,7 xe) 1V L1 (0,7 xw)-

O]
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2.3. Resultados de Controlabilidad para la Ecuacion de Calor

En esta seccién veremos algunos resultados que se tienen y son clasicos referentes a la
controlabilidad de la ecuacién del calor.

2.3.1. Controlabilidad Aproximada

Dado cualquier T' > 0 y cualquier subconjunto no vacio y abierto €2 de O, en esta seccién
analizamos el problema de la controlabilidad aproximada del sistema (2.3). De hecho, como
demostraremos en el préximo teorema, es posible reducir el problema de la controlabilidad
aproximada a un problema de continuacién tnica sin necesidad de recurrir a un argumento de
observabilidad. Para ilustrar este punto, presentamos las ideas generales. Sin embargo, nues-
tro objetivo principal es presentar la interaccion entre la controlabilidad y la observabilidad
mediante un enfoque variacional.

Teorema 8. Sea w un conjunto abierto no vacio de @ y T > 0. Entonces el sistema (2.3) es
aproximadamente controlable en tiempo T

Demostracién. Como se dijo anteriormente es suficiente considerar el caso u® = 0, Asi que
asumamos que u’ = 0. Por el teorema de Hahn-Banach, R(T,u") es denso en L?(Q) si la
siguiente propiedad se satisface:

= No existe o € L*(Q), o # 0 tal que [, u(T)prdz = 0 para todo u solucién del sistema,
(2.3) con v € L*(w x (0,T)).

Por lo tanto la prueba puede reducirse a mostrar que:

= Si pp € L*(Q) es tal que [ u(T)prdz = 0, para toda solucién u de (2.3) entonces
YT = 0.

Para hacer esto vamos a considerar el sistema adjunto
ot +Ap=0 en (0,7) xQ
ploa =0 en (0,T) x 80 (2.10)
p(T)=9r  enQ

Multiplicamos la ecuacién satisfecha por ¢ por u y entonces la ecuacién de u por ¢. Haciendo
integracién por partes y teniendo en cuenta que u’ = 0 se obtiene la siguiente identidad

T
/ /vgoda:dt:/ (ug — Au)pdzdt
0 Juw Qx(0,T)
——/ (e +A )udxdt+/u dz |t / / ( +u8> drdt
Qx(0,T) ey Pl so \on” " o
:/u(T)gonx.
O

T
/ u(T)pr de =0 siy solo si / / vp dx dt = 0.
Q 0 w

Si la tltima relacién se cumple para cualquier v € L?(w x (0,T)), deducimos que ¢ = 0 en
x (0,T).

Por lo tanto,

Ahora notemos que P = 0; + /A, es un operador diferencial en R"*! y su parte principal es
P, = A,. Un hiperplano de R"*! es caracterfstico si su vector normal (£,¢) € R"™! es un cero
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de P, es decir de P,(&,¢) = |€[%. por lo tanto, los vectores normales son de la forma (0, £1)
v los hiperplanos caracteristicos son horizontales, paralelos al hiperplano ¢ = 0. Por lo tanto,
para la ecuacién de calor adjunta bajo consideracién (2.10) podemos aplicar el teorema de
unicidad de Holmgren (45) con Q1 = (0,7) xQ,Q2 = (0,T) xw y Q3 = (0,T) x Q.. Entonces
el hecho de que ¢ =0 en (0,7") x w implica que ¢ = 0 en (0,7") x Q. Por lo tanto o7 =0. O

Ahora veremos una prueba del teorema anterior siendo esta una prueba maés constructiva
y con la virtud que permite calcular controles aproximados explicitamente. Consideremos
nuevamente un tiempo control fijo 7 > 0 y un valor inicial u® = 0. Sea u! € L?(Q) el valor
final y € > 0 dados. Recordemos que estamos buscando un control f tal que la soluciéon de
(2.3) satisfaga
[a(T) = w1 20y < €.

Definimos el siguiente funcional, 7, : L?(2) — R, dado por:

1 T
ier) =3 | [ & dodt+elerlne — [ werda
0 w

donde ¢ es la solucién de la ecuacién adjunta (2.10) con valor inicial ¢7. El siguiente lema
asegura que el minimo de 7, da un control para nuestro problema.

Lema 2. Si ¢ es un punto minimal de J. en L?(Q) y ¢ es la solucién del problema adjunto
(2.10) con wvalor inicial ¢, entonces v = @, es un control de (2.3), tal que la solucion del
problema satisface (2.10).

Demostracién. Suponga que J. alcanza su minimo en ¢ € L%(§), Entonces para cualquier
Yo € L?(2) y h € R tenemos

Je(pr) < Te(o1 + hado).

Por otro lado,

. Lt . .
Hr-+hin) =5 [ [ 164 msf o e+ clor + nllaey = [ wor + o) da
1 T 9 hQ T ) T A
:2/0 /g0| dxdt+2/0 /|1/J| dmdt+h/0 /gpwd:ndﬂ-
ellor + ol 2 (q) —/Qul(¢T+h¢o) dz.
Asi
. . h? 2 Tr.
€[||<PT+h?/fo||L2(Q)—||90t||L2(Q)]+2/(OT) Y* dx dt+h [/0 /Wﬁdl‘dt—/ﬂmwdw] >0
T Xw w

. Dado que
|1 + hipoll L2y — |67 22() < [Rll[YollL2(a)

obtenemos

h2 T T
ogeyhyuzpouLg(Q)Jrz/ /sz da dt+h/ /qu d dt—h/ulwo da
0 w 0 w Q

para todo h € Ry v € L?(). Dividiendo por h > 0 y pasando al limite h — 0 obtenemos

T
0< GHdJOHL?(Q) +/ / oY dx dt — /Qulwo dx.
0 w
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Similarmente con h < 0 se sigue

T
/ /gbwdxdt—/uli/)o dx
0 w Q

Ademas, si tomamos el control v = ¢ en (2.3). multiplicando (2.3) por 1 solucién de (2.10) e
integrando por partes, tenemos

/OT/W@ dx dt:/Qu(Two da.

de las desigualdades anteriores se sigue que

< el Vapo € L*(Q).

< €l[Yoll 20, Vipo € L3(Q)

/(u(T) —uq)tg dx
Q

la cual es equivalente a
[u(T) — w1l r2) < e

O]

Por lo tanto, el lema anterior sugiere que el problema de controlabilidad aproximada se
reduce a la optimizacién de cierto funcional.

Lema 3. Para cada € > 0, existe o7 € L?(Q2) tal que

Je(pr) = @Trenggl(g) J=(pr) = 00 cuando HQDTHLz(Q) — 00.

Demostracion. Es facil ver que J es convexo y continuo en L?(Q). Por el Teorema 6, la
existencia de un minimo esta asegurada siempre que J. es un funcional coercivo, es decir:

Je(¢1) — oo cuando [lr||p2q) — oo.

De hecho probaremos que

m  Jo(er)/llerllizg) > e

||90T||L2(Q)*>OO

y ya con esto tenemos que la prueba del Lema estaria terminada. En efecto, considere-
mos entonces (¢r;) C L?(Q) una secuencia de valores iniciales del sistema adjunto con
e jllL2 (@) — oo. Normalizédndolos

¢ = eri/ller;lre )

y ast [|@rllL2(q) = 1. Por otro lado, (; es la solucién del problema adjunto (2.10) con valor
final @7 ;. Entonces

T
Ler)lerllie = slenili [ [ 12Pdwdt+e= [ wgrde
Es importante notar que pueden darse los siguientes dos casos:
1. liminf; fOT L, |2 > 0. En este caso tenemos inmediatamente que
Jeler)/llerjllL2 @) — oo
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2. liminf; o fOT fw |2 = 0. En este caso como @7 ; es acotada en L?(2), extrayendo una
secuencia podemos garantiza que @r; — 1 debilmente en L?(Q) y ¢; — 1) debilmente
en L2(0,T; HY(Q))UHY(0,T; H1(9)), donde 1 es la solucién de (2.10) con valor inicial
1o en t = T. Ademaés por la semicontinuidad inferior,

T T
/ /uﬂ dxdtglfminf/ /\@12 dx dt =0
0 w =0 Jo w

y por lo tanto ¢ = 0 en w x (0,T). El Teorema de Unicidad de Holmgren (45) implica
que ) =0 en © x (0,7T) y por consecuencia ¢g = 0. Asi ¢ ; — 0 debilmente en L*(Q)
y por consiguiente fQ u1pr,; dr tiende a 0 también. Por lo tanto

J .
lim (ory) Ifm [e - / w1 BT da:} —e
i=oo |lprll T oo Q

como se queria.
O

Los dos Lemas anteriores proporcionan una segunda prueba del Teorema que determina
la controlabilidad aproximada de la ecuacion . Este enfoque no solo garantiza la existencia de
un control, sino que también proporciona un método para obtener el control al minimizar un
funcional convexo, continuo y coercitivo en L?({2). Ademas, en la prueba de la coercitividad,
la relevancia del término ¢ ||p7|| r2(q) es clara. De hecho, la coercitividad de J. depende
en gran medida de este término. Esto no es solo por razones técnicas. La existencia de un
minimo de J. con ¢ = ( implica la existencia de un control que hace que u(7T) = u'. Pero
esto no es cierto a menos que u' sea muy regular en \w. Por lo tanto, para u' general en
L?(£2), se necesita el término ¢ |o7|| 2(q)- Finalmente, nétese que ambas pruebas se basan
en la propiedad de continuacién tnica, que garantiza que si ¢ es una solucién del sistema
adjunto tal que ¢ = 0 en w x (0,7), entonces ¢ = 0. Como hemos visto, esta propiedad es
una consecuencia del Teorema de Unicidad de Holmgren. Este enfoque no solo garantiza la
existencia de un control, sino que también proporciona un método para obtener el control al
minimizar un funcional convexo, continuo y coercitivo en L?({2).

2.3.2. Controlabilidad Nula

Nuestro objetivo aqui es mostrar el resultado de controlabilidad nula para la ecuacion de
calor con un control interno con condiciones de Dirichlet. Como determinamos en la seccion
2.2.3. No obstante, para ampliar la discusién estableceremos el resultado utilizando la notacién
de semigrupos de operadores lineales. Asi, consideramos S(t) el semigrupo de calor para
condiciones de frontera Dirichlet homogeneas para el cual S(t)yo = y(t)

(O, —A)y=0, en@=(0,T)xQ,
Yl(o.r)x00 = 0;

por el teorema de Hille-Yoshida, —A genera un Cy—semigrupo analitico. Sea w C 2, conside-
remos el siguiente operador

Ly : L*((0,t) x Q) — L*(Q)
S

v /0 (t — s)1,v(s)ds.
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Por lo que la solucién a

(O —A)y=1,v, en Q = (0,T) x £,
Ylo,r)x00 =0, (2.11)

es de la forma
y(t) = S(t)yo + Lev.

Con estas notaciones de semigrupo y del operador L;, podemos redifinir las nociones de
controlabilidad para la ecuacion del calor de la siguiente forma:

Definicién 9. El sistema (2.11) es aproximadamente controlable en tiempo T' si para cualquier
Yo, yr € L*(Q) ye > 0, entonces eviste v € L2(Q) tal que ||y —y(T)|| < e. Esto es equivalente
a tener que el rango de L7, R(Lr) es denso en L?((2).

Definicién 10. El sistema (2.11) es nulamente controlable en tiempo T si para cualquier
yo € L?(Q), existe v € L*(Q) tal que y(T) = 0. Esto es equivalente a tener que el rango
de L7, R(Lr) posee todas las trayectorias naturales en tiempo 7"

Vyo € L*(Q),  S(T)yo € R(Lr).

Teorema 9. Sea w C 2. la ecuacion de calor tiene controlabilidad nula por una funcién control
que actia en (0,T) X w, es decir, el siguiente sistema tiene solucion

Yt — Yoz = vy TE (OaL(T))a te (O?T)
y(0,t) =0, te(0,7T)
y(:c,O) = yO(x)a S (O,Lo),

donde 1, es la funcion caracteristica de w y la funcion v es el control.

Este resultado fue demostrado por G. Lebeau y L. Robbiano en [26] y A. Fursikov y O. Yu.
Imanuvilov en [17]. Los dos enfoques que desarrollaron son diferentes y complementarios. Para
una presentacion sintética del método Lebeau-Robbiano nos remitimos a [27]. Aqui seguimos el
segundo enfoque, utilizando un sistema parabdlico global. La estimacién de Carleman implica
directamente una estimacién de observabilidad, que, a su vez, produce una controlabilidad
nula.

Todavia no se comprenden bien las discrepancias entre estos dos enfoques: el método
Fursikov-Imanuvilov permite tratar coeficientes dependientes del tiempo. El método Lebeau-
Robbiano proporciona un conocimiento preciso del coste del control para los modos propios
inferiores del operador eliptico y una estimacion asintética del coste del control a corto plazo.
(see e.g. [34, 42]).

En este sentido recordemos las desigualdades de Carlmann para la ecuacién del calor:
Inicialmente elegimos una funcion de peso global que cumple con los siguientes requisitos.

Suposicién 1. Sea wy € w € Q. La funcidn de peso p(x) satisface

30’89 = CSta an(p‘dQ < 05 ‘(70/(‘%‘)‘ 7& 0,13 € Q\WO’
a2:0:>{a2,a1}>0, QZEQ\(JJO.
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Teorema 10. (Estimacion de Carleman global - caso parabdlico). Sea ¢ una funcion que sa-
tisface la Suposicion 1. Entonces existen 71 > 0 y C' > 0 tales que

2 2
73 ’ H%eTewuH +7 ‘ G%eﬁ‘pvxu‘
L2(Q) L2(Q)
2 2
+7t HQ*%eTW@u‘ oo T 1 Z "9*%679¢a}ku‘ ,
12(@Q) N L2(@)
760 2 3 3 70 2
<C ‘e @Pu‘ + 7 ‘(926 “"u‘ ,
L2(Q) L2((0,T) xw)

para u € ([0, T] x Q), tal que uloryxon =0, y7=71 (T+1T?).
De manera similar, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 11. (Estimacion de Carleman global - caso parabdlico). Sea wy € w C 2. Sea ¥ una
' >C >0 en V\wo, 1&‘69 = Cst, y 8,@‘89(71/ < 0. Definimos
Y =1+ Ky con Kg=mlp|leo ym>1y

funcion que satisface

p=e", p=e" -V <0,
donde Y = 2m|1)|so. Entonces existen 1 > 0,71 > 0, y C > 0 tales que

2

T3yt H (9¢)3679‘puH2 + 779 H (9¢)5679@Vmu‘

L2(Q) L2(Q)
41 H(Q@—%erwatu‘ ;(Q) 41 1SJZJ;S” H(eqb)—%erecpa;ku’ ;(Q)
<C <‘ eTG“DPu‘ ;(Q) + 7344 H(Hé)geTg‘puH;((o’T)Xw)

para u € €>([0,T] x Q), tal que uloryxo0 =07 =27, y7 =27 (T +17).

Asi el principal resultado de esta seccién acerca de la controlabilidad nula de la ecuacién
de calor, es el siguiente:

Teorema 12. Sea w C Q. La ecuacion de calor (2.11) es nulamente controlable para un control
actuando internamente en (0,T) X w.

Como fue establecido en la seccion 2.2.3, el siguiente resultado es crucial en la prueba de la
controlabilidad nula de la ecuacién de calor (Desigualdad de Observabilidad con la notacién
de Semigrupo):

Proposicion 2. La ecuacion de calor tiene controlabilidad nula en el tiempo T si y solo si existe
Co = Co(T) tal que

1S(T)al 720y < ColltuS®all 20 m)xa)-

Desigualdad de observabilidad (Semigrupos)

Esta desigualdad es conocida como la desigualdad de observabilidad y Cy como la constante
de observabilidad.
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Demostracion. Sean XY, Z espacios de Hilbert, A € (X, Z),y B € Z(Y, Z). Entonces
R(A)CR(B) <« 3C>0, Vgez, |A%lx<C|B%qly-

Aqui X = L2(Q),Y = L?((0,T) x Q) y Z = L?*(f). consideramos A = S(T) y B = L.
recordemos que S(T")* = S(T'). Encontramos
Ly : L*(Q) = L*((0,T) x ),
qg— 1,5(T —t)q.

La controlabilidad nula equivale entonces a tener que existe C' > 0 tal que

1S(T)qll72(0) < C1wS(T = )dll72(0.1) <0
= C 1Sl 2 (0.1yx0)

Sea u(t) = S(t)q, es decir, u es solucién a
du—Au=0,en Q= (0,T) xQ  ulgpwoo =0, ul_g=g.

A partir de la desigualdad de Carleman global de los Teoremas 10 y 11, tenemos

2
73 < 73

2
eTe‘pG%u‘
L2(Q)

3
e70%03 u‘

L2((0,T)xw)

para T =T (T + TQ). En particular, se sigue

3T/4 2791’nfg<p03 t 2 di < T 27‘6’supg003 t 2 dt
- € Hu()HLz(Q) ~ € HU()”L%J) :

Dado que 7 =71 (T +T?) y 0(t) = (¢(T —t)) ™!, y supg ¢ < —C < 0, verificamos que tenemos
las siguientes desigualdades

Lema 4. Se tiene que

e2r0infa g3 > p-6,-COU+YT) ¢ c [T/4,3T /4],
e2T€supQ ©p3 5 T—G, t e (O,T)

asi, se sigue
—C(1+1/T) 5T/ 2 < 4 2
e lu®Badt S | ()] dt.
T/4 0
La disipacién natural de la energia parabdlica, nos da

1 , 37/4 ,
STy < [ ult) eyt
T/4

Por lo tanto, obtenemos
(T 22 S e“TT D ull 20 xw)-

De la Proposicion 2, tenemos el resultado de controlabilidad nula del Teorema 12.
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Capitulo 3

Controlabilidad para un Problema de
Frontera Libre de la Ecuacion de Calor

3.1. Introduccion

Nuestro principal interés es estudiar la relaciéon entre la controlabilidad y los problemas
de frontera libre. Estos problemas dependen en general del tipo de sistema que se esté con-
siderando, en nuestro caso particular, estudiaremos estas propiedades para la ecuacién de
calor unidimensional en un dominio acotado. En particular, la controlabilidad se refiere a la
capacidad de un sistema para ser dirigido desde un estado inicial a un estado final dentro de
un tiempo finito utilizando una entrada adecuada. Por otro lado, los problemas de frontera
libre se refieren a sistemas que no estan completamente definidos en sus fronteras, lo que
puede hacer que la solucién del problema sea mas dificil. En algunos casos, la controlabilidad
puede ser mas dificil de lograr en sistemas con problemas de frontera libre debido a la falta de
informacién completa sobre las fronteras del sistema. Por ejemplo, en sistemas fisicos como
la difusién de un contaminante en un medio poroso, el problema de frontera libre se produce
cuando la ubicacién del borde del medio poroso no se conoce con precisién. En este caso, la
falta de informacién sobre la ubicaciéon del borde puede hacer que la tarea de controlar la
difusién del contaminante sea mas dificil.

Por otro lado, en algunos sistemas la presencia de fronteras libres puede hacer que la
tarea de controlar el sistema sea mas facil o incluso innecesaria. Por ejemplo, en el caso de
un sistema de distribucién de agua, si la red de tuberias tiene fugas en puntos desconocidos,
el sistema seguira funcionando y distribuyendo agua de manera mas o menos uniforme, sin
necesidad de un control especifico.

En el capitulo anterior, establecimos algunos resultados y técnicas para entender el pro-
blema de controlabilidad (exacta, nula y aproximada) para sistemas dindmicos, en particular,
gobernados por ecuaciones diferenciales parciales de evolucién haciendo un énfasis importante
para la ecuacién del calor.

Con respecto a los problemas de frontera libre, estos pueden resumirse como aquellos que
pueden ser descritos como ecuaciones diferenciales parciales, y que ademadas presentan como
incognita, interfaces o fronteras, donde la solucién no solo depende de las condiciones en la
frontera fija (como en los problemas convencionales), sino que la posicién de la frontera en si
misma es una incégnita y debe encontrarse como parte de la solucion. La frontera libre no
esta no esta predeterminada y se define por alguna condicion adicional que establece la EDP
o el problema fisico subyacente. Uno de los ejemplos mas clasicos es el llamado problema de
Stefan, que modela la forma de un bloque de hielo (térmicamente aislado) al derretirse.

El problema de Stefan data de finales del siglo XIX, y ha sido considerado como el problema de

33



frontera libre clasico. Su formulacién clésica es la siguiente: Sea 2 C R? un dominio limitado
(para ser mds precisos, podemos pensar en {2 como un contenedor cilindrico térmicamente
aislado, es decir, que no existe ninguna transferencia de calor entre el contenedor y el exterior;
en cuyo interior tenemos agua congelada) y denotamos por

0:=0(t,x)

la temperatura del agua en el punto z € € en el tiempo t € RT := [0,00). Por simplicidad
asumiremos que la temperatura del agua 6 es mayor o igual a 0, ya que si damos una tem-
peratura no negativa al contenedor, el agua en este empezara a sufrir un cambio de estado al
derretirse el hielo. Asi, denotamos por

(0>0):={(t,z) € RT x Q: 0(t,z) > 0},
Yy por,
(0=0}:={(t,2) e R* x Q:0(t,2) = 0}

los conjuntos que representan el agua y el hielo (respectivamente) que hay en el contenedor.
Sabemos que la temperatura 6 debe satisfacer la siguiente ecuacion del calor

{@0 —A=0 en la regiéon {0 > 0} (3.1)

6=0 en la regién {0 = 0}.

Por otro lado, determinar dénde existe una interfase entre el agua y el hielo (esto es, la
superficie {0 > 0}) es una incognita del problema, por tanto, es necesario considerar una
condicién extra, debida a la transferencia de calor entre el agua y el hielo, que viene de la
sequnda ley de Fourier y que en este caso particular es llamada condicion de Stefan, que dice
que

00 = V.02 en 0{6 > 0}. (3.2)

Como mencionamos anteriormente, nuestro problema (que puede resumirse en (3.1) y (3.2))
no solo es encontrar la funciéon desconocida 6, si no también describir el comportamiento de la
interfase que separa el agua y el hielo, para ello es posible demostrar que después del cambio
de variables

t
u(t.o)i= [ On.a) dn
0
la nueva funcién u : Rt x Q — R3, satisface la siguiente ecuacién diferencial parcial

O — Au = —X{u>0}
w>0 (3.3)
Otu Z 0.

Este tipo de formulaciones es en extremo 1til, pues goza de propiedades variacionales que
permiten abordar cuestiones tales como la existencia y unicidad de las soluciones de (3.3), que
implica, también, la existencia y unicidad de 6, solucién de (3.1) y 3.2. Ahora si consideramos
la versién “estacionaria”(que no depende del tiempo) del problema (3.3), al cual de ahora
en adelante llamaremos como problema de Stefan, es el bastamente estudiado problema del
obstdculo cuya formulacién es:

Au = X{u>0}

w0, (3.4)
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Una pregunta natural al atacar problemas del tipo problema de Stefan o el problema del
obstdculo es la regularidad de sus soluciones, i.e. que grado de diferenciabilidad o integrabilidad
poseen dichas soluciones. Una de las grandes dificultades en el estudio de la regularidad de
soluciones de ecuaciones del tipo (3.4) es la discontinuidad que presenta el lado derecho, esto
impide aplicar técnicas, de alguna manera, clasicas.

3.2. Establecimiento del problema

En esta tesis, estamos interesados en estudiar el trabajo [13] donde los autores llevaron a
cabo un estudio sobre un problema unidimensional de Stefan con una fase, que incluye una
frontera de Dirichlet nula, teniendo en cuenta el comportamiento de la frontera por medio de
una funcién apropiada L y un término fuente (control) v en un dominio w = (a,b).

Especificamente, consideremos Ly > 0, "> 0,0 < a < b < L, < Lo y yo € L*>(0, Lop)
dados. Se tiene el siguiente problema:

Problema 1. Encontrar funcionesy = y(z,t) y L € C1([0,T]) con L(t) > 0 para todo t € [0, T]
tal que

L(0) = Ly (3.5)
Yt — Yoz =vl, HS (0>L(T))> te (O,T)
y(0,t) =0,y(L(t),t) =0 te(0,T) (3.6)
y(l‘, O) - yo(.’L’), S (07 LO)
con las propiedades adicionales,
Yo (L(t), t) = —L'(t), (3.7)
)
y(z, T) =0, x€(0,L(T)), te(0,T). (3.8)

1, es la funcion caracteristica de w = (a,b). La funcion v es el control y la pareja (L,y) es el
estado asociado.

L(t)

Regién Qr = {(x,t) : x € (0, L(t)),t € (0,T)}.

Esencialmente, el objetivo de este trabajo es mostrar un resultado de controlabilidad nula,
que garantiza la existencia de una funcién de temperatura y = y(x,t), una funcién de frontera
libre L = L(t), y un control v = v(z,t), de manera que la condicién

y(x,T)=0, para 0<z<L(T),

se cumpla. La demostraciéon se basa en la utilizacién de una ecuaciéon de punto fijo apropiada
en un espacio funcional adecuado y en estimaciones de Carleman.
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3.3. Resultado principal

Teorema 13. Asumamos que Lo > 0,7 >0 y0 < a < b < L, < Ly < B son pardmetros
dados. Entonces el sistema (3.6) es nulamente controlable de manera local. Precisamente,
existe € > 0 tal que, si yo € H} (0, Lo) y

190/l 3 0,20) < €
existen L y (v,y), con

L€ CY[0,T]),L(0) = Ly, L.<L(t)<B,
v e L*(w x (0,7)),y* € C°([0,T]; H}(0, B)),

satisfaciendo
yo(L(t),t) = =L'(t), y  y(&,T)=0 , z€(0,L(T)), te€(0,T), (3.9)
—_——
Frontera Libre Controlabilidad Nula

3.3.1. Estado del arte

En cuanto a la relacién entre la controlabilidad y el problema de frontera libre, hay pocas
investigaciones disponibles. En realidad, segiin nuestro conocimiento, el primer trabajo en esta
direccién es el de [13], que hemos utilizado como referencia para este estudio. Sin embargo, a
partir de ese trabajo, surgieron otras investigaciones en esta area. Por ejemplo, en 2017, los
autores en [12] consideran el sistema de control

Yt — Yoz T f(y) vl ($7 t) € QL
y(0,t) = 0,y(L(t),t) =0 te(0,7T) (3.10)
y(l‘, 0) - y0($)7 S (07 LO)

en el cual L € C1(0, L(T)) satisface 0 < L. < L(t) < B, con L, y B dados, y
L) = —pa(L(t),0), te(0,T), L) = Lo (3.11)

Aqui T > 0, f : R — R satisface una condicién de Lipschitz global. El resultado principal se
enuncia de la siguiente manera.

Teorema 14. Sea L, < Lo < B, existe d > 0 tal que st

HyOHH&(O,LO) <d,

entonces se puede elegir v € L?(w x (0,T)) de manera que exista una solucion (y, L) de (3.10)
y (3.11) tal que L € C*([0,T)), Lx < L(t) < B, y € C([0,T); H3 (0, B)), satisfaciendo

y(x, T) =0, x€(0,L(T)).

Para probar el resultado, primero los autores consideran el problema de control lineal
asociado al sistema para una nueva funcién desconocida w, con un término lineal a(z,t)w en
el cual a € L*>((0, B) x (0,T)). Por otro lado, en un segundo resultado, los autores demuestran
que para cualquier dato inicial wqy € H&(O, Ly) y cualquier € > 0, existe una funcién de control
we € L*(w x (0,7)) tal que la solucién we € C([0,T); HE(0, B)) satisface

|we(-s T 2(0,0(1)) < €
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Ademids, se puede encontrar v. de manera que

Vel 2w 0,1)) < Cllwollz2(0,z0)-

La funcién v, es encontrada como v = ¢, solucién de un sistema adjunto con valor final

#? en el tiempo T' minimizando el funcional

1 €
Je (¢0’a’L) T3 /WX(QT) [ |2 t+e H‘bOHm(o,L(T)) + (¢("0)’MO)L2(07L0) )

En el segundo paso de la prueba, los autores consideran el caso en el que f € C*(R) y su
derivada f’(y) es uniformemente acotada y al considerar el sistema adjunto se construye una
secuencia (ve, Y, lc), la cual converge a las funciones v, y, L si € — 0, probando la afirmacién
del Teorema 14.

En 2019, los autores en [11] dan una nueva prueba del resultado de controlabilidad nula
para el siguiente problema de Stefan en un espacio unidimensional:

Ut — Uz = V1o, x € (0,4(t)),t € (0,T)

u(0,t) = u(l(t),t) =0, te(0,7),

u(z,0) = up(z), xz e (0,L) (3.12)
O(t) = —quy(£(t),t), te(0,T)

£(0) =L

Aqui, v = v(z,t) es el control actuando sobre O = wy x (0,7, con wy C (0, L). El problema
es encontrar v tal que la solucién (u, £) de (3.12) satisface

u(z,T)=0, xe€(0,4T))

Como veremos a mas adelante, este problema fue resuelto en [13] utilizando un argumento de
punto fijo y la ganancia gano de regularidad de las soluciones, que se centra en gran medida
en la compacidad debido al entorno unidimensional. En este articulo, se introduce una nueva
estrategia basada en la inversién local de cierto operador, que facilitaria las extensiones a
dimensiones més altas, ya que se apoya en argumentos de completitud y contractividad. La
estrategia se basa en un cambio de variables que transforma (3.12) en un problema parabélico
en un dominio cilindrico fijo, y la introduccién de un funcional adecuado entre espacios de
Banach para aplicar el Teorema de la Funcién Inversa de Lyusternik. Se prueba una estimacién
de Carleman mejorada para hacer frente a restricciones adicionales.

Otros referencias importantes:

En la actualidad, se pueden mencionar los siguientes trabajos relevantes que contribuyen
al andlisis del problema de controlabilidad y el problema de frontera libre para ecuaciones
diferenciales parciales parabdlicas:

En 2022, los autores en [43] se ocupan de la controlabilidad local nula de un problema de
frontera libre para una clase de ecuaciones parabdlicas cuasi-lineales de una dimensién con
un controlador interno de ubicacién arbitraria. Se debe tener en cuenta que la no linealidad
que aparece en el operador principal plantea nuevas dificultades, que difieren esencialmente
del caso semilineal. A diferencia de la controlabilidad de un problema de frontera libre para
las ecuaciones de calor lineales y semilineales, es necesario utilizar una estimacién delicada de
Carleman y resolver el problema de controlabilidad en el marco de soluciones clasicas. Ellos
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demuestran que para cualquier estado inicial suficientemente pequeno, existe un control que
lleva el estado exactamente al reposo en el tiempo ¢t =T

Por otro lado, en [2] estudian la controlabilidad nula del problema de Stefan unidimensional
de dos fases con controles distribuidos. Este es un problema de frontera libre que modela
procesos de solidificacién o fusién. En cada fase se debe satisfacer una ecuacién parabdlica,
completada con condiciones iniciales y de contorno; las fases estan separadas por una interfaz
de cambio de fase, donde se impone una condicién adicional de frontera libre (la llamada
condicién de Stefan). Se supone que dos fuentes localizadas de controles de calentamiento /
enfriamiento actian sobre el sistema (una en cada fase). Mostramos el siguiente resultado de
controlabilidad nula local: las temperaturas se pueden llevar a cero y, simultaneamente, la
interfaz se puede llevar a una ubicacién prescrita siempre que los datos iniciales y la posicién
de la interfaz estén suficientemente cerca de los objetivos. Los ingredientes de las pruebas
son un argumento de compacidad y unicidad (que proporciona estimaciones de observabilidad
adecuadas adaptadas a las restricciones) y una formulaciéon de punto fijo y resolucién del
problema de controlabilidad (que proporciona el resultado para el sistema no lineal). También
se demuestra un resultado negativo correspondiente al caso en que solo un control actiia sobre
el sistema y la interfaz no se colapsa hacia la frontera.

Recientemente, en [8] estan interesados en el anélisis del control interno de un problema de
frontera libre para la ecuacién de calor 1D con no linealidades locales y no locales. Demuestran
un resultado de controlabilidad nula local con controles distribuidos, localmente soportados
en el espacio. La prueba se basa en el teorema del punto fijo de Schauder combinado con
algunas estimaciones especificas apropiadas.

Finalmente, el articulo [44] trata sobre la controlabilidad nula de un problema de frontera
libre para la ecuacién del calor clésica en 1D, gobernada por un control multiplicativo, local-
mente soportado en el espacio. Los autores demuestran que para una clase de estado inicial no
negativo, existe un control por piezas que lleva al estado exactamente al reposo en el tiempo
t="1T.

Observacion 1. Dado que en los trabajos citados anteriormente se extienden y se presentan
nuevas estrategias y modificaciones del problema consignado en [13], es importante destacar
que este trabajo no profundiza en esas discusiones, ya que estd fuera de los objetivos iniciales
de la tesis. No obstante, es valioso considerarlo como una referencia para futuros trabajos y
andlisis en esta drea.

3.4. El Buen Planteamiento

El buen planteamiento de una ecuacién en derivadas parciales (EDP) es esencial en ma-
tematicas, ya que establece las bases para la obtencion de soluciones significativas. Un plan-
teamiento claro y preciso garantiza la existencia y unicidad de soluciones, la estabilidad del
sistema y la capacidad de realizar andalisis matematicos y numéricos confiables.

Para establecer la existencia y unicidad de soluciones de nuestro problemas, consideremos
las siguientes parametros

Ly>0,T>00<a<b<Li.<Ly y yo€L>¥0,Ly). (3.13)

Fijemos yo € H(0, Ly) y asumamos que L € C1([0,7]) es una funcién que satisface L(t) > 0,
L(0)=Loy
L, <L<B,

en particular note que L(t) > b para todo t € [0,7]. Adem&s usaremos la siguiente notacién

Ni = [[Llss; No = llyollmz(0.Lo)
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L(t)

| . , X
a b L, Lo
Figura 3.1: Region @ y w.
Inicialmente, consideraremos el sistema lineal,
Yt — Yxx = Ulwa (Qj‘,t) € QL
y(0,) =0, (L)) =0, te(0,T) (3.14)
y(z,0) = yo(x), x € (0, Lop)

donde
Qr ={(z,t): x € (0,L(t)),t € (0,T)}, w = (a,b),

y estableceremos el buen planteamiento, es decir, existencia y unicidad de las soluciones
en espacios apropiados de Sobolev. En este sentido, consideremos

yo € Hy(0,Lo) vy wveL*(wx(0,T)).

Decimos que existe al menos una solucién local en el tiempo para (3.14) si existe Ty € (0, 7]
y una pareja (L, y) que cumple con las siguientes condiciones:

L€ CH(0,Ty)), L(t) > Ly en [0,T),
y e L*Q3), con Q7 = {(z,t) :x € (0,L(t)),t € (0,T%)} (3.15)
L(0) = Lo, y(x,0) = yo(z) en (0, Lo).

Ademés, esta pareja (L,y) satisface (3.14) en Q)7 en el sentido distribucional, cumpliendo al
mismo tiempo con las condiciones de frontera. Todo esto, teniendo en cuenta que se cumple
al menos una de las siguientes condiciones:

T.=T o lim |[L(t)]=0 o lim |L'(t)| = +cc.
t—T, t—Ty

3.4.1. Buen Planteamiento I: Problema de Frontera Libre No-Homogéneo

Antonio Fasano y Mario Primicerio tienen una serie de trabajos denominados “General Free
Boundary Problem for the Heat Equation I, Il y II” en donde se estudia el buen planteamiento
de problemas de frontera libre sobre diferentes condiciones generales relacionando la existencia
de soluciones con una forma integral. Para nuestro caso, el buen planteamiento se sigue de lo
estudiado en [10]. En términos de este trabajo se considera el siguiente sistema no-homogéneo:
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Definicién 11. Diremos que una pareja (s(t),u(x,t)) es solucion del siguiente sistema

Lu = ugy — us = q(z,t) en Dy = {(z,t) : 0 <z < s(t),0 <t < T},

u(z,0) = h(x), 0<z<s(0) =0,

u(0,t) = p(t), 0<t<T, (3.16)
u(s(t),t) = f(s(t),1), 0<t<T,

uz(s(t),t) = A(s(t),t)s(t) + p(s(t),t), 0<t<T,

st se cumple lo siguiente:
» 5(t) es positivo en (0,T)
» s(t) es continuamente diferenciable en (0,T) y continuo en [0,T7],

» u(z,t) es continua en D, excepto para un mimero finito de discontinuidades en la fron-
tera x = 0,t = 0 donde lim inf u(x,t) y limsup u(z,t) son acotados,

» ug(z,t) es continua para 0 < z < s(t),0 <t < T,

w Uy (x,t),us(x,t) son continuas en Drp.

donde las funciones q(x,t), \(x,t), p(z,t), f(z,t) son definidas en plano x > 0,t > 0, ¢(t),
es definido para t >0, y h(x) dado en [0,b], si b > 0.

Notemos que nuestro objetivo es considerar un caso particular de la definicién anterior
donde f(s(t),t) =0,s(t) = L(t),A\=—-1yu=0
Definicién 12. una pareja (s(t),u(x,t)) serd llamada una solucion en (0,T) del sistema
Lu = ugy — up = q(z,t) en Dy ={(z,t): 0 <z <s(t),0<t<T},
u(z,0) = h(x), 0<z<s(0) =0,
u(s(t),t) = f(s(t),1), 0<t<T,
uzp(s(t),t) = A(s(t),t)s(t) + u(s(t),t), 0<t<T,

con la condicion

(3.17)

ux(O,t):g[u(O,t),t], 0<t<T,

donde g(y,t) es definido para —oo < y < +00,t > 0, si se satisfacen las anteriores ecuaciones
y las funciones s(t),u(x,t) poseen las mismas propiedades de regularidad requeridas en la
Definicion 11 adicionando la siguiente condicion.

» uy(z,t) es continua también para x = 0,0 <t <T.

El ejemplo més conocido de una situacién fisica que conduce a problemas de este tipo es
la conduccién de calor en materiales en los que se produce un cambio de fase a una tempe-
ratura constante conocida (que se puede suponer que es cero). De acuerdo con este esquema,
generalmente se supone que

Az, t) < =X, Ao>0

y ademés para la definicién (11):
h(z) 20, ¢(t)>0, f(z,t)=0, gq(x,t)<O0.
o para la definicién (12):
h(z) >0, g¢g(y,t) <O0paray >0, f(z,t)=0, gq(x,t)<DO0.

Para determinar las solucién de los problemas (3.16) y (3.17) con respecto a las definiciones
11 y 12, respectivamente, debemos tener en cuentas las siguientes hipétesis. Primero notemos
por Q = {(z,t) : 0 < z < 400,0 < t < 400} y supongamos que:
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q(x,t) es localmente Holder continua en ) con respecto a x o t, y
A t local Hold i Q ¢
lg(x, 1) < Q, (z,t) € Q.

(B) f(z,t) y fu(z,t) son funciones continuas y acotadas en €, y la diferencia f,, — f; es
acotada y localmente Holder continua en §2 con respeto a x o t.

(C1) ¢(t) es continua (por partes) parat >0y

P <@, t>0.
(C2) La funcién g(y,t) satisface la condicién de Lipschitz respecto a y,

19 (Y1) — g (y2,8)] < Ly [ y1 — w2 |

uniformemente respecto a t > 0, y cumple una de las condiciones (aq), (a2) y una de
las condiciones (f1) , (2) enumeradas a continuacién.

(1) Existe una constante Y7 > max { Hb,supgq f(z,t)} tal que
g(Y1,£)>0, t>0.
() Existen dos constantes Y/ y G’ tal que
g(y,t) > G paray >Y', t>0.
(B1) Existe una constante Yo < min {—Hb, infq f(x,1)} tal que
g(Y2,t) <0, t=>0.
(B2) Existen dos constantes Y y G” tal que
g(y,t) < G" paray <Y", t>0.
(D) A(z,t) es continua en €2 con su primera derivada y

Nz, t)| = Ao >0, (2,t) €.

(E) p(z,t) es continua en , uniformemente Lipschitz continua en casi todo = en conjuntos
acotados y
@t <M, (2,8 € 9.

(F) h(z) es (por partes) continua en [0, b] y existe una constante positiva H tal que
h(x) = f(,0)] < H(b—x), = €]0,0]
con (para el caso de la definicién 11)

Hb > @ +[f(5,0)].

Bajo estas hipétesis podemos garantizar la existencia de las soluciones de los problemas (3.16)
y (3.17).
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Teorema 15. (ver [10, Theorem 3]) Existe una tripleta (T, s(t),u(x,t)) tal que T* es el su-
premo de la amplitud de los intervalos de tiempo en los que la pareja (s(t),u(z,t)) es solucion
del problema (3.16) bajo la definicion 11.

Teorema 16. (ver [10, Theorem 4]) Existe una tripleta (T*,5(t), 0(z,t)) tal que T* es el su-
premo de la amplitud de los intervalos de tiempo en los que la pareja (5(t),u(x,t)) solucion
del problema (3.17) bajo la definicion 12.

Por lo tanto para establecer la existencia de soluciones de nuestro problema basta con
establecer la relacién entre nuestro sistema y los sistemas (3.16) y/o (3.17). En efecto, del
sistema 3.16 se identificardn las variables u, s,q y h con y, L, v v yo, respectivamente. Ademés
en nuestro caso la funcién A serd la funcién constante —1 y las funciones ¢(t), f(x,t) y u(z,t)
se consideraran como la funcién nula.

3.4.2. Buen Planteamiento II: Ecuacion del Calor en un Dominio No-Cilindrico

Pensando a posteriori, en el sistema adjunto asociado a nuestro problema, debemos deter-
minar el buen planteamiento del problema de la ecuacién del calor homogénea/no-homogénea
en un dominio no-cilindrico determinado por la funcién L. En este sentido, la principal idea
es reducir el problema a un modelo con coeficientes variables en un dominio cilindrico. Asi,
siguiendo las ideas contenidas en [15] y [19], hacemos un cambio de variable adecuado que
permite reescribir (3.14) como un problema similar de una EDP parabdlica envolviendo coefi-
cientes variables

2r — 2Zge + W(E T)2e = w, (3.18)

en un dominio cilindrico con un coeficiente h acotado y una funcién cuadrado w. Dicho cambio
de variable en @), seria

_ o, S
SImn Y LO/O T “

donde z(&,7) = y(z,t). Asi no es dificil ver que z esta bien definido en el rectdngulo Q.,
donde
2 T 1 d
Q. = (0,Lo) x (0,S), Sui=1L / s.
®Jo (L(s))?
! T

T St |

|

|

|

L(t) |

|

|
X I ¢

L, Lo
Regiones Q1 v St
En términos de las nuevas variables se tiene que

9z0¢ 9z 07 9z d¢ Pz (06N 0z 0%
t) = 52+ a_ as x 7t = QA xTT 7t = G | a_ ¢ 9.9
wWeD =55t Tarar OV g0 We@0=5a 5 ) T oo
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ademas

0 _ Ly 9 05 Lol(t) or (L())?

9r L@ty 92 ot (@2 Y o \IL@

Ademads como y satisface el sistema (3.14), reemplazando estos valores obtenemos

%%4_&287 0%z (O
Eot T ot 02

(%>2 =0(&,7)

donde ©(§,7) = v(x,t). al continuar el reemplazo, se sigue que

e (i) 5 (i) - e () =

Asi,
0z 0%z 0z
— —==+h —=h
or 652 + 1(57 T) 86 2(£7 T)
donde hy(&,7) = <—L£(Ot) a:) y hao(&,7) = (€, 7)% Finalmente, deducimos que el sistema

(3.14) es equivalente a

52— S5+ h(& )% = ha(6,7)
2(0,7) = 2(Lo,7) =0 7€ (0,57) (3.19)
Z(E,O) = yo(l') £ e (O,Lo)

donde desde la definiciéon vemos que hy y ho son cuadrado integrables. Asi, basta centrarnos
en estudiar el buen planteamiento de la ecuacién de calor con coeficientes variables en un
domino acotado rectangular con condiciones de Dirichelt. En este sentido podemos mencionar
algunos resultados més generales para el siguiente sistema. Considere la ecuacién lineal de la
forma

(3.20)
u(z,0) = o(x).

Los problemas de valores en la frontera (o, lo que es lo mismo, problemas de valores en la

frontera mixtos) en cilindros de la forma Qr = Q x (0,7) (con Q@ C R™), que consisten

en determinar funciones u(x,t) en Q7 que satisfacen la ecuacién correspondiente en Qr, la

condicidn inicial en la base inferior de @7, y una de las condiciones de frontera en la superficie

lateral Sp = 9Q x (0,T), por ejemplo,

ulg,. = (s, t). (3.21)

Note que en el caso del sistema (3.19), n =1, Q= (0,Lo) CR, T =7, a;; =0,a1 = h1,a =0
y | =hs.

Para el problema enunciado anteriormente (3.20)-(3.21), los teoremas de unicidad en su
enunciado clasico son vélidos siempre y cuando las funciones que componen las ecuaciones
tengan cierta suavidad. Estos se demuestran con la ayuda del conocido principio del maximo.
En su forma mds simple, consiste en el hecho de que las soluciones u de la ecuacién (3.20) con
a = f = 0 asumen sus valores minimos y méximos en Q7 en la frontera I'r. En una forma
m&s general, encuentra su expresién en las estimaciones de a = f = 0 dadas a continuacién
por los siguientes teoremas. Se basa en el siguiente hecho: en los puntos de extremo interior
de u(x, 1), las expresiones us — Gijug,z; y Uy — (0a;/OUs, ) Ug,z;, que forman la parte principal
de los operadores parabdlicos Lu, son o bien ambas no negativas o bien ambas no positivas.

{,,Sfu = up — a5 (T, ) ug,e; + ai(x, t)ug, +a(z, t)u = f(x,t)
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Teorema 17 (Teorema 2.1 en [25]). Supongamos que u(z,t) es la solucion cldsica del proble-
ma (3.20)-(3.21), en el cilindro Qr, donde los coeficientes y el término libre en (3.20), son
funciones acotadas y

aij(z,1)§ > 0, £ > 0.

Entonces, para cualquier t, € [0,T], la estimacion

sup min {0; ran (zpe)‘(tl—t)) 1 min (fek(tl—t)>}

)
A>ao 31 A— ap Qi

1
<u(z,t1) < inf méx< 0;méx pert—0; max ( e)‘(tl_t))}
(z,11) A>ag { 0 <¢ A—ap Q f

para u(z,t) es vdlida, donde el nimero ag es igual a Igéx(—a(:v,t)) = — méaxa(x,t), mientras
31 1

que 1 coincide con YPo(x) en o, y con (s, t) de (3.21) en St.

Ademads del teorema anterior se deduce el siguiente teorema de unicidad para las soluciones
cldsicas de los problemas de valor en la frontera. Es decir:

Teorema 18 (Teorema 2.4 en [25]). Los problemas (3.20)-(3.21) bajo las condiciones corres-
pondientes al teorema 17 no pueden tener mds de una solucion cldsica.

Para las ecuaciones (3.20) de forma general, la soluciéon fundamental fue construida por
primera vez en el articulo [9], en el cual se requeria que los coeficientes en (3.20) pertenecieran
a H?>t®1te/2 En (35, 36] se reducen las restricciones sobre la suavidad de los coeficientes a
la condicién de que sean Holder continuas, y en una nota recientemente publicada en [30]
se requiere que satisfagan la condiciéon de Dini, méas general que la condicién de Holder. Del
mismo modo, la existencia de la solucién fundamental y de la solucién clasica del problema
de Cauchy para la ecuacién (3.20) se obtiene bajo restricciones que son algo més débiles que
las del primer método. Pero los resultados obtenidos mediante la teoria del potencial sobre la
solucién de problemas de valores en la frontera no son exactos, debido a dificultades analiticas
significativas que surgen en la estimacion incluso de las primeras derivadas de potenciales de
capa simple y doble cerca de la frontera.

3.4.3. Regularidad de las soluciones

La regularidad de las soluciones de ecuaciones parabdlicas, es esencial en el andlisis ma-
tematico. La suavidad de las soluciones depende en gran medida de la suavidad de los datos
iniciales y las condiciones de contorno. En general, las soluciones tienden a ser mas regulares
cuando los datos iniciales y las condiciones de contorno son maés suaves, y esto se relaciona
con la teoria de problemas bien planteados. La regularidad implica que las soluciones sue-
len ser continuas y tienen derivadas parciales de diferentes érdenes que son continuas o al
menos integrables. La teoria de la regularidad de ecuaciones parabdlicas es un campo activo
de investigacion en matematicas y andlisis funcional, y es fundamental para comprender el
comportamiento de sistemas fisicos y naturales descritos por estas ecuaciones..

Para ver la regularidad vamos a considerar el par control-estado (v, y) dados anteriormente
y el conjunto

Ry :=Qrn{(z,t): x>t ,te0,T]},

donde b < V' < L.
Veremos en esta seccién que para algin k € (0,1/2] que sélo depende de Ny, Ly, B,w, T y
Ny se tiene que

y € Cp M2 (RY) (3.22)
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a b Yy L. Lo
Figura 3.2: Region Ry.

1 2/ 5 : . 5 . .
donde Cx}rk’k/ (Rp) es el espacio de funciones z € CY(Ry) que posee derivadas parciales de
primer orden continuas con respecto a x en Ry y satisface

(EC e CA T FL AN
| .

z—a |+ [t—tR2 |z — 2|k |t — |2

sup
(z,t),(z' #')ERY,

En efecto, sea § > 0 suficientemente pequeno donde b < b —§ < b +§ < L,.
Teniendo en cuenta los teoremas 17 y 18, existe k € (0,1/2] que depende de Ny, L., B,w,T
y Ny tal que
y e CoEM2 (1 — 5,8 + 8] x [0,7)).

Considere

1 , , ne [* 1
§:m(b((L(t)—x)+Lo(a:—b)) y TZ(Lo—b)2/0 st‘ (3.23)

Teniendo en cuenta el cambio de variable z(§, 7) := y(x,t) se puede ver ficilmente z esta
bien definido en el rectangulo R, donde

T
R, = (I, Lo) x (0,S1), Sp:= Lg/o (L(i))Q ds.
Notemos que
0§ U L(t)[L(t) — '] — ['L(t) — V& + Loz — b'Lo] L'(t)
ot (L(t) — b')?
CVLI(t)L(t) — (W)2L(t) =V L(t)L'(t) + b'xL'(t) — Loz L' (t) + b' Lo L' (t)
(L(t) = b)?
—L'®[(V)* = bz + Loz — Lol/
B (L(t) = V)?
:—L’(t)[—b’(a: —V)+ Lo(z —b)]
(L(t) = ¥)?
_ L)~ ¥)(Lo— V)
(L(t) = b)? '
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Por otro lado, de (3.23)

o Lo—V 9% 9t (Lo-V)? [ Ly-V )\’
or L(t)—b’ 922 7 ot (L@t)-v)2 \L@#) -V
Por otro lado, recordemos que y; — Yz, = vl,. Teniendo en cuenta que z(&,7) := y(x,t)
notemos que
0206 0z 0r 0z O¢ OEN\? 0z 0%
a_ ar (2, ¢ = Qa0 rx t a_
) = 320+ O ) = 0 yalant) = 852( )

Por lo anterior se tiene que
92 [ —L'(t)(z—b')(Lo—b') o [ Lo—b' \?2
ye(,t) = 3¢ < Lo ) + o ( (0)7b’) ;

)
Yo = géaiv

_ 0%z ( _Lo=Vb
y 852 ( (O) b/) .
Ahora podemos decir que y; — ¥z = v1,, es equivalente a

Zs_L/(?(Lx(t; i/)bg)LgO sLIN (LL(;))__’);/Y B ( Lo~V >2

ST <LL<3>_—bz/>f>2 T <LL<2>_—bb> - e ( e )

—L'(t)(z — V) — Y
<Z€L0_y+ ) = vl m

Zr — 2ee + W&, T)2e = w.

. xr— / —b 2
Donde h(&,7) = % y w(§,7) =l <LL(S)—bI’) > :

Notemos que:
w(&,7)=0,(§7) € Ry yaquewn (¥, Lo) = 0.

» Si z = b entonces

1 / / / Ny 3/
§:m(b((L(t)—b)+Lo(b —=0))="V.

Asi es claro que z(V,7) = y(V,t), para 7 € (0,5L).

» Siz = L(t) entonces

§= m(b'(@(t) = V) + Lo(L(t) - V) =

Luego es claro que z(Lg,7) = y(L(t),t) =0, para 7 € (0,5 .
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Por consiguiente, tenemos que

2r —2ee + W&, T)2e =0, (§,7) € Ry
z(b', 1) =y, t), 2(Lo,7)=0, 7€(0,5L)
2(570) = yo<£)7 é- € (OaLO)

donde h € C°(R,) y ||/l es acotada por una constante que depende solamente de Ny, b, L
y T'. Por lo tanto deducimos que

e Cl—i—k k/Q(R*)

y asi obtenemos (3.22).
Si consideramos la funcién V7, como

VL(t); = yw(L(t)a t)7Vt € [07 T]
Es claro que Vz, € CF([0,T]). Ademas también se tiene que

VLl e o,y < Csllyolloos (3.24)

donde C3 solamente depende de Ny, L., B,w,T v Ny y es no decreciente con respecto a Ny, y
No

3.5. Controlabilidad Nula en un dominio No-Cilindrico

Nuestro objetivo principal en esta secciéon es mostrar la controlabilidad nula de 3.6, para
ello vamos a usar argumentos estandar (revisar capitulo 2) con la herramienta principal que
es la estimacion global de Carleman de la cual se obtiene como consecuencia la desigualdad de
observabilidad. Teniendo presente esto iniciaremos mostrando unos resultados con la finalidad
de utilizarlos posteriormente para alcanzar el objetivo principal.

Consideremos el sistema adjunto asociado a (3.6)

—pt — oz = g(, 1) (z,t) € QL
©(0,t) = p(L(t),t) =0, te(0,T) (3.25)
p(x,T) = ¢ (z), z € (0,L(T)),
donde g € L*(Qr) vy ¢T € L*(0, L(T))

3.5.1. Desigualdad de Carleman

Como se menciona en [13] la estimacién global de Carleman para la solucién del sistema
adjunto 3.25, que se mostrara a continuacién esta inspirada en las ideas Fursikov-Imanovilov
[17] y tendra como consecuencia principal la desigualdad de observabilidad. Inicialmente se
considera el siguiente lema que serd de utilidad para la estimacién.

Lema 5. Sea wy un conjunto abierto no vacio tal que Wy C w. Entonces existe una funcion
g € CHQL) con ap .. € CO(QL) tal que

ap(z,t) =0, V(z,t) e {(z,t):x=00x=L(),0<t<T}
lag,z] >0 Qr\(wo x (0,7))
ao(w,t)zl—ﬁt;)fb Vo e (b,L(t)),Vt € [0,T].

47



Demostracion. Definamos la funcién ag(z,t) como sigue

T

@ 0<z<a,
1‘|‘p b—a ’2(#)0‘—6))’ %§$<b,
pomd b o< Lt

donde p(w, z) := zw + (10 — 62)w? + (82 — 15)w* + (6 — 32)wd

Notemos primero que para a < z < "TH’, obtenemos

ool t) =1+ T ¢ <10—6 <b2_a“>> (2(;__;)>3
() (50 (s () (522
a+b

y para 457 < x < b, se sigue

o=t (o=t (5
4
+

(s () —9) (5=2) = (- () (=)

También es importante recalcar que 2(;6:&“) =1= % cuando z = “T‘Fb
Asi, es evidente que
, , T ;
» lim ap(z,t) = lim — =1= lim ap(z,1),
T—a~ z—a— Q z—at
L(t)—=x
» lim ap(z,t) =1= lim L)~ = lim ap(x,t)

z—b~ z—bT (t) —b z—bt

Por lo tanto ag es continua en z = a y * = b. Veamos que «g es continua en x = a+tb

o o () (522
05 ) (52) o5 (522

b—a b—a b—a

a
% +10-6 50 +38 50 —-15+6-3 5a

lim  ap(z,t) = lim
:E—>“T+b_ m—>—a'2"b_
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y ademas

lim ooz, t) = lim

oyt Sy et (10‘6<2<Lb<t_>ib>>> <2(bb—_f)>3
((atte) ) (22
+(6‘?’(2(;(1;)(16))) (2(;—_5)) ]

Se puede concluir entonces que o es una funcién continua.
Ahora, note que

é, 0<z<a,
P M %f‘) ; a<wz< b )
OéOtc('xvt) T 2(b—x) b—a ath b (3 6)
Pe\ 5= s23@m-n)> =2 =T<Db
-1

Teniendo en cuenta que w(z) es un polinomio de grado 1
pa(w(@), 2(t)) = wy [z + 3(10 — 62)w? + 4(8z — 15)w> + 5(6 — 3z)w4}

Notemos primero que |ag .| > n en QL\(wo x (0,7)) donde

1 méx {a, méx (L(t) — b)} .

n 0<t<T

Por otro lado para a < x < aT*'b, obtenemos

o (1) = % [bz_a“ 43 (10 —6 <b2_aa>> (2(;__;))2
(5 ) (50 s (s (5) (57 |
y para %2 < 2 < b, se sigue
i (10 (s 55) (2(;—_;)>Z

(s (amtm) ) (C522) oo i) () ]

por lo que

2
b—a

an(:Ea t) =
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; ; 1 _ 1 _ 14
. hmx—)a‘ O‘Ox($’ t) = hmx—)a— a _a hmx—m"’ Qog (fL‘, t)’

v lim, - apg(x,t) = lim,_,,- L(%)l_b = L(%)l_b = lim,_,,+ aog(x, 1),

Por lo tanto ag, es continua en x = a y x = b. Veamos que ag, es continua en z = ‘%rb,

2 |b— b— 2z —a))”
lim oz, t) = lim a+3<10—6< a>>< (2 a)>
PRV o x_>aT+b_b*CL 2a 2a b—a
b—a 2z —a)\? b—a 2z —a)\*
() ) (=) ol () (=
2 |b—a b—a b—a b—a
= 10 — 4 —15 5(6—3
b—a[2a +3<0 62a>+ <8 2a >+ < 2a ﬂ
2 [b—a b—a b

—a b—a
+30-1 +32 —60—30—1
5 30 — 18~ 32~ 60 — 30 — 15 2@]

e coem) = = [2(1?(;) 43105 (5rm ) (Q(bb—_x)>
(s (zn) ) (0=
0 (6‘3 <2<Lb<t_>(ib>)> (Q(bb—_a)ﬂ

=i s 2 (- ()
(s () 7)oz )]

i {2<§<t> 501 ()

#32 ()~ (=)
=0.

Por lo que ag, es continua. Consideremos ahora

0, 0<z< b
2(b—x —a a
aoy(z,t) = Q Pt < (bfa)7 Q(Lb(t)_b)) ) %b <z <b, (3.27)
M b<zx S L(t)

(L(t)—b)* -

donde p;(w(z), z(t)) = z(w + —6w3 + 8w* — 3w?).

Notemos que para %‘H’ <z <b,

oo = S (30-2)) g (202
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por lo que

—L’ t b—a 2(b — 2(b— z)\? 2(b — 2)\*
m_l}l(g—lb+a()t($,t) hglm 0 [( - -6 < — +38 —
20b—2)\"| _ -L't)(b—a)
-3 —6+8—-3]=0= 1 t
S= > ] EZOED R R i
y lim, - api(z,t) = 0 = lm,_ 4+ aos(x,t), asi ag: es continua, ademds es claro que

QOgt = g, CON esto podemos concluir que o € CH(Qr)
Ahora consideramos

0, 0<z<a,
Pzx 2(;__;)7 l);Ta ) a<z< aJZrb,
Qe (T, 1) 1= 2(b—2) b—a atb (3.28)
Pz ﬁam>, 47 <z < b,
0, b<az< L)

Teniendo en cuenta que w(z) es un polinomio de grado 1
Paa(w(2), 2(t)) = wy [6(10 — 62)w + 12(82 — 15)w? + 20(6 — 32)w”]

‘H'b , obtenemos

0eeent) = 2 o (00 (750) ) (B=2)
(s (152 10) (22 e (oo (052)) (252

< x < b, se sigue

Notemos primero que para a < z <

y para “‘H’

el t) = = [6 <10‘6 <2<Lb<t_>cib>>> (2(;—_5))
9 3
i <8 (2<Lb<t_>—b>> ‘15> (Q(bb—_f)> 20 (6‘3<2<Lb<t_>ib>>> (2(:__;)) ] |

por lo que

- h/mxﬁa_ O‘Oxx(mv t) =0= h/mx%a"' O‘Ozx(gj7 t),
- h’ma:—ﬂ)* O‘Ol‘x(x7 t) =0= 11’Inx—>a+ A0y (.T, t),

Por lo tanto aq,, es continua en x = a y * = b. Veamos que ag,,, es continua en x = aT‘H’,

lim aom(:v,t)* lim

i g o (o (57) (%5=2)
s(5) ) () mo-(50) (53]
_ bi [6 <106b2_aa) T <8b2_aa _ 15> +20 (63b2—aa>]

2 b—a b—a b—a
[60—36 g + 96 g — 5 ]

Q

:b—a
=0
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20 <6‘3 <2<I?<t_>ib>>> <2(bb—_a))3]
- o (-0 (o)

b latize) ) -t
— b__2a [60 — 36 <2(Lb(t_)(ib))

o lidita) e (i)

Por lo que ag,, € CO(Qp).

Ahora sea 0 < t < T, Si z = 0 entonces ag(z,t) = ag(0,t) = 2 =0, si z = L(t) como

b < L(t) entonces ag(z,t) = ag(L(t),t) = nggfl(f) = 0 por lo tanto ag(z,t) = 0 para todo

(z,t) e{(z,t):x =00z =L(t),0 <t <T}.

L()—e _ L)—btb-z _ | _ b 0

Por ultimo si x € [b, L(t)], entonces ag(z,t) = T0O=b = Li)—b o1

En el siguiente resultado, establecemos la desigualdad de Carleman para el sistema adjunto,
el cudl es un ingrediente fundamental para probar la desigualdad de observabilidad deseada
y asi tener nuestro resultado de controlabilidad. Consideremos inicialmente, las siguientes
funciones:

(ai(z,t) = ag(e,t) + 1,
At =T - )k,
e)\al(x,t)
ot _ ’ (3.29)
e2Matle _ pAai(zt)
alx,t = )
(1) (1)

donde A > 0 y k > 2 son ntmeros reales.

Teorema 19 (Estimacion global de Carleman). Sean «q la funcion considerada en el Lema 5 y
las funciones &, y v como en (3.29). Entonces, existen Ao, sg y Co constantes positivas que
dependen solamente de Ny, L., B,w y T tal que para cualquier s > so, A > Ao, g € L*(Qr) v
T € L?(0, L(T)) se tiene que

S e 1) P + loaal) 4 X6 af? + X (56)%16?] i

L

T T
+ / e~ 2L \se (L (), 1) |z (L(2), )% dt + / e 250D \s£(0, 1) |0 (0, 1)[? dt
0 0

< (// 2512 oy it + // =253 (5)3| 0|2 d dt> . (3.30)
L wX(O,T)
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donde ¢ es la solucion al sistema adjunto 3.25.

Demostracion. Primero notemos que

Ao (@t)
ap = =AaLe o = —Aaoa€ = =& (3.31)
Az = —AQ 28z — A0 22§ = _/\205%,505 — A zz€- '
Ademas, tenemos
Aa (x,t k—1 _ N\k _ 1.4k _ k-1
oy )\alte 1(z,t) N kt" =T —t) kt*(T —t) <62/\H0¢1||oo B eAal(xvt)>
) 'Y(t) t2k (T _ t)Qk !
k(T_2t) 2|1 ]| oo Aag (z,t
=~ T (e lanlloo _ pAa 7>) — XagE. (3.32)
k(T — 2t
__kT=2) (€2A||a1||oo _ em@@) ~ Aot (3.33)
()

Se puede ver que para A suficientemente grande se tienen las siguientes desigualdades y te-
niendo en cuenta que k > 2,

low] SCOXE, aga| SCON%E, o] < CEFTVE+ O < ONE, (3.34)

Ahora definamos 1 donde ¢ := e**1). Derivando parcialmente, obtenemos

o = saue5) + 5y
Px = sage*) + e,

Pz = SQpze®1p + 52a365a¢ + 50:€°% Yy + sae* Py + e Yy

_ esa(wm: + 32a§w + 25005 + Saxxw)'

Remplazando estos valores en (3.25) se tiene que
—e™ (st + y) — € (Vg + 5700 + 250,05 + 50400) = g(a, 1),
lo cual implica que
st + Py + Yog + 52020 + 25041, + Szt = —e 5%,

es decir
(wt + 28%%) + (¢xa¢ + 520‘21/)) = _e—sag - 5azx¢ - 50‘t¢-

Por comodidad, se utilizara la siguiente notacién

Uty := 4 + 25020z,
Vap i= gy + 5202

Se tiene entonces que
U+ Vip = —e *%g — sappt) — sapt)

Asi desde las estimativas (3.34), se sigue
U2, + IVElZ210,) + 20U, V)2 = le7%g + sauath + saup| 7
< 0// e 2% g|? dx dt + 0// M2 y|% do dt.  (3.35)
L QL
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A partir de ahora usaremos una notacién més simplificada para facilitar el manejo de los
términos, notemos que

<U1/), V7/J> = <1/}t + 280,05 s Yz + 520‘3 >
= <7/Jt7 wa:a:> + <¢t7 S O‘gﬂb) <2804z%, wa:ac> + <23axwx7 3204?:¢>-

Ahora vamos a verificar qué nos resulta de cada uno de los términos de la suma, para ello
vamos a tener en cuenta la siguiente regla integral de Leibniz.

d [ o p ) o
dt( " f(x,t)d:E) = F(b(t),1) - 2-b(t) = flalt), 1) - dta(t)+/(t) o (@ t)da. (3.36)

En efecto, calculando estos productos, se obtiene

T L)
<25ax¢xa¢m:> = / / 2500 Y5y da dt
0 0

T L)
= / / sag (Y2, dx dt
o Jo
T (L) , x L(t
= —/ / SQgzy dx dt + / [oz;,ﬂ/) |
o Jo

__ / / soumet)? da di + / Tsaz(L(t),t)wg(L(t),t) dt — / ¥ s (0,6)02(0. ) dt
0

LT 0

L(t)
(2500005, 5% 020)) = / / 2s53a3,1 da dt

/ /  do dt

T
a2),y? da dt + /0 slay? =y

35302 a.1p? da dt + /T (sgai(L(t),t)(d)((L(t),t))2 - sgai((),t)d)Q(O,t)) dt

0

/T/Lt
L

T (Lt
—/ / 3330432604”1/12 dx dt
o Jo
T L)
<7;Z)ta '¢m¢> = / / YWy dz dt
o Jo

T [L(t) T
= - Ve dx d wmiL(t)
L[ e doars [

T L) T
- / / ety de dt + /O [0 (L(2), ) (L(E), £) — (0, £)46, (0, £)] dt

L(t)
[ ] ap] we

Aplicando 3.36

:+/ ) UL, L) dt - / 2 [/ v Lu2 del ar
g ren A o Ot )y 27"
L(t) q L(t) q
_ / SO W = Jim [ Sude de+ fim [ Suden dn
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62)\|a1\00 Ao (z,t)

—e

Recordemos que t(z,t) = e 5*@p(z,t) donde a(z,t) := T 1)

Notemos que:

w Y (x,t) = —sax(x,t)efsa(“’t)cp(:v,t) + e*m(x’t)gox(ac,t).

= Como A ai|se > Aay(x,t) y €® es una funcién creciente, entonces eM@ilee > gAar(zt)

por lo tanto a(z,t) = oo cuando t — T y asf e~ **®!) = 0 cuando t — T.
erag(@,t)+A

gy = AOJO xm
az(z,t) = oo cuando t — T.

donde ol (z) = ap(z,T) es una funcién polinomial por lo tanto

. (@, T) = () para = € (0, L(T)).
Estos argumentos nos sirven para ver que
L(t) L(t)

1 1
th_>n% ; §¢§(x, t)de =0 y tll_)rr% ; 5320[2 (z,t)¢?(z,t) de = 0.

Haciendo un andlisis andlogo para cuando ¢ tiende a cero se llega a la conclusién de que
L(t) ¢ L) 1
lim 51/1%(3;, tYde=0 y lim 532042 (z,t)¢%(x,t) dz = 0.

Con esto podemos concluir que

Por otro lado, note que
T (Lt
wtv / / Q,Z)ﬂ/) dx dt
o Jo
T L(t 1
= / / 732042 — () da dt

o Jo

/L

L1 G F“W]-z i) e

T T
/0 [/ 3oy’ dw] dt = /0 5802 (L), 00 (L), O L) di

—/ / szaxaxth dt dzx
o Jo

L(t) 1 L) 1

$202 2 _ $202 2
—tILH% 2 “(x, ) (z,t) dx 711_1)% ; 35 “(x, ) (z,t) dx

/ / fs azaztw dt dx.

De manera similar como en la estimacion anterior, obtenemos

T AL(t)
wnstate) == [ [ Saan? it do
0 0
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Asfi el producto interno de los operadores U y V esta dado por

L(t)
(U, Vi) _s/ / — Q) [V |* da dt—/ / (3532 gy + %) |[Y)? do dt

/ 2 2
+ /0 <sax<L<> ) + L<>) [ (L (1), 6)2 dt /0 s (0,0)[2 (0, ) dt. (3.37)

Note que desde (3.31) y (3.32), tenemos

_ag%a:m: = _()\’aO,zlé)Q (_/\2’a0,x|2€ - AaO,xa:f) = )\4‘040,90‘453 + )\3|a0,x‘2a0,:m§3
—Qpy = )\2\040’2,\25 + Av,zz€,

y por Lema 5, se sigue que

{—aiam > O3 — ON3¢3 en Qr/(wo x (0,T)), (3.38)

—0uzp > CN26 — CAE en Qr/(wo x (0,7)).

Por definicién (3.26), (3.27) y (3.28), vemos que —aZau, ¥ —au, son funciones positivas
en Qr/(wo x (0,7)) y desde (3.38), para A suficientemente grande, estas dos funciones son
positivas también en wq, por lo tanto también serian positivas en todo el dominio @);. Por
tanto

s// (= a2 da dt > s// (= a2 d dt
, /o (0.7))

> C// SN2E |9, |? da dt
Qr/(wox(0,1))

= C// SN2E2 |, |? da dt — C// SN2E |, |? da dt,
Qr (wox(0,17))
(3.39)

y

// (—3s3a2a,)||? do dt > // (353020, )[Y? dx dt
L Qr/(wox(0,T))
> C// SN |2 d dt
QL/(w0x(0,T))

= C// SNE|? da dt — C// SN2 dx dt. (3.40)
Qr (on(O,T))

Ademas, note que desde el Lema 5, obtenemos

— 00t = (Ae€) (—Aa0at€ — Ao obt) = —Nage008” — N2ag ,E8
—CN& — ON*¢4

y note que

Asi tenemos

— Qg > —ONE? — ON* 6 = —ON° (1 + Aao — M) 'S
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Luego, de la estimativa (3.40),
// (35320, — s2agag)|[Y|? do dt > C’// sSAIE3Y)? dx dt
L QL

—C// SAEY)? dx dt
(wox(0,7))
k(T — 2t)
_ 242 A S 31,12
ca/A;sA (L+Mmt tau¢)>§W4dxﬁ.

Asi, tomando A y s suficientemente grandes, obtenemos
// (—353a§am — s2axaxt)|¢]2 dx dt > C’// 53A4£3]w\2 dx dt
L L

- C// SN |Y|? do dt.  (3.41)
(wox(0,T))

Por otro lado, utilizando las estimativas (3.26), (3.29) y (3.31), obtenemos

6)\
0s{LUE).0) = = bA)tk(T —7 = CEL0.0 >0 en (0.7)
Y A
—a(0,1) = M(A;_t)k > CE(0,4) > 0 en (0,T).

Por tanto, podemos estimar los siguientes términos

T 1 / 2 4 2
[ (soutzr0 + 520 ) 2.0 di = [ s (0,01u2(0.07
T 1 ! 2 T 2
> [ (esee. o+ 500 ) e .0R at+ € [ se 000,02 d.

Asi redimensionando la anterior estimativa con s suficientemente grande, tenemos la existencia
de constante positiva C, tal que

' Ly S L )
/ (sax<L<t>,t>+2L<t>) [Ga(LO de— [ 50,0000,
T T
> / (Cse(L(),8)) |a( L), ) di +C / S(0,8)[t6(0,6)2 dt. (3.42)
0 0

Utilizando las estimativas (3.39), (3.41) y (3.42) en la ecuacién (3.37), obtenemos para s y A
suficientemente grandes,

U6, Vi)izan 2 € [ /Q (SN + (€)M P2) der

T
O\ /0 (ECL(), DI (L), D2 + €0, D] (0,0)) da db
_ SEON[ |2 + (sE3N2) da dt. (3.
c//mo’T)(( Nl + (€PN ) d dt. (3.43)
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Podemos deducir entonces de la ecuacién (3.35), lo siguiente
042, + V61 + € [ /Q (BN (NP e

T
L CsA / (E(LE), DlalL(1), 1) + €0, D]oa0, D)) da dt

< o// e=20|g2 da di + +C // M2E3[[2 da dt
L L
C// (563N op|? da dt + 0// (sE)N21pg|? da dt.
UJ()X(O,T) UJ()X(O,T)
< C// e 2% g|? dx dt + C// (863 A |2 d dt
QL wox(0,T)

2 2
+C//LOOX(O7T)(S§))\ ,|? da dt.
(3.44)

Por otro lado, notemos que

2, “Hopyo|? da dt — 3A\ |2 dx dt.
|rv¢||L(QL)zc//QL<ss> (a2 da dt c//@y@ W da di

entonces vemos que

1Us72q,) 2 C//QL<S§>1‘W dx dt — c//QL(sg)waP da dt.

También se probd que para cada € > 0 se puede encontrar un C, tal que

N |? da d “ahel? da dt — C. 33412 da di.
//uJoX(O,T)(Sg) s|” dx tSe//QL(Sf) |ga|” dax dt C//wox(o,T)(sg) [Y|* d dt

(3.45)
Al unir todo lo anterior se tiene que
]G 0P+ aal) + (N 4 (AP d
L
T
o [ ELODALE. P +E0.0:(0.0P) di
<C (// e 2 g|? dx dt + // (562N p|? da dt) .
L w><(O,T)
volviendo a la variable original se obtiene el resultado deseado. O

3.5.2. Desigualdad de Observabilidad

Como consecuencia de la estimacién de Carleman se sigue la siguiente propiedad de ob-
servabilidad para el problema adjunto homogéneo asociado a nuestro problema 1.

Proposicion 3. Eziste C' > 0 que depende solamente de Ny, L., B,w y T tal que para algin
ol € L2(0,L(T)), la solucion asociada al problema adjunto homogéneo (3.25) (con g = 0)

que satisface
Lo
/ (2, 0)[2 dar < o// (0|2 da dt. (3.46)
0 wx(0,T)
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Demostracion. Sea ¢ la solucién del problema adjunto con g = 0. Multiplicando la primera
ecuacién del problema adjunto por la solucién ¢ e integrando en (0, L(t)), tenemos

L(t) L(t)
0= _/ @t(.%',t)(/?(l‘,t)d.ﬁ - / @mm(-x,t)(ﬁ(x,t)dx
0 0

10

19 L(t) 2, N L(t) 2,
B 26t/0 p*(x,t)d +/0 prdr — oz (L(t), t)p(L(t),t) + ¢2(0,1)¢(0, 1)

Utilizando las condiciones de contorno del problema adjunto, podemos notar que

o [L® L(t)
/ ©*(x,t)dr = 2/ ©2(x, t)dz > 0.

Lo cual implica que la energia es creciente con respecto al tiempo, es decir

L(0) L(#)
| e@ord< [ el vee 0.1)
0 0

3T/4
/ x0|2daj</ / o(x,t)|? dz dt. (3.47)

Por otro lado, consideremos A = A\g y s = so como en la desigualdad de observabilidad (3.30),

lo cudl implica
// 6_2500‘53]@\2 dx dt < C// 6_2500‘53]@\2 dx dt
QL wx(0,T)

Basta notar que la funcién

En particular,

e—QSoa(m,t) e3ral (z,t)

—2spa¢d >
e 13 PET ok 2 C >0, paratodo (x,t) € (0,L(t)) x (T'/4,3T/4).

Luego tenemos

3T/4  pL(t) 3t/4  pL(t)
/ / l? dz dt < C / e 2500¢3) |2 dx dt < C’// lo|? dz dt.
0 T/4 JO wx (0,T)

Finalmente, desde (3.47) y la estimativa anterior, se sigue (3.46). O

3.5.3. Controlabilidad Aproximada

En direccion a obtener nuestro resultado principal con respecto a la controlabilidad nula del
problema de frontera libre, debemos establecer un resultado de controlabilidad aproximada.

Consideremos Ly > 0, T > 0, y ademés
0<a<b< Li,<Ly<B.
Asumimos que L es una funcién fija que satisface

L € CY([0,T)) tal que L, < L(t) < B, L(0) = Lo
L(t) > b para todo t € [0, 7] donde tenemos (3.48)
N = Llloe s No = llvoll m0,L0) -
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Teorema 20. Sea L una funcion satisfaciendo (3.48). Para cualquier yo € H}(0, Lo) y cualquier
B > 0 existen pares (vg,yg) con

vg € L*(w x (0,7)), yj € C([0,T]; Hy(0, B))
que satisface (3.6) y
lys (-, D)l 2(0,L(1y) < B- (3.49)
Ademds se puede encontrar vg tal que
lvllz2wx0,7)) < Cillvoll 1 0,z0)» (3.50)
donde C7 depende de Ny, Ly, B,w y T pero es independiente de [

Demostracion. Inspirados por los resultados del Capitulo 2, donde se establece la controla-
bilidad aproximada para la ecuacién de calor en un cilindro, nuestro enfoque se fundamenta
en asociar un funcional adecuado al caso no cilindrico (3.6). En efecto, sea yy € H&(O, Lo) y
B> 0 dados y definamos el funcional Jy, 5 : L?(0, L(T)) — R dado por
1
Jrs(e") = 5 // o lp? dz dt+Blo" || 20 L) (25 0), 40) 12(0.10): Ve € L*(0, L(T))
wx (0,

(3.51)
donde para cada ¢! € L%(0, L(T)) denotamos por ¢ a la tnica solucién del problema adjunto
(3.25) (con g = 0). Similarmente como fue establecido en la prueba del Lema 2 del Capitulo
2, tenemos que Jr, g posee un tinico minimizador @g y el control es dado por

vg = ¢B|wx(o,T)

donde @3 es la solucién del problema adjunto (3.25) asociada a @g Entonces de la desigualdad
J ng(gbg) < Jr5(0) =0y de la desigualdad de observabilidad (3.46), deducimos que

1 R R
3 // o) p6l? da dt + B2 | 22 (0.1
wx(0,
. L.
< —(#5(-,0),90) 2(0,L0) < E|’¢B('7O)H%2(0,Lo) +Cllyoll72(0,10)

1 .
<7 // |251* da dt + Callyol72(0,1,)-
wx (0,77

Por lo tanto

||UB||%2(wx(o,T)) < // o |pp|? da dt + 48195 L2 (0,(1)) < 4C'Q||yo||%2(o,L0). (3.52)
wx (0,

O

Un resultado realmente directo seria la controlabilidad nula del problema del calor en el
dominio no cilindrico (con L fijo).

Corolario 1. Sea L una funcién satisfaciendo (3.48). Para cualquier yo € Hg (0, Lg) eziste un
par (v,y) con
ve Lwx (0,T)),y" € C°([0,T]; Hy (0, B))

satisfaciendo (3.6) y (3.8). Ademds puede encontrarse v tal que

[oll L2(wx 0,7)) < Cillyoll g 0,10)

donde C7 depende de Ni, L., B,w yT.
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3.6. Resultado Principal: Controlabilidad Nula del Problema de Fron-
tera Libre

En esta seccién presentamos la demostracién del resultado principal de este capitulo:

Demostracion del Teorema 13. Para probar este resultados utilizaremos un argumento de
punto fijo para garantizar la existencia de la funcién L garantizando la condicién de la fron-
tera libre y utilizaremos un argumento de compacidad y unicidad para que a partir de la
controlabilidad aproximada podemos tener una solucién adicional que satisfaga la propiedad
de la controlabilidad nula.

En efecto, sea § > 0y R > 0 dados, consideremos en conjunto

M :{1eCY[0,T]): Ly <1< B, 1(0) = Lo, N; == |'| « < R}.
Por otro lado, definamos el operador
Ag : M= CH([0,T))
dado por

Ag(l) = L con L(t) = Lo — /Ot yz(l(s),s) ds ¥Vt e [0,T], (3.53)

donde y es la solucién al sistema lineal

Yt — Yax :Ulwa (l‘,t) S Ql
y(0,t) =0, y((t),t)=0, te(0,7) (3.54)
y(IL’,O) = yo(lﬁ), LS (07 LO)

y v es el B—control de norma minima en L?(w x (0, 7)) asociado a I, es decir la tinica solucién
al problema

minimizar ffwx(oj) |v|? dx dt
sujeto a v € L(w x (0,T))
y solucién de (3.54)

satisfaciendo |lys(-, T) |l z2(0,(T)) < B-

(3.55)

Notemos inicialmente que que el espacio M es un subconjunto convexo no vacio acotado y
cerrado de C1([0, T]). Ademaés el problema (3.54)-(3.55) posee exactamente una solucién para
cada | € M en virtud de la controlabilidad aproximada del problema no-cilindrico, Teorema
(20) y en la convexidad estricta de la norma L?(w x (0,7)). Por tanto, la aplicacién Ag estd
bien definida

Aplicaremos el Teorema de Schauder (41) para demostrar la existencia de un punto fijo
para el operador Ag. Cabe resaltar que este punto fijo garantiza la condicién de frontera libre.
Para este proposito debemos probar que el operador es continuo y compacto:

(i) Veamos que Ag es continua: Para esto, asumamos que [,, € M para todon > 1y
ln—1 en CY[0,T)).

Debemos probar que Ag(l,) — Ag(l).
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(i)

En efecto, denotamos por (v™,y") al par control-estado asociado a I, ((v™,y") es la
solucién al problema (3.54)-(3.55)). Desde el Capitulo 1, teniendo en cuenta las primeras
condiciones necesarias y suficientes para la controlabilidad, sabemos que

V" = @nlwx(01)

donde ¢, es la solucién al problema adjunto (no-cilindrico) con frontera dada por la
funcion ,, y dato final ¢T. Cabe resaltar que este dato final ¢. es el inico minimizador
del funcional J;, g3 dado por (3.51).

De (3.52) vemos que control ||} || z2(0 (1)) es acotado uniformemente. Por lo tanto, al
menos para una subsecuencia (nuevamente subindizada sobre n) se tiene:

¢r — ¢ débilmente en L?(0,1(T)),
Gn — P fuertemente en L?(w x (0,T))
&n(+,0) = ¢(-,0)  fuertemente en LQ(O, Ly).

Asi, por el Lema de Fatou, obtenemos

liminf Ji, 5(¢,) > Jia(8")- (3.56)

Por otro lado, veamos que que ¢’ es el tinico minimizador de Ji.3, esto probara que
toda la secuencia {¢}!" converge a ¢7.

Asi, consideremos ! € L2(0,1(T)) y las funciones ¢! € L%(0,1,(T)) tal que su extensién
a cero converge fuertemente en L2(0, B) a la extensién a cero de o, respectivamente.
Denotemos por ¢, (respectivamente ¢) la solucién a (3.25) con L = I, y ¢! = ¢l
(respectivamente L = [). Entonces es claro que ¢, — ¢ fuertemente en L?(w x (0,7))
¥ ©n(-,0) = ¢(-,0) fuertemente en L?(0, Lg) y por lo tanto

J.6(0h) = Jipleh). (3.57)

Una consecuencia directa de (3.56) y (3.57) es

Jip(@h) < lminf gy, 5(¢7) < liminf Jy, 5(07) = Jis(0").

n—oo
Dado que ¢ es arbitrario, ¢ minimiza Jip en L*(0,1(2)).

Una consecuencia inmediata es que el control v™ converge fuertemente a la solucién a
(3.55). Ademas, el estado y™ converge fuertemente al estado asociado y en la norma L?.
Finalmente para las estimaciones en la secciéon 3.4.3 donde se establece la regularidad
de las soluciones de nuestro problema, es claro que

Y (1a(),-) = y2(1(-),) fuertemente en C°([0,T7])
Ag(l,) — Ag(l)  fuertemente en C*([0,T]),

por lo tanto Ag es continua.

Veamos que la aplicacién Ag es compacta: De hecho, todos los Ag(¢) con ¢ € M per-
tenecen a un conjunto compacto fijo de C*([0,7]) (independiente de 3). Esto se puede
ver de la siguiente manera: en vista de la definicién del operador Ag dada en (3.53) y
las estimaciones sobre la regularidad (3.24) (donde C5 depende solo de Ny, L., B,w,T
y Np), los Ag(f) pertenecen a un conjunto acotado fijo de C**%([0,T]) para algin
k € (0,1/2] que es independiente de ¢; esto, junto con la compacidad de la inclusién
C'5([0,T]) < C*([0,T)), permite concluir la compacidad del operador Ag.
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(iii) Ag mapea M en si mismo: veamos que si Ny es suficientemente pequefio (de manera
uniforme con respecto a (3), entonces Ag mapea M en si mismo. De hecho, esto es claro
a partir de (3.24). En efecto, por construccion,

Ag(t) € CH([0,T]) y Ag(£)(0) = Lo;
también tenemos

|As(0) (8)] = |y (€(t), )] < C3 |lyollo < CaNg

[Ag(€)(t) — Lo| < C3T ||lyollo < C4T' Ny, para todo t € (0,77,

donde C3 y C4 dependen de R, L., B,w,T y Ny y son no-decrecientes con respecto a INg.
Por lo tanto, si elegimos ¢ suficientemente pequeno y ademas con Ny < €, tendremos

Cy C4T 7 C4T
|Ag(0)'(t)| < R and L, < Ag(0)(t) < BVt e [0,T],

R B—Ly Ly— L,
N0§m1n< 0 =0 >,

por lo que se cumple la propiedad deseada Ag(¢) € M.

Teniendo (i), (ii) y (iii) y aplicando el Teorema de Shauder, garantizamos la existencia de Lg
un punto fijo de Ag para cada 3 > 0. Entonces, es claro que Lg satisface, junto con algunos
vg Yy Y, (3.5),(3.6), (3.7), (3.8) y (3.49). Ademds, Lg y vg estan acotados uniformemente en
C'5([0,T)) y L*(w x (0,T)), respectivamente. Ahora, al menos para una subsecuencia, se
tiene

Lp — L fuertemente en C*([0,7T]) y vs — v débilmente en L*(w x (0, 7)), cuando 8 — 0.

Obviamente, L satisface las propiedades establecidas para el problema de frontera libre y la
respectiva solucion satisface la nocion de controlabilidad nula bajo el control v, demostrando
el Teorema. O
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Capitulo 4

Controlabilidad Nula de la ecuacion de
calor bajo un retardo en el tiempo en
un dominio no-cilindrico

4.1. Ecuaciones Diferenciales con Retardo

En el campo de las mateméticas, las ecuaciones diferenciales de retardo (EDR) se ca-
racterizan como un tipo de ecuacién diferencial funcional donde la derivada de una funcién
desconocida en un instante especifico se expresa en funcién de los valores de esa funcion en ins-
tantes previos. Ademads de su denominacién como sistemas de retardo de tiempo o ecuaciones
diferenciales retardadas en el tiempo, estas EDR también son conocidas como ecuaciones de
diferencia diferencial. Se clasifican dentro de la categoria de ecuaciones diferenciales funciona-
les, que se distinguen por su dimensién infinita, en contraposicién a las ecuaciones diferenciales
ordinarias, que operan en un espacio de estado de dimension finita.

La variedad de EDR que existen es bastante amplia. Enunciaremos las mas simples. Para
generalizar la notacion, al término retardado lo representaremos por z; y nos referiremos a las
EDR de primer orden, aunque los conceptos que siguen se pueden extender al caso de orden
n, neN:

n n— n—1 d"x
ZE( ) = f (t7x,$t,$/7x§7 . ,.I‘( 1)7,’E§ )) , donde x(k) = W

Se define una Ecuacién Diferencial con Retardo fijo de primer orden para x : R — R", a
aquellas de la forma:

x/(t) = f (tvx(t)vxt) = f(t,.%'(t), .%'(t - T))7
donde f : Rx R?® — Ry 7 > 0 es un retardo. Obsérvese que cuando 7 = 0 se tiene una
Ecuacién Diferencial Ordinaria.

También se pueden definir ecuaciones diferenciales con retardo variables. Por ejemplo, en el
caso de una EDR de primer orden de este tipo, se verifica:

a'(t) = f(t x(t), 2(t — 7(t))).

En este caso el retardo es una funcién del tiempo 7 : R — [0, +00).
Existen ecuaciones diferenciales con muiltiples retardos discretos:
) =f(txt),x) = ft,x(t),x(t—7), 2t —72), ...,z (t — 7))
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donde f : R"?2 — R y los retardos 7j son constantes no negativas para todo 1 < j < n.

Las ecuaciones diferenciales con retardo distribuido se definen como:
0 = £ (ta(0).) = £ (1000, [ wls)olo = o)as)
0

En este dltimo caso la funcion integrable w : R — R es un peso, o funcién de densidad. Pueden
plantearse combinaciones mas complejas de los casos anteriores. Todas las definiciones para
ecuaciones diferenciales mencionadas se pueden extender al caso vectorial, es decir, sistemas
de la forma

X'(t)=F(t,X(t),X;) donde X:R—R"

es una funcién a valores vectoriales derivable desconocida y F : R x R?® — R™ es un campo
vectorial.

Como ocurre con las EDO, las EDR también se clasifican en auténomas cuando no dependen
de t , es decir f(t,x(t),z:) = f (x(t),x¢) en el caso escalar o F' (¢, X (t), X¢) = F (X (t), X¢) en
el caso vectorial y no autéonomas, cuando existe dependencia del tiempo t.

4.2. Contexto del Problema

En este capitulo, consideramos el siguiente problema de control para el problema de fron-
tera libre con la presencia de un retardo en el tiempo para la ecuacién de calor:

Para un entero positivo N, consideramos un pardametro de retardo real h > 0. Ademas,
sean 1" > 0, Lo > 0 y los pardmetros, 0 < a < b < L, < Lg. Notemos todos los siguientes
conjuntos:

Qr, = (0,Lo), Qru =(0,L(t)), w=(a,b)CQy,
Qror) ={(z,t) 12 €(0,L(t), te(0,1)}
Qr.(-no) = {(z,t) 12 €(0,L(t), te(—h0)}

QL =Qr,01) YQL,(-h0)-

Los datos iniciales serén denotados por ug € L? (Qr,), 8 € L*(Qr. —p) con 0(z,0) = up(x) y
c€ L™®(Qrom) yueL*Qr o)

Consideraremos el siguiente problema de controlabilidad nula para un dominio no cilindrico:
Sea L € C([~h,0)) N C([0,T]) con L(t) >0y
L(t—h)=L(t), L(0)= L. (4.1)

Deseamos encontrar una funcién u = u(z,t) y un control v € L?((0,T) x w) tal que

ug(,t) — um(l‘ t) = c(x, u(z, t — h) + Lyo(x, 1), (2,t) € QL 0,1),

u(0.)=0, w(L(H)t) =0, te0.1) "

u(z, )—uo( )s x € Qr, '

u(z,t) = 0(x,t) (z,t) € Qp—no)
uw(z,T)=0, xe€(0,L(T)). (4.3)
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Denotaremos por Xjq 77, la frontera lateral de Qo 77,1 :
Spom ={(xt):z=00x=L(t), 0<t<T},

donde 1, es la funcién caracteristica de w y ¢ es una funcién dada en L°>° definida en @, X
(0, 7). Aqui, la funcién v es el control interno y (L, u) es el estado asociado. En este capitulo,
estamos interesados en estudiar las propiedades de control para el sistema (4.1)-(4.2).

Resultado Principal

El principal resultado de este capitulo es el siguiente:

Teorema 21. Sean T > 0, h > 0, Ly > 0 y los pardmetros 0 < a < b < L, < Lg. Entonces,
para cualquier dato inicial (ug,0) € L*(0, Lo) X L*(Qpr (—n0)) ¥ una funcion L € C([—h,0]) N
CH([0,T]) con L(t) > 0 satisfaciendo 4.1 , podemos encontrar un control v € L*((0,T) x w)
tal que la correspondiente solucion u de (4.2) satisface la condicion

u(z,T)=0, ze€(0,L(T)). (4.4)

4.3. Problema Adjunto: Buen Planteamiento

4.3.1. Sistema en un dominio No-Cilindrico

Desde el trabajo de Artola en [1], tenemos el buen planteamiento del problema (4.2). De
hecho, un apropiado cambio de variables nos permite reescribir el sistema (4.2) a un problema
similar para una ecuacion parabdlica con retardo en la siguiente formas:

2r — 2ee + (&, 7)2e + ha(§,7)2(7 — 0 (7)) = hs(&, T) (4.5)

en un dominio cilindrico, con hg cuadrado integrable y un retardo dependiendo del tiempo.
En efecto, consideremos el siguiente cambio de variable en Qp:

L |
£(z,t) = Ti)x y 7(t) = Lg/o st, t € [~h,T). (4.6)
Introduzcamos el mapeo
O QL,(O,T) — R}k: con (I)(.Cli,t) = (f((l),t),T(t)) (47)

donde el rectangulo R} es dado por

T 0
1 1
R; =(0,Lg) X (—s,SL), con S := L%/ ds, 'y sp:= L%/ ——ds.
0

Note que

R} =R} s, UR], donde R} g, = (0,Lo) x (0,5) y RL_5, =(0,Lo) x (—51,0).

—s7,

Es posible ver que ® es un difeomorfismo en Qy, (o.r). Definamos z(®71(¢, 7)) := u(x, ).
No es dificil de ver que z esta bien definido en R} . Por otro lado, note que

9z <ag>2+ 0z 0%¢

ox 0€ 922’

0z0¢ 0z0T 0208

u(x,t) = Fga + T ug(z,t) = 8—58—1:, Ugy (T, 1) =

= 58
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T Sl ‘
l
Qr,0,1) Lt) RLs, :
l
|
X
1 ¢
QL,(~h,0) R _s, :
—h —SI :
Ademas,
6 _ Lo 0%, 08 Ll'(h o _ (Lo \*
ar Lty 922 ot @mz” Y e \1
Asi, desde (4.2), se sigue que
0206  9z0r 0%z (9P _
G LIS L - —h) = 4.
et o~ e (5) et —hLr-m) = (15)
donde ¢(&,7) = c(x,t) y 9(§,7) = v(x,t). Note que para todo t € [0,T], se sigue que
E(z,t—h) = L(t—hi)x_ L(t):c—g(m,t), (4.9)
(SR - 0 -, w=13 [ (4.10)
T(t—h :L/ ————ds =7(t) —wp(t), w t:L/ ds. 4.10
°Jo  (L()? T ()

Por tanto, obtenemos

02 (_LOL’%) + 2 (“)2—222 (LO))Q—a<f>z<§<m,t—h>,f<t—h>> = 9(6,7) (4.11)

9E\  (L(1))? L(t) L(t
Asi, )
o~ e (€T G ha(€ TR 0,0 — an() = hal€. 7,
donde hi(€,7) = <—L/(£7E)T))x(§)>, ha(g,7) = —SEDLUON® (g, ) = HEDELDP Note
ademas que
hi(§,7) = —L/@(T)L)f(t(ﬂ)ﬁ- (4.12)
0

Asi, deducimos que la ecuacién (4.2) toma la forma

B — 05 + (&) +ha(67)2(r —on(r) = ha(§,7) (6,7) € Ry g,

2(0,7) = z(Lo, ) =0, 7€ (0,5L) (4.13)
2(570) = Z_U(g)v §€ (OvLO)
Z(f,’i‘) = 0(577_)7 (577—) € Rz,st
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donde o,(7) = wi(t(7)), 20(&) = uo(z) y 0(€,7) = O(x,t). Note que el sistema representado
por la ecuacién (4.13) es una ecuacién parabélica en un cilindro con una variable de retardo.
En direccién de aplicar la metodologia presentada en [1] a la ecuacién (4.13), necesitamos
probar que

(i) La funcién 7 — o,(7) definida para 7 € (0,.57) es medible;
(ii) Existe 19 € (0,SL), tal que 7 — o, (7) > 0 para 7 € (19, SL)-

Consideramos adicionalmente que

—no = 1inf [t —on(7)] (4.14)
T7€(0,70)

En efecto, (i) se satisface ya que oy, es una funcién continua. Por otro lado, consideremos la
funcién g(7) = 7 — ox(7) y note que g(0) = 0. Ademsds, se sigue que

dg(t) 1 0o (T) 1 Owp(t) Ot(T) 112 < 1 1 ) ot(r) 150
L

or or ot or ()2 L(t—h)2) or

para todo 7 € [0, Sy ], asi (ii) se satisface. Asi derivamos el siguiente resultado con respecto al
buen planteamiento:

Teorema 22. Si (20,0,hs) € L* () x L* (Rj_,, ) x L* (Ris,) » b € L™(R} _,,) v

hy € L*(R] 5, ). Entonces, existe una tnica solucidn z € LY (=0, S1; L3(Q1,)) de (4.13) tal
que
z € L*(0,S1; Hy(Rr,)) NC ([0, SL]; L2 (L))

donde 1y es dado por (4.14).

En el siguiente resultado establecemos algunas estimativas claves:

Proposicion 4. Si (20,0,hs) € L* () x L? (R _,, ) x L* (Ri, ) - 1 € LR _,,) v

ho € LOO(RZSL). Entonces, la solucion z satisface la siguiente estimativa.

St
sup  [|=(r)|2arg, ) + / lzelZa0, ds
7€(0,5z) L2(S) 0 ¢L2(Q)

2 2 2
< O (Ilolaqayy) + 10slaqr; oy + 16032y  ds)
donde C' es una constante positiva dependiendo de T y ho.

Demostracion. Multiplicando (4.13) por z e integrando in (0,7) x (0, Lo) para 7 € [0,SL],
obtenemos que

1 T Lo 8 T Lo t Lo
= / / —|2|2déds — / / zeezdéds + / / hyz¢zd&ds
2J)o Jo OT 0 Jo 0o Jo

+/OT /OLO hzz(f_ah(f))z(f)dgdSZ/oT /OLO hyzdéds

3/ s - 1 / " e + I/ " seldeds + 1 / t / " h()ededs
+ /OT /OLO hoz(s — op(s))z(s)déds = /OT /OLO h3zd&ds
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1 Lo T Lo T Lo
/ |Z(T)|2d§+/ / z§|2d§ds+/ / hoz(s — op(s))z(s)dEds
2 Jo o Jo o Jo
1 T Lo 1 Lo T Lo
- / / hy ¢22déds = = / | z0|2dé + / / hazdéds.
2Jo Jo 2 Jo o Jo
L'(t(1))L(t(7))

7)

De (4.12), note que hy ¢(§,7) = ===
0

1 Lo T Lo TL/ )
2/0 |z(T)|2d§+/o /O z§|2d§ds+/0 W||Z(S)”%2<mo>ds
Lo T Lo T Lo
= ;/0 ’20|2d§+A /O h32d£d$+/0 A hZZ(S_Uh(S))Z(S)d€d8

Lo T Lo Lo T
[ Empas2 [ saeas < [ lsag 2 [kl 10l dis

+ 2l 2l ey ¢ ) /0 12(s = on(s)l 2@, l12(9)] 2y, ) ds-
Para estimar [ [|z(s — ah(s))HLz(QLO)Hz(s)HLz(QLO)ds, notemos que

[ s = s e 126 e
1 i 2 1 ’ 2
<5 | 1o Baay a5 [ I, s

Haciendo el cambio de variable w(s) = s — o,(s), tenemos

w(t)=17—o0p(7) =7 —wi(t(r)) <7
Owp(t) Ot(s) 1 1 Ot(s)
dw = ds = (on(s))s = ds = 5= = = ds — L§ (L(t(s))2 T L(t(s) - h)2> s

Por tanto
[ s = D e 126 e s
T—on(7) ) 1/ ,
LT i+ 5 [ 16 e, s
<o [ 1B ds+ g [ I, ds
Lo) 2 Jo L2(Qp,)

Lo !
= / |’9(8)|’%2(QL0)d8+A HZ(S)H%z(QLO)dS

2/,
Asi, se sigue que

Lo T Lo Lo T
[ Empasz [ saeas < [ lsoag+2 [ ksl 10l dis
0 T

n 2 2
el ) [ 10O a0y s+ 2ol o JECIA
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Luego

”Z(T)H%Q(QLO) + 2/0 ||Z€”%2(QLO)dS < HZOH%Q(QLO) + Hh3||%2(RzysL)dS

0 _ T
+ HhZHL‘X’(RE’SL) /SL HQ(S)H%Z)(QLO)dS +(1+ 2||h2HL°°(R’£,SL))/O HZ(S)”%Q(QLO)CZ‘S'

HZ(T)H%?(QLO) + 2/0 |’Z€”%2(QLO)dS < HZOH%Q(QLO) + Hh3||%2(Rz’SL)

+ HhQHLW(Rz’_SL)Hén?;?(Rz,SL) + (1 + 2||h2HL°<>(E:gSL))/O Hz(S)H%%QLO)dS-

Por una aplicacion del Lema de Gronwall, se sigue lo siguiente

.
127120, +/0 l2¢l 72, )ds < Ce™t <|yoni2<QLO) + sl 7
+Hh2||L°°(Rz’_SL)H97||%2(R275L)ds) ,
donde C' = méax{1, HhQHLOO(RZ,st)} yM=1+ 2Hh2||L°°(RZ,sL)‘ Asf, tenemos
2 S 2 MT 9 )
T:(ggﬁ HZ(T)HLQ(QLO) +/0 HZ§||L2(QLO)dS < Ce (HZOHL2(QLO) + Hh?’HLQ(RZ,sL)
ol 101, yds) -
0

Dado que la transformacién (4.6) es un difeomorfismo, Tenemos el siguiente resultado de
buen planteamiento para el sistema (4.2):

Teorema 23. Si (ug,0,v) € L*(Qy,) x L? (QL,(fh,O)) x L? (QL,((J’T)). Entonces, la solucion u
de (4.2) satisface

sup_[[u(t)]22(q, ) + / g Pdtde
t€[0,T] 0 L,(0,T)

< 2 2 2 )
< 0 (lolao,, ) + 191220, ooy + 1020 o)

para alguna constante positiva C = C(T, L, Lg).

4.3.2. Sistema Adjunto

Consideremos inicialmente el sistema homogéneo

ut(z,t) — Uga(2,1) — c(x, t)u(x,t —h) =0, (2,t) € QL (0,1),
uw(0,t) =0, w(L(t),t) =0, te (0,7
u(z,0) = ug(z), x € Q.

Es posible reescribir el anterior sistema en la siguiente forma

{Ut + M (u) =0, (2,t) € Qpo1)

u(z,0) = up(z), =€ Qr,, (4.15)
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donde el operador M. ,f es definido por
ME@) = =gy (x,t) — c(z, t)u(z, t — h), (4.16)
con dominio
D(M) = {u € H*Qp om) : u(0,t) = u(L(t),t) =0, t € (0,T).} (4.17)

Para establecer la controlabilidad nula del sistema (4.2), consideremos el sistema auziliar
adjunto:

{—cpt +IM () =0, (2,1) € Qo) (4.18)

o(x, T) = pr(zx), x € Qr,-
donde [ME]* o = —pup(z,t) — Lo, (t + h)e(z,t + h)p(x,t + h), con dominio

D(IMET) = {9 € H*(Qr0,1)) : 0(0,8) = p(L(t),t) =0, t € (0,T)} C L*(Qp 0,1))- (4.19)

En efecto, consideremos una funcién suave ¢ y notemos que

/ / —Ugg(x,t) — c(z, t)u(z,t — h))pdxdt

T Lt

—/ / umgoda;dt—/ / u(x,t — h))edzdt
o Jo
T ,L() — L(t)

—/ / ugomdmdt—l—/ [upy — Uz, dt—/ / c(x, t)yu(z,t — h)edrdt
o Jo 0
T Lt T—h

——/ / ugomdxdt—/ [umcpx 0 dt—/ / c(x,t + h)u(z, t)p(z,t + h)dxdt

o Jo 0

T pL(t T
[ ) )+ e+ Rt Rt ) et~ [z O
0o Jo 0
Por tanto, el sistema (4.18) toma la forma
—$Yt — @Zr(xa t) — X[o,T] (t + h)C(l’,t + h)gﬁ($, t+ h) =0, (;Ua t) € QL,(O,T)a
¢(0,t) =0, @(L(t),t) =0, te (0,7) (4.20)

o(z,T) = pr(z), z € Qr,.

El buen planteamiento de (4.20) se establece a través de una metodologia andloga a la
secci6én anterior utilizando el Teorema 22, e utilizando los conceptos introducidos en [1].

Teorema 24. Sean T >0 y L € C([—h,0]) N CL([0,T]) con L(t) >0y
L(t—h)=L(t), L(0)= Lo. (4.21)
. Si o € L*(y,), existe una tnica solucion ¢ de (4.20) tal que

@ € L?(0,T; Hy () NC ([0, T]; L* (7)) -

Ademds

sup [ o(t)]2aq, ) + / (ou2dtdz < Cllpr?
te[0,T] F0) L,(0,T) ’ L3(S,)

para alguna constante positiva C = C (T, L, Ly).
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4.4. Controlabilidad Nula

En esta seccion, establecemos una caracterizacion para obtener la controlabilidad nula del
sistema lineal (4.2). Para obtener esto, definimos u¥ como la solucién de (4.2) con uy = 0,
6 = 0, y cualquier v € L? (Qr). Adicionalmente, designamos u” como la solucién de (4.2)
con v = 0 y un dato inicial arbitrario (ug,6) € L?(2,) x L? (QL,(—h,o))- Asi, introducimos el
operador solucién para T > 0,

St L2(Quy) x L2 (Qr-n0) — L*(Qur)
(uo, 0) St (ug,0) = uH(T)

Pr:L*(Qrom) — L*Qrnm)
v —  Ppv=u"(T).

A partir de los resultado de existencia de la seccién anterior, es evidente que
St € L (L*(Q1y) x L* (Qr(—n0)) - L* Q) v Pr € L(L* (Qro.1))  L* Q1)) -
Si u representa la solucién (4.2) correspondiente a (ug, 0, v), entonces:
u(T) = St (up,0) + Prv. (4.22)

Usando esta notacién, la controlabilidad nula en L? en tiempo 7' > 0 puede ser expresada
equivalentemente como:

Para todo (ug,0) € LQ(QLO) x L? (QL,(fh,O))
encontrar v € L? (QL,((),T)), (4.23)
tal que Prv = =St (up,0) .

Notando el rango del operador P como R(P), la existencia de una solucién del problema
anterior mencionado se obtiene siempre y cuando la siguiente condicion se satisfaga:

R(St) C R(Pr) (4.24)
En efecto, esta inclusién implica (4.23). Reciprocamente, si (4.23) tiene una solucién, entonces
para todo (ug,0) € L*(Qz,) X L? (Qr,(—n0)), se debe tener que St (ug,#) € R (Pr), estable-
ciendo (4.24). Por tanto, desde [45, 13, Theorem 2.2, p. 208] con X = L?(Qp,) x L? (QL,(—h,o)) ,

Y = L2 (QL7(O7T)) , 4= LQ(QL(T)), F = Sp y G = Ly lainclusién en (4.24) es entonces equi-
valente a la siguiente estimativa

1850720, s 2(0r nn), < OT W Ei0ll3aay) Yoo € L),
donde C'r > 0 no depende de ¢g.
Lema 6. Sea pr € L*(Q1) y ¢ la solucion asociada al problema (4.20). Entonces
Ster = (9(0), (Xjommgnyce) (- +1),  Pror = xup. (4.25)
Demostracion. Sea u solucién de (4.2) asociada con
(uo,0,v) € L*(Q1y) X L (Qr(-n0)) % L* (Qr.01))
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y ¢ la solucién de (4.20) asociada con . Multiplicando la ecuacién de (4.2) por ¢ e integrando
sobre Qr, (o,r) se mantiene la siguiente igualdad

T L) T L) T (L) T (L)
/ / uppdxdt = / / Ugzppdxdt + / / cu(t — h)pdzdt + / / XwVpdrdt.
o Jo o Jo o Jo o Jo

Note que

T L) L(T) T Lt
/ / utgodxdt:/ u(T)cpTd:c—/ (0 / / wprdxdt
0 0 0 0 0 0
L(T) T Lt
—/ u(T )cpde—/ (0 dac—i—/ / UPgedrdt
0 0 0

/ / u (xp,jc) (t + h)dadt.
Por tanto, se sigue que

L(T) Lo
/ u(T)ppdr — / uop(0)dx +/ / (X0, 719) (t + h)ddt
0 0

L(t)
_/O /0 va(t)SO(t)d:vdt—l—/O /0 c(t)u(t — h)p(t)dedt. (4.26)

Tenemos que analizar dos casos:

- Si 0 < T < h, note que

T pL(t) T rL(t)
/0 /O c(t)ult — h)p(t)dudt /O /0 (0 — h)(t)dadt

T—h pL(t+h)
= / / c(t+ h)0(t)p(t + h)dzdt

/ / Xo,r1c¥) (t + h)dxdt.
- Si T > h, obtenemos

T (L(t) h pL(t)
/0 /O c(t)ult — h)p(t)dadt = /0 /0 ()0t — h)p(t)dwdt

T L)
+ c(t)u(t — h)p(t)dzdt
h 0

Lt) T—h  pL(t+h)
/ (co) (t+ h) dxdt—i—/ / u(t)e(t + h)p(t + h)dxdt
—h JO
0

L(t L(t)
/ (cp) (t + h)dzdt + / / Xn,rce) (t + h)dadt.
hJ0O

Notando que xpo7)(t + h) = X[t + h) con t € [0,T], podemos resumir estos dos casos
escribiendo

T L(t)
/ / e(t)u( t)dzdt = / / X[o min{h,T}] cgo) (t + h)dxdt
o Jo

/ / X[o 1] cp) (t + h)dzdt. (4.27)

0
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Por tanto, desde (4.22)-(4.26), se sigue que

(St (u0,0) + Pro, o) 120, ) = (10 2(0)) L2, )

+ (0, (X[o,min{n,y ) (- + h)>L2( ) O X) 120, o)

QL (no)

Sucesivamente, substituyendo (ug,6) = (0,0) y v = 0 en la ultima expresién, se tiene (4.25).
]

La consecuencia subsiguiente es una implicacién directa de los lemas mencionados ante-
riormente, siendo la desigualdad de observabilidad crucial para establecer la nulidad de control
del sistema (4.2).

Proposicién 5. Sea T > 0. El sistema (4.2) es nulamente controlable en L? en tiempo T si y
solo si existe una constante Cp > 0 tal que para cualquier pp € L2(QLO), la solucion ¢ del
sistema (4.20) satisface la estimativa

0 ,L() T
/ ©*(x,0)dx —|—/ / ‘(X[O,ml’n{h,T}]C@) (z,t+ h)’2 dzxdt < CT/ / ©*(x, t)dxdt.
QLO —hN 0 0 w
(4.28)

4.4.1. Desigualdad de Observabilidad

En la subseccion anterior, se hace evidente que el problema de la nulidad de control se
reformula eficazmente como la tarea de establecer la desigualdad de observabilidad (4.28), un
objetivo logrado mediante la aplicacién de los siguientes Lemas.

Primero, recordemos las estimaciones de Carleman para la ecuacion del calor en un dominio
no cilindrico. (ver el capitulo anterior y/o [13] para més detalles). Para algunos nimeros reales
£,o0 con £ > 0, consideremos la ecuacién del calor

1/]/ +AYp=g¢€ L2(QL,(0,G+Z))’ en QL,(J,UJrZ)
¥(0,t) = (L(t),t) =0 en (0,0 +¢) (4.29)
Yo+ €) = o € L*(Qo12) en QO (o40)

La siguiente estimativa de Carlemann estimada del capitulo anterior o especificamente de [13].
Primeramente, sea wy un subconjunto no vacio con iy C w. Sabemos que existe una funcién

ag € Ct (QL,(U,U-M)) con ag gz € C° (QL,(U,UM)) tal que

ap(x,t) =0 ¥(@,1) € By (0,0+0);
‘aO,x’ >0 en QL,(g,nge)\ (wo X (0,0 +0)) v

ap(x,t) =1— L’(”t_)fbV:n € (b,L(t)), Vte]|o,o+{].

En particular, note que | x| > 7 in Qp, (5.040)\ (Wo X (0,0 +¢)), donde

1
— = max {a, méax (L(t) — b)} . (4.30)
n o<t<o+/{
Introduzcamos los pesos &, « y las funciones a4 y 7, con
( ) e)xal(x,t) 62)\||ozl||oo _ e)xal(x,t) ( ) ( )
E(x,t) = ya(x,t) = yar(x,t) := ap(x,t) + 1, 4.31
STORR 0 3y
y
v(t) := (t — o) (o + € —t)F, (4.32)

donde A > 0 y £ > 2 son niimeros reales.
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Teorema 25. Sea ag, o,y y & las funciones definidas anteriormente. Entonces existen cons-
tantes positivas Ao, so y Co, y solo dependiendo o, £, Ny, L., B, y w, tal que, para cualquier
s > so, y cualquier X\ > \g, y g € L? (QL,(a,o+e)) y cualquier VYo € L*(Qy4¢), tenemos

JLo e [0 (lod + lenel?) + X050 enl + X5 ol o
L,(o,040)

ot/

o+¢
w [ BN L0. O eal L), O e+ [ B OINE(D,) (0.0

(// e” 25 g| 2 dadt + // e 2N\ (s6)3| | da:dt)
QL ,(o,0+0) wx (o,0+0)

donde ¢ es la correspondiente solucion de (4.33).

Esencialmente, los siguientes lemas estableceran la desigualdad de observabilidad del pro-
blema adjunto asociado al problema de la ecuacién de calor en un dominio no-cilindrico bajo
la presencia de un retardo en el tiempo:

Lema 7. Sea T > 0 y T}, = méx (0,7 — h). Asumamos que ¢ € L™ (QL(O,T))- Entonces, eriste
una constate positiva Cy, = C(L, h, T,w, B, L), tal que para cualquier oo € L*(), la solucion
asociada ¢ de (4.20) satisface

T L)
/ / Qrdtdr < Ch/ Prdtde
Tn JO wr

Demostracion. Note que en (Tj,,T), el termino (xjorjce) (- + h) = 0, asf el sistema (4.20)
toma la forma

—Yt — prw(xa t) = 07 (x7 t) € QL,(Th,T)7
o(0.6) =0, @(L(t).1) =0, te(TyT) (433
p(z,T) = pr(z), T € QL(T)-

Aplicando el Teorema 25 para el sistema (4.33) con 0 =Ty, y £ =T — T}, se sigue que

/ / e 2N (56)3 | Pdadt < C ( / / 250‘)\4(s§)3]cp|2da:dt> ,
QL,(Th,T) x(Ty, T

donde en (4.30)-(4.32), v(t) = (t — T,)*(T — t)* para todo t € (T, T). note que

T —-1,\%* T+T
0<< 2h> :7< J;h>§7(t)§T’“h’“.

Asi, se sigue

et (z,t) 4k eran (z,t)
ay
HMollse (Mol — 1) 2ol — Aol Matlle gkl
0< < ofz,t)

< < <
(Th)* - V(t) T o) T (T -Th)*
Asi, deducimos que

4’?52A”0¢1 oo

63/\mhe_25 (T—Ty,)2k
Mg [ ebasars [ et
QL,(Th,T) QL,(Tth)

2serlanlloo (e/\\|a1 lloo ,1)

43k \4 g3 3Nt [loo o~ (Th)F
< Cy // lo|2dadt
(T = T)o* nw)‘
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donde my, = inf(, e, (@1) a1 (z,t). Finalmente, tenemos

// lp2dzdt < Cy, // lo|2dadt
Qr,(Ty,,T) wx (T, T)

cojn
ZSEAHaﬂIoo(e/\H%Hoo,l)
43]?63)\”011“0067 (Th)k (Th)Bk
ChL = Cy (T — Th)ﬁk WIS >0 (4.35)
e3Amp o s (T—Tp,)2k
L]

Como es habitual, establecer la estimacién de observabilidad requiere un argumento de
monotonia aplicado a una funcional de energia a lo largo de las trayectorias del sistema inverso.
En este contexto, puede expresarse de la siguiente manera.

Lema 8. Sea K = 1+ ||c|%. Entonces para cualquier ¢ satisfaciendo la ecuacion (4.20), la
funcion

t-+min{h,T}
E(t) := e&! (/ ©*(t)dz +/ / (X[O,T]cnp)z (s)dxds) , te[0,T]
Q) t Qs

satisface E'(t) > 0.

Demostracion. Recordemos la siguiente regla de integracion de Leibniz:

d "0 d d b(t) g
dt( " f(:c,t)dx> = F(b(t),1) - 2-b(t) = flalt), 1) - dta(t)+/(t) o (@ e, (4.36)

Denotemos f(x, s) fQL( | ( OT]cgo) s)dx = fo ( OT]cgo) (s)dxz, mp = min{h, T} y

) t+min{h,T} 9
Ei(t) = A o (t)dz + t ; (X[oyT]cgo) (s)dzds | .
L(t) L(s)

Note que
d d [H0 ) dL(t) L) d
G| foi=4 [ Reni = 2wl w2 [ e G e
L(t) 0 0
L(¢)
= 2/0 @(,t) (—paa(x,t) = X7 (t + h)e(z,t + h)p(z,t + h)) dx
y
d t+myp,
% f(l’,S)dS—f(l’,t—l—mh)—f($,t)
t
L(t+mp,) L(t)
= /0 Xpo,r1cp)” (t + my)dz — / (xjo,1c9)” (t)da



Note que
L(t) L(t)
E\(t)+ KE(T) = / @2 (x,t)dx — 2/ Xjo,7](t + h)c(z,t + h)p(z,t + h)p(z, t)dr
0
L(t+mp) 9 L(t) )
+/ (X[o T]cgo) (t + mp)dx —/ (X[07T}ccp) (t)dx

0
L(t) t+min{h,T} pL(s)
+K/ dm+K/ / (x [OT]cgo) (s)dxds.
0

Ahora, usando la desigualdad de Young, obtenemos
L(t)
Ei(t)+ KE((T) > —2/ X[o,7)(t + h)e(z,t + h)p(x,t + h)p(z,t)dr
0
(t+mp) 9
+/0 (Xjo,71¢90)” (t 4+ mp)de

O t+min{h, T} ,L(s) )
(K~ [el.) /O A(t)de + K / /0 (i)’ (s)dads.

Tenemos que analizar dos casos:

- Simy =T, tenemos que (xp,7jce) (t+h) =0en (0,7), asf
L(t+T) )
Ei(t) + KEy(T) > / (X[O’T}ccp) (t+T)dx
0

) L(t) ) t+T  ,L(s) 9
+ (K - Hc||oo) /0 e (t)dx + K/ /0 (X[OVT]CQO) (s)dzds
t

- Si my, = h, obtenemos
L(t)
E{(t)+ KE(T) > —2/ X[o,1)(t + h)e(z,t + h)p(x,t + h)p(z,t)ds
0
(t+h) )
—i—/o (X[OjT]cgp) (t + h)dx
) L t+h  pL(s) ,
Sl [ Aok [ [T (vonee) (s)deds
L(t) ) L(t) )
> _/0 (X[OVT]CQO) (t+h)d:v—/0 o (x, t)dx
L(1) )
+/0 (X[07T]cg0) (t+ h)dx
, O t+h  rL(s) ,
H (K= Jel) [ Padr ek [ [ (vonee) (s)dads
t
, L t+h  pL(s) )
> (K= elf =) [ Pk [ [ (omed)? (e
t

Por tanto, en cualquier caso, tenemos que F}(t) + KE;(t) > 0. Dado que E(t) = eX'E;(t),

esto implica que E’(t) > 0. O

Estamos equipados con todos los componentes necesarios para inferir la desigualdad de
observabilidad denotada (4.28).
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Lema 9. Bajo las hipdtesis de los Lemas 7 y 8, respectivamente, asumamos ademds que b €
L=(Qr,0,1))- Entonces, para cualquier T > 0, existe una constante Cp, = Cr (w, ||¢loo, T, hy L, B) >
0 talque cualquier solucion de (4.20) satisface

L(t) T
/ ©*(x,0)dx + / / |(X[0,mm{h,T}]cg0) (z,t+ h)‘2 dxdt < CT/ / ©*(x, t)dxdt
Qr, —hn JO 0 Juw
(4.37)

Demostracion. Inicialmente, note que

min{h,T} 9
E(0) :/ ( )dx+/ / (X[07T10<p) (s)dsdx
QL QL(s)

2
> (/ dx+/ / X[o,mfn{h,T}]CSD) (5+h)’ dex>
QLO
De hecho,

9 min{h,T}—h pL(s) 9
/h/() }(X[o,mfn{h,T}]CSO) (s+ h)‘ dsdz < /h / ‘(X[O,min{h,T}]C(P) (s+ h)} dsdx

min{h, T} rL(s=h)
/O / ‘ (X[O min{h,T}] CQO) | dsdz

min{h,T} ,L(s)
/0 /0 ‘ (X[O ] c<p) ’ dsdzx.

Subsecuentemente, demostrando que F(0) < Cp fOT [, ©*(x,t),dx, dt, (4.37) se satisface. Asi,
utilizando la desigualdad de Carlemann con v = T_4Th, se sigue que

T L(t) T
/ / lp|2dadt < Ch/ / |2 dadt
Th+v JO 0 Jw

2seMlatlloo (e/\”aluoo ,1)
43ke3/\||a1|\0067 (Thk (Th)?)k

(T — Tp)5" _ggake2Malioo

e3 my o 2T (T-Ty,)?k

(4.38)

IN

con

Cn=0Cy > 0. (4.39)

Recordemos que

L(t) t+min{h,T} 9
/ O (t)dx = e BLE(t) — / / (Xj1c9)” (s)dzds, ¢ €[0,T]
0 t QL(S)

T t+min{h,T} 9 T
/ e KUB(t) —/ / (Xjo,11090) " (s)dxds | dt < C’h/ / |l 2dadt
Thp+v t QL(s) 0 w

T t+min{h,T} )
= e KUE(t)dt < Ch/ / || da:dt+/ / / (Xjo,77090)~ (s)dzdsdt.
Th+l/ Th+l/ QL(S)

Desde el Lema 8, se sigue que

ve BTE(0) < /

Th+l/

Asi,

T T

eKtE(O)dtg/ e KUB(t)dt
Th+l/

T T t+min{h,T} 5
< C’h/ /|<p|2d:cdt—|—/ / / (Xppmc)” (s)dzdsdt
0 w Th+V t QL(s)
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Por tnato,

s Ch T 2d p 1 T t+min{h,T} L(s) 9 dndsd
S S KT 9, KT t.
(0) < 3Ve—KT/0 /ww zat + 3,,6—KT/ /t /O (xp,109)" (5)dzds

Th+V
(4.40)

Por otro lado, note que

T t+min{h, T} pL(s) 9 T T L(s)
/ / / (Xj,119)”~ (s)dzdsdt S/ / / (cp)? (s)dadsdt
Ty+v Jt 0 Th4v JTp+v JO
T L(s)
= 3V/ / (cp)? (s)dads
Th+v JO

T L(s)
< 31/||b||go/ / o2 (s)dds.
Th+V 0

Usando el Lema 7, podemos deducir que

T t+min{h,T} pL(s) 9 T
/ / / (Xto.z1c) (s)dadsdt < 3u|b|2.C) / / oPdedt.  (4.41)
Th+V t 0 0 w

Asi, de (4.40) y (4.41), tenemos

G (1 +3vbIZ) [T 1
< . 4.42
50) < i [ opanar (4.42)

O]

Prueba del Teorema 21. Proposicién 5y Lema (9) implican la controlabilidad nula del sistema
lineal (4.2). O
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Capitulo 5

Conclusiones

Esta tesis se basa en un estudio sobre las condiciones de controlabilidad para la ecuacion
del calor en un dominio no cilindrico. Esto implica la bisqueda de una funcién, que llamaremos
L, que modele la frontera del dominio donde la ecuacion esta actuando. En términos generales,
nuestro objetivo fué investigar cuando, a través de la aplicacién de un control interno, podemos
lograr la propiedad de controlabilidad nula. Ademaéas de esto, al agregar ciertas suposiciones
sobre la frontera, deseamos explorar la relacién entre la derivada de la funcion frontera y la
derivada de la solucién, lo cual se conoce técnicamente como la propiedad de frontera libre.
En este sentido, esta tesis abordd dos tipos de problemas:

1. Controlabilidad nula y frontera libre.

2. Controlabilidad nula en un dominio no cilindrico bajo la actuacién de un retardo en el
tiempo.

Fundamentalmente, en el Capitulo 3 abordamos de manera exhaustiva la controlabilidad nula
de un problema de frontera libre. Este enfoque monografico se ha adoptado siguiendo la
metodologia presentada en [13]. Por otro lado, en el Capitulo 4 establecimos la controlabilidad
nula en un dominio no cilindrico.

5.1. Avances establecidos

Esta tesis presenta dos avances significativos. En primer lugar, el exhaustivo estudio mo-
nografico realizado en el primer capitulo proporciona a los lectores una comprensién maéas
profunda y eficiente de los célculos realizados, lo que facilita una mejor comprension de la
relacién entre la controlabilidad nula y el problema de frontera libre. Este enfoque meticuloso
contribuye a clarificar los fundamentos tedricos subyacentes y a establecer una base sélida
para el andlisis posterior.

Por otro lado, es importante destacar el avance significativo en cuanto a la propiedad
de controlabilidad en un dominio no cilindrico con retardo, un resultado que, hasta donde
conocemos, es original en la literatura. Este hallazgo inédito abre nuevas perspectivas en el
estudio de la controlabilidad nula y la frontera libre en presencia de fenémenos como los
retardos en el tiempo. Esta contribucién no solo amplia el ambito de aplicaciéon de la teoria
de control, sino que también brinda nuevas oportunidades para explorar fenémenos fisicos y
matematicos mas complejos.
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5.2. Perspectivas Futuras y/o Problemas Abiertos

A medida que esta investigacién avanza y se profundizan los conocimientos sobre la con-
trolabilidad nula y los problemas de frontera libre, surgen nuevas areas de interés y desafios
por abordar. En esta seccion, exploraremos algunas perspectivas futuras y problemas abiertos
que representan oportunidades para futuras investigaciones:

= Extensiones a sistemas mas complejos: Una direcciéon prometedora es la extension de
los resultados obtenidos en esta tesis a sistemas de ecuaciones mas complejos, como las
ecuaciones de onda o las ecuaciones de Schrodinger. Estudiar la controlabilidad nula y
la frontera libre en estos contextos puede ofrecer una comprensién mas completa de los
fenémenos fisicos subyacentes.

» Incorporar el propiedad de frontera libre en el sistema (4.2): Esto significa estudiar el
siguiente problema:
Encontrar (L,v) € C([—h,0]) N CY([0,T]) x L?((0,T) x w) con L(t) > 0 para todo t y
una funcién u = u(zx,t) solucién de

ug(w,t) — gz (7, 1) = (@, )u(z, t — h) + 1,v(z,t), (2,t) € QL 0,7)

~
retardo temporal

w(0,8) =0, w(L(t),t) =0, te(0,7) (5.1)
u(x,0) = ug(z), x € Qr,
u(z,t) = 0(x,t) (x,t) € Qp_n

con

uz(L(t),t) = —=L'(t), te€(0,T) y w(z, T)=0 , x€(0,L(T)).

Frontera Libre Controlabilidad Nula

= Ley de difusion de calor dada por la ley de Cattaneo: La ley de Cattaneo, también
conocida como la ecuacién de Cattaneo, es una extensién de la ecuacién de conduccion
de calor que tiene en cuenta los efectos de la inercia térmica. Mientras que la ecuacion
de conduccién de calor de Fourier asume que la velocidad de propagacién del calor es
instantdnea, la ecuacion de Cattaneo incluye un término de retardo temporal para la
propagacion del calor. La forma general de la ecuacion de Cattaneo para la difusién del

calor es: )

pCE = k:V T"‘T@,

donde p es la densidad del material, ¢ es la capacidad calorifica especifica, T es la
temperatura, t es el tiempo, k es la conductividad térmica del material y 7 es el retardo.

Esta ecuacién tiene en cuenta la velocidad finita de propagacién del calor en lugar
de asumir instantaneidad como lo hace la ecuacién de calor usual dada por la ley de
Fourier. La introduccién del término de retardo temporal permite modelar de manera
mas precisa fendmenos transitorios en la transferencia de calor, como la difusion del calor
en materiales con caracteristicas no homogéneas o en sistemas donde las velocidades de
cambio de temperatura son significativas. La ley de Cattaneo es 1itil en situaciones donde
la ecuacién de Fourier no proporciona resultados precisos, como en la modelizacién de la
propagacion del calor en materiales con baja conductividad térmica o en sistemas donde
hay flujos de calor no estacionarios.

Por lo tanto una pregunta interesante, teniendo en cuenta el sistema con retardo (5.1)
es la siguiente
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.Es posible controlar el sistema (5.1) con la ley de Cattaneo y el problema de frontera
libre de manera simultanea?

= Incorporacion de no linealidades y perturbaciones: Investigar como las no linealidades
y las perturbaciones afectan la controlabilidad nula y los problemas de frontera libre
con retardo es un area de investigacion importante y desafiante. Es decir, incluir no
linealidad al sistema (5.1).
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Capitulo 6

Apéndice

6.1.

Notacion basica y terminologia

A continuacién se presenta un listado con la notacién basica y terminologia utilizada en
esta tesis, es importante tener en cuenta que el lector debe contar con nociones de Teoria de
la Medida y Analisis Funcional para que pueda abordar mejor la lectura de este documento.

Notacion geométrica

R” es el espacio real n—dimensional, R = R!.
e; =(0,...,0,1,0...,0) = i-ésimo vector unitario.

Usualmente un punto en R” es de la forma = = (z1,...,x,), dependiendo del contexto
x puede verse como fila o como columna.

RY ={z = (z1,...,2n) €R" |2, >0} y Ry ={z € R |z > 0}.

Un punto en R™*! usualmente es denotado (z,t) = (x1,..., 7, 1).

Q, U, V y W usualmente son subconjuntos abiertos de R™.

OU = frontera de U, U = U U 9U = clausura de U.

Ur=U x (0,T].

I'; = Ur — U = frontera parabdlica de Up.

B(z,r) = {y € R"| |xr — y| < r} = bola cerrada en R™ con centro en z y radio r > 0.
B%(z,7) = bola abierta con centro z y radio r > 0.

Sia=(ay,...,an)y b= (b1,...,b,) estdn en R",

1
a-b= Zaibi, la| = (Za?) 2 .
i=1 i=1

C™ = espacio complejo n—dimensional; C el plano complejo. Si z € C, usamos Re(z)
para la parte real de z y Im(z) para la parte imaginaria.

H = un espacio de funciones de Hilbert
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Notacion para funciones

Siwu:U — Reonu(z) = u(ry,...,x,), decimos que u es suave si u es infinitamente
diferenciable.

Si u, v son dos funciones, escribimos u = v para decir que u es idénticamente igual a v.
Usamos la notacién v := v para definir a v como igual a v.

El soporte de una funcién u es denotado por supp(u).

Si o es una superficie (n — 1)—dimensional suave en R"™, escribimos

/g fds

para la integral de f sobre o, con respecto a la superficie (n — 1)—dimensional medible.

1 sizxekl
La funcién caracteristica de un espacio F, es dada por: 1g(z) = ]
0 sizekF
Una funcién u se dice Lipschitz continua si
[u(z) — u(y)| < Clo —y|

para alguna constante C'y todo z,y € U.

Notacién para derivadas

Sesuponeu:U - R, x € U

he;) —
Ou (x) = lim wz + hei) u(a:)7 cuando el limite existe.
83@- h—0 h

Regularmente se escribira u,, para denotar %.
T

s Pu By _
Similarmente B0z, = Yainys 90w, day — Wi etc.

Notaciéon de multiindice:

e Un vector de la forma a = (o + - - - + ), donde cada componente «; es un entero
no negativo, es llamado multiindice de orden |a| = a1 + -+ + ap,.

e Dado un multiindice «, se define:

olelu(x)

D* = = —
R P

_ Aoy le%
=0yl --- 0.

e Si k es un entero no negativo
D*u(z) := {D%u(x) | o] = k},

es el conjunto de todas las derivadas parciales de orden k.
Asumiendo algin orden a las diversas derivadas parciales, también podemos con-
. k
siderar D¥u](x) como un punto en R™".
1/2
|D*ul = | > [D*uf?

|a|=k
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e Casos especiales: Si k = 1, consideramos los elementos de Du estan dispuestos en
un vector Vu := (ug,, ..., us, ) = vector gradiente. Por lo tanto Vu € R™. Algunas

veces también escribimos .

Vu

Uy = ‘;(;|

para la derivada radial de u. Si k = 2, consideramos los elementos de D?u estin
dispuestos en una matriz:

Ugrzy - Uzyz,
D2y := : : = Matriz Hesiana.

Ugpzr *°° Uzpz,

Entonces D?u € S™, el espacio de matrices simétricas reales n x n.

o Au=>Y" 1 Uz, = tr(D?u) = Laplaciano de u.

e A veces se emplea un subindice adjunto a los simbolos D, D? etc. para indicar las
variables que se diferencian, por ejemplo si u = u(z,y)(x € R",y € R™), entonces
Dyu = (ugy,. .., Ug,), y Dyu = (uy,,...,uy,).

Espacios de funciones

C(U) ={u:U — R|u continua}.

C*(U) = {u: U — R|u es k—continualmente diferenciable}.

C*(U) = {u € C¥(U)|D%u es uniformemente continua sobre subconjuntos acotadas de
U, para todo |a| < k}.

C* = {u: U — R|u es infinitamente diferenciable } = N C*(U)
C.(U),C*(U),ete. denota las funciones en C(U), C*(U), etc con soporte compacto.
D(U) denota las funciones en C*°(U) con soporte compacto.

LP(U) = {u : U — R|u Lebesgue medible, [ul|»r) < oo}, donde

1
p
ullr @) = </U |ulP dCC) (1<p< o).
L>*(U) = {u : U — Rlues Lebesgue medible, [|ul|p») < 0o}, donde
|l oo (1) := esssup |ul.

U

IVull Loy = [IVulll e )

I1D?ul| o ry = 1D?ul[| Lo 07y

WhP(U), H*(U), etc.(k =0,1,2,...,1 < p < 0)

Funciones

Sim>1yu:U— R™ u=(u,...,u™), se define D = (D%!,..., D®u™) para
cada multiindice .. Entonces D*u = {Dul||a|| = k}y

|D*ul = [ > [D*ul?
=k
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En el caso especial k = 1, se escribe

1 1
uxl DY uxn
Du = : : = matrizGradiente.
m m
um uxn mxn

s Sim=n

n
divu = tr(Du) = Zuxz = divergenciadeu.
i=1

conu € C(U),LP(U), etc.(i=1,...,m).

6.2. Espacios Funcionales

Definicién 13. Sea 2 C R™ un abierto y ¢ : 2 — R una funcion continua. Definimos el soporte
de v, denotado supp(p), como la clausura del conjunto de puntos de Q0 que no se anulan con
p, es decir

supp(p) = {z € Q: p(z) # 0}.

Note que supp(p) es un subconjunto cerrado de €.

Una n—upla de enteros no negativos a = (axq, ..., a;,) se llama multi-indice y su orden es
definido por |a| = a1 + - - - + . Representamos por D% al operador derivacién de orden |af,
esto es,

Hlel

D= ——
Ozt ... 0z
Para a = (0,0,...,0) definimos D’u = u, para toda funcién wu.

Definicién 14. Representamos por C§°(Q) el espacio vectorial de las funciones de clase C* en
Q2 que poseen soporte compacto en Q. Diremos que una secuencia (¢n)nen en CG°(Q2) converge
para ¢ en C3°(Q) cuando se satisfacen las siguientes opciones:

1) Existe un compacto K C Q, tal que supp(¢) C K y supp(¢n) C K,Vn € N,
11) D%, — D%p uniformemente en K para todo multi-indice c.

Definicién 15. El espacio vectorial C§°(S2), dotado con la nocidn de convergencia dada an-
teriormente es llamado el espacio de las funciones test sobre Q y serd denotado por D(S).
Una distribucion (escalar) sobre Q2 es todo funcional lineal continuo sobre D(SY). Mds preci-
samente una distribucion sobre Q0 es un funcional T : D(Q2) — R que satisface las siguientes
condiciones:

1) T(ap + B¢) = oT(p) + BT(4),Va, B € R y Vo, ¢ € D(),

11) T es continua, esto es, si (pn)nen converge a ¢ en D(Q), entonces (T (on))nen converge
aT(p) en R.

Denotamos el valor de la distribucion T en ¢ por (T, p).

88

Los espacios C'(U; R™) , LP(U,R™) etc.Son espacios con funciones U — R™, u = (u', ..., u™)



Definicion 16. El conjunto de las distribuciones escalares sobre § es un espacio vectorial real,
denotado por D'(Q?). Diremos que una secuencia de distribuciones escalares (Ty,)nen en D'(2)
converge para T en D'(Q), si

(T, ) = (T, ) en R, cuando n — oo,
para todo ¢ € D(£2).

Definicién 17. Sean T una distribucion sobre Q y a un multi-indice. La derivada DT (en el
sentido de las distribuciones) de orden |a| de T es el funcional definido en D()) por

<DaT7 ()0> = <_1)‘a|<T7 Da90>7v90 € D(Q)

6.3. Espacios de Sobolev

Definicién 18. Sea Q@ C R™ un abierto. Denotamos por LP(Q)), con 1 < p < oo, el espacio
vectorial de las (clases de ) funciones medibles u : Q@ — R, tales que |ulP es Lebesgue integrable
en Q. LY(Q) es un espacio de Banach con la norma

follsion = ( [ ol d$>;

En el caso de p = 0o, denotamos por L () el espacio vectorial de las (clases de) funciones
Lebesgue medibles y esencialmente limitadas en €2, es decir, existe una constante C > 0, tal
que

lu(z)| < C, casi siempre en Q.

FEste es un espacio de Banach equipado con la norma

] oo (€2 )—supeSSIU( )|
€]

En particular, si p = 2 tenemos que L?(£2) es un espacio de Hilbert cuya norma y producto
interno seran denotados respectivamente por

ol 2y = (/ ju(e |2dx) ¥ {ut) i = [ ale)ole) do.

Diremos que una secuencia () en LP(Q) converge para ¢ en LP(S2), si [|¢n — ¢[|1rq) — 0.
cuando n — oo, para 1 < p < co.

Definicién 19. Considerando el espacio LP(€)) hacemos la siguiente identificacion para el dual
topoldgico

[LP(Q)) =~ LUQ),
donde p y q son indices conjugados, es decir, % + é = 1. Cuando p = 1, hacemos la identifi-
cacion

[LHQ)]) = L=(%),
Ademds si 1 < p < oo entonces LP(Q)) es separable y si 1 < p < oo, LP(Q) es reflexivo.
Definicién 20. (Espacios de Sobolev). Sean m € NU{0} y 1 < p < oo. Definimos el espacio de
Sobolev de orden m, denotado por W™P(Q) como el espacio vectorial de las (clases de) funcio-

nes en LP(S), para las cuales sus derivadas de orden ||, en el sentido de las distribuciones,
pertenecen a LP(QY), para todo 0 < |a] < m, es decir,

WmP(Q) = {u € LP(Q) : D € LP(),Y0 < |a| < m}.
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Los espacios de Sobolev W™P(Q) equipados con las normas

|ullwm.p o) = Z / | D ()P dz | , cuando 1 < p < oo
Q

laf<m

||| yyrm.o0 () = Z sup ess|D%u(x)|, cuando p = oo,

la]<m e

son espacios de Banach.

En particular, p = 2, el espacio W™2(£2) es un espacio de Hilbert separable y reflexivo, es

denotado por
H™(Q) = {u € L*(Q) : D% € L*(),V|a| < m},

cuya norma y producto interno serdn denotados, respectivamente, por

2

lullzmey = | Y ID% U2y | ¥ (wv)am@y = D (D, D) 2(q).

|ao| <m || <m

Definicion 21. Sean X y Y dos espacios normados con X C Y, diremos que X estd inmerso
continuamente en Y si existe C' > 0 tal que

1 X|ly < Cllz|lx,Vr € X

En este caso, escribimos X — Y.

Observacién (i) Note que decir que la inmersién es continua es equivalente a decir que la
aplicacién identidad i : X < Y dada por i(z) = x, para € X es continua. (ii) Note que con
una estructura topolégica como la anterior tenemos que H™ () — L?().

Definicién 22. Definimos el espacio Wi () como la clausura de D(Q) en W™P(Q).

El dual topolégico del espacio WP () es representado por W~"-4(Q), con p y ¢ indices
conjugados. Si ¢ € W, "™%(Q), entonces ¢ ) pertenece a D'(Q)). En el caso de p = 2

W22() es denotado por H{'(9) cuyo dual es H™(12).

Teorema 26 (Teorema de inmersién). Sean m > 1,1 < p < oo y Q@ C R™ un subconjunto
abierto, limitado y con frontera reqular.

1. Si % — ™ >0 Entonces W™P(Q) — L(Q2) donde % = % - m
2. Si % — ™ =0 Entonces W™P(Q) — L1(Q2) donde q € [p,+00)
3. Si % — ™ <0 Entonces W™P(Q) — L>(Q)

Siendo estas inmersiones continuas.
Ver demostracién en [32].

Teorema 27 (Rellich-Kondrachov). Sea Q C R™ un conjunto abierto, acotado y con frontera
I' reqular

' n—2m

1. Sin > 2m, entonces H™(Q) <. L¥(Q), donde p € [1 n ) :
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2. Sin = 2m, entonces H™(Q) <. LY (Q), donde p € [1, +0o0).

3. 8in < 2m, entonces H™(Q) <. C¥(Q), donde k es un entero no negativo tal que
k<m-— (%) <k+1.

donde el simbolo —. denota inmersion compacta.
Ver demostracién en [4].

Teorema 28 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). El conjunto Bg: = {f € E': ||f|| < 1} es compacto
para la topologia débil* o(E', F), donde E es un espacio de Banach.

Ver demostracién en [4].

Teorema 29 (Teorema de la traza). Sea 2 C R™ un conjunto abierto acotado de clase C™*! con
frontera T'. Entonces existe una aplicacion traza v = (Yo, ..., Ym—1) de H™(Q) en (L*(Q))™,
tal que

1. Siv e C>®(Q), entonces Yo(v) = v|r,11(v) = %]p, cey Ym—1(v) = ‘g:Tlllf\r donde e es el
vector mnormal unitario exterior a la frontera I’

2. La imagen de 7y es el espacio H;:ol H™=3=12(1).
3. El nicleo de v es HJ*(S2).

Ver demostracion en [22].

6.4. Desigualdades Importantes

Lema 10 (Desigualdad de Gronwall). Sea z(t) una funcién real absolutamente continua en
[0,a), tal que para todo t € [0,a), se tiene

z(t)=C —i—/o z(s) ds.

Entonces z(t) < Cet,Vt € [0,a).
Ver demostracién en [6].

Lema 11 (Desigualdad diferencial de Gronwall). Sea u(t) una funcidn no negativa y diferen-
ciable en [0,T] que satisface

u'(t) < f(H)ult) +g(1),
donde f(t) y g(t) son funciones integrables en [0,T], entonces

t
u(t) < elo F(r)dr [u(O) +/ g(s)e= Jo F()dr ds] ,Vt € [0,T7.
0
Si f(t) y g(t) son funciones no negativas , entonces la expresion se torna
t
u(t) < elo ()T [u(O) —I—/ g(s) ds] ,Vt € 10,7).
0

Ver demostracién en [6].
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Lema 12 (Desigualdad de Poincaré-Friedrichs). Sea @ C R™ un abierto acotado en alguna
direccion x; de R™, es decir, existe una direccion e; talque |m;(Q)| < C, donde C' es una
constante, m; : R™ — R es la proyeccion sobre el eje e;. Entonces, existe una constante
Cq > 0, tal que
2 2
HUHL2(Q) < CQHVUHLQ(Q)v

para cualquier u € HE ().

Ver demostracién en [32]. Note que por el lema 12 tenemos que las normas |lu g1y ¥
[Vwl|2(q) son equivalentes en Hj(Q2)

)
Lema 13 (Desigualdad de Young). Sean a,b constantes positivas, 1 <p < oo y1 < g < o0

tales que % + é =1 entonces
a? b9
ab < — + —.
p q
Ver demostracién en [4].
Lema 14 (Desigualdad de Holder). Sean f € LP(Q) y g € LP(Q) con 1 <p<oo y 1% + % =1,

entonces fg € LY(Q) y

1fallzrey = /Q gl < 1 a9l zoce-

Ver demostracién en [4].

6.5. Interpolacion de Espacios de Sobolev

Los resultados que enunciaremos y sus demostraciones pueden ser encontrados en (Lions;
Magenes; 1968).
Sean X y Y dos espacios de Hilbert separables, con inmersién continua y densa, X < Y.

Sean (;)y v (;)y los productos internos de X y Y respectivamente. Indicaremos por D(S), el
conjunto de todas las funciones u definidas en X, tal que la aplicacién u — (u,v)x,v € X,
es continua en la topologia inducida por Y. Entonces (u,v)x = (Su,v)y define S como el
operador limitado en Y con dominio D(S) denso en Y.

Observe que S es un operador auto-adjunto y estrictamente positivo. Usando la descom-
posicién espectral de operadores auto-adjuntos, podemos definir S?,0 € R. En particular
usaremos A = S1/2. El operador A, es auto-adjunto, definido positivo en Y, con dominio X y

(u,v)x = (Au, Av)y,Yu,v € X.
Definicion 23. Con las hipdtesis anteriores definimos el espacio intermediario
[X,Y]s =D (A1‘9> 0<6<1,
donde D (Al_e) representa el dominio de A'=Y, equipado con la norma
el vy, = lullf + 114"l
observemos que:
1. X 5 [X,Y]p—= Y.
—0
2. Nullxyvy, < Il Nl
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3. 510 <6y <0 <1 entonces [ X,Y]p, = [X,Y]e,-
4 HX;Y]%? [X7 Y]91]0 = [X7 Y](170)90+991'
Teorema 30. Sean ) C R", s > % Entonces,
du 1
H? = : H(Q), — = <j —=.
s {u u € ()’&/j 0,0<j<s 2}

Teorema 31. Sean 2 C R",s1 > s9 > 0,81 y so diferentes de k + %, keZ. Sis=(s—0)s1+
Oso # k + %, entonces
[Hg' (), Hg* ()] = H(€2)

1
[ (), HY@)g = HY(Q), cons = (1-0)m # k+
con las normas equivalentes.

Teorema 32. Sea 2 C R™ abierto con frontera C°°. W una extension de u es una aplicacion

continua de H*(Q) — H*(R™) si y solamente si 0 < s < %, ademds, U es una aplicacién

continua de H§(Q) — H*(R™) para s > & si y solamente si s # k+ 5 con k € Z.
6.6. Espacios
L7(0,T; X)

Definicién 24. Sean X un espacio de Bancha y T > 0. Denotamos por LP(0,T;X),1 < p < oo,
el espacio vectorial de las (clases de) funciones u : (0,T) — X fuertemente medibles tales que
la funcidn t — |Ju(t)||% vy es Lebesgue integrable en (0,T), equipado con la norma

T v
lullsorio = [ Tullxar)”
es un espacio de Banach.

En el caso p =2 y X un espacio de Hilbert, el espacio L*(0,T; X) es también un espacio
de Hilbert cuyo producto interno estd dado por

T
(1 0) L2(0rx) = /0 (ult), v(t))-

Si p = o0, denotamos por L>(0,T;X), el espacio vectorial de las (clases de ) funciones
u: (0,T) — X, fuertemente medibles, tales que la funcion t — ||u(t)| x pertenezca a L*°(0,T),
que equipado con la norma

[ullz(or,x) = sup essllu(t)|x,
te(0,T)

es un espacio de Banach.

Observe que cuando X es reflexivo, separable y 1 < p < oo, tenemos que LP(0,7; X) es
un espacio reflexivo y separable cuyo dual topolédgico se identifica como el espacio de Banach
L%(0,T; X"), donde p y ¢ son indices conjugados y X' es el dual de X.
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Teorema 33 (Aubin-Lions). Sean By, B y By espacios de Banach tales que
By —. B < Bl,

donde By y By son reflexivos — denota la inmersion continua y <. inmersion compacta.
Defina
W = {ue LP(0,T; By) : v’ € LY(0,T; By)},

donde 1 < p,g< oo yT > 00, equipado con la norma
ullw = llull zr0,1:8,) + ||u/HLq(O,T;B1)-
entonces W es un espacio de Banach y W —. LP(0,T; B).

Ver demostracién en [28]. Una consecuencia del teorema es la siguiente: Si (uyp)nen €s
una secuencia limitada en L2(0,T; By) y (u/,)nen es una secuencia limitada en L2(0, T; By),
entonces (up)nen es limitada en W, donde existe una subsecuencia limitada (un, )nen tal que
Uy, — u fuerte en L2(0,T; B), cuando k — oo

Definicion 25. Sean X espacio de Banach y T > 0. Entonces definimos el espacio de las
funciones débilmente continuas como el espacio de las (clases de ) funciones u € L*(0,T; X),
tales que u : [0,T] — X es la aplicacion t — (p,u(t)) es continua de [0,T] en R para todo
¢ € X' = L(X;R). Este espacio serd denotado por Cy([0,T]; X).

Teorema 34. Sean X y Y espacios de Banach tales que, X — Y y X reflexivo. Entonces
tenemos que

LOO(Oa T X) N Cw([oaT]; Y) = Cw([O,T];X).

Ver demostracién en [41].

6.7. Teoria de Semigrupos

Definicién 26. Sea X un espacio de Banach. Una aplicacion S : RT — L(X) es un semigrupo
de operadores lineales limitados de X, se

1. 8(0) = I, donde I es la aplicacion identidad del espacio X.
2. S(t+s)=S(t)S(s),Vt,s € RT.
Diremos que S es de clase Cp, o fuertemente continuo, si

lim [|S(t)x — z||x =0,Vx € X.
t—0t

Y S es uniformemente continuo si

lfm ||S(t) — ]| = 0.

t—=0+
Los siguientes resultados tienen su demostracién en [37].

Teorema 35. Si (S(t))i>0 es un semigrupo de clase Cp, entonces existen constantes w > 0 y
M > 1, tales que
IS@] < Me, vt > 0.
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Corolario 2. Sea (S(t))i<o un semigrupo de clase Cy, entonces para cada x € X, la aplicacion
t— S(t)x
es continua. Equivalentemente para cada v € X.

lim S(t)x = S(s)z,Vt, s € RT.

t—s
Definicién 27. Si ||S(t)|| < 1, para todo t > 0, diremos que S es un semigrupo de contracciones.

Definicién 28. El operador A definido por

D(A) = {S € X: lim Stz —x existe }

h—ot h
! S(h)
r — X
Alz) = lim ———
(z) = Mim == —

es llamado gemerador infinitesimal del semigrupo S.
Note que A es un operador lineal y D(A) es un subespacio de X.
Teorema 36. Sea (S(t))i>0 un semigrupo de clase Cy y A su generador infinitesimal. Entonces,

1
1. lim

t+h
lim h/h S(s)x ds = S(t)z,Vx € X.

2 /Ot S(s)z ds € D(A), ¥z € X, y A (/Ot S(s)z ds> Stz — 2.

3. Para todo x € D(A),S(t)r € D(A) y %S(t):p = AS(t)x = S(t)Ax.

t t
4. Para todo x € D(A),S(t)r — S(s)x = / AS(T)x dr = / S(r)Az dr.
0 0

Corolario 3. El generador infinitesimal de un semigrupo de clase Cy es un operador lineal
cerrado y su dominio es un espacio vectorial denso en X.

Proposicion 6. Un operador cerrado con dominio denso y el generador infinitesimal de el
mazximo un semigrupo de clase Cy.

Ver demostracién en [18].

Definicién 29. Sean X espacio de Banach, X* el dual de X y (;) la dualidad entre X y X*,
defina
J(x) = {z* € X*: (z,2") = |||k = ="k}

Note que, por el teorema de Hahn-Banach, J(z) # 0,Vz € X.

Definicién 30. Una aplicacion de dualidad es una aplicacion j : X — X* tal que j(x) €
J(x),Yx € X es decir, (z,j(x)) = [lz]* = [j(2)|*.

Definicién 31. Diremos que el operador lineal A : D(A) C X — X es disipativo si para alguna
aplicacion de dualidad j,
Re(Ax,j(z)) <0,Vz € D(A).

Si ademdas existe X > 0 tal que IM(A — A) = X, entonces diremos que A es m—disipativo.
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Observe que si X es un espacio de Hilbert, entonces diremos que A : D(A) C X — X es
disipativo si
Re(Ax,z) <0,Vz € D(A).

Diremos que A € G(M,w), cuando A es el generador infinitesimal de un semigrupo de clase
Cy, denotado por (S(t))i>0 que satisface

1S(t)]| < Me¥t, vt > 0.

Teorema 37 (Lumer- Phillips). A € G(1,0) si y solamente si A es m—disipativo y posee
dominio denso en X.

Ver demostracién en [37].

Proposicién 7. Sea A : D(A) C X — X un operador lineal y X un espacio de Banach. Si

D(A) = X, A, A* son disipativos y A es cerrado (condicion equivalente A** = A), entonces
A€ G(1,0).

Ver demostracion en [37].

6.8. Problema de Cauchy Abstracto

Sean X un espacio de Banach, A : D(A) C X — X el generador infinitesimal de un
semigrupo (S(t));>o de clase Co y f € L'(0,T;x). Dado ug € D(A) el problema de Cauchy
abtracto consiste en determinar una funcién u(t), tal que

du
{dﬂw:Ammt>a 61)
u(0) = up.

Definicion 32. Diremos que u es la solucion cldsica (o fuerte) de (6.1) en [0, +00) siu satisface

(6.1) y C(RT; D(A)) N CY(RT; X).
Teorema 38. Si A € G(M,w) yuy € D(A), el problema (6.1) posee una solucion cldsica.

Ver demostracion en [18]. Considere Ahora el siguiente problema

{2?0=Aww+ﬂamm¢>07 (6.2
u(0) = ug € X.

Definicién 33. Una funcion u : [0,4+00) — X es una solucion cldsica de (6.2) en [0,+00) si u
satisface (6.2) en [0,4+00) y si u € C(R; D(A)) N CY(RY; X). Una funcion v € C([0,T]; X),
dada por

t
u(t) = Syuo + [ S(t = s)f(s.uls) ds,
0
es llamada "mild solution” o solucion generalizada de (6.2) en [0,T].
Note que si f = 0, entonces u(t) = S(t)ug, con ug € X es llamada la "mild solution” de (

Teorema 39. Sea f : [0,+00) x X — X wuna funcién continua en t. Suponga que para cada
T > 0, existe una constante L = L(7), tal que

Entonces para cada uy € X, (6.2) posee una unica mild solution v € C([0,7]; X). Ademds la
aplicacion ug — u es continua de X en C([0,7]; X).

Ver demostracion en [18].
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6.9. Resultados Importantes

Teorema 40 (Punto fijo de Banach). Sean E un espacio de Banach y F C E un subespacio
cerrado de E. St f : F — F es una contraccion, entonces existe un unico z € F, tal que

f(z) = z.
Ver demostracion en [38].

Teorema 41 (Punto fijo de Shauder). Sea X wun espacio de Banach y sea K un conjunto
compacto de X. Si f: K — K es una aplicacion continua, entonces existe al menos un punto
fijo de T, es decir, existe x € K tal que f(z) = x.

Ver demostracion en [4].

Teorema 42. Sea X un espacio normado y B1(0) C X la bola cerrada unitaria, entonces B1(0)
es compacta si y solo si, X posee dimension finita.

Ver demostracién en [4].

Teorema 43. Si X es un espacio vectorial normado y M es un subespacio de X de dimension
finita, entonces M es cerrado.

Ver demostracién en [3].

Teorema 44 (Convergencia dominada de Lebesgue). Sean (f,) una secuencia de funciones
medibles de Q, f:Q — X yge LY(Q). Si

| ()| < g(x), casi siempre enf),¥n € N

lim f,(z) = f(x), casi siempre en
n—oo

entonces

lim [ fu(2) de= [ f(z)dz.

Ver demostracién en [14].

Teorema 45 (Teorema de unicidad de Holmgren). Sea P un operador diferencial con coeficien-
tes constantes en R™. Sea u una solucion de Pu =0 en Q1 donde Q1 es un conjunto abierto
de R™. suponga que u =0 en Qo donde Q2 es un subconjunto abierto no vacio de Q1.

Entonces u = 0 en Q3, donde Q3 es un subconjunto abierto de QQ1 que contiene a Qo y
tal que cualquier hiperplano caracteristico del operador P que sea intersecado por Q3 también
interseca a Q1.

Ver demostracién en[21].
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