neeg,la dindmica de la fase de vapor puede considerarse despre-
ciable.

Balance de componente A:

SoFoXao - 8FXa = d (8VioXa) (2.13)
dt

Xa: Fraccidén masa de A en el evaporador.

Balance de material total: . le| va ey

80Fo - 86F - 8vFv = d (8VL) S [ 1N (2.14)
dt

Se debe disponer de una expresién que relacione los cambios de la

densidad con la composicidén y la temperatura:
5 = £(Xa,T) (2159

Incognitas:F,Xa,Vn,8,6v,Fv,T LC
Balance de energia:

50FoCpoTo-8FCpsT+Q-6vFv(CeT+Hrv) = d (6VLCesT) . (2.16)
dt b M el
T " LY _
Hrv:Entalpia de vaporizacién del liquido (Se asume constante con
la temperatura). Cepg: Capacidad calorifica de la solucidén.Ce:

Capacidad calorifica del liquido.
Ce = £(T) (2.17) Ces = f(T,Xa) (2.18)

Incognitas: @Q,Ces,Ce

Si la presidén de descarga (Pp) no es muy diferente de la presidn
en el evaporador (caida de presién pequefia en la linea de
salida),el flujo de vapor estd dado por la expresion:

Fv = Ke[(P-Pp)/6v]ir2 (2.19)
Flujo de solucidén que sale del evaporador:
F = Kea(P+65(g/2c)V/A)1/2 (2.20)

A: Area de seccidn transversal del evaporador.
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Incognitas: P

Presidon de la fase de vapor:
P = KsPv (2.21)

Ke Depende,en general,de la composicién y temperatura de la
solucién.Para soluciones diluidas su valor es igual al de la
composicién de la solucién (Xa).La presién de vapor del liquido

puro depende de la temperatura.
Ke =f(Xa.T) (2.22) Pv = £(T) (2.23)
Densidad del vapor:

8v = PM (2.24)

RT

M: Peso molecular del solvente.
Incognitas: Ks,Pv
Finalmente, el sistema retroalimentado de control aporta una

ecuacidén cuya forma depende del modo de control que se emplee.
Q@ = £(P) (2.25)

Cuando la velocidad de vaporizacién del ligquido y el flujo de
vapor (Fv)son muy diferentes,la dinamica de la fase de vapor no
puede despreciarse,siendo necesario plantear algunas ecuaciones

diferentes a las del modelo anterior.

Balance de material para la fase liquida.

SoFoXao - 6FXa = d (&6ViXa) (2.18)
dt

8o0Fo - 6F - Wv = d (&VL) . (2.26)
dt

Wv : Liquido vaporizado (masa/tiempo)
Balance de material para la fase de vapor.

Wuv — 8vFv = 4 (6vVv) (2.273
dt
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Incognitas: 8,F,Xa,VL,Wv,6v,Fv,Vv

5 rd - 4
Ecuacion de energia para la fase liquida.

850FoCroTo-8FCesT-Wv (CepT+HLv )+Q = d (&VLCesT) (2.28)
’ dt

Ecuacién de energfa para la fase de vapor.

Wv (CpT+HLv )-8vFvHv = d (6vVvUy) (2.29)
dt

Hv,Uv: Entalpia y energia interna del vapor a la presién P~ y

temperatura Tv.
Hv = f(Tv,P") (2.30) Uy = £(Tv,V+) (2.31)

Para obtener la ecuacidon (2.30) o (2.31) en forma explicita,es
necesario acudir a una de las relaciones de Maxwell y a una

ecuacién de estado.
Si se asume comportamiento de gas ideal para el vapor,

Hv

CeT + Hrov + Cpv(Tv - T) (2.30A)

I

Uv CeT + Urv + Cpv(Tv - T) (2.31A)

Cpv: Capacidad calorifica a presién constante del vapor.ULv:
Energia interna de vaporizacién.

Incognitas: Ceps,Cep,T,Hv,Uv,Q,P " ,Tv

Un modelo menos riguroso,pero que puede representar con una
aproximacidén aceptable el proceso,es aquel obtenido asumiendo que
existe equilibrio térmico entre las fases.En este caso se

requiere de una sola ecuacién de energia (la ecuacién 2.28)..*

La velocidad de vaporizacién del liquido puede expresarse
mediante la siguiente relacidn.
Wy = Km(P - P7) (2.32)

P:Presidén de vapor de la solucidén a la temperatura T. P :Presién
que ejerce la fase de vapor.Km:Coeficiente.Se asume constante con

la presidén y la temperatura
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Incognitas: P

Son validas las ecuaciones (2.158Y5(2.17),:(2.18) ;(2.21) v (2:23).

Densidad del vapor

v = P°M | (2.33)

Para que las ecuaciones (2.19),(2.20) y (2.25) formen parte del

modelo,es necesario substituir P por P°.

Finalmente,para que el modelo quede completamente especificado,es
necesario plantear la siguiente relacién que hace referencia a

una restriccidén fisica del sistema.
V = VL + Vv (2.37)

Perturbaciones:Fo,To,Xao0,Pp.

2.2.5 A una columna de evaporacién instantanea (ver figura 2.5)
se suministra una corriente liquida con dos componengtes (A y
B),a un flujo Fo (volumen/tiempo), con una fraccién mol de A
Xao,presiéon Po y-temperatura To.La presién Po es mayor que la
correspondiente al punto de ‘burbuja de la mezcla.la corriente
liguida pasa a través de una valvula,presentandose un proceso de
expansion isoentélpica;como consecuencia la corriente gueda a una
presién P menor que la correspondiente al punto de burbuja de la
mezcla ligquida a Té,ocurriendo la evaporacién de la misma en la

columna.

En las ecuaciones planteadas a continuacién se consideran
despreciables la dindmica de la fase de vapor,las moles de vapor
retenidas,comparadas con las del liquido,y los cambios de
densidad y capacidad calorifica con la composicidén y la
temperatura.La primera suposicidén es razonable si se tiene en
cuenta gque en muchos sistemas la densidad del vapor es mucho

menor que la del liquido.
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FIGURA 2.5 COLUMNA DE EVAPORACION INSTANTANEA.

»* Balance de material.

6Fa - 6FL - 6vFv = d (&VL)
dt

S8FoXao - 8FrXa - 86vyFyYa = d (8VpXa)
Mo ML Mv dt Mo

Mo,Mr,Mv: Peso molecular promedio de la solucidn

sumin'istra,liquido y vapor en la columna. Ya: Fracciodn

componente A en el vapor.

ML = MaXa + (1-Xa)Me  (2.40) My = MaYa+(1-Ya)Mp

Incognitas: Fr,Fv.86v,Vo,ML,Mv,Xa,Ya,P,T

12 7
Ecuacion de energia.

8FoHo - &FrHrn - &vFvHv = d (8VLCeT)
dt

Ho = (XAO/Mq)MaHs+CPTo He = (Ma/MpL)XaHs+CeT

Hv = (MA/MV)YA(CPAT+HLVA)+{1-Y51MB(CPET+HLVB)
Mv
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‘Hs: Cglor de solucién por unidad de masa de A,a la temperatura
de referencia (cerc grados).Se asume constante con variaciones sii
la composicién.

Incognitas: Hr,Hv,T

Flujo de liquido y vapor.
Fr = Ke1[P+6(8/8c)VL/A]1/2 (2.48)
Fv = K¢[(P-Pp)/bv]1-/2 (2.47)

Pp: Presidén a la cual descarga el vapor.
Ecuaciones de equilibrio.

P = £f(T,Xa) (2.48) Ya = £(T,Xa) (2.49)

2.2.8 En un reactor que contiene una sustancia liquida B se
burbujea,mediante un distribuidor localizado en el fondo,un
compuesto gaseoso A (ver figura 2.8).En el reactor se lleva a
cabo la reaccién A(g) + B(l) --> C(l),la cual es de primer drdén
con respecto a A y B.Puede asumirse gque la operacidén es

isotérmica.

,f’-l“\\ -

‘@_ﬁ._

___—1!’_#_1!Bk*;§—*r

Va, Pa

T —

Fe

Ceo \b_—"’,_/

FAa

FIGURA 2.6 -REACTOR CON BURBbJEO GASEOS0
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Para que los reactivos entren en contacto se requiere,en primer
lugar,que el gas A se disuelva en el liquido.Se presenta entonces
un proceso de transferencia de materia seguido por una reaccion
quimica.El mecanismo mds lento controla la velocidad global del
proceso.Si la velocidad de_}ransferencia de materia es peque-
fna,comparada con la velocidad de reaccidn,el efecto cinético es
despreciable;el gas se disuelve e inmediatamente reacciona,con lo
cual la concentracién de A en la fase ligquida sera muy baja en

todo momento.

En el modelo que se desarrolla a continuacién,se considera que
tanto la velocidad de transferencia de materia como de reaccidn

son de importancia.

Balance de material para la fase gaseosa.

5aoFa - 8aFv - NaAaMa = d (8aVa) (2.50)
at

A
Na:Flujo de reactivo A a la fase liquida (Moles/tiempo.Area).
Ac:Area de las burbujas de gas. Ma:Peso molecular de A.

Incognitas:8a,Fv,Na,Aq,Va
El &4rea de transferencia de materia depende de la presidén de
suministro del gas.

Ag = f(Pao) (2.51)
Balance de componente A en la fase ligquida.

NaAa - KVCaACs - FrCa = d (VCa) (2.52)
' dt

Incognitas:V,Ca,Cs,FL

Balance de componente B en la fase liquida

FeCeBo - FrCe -KVCaCe = d (VCe) (2.53)
dt

Balance total de materia

37


http:qu�mica.El
http:l�quido.Se

6eFe + Sa0Fa - &Fr - 6aFv = 4 (8V + 86aVa) (2.54)
dt

Flujo de transferencia de materia
Na = Kn(Ca* - Ca) (2.55)

Ca™:Concentraciéon de equilibrio de A en la interfase.Puede
considerarse constante despreciando los efectos de presién.

Krn:Coeficiente de transferencia de materia.La transferencia de
materia es generalmente limitada por la difusidén a través de la

pelicula liquida estancada.

Ecuaciones de estado.

6a = PaMa (2.588) 6=£(Ca,Cpr) (2.57)

Incognitas:8,Pa
Ecuaciones para los sistemas de control.

Fv = £(Pa) (2.58) Fr, =£(Pa,¥V=Vg) (2.88)
A

Vo:Volumen de liquido hasta la linea de salida.
Va + V = Volumen del recipiente (2.60)

La seleccién de las ecuaciones de balance de material que
conforman el modelo,debe hacerse de forma tal que permita el
empleo del maximo numero de estas ecuaciones.Por ejemplo,el
empleo de los balances de material total y de componentes A y B

. / .
86lo aportaria tres ecuaciones al modelo.

2.2.7T El modelo que representa la dindmica de un intercambiador
de tubos concéﬁtricos,se puede desarrollar con base en el
esquema presentado en la figura 2.7a.Un liquido a una tempera-
tura To y con un flujo Fa fluye por el tubo interior.Este
ligquido es enfriado por otro gque fluye en contracorriente por el
tubo exterior,entrando a una temperatura Tco y con flujo Feco.lLas

pérdidas de calor al exterior son despreciables.
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FIGURA 2.7 INTERCAMBIADOR DE TUBOS CONCENTRICOS
En el modelo que se desarrolla a continuacidén se -asume gque las

capacidades calorificas y las densidades son constantes.

El balance de energia del fluido que circula por el tubo
interior debe plantearse para un elemento diferencial (ver
figura 2.7b),pués la temperatura varfa con el tiempo y la
posicién.A continuacién se especifican los términos con los

cuales se conforma la ecuacidén que representa este balance.

Entalpfa que entra al elemento:&5vACeT

Entalpia que sale del elemento:85vACpT+ 986vACPTdX
X

Calor que entra por conduccién en X:gA

Calor que sale por conduccidn en X+dX:gA+__9 gAdX
9X

Calor transferido:hinDs(T-Tw)dX

Acumulacién de energia:_@ SACPTAX
ot

Agrupando los anteriores términos se obtiene:

dT =-v_9T + hanDi(T-Tw) + a_ 22T (2.61)
dt 29X SACE 29X

A: Area de seccidén transversal del tubo interior.hi: Coeficiente
pelicular en la pared interior del tubo interior.a: Difusividad

térmica

39












BIBLIOGRAFTA

LUYBEN W.L. Process modeling,simulation and control for chemical
engineers.Mc Graw Hill,1973,558p.
STEPHANOUPULUS GEORGE. Chemical process control.Printice
Hall, 1984,694p.
SMITH CARLOS A.,CORRIPIO ARMANDO B. Principles and practice of
automatic process control.John Wiley & Sons,1985,614p. )

y COHEN WILLIAM C.,JOHNSOSN ERNEST F. Dynamics charateristics of
double-pipe heat exchangers, Ind.Eng.Chem. ,vol 48 ,Ne6,1031-
34,1956.

43



3. COMPORTAMIENTO DINE&ICO DE SISTEMAS.

El estudio del comportamiento dinamico de un proceso,parte del
desarrollo del modelo que describe la dinamica del mismo.Este
modelo es posteriormente resuelto,obteniendose las relaciones que
establecen la forma de cambio de las diferentes variables con el

tiempo.

El contenido de esta unidad no estd orientado a la discusidén de
los procedimientos que conducen a la solucién de un modelo,sino a
la determinacién y conceptualizacién de los parametros que
caracterizan la dindmica de wun procesc.Por esta razdn,los

r'd . . .
procesos agqui analizados son relativamente simples.

El analisis se limitard a agquellos sistemas cuya dinamica esta
representada por ecuaciones diferenciales lineales (sistemas
lineales).lLas razones para tal limitacién son:

- La teoria general disponible para el disefio de sistemas de
control,se ha desarrollado con base en sistemas lineales.

- No existe una teoria general para la solucién de ecuaciones
diferenciales no lineales.Por tanto,el analisis de los siste-
mas representados por este tipo de ecuaciones,mediante técnicas
matemdticas,solo es posible en casos muy especificos.

— Cualquier sistema no lineal puede aproximarse aceptablemente a
uno lineal,alrededor de algunas condiciones de operacidén.Esta
aproximacién es de suma importancia,pués posibilita el analisis
de sistemas representados por ecuaciones no lineales,mediante

la técnica de aquellos que son lineales.

3.1 DINAMICA EN EL DOMINIQ DEL TIEMPO -

En esta unidad se estudiard el comportamiento dindmico de 1los
sistemas,empleando como herramienta el método general de solucidn
de ecuaciones diferenciales en el dominio del tiempo y el dominio

de Laplace.
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3.1.1 CLASIFICACION DINAMICA DE LOS SISTEMAS. Dinamicamente los
sistemés se clasifican atendiendo a diferentes puntos de vista:
i~ De acuerdo al ntmero de variables independientes:

- De paré&metroes concentrados.El tiempo es la tUnica variable
independiente.Son descritos por ecuacionee diferenciales
ordinarias.

- De paradmetros distribuidos.En el modelo hay mas de una
variable independiente;generalmente el tiempo y coordenadas
espaciales.Se describen mediante ecuaciones diferenciales
parciales

ii- De acuerdo a la linealidad:

- Linealea. Todas las funciones gque describen el sistema son
lineales.

- No 1lineales.Alguna de las funciones que describen el
sistema es no lineal.

iii- De acuerdo a la estabilidad:

- Estables.Son sistemas autoregulados; las variables de
salida convergen a algun valor de estado estable,después de
haberse perturbado el sistema.

- Inestables.Las variables de salida cambian indefinidamente

con el tiempo. ( _ '

iv—- De acuqrdo con el ord&n de las ecuaciones diferenciales.El
o \

ordén de un sistema lo determina el ordén de las ecuacio-

nes diferenciales que lo representan.

3:1-2 PERTURBACIONES.A continuacién se presentan los tipos de
perturbacioén mas usualmentre encontrados en el control de

Procesos.

3121 PERTURBACION ESCAION. Es una funcidén que cambia
instantaneamente de un valor a otro,continuando con este ultimo

= !
valur.Matematicamente se define como:

0] t<0
f(t)=
K £>0

Si la magnitud del cambio es la unidad,la funcidén se denomina

escaldén unitaria y se representa por:
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(

0 t<0
u(t)=
1 t>0

Esta perturbacidén se representa gréficamente en la figura 3.la.Es
el tipo de perturbacién que mas comunmente se presenta en los

procesos gquimicos.

3.1.2.2 PERTURBACION PULSO.Es una funcidén arbitraria que empieza
y términa en el mismo nivel.En la figura 3.1b se muestra una de
las formas mas comunes de esta funcién (rectangular).La funcién
pulso rectangular se caracteriza por su magnitud de cambio (K) ¥y

duracioén (D),y se define por:

t<0
0<t<D
t>D

f(t)=

OoO=O

Esta funcién puede representarse como la diferencia de dos
funciones escaldén de igual magnitud,K;la primera funcidén ocurre
en el tiempo t=0,mientras la segunda se presenta con un atraso de

D unidades de tiempo.Entonces:
f(t) = Ku(t) - Ku(t-D)

Si la amplitud es D y la magnitud de cambio 1/D,la funcidén se
denomina pulso unitaria y el area bajo la curva es 1.

3.1.2.3 PERTURBACION IMPULSO UNITARIA. Si la duracién D de una
funcién pulso unitaria se aproxima a cero,la magnitud del cambio
s8e aproxima a infinito,y el &rea bajo la curva serd siempre igual

a l.

Lim (D x 1/D) = 1
D->0

En este caso se obtiene la funcidén mostrada en la figura 3.1lc,la
cudl se denomina impulso unitaria o Dirac.Se define como cero

para todo tiempo excepto para t=0.
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!
"3.1.2.4 PERTURBACION RAMPA.Es una funcién gque cambia lir-:almente

con el tiempo.Se define como:

| O t<0
f(t)={
'Kt t>0

-

7 _
3.1.2.5 PERTURBACION SENOIDAL. Corresponde a las funciones seno y

coseno.Se define por:

[
: 0 t<0 )0 t<0
f{t)= f(t)=%
ASenwt t>0 [ACoawt £330
A:Amplitud w: Frecuencia

Esta perturbacién se representa graficamente en la figura 3.1d.

f(t) , : £(t)
K K—
t D t
a-FUNCION ESCALON b-FUNCION PULSO RECTANGULAR
(1)
f(t) A

ANYANVA

A
(Y ARV LW

c-IMPULSO UNITARIA d—FUNCIéN SENO

FIGURA 3.1 FUNCIOFZ:T DE PERTURBACION

3.1.3 VARIABLES DE DESVIACION.Estas variables se definen con
base en 8su valor de estado estable.Para una variable X(t),su

correspondiente variable de desviacién X' (t),es:
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X7(t) = X(t) - Xe

El subindice e)indica valor de estado estacionario.El concerto
de wvariable de desviacidédn se 1ilustra en 1la figura 3.2.Las
principales ventajas gue se derivan del empleo de este tipo de

variables son:

- Si el punto de arrangue es el nivel dc operacidn de estado
estable,las condiciones iniciales de todas las variables son
cero.Esto hace gque en las ecuaciones diferenciales ordinarias

los términos constantes,originados por condiciones iniciales, se

anulen.

- Lo fundamental en el anélisis del control de un proceso es la
magnitud de cambio de las variables,antes que sus valores
absolutos.Las variables de desviacidén muestran esta magnitud
directamente.

X () 4

FIGURA 3.2 VARIABLES DE DESVIACION.

r

3.1.4 LINEALIZACION.Es el procedimiento mediante el cual un
¥

gistema no lineal se aproxima a uno lineal.Supongase qgque la

dinédmica de un proceso se describe por la siguiente ecuacidn

diferencial no lineal:

dxX = £(X)
dt
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Expandiendo la funcién no lineal f(X) en una serie de Taylor

alrededor del punto Xo,se obtiene:

£(X) = £(Xo)+(df) (X-Xo)+(d2f) (X-Xo)=2+(d3f) (X-Xo)®
. dX dx= 2 dXx=3 3!

Despreciando los términos de ordén igual y superior a dos,se

obtiene como expresioéon para f(X):

£(X) = £(Xo)+(df) (X-Xo) (3.1)
dXx

La ecuacién (3.1) es justamente la ecuacién de la linea tangente
.a la curva f(X) en el punto Xo,como se ilustra en la figura
3.3.De ésta figura puede concluirse que:

-~ La funcidén lineal se aproxima bastante bién a la no lineal,en
las wvecindades del punto alrededor del cual se hace la
expansioén; lejos de este punto, la desviacidn puede ser
apreciable.

- El tamafio de la regién en la cual existe un buén grado de
aproximacién,depende de la forma de la curva en los puntos
préoximos a aquel alrededor del cual se hizo la expansion. (ver

figura 3.3).

F (XN

» ECUACION (3.9
=iy

o7 | SRR

. r r r
FIGURA 3.3 REPRESENTACION GRAFICA DEL METODO DE LINEALIZACION.
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La aproximacién que se acaba de presentar para una funcién de una
i
sola variable,puede extenderse a sistemas con mas de una

variable.Considerese el sistema descrito por las siguientes

ecuaciones:
d¥1 = f1(X1,X2)
dt
dX¥z2 = f2(X1,X2)
dt

La expansién de fi y fz en series de Taylor,despreciando los

términos de segundo ofdéﬁ en adelante da:

fi1(X1,X2)=f1(X10,X20)+ af;| (X1-X10)+ _9f1| (X2-X20)
9X1i|x10,X20 aXz| X10,X20

f2(X1,X2)=f2(X10,X20)+ Afz2| (X1-X10)+ _9f2| (X2-X=20)
OX1|X10,X20 aX2|xlo,x20

Si la funcién que se linealiza forma parte de un modelo que
describe la dinamica de un proceso continuo,el punto més
conveniente para expandir ésta en serie de taylor es el
correspondiente a las condiciones de operaciétn de estado
estable.Haciendo esto,la funcién queda expresada en términos de
variables de desviacién.Si en las wltimas dos ecuaciones se
substituyen Xio y X20 por los valores de estado estable Xie ¥y

X2e,8e obtiene:

f1(X1,X2)=f1(X1e,X2e)+ O f; X1+ 9f; X2 (3.2)
dXi|X1e,X2e dXz2| X1e,X2e

fz2(X1,X2)=f2(X1e,Xz2e)+ A fz X1+ dfz X2 (3.3)
0X1i| X1e s XZ2ea 90Xz Xle,X2e

En el caso del reactor continuo de tanque agitado analizado en la
unidad 2,tanto la ecuacién de balance de material como de
energfﬁ,contienen el término KCa.Al expresar K en funcién de 1la
temperatura,este término se convierte en Koe E-RT, el cual es no

lineal.Al linealizarlo se obtiene:
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e-E/RTCa=e-E/RTeCae + @ (e-E/RTCa)| (T-Te)
aT | Te,Cae

+ _9(e~E/RTCy) (Ca-Cae)
0 CA Te 3 CAe

=e—E/RTeCag+( E e—E/RTe(Cpe )T +e—E/RTe(Ca”)
RTeZ2

3.1.5 RESPUESTA DINAHIGA DE SISTEMAS LINEALES DE PRIMER ORDEN.Si
e tiene en cuenta la clasificacién de los sistemas atendiendo al
ordén de las ecuaciones que describen su dinamica,los sistemas de
primer oydén son aquellos descritos por ecuaciones diferenciales

de primer ordén.

La forma general de las ecuaciones diferenciales ordinarias

lineales de primer ordén es: : .
-r:.%.ﬁ 7 2
5 ey
g,fid ay + P(t)Y - X(t) (3.4) °
n \ dt
. LI
.’n T)__
La solucibén general de esta ecuacién se obtiene mediante la
aplicacién de 1los métodos del producto o de variacién del
parametro.Para el caso particular de las ecuaciones con coefi-

cientes constantes,la forma es:

aidY + aoY = bX(t) (3.5)
dt

- /
En el analisis de la dindmica y control de procesos,esta ecuacidn

usualmente se lleva a la forma:

T dY +'Y = KpX(t) (3.8)
dt i

T Se conoce como la constante de tiempo,y Kp como la ganancia de

estado estacionario.

f‘ -
A continuacién se analizaran algunos sistemas de primer ordén,con
el fin de determinar el comportamiento de =u respuesta;ésta

bl


http:ORDEN.Si

obviamente debe de ser de tipo exponencial,pués la solucibén de

toda ecuacidon diferencial de primer ordén es de este tipo.

El modelo desarrollado en la unidad dos para el reactor continuo
de tanque agitado puede,con ciertas restricciones en las
condiciones de operacion, simplificarse de forma tal que el
modelo obtenido,tenga wuna solucién matématica relativamente
simple.S8i,por ejemplo,el volumen de la fase liquida se mantiene
constante y el reactor opera isotérmicamente,la dindmica del
gistema queda descrita por la ecuacidn de balance de componente
A:

dCa + (E + K)Ca = E Cao (3.7)
dt - A Y

En condiciones de estado estacionario:

(F + K)Cae = F Caoce (3.8)
\Y \Y

Substrayendo la ecuacidén (3.8) de la (3.7),se obtiene:

TdC’a + C’a = KpC a0 (3.9)
dt
T =_1 :Constante de tiempo del proceso. T =V/F

K+F/V

Ke = 1l :Ganancia de estado estacionario del proceso
1+V/F

g
Observese que la ecuacion (3.9) es idéntica a la (3.7).De aqui
puede concluirse que,siempre y cuando,la ecuacién diferencial
ordinaria sea lineal,la forma de ésta es la misma en términos de

variables totales o de desviacidn.

La variable de perturbacion en la ecuacidn (3.9),es C ao0.85i esta
concentracién cambia instantaneamente de un valor Cace a otro

Cao1i,la perturbacidén al sistema es de tipo escaldn.
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(0] t<0

1 C a0 =/
'Caor - Caoce = Co t>0

La solucién de la ecuacidén (3.9) para tiempos mayores o iguales a

cero,conduce a la siguiente respuesta para el sistema:
C’a = KpCo(1l - e~ts/7) (3.10)

La figura 3.4 muestra la forma de variacién de la concentracién
de A con el tiempo.De esta figura puede observarse,que la
variable de respuesta se aproxima asintoticamente a un nuevo

valor de estado estacionario,

C’a (t—-—>@) = KgCo (3.11)

- ‘I-.I‘i-‘ \.J\L'

Cdls (s
da

—

FIGURA 3.4 RESPUESTA.DE UN REACTOR CONTINUO DE TANQUE AGITADO A
UN CAMBIO ESCALON EN LA CONCENTRACION DE REACTIVO.

La ganancia de estado estacionario es la razén de la magnitud de
cambio entre los valores de estado estacionario (inicial y final)
de la variable de salida,y la variable de entrada.Este parametro
determina la médxima desviacién de la variable de salida,como
consecuencia de cambios en una variable de entrada.En el caso de
sistemas lineales puede obtenersg directamente de la ecuacién de
estado estacionario.En procesos con alta ganancia,la variable de
salida puede cambiar significativamente,aln con pequefioe cambios

en la entrada (proceso con alta sensibilidad).

| %=1
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El tiempo necesario para que la respuesta (C°a) alcance un valor
determinado,depende fundamentalmente de la constante de tiempo
del proceso.En la ecuacién 3.10 puede verse que mientras menor
sea =1 wvalor de ste parametro,mas rdpido cae el término
exponencial a cero;sl dos reactores continuos de tanque agitado
operan con la misma ganancia de estado estacionario (Ki/Kz2=[V2
F11/{ViF2],pero la constante de tiempo del primer reactor es
menor (Ki>Kz2), éste reactor alcanzara mas rapidamente (en un
menor tiempe) un valor dado de la respuesta.Este hecho se ilustra

en la figura 3.5.

Primer reactor

KpCOo e e e = e e e — e — -

~— Segundo reactor

FIGURA 3.5 RESPUESTA DE DOS SISTEMAS DE PRIMER ORDEN CON
- DIFERENTE CONSTANTE DE TIEMPO.

Las ecuaciones que describen la dindmica del proceso analizado en

la aplicacidén 2.2.2 son:

F = Fa + Fe (3.12)
V dXa + FXa = Fa (3.13)
dt
Para obtener la solucidn de la ecuacion (3.13) es

necesario,primero linealizarla.Después de efectuar ecsta operaciodn

y substraer de la ecuacién resultante,la correspondiente al

estado estacionario se obtiene:

V d¥’a + FaX'a = F'a - F Xae (3.14)
dt
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Para una perturbacién escalén,en la cual Fa cambia instanta-

neamente de Fas a Fai y FB permanece constante:
0 t < 0
F-a =
Fai - Fae = Lo i S 0
De la ecuacion (3.12) se concluye que,
F° = F-a (3.15)

Reemplazando F~ de la ecuacidén (3.15) en la ecuacidn (3.14),

VdX'a+Xa=(l - Xae) F'a (3.18)
Fa dt Fa

T = V/Fa Kp = (1 = XAE)/FB
La solucidon de la ecuacidn (3.18) es:
X’a = Kglo(1l - e—t/7)

Las ecuaciones que describen la diné&mica del sistema de flujo por
gravedad,analizado en la unidad dos,son (para el caso de flujo

turbulento):
Fo - F = A dZ
dt
F = KedZ

Reemplazando la segunda ecuacidén en la primera,se obtiene:

Fo - KedZ = A dZ (3.17)

Q.
ct

Esta ecuacién es no lineal,debido al término KefZ.S5i se hace la

substitucién u = {Z,8e obtiene:

28 ( udu ) £ dt
Fo - Kfu

Integrando esta ecuacién para el caso en el cual el flujo de
entrada cambia repentinamente de un valor de estado estacionario

(Foe) a un valor Foi.se llega a:
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Ln (Foi1 - Ked2) = - Ke2 t + Foe — Kei2
Foi1 - Foe 2AFo1 Fo1

La solucién de la ecuacibébn (3.17) también se puede
obtener,recurriendo a la linealizacién del término KefZ.Después

de linealizar y substraer de la ecuacién resultante la de estado
estacionario,se obtiene:

Adz” +Ke 2° = Fo (3.18)
dt 212 e
v 2 28{Z%e = ZVa Kp = 2172 = 27¢
Kr Foa Ke Foe

Ve es8 el volumen correspondiente al estado estacionario.La
perturbacién se expresa mediante la siguiente funcién escalédn:

0 t <0
F'o =

|IFo1 - Foe = Lo t >0

La solucién de la ecuaciodon (3.18) es:

Z" = KpLo(l - e~®/7)
sl
. 71
b_' Soluci 1
5 o ucion exacta
S S
4 . Solucion aproximada
-]
- sl
L ]
[ =
L]
® 4
i
z
3 1 1 Fi __iE . i | l
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FIGURA 3.8 RESPUESTA DE UN TANQUE CON FLUJO POR GRAVEDAD.



" En lq figura 3.6 se grafica tanto la solucién exacta (analitica)

como la aproximada (linealizando). asumiendo los siguientes
/!

valorese numericos: A = 20 pie*,Kr = 10 pie3/min,Foe = 20

pie@/min,Foxr = 25 pie3/min.Como puede apreciarse,la solucibn

linealizada se aproxima muy bien a la exacta en una regién
cercana a las condiciones de estado estacionario. Sin embargo, a
medida que el tiempo transcurre,la respuesta del sistema se aleja
de estas condiciones y la aproximacién es cada vez menos
rigurosa.

En la figura 3.7a y 3.7b se muestran el &4rea de seccibdn
transversal y la distribucié4n general de temperaturas de un

térmometro de vidrio con mercurio.

Pored 4q yidrio

Resistencia pelicular Mercurio

Pelicula

FIGURA 3.7 DISTRIBUCION DE TEMPERATURA EN UN TERMOMETRO DE
VIDRIO.

Para obtener las ecuaciones que representan la dinamica de este
sistema,pueden hacerse las sigulentes suposiciones simplifi-

cantes,que conducen a un modelo de simple solucién matematica:

La resistencia a la transferencia de calor ofrecida por el
vidrio y el mercurio son dJdespreciables comparadas con aqQueiia
ofrecida por la pelicula alrededor del bulbo.Esto implica que
la temperatura del mercurio y la pared del vidrio son la miema.
- La capacidad calorifica del vidrio es-despreciable.

- La temperatura del mercurio es uniforme.

- La pared del vidrio que contiene el mercurio no se expande ni

contrae durante la respuesta transitoria.
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La aplicacidén de un balance de energia al bulbo del térmometro

conduce a la siguiente expresidn:

(mCp/hoA)(dT " /dt) + T = T a 2 e T mCp/hoA
o Ty o
m : masa de mercurio en el bulbo
Cp: Capacidad calorifica del mercurio "f.y
A : Area del bulbo para transferencia de calor ) Y

ho: Coeficiente pelicular de transferencia de calor

; % / Qo g B i
Si el térmometro se encuentra inicialmente en equilibrio con el
medio ambiente (Tao) ¥y se introduce en un bafioc a temperatura

constante (Tai),la perturbacidn es:

] 0 t

Fa
o

T a =%
|Tao - Tai = To t >0

e
La respuesta del térmometro es:
T" = To(l - e~ts7)

En el circuito mostrado en la figura 3.8 se aplica,mediante una
fuente,un voltaje v(t) a una combinacién de una resistencia (R) vy

una capacitancia (C).

eC
11,
FIGURA 3.8 CIRCUITO RESISTIVO CAPACITIVO.

Aplicando la ley de Kirchhoff al circuito se obtiene:

vit) = Ri(t) + (l/C)J idt

i~ =
(43 - g A1 ) Aq



Reemplazando la corriente por la velocidad de cambio de carga con
respecto al tiempo, y teniendo en cuenta que la razén de la carga
a la capacitancia (g/C) es el voltaje a través del capacitor,se

obtiene:
V(t) = RC( dEC:/dt ) + ec

Esta ecuacién en términos de variables de desviacién es de 1la

forma:
RC( de " e/dt ) + e’c = v~ (3.19)
T = RC Ke = 1

Si el voltaje de la fuente cambia en forma instantanea de su
valor de estado estacionario (ve) a un valor vi, la perturbacidn

es.

( 0 t <0

v o |
Va — V1 = Vo t >0

La solucién de la ecuacién (3.19) es:
e'c = voa( 1 - e~tv/7)

En el circuito eléctrico que acaba de analizarse,la constante de
tiempo del proceso corresponde al producto de la resistencia por
la capacitancia.Este resultado puede extenderse a los sistemas
que se presentan en el &area de los procesos quimicos,si para
estos se establecen, por analog{a con los circuitos eléctricos,sus
respectivas resistencias y capacitancias.lLa capacitancia =se
define en general como la razétn del cambio de una propiedad
almacenada al cambio en la fuerza impulsora o potencial.la
resistencia se define como la razén de cambio de 1la fuerza

impulsora al cambio en el flujo.

Para el sistema del tanque con flujo por gravedad sBe tiene:
R = dZ/dF F = KedZ dF =(K£dZ)/(27Ze)
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Luego R = 2{Z&/Kx C = AdZ/dZ2 = A T = 20 Z2a/Ks

En el sistema de mezclado de dos compuestos liquidos, la constante

de tiempo es:

R = (d¥a/FadXa) = 1/Fa C = VdXa/dXa =V ™ = V/Fa
En el caso del termdémetro de vidrio se tiene
R = dT/(hoAdT) = 1/hoA C = mCpdT/dT T = mCp/hoA

Los cuatro sistemas ,hasta aquf analizados,presentan unas carac-

teristicas dindmicas que son comunes a todos los sistemas de

primer ordén:

- Son sistemas autoftegulados.

- Son sistemas de tipo resistivo-capacitivo;es decir tienen
capacidad para almacenar material,energfa o cantidad de
movimiento,y siempre existe una resistencia gue se opone a un

Tlvio.

100
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FIGURA 3.9 RESPUESTA PORCENTUAL DE UN SISTEMA DE PRIMER ORDEN A
PERTURBACION ESCALON.
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- La, rapidez de la respuesta la determina el wvalor de la
constante de tiempo del sistema.Un grafico de la 1 :spuesta
porcentual contra el tiempo (fig 3.9),muestra que cuando ha
transcurrido un tiempo igual al valor de 1la constante de
tiempo, la respuesta alcanza un 63.2%¥ de su valor final.Cuando
el tiempo transcurrido es igual a cuatro veces la constante de
tiempo, la respuesta alcanza un 98% de su valor final.

- En el caso de loe sistemas no lineales,la constante de tiempo y
la ganancia de estado estacionario dependen de las condiciones
en este estado.

- La méxima velocidad de respuesta es la inicial.

3.1.6 RESPUESTA DINAMICA DE SISTEMAS LINEALES DE SEGUNDO ORDEN.
En esta seccién se analizarda la respuesta de esistemas
representados por ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de

segundo orﬁéq con coeficientes constantes.

Como un ejemplo de un sistema de segundo ordén,puede analizarse
el caso del mandmetro de tubo en U que se muestra en la figura
3.10.La longitud de la columna de liquido es L.Inicialmente las
dos ramas del fluido Bse encuentran en equilibrio,siendo Po la
presién aplicada en cada extremo.Si en el lado izquierdo se
aplica una presién Pi,mayor gque Po,el fluido del lado derecho
ascenderéd;sea X el desplazamiento del fluido en cualquier

instante.

NIVEL INICIAL (EQUILIBRIO)

FIGURA 3.10 MANOMETRO EN U.
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La ecuacién que describe el comportamiento dindamico del
sistema,se puede obtener mediante la aplicacién de un balance de

cantidad de movimiento.

Peso de la columna de fluido que se opone al movimiento:
' 28gAX
La fuerza de friccién para flujo laminar se obtiene a prtir de la
ecuacidédn de Hagen Pousielle:
Fe = (32uLA/D?)v
v: Velocidad de desplazamiento del fluido
A: Area de seccidén transversal del tubo I
u: Viscosidad del fluido =y
Variacidén de cantidad de movimiento: d(8ALv)/dt
Fuerza debida a la diferencia de presidén aplicada:
(P1 - Po)A = AAP

Organlizando los anteriores términos se obtiene:

L d*X + 16ulL dX + X = AP (3.20)
2g dt*z 65gD* dt 26g

4
En el analislis de la dinédmica y control de procesos,esta ecuacidn

usualmente se emplea en la forma:

T2d*X + 2B87dX + X = KpQ(t) (3.21)
dt? dt

Para el caso en consideracion:

T = 4 (L/2g) Constante de tiempo

B8 = (8uL/6gD* )7 (2g/L) Coeficiente de amortiguamiento
Ke = 1/(26g) Ganancia de estado estacionario
Q(t) = AP = constante Perturbacioén

Para una perturbacién escalén wunitaria,la ecuacidn (3.21) en
términos de variables de desviacién,es de la forma:

T¢2d*X" + 2B7dX” + X° = Kp (3.22)
dt® dt



La solucién general de esta ecuacidén consta de una solucidn
complementaria y wuna particular.La primera solucién depende de

las raices de la ecuacién caracteristica:
T2d? + 287d + 1 = O
Las raices de ésta ecuacién son:
d = -g/7 * [(B*-1)/T]r7=

Como se vera,estas rafices son de gran importancia para el
/ 3 3 - -

analisis dinamico de un proceso de segundo ordén,pués ellas

indican si su respuesta es rapida o lenta,estable o inestable,os-

cillatoria o no oscilatoria

81 B es mayor que 1, la cantidad dentro del radical es positiva y
las raices son reales y diferentes.En este caso la solucidén de la

ecuacidén (3.22) es:

X" = Kpl[l-e-Bt/7(cosh Ct + B senh Ct )] (3.23)
T C i i

C = (p* - 1)1r2

En la figura 3.11 se grafica X /Kp contra t/T para varios valores
de B.Esta respuesta se denomina sobreamortiguada y su comporta-
miento se asemeja un poco al de la respuesta de los sistemas de
primer ordén perturbados con una funcién escaldn.Sin embargo,al
comparar las curvas de la figura 3.11 con las de un sistema de
primer ordén,se observa que la respuesta sobreamortiguada tiene

un atraso inicial,siendo por tanto mas lenta.

S1 B es igual a uno,el término dentro del radical se hace igual a
cero,dando raices iguales y reales.En este caso,la solucidn

general de la ecuacidn diferencial es:

X" = Kpll -~ {1 # t)e=rvsr] (3.24)
F
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