
(ÓVL) 

(. 

(2.14) 

nes, la dinámica de la fase de vapor puede c onsiderarse despre­

ciable. 

Balance de componente A: 

óoFoXAo - ÓFXA =	~ (ÓVLXA) (2.13) 
dt 

XA: Fracción masa de A en el evaporador. 

Balance de material total: 

óoFo - óF - óvFv - g 
dt 

Se debe disponer de una expresión que relacione los cambios de la 

densidad con la composición y la temperatura: 

ó = f(XA,T) 	 (2.15) 

l . 
Incognitas:F,XA,VL,ó,óv,Fv,T 

Balance de energía: 

(2.16 )óoFoCpoTo-óFCpsT+Q-óvFv(CpT+HLV) = 
\ " "1 " t (' (lt. S - A. t 'r 

HLv:Entalpía de vaporización del líquido (Se asume constante con 

la temperatura). Cps: Capacidad calorífica de la solución. Cp: 

Capacidad calorífica del liquido. 

(2.18)Cp = f(T) (2.17) 

Incognitas: Q,Cps,CP 

Si la presión de descarga (PD) no es muy diferente de la presión 

en el evaporador (caída de presión pequeña en la línea de 

salida),el flujo de vapor está dado por la expresión: 

Fv = Kf[(P-PD)/ÓV]1/2 	 (2.19) 

Flujo de solución que sale del evaporador: 

(2.20) 

A: Area de sección transversal del evaporador. 
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Incognitas: P 


Presión de la fase de vapor: 


P = KsPv 	 (2.21) 

Ks Depende,en general,de la composición y temperatura de la 

solución. Para soluciones diluidas su valor es igual al de la 

composición de la solución (XA).La presión de vapor del líquido 

puro depende de la temperatura. 

Ks =f (XA . T ) (2.22) 	 Pv = f(T) (2.23) 

Densidad del vapor: 

5v = PM (2.24) 
RT 

M: Peso molecular del solvente. 


I ncognitas: Ks,Pv 


Finalmente, el sistema retroalimentado de control a porta una 


ecuación cuya forma depende del modo de control que se emplee. 


Q = f(P) 	 (2.25) 

Cuando la velocidad de vaporización del líquido y el flujo de 

vapor (Fv)son muy diferentes,la dinámica de la fase de vapor no 

puede despreciarse, siendo necesario plantear algunas ecuaciones 

diferentes a las del modelo anterior. 

Balance de material para la fase líquida. 

50FoXAO - 5FXA =º (5VLXA) (2.13) 
dt 

50Fo - 5F - Wv = 	d (5VL) , (2.26) 
dt 

Wv : Líquido vaporizado (masa/tiempo) 

Balance de material para la fase de vapor. 

Wv - 5vFv = 	d (5vVv) ( 2 .27) 
dt 
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Incognitas: O,F,XA,VL,WV,ov,Fv,Vv 

Ecuación de energ{a para la fase 	líquida. 

ooFoGpoTo-oFCpsT-Wv(CpT+HLV)+Q =	g (oVLCpsT) (2.28) 
dt 

Ecuación de energÍa para la fase 	de vapor. 

Wv(CpT+HLV)-ovFvHv =	g (ovVvUv) (2.29) 
dt 

.~ 

,
Hv, Uv: Entalpía y energla interna del vapor a la presión P- y 

temperatura Tv. 

Hv = f ( Tv , P - ) (2.30) 	 Uv = f(Tv,Vv ) (2.31) 

Para obtener la ecuación (2.30) o (2.31) en forma explícita,es 

necesario acudir a una de las relaciones de Maxwell y a una 

ecuación de estado. 

Si se asume comportamiento de gas ideal para el vapor, 

Hv = CpT + HLV + Cpv(Tv T) 	 (2.30A) 

Uv = CpT + ULV + Cpv(Tv - T) 	 (2.31A) 

Cpv: Capacidad calorífica a presión constante del vapor.ULV: 


Energ{a interna de vaporización. 


Incognitas: Cps,Cp,T,Hv,Uv,Q,P-,Tv 


Un modelo menos riguroso,pero que puede representar con una 

aproximación aceptable el proceso,es aquel obtenido asumiendo que 

existe equilibrio térmico entre las fases.En este caso se 

requiere de una sola ecuación de energia (la ecuación 2.28). 

La velocidad de vaporización del líquido puede expresarse 

mediante la siguiente relación. 

Wv = KM (P - P - ) (2.32) 

P:Presión de vapor de la solución a la temperatura T. P-:Presión 

que ejerce la fase de vapor.KM:Coeficiente.Se asume constante c on 

la presión y la temperatura 
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Incognitas: P 

Son válidas las ecuaciones (2.15),(2.17),(2.18),(2.21) y (2.23). 

Densidad del vapor 

~v = P'M (2.33) 
RTv 

Para que las ecuaciones (2.19),(2.20) y (2.25) formen parte del 

modelo,es necesario substituir P por p .. 

Finalmente,para que el modelo quede completamente especificado,es 

necesario plantear la siguiente relación que hace referencia a 

una restricción física del sistema. 

v = VL + Vv (2.37) 

Perturbaciones:Fo,To,XAo,PD. 

2.2.5 A una columna de evaporación instant~nea (ver figura 2.5) 

se suministra una corriente líquida con dos componen.tes (A y 

B), a un flujo Fo (volumen/tiempo), con una fracción mol de A 

Mo,presión Po y temperatura To.La presión Po es mayor que la 

correspondiente al punto de 'burbuja de la mezcla.La corriente 

líquida pasa a través de una válvula,presentandose un proceso de 

expansión isoent~lpica;como consecuencia la corriente queda a una 

presión P menor que la correspondiente al punto de burbuja de la 

mezcla líquida a To,ocurriendo la evaporación de la misma en la 

columna. 

En las ecuaciones planteadas a continuación se consideran 

despreciables la dinámica de la fase de vapor, las moles de vapor 

retenidas, comparadas con las del líquido,y los cambios de 

densidad y capacidad calorífica con la composición y la 

temperatura. La primera suposición es razonable si se tiene en 

cuenta que en muchos sistemas la densidad del vapor es mucho 

menor que la ­del líquido. 

34­

http:mezcla.La
http:2.19),(2.20
http:2.15),(2.17),(2.18),(2.21
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~ 	To 

Fl 

I 
FIGURA 2.5 COLUMNA DE EVAPORACION INSTANTANEA. 

~	 Balance de material. 

BFo - 6FL - 6vFv - ~ (BVL) (2.38) 
dt 

6fuXAO (2.39) 
Mo 

Mo,ML,Mv: Peso molecular promedio de la solución que se 

sumin' istra,líquido y vapor en la columna. YA: Fracción mol del 

componente A en el vapor. 

(2.40) 	 (2.41) 

6v - PMv (2.42) 
RT 

Incognitas: FL,Fv.6v,VL,ML,Mv,XA,YA,P ,T 
J'Ecuación de energla. 

6 FoHo - 6FLHL - 6vFvHv = g (6VLCpT ) (2.43) 
dt 

Ho = (XAo/Mo)MAHstCpTo (2.44) 
\ 

( .... 
Hv - (MA/Mv)YA(CPAT+HLvA)+(l-YA)MB(CPBT+HLvB) (2.45) 

Mv 
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'He: C~lor de solución por unidad de masa de A,a la temperatura 

de referencia (cero grados).Se asume constante con variaciones 6" 
la composición. 

Incognitas: HL,Hv,T 

Flujo de liquido y vapor. 

(2.46) 

~v = K~[(P-PD)/ovJ1/2 (2.47) 

PD: Presión a la cual descarga el vapor. 

Ecuaciones de equilibr io. 

P = f(T,XA) (2.48) YA = f(T,XA) (2.49) 

2.2.6 En un reactor que contiene una sustancia líquida B se 

burbujea,mediante un distribuidor localizado en el fondo ,un 

compuesto gaseoso A (ver ;figura 2.6). En el reactor se lleva a 

cabo la reacción A(g) + B(l) --> C(l),la cual es de primer 6rdén 

con respecto a A y E.Puede asumirse que la operación es 

isotérmica. 

fA 

FIGURA 2.6 ·REACTOR CON BURaJJEO GASEOSO 

------ ---- • 
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Para que los reactivos entren en contacto se requiere,en primer 

lugar,que el gas A se disuelva en el líquido.Se presenta entonces 

un proceso de transferencia de materia seguido por una reacción 

química.El mecanismo más lento controla la velocidad global del 

proc...§.6-D- Si la velocidad de transferencia de materia e s peque-

ña,comparada con la velocidad de reacción,el efecto cinético es 

despreciable;el gas se disuelve e inmediatamente reacciona,con lo 

cual la concentración de A en la fase líquida será muY baja en 

todo momento. 

En el modelo que se desarrolla a continuación,se considera que 

tanto la velocidad de transferencia de materia como de reacción 

son de importancia. 

Balance de material para la fase gaseosa. 

OAoFA - oAFv - NAAaMA = d (OAVA) (2.50) 
dt 

* 
NA:Flujo de reactivo A a la fase liquida (Molesjtiempo.Area). 

Aa:Area de las burbujas de gas. HA:Peso molecular de A. 

Incognitas:oA,Fv,NA,Aa,VA 

El área de transferencia de materia depende de la presión de 

suministro del gas. 

Aa = f(PAo) 	 ( 2 .51) 

Balance de componente A en la fase líquida. 

(2. 52 ) 

Incognitas:V,CA,CB,FL 


Balance de componente B en la fase liquida 


FBCBO - FLCB -KVCACB =	g (VCs) (2.53) 
dt 

Balance total de materia 
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OBFB + oAoFA - OFL - OAFv = d (OV + OAVA) (2.54) 
dt 

Flujo de transferencia de materia 

( 2 .55) 

CA*:Concentración de equilibrio de A en la interfase.Puede 

considerarse constante despreciando 

KL: Coeficiente de transferencia de 

los efectos de 

materia. La tra

presión. 

nsferencia de 

materia es generalmente limitada 

película líquida estancada. 

por la difusión a través de la 

Ecuaciones de estado. 

OA = PAMA (2.56) o=f(CA,CB) (2.57) 
RT 

Incognitas:o,PA 


Ecuaciones para los sistemas de control. 


Fv = f(PA) (2.58) FL =f(PA,V-Vo) (2.59) 
A 

Vo:Volumen de líquido hasta la linea de salida. 

VA + V = Volumen del recipiente (2.60) 

La selección de las ecuaciones de balance de material que 

conforman el modelo,debe hacerse de forma tal que permita el 

empleo del máximo número de estas ecuaciones. Por ejemplo,el 

empleo de los balances de material total y de componentes A y B 
sólo aportar{a tres ecuaciones al modelo. 

2.2.7 El modelo que representa la dinámica de un intercambiador 
I •

de tubos concentrlcos,se puede desarrollar con base en el 

esquema presentado en la figura 2.7a.Un líquido a una tempera­

tura To y con un flujo Fo fluye por el tubo interior.Este 

líquido es enfriado por otro que fluye en contracorriente por el 

tubo exterior,entrando a una temperatura Teo y con flujo Feo.Las 

pérdidas de calor al exterior son despreciables. 
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Fco,Tco 

l:~ 
--dX 

Fo -Ts 


To ., : Te 
-Tw 


v --- T 

.J. 

x 
a- b-

FIGURA 2 _7 INTERCAMBIADOR DE TUBOS CONCKNTRICOS 

En el modelo que se desarrolla a continuación se ~~ume que las 

capacidades caloríficas y las densidades son constantes. 

,
El balance de energl.a del fluido que circula por el tubo 

interior debe plantearse para un elemento diferencial (ver 

figura 2.7b),pu~s la temperatura varfa con el tiempo y la 

posición.A continuación se especifican los términos con los 

cuales se conforma la ecuación que representa este balance. 

/Entalpl.a que entra al elemento:ovACpT 

~Entalpl.a que sale del elemento:ovACpT+ 30vACpTdX 
ax 

Calor que entra por conducción en X:qA - I 

Calor que sale por conducción en X+dX:qA+~qAdX 
ax 1 

Calor transferido:h~ITD~(T-Tw)dX 

Acumulación de energ{a: a oACpTdX 
at 

Agrupando los anteriores términos se obtiene: 

dI =-v~ + hiITDi(T-Tw) + o (2.61) 
dt ax oACp 

A: Area de sección transversal del tubo interior.hi: Coeficiente 

pelicular en la pared interior del tubo inte rior.o: Difusividad 

térmica 
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Balances de materia en el tanque: 

(2.66) 

(2.67) 

MA:Peso molecular de A 

que las caidas de presión en el proceso son pe­

queñas,las ecuaciones para flujo de gas en el tanque son: 

(2.68) (2.69) 

(2.70) Incognitas:P,P2 

Ecuaciones de estado: 

(2.71) 

M es el peso molecular promedio del gas.Asumiendo que los cambios 

de la densidad con la composición son despreciables,las ecuacio­

nes para el separador son las que se presentan a continuación. 

o = PM/RT (2.70) 

Balances de materia en el separador: 

(2. 72) 

(2.73) 

(2.74) 

Incognitas:F,CA,NA,CAL. �

Velocidad de transferencia de materia a través de la membrana: �

(2.75) 

Ecuación �para el flujo de salida de gas en el separador: 

F = K4(P - PD) (2.76) 

�P �e �r �t�u�r�b�a�c�i�o�n�e�s�:�P�A�,�P�~�,�C�A�o�,�P�D�.� 
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3. COMPORTAMIENTO DINAMICO DE SISTEMAS. 

El estudio del comportamiento dinámico de un proceso, parte de 1 

desarrollo del modelo que describe la dinámica del mismo. Este 

modelo es posteriormente resuelto,obteniendose las relaciones que 

establecen la forma de cambio de las diferentes variables con el 

tiempo. 

El contenido de esta unidad no está orientado a la discusión de 

los procedimientos que conducen a la solución de un modelo,sino a 

la determinación y conceptualización de los parámetros que 

caracterizan la dinámica de un proceso.Por esta razón, los 

procesos aqul analizados son relativamente simples. 

El análisis se limitará a aquellos sistemas cuya dinámica está 

representada por ecuaciones diferenciales lineales (sistemas 

lineales).Las razones para tal limitación son: 

- La teoría general disponible para el diseño d sistemas de 

control,se ha desarrollado con base en sistemas lineales. 

No existe una teoría general para la solución de ecuaciones 

diferenciales no lineales. Por tanto,el an~lisis de los siste­

mas representados por este tipo de ecuaciones,mediante técnicas 

matemáticas,solo es posible en casos muy específicos. 

- Cualquier sistema no lineal puede aproximarse aceptablemente a 

uno lineal, alrededor de algunas condiciones de operación. Esta 

aproximación es de suma importancia,pués posibilita el análisis 

de sistemas representados por ecuaciones no lineales,mediante 

la técnica de aquellos que son lineales. 

3.1 DUWUCA 8N EL. ~~ .IlliJ, TJEMPQ ~ 

En esta unidad se estudiará el comportamiento dinámico de 106 

sistemas, empleando como herramienta el método general de solución 

de ecuaciones diferenciales en el dominio del tiempo y el dominio 

de Laplace. 
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3.1.1 CLASIFICACION DINAHICA DE LOS SISTEMAS. Dinbicamente los ,
sistemas se clasifican atendiendo a diferentes puntos de vista: 

i- De acuerdo al número de variables independientes: 

- De parámetros concentrados.El tiempo es la única variable 

independiente. Son descritos por ecuaciones diferenciales 

ordinarias. 
I

De parámetros ,distribuidos.En el modelo hay mas de una 

variable independiente;generalmente el tiempo y coordenadas 

espaciales.Se describen mediante ecuaciones diferenciales 

parciales 

ii- De acuerdo a la linealidad: 

- Lineales. Todas las funciones que describen el sistema son 

lineales. 

- No lineales.Alguna de las funciones que describen el 

sistema es no lineal. 

iii- De acuerdo a la estabilidad: 

- Estables.Son sistemas autoregulados;las variables de 

salida convergen a algún valor de estado estable,después de 

haberse perturbado el sistema. 

- Inestables. Las variables de salida cambian indefinidamente 

el tiempo. ---' .'- .:> • \'" con o'>~~ ~--' 
I ~_ -"'1-1 I 

iv- De aQuerdo con el ~rd~n de las ecuaciones diferenciales.El 
, \1''::'N "-­

ordén de un sistema lo determina el ordén de las ecuacio­
'---­
nes diferenciales que lo representan. 

3.1.2 PERTURBACIONES.A continuación se presentan los tipos de 

perturbación más usualmentre encontrados en el control de 

procesos. 
1­

3.1.2.1 PERTURBACION ESCALON. Es una función que cambia 

instantane~nte de un valor a otro, continuando con este último 
- , dVal.UL' .l1atematicamente se efine como: 

t<O 

f( t J={: 
t>O 

Si la magnitud del cambio es la unidad, la función se denomina 

escalón unitaria y se representa por: 
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(J 

r , .. 

t<O 

u(tl={: 
t>O 

Esta perturbación se representa gr¡ficamente en la figura 3.1a.Es 

el tipo de perturbación que má:s comunmente se presenta en los 

procesos químicos. 

3_1_2_2 PKRTURBACION PULSO.Es una función arbitraria que empieza 

y términa en el mismo nivel.En la figura 3.1b se muestra una de 

las formas más comunes de esta función (rectangular).La función 

pulso rectangular se caracteriza por su magnitud de cambio (K) y 

duración (D),y se define por: 

t<O 
O<t<Df(tl={~ 

t>D 

Esta función puede representarse como la diferencia de dos 

funciones escalón de igual magnitud,K;la primera función ocurre 

en el tiempo t=O,mientras la segunda se presenta con un atraso de 

D unidades de tiempo.Entonces: ~ ' LI r . 
¡ • n , 

f(t) = Ku(t) - Ku(t-D) ~ 

Si la amplitud es D y la magnitud de cambio liD, la función s e 
denomina pulso unitaria y el área bajo la curva es 1. 

3_1_2_3 PKRTURBACION IMPULSO UNITARIA. Si la duración D de una 

función pulso unitaria se aproxima a cero,la magnitud del cambio 

se aproxima a infinito,y el área bajo la curva será siempre igual 

a 1. 

Lim (D x liD) = 1 
D->O 

En este caso se obtiene la función mostrada en la figura 3.1c,la 

cuál se denomina impulso unitaria o Dirac. Se define como cero 

para todo tiempo excepto para t=O. 
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. 3.1.~.4 PKRTURBACION RAMPA.Es una función que cambia li ~ ~almente 

con el tiempo.Se define como: 

i 
t<O 

f(t)= \ O 

lKt t>O 

/ 

3.1.2.5 PKRTURBACION SRNOIDAL. Corresponde a las funciones seno y 

coseno.Se define por: 

. t<O o t<O 
f(t)=10 f(t)= 

ASenwt t>O ACoswt t> :)t
A:Amplitud w: Frecuencia 


Esta perturbación se representa gráficamente en la figur~ 3.1d. 


• t 

\ \ \ 

f(t) f(t) 

KK 

D tt 

a-FUNCION ESCALON b-FUNCION PULSO RECTANGULAR 

f (t) 
f(t) 

( 

t 

? 

e-IMPULSO UNITARIA d-FUNCION SENO 

FIGURA 3. 1 FUNCIO~:: DE PKRTURBACION 
L 

3.1.3 VARIABLES DE DESVIACION. Estas .variables se definen con 

base en su valor de estado estable. Para una variable X( t) ,su 

correspondiente variable de desviación X"(t),es: 
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x - ( t) = x ( t) - x'" 

El subíndice e J indica valor de estado estacionario. El concepto1 

de variable de desviación se ilustra en la figura 3.2.Las 

principales ventajas que se derivan del empleo de este tipo de 

variables son: 

Si el punto de arranque es el nivel do operación de estado 

estable,las condiciones iniciales de todas l&s variables son 

cero.Esto hace que en las ecuaciones diferenciales ordinarias 

los términos constantes, originados por condiciones iniciales,se 

anulen. 

- Lo fundamental en el an~lisis del control de un proceso es la 

magni tud de cambio de las variables, antes que sus valores 

absolutos. Las variables de desviación muestran esta magnitud 

directamente. 

x(t) 

l. 

Xe 

FIGURA 3_2 VARIABLES DE DESVIACION. 

( 

3.1.4 LINEALIZACION. Es e 1 procedimiento mediante e 1 cual un 
l'

sistema no lineal se aproxima a uno lineal.Supongase que la 

dinámica de un proceso se describe por la siguiente ecuación 

diferencial no lineal: 

dX - f(X) 
dt 
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Expandiendo la función no lineal f(X) en una serie de Taylor 

alrededor del punto Xo,se obtiene: 

f(X) ~ f(Xo)+(df)(X-Xo)+(d 2 f) (X-Xo)2+(d3 f) (X-XO)3 

dX dX2 2! dX3 3! 


Desprec iando los términos de p rdén ' igual y superior a dos, se 

obtiene como expresión para f(X): 

f(X) = f(Xo)+(df) (X-Xo) ( 3. 1 ) 
dX 

La ecuación (3.1) es justamente la ecuación de la línea tangente 

.? la curva f(X) en el punto Xo,como se ilustra en la figura 

3.3.De ésta figura puede concluirse que: 

- La función lineal se aproxima bastante , bién a la no lineal,en 

las vecindades del punto alrededor del cual se hace la 

expansión; lejos de este punto, la desviación puede ser 

apreciable. 
') 

El tamaño de la región en la cual existe un buéri grado de 

aproximac ión, depende de la forma de la curva en los puntos 

próximos a aquel alrededor del cual se hizo la expansión. (ver 

figura 3.3). 

Fe< 

-===~..~,ECUAC I ON (3 ' 1) 

F(xol 

Xo x 

- r r t'
FIGURA 3.3 REPRESENTACION GRAFICA DEL METODO DE LINEALIZACION_ 
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La aproximación que se acaba de presentar para una función de una 
I

sola variable,puede extenderse a sistemas con mas de una 

variable.Considerese el sistema descrito por las siguientes 

ecuaciones: 

dX1 = f1(X1,X2) 
dt 

La expansión de f1 y f2 en series de Taylor,despreciando los 

términos de segundo o den en adelante dá: 

f1(X1,X2).=f1(X10,X20)+ ~I (.X1-X10)+ --ªiJ..1 (X2-X20) 
aX11x10,X20 aX21x10,X20 

f2(X1,X2)=f2(X10,X20)+ 	 af21 (X1-X10)+ af21 (X2-X20) 
aX11x10,X20 aX21x10,X20 

Si la función que se 	 linealiza forma parte · de un modelo que 
/

describe la dinámica de un proceso continuo,el punto mas 

conveniente para expandir ésta en serie de taylor es el 

correspondiente a las condiciones de operación de estado 

estable. Hac iendo esto, la func ión queda expresada en términos de 

variables de desviación. Si en las últimas dos ecuaciones se 

substi tuyen X10 y X20 por los valores de estado estable X1e y 

X2e,se obtiene: 

f1(X1,X2)=f1(X1e,X2e)+ ~I X~1+ ~I X~2 (3.2) 

a X1 X1e, X2e aX21 X1e, X2e 


f2(X1,X2)=f2(X1e,X2e)+ Jlí21 X~1+ ~I X~2 (3.3) 

aX1 X1e,X2e aX2 X1e,X2e 


En el caso del reactor continuo de tanque agitado analizado en la 

unidad 2,tanto la ecuaCl0n de balance de material como de 

energ{a,contienen el término KCA.Al expresar K en función de la 

temperatura, este término se convierte en Koe- E / RT , el cual es no 

lineal.Al linealizarlo se obtiene: 
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e-E/RTCA=e-E/RTeCAe + j!1e-E/ RTCA)I (T-Te ) 

aT ITe,CAe 

+ ----ª-Le-E/RTCA)! (CA-CAe) 
aCA Te,CAe 

=e-E/RTeCAa+(_E_ e-E/RTaCAe)T~+e-E/RTa(CA~) 
RT a 2 

I 

3.1.5 RESPUESTA DINAHICA DE SISTEMAS LINEALES DE PRIMER ORDEN.Si 

se tiene en cuenta la clasificación de los sistemas atendiendo al 

ordén de las ecuaciones que describen su dinámica, los sistemas de 
/

primer o aé son aquellos descritos por ecuaciones diferenciales 

de primer o~dén. 

La forma general de las ecuaciones diferenciales ordinarias 

lineales de primer or~ es: 
_\.1~ ' ~. _~ 

-., _ .... ,elt dY + P(t)Y = X(t) (3.4) ~ -
\ , - L,¡¿t.f" \ dt:"( - í<'v 


1,..) '"" -t. 

La solución general de esta ecuación se obtiene mediante la 

aplicación de los métodos del p~oducto o de variación del 

parámetro. Para el caso particular de las ecuaciones con coefi ­

cientes constantes,la forma es: 

, a1dY + aoY = bX(t) (3.5) 
dt 

-' / ' 
En el ahalisis de la dinámica y control de procesos,esta ecuación 

usualmente se lleva a la forma: 

z gx + 1Y = KpX(t) (3.6) 
dt /

,. 
T Se conoce como la constante de tiempo,y Kp como la ganancia de 

estado estacionario. 

/
A continuación se analizaran algunos sistemas de prime r orden, c on 

1 fin de determinar el comportamiento de su respuesta; ést a 

• 
t _ 1 ) w 

1:( ­
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obviamente debe de ser de tipo exponenc ial,pués la solución de 

toda ecuación diferencial de primer ordé n es de este tipo. 

El modelo desarrollado en la unidad dos para el reactor continuo 

de tanque agitado puede ,con ciertas restricciones en las 

condiciones de operación, simplificarse de forma tal que el 

modelo obtenido,tenga una solución matématica r e lativamente 

simple.Si,por ejemplo,el volumen de la fase líquida se mantiene 

constante y el reactor opera isot~rmicamente,la dinámica del 

sistema queda descrita por la ecuación de balance de componente 

A: 

dCA + (F + K)CA = F CAO (3.7) 
dt V V 

En condiciones de estado estacionario: 

(f + K)CAa = F CAOa (3.8) 
V V 

Substrayendo la ecuación (3.8) de la (3.7),se obtiene: 

T 	 dC~A + CJA = KpCJAO (3.9) 
dt 

T = 1 :Constante de tiempo del proceso. 
K+F/V 

Kp =	~ :Ganancia de estado estacionario del proceso 
l+VjF 

Ob~vese que la ecuac ión ( 3.9) es id¿nt ica a la ( 3 . 7 ) . De aqu{ 

puede concluirse que,siempre y cuando,la ecuación diferencial 

ordinaria sea lineal,la forma de ésta es la misma en términos de 

variables totales o de desviación. 

La variable de perturbación en la ecuación (3.9),e8 C~Ao .Si esta 
I

concentración cambia instantaneamente de un valor CAOe a ot r o 

CAo~,la perturbación al sistema es de tipo esca l ón. 



-------

I 

I 1 

t<O , 	 C~ AO :: \ O 

[CAOl. - CAOe :: Co t>O 

La solución de la ecuación (3.9) para tiempos mayores o iguales a 

cero,conduce a la siguiente respuesta para el sistema: 

variable de respuesta se aproxima asintoticamente a un nuevo 

(3.10) ' /' 

La figura 3.4 muestra la forma de variación de la concentración 

de A con el tiempo.De esta figura puede observarse, que la 
/ 

valor de estado estacionario, 

(3.11) 

------- ­

t 

\ 'J 
, \ 

FIGURA 3.4 	RESPUESTA DE UN REACTOR CONTINUO DE TANQUK AGITADO A 
UN CAMBIO ESCALON KM LA CONCKNTRACION DE REACTIVO. 

La ganancia de estado estacionario es la razón de la magnitud de 

cambio entre los valores de estado estacionario (inicial y final) 

de la variable de salida,y la variable de entrada. Este parámetro 

determina la máxima desviación de la variable de salida,como 

consecuencia de cambios en una variable de entrada.En el caso de 

sistemas lineales puede obtenerse directamente de la ecuación de 

estado estacionario.En procesos con alta ganancia,la variable de 

salida puede cambiar significativamente,aún con pequeños cambios 

en la entrada (proceso con alta sensibilidad). 

http:estacionario.En
http:entrada.En


El tiempo necesario para que la respuesta (e'A) alcance un valor 

dete:-minado, depende fundamentalmente de la constante de tiempo 

del proceso.En la ecuación 3.10 puede verse que mientras menor 

sea el valor de este parámetro ,más rápido cae el término 

exponencial a cero; si dos reactores continuos de tanque agitado 

operan con la misma ganancia de estado estac ionario (Kl / K2= [V2 

FlJ/[VlF2J ,pero la constante de tiempo del primer reactor es 

menor (Kl>K2), éste reactor alcanzará mas' rápidamente (en un 

menor tiempo) un valor dado de la respuesta. Este hecho se ilustra 

en la figura 3.5. \, . 

1'1 ' 

Primer reactor 

Kp CA ----í-: ----------- ­

FIGURA 3 _ 5 	 RESPUESTA DE DOS SI STEMAS DE PRIMER ORDEN CON 
DIFERENTE CONSTANTE DE TIEMPO. 

Las ecuaciones que describen la dinámica del proceso analizado en 

la aplicación 2.2.2 son: 

F = FA + Fa 	 ( 3. 12 ) 

V dXA + FXA - FA ( 3.13) 
dt 

Para obtener la solución de la ecuación (3.13) es 

necesario,primero linealizarla.Después de efectuar esta operación 

y substraer de la ecuación resultante,la correspondiente al 

estado estacionario se obtiene: 

v ~ + F9X'A = F'A - F'XAa (3.14) 
dt 
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Para una perturbación escalón, en la cual FA cambia lnstanta­

neamente de FAe a FA1 y FB permanece constante: 

( o 	 t < O 
F·A = 

( FAl. - FAe = Lo t > O 

De la ecuación (3.12) ss concluye que, 

(3.15) 

Reemplazando F· de la ecuación (3.15) en la ecuación (3.14), 

(3.16)~ dX·A + X·A = (1 
Fe dt 

T = V/ Fe Kp = (1 - XAe) / Fe 

La solución de la ecuación (3.16) es: 

Las ecuaciones que describen la dinámica del sistema de flujo por 

gravedad,analizado en la unidad dos,son (para el caso de flujo 

turbulento) : 

Fo - F = A dZ 
dt 

Reemplazando la segunda ecuación en la primera,se obtiene: 

Fo - K~(Z = A dZ (3.17) 
dt 

Esta ecuación es no lineal,debido al término K~(Z.Si se hac e la 

substitución u = (Z,se obtiene: 

2A 	 ( udu ) - dt 
Fa - KfU 

Integrando esta ecuación para el caso en el cual el flujo de 

entrada cambia repentinamente de un v a lor de estado estacionario 

(Foa) a un valor FOl.,se llega a: 
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Ln (Fol. K:r'(Z) = K~ t + Fo. - K:r'(Z 

Fol. Fo. 2AFol. Fol. 

La solución de la ecuación (3.17) también se puede 

obtener.recurriendo a la linealización del término K~'(Z.Después 

de linealizar y substraer de la ecuación resultante la de estado 

estacionario,se obtiene: 

A dZ· + K:r Z· = Fo· (3.18) 
dt 2.(Z. 

T = 2A.(Z. = 2V. Kp = 2.(Z. - 2Z. 
K~ Fe. K~ Fe. 

v. es el volumen correspondiente al estado estacionario. La 

perturbación se expresa mediante la siguiente función escalón: 

o t < O 
F#o = I 

]Fol. - Fo. = Lo t > O 

La solución de la ecuación (3.18) es: 

8 

• 7 
"Q. 

It" Solueion I)(oe I o 

~ 6 
CT ~ Solueion oproll imodoe 
CI--• 
•
c 

3~ 

~ 

___~____~____~__~____~__~____~__~___1 

O ~ 10 I~ 20 2~ 30 3~ 40 Tiempo( min}. 

FIGURA 3.6 RKSPUKSTA DE UN TANQUK CON FWJO POR GRAVEDAD. 
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'En l~ figura 3.6 se grafica tanto la solución exacta (analítica) 

como la aproximada (linealizando). a~±endo los siguientes 
/ - ­

valores numericos: A = 20 piea,K~ = 10 pie3 /min,Fo. = 20 

pie3 /min,Fo1 = 25 pie3 /min.Como puede apreciarse,la solución 

lineal izada se aproxima muy bien a la exacta en una reaión 

cercana a las condiciones de estado estacionario, Sin embargo, a 

medida que el tiempo transcurre,la respuesta del sistema se aleja 

de estas condiciones y la aproximación es cada vez menos 

rigurosa. 

En la figura 3.7a y 3.7b se muestran el área de sección 

transversal y la distribución general de temperaturas de un 

térmometro de vidrio con mercurio. 

d. vid r i o 

Resist~ncio pelicular 

a 	 b 

FIGURA 3. 7 	 DISTRIWCION DE TEMPERATURA EN UN TImHOHKTRO DE 
VIDRIO. 

Para obtener las ecuaciones que representan la dinámica de este 

sistema,pueden hacerse las siguientes suposiciones simplifi ­

cantes,que conducen a un modelo de simple solución matemática: 

- La resistencia a la transferencia de calor ofrecida por el 

vidrio y el mercurio son despreciables comparadas con aqueila 

ofrecida por la película alrededor del bulbo. Esto implica que 

la temperatura del mercurio y la pared del vidrio son la misma, 

- La capacidad calorífica del vidrio es'despreciable. 


- La temperatura del mercurio es uniforme. 


- La pared del vidrio que contiene el mercurio no se expande ni 


contrae durante la respuesta transitoria. 
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rLa aplicación de un balance de energla al bulbo del térmometro 

conduce a la siguiente expresión: 

(mCp/hoA) (dT-/dt) + T- = T-A 
1. '(,.. ¡ 1,_ 

I I 

m : masa de mercurio en el bulbo 

Cp : Capacidad calorífica del mercurio 

A : Area del bulbo para transferencia de calor :7 

ha: Coeficiente pelicular de transferencia de calor 7 

I 
Si el térmometro se encuentra inicialmente en equilibrio con el 

medio ambiente (TAO) y se introduce en un baño a temperatura 

constante (TAl),la perturbació n es: 

t < O 

To t > O 

( /
La respuesta del ~érmometro es: 

En el circuito mostrado en la figura 3.8 se aplica,mediante una 

fuente,un voltaje v(t) a una combinación de una resistencia (R) y 

una capacitancia (C). 

/ 

FIGURA 3.8 CIRCUITO RESISTIVO CAPACITIVO. 

Aplicando la ley de Kirchhoff al circuito se obtiene: 

v(t) = Ri(t) + (l/e)J idt 

I , 4 
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Reemplazando la corriente por la velocidad de cambio de carga con 

respecto al tiempo, y teniendo en cuenta que la razón de la carga 

a la capacitancia (q/C) es el voltaje a través del capacitor,se 

obtiene: 

v(t) = RC( dec/dt ) + eo 

Esta ecuación en términos de variables de desviación es de la 

forma: 

(3.19) 

T = RC 

Si el voltaje de la fuente cambia en forma instantanea de su 

valor de estado estacionario (Ve) a un valor V1, la perturbación 

es: 

O t < O 
v- = 

{ Ve - V1 = VO t > O 

La solución de la ecuación (3.19) es: 

En el circuito eléctrico que acaba de analizarse,la constante de 

tiempo del proceso corresponde al producto de la resistencia por 

la capacitancia. Este resultado puede extenderse a los sistemas 

que se presentan en el área de los procesos químicos, si para 

estos se establecen,por analogía con los circuitos eléctricos,sus 

respectivas resistencias y capacitancias. La capacitancia se 

define en general como la razón del cambio de una propiedad 

almacenada al cambio en la fuerza impulsora o potencial.La 

resistencia se define como la razón de cambio de la fuerza 

impulsora al cambio en el flujo. 

Para el sistema del tanque con flujo por g rave dad se tie ne: 

R = dZ/dF 
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Luego R = 2fZe/Kf C = AdZ/dZ = A 

• I 

En el sistema de mezclado de dos compuestos líquidos,la constante 

de tiempo es: 

C = VdXA/dXA = V T = V/Feo 

En el caso del termómetro de vidrio se tiene 

T = mCp/hoAR = dT/(hoAdT) = l/hoA 

Los cuatro sistemas ,hasta aqul/ analizados,presentan unas carac­

teristicas dinámicas que son comunes a todos los sistemas de 

primer oqiá : 
./ 

- Son sistemas autb~egulados. 

Son sistemas de tipo resistivo-capacitivo;es decir tienen 

capacidad para almacenar material,energ{a o cantidad de 

movimiento,y siempre existe una resistencia que se opone a un 

flujo. 

~ 
~ 

« 
f­
(f) 50 w 

::> 

o.. 40 
(f) 

w 
cr 

20 

10 

6010 2 .0 3.0 4Q 5 .0 
tI r 

FIGURA 3.9 RESPUESTA PORCENTUAL DE UN SISTEMA DE PRIMER ORDEN A 
PERTURBACION ESCALON. 
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L~ rapidez de la respuesta la determina el valo~ de la 

constante de tiempo del sistema. Un gráfico de la ,spuesta 

porcentual contra el tiempo (fig 3.9),muestra que cuando ha 

transcurrido un tiempo igual al valor de la constante de 

tiempo,la respuesta alcanza un 83.2% de su valor final.Cuando 

el tiempo transcurrido es igual a cuatro veces la constante de 

tiempo,la respuesta alcanza un 98% de su valor final. 

- En el caso de los sistemas no lineales, la constante de tiempo y 

la ganancia de estado estacionario dependen de las condiciones 

en este estado. 

- La máxima velocidad de respuesta es la inicial. 

3.1.6 RESPURSTA DINAKICA DE SISTHHAS LINKALKS DE SKGUNDO ORDEN. 

En esta sección se analizará la respuesta de sistemas 

representados por ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de 

segundo or( é , con coeficientes constantes. 

Como un ejemplo de un sistema de segundo ordén,puede analizarse 

el caso del manómetro de tubo en U que se muestra en la figura 

3.10.La longitud de la columna de líquido es L.lnicialmente las 

dos ramas del fluido se encuentran en equilibrio, siendo Po la 

presión aplicada en cada extremo. Si en el lado izquierdo se 

aplica una presión P1,mayor que Pa,el fluido del lado derecho 

ascenderá;sea X el desplazamiento del fluido en cualquier 

instante. 

NIVEL INICIAL (EQUILIBRIO} 

FIGURA 3. 10 HANOHKTRO KM U. 
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La ecuación que describe el comportamiento dinámico del 

sistema,se puede obtener mediante la aplicación de un balance de 

cantidad de movimiento. 

Peso de la columna de fluido que se opone al movimiento: 
r!=....--­ V~ 

---" 
, 
--­ 2ógAX 

r ~ , 
La fuerza de fricción para flujo laminar se obt i ene a prtir de la 

ecuación de Hagen Pousielle: 

Ff = (32~LA/D2)v 
v: Velocidad de desplazamiento del fluido 

A: Area de sección transversal del tubo 

~: Viscosidad del fluido 

Variación de cantidad de movimiento: d(óALv}/dt 

Fuerza debida a la diferencia de presión aplicada: 

(P1 - Po)A = AL~P 

Organizando los anteriores términos se obtiene: 

L d 2 X + 16~L dX + X =ill (3 .20 ) 
2g dt2 ógD2 dt 25 g 

f' IEn el analisis de la dinámica y control de procesos,esta ecuación 

usualmente se emplea en la forma: 

T2 d 2 X + 2~TdX + X = KpQ(t) ( 3 .21) 
dt2 dt 

Para el caso en consideración: 

T = .{(L/2g) Constante de tiempo 

~ - (8~L/5gDZ )'(2g/L) Coeficiente de amortiguamiento 

Kp = 1/(25g) Ganancia de est ado estacionario 

Q(t) = ~p = constante Perturbación 

Para una perturbación escalón unitaria,la ecuación (3.21) en 

términos de variables de desviación,es de la forma: 

T2 d 2 X· + 2~TdX· + X· = Kp (3.22) 
dt 2 dt 
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La solución general de esta ecuación consta de una soluc ión 

complementaria y una particular. La primera solución depende de 

las ra-{ces de la ecuación caracteristica: 

Las ralces de ésta ecuación son: 

Como se verá,estas raíces son de gran importancia para el 
!

analisis dinámico de un proceso de segundo ordén,pués e llas 

indican si su respuesta es rápida o lenta,estable o inestable,os­

cilatoria o no oscilatoria 

Si 0 es mayor que 1, la cantidad dentro del radical es positiva y 

las ralces son reales y diferentes.En este caso la solución de la 

ecuación (3.22) es: 

X- = Kp[l-e-Bt/T(cosh et + ~ senh et )] (3 . 23') 
T e T 

e = (02 - 1)1/2 

En la figura 3.11 se grafica X-/Kp contra t/T para varios valores 

de 0. Esta respuesta se denomina sobreamortiguada y su comporta­

miento se asemeja un poco al de la respuesta de los sistemas de 

primer ordén perturbados con una función escalón. Sin embargo, al 

comparar las curvas de la figura 3.11 con las de un sistema de 

primer ordén, se observa que la respuesta sobreamortiguada tiene 

un atraso inicial,siendo por tanto mas lenta. 

Si ~ es igual a uno,el término dentro del radical se hace igual a 

cero,dando raices iguales y reales.En este caso,la solución 

general de la ecuación diferencial es: 

X- = Kp [l - (1 + t)e- t / T ] ( 3.24 ) 
T 
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