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Titulo en espanol

Disefios Optimos Bayesianos para Estimacién de Parametros en Farmacocinética

Title in English

Bayesian Optimal Designs for Parameters Estimation in Pharmacokinetics

Resumen: En farmacologia, particularmente en el campo farmacocinético, el interés fun-
damental es estudiar la concentracién de un medicamento en plasma. En esta area usual-
mente se tienen modelos de tipo no lineal dadas las caracteristicas particulares de admin-
istracién del medicamento. Desde el enfoque bayesiano, el objetivo de construir disenos
optimos sujetos a una funcion de utilidad es maximizar la utilidad esperada asociada a
algun funcional de interés para el investigador. En este trabajo se realiz6 una caracteri-
zacion de los disenos 6ptimos obtenidos a través de dos funciones de utilidad asociadas
a un criterio de optimalidad bayesiano (D-optimalidad bayesiano), para estimar en forma
optima los pardametros de dos modelos no lineales: 1). modelo monocompartimental con
tasa de absorcion y eliminacion 2). modelo bicompartimental con tasas de eliminacion y
absorcién reversible para el segundo compartimiento, ambos modelos bajo el supuesto de
normalidad en los errores. Dicha caracterizacion se realizo via simulacion y para maximizar
la utilidad se recurrié a la evolucion diferencial.

Abstract: In pharmacology, especially on the pharmacokinetics field, the main interest is
the study of the plasma medicine concentration. This area uses non-linear models given
by the particular administration of a medicine. The purpose of Bayesian approach is to
construct optimal designs restricted to a utility function, to maximize the expected utility
associated to some functional in which the investigator is interested. In this work we made a
characterization of the optimal designs obtained from two utility functions associated to an
optimal bayesian criteria (Bayes D-optimality) to obtain optimal parameter estimates for
two non-linear models: 1). one-compartment model with absorption and elimination rate
2). two-compartment model with absorption and elimination rates reversible for the second
compartment, both models under normality assumption for errors. The cited characteriza-
tion was done via simulation and using Diferential Evolution to maximize the utility.

Palabras clave: Disenios bayesianos, Funciones de utilidad, Modelos no lineales, Farma-
cocinética, Evolucion diferencial.

Keywords: Bayesian design, Utility function, non-linear models , Pharmacokinetics, Difer-
ential Evolution.
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Introduccion

En muchos procesos de la vida cotidiana surge la necesidad de modelar una variable de in-
terés, Y': variable respuesta, en funcion de ciertas variables explicativas (X), a través de un
modelo estadistico de la forma 1. La teoria de disenio de experimentos clasica suministra
herramientas metodolégicas con el fin de hacer experimentacién en condiciones 6ptimas
(principios de aleatorizacion, replicacion, bloqueo, etc.), ademas tiene su fundamento en la
teoria de los modelos lineales donde se busca determinar la significancia del efecto de los
factores o variables explicativas en el comportamiento de la variable respuesta, suminis-
trando informacion sobre cuales niveles de los factores significativos se debe trabajar para
obtener el comportamiento deseado sobre la variable respuesta.

Y =n(x;0) + ¢ (1)

En algunas areas de investigacion interesa determinar, previo a la experimentacién, cuales
son los niveles de la(s) variable(s) explicativa(s) que generan una estimacion 6ptima de los
parametros asociados al modelo bajo estudio. Por ejemplo, en farmacocinética se requiere
estudiar el proceso de accién de un farmaco en un organismo, ya sea humano, animal o
vegetal, y para lograrlo se necesita conocer la frecuencia de administracion, las dosis y los
tiempos de muestreo t1, ts, ..., t,, de tal manera que se pueda estimar en forma Optima
algunos parametros como el aclaramiento, la biodisponibilidad y la bioequivalencia, entre
otros (ver Malgor y Valcesia). Es de anotar que los modelos usualmente involucrados en
esta area son no lineales, lo cual dificulta la aplicacién de la teoria clasica de disefios 6pti-
mos para modelos lineales, dado que la matriz de dispersion estd expresada en funcién de
los parametros desconocidos que se desean estimar.

La teoria de disenos 6ptimos en el contexto de la estadistica bayesiana presenta algunos
resultados o criterios de optimalidad que pueden ser tutiles para determinar las condi-
ciones experimentales o los niveles de las covariables en los cuales se debe experimentar
para obtener una estimacién 6ptima de los parametros de los modelos bajo estudio. Por
ejemplo, Bernardo (1979) construye un criterio o funciéon de utilidad a partir del concepto
de informacién de Shannon, seleccionando el disefio que maximice la ganancia esperada
en la informacion dada por un experimento. Spezzaferri (1989) halla disenos 6ptimos us-
ando un enfoque bayesiano con funciones de utilidad, y dichos disenos los emplea para
discriminacién de modelos, estimacién de pardmetros y el problema dual de estimaciéon
y discriminacion en el ambito de los modelos lineales. Chaloner y Verdinelli (1995) re-
alizan una revisiéon exhaustiva sobre la teoria de disefios 6ptimos, presentando algunos

VII



INTRODUCCION VIII

criterios como A-optimalidad y D-optimalidad bayesiano tanto para modelos lineales como
no lineales. Merlé y Mentré (1997) realiza un andlisis con tres algoritmos diferentes para
optimizar un criterio de optimalidad bayesiano que estima en forma 6ptima los parametros
de un modelo farmacocinético (modelo de un compartimiento).

En este trabajo se caracterizaran (via simulacion) los disenos 6ptimos obtenidos a partir
de dos funciones de utilidad asociadas al criterio D-6ptimo bayesiano (diseno experimen-
tal bayesiano) para dos modelos no lineales (modelos farmacocinéticos). Dichas funciones
permiten determinar los tiempos de muestreo t1, to, ..., t, que generan una estimacién
6ptima, en términos de varianza, de los parametros involucrados. El objetivo es caracteri-
zar los disenos y determinar su comportamiento bajo diferentes escenarios de simulacion
(tamanos de muestra y niveles de correlacion entre los parametros).

En el capitulo 1 se presentan los conceptos bésicos de farmacocinética pertinentes y los dos
modelos de interés en este trabajo. En el capitulo 2 se presenta la definicién del criterio
D-optimalidad Bayesiano, en primera instancia para el modelo lineal y posteriormente para
el modelo no lineal el cual es el caso de interés. En el tercer capitulo se presentaran los
escenarios del estudio de simulacién y los resultados del mismo; por Gltimo se presentaran
dos apéndices: A. Donde se ilustrard el algoritmo asociado a la Evolucién Diferencial imple-
mentado para resolver el problema de maximizar la utilidad bajo el criterio D-optimalidad
Bayesiano, y también se presentard algo sobre programacién en paralelo, la cual se im-
plementé para reducir en forma significativa los tiempos de célculo asociados al estudio
de simulacién, B. En este apédice se ilustrard la deducciéon del criterio D-optimalidad
Bayesiano y la definicién de la matriz de informacién de Fisher, la cual es necesaria para
construir el criterio D-optimalidad Bayesiano.



CAPITULO 1

Farmacocinética: Conceptos y Modelos

La Farmacocinética es la rama de la Farmacologia que estudia el paso de las drogas a
través del organismo en funcion del tiempo y de la dosis. Comprende los procesos de ab-
sorcion, distribucion, metabolismo o biotransformacion y excrecion de las drogas. Algunos
objetivos de la farmacocinética clinica son: desarrollar nuevos medicamentos, seleccionar
la via de administracién, conocer la capacidad de acceso de las drogas a 6rganos y teji-
dos, establecer las vias metabolicas, caracterizar los procesos de eliminacion, disenar los
regimenes de dosificacion, entre otros (Malgor y Valcesia, 2006). En este orden de ideas,
determinar los tiempos de muestreo t1, to, ..., t, que generen una estimaciéon adecuada de
los modelos involucrados puede ser de gran interés en esta area de investigacién, porque
algunos parametros (como el aclaramiento, la biodisponibilidad y la bioequivalencia) aso-
ciados dichos modelos son de gran importancia a la hora de caracterizar el proceso de
accion de un medicamento en el organismo, ya sea humano o animal. A continuacién se
describen algunos conceptos farmacocinéticos y posteriormente los modelos (modelos de
compartimientos) que se estudiarédn en este trabajo.

Algunas definiciones basicas:

e Volumen de Distribucion: se define como el volumen en el cual la cantidad administra-
da de medicamento necesitaria estar uniformemente distribuida para que en todos
los 6rganos o compartimentos haya una concentracién de éste igual a la que hay en
el plasma sanguineo.

e Biodisponibilidad: es la cantidad administrada de medicamento que llega hasta el
tejido sobre el que realiza su actividad.

e Bioequivalencia: describe la equivalencia biolégica (que ocurre o tiene lugar dentro
de un organismo) que se espera de dos preparaciones de una misma droga por parte
de laboratorios diferentes.

e Aclaramiento: es el volumen de sangre o plasma que es liberado totalmente de farmaco
por unidad de tiempo; se expresa en mL/min o L/min.



CAPITULO 1. FARMACOCINETICA: CONCEPTOS Y MODELOS 2

1.1. Modelos de Compartimientos

Un sistema de compartimientos se entiende como aquél que estd formado por un ntimero
finito de subsistemas macroscopicos, llamados compartimientos, cada uno de los cuales es
homogéneo y estd bien mezclado, ademés hay intercambio de materiales entre los compar-
timientos y el medio. Pueden haber entradas del medio en uno o més compartimientos,
también pueden existir salidas de uno o més compartimientos al medio. En farmacocinéti-
ca son usados estos modelos para estudiar el intercambio de sustancias, por ejemplo un
medicamento, en un sistema bioldgico dividido en compartimientos. Se asume que las tasas
de flujo de las sustancias entre compartimientos siguen una cinética de primer orden, es
decir, la tasa de transferencia de un compartimiento receptor es proporcional a la concen-
tracion en el compartimiento proveedor (Lopez y Ramos, 1997).

1.1.1. Modelo de un Compartimiento

La estructura del modelo de un compartimiento depende de la via de administraciéon del
medicamento. En el caso de administracién por via oral, se presentan los procesos de
absorcién y eliminacién del medicamento, mientras que la administracién via intravenosa
solo presenta el proceso de eliminacién, pues en este caso el medicamento va directo al flujo
sanguineo (Gabrielsson y Weiner, 2000). En la figura 1.1 se puede apreciar el diagrama
asociado al modelo de un compartimiento bajo un medicamento administrado via oral,
el cual sera el primer modelo bajo estudio en este trabajo. A partir de este sistema se
puede plantear la ecuacién diferencial 1.1, que representa, el cambio de la concentraciéon del
medicamento en el compartimiento con respecto al tiempo.

dY (t) ki FMye ™!
dat Vb
donde F' es la biodisponibilidad del medicamento en plasma, k; y ko son las tasas de

absorcién y eliminaciéon respectivamente, Vp el volumen de distribuciéon y My la dosis
inicial.

kY (D), (1.1)

El modelo que representa la solucién a la ecuaciéon anterior se puede ver en la expresion
1.2. Dicho modelo representa el comportamiento de la concentraciéon del medicamento en
plasma Y (¢) en un instante de tiempo ¢.

Mok,

YO =3t k)

(ehet = ghity, (1.2)
donde A = Vp/F.
Teniendo en cuenta que el medicamento es administrado via oral, se considera un tiempo

de rezago 7 para tomar la primera muestra, debido a que el medicamento toma cierto
tiempo hasta llegar al flujo sanguineo. Entoces el modelo 1.2 se podria definir como:

M(]kl —ko(t—T) —k1(t—7)
Vi(t) = oM 2(t—7) _ 1(t—T )
®) Ak — ko) (e ¢ ) e
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El modelo anterior bajo el supuesto ¢ ~ N(0,c?).

Entrada
(Medicamento
administrado)
k1
c o sy Salida
ompartimiento (Medicamento
Central ..
eliminado)

Figura 1.1: Diagrama asociado al modelo de un compartimiento con un medicamento ad-
ministrado via oral.

1.1.2. Modelo de dos Compartimientos

Cuando un medicamento es administrado rapidamente y las concentraciones son medi-
das frecuentemente, el modelo de un compartimiento no es muy adecuado para predecir
la concentraciéon del medicamento en un tiempo determinado. El modelo de dos compar-
timientos es mas adecuado en este caso, pues introduce compartimientos adicionales para
la distribucion y redistribucion de la droga entre un compartimiento central (que repre-
senta la sangre) y uno periférico (que representa tejidos) 1.2. Por el contrario, el modelo
de un compartimiento es requerido cuando los tiempos de administracién y las medidas de
la concentracion son tomadas en tiempos mas largos (ver Gabrielsson y Weiner pag 80).
En la figura 1.2 se puede apreciar el diagrama asociado al modelo de dos compartimientos
bajo un medicamento administrado via intravenosa, el cual serd el segundo modelo bajo
estudio en este trabajo. A partir de este diagrama se puede plantear el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales 1.3, que representa el cambio de la concentracién del medicamento
con respecto al tiempo. Y;(¢) representa la concentracion en el compartimiento central y
Y5 (t) representa la concentracion en el compartimiento periférico.

WO = Yo (t) — ki2Ya(t) — kioYi ()
(1.3)
deLt(t) = k2Y1(t) — ka1Ya(t)

El modelo que representa la solucién a la ecuaciéon anterior, asociada al compartimiento
central se puede ver en la expresiéon 1.4. Dicho modelo representa el comportamiento de la
concentracion del medicamento en plasma Yj(¢) en un instante de tiempo ¢.

Viit)=A-e @) B.em () L ¢ (1.4)
donde:
My o — ko

A=
Ve a—=p
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My B —kn

B = £ el
Ve f[-a

ko1 - k1o
o — 21 o

B

1
B = 3 E1o + ko1 + k1o — /(K12 + ko1 + k10)2 — 4k - klo]

Compartimiento k12 Compartimiento
Central (1) Koy Periférico (2)

k1o

Salida
(Medicamento
eliminado)

Figura 1.2: Diagrama asociado al modelo de dos compartimientos de un medicamento
administrado via intravenosa.

Los parametros asociados al modelo 1.4 (A,B,a y ) son llamadas macro-constantes, y
puede ser expresadas en funcion de las constantes kyg, k12 ko1 v Ve, las cuales representan
respectivamente las tasas de eliminacién y absorcién reversible para el segundo compar-
timiento y el volumen de distribucién.

Problema de identificabilidad

Un problema en el ajuste de modelos de compartimientos cuando se observa una respuesta,
es que algunas configuraciones resultan en parametros intercambiables. En el modelo 1.4
se puede apreciar un claro ejemplo. Esto puede causar problemas en la estimacién, porque
diferentes configuraciones de parametros dan como resultado la misma respuesta predicha
(ver Bates y Watts). Para evitar los problemas anteriormente citados en el modelo de dos
compartimientos, éste se ha parametrizado totalmente en funciéon de las constantes kig,
k12 ko1 v Vg; con dicha parametrizacion se pueden diferenciar tanto los pardmetros A y B
como a'y 3.

Ejemplos asociados a los modelos de uno y dos compartimentos

A continuacion se presentan un par de ejemplos asociados al ajuste de dos conjuntos de
datos a los modelos de uno y dos compartimientos respectivamente. El conjunto de datos
ajustado al modelo de un compartimiento estd asociado a un medicamento administrado
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via oral y el segundo conjunto de datos ajustado al modelo de dos compartimentos esta
asociado a un medicamento administrado via intravenosa.

Ejemplo modelo de un compartimiento

En la tabla 1.1 se presentan los datos obtenidos a partir de las mediciones sobre un conjunto
de personas voluntarias, las cuales consumieron una dosis de 100 gramos de una droga A
via oral (Gabrielsson y Weiner, 2000, pag 354).

Tabla 1.1: Concentraciéon observada de una dosis de 100 gramos de un medicamento genéri-
co administrado via oral. y(t) representa la concentracion de medicamento en la sangre de
un individuo en un tiempo ¢.

Tiempo (min) y(t)

10 0.0
15 0.28
20 0.55
30 1.20
40 2.00
60 1.95
90 1.85
120 1.60
180 0.86
210 0.78
240 0.60
300 0.21
360 0.18

Existen diversas metodologias para ajustar un conjunto de datos a un modelo de natu-
raleza no lineal (como es el caso del modelo de un compartimiento), entre los cuales se
encuentran el método de minimos cuadrados (ver Bates y Watts pagina 36) o el método
de maxima verosimilitud; ambos requieren maximizar una funcién objetivo y para ello se
puede recurrir a un método como el Newton Rapson o algtin otro como el de Evolucién
Diferencial (ver Beyer y Schwefel), este tltimo implementado en el paquete R en la libreria
"DEoptim". En la tabla 1.2 se presentan las estimaciones asociadas al ajuste del modelo
de un compartimiento, el cual se realizé6 por medio del método de maxima verosimilitud
via Evolucién Diferencial.
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Tabla 1.2: Parametros estimados via Evolucion Diferencial.

Parametro Estimacién

A 32.063
k1 0.0428
ks 0.0087
T 15.584
o /. T Notklo spintads.

15

Y()

1.0

0.5
Il

0.0
|

0 100 200 300

Tiempo (minutos)

Figura 1.3: Curva de concentracién observada y ajustada para el modelo de un compar-
timiento.

Ejemplo modelo de dos compartimientos

En el grafico 1.4 se presentan los datos obtenidos en un estudio sobre la concentracion
de un medicamento llamado Etodolac, el cual fue suministrado a un grupo de caballos
(tres hembras y tres machos) (Davis etal., 2007). Posteriormente se tomaron un total de
10 muestras durante un periodo de 12 horas. En el grafico 1.4 también se puede apreciar el
modelo de dos compartimientos ajustado por medio del método de méxima verosimilitud
via Evolucién Diferencial.
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60
|

= Datos observados
- Modelo ajustado

Y1)
20 30 40
| |

10
|

0 2 4 6 8 10 12

Tiempo (horas)

Figura 1.4: Curva de concentraciéon observada y ajustada para el modelo de dos compar-
timientos.

Para ajustar la curva de concentracién de algtin medicamento tanto al modelo 1.2 como al
modelo 1.4 (como se ilustré en los dos casos anteriores), se deben tomar n muestras para
obtener Y7, Y5, ...Y, medidas de concentraciéon en diferentes t1, ts, ..., t,. El farmacoélogo
tradicionalmente define los tiempos de muestreo de acuerdo a la experiencia que tenga sobre
el comportamiento de la concentracion de dicho medicamento. Otra alternativa es recurrir a,
un criterio estadistico para determinar los tiempos donde se deben tomar las muestras que
garanticen una estimacion 6ptima (en términos de varianza) de los parametros del modelo
de interés. En el siguiente capitulo se definird el criterio D-optimalidad Bayesiano para
ambos modelos, por medio del cual se pueden obtener los tiempos de muestreo t1,to,...t,
que minimicen la varianza de la distribucién posterior de los parametros, y en el capitulo 3
se realizara un estudio de simulacion con el fin de caracterizar dichos tiempos (obtenidos con
el criterio D-optimalidad Bayesiano) de muestreo bajo diferentes escenarios de simulacion
(tamanos de muestra y niveles de correlacion entre algunos parametros).

Algunas consideraciones asociadas a las tasas de absorcién y eliminacién
en los modelos anteriores

Las tasas de absorcién y eliminaciéon de los farmacos o medicamentos, depende de algunos
factores o caracteristicas como:

Caracteristicas fisico-quimicas del farmaco: liposolubilidad, grado de ionizacion.

Vias de administracion: oral, rectal, intravenosa, cutanea, etc.

Factores fisiologicos: edad (en nifios y ancianos la absorcion disminuye).

Factores patologicos: enfermedades que afectan a la absorciéon de farmacos.
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e Factores yatrogenos: interferencia que puede existir entre un medicamento y la ab-
sorciéon de otro.

(Gabrielsson y Weiner, 2000). Teniendo en cuenta que estos factores identificados tienen
efecto sobre la relacién entre las tasas de absorcién y eliminacion, posteriormente en el
anélisis de simulacién desarrollado en el capitulo 3, se tendran en cuenta diferentes niveles
de correlacién entre estas tasas de absorcion y eliminacién para determinar el efecto que
tienen sobre los disenos 6ptimos £ = [t1,ta, ... t,] que se desean caracterizar.



CAPITULO 2

Diseno Experimental Bayesiano

En este capitulo se presentara el disefio experimental bayesiano desde el marco de la teoria
de la decisiéon. Primero se ilustraré el criterio D-optimalidad Bayesiano para el modelo
lineal y posteriormente se presentaran algunas aproximaciones asociadas al contexto de los
modelos no lineales, los cuales son de interés en este trabajo.

Lindley presenta una definiciéon general del disenio experimental bayesiano desde el marco
de la teorfa de la decisiéon: un diseno £ debe ser seleccionado desde algiin conjunto =, y los
datos Y serdn obsevados en un espacio muestral ¢'. Basado en Y alguna decisiéon d sera
tomada desde un conjunto Z. La decisién consta de dos partes: primero la selecciéon del
disenio ¢ y a partir de éste la eleccién de una decisién terminal d, 6 representa el vector
de parametros desconocido asociado a un espacio parametral ©. Una funcién de utilidad
general es de la forma: U(d,0,£,Y).

Para un diseno &, la utilidad esperada de la mejor decision estd dada por

U©) = [ mix [ U.0. )P0 V.OPY | dsa (2.1)

donde P(-) denota una funciéon de densidad de probabilidad con respecto a una medida
apropiada. Segtiin Chaloner y Verdinelli el argumento de Lindley sugiere que una buena
forma de disenar experimentos es especificar una funcién de utilidad que refleje el propoésito
del experimento, al considerar la eleccion del diseno como un problema de decision y
seleccionar un disenio que maximice la utilidad esperada, ademas sugieren el enfoque de
Lindley como una formulacién unificada para la teoria del diseno experimental bayesiano.
Las funciones de utilidad estudiadas en este trabajo parten de dicha idea, plasmada en la
ecuacion 2.1.

2.1. Criterio D-optimalidad Bayesiano para el modelo lineal

Sea Y una variable aleatoria tal que Y | ,02~N (X0, 0%1,,), donde la distribucién apriori de
0| 0%es N(fy,0?R™") con § € R¥, R € R**% 52 v R son conocidas. Se puede mostrar que
la distribucién posterior para # también es normal con media 6* = (nM (&) + R) "N (X Ty +
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1
Rfp) y matriz de varianzas-covarianzas o?(nM(€) + R)™!, donde M(¢) = —XTX es la
n

matriz de momentos.
Ahora se considerara el problema de seleccionar un diseno £ para un modelo de regresion
lineal normal

E(Y | 6,0%) = X6, (2.2)

el cual, en el contexto de los modelos de compartimientos tratados en el capitulo 1 rep-
resentarfa los tiempos £ = [t1,t2,...,t,] en los cuales se deben tomar las muestras para
medir las respectivas concentraciones Y7,Ys, ... Y,. Bernardo (1979), considera la ganancia
esperada en la informacion de Shannon (1948) dada por un experimento como una fun-
cion de utilidad, quien propone seleccionar un diseio que maximice la ganancia esperada
de la informacion de Shannon, o equivalentemente, maximizar la distancia esperada de
Kullback-Leibler (Gill, 2000) entre la distribucion a priori la y posterior de 6:

// { |%)}H%mgw@ (2.3)

Como la distribucion a priori no depende del diseno &, entonces el disefio que maximiza la
ganancia esperada de Shannon, es el que maximiza:

- / / log {P(0 | 9,€)} P(y,0 | £)d0dy.

Definiendo la funcién de utilidad 2.3 para el modelo 2.2 se obtiene:

Ek 1
Ul(f):—§—§*log(27r) —*logdet{a (nM+R)}.

Esta utilidad se reduce a maximizar la funcién

¢1(§) = det {nM(¢) + R}, (2.4)

el cual es conocido como el criterio D-optimalidad Bayesiano para el modelo lineal. Cuando
se maximiza este criterio, se maximiza la ganancia esperada de la informaciéon de Shannon

o equivalentemente, se minimiza la varianza de la distribucion posterior de 6 (Chaloner y
Verdinelli, 1995).

2.2. Criterio D-optimalidad Bayesiano para el Modelo no Li-
neal

Ahora se considerara el problema de seleccionar un disenio ¢ para un modelo no lineal.
La busqueda de disenos 6ptimos se complican en este caso, pues la ecuaciéon 2.3 no posee
una solucién analitica. Muchas de las aproximaciones que existen en la literatura para
la utilidad esperada requieren de la aproximacién normal para la distribucién posterior.
Varias aproximaciones a la normalidad son posibles (ver Berger (1985)) e involucran la
matriz de informaciéon de Fisher o la matriz de segundas derivadas del logaritmo de la
verosimilitud o de la densidad posterior.
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Sea 6 el estimador de maxima verosimilitud de §. Una aproximacién normal podria ser:

o176~ (0, [nu00] ). (25)

donde [mp(é,g)} es la matriz de informacién de Fisher esperada para un modelo con

parametros 6 deconocidos, un diseno £ y un tamafno de muestra n. Se puede apreciar que
la distribucién posterior aproximada sélo depende de los datos a través de 6.

Otra aproximacién alternativa es:

01Y,6~N <é, R+ n0(8,€)] 1> , (2.6)

donde 6 ahora denota la moda de la distribucion posterior conjunta de # (también llamado
el estimador de méxima verosimilitud generalizado de 6, ver Berger pagina 133) y R es
la matriz de segundas derivadas de el logaritmo de la densidad a priori o la matriz de
precision de la distribucion a priori (Chaloner y Verdinelli, 1995).

Aplicando la aproximacion asociada a 2.5 en 2.3 se puede obtener la funcién de utilidad
kE k 1
U1(6) = — ~ 5 *log(2m) + 5 [ log (det {ms(6, )} p(O)b. 2.7

De 2.7 se tiene que:

61(6) = / log (det {np(6, £)}) p(0)db, (2.8)

como el criterio de optimalidad bayesiano. Similarmente el criterio de optimalidad obtenido
usando (2.6):

P1r(€) = / log (det {n4(8,€) + R}) p(6)do. (2.9)

Los criterios (2.8) y (2.9) se referenciaran como D-optimalidad Bayesiano para el modelo no
lineal (Chaloner y Verdinelli, 1995). Los disenos 6ptimos, tanto en el contexto lineal como el
no lineal, se caracterizan por ser modelo dependientes, es decir, antes de la experimentacion
se debe definir un modelo adecuado que se ajuste al experimento de interés. En el capitulo
1 se definieron dos modelos farmacocinéticos, para los cuales en un contexto practico puede
ser util definir disenos 6ptimos (¢1, t2, . . ., t,) que permitan obtener estimaciones 6ptimas de
los parametros involucrados. A continuacion se define el criterio D-optimalidad Bayesiano
para ambos modelos.
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2.2.1. Criterio D-optimalidad Bayesiano para el modelo de un compar-
timiento

Ahora se desarrollarédn las funciones de utilidad (2.8) y (2.9) asociadas al modelo de un
compartimiento. Se define inicialmente la matriz de informacion ¥(6,&) de dicho modelo
(para simplificar se tomard A = Vp/F).

n o (ov(t)\? n o 82Y(¢;) n o 92Y(4;) n 92Y(t;)
i=1 \ "ok, i=1 Bk Ok i=1 OkiON i=1 0kioT

82Y (t;) ay (t) \? %Y (t; 92V (t;)
ZZL:I Okq 0k, (t:) Z?:l ( 8152 )) Z?:l 81@25'))\) (t:) Z?:l Oko0T (t:)
Y1(0,¢) =

a2y (t; 82y (¢, ay(t) 2 %Y (t;
Z;L:I a,\a(kl)(ti) Z?:l BAB(KZ) (ti) Z?:l( 6(/\ )) Z?:l axé(wf)(ti)

Y () (4.

%Y (t;
i=1 ook (t) 2 3 (t

n  9%Y(t; n oY (t; 2
im1 “grox (ti) (1) ( (t)) _

i=1 970K, i=1 or

En los anexos se encuentran las expresiones asociadas a las derivadas involucradas en la
matriz de informacion. Ahora, tomando (2.8) y (2.9) se tiene ¢1(&) y ¢1r(€) como:

/ log det [12, (6, €)] p(6)d(6). (2.10)

/ log det [11(6, €) + R p(6)do. (2.11)

Las expresiones 2.10 y 2.11 representa el criterio D-optimalidad Bayesiano para el modelo
de un compartimiento.

2.2.2. Criterio D-optimalidad Bayesiano para el modelo de dos compar-
timientos

Ahora de definira el criterio D-optimalidad Bayesiano (funciones de utilidad (2.8) y (2.9))
para el modelo de dos compartimientos. Al igual que en el modelo de un compartimiento,
se define inicialmente la matriz de informacion (0, ).

r 2

Zn Y (t;) Zn 8%Y (t;) Zn %Y (t;) Zn %Y (t;) (t)
i=1 \ "0k i=1 Dk100k12 i=1 Dk1o0ka1 i=1 Dk1g0V, \Ui

82y (¢, ay ()2 %Y (1 82y (1

s i) s (t) s (t;) s (t)

i=1 Bk120k10 i=1 \ k1o i=1 Bk120ko1 i=1 Bk120V,

¥2(0,€) =

Zn 82%Y (t;) Zn 8%Y (t;) Zn Y (¢t;) 2 Zn 8%Y (t;)

i=1 Bka10k10 i=1 Dka10k12 i=1 \ ko, i=1 Dka10V,
Zn Y (¢;) Zn 8%Y (t;) Zn %Y (t;) Zn Y (t;) 2

i=1 9V 0k10 i=1 9V, 0k12 i=1 9V,0Ka1 i=1 \ "oV,
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En los anexos se encuentran las expresiones asociadas a las derivadas involucradas en la
matriz de informacion. Ahora, tomando (2.8) y (2.9) se tiene ¢1(&) y ¢1r(€) como:

/ log det [125(0, £)] p(6)d(6). (2.12)

/log det [12(6,&) + R] p(6)d(0). (2.13)

Las expresiones 2.12 y 2.13 representa el criterio D-6ptimo Bayesiano para el modelo de
dos compartimientos. En el siguiente capitulo se realizara el estudio de simulacién, con el
fin de caracterizar los disenos 6ptimos obtenidos bajo los criterios 2.10, 2.11 2.12 y 2.13
para los modelos de uno y dos compartimientos respectivamente.



CAPITULO 3

Analisis de Simulacion

3.1. Caracterizaciéon de los disenos 6ptimos asociados al cri-
terio D-optimalidad Bayesiano via simulacién y evolucién
diferencial

Para caracterizar los disefios asociados al criterio D-optimalidad bayesiano para los modelos
de uno y dos compartimientos (ecuaciones 1.2 y 1.4) se deben obtener disenos £ (tiempos de
muestreo t1, to, ..., t,) que generen una estimacion 6ptima de los parametros, para lo cual
se resolveran las expresiones 2.10, 2.11, 2.12 y 2.13 bajo diferentes tamanos de muestra n
(en este trabajo se tomara n = 2,3,...,7) y diferentes niveles de correlacion entre algunos
parametros de los modelos anteriormente citados. Para calcular las integrales se recurrira
a métodos de simulacién y para maximizar la utilidad se recurrird a estrategias evolutivas.
En el apéndice A se describe de manera breve la metodologia de las estrategias evoluti-
vas con su respectiva revision bibliografica, ademés se comentard sobre programaciéon en
paralelo en el paquete R, con el fin de ilustrar el procedimiento empleado en este trabajo
para reducir significativamente los tiempos de calculo y asi obtener los resultados de interés.

14
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3.1.0.1. Escenarios de simulacién modelo de un compartimiento

Tabla 3.1: Escenarios de simulacion (tamanos de muestra y niveles de correlacion) para los
disenos asociados al modelo de un compartimiento.

Tamano de muestra Pker k2)

2 0 01 03 05 07 09
3 0 01 03 05 07 09
4 0 01 03 05 07 09
5 0 01 03 05 07 09
6 0 01 03 05 07 09
7 0 01 03 05 07 09

En la tabla 3.1 se aprecian los diferentes escenarios de simulacién asociados a los diferentes
tamafios de muestra (se asume que las mediciones se realizan sobre diferentes individuos,
para garantizar la independencia entre las observaciones) y los diferentes niveles de cor-
relacion entre ky y ko (las consideraciones asociadas a tomar solo niveles de correlacion entre
k1 y ko fueron tratadas en el capitulo 1). La distribucion a priori elegida fue una normal
multivariada con vector de medias 1 = (g, , ks ir, fbr) Y Matriz de varianzas-covarianzas

0,%1 Okiks 0 0

$ Oko k1 0,%2 0 O
= ) ,

0 0 oy 0

0 0 0 o2

donde Oky,ka = Pki,ka " Oky * Okgy-

Se tom6 como informacion muestral los datos reportados en Gabrielsson y Weiner (2000,
pagina 349) asociados a un medicamento genérico administrado via oral, los cuales se
presentan en la tabla 3.2 y la figura 3.1. Las observaciones se tomaron sobre un grupo
de individuos voluntarios, pero en la referencia anterior no especifican como se realiz6 el
experimento en detalle. Con base en el ejercicio que se reliza en Gabrielsson y Weiner
(2000, pagina 349), al ajustar un modelo de regresion no lineal asumiendo independencia
entre las observaciones, se asumira que las observaciones fueron realizadas sobre diferentes
individuos.
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/ = Datos observados
N N = Modelo ajustado

0 100 200 300

Tiempo (minutos)

Figura 3.1: Curva de concentracion observada de una dosis de 100 gramos de un medica-
mento genérico administrado via oral

Tabla 3.2: Concentraciéon observada de una dosis de 100 gramos de un medicamento genéri-
co administrado via oral. y(t) representa la concentraciéon de medicamento en la sangre de

un individuo en un tiempo ¢.

Tiempo (min) y(t)

10 0.0
15 0.28
20 0.55
30 1.20
40 2.00
60 1.95
90 1.85
120 1.60
180 0.86
210 0.78
240 0.60
300 0.21
360 0.18

A partir de la datos presentados en la tabla 3.2 se presentan los estimadores de maxima
verosimilitud asociados al modelo de un compartimiento.
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fi = (0.09253(min~t),0.02942(min""),32.063(L), 11.3985(min))
op, = 0.000121

6p, = 1.8496 x 107°

63 = 12.6025

52 1.41.

Las estimaciones presentadas anteriormente representan los hiper-parametros de la dis-
tribucién a priori. Como el medicamento fue admistrado via oral, se define un parametro
adicional 7, que representa el tiempo de rezago antes de tomar la primera muestra. La
region de disenio se define a partir de la informacién a priori presentada anteriormente;
dicha region es tal que t € [11.40, 360] minutos, donde el limite inferior se fija a partir del
tiempo de rezago 7 y el limite superior a partir de la altima muestra reportada en la tabla
3.2.

3.1.0.2. Escenarios de simulacién modelo de dos compartimientos

Tabla 3.3: Escenarios de simulacion para los diserios asociados al modelo de dos compar-

timientos

Tamano de muestra p

2 0 0.1 03 05 07 09
3 0 0.1 03 05 07 09
4 0 0.1 03 05 07 09
5 0 0.1 03 05 07 09
6 0 0.1 03 05 07 09
7 0 0.1 03 05 07 09

En la tabla 3.3 se aprecian los diferentes ascenarios de simulacién asociados a los diferentes
tamanos de muestra y los valores de p para definir los niveles de correlacién entre kqg,
ki2 v ko1. La distribucién a priori seleccionada fue una normal multivariada con vector
de medias p = (Ukygs Phyas Moy s o) Y Matriz de varianzas-covarianzas . Para definir las
estructuras de correlacion en los diferentes escenarios, se empled el enfoque adoptado por
Jamshidian y Schott (2007), quien define p;; = pl*=7l:

Pki1o Pkiok12  Pkiokar  Pkio,Va 1 pl /02 0

p= Pk12,k10 Pk12 Pkizko1  Pki2,Vg _ p; 11 pl 0
Pka1,k1o  Pka1,ki2 Pk1s Pka1,Vy PP r o)’

PVakio  PVakiz  PVgkan PV 0 0 0 1

donde p toma los valores definidos en la tabla 3.3. En el estudio de simulacién realizado
por Jamshidian y Schott, se definen tres matrices de covarianza (con p = 0,0.5,0.8) con el
fin de analizar el efecto de la correlacion entre varias variables en una prueba de igualdad
de matrices de covarianza en presencia de datos incompletos; en este trabajo se adopto
dicho enfoque pues también se pretende analizar el efecto de la correlacién, pero en este
caso es entre los pardmetros de un modelo no lineal; el contexto es diferente, pero también
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se pretende analizar el efecto de la matriz de covarianza sobre los disenos obtenidos por
medio de los criterios 2.12 y 2.13.

Para este modelo se tom6 como informacién muestral los datos reportados en Davis et al.
(2007) asociados a un exprerimento realizado con un tipo de medicamento llamado Etodolac
(la adminstracion fue via intravenosa), a partir de los cuales se estimaron los hiper-
parametros:

g = (L1(h71),0.11(h71),0.28(h71),0.29(L/Kg))
6% = 0.0169
10
67, = 0.000961
62 = 0.0025
21
6% = 0.0034.
d

Debido a la forma de administracién del medicamento, no se tendra en cuenta el tiempo
de rezago 7. La region de diseno se define a partir de la informacién a priori, pues no
se reportan los datos directamente, pero si se tiene conocimiento de la regién de diseno
asociada a los hiper-parametros estimados; la region es tal que ¢ € [0,12] horas.

Observaciones del trabajo de simulacién

Para que los resultados obtenidos en este estudio de simulacién puedan ser replicados por
algiin usuario interesado, se fijaron las muestras simuladas de las distribuciones a priori
(bajo los diferentes escenarios), al igual que las semillas asociadas a la optimizacion por
medio de la Evolucién Diferencial. En el apéndice B se presenta el coédigo implementado
en R donde se puede observar el valor que se fijo para la semilla.
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3.2. Resultados

A continuacién se presentan los resultados asociados a los disefios éptimos obtenidos via,
simulaciéon en los diferentes escenarios definidos en el capitulo anterior. Inicialmente se
presenta la utilidad esperada bajo los criterios 2.10, 2.11, 2.12 y 2.13, los disenos para los
diferentes tamanos de muestra y niveles de correlaciéon entre algunos parametros de los
modelos de interés, y por ultimo la evaluacién de los disefios obtenidos por medio de la
distribucion del ECM (Error Cuadratico Medio).

3.3. Resultados Modelo de un Compartimiento
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Figura 3.2: Utilidad esperada para los diferentes tamanos de muestra bajo los criterios 2.10
(criterio sin la matriz de precision a prior R) y 2.11 (criterio con la matriz de precision a

prior R) para el modelo de un compartimiento.

De la figura 3.2 se puede apreciar que el criterio 2.11 (criterio con R) genera mayores uti-
lidades en comparacién al criterio 2.10 (criterio sin R), para los disefios & = [t1,to, ... ty]
asociados a los diferentes tamanos de muestra. La interpretaciéon de ambos criterios o fun-
ciones de utilidad, consiste en hallar los disenos £ que maximicen la informacién de Shanon
0 equivalentemente, que minimicen la varianza de la distribuciéon posterior del vector de
parametros 6 = (ky, ko, 7, A) asociados al modelo de un compartimiento. Otra caracteristica
que se puede ver (para ambos criterios), es el incremento en la utilidad a medida que au-
menta el tamano de muestra n, lo cual es coherente, pues a medida que aumente el tamano
de muestra se espera que la varianza disminuya o la utilidad aumente. Para el criterio 2.10
(criterio sin R) se puede apreciar un comportamiento particular (asociado a la utilidad
obtenida) cuando se tiene un disefio de dos puntos bajo incorrelacion, pues su utilidad es
mucho menor en comparaciéon a los demas disenos de dos puntos bajo los otros niveles de
correlaciéon. A partir de este resultado se puede decir que para este escenario en particular,
considerar algun nivel de correlacion (siempre y cuando exista) entre los pardmetros k; y
ko, genera un impacto sobre la varianza de la distribubucién posterior de los parametros
aumentando la utilidad esperada.
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Flgura 3.3: Comparacion de los disefios 6ptimos bajo los diferentes tamafios de muestra (n=1,...,7.) y niveles

de correlacion p(g, r,) entre k1 y k2, obtenidos bajo los criterios 2.10 y 2.11 para el modelo de un compartimiento.
La etiqueta (-) hace referencia al nimero de observaciones en un mismo tiempo.
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De la figura 3.3 se puede apreciar la estructura de los disenos o tiempos de muestreo 6pti-
mos obtenidos bajo los criterios 2.10 (criterio sin la matriz de precision R) y 2.11 (criterio
con la matriz de precision R). Se puede ver en general (para los diferentes tamanos de
muestra) que cuando no se considera ninguna estructura de correlacion entre ki y ks, los
tiempos de muestreo toman valores desde el tiempo de rezago (11 minutos) hasta valores
mayores a 100 minutos (llegando a tiempos de 234 minutos), pero cuando se considera
alguna estructura de correlaciéon entre kj y kg los tiempos de muestreo se concentran en
la primera parte de la region de diseno tomando a lo sumo tiempos de 92 minutos. A
partir del comportamiento citado anteriormente (para el modelo de un compartimiento
bajo los criterios 2.10 y 2.11) se puede concluir que al considerar incorrelacion entre los
parametros, los disefios poseen una estructura diferente a cuando se considera algin nivel
de correlacion.

De la figura 3.3 también se puede ver un comportamiento particular del criterio 2.11, el
cual tiende a definir la mayor cantidad de tiempos de muestreo al comienzo de la regién
de disefio (atn mas para pequenos tamafnos de muestra). En las figuras 3.4 y 3.5 se puede
apreciar en detalle el comportamiento o la forma de los criterios 2.10 y 2.11 para los disenios
de dos puntos.

a0 con®

NI
Vil

Figura 3.4: Superficies de los criterios 2.10 y 2.11 asociadas al modelo de un compartimiento
para niveles de correlacion de 0% entre ky y ko.
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En las figuras 3.4 y 3.5 se puede apreciar la gran diferencia en el criterio D-6ptimo Bayesiano
cuando se considera la matriz de precision R. Las superficies de la columna izquierda
representan el criterio 2.9 (criterio sin informacion a priori) y las superficies de la columna
derecha reprensenta el criterio 2.10. Se puede ver lo cadtico que resulta el criterio D-6ptimo
Bayesiano cuando no se tiene en cuenta la matriz de precision, y la forma en que se suaviza

cuando si se tiene en cuenta la matriz R en el criterio.
El efecto de la correlaciéon entre k1 y ko en el criterio D-6ptimo Bayesiano se puede apreciar
cuando se pasa de observar el escenario de incorrelacion (figura 3.4) a los escenarios de
correlacion al 30 % y 50 % (figura 3.5). Entre los niveles de correlacion al 30 % y 50 % de
correlacién no se presenta ninguna diferencia en general sobre la forma de la superficie, lo
cual es coherente con lo observado anteriormente al analizar la estructuta de los disenios
para el modelo de un compartimiento, donde solo se observaban cambios en la estructura
de los disefios cuando se pasaba del escenario de incorrelacion a cualesquiera de los otros

escenarios en presencia de correlacion.

3.4. Resultados Modelo de dos Compartimientos
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Figura 3.6: Utilidad esperada para los diferentes tamanos de muestra, bajo los criterios

2.12 y 2.13 para el modelo de dos compartimientos.

En la figura 3.6 se puede apreciar que al igual que en el modelo de un compartimiento, el
criterio 2.13 (criterio con la matriz de informacion a priori R) genera mayores utilidades en

comparacion al criterio 2.12 (criterio sin la matriz de informaciéon a priori R), para los di-
t,] asociados al modelo de dos compartimientos. Comparando

sefios Optimos & = [t1, ta, . ..
la utilidad obtenida para iguales escenarios (tamanos de muestra y niveles de correlacion),

tanto para el modelo de un compartimiento como el de dos compartimientos, el criterio
2.13 maximiza en mayor grado la informacién de Shanon o minimiza la varianza de la

distribubucién posterior de los pardmetros involucrados.
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Figura 3.7: Comparacion de los disefios 6ptimos bajo los diferentes tamafios de muestra (n = 1,...,7.) y estruc-
obtenidos bajo los criterios 2.12 y 2.13 para el modelo de un compartimiento.
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