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Título en españolDiseños Óptimos Bayesianos para Estima
ión de Parámetros en Farma
o
inéti
aTitle in EnglishBayesian Optimal Designs for Parameters Estimation in Pharma
okineti
sResumen: En farma
ología, parti
ularmente en el 
ampo farma
o
inéti
o, el interés fun-damental es estudiar la 
on
entra
ión de un medi
amento en plasma. En esta área usual-mente se tienen modelos de tipo no lineal dadas las 
ara
terísti
as parti
ulares de admin-istra
ión del medi
amento. Desde el enfoque bayesiano, el objetivo de 
onstruir diseñosóptimos sujetos a una fun
ión de utilidad es maximizar la utilidad esperada aso
iada aalgún fun
ional de interés para el investigador. En este trabajo se realizó una 
ara
teri-za
ión de los diseños óptimos obtenidos a través de dos fun
iones de utilidad aso
iadasa un 
riterio de optimalidad bayesiano (D-optimalidad bayesiano), para estimar en formaóptima los parámetros de dos modelos no lineales: 1). modelo mono
ompartimental 
ontasa de absor
ión y elimina
ión 2). modelo bi
ompartimental 
on tasas de elimina
ión yabsor
ión reversible para el segundo 
ompartimiento, ambos modelos bajo el supuesto denormalidad en los errores. Di
ha 
ara
teriza
ión se realizó vía simula
ión y para maximizarla utilidad se re
urrió a la evolu
ión diferen
ial.Abstra
t: In pharma
ology, espe
ially on the pharma
okineti
s �eld, the main interest isthe study of the plasma medi
ine 
on
entration. This area uses non-linear models givenby the parti
ular administration of a medi
ine. The purpose of Bayesian approa
h is to
onstru
t optimal designs restri
ted to a utility fun
tion, to maximize the expe
ted utilityasso
iated to some fun
tional in whi
h the investigator is interested. In this work we made a
hara
terization of the optimal designs obtained from two utility fun
tions asso
iated to anoptimal bayesian 
riteria (Bayes D-optimality) to obtain optimal parameter estimates fortwo non-linear models: 1). one-
ompartment model with absorption and elimination rate2). two-
ompartment model with absorption and elimination rates reversible for the se
ond
ompartment, both models under normality assumption for errors. The 
ited 
hara
teriza-tion was done via simulation and using Diferential Evolution to maximize the utility.Palabras 
lave: Diseños bayesianos, Fun
iones de utilidad, Modelos no lineales, Farma-
o
inéti
a, Evolu
ión diferen
ial.Keywords: Bayesian design, Utility fun
tion, non-linear models , Pharma
okineti
s, Difer-ential Evolution.
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Introdu

ión
En mu
hos pro
esos de la vida 
otidiana surge la ne
esidad de modelar una variable de in-terés, Y : variable respuesta, en fun
ión de 
iertas variables expli
ativas (X), a través de unmodelo estadísti
o de la forma 1. La teoría de diseño de experimentos 
lási
a suministraherramientas metodológi
as 
on el �n de ha
er experimenta
ión en 
ondi
iones óptimas(prin
ipios de aleatoriza
ión, repli
a
ión, bloqueo, et
.), además tiene su fundamento en lateoría de los modelos lineales donde se bus
a determinar la signi�
an
ia del efe
to de losfa
tores o variables expli
ativas en el 
omportamiento de la variable respuesta, suminis-trando informa
ión sobre 
uales niveles de los fa
tores signi�
ativos se debe trabajar paraobtener el 
omportamiento deseado sobre la variable respuesta.

Y = η(xi; θ) + ǫ (1)En algunas áreas de investiga
ión interesa determinar, previo a la experimenta
ión, 
uálesson los niveles de la(s) variable(s) expli
ativa(s) que generan una estima
ión óptima de losparámetros aso
iados al modelo bajo estudio. Por ejemplo, en farma
o
inéti
a se requiereestudiar el pro
eso de a

ión de un fárma
o en un organismo, ya sea humano, animal ovegetal, y para lograrlo se ne
esita 
ono
er la fre
uen
ia de administra
ión, las dosis y lostiempos de muestreo t1, t2, . . ., tn, de tal manera que se pueda estimar en forma óptimaalgunos parámetros 
omo el a
laramiento, la biodisponibilidad y la bioequivalen
ia, entreotros (ver Malgor y Val
esia). Es de anotar que los modelos usualmente involu
rados enesta área son no lineales, lo 
ual di�
ulta la apli
a
ión de la teoría 
lási
a de diseños ópti-mos para modelos lineales, dado que la matriz de dispersión está expresada en fun
ión delos parámetros des
ono
idos que se desean estimar.La teoría de diseños óptimos en el 
ontexto de la estadísti
a bayesiana presenta algunosresultados o 
riterios de optimalidad que pueden ser útiles para determinar las 
ondi-
iones experimentales o los niveles de las 
ovariables en los 
uales se debe experimentarpara obtener una estima
ión óptima de los parámetros de los modelos bajo estudio. Porejemplo, Bernardo (1979) 
onstruye un 
riterio o fun
ión de utilidad a partir del 
on
eptode informa
ión de Shannon, sele

ionando el diseño que maximi
e la ganan
ia esperadaen la informa
ión dada por un experimento. Spezzaferri (1989) halla diseños óptimos us-ando un enfoque bayesiano 
on fun
iones de utilidad, y di
hos diseños los emplea paradis
rimina
ión de modelos, estima
ión de parámetros y el problema dual de estima
ióny dis
rimina
ión en el ámbito de los modelos lineales. Chaloner y Verdinelli (1995) re-alizan una revisión exhaustiva sobre la teoría de diseños óptimos, presentando algunosVII



INTRODUCCIÓN VIII
riterios 
omo A-optimalidad y D-optimalidad bayesiano tanto para modelos lineales 
omono lineales. Merlé y Mentré (1997) realiza un análisis 
on tres algoritmos diferentes paraoptimizar un 
riterio de optimalidad bayesiano que estima en forma óptima los parámetrosde un modelo farma
o
inéti
o (modelo de un 
ompartimiento).En este trabajo se 
ara
terizarán (vía simula
ión) los diseños óptimos obtenidos a partirde dos fun
iones de utilidad aso
iadas al 
riterio D-óptimo bayesiano (diseño experimen-tal bayesiano) para dos modelos no lineales (modelos farma
o
inéti
os). Di
has fun
ionespermiten determinar los tiempos de muestreo t1, t2, . . ., tn que generan una estima
iónóptima, en términos de varianza, de los parámetros involu
rados. El objetivo es 
ara
teri-zar los diseños y determinar su 
omportamiento bajo diferentes es
enarios de simula
ión(tamaños de muestra y niveles de 
orrela
ión entre los parámetros).En el 
apítulo 1 se presentan los 
on
eptos bási
os de farma
o
inéti
a pertinentes y los dosmodelos de interés en este trabajo. En el 
apítulo 2 se presenta la de�ni
ión del 
riterioD-optimalidad Bayesiano, en primera instan
ia para el modelo lineal y posteriormente parael modelo no lineal el 
ual es el 
aso de interés. En el ter
er 
apítulo se presentarán loses
enarios del estudio de simula
ión y los resultados del mismo; por último se presentarándos apéndi
es: A. Donde se ilustrará el algoritmo aso
iado a la Evolu
ión Diferen
ial imple-mentado para resolver el problema de maximizar la utilidad bajo el 
riterio D-optimalidadBayesiano, y también se presentará algo sobre programa
ión en paralelo, la 
ual se im-plementó para redu
ir en forma signi�
ativa los tiempos de 
ál
ulo aso
iados al estudiode simula
ión, B. En este apédi
e se ilustrará la dedu

ión del 
riterio D-optimalidadBayesiano y la de�ni
ión de la matriz de informa
ión de Fisher, la 
ual es ne
esaria para
onstruir el 
riterio D-optimalidad Bayesiano.



CAPÍTULO 1
Farma
o
inéti
a: Con
eptos y Modelos
La Farma
o
inéti
a es la rama de la Farma
ología que estudia el paso de las drogas através del organismo en fun
ión del tiempo y de la dosis. Comprende los pro
esos de ab-sor
ión, distribu
ión, metabolismo o biotransforma
ión y ex
re
ión de las drogas. Algunosobjetivos de la farma
o
inéti
a 
líni
a son: desarrollar nuevos medi
amentos, sele

ionarla vía de administra
ión, 
ono
er la 
apa
idad de a

eso de las drogas a órganos y teji-dos, estable
er las vías metabóli
as, 
ara
terizar los pro
esos de elimina
ión, diseñar losregímenes de dosi�
a
ión, entre otros (Malgor y Val
esia, 2006). En este orden de ideas,determinar los tiempos de muestreo t1, t2, . . ., tn que generen una estima
ión ade
uada delos modelos involu
rados puede ser de gran interés en esta área de investiga
ión, porquealgunos parámetros (
omo el a
laramiento, la biodisponibilidad y la bioequivalen
ia) aso-
iados di
hos modelos son de gran importan
ia a la hora de 
ara
terizar el pro
eso dea

ión de un medi
amento en el organismo, ya sea humano o animal. A 
ontinua
ión sedes
riben algunos 
on
eptos farma
o
inéti
os y posteriormente los modelos (modelos de
ompartimientos) que se estudiarán en este trabajo.Algunas de�ni
iones bási
as:

• Volumen de Distribu
ión: se de�ne 
omo el volumen en el 
ual la 
antidad administra-da de medi
amento ne
esitaría estar uniformemente distribuida para que en todoslos órganos o 
ompartimentos haya una 
on
entra
ión de éste igual a la que hay enel plasma sanguíneo.
• Biodisponibilidad: es la 
antidad administrada de medi
amento que llega hasta eltejido sobre el que realiza su a
tividad.
• Bioequivalen
ia: des
ribe la equivalen
ia biológi
a (que o
urre o tiene lugar dentrode un organismo) que se espera de dos prepara
iones de una misma droga por partede laboratorios diferentes.
• A
laramiento: es el volumen de sangre o plasma que es liberado totalmente de fárma
opor unidad de tiempo; se expresa en mL/min o L/min.1



CAPÍTULO 1. FARMACOCINÉTICA: CONCEPTOS Y MODELOS 21.1. Modelos de CompartimientosUn sistema de 
ompartimientos se entiende 
omo aquél que está formado por un número�nito de subsistemas ma
ros
ópi
os, llamados 
ompartimientos, 
ada uno de los 
uales eshomogéneo y está bien mez
lado, además hay inter
ambio de materiales entre los 
ompar-timientos y el medio. Pueden haber entradas del medio en uno o más 
ompartimientos,también pueden existir salidas de uno o más 
ompartimientos al medio. En farma
o
inéti-
a son usados estos modelos para estudiar el inter
ambio de sustan
ias, por ejemplo unmedi
amento, en un sistema biológi
o dividido en 
ompartimientos. Se asume que las tasasde �ujo de las sustan
ias entre 
ompartimientos siguen una 
inéti
a de primer orden, esde
ir, la tasa de transferen
ia de un 
ompartimiento re
eptor es propor
ional a la 
on
en-tra
ión en el 
ompartimiento proveedor (López y Ramos, 1997).1.1.1. Modelo de un CompartimientoLa estru
tura del modelo de un 
ompartimiento depende de la vía de administra
ión delmedi
amento. En el 
aso de administra
ión por vía oral, se presentan los pro
esos deabsor
ión y elimina
ión del medi
amento, mientras que la administra
ión vía intravenosasolo presenta el pro
eso de elimina
ión, pues en este 
aso el medi
amento va dire
to al �ujosanguíneo (Gabrielsson y Weiner, 2000). En la �gura 1.1 se puede apre
iar el diagramaaso
iado al modelo de un 
ompartimiento bajo un medi
amento administrado vía oral,el 
ual será el primer modelo bajo estudio en este trabajo. A partir de este sistema sepuede plantear la e
ua
ión diferen
ial 1.1, que representa el 
ambio de la 
on
entra
ión delmedi
amento en el 
ompartimiento 
on respe
to al tiempo.
dY (t)

dt
=
k1FM0e

−k1t

VD
− k2 · Y (t), (1.1)donde F es la biodisponibilidad del medi
amento en plasma, k1 y k2 son las tasas deabsor
ión y elimina
ión respe
tivamente, VD el volumen de distribu
ión y M0 la dosisini
ial.El modelo que representa la solu
ión a la e
ua
ión anterior se puede ver en la expresión1.2. Di
ho modelo representa el 
omportamiento de la 
on
entra
ión del medi
amento enplasma Y (t) en un instante de tiempo t.

Y (t) =
M0k1

λ(k1 − k2)
· (e−k2t − e−k1t), (1.2)donde λ = VD/F .Teniendo en 
uenta que el medi
amento es administrado vía oral, se 
onsidera un tiempode rezago τ para tomar la primera muestra, debido a que el medi
amento toma 
iertotiempo hasta llegar al �ujo sanguíneo. Ento
es el modelo 1.2 se podría de�nir 
omo:

Y (t) =
M0k1

λ(k1 − k2)
· (e−k2(t−τ) − e−k1(t−τ)) + ε.



CAPÍTULO 1. FARMACOCINÉTICA: CONCEPTOS Y MODELOS 3El modelo anterior bajo el supuesto ε ∼ N(0, σ2).Entrada(Medi
amentoadministrado)
CompartimientoCentral Salida(Medi
amentoeliminado)k1

k2Figura 1.1: Diagrama aso
iado al modelo de un 
ompartimiento 
on un medi
amento ad-ministrado vía oral.1.1.2. Modelo de dos CompartimientosCuando un medi
amento es administrado rápidamente y las 
on
entra
iones son medi-das fre
uentemente, el modelo de un 
ompartimiento no es muy ade
uado para prede
irla 
on
entra
ión del medi
amento en un tiempo determinado. El modelo de dos 
ompar-timientos es más ade
uado en este 
aso, pues introdu
e 
ompartimientos adi
ionales parala distribu
ión y redistribu
ión de la droga entre un 
ompartimiento 
entral (que repre-senta la sangre) y uno periféri
o (que representa tejidos) 1.2. Por el 
ontrario, el modelode un 
ompartimiento es requerido 
uando los tiempos de administra
ión y las medidas dela 
on
entra
ión son tomadas en tiempos más largos (ver Gabrielsson y Weiner pag 80).En la �gura 1.2 se puede apre
iar el diagrama aso
iado al modelo de dos 
ompartimientosbajo un medi
amento administrado vía intravenosa, el 
ual será el segundo modelo bajoestudio en este trabajo. A partir de este diagrama se puede plantear el siguiente sistema dee
ua
iones diferen
iales 1.3, que representa el 
ambio de la 
on
entra
ión del medi
amento
on respe
to al tiempo. Y1(t) representa la 
on
entra
ión en el 
ompartimiento 
entral y
Y2(t) representa la 
on
entra
ión en el 
ompartimiento periféri
o.

dY1(t)
dt

= k21Y2(t)− k12Y1(t)− k10Y1(t)

dY2(t)
dt

= k12Y1(t)− k21Y2(t)

(1.3)El modelo que representa la solu
ión a la e
ua
ión anterior, aso
iada al 
ompartimiento
entral se puede ver en la expresión 1.4. Di
ho modelo representa el 
omportamiento de la
on
entra
ión del medi
amento en plasma Y1(t) en un instante de tiempo t.
Y1(t) = A · e−(αt) +B · e−(βt) + ε, (1.4)donde:

A =
M0

Vc
·
α− k21
α− β
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B =

M0

Vc
·
β − k21
β − α

α =
k21 · k10

β

β =
1

2

[

k12 + k21 + k10 −
√

(k12 + k21 + k10)2 − 4k21 · k10

]

CompartimientoCentral (1) CompartimientoPeriféri
o (2)
Salida(Medi
amentoeliminado)

k12

k21

k10

Figura 1.2: Diagrama aso
iado al modelo de dos 
ompartimientos de un medi
amentoadministrado vía intravenosa.Los parámetros aso
iados al modelo 1.4 (A,B,α y β) son llamadas ma
ro-
onstantes, ypuede ser expresadas en fun
ión de las 
onstantes k10, k12 k21 y Vc, las 
uales representanrespe
tivamente las tasas de elimina
ión y absor
ión reversible para el segundo 
ompar-timiento y el volumen de distribu
ión.Problema de identi�
abilidadUn problema en el ajuste de modelos de 
ompartimientos 
uando se observa una respuesta,es que algunas 
on�gura
iones resultan en parámetros inter
ambiables. En el modelo 1.4se puede apre
iar un 
laro ejemplo. Esto puede 
ausar problemas en la estima
ión, porquediferentes 
on�gura
iones de parámetros dan 
omo resultado la misma respuesta predi
ha(ver Bates y Watts). Para evitar los problemas anteriormente 
itados en el modelo de dos
ompartimientos, éste se ha parametrizado totalmente en fun
ión de las 
onstantes k10,
k12 k21 y Vc; 
on di
ha parametriza
ión se pueden diferen
iar tanto los parámetros A y B
omo α y β.Ejemplos aso
iados a los modelos de uno y dos 
ompartimentosA 
ontinua
ión se presentan un par de ejemplos aso
iados al ajuste de dos 
onjuntos dedatos a los modelos de uno y dos 
ompartimientos respe
tivamente. El 
onjunto de datosajustado al modelo de un 
ompartimiento está aso
iado a un medi
amento administrado
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onjunto de datos ajustado al modelo de dos 
ompartimentos estáaso
iado a un medi
amento administrado vía intravenosa.Ejemplo modelo de un 
ompartimientoEn la tabla 1.1 se presentan los datos obtenidos a partir de las medi
iones sobre un 
onjuntode personas voluntarias, las 
uales 
onsumieron una dosis de 100 gramos de una droga Avía oral (Gabrielsson y Weiner, 2000, pag 354).Tabla 1.1: Con
entra
ión observada de una dosis de 100 gramos de un medi
amento genéri-
o administrado vía oral. y(t) representa la 
on
entra
ión de medi
amento en la sangre deun individuo en un tiempo t. Tiempo (min) y(t)10 0.015 0.2820 0.5530 1.2040 2.0060 1.9590 1.85120 1.60180 0.86210 0.78240 0.60300 0.21360 0.18Existen diversas metodologías para ajustar un 
onjunto de datos a un modelo de natu-raleza no lineal (
omo es el 
aso del modelo de un 
ompartimiento), entre los 
uales seen
uentran el método de mínimos 
uadrados (ver Bates y Watts página 36) o el métodode máxima verosimilitud; ambos requieren maximizar una fun
ión objetivo y para ello sepuede re
urrir a un método 
omo el Newton Rapson o algún otro 
omo el de Evolu
iónDiferen
ial (ver Beyer y S
hwefel), este último implementado en el paquete R en la librería"DEoptim". En la tabla 1.2 se presentan las estima
iones aso
iadas al ajuste del modelode un 
ompartimiento, el 
ual se realizó por medio del método de máxima verosimilitudvía Evolu
ión Diferen
ial.



CAPÍTULO 1. FARMACOCINÉTICA: CONCEPTOS Y MODELOS 6Tabla 1.2: Parámetros estimados vía Evolu
ión Diferen
ial.Parámetro Estima
ión
λ 32.063
k1 0.0428
k2 0.0087
τ 15.584
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Datos observados
Modelo ajustado

Figura 1.3: Curva de 
on
entra
ión observada y ajustada para el modelo de un 
ompar-timiento.Ejemplo modelo de dos 
ompartimientosEn el grá�
o 1.4 se presentan los datos obtenidos en un estudio sobre la 
on
entra
iónde un medi
amento llamado Etodola
, el 
ual fue suministrado a un grupo de 
aballos(tres hembras y tres ma
hos) (Davis et al., 2007). Posteriormente se tomaron un total de10 muestras durante un periodo de 12 horas. En el grá�
o 1.4 también se puede apre
iar elmodelo de dos 
ompartimientos ajustado por medio del método de máxima verosimilitudvía Evolu
ión Diferen
ial.



CAPÍTULO 1. FARMACOCINÉTICA: CONCEPTOS Y MODELOS 7

0 2 4 6 8 10 12

0
10

20
30

40
50

60

Tiempo (horas)

Y
1(t

)

Datos observados
Modelo ajustado

Figura 1.4: Curva de 
on
entra
ión observada y ajustada para el modelo de dos 
ompar-timientos.Para ajustar la 
urva de 
on
entra
ión de algún medi
amento tanto al modelo 1.2 
omo almodelo 1.4 (
omo se ilustró en los dos 
asos anteriores), se deben tomar n muestras paraobtener Y1, Y2, . . . Yn medidas de 
on
entra
ión en diferentes t1, t2, . . ., tn. El farma
ólogotradi
ionalmente de�ne los tiempos de muestreo de a
uerdo a la experien
ia que tenga sobreel 
omportamiento de la 
on
entra
ión de di
ho medi
amento. Otra alternativa es re
urrir aun 
riterio estadísti
o para determinar los tiempos donde se deben tomar las muestras quegaranti
en una estima
ión óptima (en términos de varianza) de los parámetros del modelode interés. En el siguiente 
apítulo se de�nirá el 
riterio D-optimalidad Bayesiano paraambos modelos, por medio del 
ual se pueden obtener los tiempos de muestreo t1, t2, . . . tnque minimi
en la varianza de la distribu
ión posterior de los parámetros, y en el 
apítulo 3se realizará un estudio de simula
ión 
on el �n de 
ara
terizar di
hos tiempos (obtenidos 
onel 
riterio D-optimalidad Bayesiano) de muestreo bajo diferentes es
enarios de simula
ión(tamaños de muestra y niveles de 
orrela
ión entre algunos parámetros).Algunas 
onsidera
iones aso
iadas a las tasas de absor
ión y elimina
iónen los modelos anterioresLas tasas de absor
ión y elimina
ión de los fárma
os o medi
amentos, depende de algunosfa
tores o 
ara
terísti
as 
omo:
• Cara
terísti
as físi
o-quími
as del fárma
o: liposolubilidad, grado de ioniza
ión.
• Vías de administra
ión: oral, re
tal, intravenosa, 
utánea, et
.
• Fa
tores �siológi
os: edad (en niños y an
ianos la absor
ión disminuye).
• Fa
tores patológi
os: enfermedades que afe
tan a la absor
ión de fárma
os.
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• Fa
tores yatrógenos: interferen
ia que puede existir entre un medi
amento y la ab-sor
ión de otro.(Gabrielsson y Weiner, 2000). Teniendo en 
uenta que estos fa
tores identi�
ados tienenefe
to sobre la rela
ión entre las tasas de absor
ión y elimina
ión, posteriormente en elanálisis de simula
ión desarrollado en el 
apítulo 3, se tendrán en 
uenta diferentes nivelesde 
orrela
ión entre estas tasas de absor
ión y elimina
ión para determinar el efe
to quetienen sobre los diseños óptimos ξ = [t1, t2, . . . tn] que se desean 
ara
terizar.



CAPÍTULO 2
Diseño Experimental Bayesiano
En este 
apítulo se presentará el diseño experimental bayesiano desde el mar
o de la teoríade la de
isión. Primero se ilustrará el 
riterio D-optimalidad Bayesiano para el modelolineal y posteriormente se presentarán algunas aproxima
iones aso
iadas al 
ontexto de losmodelos no lineales, los 
uales son de interés en este trabajo.Lindley presenta una de�ni
ión general del diseño experimental bayesiano desde el mar
ode la teoría de la de
isión: un diseño ξ debe ser sele

ionado desde algún 
onjunto Ξ, y losdatos Y serán obsevados en un espa
io muestral Y . Basado en Y alguna de
isión d serátomada desde un 
onjunto D . La de
isión 
onsta de dos partes: primero la sele

ión deldiseño ξ y a partir de éste la ele

ión de una de
isión terminal d, θ representa el ve
torde parámetros des
ono
ido aso
iado a un espa
io parametral Θ. Una fun
ión de utilidadgeneral es de la forma: U(d, θ, ξ, Y ).Para un diseño ξ, la utilidad esperada de la mejor de
isión está dada por

U(ξ) =

∫

Y

máx
d∈D

∫

Θ
U(d, θ, ξ, Y )P (θ | Y, ξ)P (Y | ξ)dθdY, (2.1)donde P (·) denota una fun
ión de densidad de probabilidad 
on respe
to a una medidaapropiada. Según Chaloner y Verdinelli el argumento de Lindley sugiere que una buenaforma de diseñar experimentos es espe
i�
ar una fun
ión de utilidad que re�eje el propósitodel experimento, al 
onsiderar la ele

ión del diseño 
omo un problema de de
isión ysele

ionar un diseño que maximi
e la utilidad esperada, además sugieren el enfoque deLindley 
omo una formula
ión uni�
ada para la teoría del diseño experimental bayesiano.Las fun
iones de utilidad estudiadas en este trabajo parten de di
ha idea, plasmada en lae
ua
ión 2.1.2.1. Criterio D-optimalidad Bayesiano para el modelo linealSea Y una variable aleatoria tal que Y | θ, σ2∼N(Xθ, σ2In), donde la distribu
ión apriori de

θ | σ2 es N(θ0, σ
2R−1) 
on θ ∈ R

k, R ∈ R
k×k, σ2 y R son 
ono
idas. Se puede mostrar quela distribu
ión posterior para θ también es normal 
on media θ∗ = (nM(ξ)+R)−1(XT y+9
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Rθ0) y matriz de varianzas-
ovarianzas σ2(nM(ξ) + R)−1, donde M(ξ) =

1

n
XTX es lamatriz de momentos.Ahora se 
onsiderará el problema de sele

ionar un diseño ξ para un modelo de regresiónlineal normal

E(Y | θ, σ2) = Xθ, (2.2)el 
ual, en el 
ontexto de los modelos de 
ompartimientos tratados en el 
apítulo 1 rep-resentaría los tiempos ξ = [t1, t2, . . . , tn] en los 
uales se deben tomar las muestras paramedir las respe
tivas 
on
entra
iones Y1, Y2, . . . Yn. Bernardo (1979), 
onsidera la ganan
iaesperada en la informa
ión de Shannon (1948) dada por un experimento 
omo una fun-
ión de utilidad, quien propone sele

ionar un diseño que maximi
e la ganan
ia esperadade la informa
ión de Shannon, o equivalentemente, maximizar la distan
ia esperada deKullba
k-Leibler (Gill, 2000) entre la distribu
ión a priori la y posterior de θ:
∫ ∫

log

{
P (θ | y, ξ)

P (θ)

}

P (y, θ | ξ)dθdy. (2.3)Como la distribu
ión a priori no depende del diseño ξ, enton
es el diseño que maximiza laganan
ia esperada de Shannon, es el que maximiza:
U1(ξ) =

∫ ∫

log {P (θ | y, ξ)}P (y, θ | ξ)dθdy.De�niendo la fun
ión de utilidad 2.3 para el modelo 2.2 se obtiene:
U1(ξ) = −

k

2
−
k

2
∗ log(2π) +

1

2
∗ log det

{
σ−2(nM +R)

}
.Esta utilidad se redu
e a maximizar la fun
ión

φ1(ξ) = det {nM(ξ) +R} , (2.4)el 
ual es 
ono
ido 
omo el 
riterio D-optimalidad Bayesiano para el modelo lineal. Cuandose maximiza este 
riterio, se maximiza la ganan
ia esperada de la informa
ión de Shannono equivalentemente, se minimiza la varianza de la distribu
ión posterior de θ (Chaloner yVerdinelli, 1995).2.2. Criterio D-optimalidad Bayesiano para el Modelo no Li-nealAhora se 
onsiderará el problema de sele

ionar un diseño ξ para un modelo no lineal.La busqueda de diseños óptimos se 
ompli
an en este 
aso, pues la e
ua
ión 2.3 no poseeuna solu
ión analíti
a. Mu
has de las aproxima
iones que existen en la literatura parala utilidad esperada requieren de la aproxima
ión normal para la distribu
ión posterior.Varias aproxima
iones a la normalidad son posibles (ver Berger (1985)) e involu
ran lamatriz de informa
ión de Fisher o la matriz de segundas derivadas del logaritmo de laverosimilitud o de la densidad posterior.



CAPÍTULO 2. DISEÑO EXPERIMENTAL BAYESIANO 11Sea θ̂ el estimador de máxima verosimilitud de θ. Una aproxima
ión normal podría ser:
θ | Y, ξ ∼ N

(

θ̂,
[

nψ(θ̂, ξ)
]−1
)

, (2.5)donde [nψ(θ̂, ξ)] es la matriz de informa
ión de Fisher esperada para un modelo 
onparámetros θ de
ono
idos, un diseño ξ y un tamaño de muestra n. Se puede apre
iar quela distribu
ión posterior aproximada sólo depende de los datos a través de θ̂.Otra aproxima
ión alternativa es:
θ | Y, ξ ∼ N

(

θ̂,
[

R+ nψ(θ̂, ξ)
]−1
)

, (2.6)donde θ̂ ahora denota la moda de la distribu
ión posterior 
onjunta de θ (también llamadoel estimador de máxima verosimilitud generalizado de θ, ver Berger página 133) y R esla matriz de segundas derivadas de el logaritmo de la densidad a priori o la matriz depre
isión de la distribu
ión a priori (Chaloner y Verdinelli, 1995).Apli
ando la aproxima
ión aso
iada a 2.5 en 2.3 se puede obtener la fun
ión de utilidad
U1(ξ) = −

k

2
−
k

2
∗ log(2π) +

1

2

∫

log (det {nψ(θ, ξ)}) p(θ)dθ. (2.7)De 2.7 se tiene que:
φ1(ξ) =

∫

log (det {nψ(θ, ξ)}) p(θ)dθ, (2.8)
omo el 
riterio de optimalidad bayesiano. Similarmente el 
riterio de optimalidad obtenidousando (2.6):
φ1R(ξ) =

∫

log (det {nψ(θ, ξ) +R}) p(θ)dθ. (2.9)Los 
riterios (2.8) y (2.9) se referen
iarán 
omo D-optimalidad Bayesiano para el modelo nolineal (Chaloner y Verdinelli, 1995). Los diseños óptimos, tanto en el 
ontexto lineal 
omo elno lineal, se 
ara
terizan por ser modelo dependientes, es de
ir, antes de la experimenta
iónse debe de�nir un modelo ade
uado que se ajuste al experimento de interés. En el 
apítulo1 se de�nieron dos modelos farma
o
inéti
os, para los 
uales en un 
ontexto prá
ti
o puedeser útil de�nir diseños óptimos (t1, t2, . . ., tn) que permitan obtener estima
iones óptimas delos parámetros involu
rados. A 
ontinua
ión se de�ne el 
riterio D-optimalidad Bayesianopara ambos modelos.



CAPÍTULO 2. DISEÑO EXPERIMENTAL BAYESIANO 122.2.1. Criterio D-optimalidad Bayesiano para el modelo de un 
ompar-timientoAhora se desarrollarán las fun
iones de utilidad (2.8) y (2.9) aso
iadas al modelo de un
ompartimiento. Se de�ne ini
ialmente la matriz de informa
ión ψ(θ, ξ) de di
ho modelo(para simpli�
ar se tomará λ = VD/F ).
ψ1(θ, ξ) =


























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

∑n
i=1

(

∂Y (ti)
∂k1

)2
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i=1
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(ti)
∑n

i=1
∂2Y (ti)
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i=1
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∑n

i=1

(

∂Y (ti)
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)2
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



























.

En los anexos se en
uentran las expresiones aso
iadas a las derivadas involu
radas en lamatriz de informa
ión. Ahora, tomando (2.8) y (2.9) se tiene φ1(ξ) y φ1R(ξ) 
omo:
∫

log det [ψ1(θ, ξ)] p(θ)d(θ). (2.10)
∫

log det [ψ1(θ, ξ) +R] p(θ)dθ. (2.11)Las expresiones 2.10 y 2.11 representa el 
riterio D-optimalidad Bayesiano para el modelode un 
ompartimiento.2.2.2. Criterio D-optimalidad Bayesiano para el modelo de dos 
ompar-timientosAhora de de�nirá el 
riterio D-optimalidad Bayesiano (fun
iones de utilidad (2.8) y (2.9))para el modelo de dos 
ompartimientos. Al igual que en el modelo de un 
ompartimiento,se de�ne ini
ialmente la matriz de informa
ión ψ(θ, ξ).
ψ2(θ, ξ) =






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




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CAPÍTULO 2. DISEÑO EXPERIMENTAL BAYESIANO 13En los anexos se en
uentran las expresiones aso
iadas a las derivadas involu
radas en lamatriz de informa
ión. Ahora, tomando (2.8) y (2.9) se tiene φ1(ξ) y φ1R(ξ) 
omo:
∫

log det [ψ2(θ, ξ)] p(θ)d(θ). (2.12)
∫

log det [ψ2(θ, ξ) +R] p(θ)d(θ). (2.13)Las expresiones 2.12 y 2.13 representa el 
riterio D-óptimo Bayesiano para el modelo dedos 
ompartimientos. En el siguiente 
apítulo se realizará el estudio de simula
ión, 
on el�n de 
ara
terizar los diseños óptimos obtenidos bajo los 
riterios 2.10, 2.11 2.12 y 2.13para los modelos de uno y dos 
ompartimientos respe
tivamente.



CAPÍTULO 3
Análisis de Simula
ión
3.1. Cara
teriza
ión de los diseños óptimos aso
iados al 
ri-terio D-optimalidad Bayesiano vía simula
ión y evolu
ióndiferen
ialPara 
ara
terizar los diseños aso
iados al 
riterio D-optimalidad bayesiano para los modelosde uno y dos 
ompartimientos (e
ua
iones 1.2 y 1.4) se deben obtener diseños ξ (tiempos demuestreo t1, t2, . . ., tn) que generen una estima
ión óptima de los parámetros, para lo 
ualse resolverán las expresiones 2.10, 2.11, 2.12 y 2.13 bajo diferentes tamaños de muestra n(en este trabajo se tomará n = 2, 3, . . . , 7) y diferentes niveles de 
orrela
ión entre algunosparámetros de los modelos anteriormente 
itados. Para 
al
ular las integrales se re
urriráa métodos de simula
ión y para maximizar la utilidad se re
urrirá a estrategias evolutivas.En el apéndi
e A se des
ribe de manera breve la metodología de las estrategias evoluti-vas 
on su respe
tiva revisión bibliográ�
a, además se 
omentará sobre programa
ión enparalelo en el paquete R, 
on el �n de ilustrar el pro
edimiento empleado en este trabajopara redu
ir signi�
ativamente los tiempos de 
ál
ulo y así obtener los resultados de interés.

14



CAPÍTULO 3. ANÁLISIS DE SIMULACIÓN 153.1.0.1. Es
enarios de simula
ión modelo de un 
ompartimientoTabla 3.1: Es
enarios de simula
ión (tamaños de muestra y niveles de 
orrela
ión) para losdiseños aso
iados al modelo de un 
ompartimiento.Tamaño de muestra ρ(k1,k2)2 0 0.1 0.3 0.5 0.7 0.93 0 0.1 0.3 0.5 0.7 0.94 0 0.1 0.3 0.5 0.7 0.95 0 0.1 0.3 0.5 0.7 0.96 0 0.1 0.3 0.5 0.7 0.97 0 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9En la tabla 3.1 se apre
ian los diferentes es
enarios de simula
ión aso
iados a los diferentestamaños de muestra (se asume que las medi
iones se realizan sobre diferentes individuos,para garantizar la independen
ia entre las observa
iones) y los diferentes niveles de 
or-rela
ión entre k1 y k2 (las 
onsidera
iones aso
iadas a tomar solo niveles de 
orrela
ión entre
k1 y k2 fueron tratadas en el 
apítulo 1). La distribu
ión a priori elegida fue una normalmultivariada 
on ve
tor de medias µ = (µk1 , µk2 , µλ, µτ ) y matriz de varianzas-
ovarianzas

Σ =







σ2k1 σk1,k2 0 0

σk2,k1 σ2k2 0 0

0 0 σ2λ 0
0 0 0 σ2τ






,donde σk1,k2 = ρk1,k2 · σk1 · σk2 .Se tomó 
omo informa
ión muestral los datos reportados en Gabrielsson y Weiner (2000,página 349) aso
iados a un medi
amento genéri
o administrado vía oral, los 
uales sepresentan en la tabla 3.2 y la �gura 3.1. Las observa
iones se tomaron sobre un grupode individuos voluntarios, pero en la referen
ia anterior no espe
i�
an 
omo se realizó elexperimento en detalle. Con base en el ejer
i
io que se reliza en Gabrielsson y Weiner(2000, página 349), al ajustar un modelo de regresión no lineal asumiendo independen
iaentre las observa
iones, se asumirá que las observa
iones fueron realizadas sobre diferentesindividuos.
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Figura 3.1: Curva de 
on
entra
ión observada de una dosis de 100 gramos de un medi
a-mento genéri
o administrado vía oralTabla 3.2: Con
entra
ión observada de una dosis de 100 gramos de un medi
amento genéri-
o administrado vía oral. y(t) representa la 
on
entra
ión de medi
amento en la sangre deun individuo en un tiempo t. Tiempo (min) y(t)10 0.015 0.2820 0.5530 1.2040 2.0060 1.9590 1.85120 1.60180 0.86210 0.78240 0.60300 0.21360 0.18A partir de la datos presentados en la tabla 3.2 se presentan los estimadores de máximaverosimilitud aso
iados al modelo de un 
ompartimiento.
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µ̂ = (0.09253(min−1), 0.02942(min−1), 32.063(L), 11.3985(min))
σ̂2k1 = 0.000121

σ̂2k2 = 1.8496 × 10−6

σ̂2λ = 12.6025
σ̂2τ = 1.41.Las estima
iones presentadas anteriormente representan los hiper-parámetros de la dis-tribu
ión a priori. Como el medi
amento fue admistrado vía oral, se de�ne un parámetroadi
ional τ , que representa el tiempo de rezago antes de tomar la primera muestra. Laregión de diseño se de�ne a partir de la informa
ión a priori presentada anteriormente;di
ha región es tal que t ∈ [11.40, 360] minutos, donde el límite inferior se �ja a partir deltiempo de rezago τ y el límite superior a partir de la última muestra reportada en la tabla3.2.3.1.0.2. Es
enarios de simula
ión modelo de dos 
ompartimientosTabla 3.3: Es
enarios de simula
ión para los diseños aso
iados al modelo de dos 
ompar-timientos Tamaño de muestra ρ2 0 0.1 0.3 0.5 0.7 0.93 0 0.1 0.3 0.5 0.7 0.94 0 0.1 0.3 0.5 0.7 0.95 0 0.1 0.3 0.5 0.7 0.96 0 0.1 0.3 0.5 0.7 0.97 0 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9En la tabla 3.3 se apre
ian los diferentes as
enarios de simula
ión aso
iados a los diferentestamaños de muestra y los valores de ρ para de�nir los niveles de 
orrela
ión entre k10,

k12 y k21. La distribu
ión a priori sele

ionada fue una normal multivariada 
on ve
torde medias µ = (µk10 , µk12 , µk21 , µτ ) y matriz de varianzas-
ovarianzas Σ. Para de�nir lasestru
turas de 
orrela
ión en los diferentes es
enarios, se empleó el enfoque adoptado porJamshidian y S
hott (2007), quien de�ne ρij = ρ|i−j|:
ρ =







ρk10 ρk10,k12 ρk10,k21 ρk10,Vd

ρk12,k10 ρk12 ρk12,k21 ρk12,Vd

ρk21,k10 ρk21,k12 ρk12 ρk21,Vd

ρVd,k10 ρVd,k12 ρVd,k21 ρVd







=







1 ρ1 ρ2 0
ρ1 1 ρ1 0
ρ2 ρ1 1 0
0 0 0 1






,donde ρ toma los valores de�nidos en la tabla 3.3. En el estudio de simula
ión realizadopor Jamshidian y S
hott, se de�nen tres matri
es de 
ovarianza (
on ρ = 0, 0.5, 0.8) 
on el�n de analizar el efe
to de la 
orrela
ión entre varias variables en una prueba de igualdadde matri
es de 
ovarianza en presen
ia de datos in
ompletos; en este trabajo se adoptódi
ho enfoque pues también se pretende analizar el efe
to de la 
orrela
ión, pero en este
aso es entre los parámetros de un modelo no lineal; el 
ontexto es diferente, pero también



CAPÍTULO 3. ANÁLISIS DE SIMULACIÓN 18se pretende analizar el efe
to de la matriz de 
ovarianza sobre los diseños obtenidos pormedio de los 
riterios 2.12 y 2.13.Para este modelo se tomó 
omo informa
ión muestral los datos reportados en Davis et al.(2007) aso
iados a un exprerimento realizado 
on un tipo de medi
amento llamado Etodola
(la adminstra
ión fue vía intravenosa), a partir de los 
uales se estimaron los hiper-parámetros:
µ̂ = (1.1(h−1), 0.11(h−1), 0.28(h−1), 0.29(L/Kg))
σ̂2k10 = 0.0169

σ̂2k12 = 0.000961

σ̂2k21 = 0.0025

σ̂2Vd
= 0.0034.Debido a la forma de administra
ión del medi
amento, no se tendrá en 
uenta el tiempode rezago τ . La región de diseño se de�ne a partir de la informa
ión a priori, pues nose reportan los datos dire
tamente, pero si se tiene 
ono
imiento de la región de diseñoaso
iada a los hiper-parámetros estimados; la región es tal que t ∈ [0, 12] horas.Observa
iones del trabajo de simula
iónPara que los resultados obtenidos en este estudio de simula
ión puedan ser repli
ados poralgún usuario interesado, se �jaron las muestras simuladas de las distribu
iones a priori(bajo los diferentes es
enarios), al igual que las semillas aso
iadas a la optimiza
ión pormedio de la Evolu
ión Diferen
ial. En el apéndi
e B se presenta el 
ódigo implementadoen R donde se puede observar el valor que se �jó para la semilla.



CAPÍTULO 3. ANÁLISIS DE SIMULACIÓN 193.2. ResultadosA 
ontinua
ión se presentan los resultados aso
iados a los diseños óptimos obtenidos víasimula
ión en los diferentes es
enarios de�nidos en el 
apítulo anterior. Ini
ialmente sepresenta la utilidad esperada bajo los 
riterios 2.10, 2.11, 2.12 y 2.13, los diseños para losdiferentes tamaños de muestra y niveles de 
orrela
ión entre algunos parámetros de losmodelos de interés, y por último la evalua
ión de los diseños obtenidos por medio de ladistribu
ión del ECM (Error Cuadráti
o Medio).3.3. Resultados Modelo de un Compartimiento
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Figura 3.2: Utilidad esperada para los diferentes tamaños de muestra bajo los 
riterios 2.10(
riterio sin la matriz de pre
isión a prior R) y 2.11 (
riterio 
on la matriz de pre
isión aprior R) para el modelo de un 
ompartimiento.De la �gura 3.2 se puede apre
iar que el 
riterio 2.11 (
riterio 
on R) genera mayores uti-lidades en 
ompara
ión al 
riterio 2.10 (
riterio sin R), para los diseños ξ = [t1, t2, . . . tn]aso
iados a los diferentes tamaños de muestra. La interpreta
ión de ambos 
riterios o fun-
iones de utilidad, 
onsiste en hallar los diseños ξ que maximi
en la informa
ión de Shanono equivalentemente, que minimi
en la varianza de la distribu
ión posterior del ve
tor deparámetros θ = (k1, k2, τ, λ) aso
iados al modelo de un 
ompartimiento. Otra 
ara
terísti
aque se puede ver (para ambos 
riterios), es el in
remento en la utilidad a medida que au-menta el tamaño de muestra n, lo 
ual es 
oherente, pues a medida que aumente el tamañode muestra se espera que la varianza disminuya o la utilidad aumente. Para el 
riterio 2.10(
riterio sin R) se puede apre
iar un 
omportamiento parti
ular (aso
iado a la utilidadobtenida) 
uando se tiene un diseño de dos puntos bajo in
orrela
ión, pues su utilidad esmu
ho menor en 
ompara
ión a los demás diseños de dos puntos bajo los otros niveles de
orrela
ión. A partir de este resultado se puede de
ir que para este es
enario en parti
ular,
onsiderar algún nivel de 
orrela
ión (siempre y 
uando exista) entre los parámetros k1 y
k2, genera un impa
to sobre la varianza de la distribubu
ión posterior de los parámetrosaumentando la utilidad esperada.
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Figura 3.3: Compara
ión de los diseños óptimos bajo los diferentes tamaños de muestra (n = 1, . . . , 7.) y nivelesde 
orrela
ión ρ(k1,k2) entre k1 y k2, obtenidos bajo los 
riterios 2.10 y 2.11 para el modelo de un 
ompartimiento.La etiqueta (·) ha
e referen
ia al número de observa
iones en un mismo tiempo.



CAPÍTULO 3. ANÁLISIS DE SIMULACIÓN 21De la �gura 3.3 se puede apre
iar la estru
tura de los diseños o tiempos de muestreo ópti-mos obtenidos bajo los 
riterios 2.10 (
riterio sin la matriz de pre
isión R) y 2.11 (
riterio
on la matriz de pre
isión R). Se puede ver en general (para los diferentes tamaños demuestra) que 
uando no se 
onsidera ninguna estru
tura de 
orrela
ión entre k1 y k2, lostiempos de muestreo toman valores desde el tiempo de rezago (11 minutos) hasta valoresmayores a 100 minutos (llegando a tiempos de 234 minutos), pero 
uando se 
onsideraalguna estru
tura de 
orrela
ión entre k1 y k2 los tiempos de muestreo se 
on
entran enla primera parte de la región de diseño tomando a lo sumo tiempos de 92 minutos. Apartir del 
omportamiento 
itado anteriormente (para el modelo de un 
ompartimientobajo los 
riterios 2.10 y 2.11) se puede 
on
luir que al 
onsiderar in
orrela
ión entre losparámetros, los diseños poseen una estru
tura diferente a 
uando se 
onsidera algún nivelde 
orrela
ión.De la �gura 3.3 también se puede ver un 
omportamiento parti
ular del 
riterio 2.11, el
ual tiende a de�nir la mayor 
antidad de tiempos de muestreo al 
omienzo de la regiónde diseño (aún más para pequeños tamaños de muestra). En las �guras 3.4 y 3.5 se puedeapre
iar en detalle el 
omportamiento o la forma de los 
riterios 2.10 y 2.11 para los diseñosde dos puntos.
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Figura 3.4: Super�
ies de los 
riterios 2.10 y 2.11 aso
iadas al modelo de un 
ompartimientopara niveles de 
orrela
ión de 0% entre k1 y k2.
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CAPÍTULO 3. ANÁLISIS DE SIMULACIÓN 23En las �guras 3.4 y 3.5 se puede apre
iar la gran diferen
ia en el 
riterio D-óptimo Bayesiano
uando se 
onsidera la matriz de pre
isión R. Las super�
ies de la 
olumna izquierdarepresentan el 
riterio 2.9 (
riterio sin informa
ión a priori) y las super�
ies de la 
olumnadere
ha reprensenta el 
riterio 2.10. Se puede ver lo 
aóti
o que resulta el 
riterio D-óptimoBayesiano 
uando no se tiene en 
uenta la matriz de pre
isión, y la forma en que se suaviza
uando si se tiene en 
uenta la matriz R en el 
riterio.El efe
to de la 
orrela
ión entre k1 y k2 en el 
riterio D-óptimo Bayesiano se puede apre
iar
uando se pasa de observar el es
enario de in
orrela
ión (�gura 3.4) a los es
enarios de
orrela
ión al 30% y 50% (�gura 3.5). Entre los niveles de 
orrela
ión al 30% y 50% de
orrela
ión no se presenta ninguna diferen
ia en general sobre la forma de la super�
ie, lo
ual es 
oherente 
on lo observado anteriormente al analizar la estru
tuta de los diseñospara el modelo de un 
ompartimiento, donde solo se observaban 
ambios en la estru
turade los diseños 
uando se pasaba del es
enario de in
orrela
ión a 
ualesquiera de los otroses
enarios en presen
ia de 
orrela
ión.3.4. Resultados Modelo de dos Compartimientos
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Figura 3.6: Utilidad esperada para los diferentes tamaños de muestra, bajo los 
riterios2.12 y 2.13 para el modelo de dos 
ompartimientos.En la �gura 3.6 se puede apre
iar que al igual que en el modelo de un 
ompartimiento, el
riterio 2.13 (
riterio 
on la matriz de informa
ión a priori R) genera mayores utilidades en
ompara
ión al 
riterio 2.12 (
riterio sin la matriz de informa
ión a priori R), para los di-seños óptimos ξ = [t1, t2, . . . tn] aso
iados al modelo de dos 
ompartimientos. Comparandola utilidad obtenida para iguales es
enarios (tamaños de muestra y niveles de 
orrela
ión),tanto para el modelo de un 
ompartimiento 
omo el de dos 
ompartimientos, el 
riterio2.13 maximiza en mayor grado la informa
ión de Shanon o minimiza la varianza de ladistribubu
ión posterior de los parámetros involu
rados.
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Figura 3.7: Compara
ión de los diseños óptimos bajo los diferentes tamaños de muestra (n = 1, . . . , 7.) y estru
-turas de 
orrela
ión ρ(k10,k12,k13), obtenidos bajo los 
riterios 2.12 y 2.13 para el modelo de un 
ompartimiento.Las etiquetas (·) y (· − ·) ha
en referen
ia al número de observa
iones en un mismo tiempo.


