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Resumen

Hacemos una revisiéon de fluidos potenciales con el propodsito de analizar el
flujo alrededor de sélidos que presentan una simetria determinada, en particular,
para objetos que presentan una simetria axisimétrica. Mostramos como se puede
llegar a la ecuacion de Laplace para fluidos potenciales y encontramos un funcional
que corresponde a la misma con su generalizacion en coordenadas curvilineas.
Solucionamos en casos particulares como la esfera y el cilindro haciendo el calculo
de la masa aparente. Posteriormente, a partir de la funcién de flujo en simetrias
conocidas, proponemos una ecuacion diferencial para la funcién de flujo en
coordenadas curvilineas cuya solucion pueda obtenerse a partir de aplicar
condiciones de Dirichlet. Deducimos el funcional que, al minimizarse, corresponde
a esta ecuacion diferencial y mostramos métodos de solucién de esta ecuacion
diferencial cuando se presenta una simetria en una de las coordenadas curvilineas.
Planteamos una estrategia para solucionar objetos con simetrias dadas inmersos
en fluidos potenciales usando condiciones asintéticas para poder resolver problemas
de objetos con simetrias parabdlicas y elipsoidales tanto cilindricas como esféricas.

Palabras Clave: Fluidos potenciales, sélidos de revolucién, coordenadas
curvilineas, ecuacion de Laplace

Abstract

STUDY ABOUT THE DYNAMICS OF SOLIDS OF
REVOLUTION IN FLUIDS

We outline a review of potential fluids with the aim to analyze the flow
around solids that have a given simmetry, i. e. axysimmetric bodies. We show
how to reach the Laplace equation for potential fluids and find a Functional
that is generalized in curvilinear coordinates. We solve the sphere and the
cylinder and computing the apparent mass. Subsequently, starting from the
stream function in given simmetries, we propose a differential equation for the
stream function in curvilinear coordinates whose solution can be found by using
Dirichlet conditions. We found the functional that corresponds to the differential
equation and show methods of solution when there is a simmetry in one of the
coordinates. We outline a strategy to solve objects with given symmetries in
potential fluids using asymptotic behaviors in order to solve problems parabolic
and elliptic shaped-objects with cilindrical and spherical simmetries.

Key words: Potencial Flow, Solids of revolution, curvilinear coordinates,
Laplace Equation.
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INTRODUCCION

El estudio de sélidos inmersos en fluidos es de gran interés ya que permite analizar
y describir situaciones como la forma de cohetes y aeronaves que permitan disminuir la
resistencia o la potencia aplicada sobre éstos. Aunque existen otras aproximaciones para
fluidos como los gases enrarecidos [1], Se entiende que de manera general, este problema
se reduce a solucionar la ecuacién de Navier Stokes con condiciones de frontera definidas
para asi determinar el campo de velocidades en una region dada. La solucion de esta
ecuacion se ha estudiado ampliamente desde el uso de métodos numéricos, a través de
métodos ya sea analiticos o semi andliticos [2] o con el desarrollo de técnicas basadas
en el método de elementos finitos [3] o el de diferencias finitas [4].

Dependiendo las condiciones que pongamos en el fluido o en la forma del flujo, es
posible reducir las situaciones presentadas en la solucién de sélidos inmersos en fluidos
hasta un nivel en dénde algunas soluciones andliticas sean vélidas. Como una primera
aproximacion, podemos trabajar con fluidos cuya viscosidad sea baja o despreciable
y con fluidos incompresibles de tal forma que el problema se soluciona a partir de la
ecuacion de Euler[5], que junto con la ecuacién de continuidad y las condiciones de
frontera pueden dar solucién al problema de cuerpos inmersos en fluidos si, de manera
general, incluimos las ecuaciones de movimiento del cuerpo[6] y de donde se puede
probar la continuidad de su solucién [7]. Otro problema que se aborda con la ecuacién
de continuidad es aquel en el que el campo de velocidades no cambia explicitamente
del tiempo, problema que también usa métodos numéricos y diferentes técnicas para
encontrar este campo en diferentes situaciones [8]. Una tercera condicién que se presenta
es cuando el flujo es irrotacional con lo cual podemos discutir los fluidos potenciales
que nos permiten simplificar los resultados del campo de velocidades para obtenerlo a
partir de funciones potenciales ¢, x y . Por ejemplo, en [9] usan esta aproximacién de
flujo ideal para representar el campo de velocidades cuando se colocan diferentes tipos
de objetos que se mueven en el fluido.

A pesar que el trabajo de objetos inmersos en fluidos potenciales es muy til, se
conoce que el calculo de la fuerza aplicada lleva a la llamada paradoja de D’Alembert
[10] en la que ésta es nula cuando el objeto se mueve a velocidad constante. De aqui que
sea necesario incluir el estudio de la masa aparente que es una forma de representar la
fuerza aplicada sobre los objetos cuando éstos se aceleran en un fluido potencial [11] .
En términos generales, esta masa se puede presentar como una matriz aunque se puede
reducir para objetos con simetrias determinadas como una matriz diagonal [12]. Estos



calculos permiten analizar como la simetria hace que los potenciales relacionados con
el campo de velocidades tengan una solucion analitica y de esta manera, estudiar lo
que ocurre con un fluido potencial alrededor de un sélido y la potencia necesaria para
acelerarlo usando la masa aparente.

Adicionalmente, es de especial atencién observar cémo se pueden aplicar métodos
variacionales en la formulacién y busqueda de diferentes soluciones que implican la
interaccién entre un fluido y un cuerpo. En [13] se muestra cémo por métodos variacionales
se pueden proponer funciones usando el método de Raileigh Ritz para solucionar el flujo
de un fluido incompresible en una cavidad mejorando la velocidad de computo de la
solucién. En [14] se propone el uso de métodos de variaciones para determinar el campo
de presion a partir de conocer el campo de velocidades.

De esta manera, el calculo de variaciones presenta de manera numeérica la solucién
a un problema de Neumann o Dirichlet para fluidos en determinadas situaciones.
Para el caso de fluidos incompresibles e irrotacionales, se presenta una gran similitud
entre las soluciones encontradas en fluidos con aquellas encontradas en electrostatica
debido a que es aqui en donde los fluidos potenciales permiten tener soluciones a
partir de la ecuacién de Laplace [15]. Esto hace que la aplicacién de estrategias de
calculo de variaciones o de solucion de ecuaciones diferenciales parciales que se usan en
electrostatica puedan usarse en fluidos. De este modo, se puede aprovechar el uso de
diferentes tipos de técnicas para encontrar la solucién general de un sistema con una
geometria especifica para un fluido que interactua con un cuerpo. Por ejemplo, en [16] se
puede encontrar la solucion para un sistema de conductores en coordenadas curvilineas
que podria extenderse para encontrar una solucién similar con las condiciones de
Neumann o que se pueda extender en fluidos potenciales para la funciéon de flujo. Esto
muestra que, desde el punto de vista analitico, aiin se puede explorar el fluido alrededor
de sélidos a partir de coordenadas curvilineas usando ya sea la funcion de flujo o el
potencial velocidad ya que numéricamente se pueden explorar muchas situaciones como
las presentadas en [17].

Por otra parte, si se usan coordenadas curvilineas se pueden aprovechar diferentes
simetrias para encontrar la solucién de problemas que incluyan fluidos potenciales u
otro tipo de fluidos. En [18] muestran como pueden generar un sistema coordenado
curvilineo que se ajuste mejor a las condiciones de frontera expuestas y, de este modo,
simplificar los cdlculos numéricos en fluidos potenciales. Estas aplicaciones de generalizar
problemas de mecéanica de fluidos en coordenadas curvilineas para optimizar el método
numérico se aplica en muchas situaciones como la mostrada en [19]. De esta forma,
a partir del andlisis de fluidos potenciales en coordenadas generalizadas, es posible
hacer que algunos problemas se simplifiquen hacia una solucién analitica o a mejorar
los procesos de cémputo al solucionar un problema con una simetria dada por una
coordenada generalizada.

El objetivo de este trabajo de tesis de maestria es estudiar analiticamente los solidos
inmersos en fluidos potenciales a partir de la aplicacion de las condiciones de Neumann
para el potencial ¢ o de Dirichlet para la funciéon de flujo ¢ mostrando técnicas
variacionales y estrategias de solucién de ecuaciones diferenciales. Para lograrlo, se
realiza una revision de los fluidos potenciales tanto en 2D como en el caso axisimétrico



usando como referencia las coordenadas cilindricas y esféricas. En este punto se explora
el calculo de la masa aparente en coordenadas esféricas y se muestra la consecusion
del funcional de la ecuacién de Laplace que se encuentra, por ejemplo, en [20]. En esta
parte se explora la solucion de la ecuacion de Laplace a partir de la superposicién de
funciones de potencial velocidad para obtener el flujo alrededor de algunos objetos.
De esta manera se tiene una descripcién de cémo a partir de la suma de diferentes
potenciales se puede encontrar la solucién de la ecuaciéon de Laplace para el potencial
velocidad.

A partir de esta revision de fluidos y calculo de variaciones, se inicia con la generalizacion
de los célculos en coordenadas curvilineas manteniendo la simetria en una de estas
coordenadas para mostrar el flujo en diferentes tipos de sélidos en donde se incluyen
los sélidos de revolucién. En este paso, se muestra cémo se puede obtener un funcional
para la funcién de flujo a partir de la generalizacion dada por la ecuacién de Laplace en
coordenadas curvilineas y la velocidad del flujo cuando se tiene una simetria dada. Se
termina mostrando como se puede solucionar en coordenadas generalizadas el problema
de un cuerpo inmerso en un fluido potencial usando condiciones asintdticas y coordenadas
generalizadas.

Finalmente, se analizan las posibles soluciones que se pueden encontrar en algunas
simetrias especificas a través de la solucién de la ecuacién de Laplace usando las
condiciones asintoticas o a través de la solucién de la ecuacion diferencial encontrada
para la funcién de flujo.



FLUIDOS POTENCIALES Y PRINCIPIOS
VARIACIONALES

En este capitulo se mostraran los preliminares que permiten definir la exploracion
del trabajo final de tesis. Se presentaran las ecuaciones de movimiento del sistema
fluido y cuerpo en el caso de los fluidos incompresibles, las relaciones que llevan a tener
fluidos potenciales y las ecuaciones que se pueden presentar al respecto. Posteriormente,
se hara una descripcién de las bases del cédlculo variacional, y como se puede pasar de
un funcional a la ecuacién de Euler Lagrange. Se revisaran los resultados aplicados
para el problema de Sturm Liouville y la solucién de la ecuacién de Laplace para
simetrias esféricas y cilindricas. Finalmente, se mostrara la aplicacién de la solucion de
la ecuacién de Laplace en coordenadas curvilineas usando condiciones de Dirichlet y
sus aplicaciones en electrostatica.

2.1. ECUACIONES DEL MOVIMIENTO DE UN
CUERPO EN UN FLUIDO POTENCIAL

Supongamos un cuerpo de una forma determinaday masa m inmerso en un fluido
incompresible con paredes no permeables que se mueve a una velocidad ug y que no se
encuentra rotando. Del mismo modo, el fluido presenta un campo de velocidades dado
por v, tiene una densidad p y una viscosidad dinamica y. Tomando como referencia a
[6], podemos definir las ecuaciones del sistema como

0
p (8_‘75[ + (v V)v) = —Vp+upViv, (2.1)
V.-v = 0, (2.2)
v-n = u,-n, (2.3)
F = — / pndA, (2.4)
S

donde p es el campo de presion, n es el vector normal a la superficie del cuerpo. La
ecuacién (2.1) es la ecuacién de Euler para flujo incompresible mostrada por la ecuacién
(2.2) mientras que la ecuacién (2.3) presenta la condicién en la frontera entre el objeto



y el fluido y (2.4) es la fuerza aplicada por el fluido sobre el cuerpo (omitiendo efectos
gravitarorios sobre el cuerpo). Si usamos un sistema de referencia centrado en el cuerpo,
entonces se tiene que uy, = 0 y para un regimen no viscoso se encuentra

p ((2)_‘; + (v~ V)V) = —Vp, (2.5)
V.-v = 0, (2.6)

v o= 0, (2.7)

F = — /SpﬁdA. (2.8)

De esta manera, para estudiar el sistema fluido cuerpo, primero vamos a analizar el
movimiento del fluido sobre un cuerpo en reposo para posteriormente aplicar el cambio
de sistema de referencia a uno sobre el cuerpo. Estas son las ecuaciones que permiten
estudiar el movimiento de sdlidos de revolucién inmersos en fluidos incompresibles. A
partir de estas ecuaciones se formularan soluciones para sistemas usando coordenadas
curvilineas ortogonales.

2.2. FLUIDOS POTENCIALES

La ecuacién de continuidad de un fluido es dada por

dp
ot
Ahora, si el fluido estd en regimén de flujo estacionario y ademas es incompresible, la

densidad, p, es independiente del tiempo y de las coordenadas, lo que lleva a que la
divergencia del campo de velocidades es cero

V- (pv) + 0. (2.9)

V.v=0. (2.10)

De donde se puede afirmar que la velocidad puede ser descrita a partir del rotacional
de una funcién vectorial ¥ ([5] seccién 4.3, pag 99)

v=VxW. (2.11)

Esta funciéon se puede expresar como ¥ = yV en donde v se conoce como la funcién
de flujo. Esto muestra que el vector W es perpendicular a la superficie ¢ = cte.
De este modo, podemos reescribir (2.11) como

v = Vx (xVy),
= Vx xVyY+xV x V.

Como el segundo término de esta expresion es 0,

v =Vyx x Vi (2.12)



Este resultado presenta una informacion interesante acerca de los potenciales x y
1 en relacion a la velocidad del flujo ya que, al ser perpendicular a los gradientes, ésta
es normal al plano que forman las superficies x y % constantes tal y como se indica
en la figura 2.1. También si usamos (2.11), se entiende que la velocidad viene de la
circulacion del vector W en este mismo plano.

Figura 2.1: Equipotenciales de 1 y x. La velocidad del flujo es perpendicular al plano
que cruza las supeficies v =a, ¥ =b, x =c¢, x = d.

Ahora vamos a encontrar la segunda funcién potencial llamada potencial velocidad.
Para lograrlo, vamos a asumir que el fluido es irrotacional

V xv=0, (2.13)

en este caso se tiene que la velocidad se puede expresar a partir del gradiente de una
funcion ¢
v =Vo(r,t), (2.14)

en dénde ¢ se define como el potencial velocidad. Esto implica que la velocidad es
perpendicular a las superficies en donde ¢ es constante y, por lo tanto, las equipotenciales
de ¢ estan sobre el plano que se forma con las equipotenciales de x y ¥. Estos resultados
muestran que los potenciales ¢, 1) y x nos permiten analizar un fluido incompresible
e irrotacional ya que tienen una relacién con la velocidad del flujo v usando (2.14) y
(2.12). De esta manera se encuentra que para fluidos incompresibles e irrotacionales
las superficies dadas por 1 = cte, ¢ = cte y x = cte son perpendiculares entre si.
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Es interesante observar que si se cumplen las condiciones descritas por (2.10) y
(2.13), entonces usando la ecuacién (2.14) se tiene

V2 =0. (2.15)

Lo que implica que el potencial ¢ cumple con la ecuacion de Laplace tal y como sucede
en el caso electrdstatico sin fuentes para el potencial eléctrico. Si la ecuacion (2.10) no
se cumple, la ecuacién (2.15) estaria dada por la ecuacién de Poisson y, en principio, la
funcién de flujo no se podria usar en la formulacién del campo de velocidades. En [21]
muestran como se puede usar la funciéon de flujo para una ecuacién de Poisson, dando
mayor validez al uso de 1 en diferentes fluidos que no sean potenciales.

2.3. FLUIDOS POTENCIALES EN 2D.
POTENCIAL COMPLEJO

Asumamos un fluido que esta representado en dos dimensiones. En este caso, la
superficie x = cte se ubicara sobre el plano xy y asi asegurar que la velocidad se ubica
dentro del mismo. De aqui que podemos definir un campo de velocidades complejo, ver
por ejemplo [22],

v = v,(z,y) + vy (z,y). (2.16)

Partiendo de la ecuacién (2.14), se tiene

o9 .09

v = 8x+Z6’y' (2.17)
Teniendo en cuenta que la velocidad del fluido debe ser una funciéon continua, esto
implica que las componentes v, y v, son diferenciables lo que lleva a que ¢ debe ser
una funcién arménica (hecho que se evidencia dado que cumple la ecuacién de Laplace).
Como la velocidad es perpendicular a las equipotenciales de ¢, también seran tangentes
al armoénico conjugado de esta, es decir, a ¢. Entonces, definimos el potencial complejo
como

w(z) = ¢ + it (2.18)

el cua,l es funcién de la variable compleja z = x +1iy. Al tener en cuenta que la funcién
w(z) es analitica y, por lo tanto, diferenciable se tiene que cumple las condiciones de

Cauchy-Riemann.
dp oY dp O
oxr Oy oy Oz’
Esto también implica que la funcién ¢ es analitica y, por lo tanto, también cumple la
ecuacién de Laplace. De este modo la derivada dw/dz se puede expresar de la forma

dw_ 06 ov_00_ 00
dz o0z '0z oz Zay’

(2.19)

(2.20)

11



que lleva a que la velocidad del flujo sea el conjugado de la derivada del potencial

complejo
dw\ "
= == 2.21

que es la velocidad del fluido en dénde las condiciones de Cauchy Riemann corresponden
a las condiciones de incompresibilidad e irrotacional mostradas en (2.10) y (2.13). Esto
permite que en 2 dimensiones, varios de los desarrollos pueden hacerse a partir del
potencial complejo.

2.3.1. Flujo constante

Aunque es la solucién maés sencilla de la ecuacion de Laplace, es de gran interés el
potencial complejo:
W = Vgz = Vo + VY (2.22)

que representa el flujo constante en direcciéon x, es decir, un flujo potencial con vector
velocidad v = vpi. Tiene gran importancia debido a que puede funcionar cuando se
requieren aplicar condiciones asintéticas para un fluido y asi encontrar el flujo sobre
objetos a través de la superposicién de potenciales. En la figura 2.2 se muestran las
equipotenciales de ¢ y ¢ para esta situacion.

Potencial velocidad ¢ para flujo a velocidad constante Funcion de flujo ¢ para flujo a velocidad constante

Figura 2.2: Representacion de los potenciales ¢ y v para el flujo constante.

2.3.2. Flujo de una fuente usando el potencial complejo

Para mostrar la utilidad del potencial complejo, vamos a usar una representacion
en 2D de un flujo saliente del origen del plano complejo. En este caso, se entiende que
las equipotenciales de ¢ deben ser circulos concéntricos para asegurar que la velocidad
del flujo perpendicular esté en la direcciéon radial. Se puede pensar en una funcién de
la forma ¢(z,y) = x* + y*, méas sin embargo esta no cumple la ecuacién de Laplace y

12



la funcién no es arménica. De esta manera se propone

A
Oa.y) = 5 In(y? + o). (223)
Para encontrar ¢, se pueden aplicar las condiciones de Cauchy-Riemann. De esta forma

[3J0) oY Ax

R TR R
1
_ -1 (Y
= Atan (x)—l—C(x)

Aplicando la otra condicién de Cauchy-Riemann se tiene

9 _ o _ _Ay
oy  Or a2 4y?
1
Y = —Ay/mda}—i—C(y),

= Atan™' (Q) + C(y).
x
De donde se deduce que para esta situacion
_ 1 (Y
1 = Atan (—) : (2.24)
x
Entonces el potencial complejo se escribe de la forma

w(z) = éln(gf +2?) + iAtan™! (%) = Aln(r) + 140 = Aln(z), (2.25)
donde 7 y # son las componentes polares del niimero complejo z = re?. Es interesante
observar como usando estas funciones arménicas que cumplen la ecuacién de Laplace,
se puede observar el flujo debido a una fuente puntual, es decir, es equivalente a la
solucién de la ecuacién de Laplace V?¢ = §(x)8(y). En este caso, se encuentra la
dindmica de un fluido que sale del punto (0,0) tal y como se muestra en la figura 2.3.

A través de esta formulacion de variable compleja en el potencial complejo y, por
ende, de la velocidad del fluido, se pueden hacer diferentes respresentaciones de fluidos
potenciales para diferentes situaciones, permitiendo encontrar soluciones para el fluido
que bordea objetos en dos dimensiones. En [23] se pueden ver varios ejemplos ademds
de los que se mostrardn en este texto y en [24] puede revisar varias aplicaciones que
incluso muestran ejemplos usando mapeos conformes. Esta formulacién permite incluso
la simulacién se vortices si se invierten los potenciales ¢ y 1 para la fuente puntual.
Asi, a pesar de mostrar un fluido potencial, se pueden realizar calculos de multiples
vétices en el fluido [25].

13



Potencial velocidad ¢ para una fuente puntual

vy O\

Funcion de flujo 3 para una fuente puntual

Figura 2.3: Lineas equipotenciales de ¢ y ¢ = cte en el plano complejo para simular
una fuente de fluido puntual.

2.3.3. Flujo de un Dipolo

Teniendo en cuenta la simetria circular del potencial complejo encontrado en (2.25),
vamos a usar la constante A = m/27 en donde m representa la fuerza del flujo tanto
si es una fuente (m > 0) como si es un sumidero (m < 0). Usando esta definicién,
ahora supongamos un dipolo de flujo, es decir, una fuente de flujo m ubicada en el
punto (—¢,0) y un sumidero —m en (e, 0). De este modo la parte real de w(z) se puede
expresar de la forma [5]

_m 2 2) _m ( 2 _ 2)
1 5 In ( v+ (z+e) = In(vVy?+ (z—€)?). (2.26)
Para simplificar esta expresion, es necesario definir el vector dipolar:

d= inm — —emi+ e(—m)i = —2mei (2.27)

y tomaremos el limite cuando € — 0 y m — oo. Usando estos limites, se puede reducir
la parte logaritmica de ¢ de la siguiente manera

111( y2+(x:|:e)2) = ln(\/y2+x2:|:26:v+62),
= In (\/y2+x2\/1:|:26$/7”2+62/7”2)7

= Inr+In (\/1 + 2ex/r? + 62/7”2> :

= lnr-l—ln(l:l:%-l—...).
r

Despreciando términos de €2 y aproximando In(1 + a) ~ a
€x
In ( y?+ (r+ 6)2> ~nr+ —. (2.28)
r
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Usando este resultado en (2.71)
m €x €r
o = o <lnr+r—2—1nr+§),
2mex

2mr2’
d-
¢ = = (2.29)

2mr2’

Donde se ha usado (2.27) para el ltimo resultado encontrado. Si usamos las coordenadas
polares se puede usar x = cosf/r para escribir ¢ de la forma

d

¢ = 57 €O 6. (2.30)
De esta manera se observa como hay una relacion directa entre el potencial ¢ y el
coseno del angulo que va desde la posicion radial hacia el eje x. Este hecho permite ver
que en este caso, la forma polar o esférica podria ser mas adecuada para representar el
flujo de un dipolo.

Para determinar la funcién de flujo, se pueden usar las condiciones de Cauchy-Riemmann

en coordenadas polares [22, Pag 69]

o0 _ov 90 o

= = 2.31
“or —00 00~ or (2:31)
y asi, por medio de (2.30)
o¢  d cost
o 2m 2’
0¢p d cosf
r=— = —&_C )
or 2T r
8_@& o i cosf
0 2 r
Realizando la integracion respecto a 6
v= -1 sno+cm (2.32)
27 ’ '

usando la segunda expression de (2.31)

% B _isin&
09 2r r
_Ta_l/; B _isin&
or or r
8_1/1 B isin&
or 2 r2’
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realizando la integraciéon respecto de r

d
= ———sinf + K(0). 2.33
=t Q (23)
A través de estos resultados se tiene que una funciéon de flujo para el dipolo estd
determinada por
d
= ———sin6. 2.34
v 2mr ( )
En la figura 2.4 se observan algunas lineas equipotenciales para el potencial velocidad
y la funcién de flujo para el dipolo. Se puede observa la forma simétrica de los dos
potenciales de acuerdo a su dependencia con cos@ y sin 6.

Potencial velocidad ¢ para un dipolo Funcion de flujo 9 para un dipolo

10 10

-10
-10 0 10 -10 0 10

Figura 2.4: Representacion de lineas equipotenciales del potencial velocidad ¢ y funciéon
de flujo ¥ para un dipolo de flujo.

Por medio de (2.30) o (2.34) se puede describir el flujo de fluido para un dipolo que
en este caso significa el flujo cuando en el origen hay una fuente y sumidero de flujo.
Es importante tener en cuenta que estos resultados son vélidos para r # 0 ya que en
ese punto se presenta una singularidad y las ecuaciones que generan los potenciales
velocidad y funcién de flujo no se cumplen.

2.3.4. Flujo sobre un objeto de forma circular

Al ser funciones arménicas, los potenciales permiten superposiciéon entre ellos y atin
solucionar la ecuaciéon de Laplace. En ese sentido, podemos observar lo que ocurre si
se superponen los potenciales de flujo constante (2.22) y los del dipolo (2.30) para ¢ y
(2.34) para 1), para ello escribimos el potencial complejo como

d , d .
w = vor + - cosf +1i (voy — 5 sin 9) : (2.35)

wr
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Usando x = rcosf y y = rsinf

d d
w = <l—|— W) vrcosf +i <1 — W) vrsin 6,

a’ a’
= (1 + ﬁ) vrcosf + 1 <1 - ﬁ) vrsing. (2.36)
Donde se ha usado a? = d/2mv. Al graficar las lineas equipotenciales para esta superposicién
se tiene un flujo cuya equipotencial para ¢ forma un circulo de radio a (ver figura 2.5).
Esto implica que esta superposicién esta mostrando el flujo de un fluido que pasa sobre

un cuerpo de simetria circular en dos dimensiones ya que las lineas de flujo cumplen la
condicién (2.7) para la frontera alrededor del circulo.

Potencial velocidad ¢ para el flujo sobre objeto circular Funcion de flujo 4 para el flujo sobre un objeto circular

Figura 2.5: Potenciales velocidad ¢ y 1 para la superposicion de un flujo constante y
un dipolo. Se observa como una de las lineas equipotenciales de v es circular.

Obsérvese como dentro de la figura circular se encuentran lineas de flujo equipotenciales.
Estas lineas se deben exclusivamente al uso de la superposicién de los flujos teniendo en
cuenta que el dominio de ambos flujos estd dado para todo el espacio (a excepcién del
r = 0 para el dipolo). Para efectos practicos en el caso de objetos sélidos, es necesario
tener en cuenta que esta solucion es valida para r > a.

Estos resultados del potencial complejo sirven para varios cédlculos y analisis de
fluidos en 2 Dimensiones que son incompresibles y que estan sujetos a diferentes
condiciones, tal y como se muestra en [36] para la formulacién del campo Okubo-Weiss
usado para analizar circulaciones de flujo atmosférico y ocednico. El potencial complejo
en dos dimensiones tiene que ser consistente con la solucién de la ecuacién de Laplace
para ¢ (2.15), usando las condiciones de frontera adecuadas en cada caso, hecho que
revisaremos en las siguientes secciones.
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2.4. FLUIDOS POTENCIALES EN EL CASO
AXISIMETRICO

En esta seccion, revisaremos las ecuaciones diferenciales que se deducen para los
potenciales 1 y ¢ para simetrias cilindrica y esférica. También se mostrara el célculo
de la masa aparente y de la potencia aplicada sobre una esfera en un fluido potencial.

2.4.1. Ecuacion diferencial para las funciones potenciales en
Coordenadas Cilindricas

De acuerdo con [5] vamos a determinar el flujo y el campo de velocidad para una
simetria cilindrica. En este caso, tendremos en cuenta la condicién que la velocidad
del flujo axisimétrico no tiene componente en ¢, es decir, tiene simetria azimutal.
Partamos de la ecuacién (2.12), que muestra que las superficies de x y 1 constantes
son perpendiculares al campo de velocidades. Se define y = —¢ de tal forma que
aseguremos que su superficie es perpendicular a v . De este modo en coordenadas
cilindricas (R, ¢, z) la velocidad se puede expresar de la forma

1.
v=——¢ x Vi, (2.37)
R
como la funcién ¢ estd relacionada con la direccién de la velocidad, esta tampoco
tendra dependencia de ¢. Por tal motivo se tiene que

oY~ O~
= — —k. 2.
Vi 5 RR + 5, (2.38)
Reemplazando esta expresién en la ecuacién para la velocidad, (2.37), se tiene
1oY .~ 109+
= ——=— ——k 2.
V=R ROR® (2:39)

si aplicamos la condicién de flujo irrotacional V x v = 0, entonces 1) cumple la ecuacion
0o (10 1 92

O (Lovy 1w (2.40)
OR \ ROR R 022

Es importante tener en cuenta que esta ecuacién no representa una ecuacion de Laplace

en coordenadas cilindricas. Sin embargo, en condiciones de fluido incompresible, la
ecuacién (2.15) se cumple para ¢ en coordenadas cilindricas

1 0 0p D*¢
—=— | R=—— — =0 241
R@R( 8R)+822 ’ (241)
donde de nuevo se han eliminado los términos dependientes de ¢ usando la simetria
azimutal. Las ecuaciones (2.40) y (2.41) representan las funciones potenciales del flujo

en coordenadas cilindricas cuando el flujo es independiente de ¢, muy 1util cuando se
trabaja con simetria azimutal, por ejemplo, con solidos de revolucién.
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2.4.2. Ecuacién diferencial para las funciones potenciales en
Coordenadas Esféricas

Si usamos el resultado de (2.12) en coordenadas esféricas (7,0, ¢), con y = —¢

VvV = —

@ X Vi, (2.42)

rsin

teniendo en cuenta el gradiente en coordenadas esféricas para 1,
Vi) = =1+ ——0, (2.43)
r

la expresién en (2.42) queda de la forma

B S TP 7Y
V= r2sin 6 89 ~ rsinf 87’ (2:44)

Ahora, si se tiene en cuenta la condicién de irrotacional V x v = 0 y que no hay
dependencia con ¢

1/0 v\
VXV—;(E(TUQ— 89)90—0. (2.45)

Usando (2.44) y la condicién de irrotacionalidad
Lo (L oy 0 1 vy _
v\ or \' rsing or 00 \ r?siné 00 -

o (Lo o 1 o
Or \ sin6 Or 00 \ r2sinf 00 -

y asi se tiene la siguiente ecuacién diferencial para el potencial 1

1 0% 1 oY
sngor? T2 7"2 a0 (sine%) =0 (2.46)

que muestra la ecuacién diferencial para la funciéon de flujo en coordenadas esféricas.
Para la funcién potencial ¢, se tiene la ecuacién de Laplace en coordenadas esféricas

,00 1 96\
ﬂw( &)+ﬂwﬁ%(mw%>_0 (2.47)

De este modo, para encontrar el campo de velocidades de un fluido incompresible e
irrotacional, se puede resolver cualquiera de las ecuaciones diferenciales (2.40) o (2.41)
si la simetria es cilindrica y (2.46) o (2.47) si la simetria es esférica.
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2.4.3. Esfera en un fluido potencial

Ahora encontremos la solucién de los potenciales ¢ y v para un fluido potencial que
se mueve cerca a un objeto de forma esférica. Recordando que el potencial ¢ cumple la
ecuacién (2.14), que sobre el contorno del objeto esférico la velocidad del fluido se debe
mover tangente a la esfera (no hay componente radial de la velocidad en el contorno del
cuerpo) y definiendo que en distancias lejanas la velocidad del fluido va en la direccién
z entonces se deben cumplir las siguientes condiciones de Neumann para el potencial
velocidad.

Vo-r=0 para r=a, (2.48)
Vo-k=v para 1 — 00. (2.49)

Solucionando la ecuacién (2.47) en coordenadas esféricas, se tiene luego de aplicacién
de separacién de variables

$(r,0) =) (Anr” + jﬁ) P,(cos ), (2.50)
n=0

donde P,(cos®) son los polinomios de Legendre. Calculando el gradiente de ¢ se tiene

Vo= Z (Annr”_l _ M) P, (cos 9)f,+lz (Anr” N B, ) dP,(cos 9)9
n=0

2 r —~ rn+l do
(2.51)
Aplicando la condicién (2.48) para r = a se tiene:
- 1)B,
Z (Annozn+1 - u) P,(cosf) =0,
ant2

n=0

na2n+1
B, — A, 9.52

n+1 (2.52)

Para que (2.49) sea vélida y el gradiente de ¢ no tienda a infinito, se requiere que n = 1
y, por lo tanto, A, = 0 para n # 1.

- dP. 0)~\ -
(Vo)ysoo  k = (AlPl(cose)f"JrAllii;eOS)B) k = o,
Ajcosf(i-k) — Ay sinf(0-k) = v,
A (COS2 6 + sin? 0) = v,

donde se ha usado # - k = cos 6 y 0 -k = —sin 0. De esta forma:
Al =, (253)

y la funcién ¢ dada por la ecuacién (2.50) es
3

o(r,0) = <1 + ;—) rv cos b, (2.54)

r3
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que corresponde a lo encontrado en [5]. Podemos ver esta expresién como la suma de

dos términos 5

¢(r,0) = vrcosf + ;—TQU cos 0, (2.55)

el primer término corresponde a un flujo constante en la direcciéon z = r cos 8 tal y como
el mostrado en (2.22) para el caso de dos dimensiones mientras que el segundo término
tiene una forma similar al encontrado para el dipolo en 2 dimensiones, ecuacion (2.30),
si se amplia a tres dimensiones con el término 73 y usando en este caso a d = 2rva®. De
nuevo mostrando la utilidad que tiene el principio de superposicion en la solucion del
potencial de flujo para la solucién de este tipo de problemas. Reescribiendo la expresion
(2.55) en términos del momento dipolar

rcosf. (2.56)

d
r,0) = vrcosf +
o(r.0) 473
Aunque esta forma podria carecer de importancia fisica debido a que el radio de la
esfera a se conoce para la descripciéon de este problema, el uso del momento dipolar
tiene mucha utilidad para el cdlculo de la masa aparente que se vera en la siguiente
seccién. Ahora usemos la ecuaciéon (2.44) y V¢ = v para encontrar

1 oy B 0¢

r2sinf 00 ~ or’ (2.57)
1 oy B 10¢

Crsinfor  roo’ (2.58)

usando (2.57) y (2.54)

1 oy 0 a?
r2sind 00 E((1+2—T3)rv00s0>

3
= (1——3)00050,
r
3
Z—Z = (1—%) vr? sin 6 cos 6,
3
P(r,0) = (1—%) vrQ/sinécosédG—i-C(r),
_ (1) e
P(r,0) = |1 5| 5 sin 6+ C(r).
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Del mismo modo, usando (2.58) y (2.54)
3
1 — 1o (1 + a_) rvcosﬁ)
T r

rsinf or ol 2r3
a? ,
= (1 + 2—713) vV Sin 9,
oy a? 5
% = (1 + ?> rusin® 6,

P(r,0) = vsin29/(1+;—;) rdr + K(0),

De acuerdo a estos resultados se tiene que la funcién de flujo para una esfera en un
fluido potencial esta dada por

U(r,0) = <1 — r-j) %ﬁzsirfe. (2.59)

Observe como la dependencia de 1) respecto a sinf en este caso es diferente al caso
bidimensional incluyendo un término al cuadrado. En la Figura 3.5 se muestran los
potenciales ¢ y 1 para la esfera en el fluido potencial usando un corte bidimensional

dado.

Potencial velocidad ¢ para el flujo sobre una esfera Funcion de flujo 4 para el flujo sobre una esfera

Plano xy
Plano xy

Figura 2.6: Potencial velocidad ¢ y funcién de flujo ¢ para un fluido rodeando una
esfera.

Se puede observar la similitud entre los equipotenciales del flujo sobre la esfera y
el flujo sobre un objeto circular en dos dimensiones que se mostré en la figura 2.5.
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Sin embargo, debido a la simetria esférica en tres dimensiones, las lineas del potencial
de flujo se encuentran mas cerca que en el caso bidimensional cuando pasan por las
cercanias de la esfera y, de otra forma, se estén separando mas cuando la lineas deben
cruzar el objeto.

2.5. FUERZA APLICADA SOBRE UNA ESFERA
EN UN FLUIDO POTENCIAL.
MASA APARENTE

Calculemos la fuerza debida al fluido sobre la esfera. Retomando la ecuacién (2.8)

F=-— / phRdA. (2.60)
esfera

Para determinar esta fuerza, podemos calcular la presion usando el teorema de
Bernoulli para el caso de fluidos irrotacionales e incompresibles [5, Pag 238] usando la
ecuacion (2.5).

p(G+ ) =90

usando el potencial ¢

IV
P ( ot

2 (Ve V)V¢> — —Vp, (2.61)

luego usando la independencia de las coordenadas espaciales respecto del tiempo e
identidades vectoriales se puede reescribir de la forma

0o 2
= 2.62
v (G plver+ p) 0 (262
que conlleva a
8¢ |V¢|2 =C (2.63)
815 P ’
de tal forma que
=0 (21 Vo - (264
ot
luego la fuerza queda expresada como
F = / (% + —|V¢|2 ) ndA. (2.65)
esfera ot

Como alrededor de cualquier superficie cerrada [ndA = 0, el ultimo término de la
expresion (2.65) se cancela y, por lo tanto, la fuerza aplicada sobre el objeto es

_ 99 1. s
F— /f ( s |V¢y) (2.66)
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que es un resultado general para un caso no estacionario, es decir, para ¢(r,t). Cabe
anadir que hasta el momento, los calculso presentados de ¢ no tienen una dependencia
del tiempo dado que se ha asumido a cuerpos en el origen de sistema de coordenadas
en reposo. Es por esta razén que, para trabajar con cuerpos en movimiento, vamos a
usar los resultados anteriores y vamos a cambiar el sistema coordenado centrandolo en
el cuerpo en movimiento y, asi, lograr una dependencia de ¢ respecto del tiempo.

Tal y como se muestra en [5], para el caso de la esfera comencemos por la expresién
(2.56)

d
o(r,0) = vrcosf + ——rcosb, (2.67)
473

teniendo en cuenta que el flujo se dirije en la direccién z, podemos definir los siguientes
vectores

r= Ir, (2.68)
= ok, (2.69)
d= —dk, (2.70)
de tal forma que (2.67) queda como
1
pry=v-r— 47rr3d ‘T, (2.71)

Partamos de una esfera ubicada en un punto r, que se mueve a una velocidad u,
que puede ser variable en el tiempo como se muestra en la figura 2.7. Podemos suponer
que la esfera estd sometida a una fuerza externa Fg que permite que se mantenga la
velocidad y la aceleracién de la misma.

Para saber el potencial velocidad en este caso, se puede hacer el cambio de la (2.67)
por un sistema coordenado centrado en la esfera con & = r — r,. De esta forma, las
condiciones de frontera planteadas en (2.48) se cumplen para & = a. Esto implica que
(2.71) se puede reescribir como

Ofr ) =V r o) - ot d )
HEM) =V €= gd € (2.72)

Teniendo en cuenta que el primer término proporciona el flujo constante, esta parte es
la contribucion de fluido cuando & — oco. En este sentido, si el fluido esta en reposo,
v=0,

1
= — d-&. 2.
0(6) =~ € (273)
Ahora ubiquemos un sistema de referencia centrado en la esfera de tal forma que el
fluido se mueve con velocidad —u,, entonces d = —27a*(—ug) y (2.73) queda como
a3
¢(€(t)> us(t)) = _2_53115 ’ E (2‘74>
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rs

Figura 2.7: Esfera ubicada en el punto ry y con velocidad u,

Con este resultado, ahora se puede determinar la fuerza sobre la esfera usando (2.66).
Primero usemos la ecuacién (2.74) para calcular el gradiente de ¢

a® [ 3u,-€& 1
V(b = —? (— §5 € + 5—3113) . (275)
Como la integral (2.66) se aplica sobre la esfera, esto implica que £ = a, se tiene & = aé .
Asfi se obtiene

Su, €, 1
u2 SE__U& (276)

(qu)a = 9

0
por otra parte, para el término a—f, partamos del hecho que r no depende del tiempo

mientras que el término ry si'. Con esto, usando la regla de la cadena

0¢p Ory 0@ Oug;

Z (aai ot 85:,; ot > (277)
donde z; corresponden a las coordenadas del vector r,. Para el primer término de la
parte derecha podemos usar c(fxq:z = —gi debido a la dependencia de ¢ en términos
de r — ry, lo que lleva a que este término sea igual a —V¢ = —v. Usando la ecuacion
(2.74) se puede determinar la segunda parte de la derecha de la ecuacién y asi tener

0 a® . Oug
a;b =—-Vo-u 2—§3£~ T (2.78)

1En la figura 2.7 se muestra como r representa la ubicacién del elemento de fluido para halla ¢, la
cual, no depende del tiempo mientras que r, representa la ubicacién del cuerpo que se estd moviendo,
luego tiene una dependencia con el tiempo.

25



Calculando en la superficie de la esfera (( =ay € = a )

do\ a. Oug
(E) = (Vo) u - 58 (2.79)

usando (2.76)

(%) =t iz - 5é. - O (2.50)

El otro término que se requiere en (2.66) es ]V¢|2 que se calcula por medio de la

ecuacion (2.76)
3
Vo= (281)

A

u, - €)” +
Reemplazando en (2.66)

9 A 5 a. Ou
F:— e < 2 Y2 S
p/esfera <8(u €> 8us " 25

Ahora revisemos el caso particular en el que la velocidad y aceleracion de la esfera

estan en la direccion z y la esfera esta en el origen del sistema de coordenadas de tal
. dug dus

) EdA. (2.82)

f =uk, — = =
orma que ug = ugk, 7 I ky 5 r
F = —p/esfem (Zus cos® ) — z 2 ;aa )fdA. (2.83)
Usando dA = a? sin 0dfdyp
2m
= _p/_ /0 0( u? cos? 0 — Zug 621887;5 )f“azsmGd@d@. (2.84)

Teniendo en cuenta que T = sin # cos goi + sin 6 sin gpj + cos GR, la integral de ¢ hara que
los términos en = y y se hagan 0 y s6lo quede el término en z.

- (9 5 Ous )
F = —k27pa’ / ~u?cos® — —u? + 2% 080 ) sin 6 cos 0do, (2.85)
8 8 2 Ot
realizando la integracién, los primeros términos se reducen a 0 y se tiene
27 pa’ du, ~ dug
F=-k = —-kM : 2.
3 dt At (2.86)

27 pa’

El término M, = es llamada la masa aparente del cuerpo que representa la

fuerza que ejerce el fluido sobre el cuerpo cuando este se acelera. Si se tiene en cuenta

dug ¢
la segunda ley de Newton sobre el cuerpo Fp +F = M d—u;fk, con M la masa de la

esfera, y reorganizando términos se tiene

dug

Fp=(M+ Ma) i

k. (2.87)
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De esta manera la potencia aplicada sobre el cuerpo P = Fg - u, se puede escribir de

la forma ) 5 p
Py = <M+ il ) w e, (2.88)

3 dt

siendo la potencia entregada a una esfera inmersa en un fluido incompresible e irrotacional.
Si se usa la masa de la esfera M = 4mp.a®/3 siendo p, la densidad de la esfera

2ra’ du,
3 (2106 + p) us%‘ (289)

Pr =

Este procedimiento se pueden replicar y revisar en otros solidos de revolucion para
revisar los diferentes resultados de potencia para diferentes simetrias. Es importante
tener en cuenta como (2.86) no depende de la velocidad del fluido lo que implica que
para un cuerpo que se mueve a velocidad constante en un fluido potencial la fuerza del
fluido es 0, hecho que se explica por medio de la paradoja de D’Alembert. [10, Pag.
355]

2.5.1. Paradoja de D’Alembert

En la seccién anterior mostramos cémo la potencia aplicada sobre el cuerpo en
un fluido potencial depende de la aceleracion del mismo, es decir, que para cuerpos
que se mueven a velocidad constante no habria fuerza de resistencia en la direccién
de la velocidad del cuerpo. El desarrollo de este fenémeno se encuentra explicado
en varios textos y articulos como [29] dénde presentan el desarrollo de la paradoja
de D’Alembert desde los trabajos de Euler hasta la formulacién final diferenciando
los fluidos potenciales ideales y viscosos. Revisemos esta paradoja de manera general
usando la aproximacién mostrada por [30]. Debemos partir de las mismas suposiciones
mostradas para el caso de la esfera, es decir, tener en cuenta que en el sistema de
referencia centrado en el cuerpo, se tiene un fluido que se mueve a una velocidad —u;
que esta en reposo para distancias muy grandes. Teniendo en cuenta que se aceptan las
soluciones de la ecuacién de Laplace donde ¢ depende del inverso de r y sus derivadas
de orden superior, ya que se anulan al llegar a distancias largas. Eliminando términos
de ordenes superiores se propone la solucién de la forma

A-r

r2

p(r)=A-V(1/)r)=— , (2.90)

donde A es un vector constante que no depende de las coordenadas. El campo de
velocidades del fluido, v = V¢, es

v="r (2.91)

De esta manera, tenemos una expresion para ¢ y v que puede encontrarse al tener
el vector A que finalmente dependera de la velocidad y la forma del cuerpo inmerso,
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al aplicar las condiciones de frontera y solucionando la ecuacion de Laplace para ¢.
Calculemos la energia cinética del fluido

1
E=- / pv3dV, (2.92)
2 \%4

donde el volumen V es el volumen del fluido. Para hacer la integracion del volumen
encerremos el sistema fluido - cuerpo en una esfera de tamano R muy grande cuyo centro
estd en el origen (dénde esta el cuerpo) para posteriormente R — oco. Reescribamos
v? =0 —ul4+u = (v+u,)(v —u,) +u?y, teniendo en cuenta que u, no depende de
las coordenadas, la energia se puede reescribir

E = %p (ui(v — Vo) + /V(v +u) (v — us)dV> : (2.93)

la integral se puede determinar usando ¢ para reescribirla como
[t —wa = [ (Voru)w-uav.
= [ Verunm-ua
= /Vv (¢ +uy-1) (v —uy))dV,

donde se ha usado la condicién de incompresibilidad V - v = 0. Aplicando el teorema
de la divergencia se tiene

/ (v 4+ 1) (v — u)dV = 7§ (641, 1) (v — u,) - hdA, (2.94)
1% (S+5So)

donde S representa la superficie de la esfera de radio R y Sy la superficie del cuerpo.
La integral respecto a la superficie Sy se cancela debido a las condiciones de frontera
(2.7) v la integral respecto a S se puede calcular usando la expresién para ¢ y v dadas
por (2.90) y (2.91) de tal forma que, descartando los términos asintéticos en r, se tiene

/ (v 4+ W) (v — u)dV = 7{ (BA-$)(u, - £) — (u, - £)) sin0dbdyp,  (2.95)
v s
donde se ha tenido en cuenta el diferencial de drea en coordenadas esféricas r? sin dfdp.
De este modo la energia cinética del fluido luego de realizar la integracion de esta iltima
expresion estd dada por
1

E = 5P (47 A - u, — Voul) . (2.96)
Como se ha mostrado durante el capitulo, ¢ suele tener una dependencia lineal con u,
razén por la cual, se puede inferir que A debe tener la misma dependencia lineal con
las componentes de u, y, de este modo, la energia se puede expresar como una forma
cuadratica de las componentes de la velocidad

1

28



donde encontramos a M;; como el tensor me masa aparente que se describira en la
siguiente seccién. Teniendo en cuenta que la variacién infinitesimal de la energia se
relaciona con la variacién infinitesimal del momentum P por dE = u, - dP podemos
definir al momentum del fluido como

P = My, (2.95)
P = 4dnpA — pVyu,, (2.99)

Luego la fuerza aplicada del fluido sobre el cuerpo seria el opuesto al cambio en este
momentum,

dP
F = —— 2.1
du;
F, = —M;—2~, 2.101

que muestra como esta fuerza aplicada depende de la aceleracién del cuerpo y, por lo
tanto, al moverse a velocidad constante, la fuerza aplicada sobre el fluido potencial es
0 de manera general y sin importar la geometria del cuerpo sumergido en el fluido.
Esta es conocida como la paradoja de D’Alembert. Fisicamente, se puede interpretar
este fendmeno al pensar que para mantener el cuerpo a velocidad constante con una
fuerza de arrastre, seria necesario la aplicacién de una fuerza externa ya que se esta
disipando energia en el fluido ideal. Sin embargo, en estos fluidos no deberia existir
disipacion de energia, por definiciéon, hecho que hace que tal fuerza de arrastre sea
nula. Es interesante que estos resultados que aplican a fluidos potenciales, se pueden
extender a modelos con vortices a partir de combinar los flujos debidos a la parte
irrotacional y la dada por la vorticidad y, de este modo, replantear esta paradoja tal y
como se muestra en [31] y [32].

2.6. CALCULO DE LA MASA APARENTE

El célculo de la masa aparente se puede mostrar al describir la fuerza ejercida
por el fluido en términos de razones de cambio de impulsos lineales relacionados con
la viscosidad, la traslacién y la rotacién del cuerpo tal y como se muestra en [26].
Para lograr esta aproximacion, se puede expresar el potencial velocidad en términos de
potenciales ¢; que estan relacionados con las distintas velocidades que puede tener el
cuerpo inmerso en el fluido (componentes de la velocidad de traslacién y rotacién del
cuerpo) [27]. Aqui mostraremos cémo se puede obtener la masa aparente del cuerpo
usando lo mostrado en [28] teniendo en cuenta las condiciones presentadas al inicio del
capitulo de no viscosidad y rotacion del objeto dentro del fluido.

Para esta formulacién tengamos en cuenta lo siguiente:

= Partiendo del sistema estacionario entre el cuerpo y el fluido, aplicamos un
impulso I sobre el cuerpo.
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» Fl sistema evoluciona debido a una fuerza externa F g durante un intervalo muy
corto dt.

» Aplicamos el impulso —(I + dI) para llevar el sistema al estado estacionario de
nuevo.

Esto implica que el impulso final aplicado es 0, es decir, I + Fgdt — I — 0I = 0 que
conlleva en el limite a

(2.102)

del mismo modo, en este periodo dt pequeno podemos encontrar el impulso debido a la
fuerza del fluido dada por (2.66) teniendo en cuenta que el segundo término no depende
del tiempo luego en el limite 6t — 0

Ifluido:/p(rbﬁdAa (2103)

entonces el impulso debido a la fuerza externa es igual al momentum del cuerpo que
se mueve a velocidad ugy menos el impulso debido al fluido

I= mug + Ifluido~ (2104)

En este punto, es conveniente introducir las funciones ¢; que se refieren a los
potenciales velocidad en las direcciones j del movimiento. Asi podemos expresar el
potencial velocidad como

b= Z ¢;(€; - uy), (2.105)

de donde se puede expresar el impulso I = Z I;é; de la forma

]7; = méz ‘U + Z sz(é] : 115), (2106)
J

con M;; como el tensor de masa aparente dado por

Obsérvese que las funciones ¢; no tienen las mismas unidades de la funcién potencial ¢
y son funciones que estan normalizadas a la velocidad del cuerpo u,. También, téngase
en cuenta que esta funcién implica que el flujo estd en reposo en lugares lejanos al
cuerpo, y por tal razén, para el uso de ¢ se omite la parte que implica la condicion de
flujo constante al infinito.

A modo de ejemplo, calculemos la masa aparente de la esfera en el fluido potencial
con movimiento en la direccién z. Para este caso, usaremos ¢ definido por la ecuacion
(2.55) en dénde el término dado por el flujo constante no se tiene en cuenta

3

¢ = —%us cos 0, (2.108)
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y hemos usado el hecho que en el sistema centrado en el cuerpo v = —uj,. Este resultado
implica que ¢3 viene dado por
a3
= ———cosf, 2.109
b=~y (2:109)

Usando este resultado en la ecuacién (2.107)

Mss = pég-/¢3f7’zsin€d<pd9, (2.110)
. . a’ 2
= —peg,-/I“Z—T2 cos 0r* sin 6dpdd, (2.111)
pa’ . . .
=~ r cos 0 sin Odpd?, (2.112)
usando T en coordenadas cartesianas
pa’
Mss = —T/COSZQSined(pd@, (2.113)
2 3
My = ”ga : (2.114)

que corresponde al resultado encontrado en la ecuacién (2.86). De esta manera, usando
esta formulacion se puede usar el potencial velocidad estacionario para determinar
la masa aparente del cuerpo en el fluido potencial. Aunque aqui se muestra una
formulacién para tenerla en términos del potencial velocidad dada la estructura de
este trabajo de tesis, se pueden realizar los calculos de la masa aparente a través del
calculo de la fuerza tal y como se mostré en la secciéon anterior y como se define en

33].

2.7. PRINCIPIOS VARIACIONALES APLICADOS
A LA ECUACION DE LAPLACE

En esta seccion haremos una revisiéon de los métodos variacionales basicos que
pueden ser aplicados en la solucién de la ecuacion de Laplace y, por ende, en fluidos
potenciales. Para esto partamos del funcional [34]

b
F:/ f(z,y,y) dz, (2.115)

con la condicién de extremos fijos y(a) = A y y(b) = B. De aqui se entiende que f es
doblemente diferenciable. El objetivo es encontrar la funcién y(x) que hace que F' sea
minimo. Para encontrarlo, vamos a usar las funciones de prueba g(z, €) = y(z) + en(z)
de tal forma que cumplen

1. g(a,e) = Ay y(b,e€), es decir, n(a) = n(b) = 0.
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2. y(z,0) = y(z) que es la funcién que minimiza F'.
3. y es una funcién continua con derivadas de al menos segundo orden.

De esta forma, convertimos el funcional F' en una funciéon de € y nuestro objetivo
es encontrar el extremal del mismo

dF
Y=o 2.116
o= (2,116
Aplicando esta condicién en (2.115)
dF brofdy  Of dy
il i e B ) 2.117
g =0 = /a<8yde+8y’de) g (2.117)

Teniendo en cuenta la diferenciabilidad de y se puede intercambiar las derivadas del
segundo término

dF ofdy Of d (dy
g = =) )dz=0. 2.118
g =0 /a(ayde+8ydx dc ) ) (2.118)
Este segundo término se puede simplificar usando integraciéon por partes
dF _Of dy brof d af dy
2= - - — d 2.11
de = 9y de e | /a oy oy =0 (2.119)

d
Como 9 _ n(x), entonces por las condiciones dadas este término es 0 en la frontera

evaluada. Por otra parte, para que la integral sea 0, es necesario que el argumento entre
parentésis sea 0 ya que n(z) no lo es en el intervalo dado

of d [(of\ _
a@‘%(a_y')_o (2.120)

que corresponde a la ecuacién de Euler-Lagrange que nos permite encontrar la funcion

f que hace que el funcional F' tenga un extremo.

2.7.1. Ecuacién de Euler- Lagrange en 3 Dimensiones

Podemos extender este problema para un volumen usando el funcional

- /Vf(r, 6, V§)dV (2.121)

con la condicion de frontera
o(rs) = g(C) (2.122)

donde r; representa la frontera y g(C) el valor de ¢ en dicha frontera. En este caso,
las condiciones a tener en cuenta para el extremal ¢ = ¢ + en(r) son

32



1. ¢ = g(C) en la frontera. Esto implica que n(r;) = 0 en la misma.

2. ¢ debe ser continuamente derivable en el volumen V.
(%)
3@-

Aplicando el procedimiento andlogo al usado para llegar a (2.118) (usando ¢; =
dr of do of d
de / <8<bde Z@qﬁl )dv’
B of d(b af o
B / <a¢ de Z d; O (de)) av, (2.123)

(9fd¢ do
/(&bd +Vuf- Vd>dV, (2.124)

Donde se ha usado la segunda condicion mencionada anteriormente y la notacion de

V, para notar el gradiente con derivadas respecto a ¢'. El tltimo término de esta
expresion se puede reescribir usando la identidad vectorial

A-Vh=V(Ah)—hV-A (2.125)

o
de

- do do
/V¢,f —dV = /VV- <EV¢’f> dV—/Vav-(wa)dV,
[ do 49 &
_ }éd v, fdS — /Vd6 (Vo )V,
_ @<
_ /Vd6 (Vg f)dV,

donde se ha tenido en cuenta en la segunda linea el teorema de la divergencia y el hecho

con A=Vyfyh=—

que sobre la frontera, que es donde se calcula la integral de area € 0. Usando este
€
resultado en la ecuacién (2.124)
dF of
— = —V - -Vyuf|dV. 2.126
I / ( 9 o f ) (2.126)

i
Al aplicar la condicién de extremal minimo y, teniendo en cuenta que d_gb % 0 en el
€

Volumen dado, se cumple
of
9%
que seria la ecuacion de Euler-Lagrange para un funcional en un Volumen dado. Una
forma de escribir esta ecuacion es a partir de las componentes

Z oy (a@) = 0. (2.128)

Este resultado permite redefinir problemas relacionados con ecuaciones diferenciales a
través de funcionales y asi presentar la solucion a partir de principios variacionales.

— V- -Vyuf=0 (2.127)
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2.7.2. Funcional para la ecuaciéon de Laplace

Cuando se tienen condiciones de frontera de Dirichlet, se puede usar (2.127) o
(2.128) para generar un funcional que este relacionado con la ecuacién de Laplace
(2.15). Como el Laplaciano proviene de la divergencia del gradiente, podemos inferir
que el funcional f es independiente de ¢ para que el segundo término de (2.127) sea el
unico valido en la ecuacién de Euler Lagrange. de tal forma que

V- (Vo) =V V. (2.129)

Esto se consigue si se define

f= %w Vo (2.130)

que es proporcional a la densidad de energia. De esta forma el funcional a minimizar
es

Fl¢] = %/‘/V¢-V¢dv. (2.131)

Este resultado puede ser muy ttil mas adelante para lograr soluciones aproximadas
de situaciones que involucren el flujo alrededor de un cuerpo. Es interesante observar
que el funcional de la ecuacion de Laplace es independiente explicitamente de ¢. Es
importante reiterar que (2.131) no se aplica cuando las condiciones de frontera son de
Neumann o mixtas, ya que para este caso es necesario agregar otro término al funcional
(2.131). [20, pag. 44]

Fl¢] = %/‘/V¢~V¢dV—£%¢(r)ds, (2.132)

0
donde 99 corresponde a la condicién de frontera sobre la superficie y la segunda integral

se hace sobre la superficie cerrada que delimita el volumen V. Podemos probar como
usando (2.131) se puede deducir la ecuacién de Laplace en coordenadas curvilineas.
En este sentido partamos que el volumen dV = hihohsduidusdus y de la definicién del
gradiente en coordenadas curvilineas

L9\ 1 (06 1 [0\
V¢'V¢_h_§(6_m) +h_(a_) +h_(a_> | (2.133)

de aqui que la ecuacién (2.131) se reescribe de la forma

1 1 (06\> 1 [06\* 1 [08¢)\*

Entonces f esta dada por

11 /06\> 1 [06\> 1 [9¢)\*
fW:é(h?(a—i) <13 () *Fa(a—i))mh?f (215
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Aplicando la ecuacién de Euler-Lagrange dada por la ecuacion (2.128)

of or\
%_Zauz (agbz) =0
_Zam (aqsz) =0

hihy 99\
zi:aui( hi 8%) = 0, (2.136)

donde vemos que la ecuacion (2.136) es la ecuacién de Laplace en coordenadas curvilineas.
De esta manera hemos extendido el funcional para ¢ a coordenadas curvilineas.

2.8. SOLUCION DE LA ECUACION DE LAPLACE

EN COORDENADAS CURVILINEAS.
CONDICIONES DE DIRICHLET

De acuerdo con [16] se puede usar la ecuacién de Laplace en coordenadas curvilineas
y teniendo una simetria determinada, generalizar la solucion del sistema para cuando se
tienen condiciones de frontera asociadas a una de las coordenadas. Partamos del sistema
coordenado (uy,us,us) y los factores de escala (hy, hs, hg) de un sistema coordenado
curvilineo. En este caso, la ecuaciéon de Laplace (2.15) se somete a las condiciones de
frontera de Dirichlet

Ga(u1 = ug, uz,uz) = 1; ¢a(uy = up, ug,u3z) =0, (2.137)
Pp(u1 = up, ug, uz) = 1; Pp(u1 = g, ug, uz) = 0, (2.138)

que implican unas condiciones de frontera sobre las superficies de u; = u, y u; =
up constantes tal y como se muestra en la figura 2.8. Como se puede observar, se
desea buscar la solucion de ¢ para el caso en el que la funcién esta delimitada por las
superficies S7 y Ss.

De esta manera, el objetivo es encontrar la solucién de (2.15) en el dominio u, <
u < up. Partiendo de la ecuaciéon de Laplace en coordenadas curvilineas

0 hahs Oy, 0 hihz 0., ] hihs b B
ouy ( hi 8“1) * Ouy ( ho au2> + Ous ( hs 8u3) =0. (2.139)

Que se aplica para cualquiera de las funciones ¢, 0 ¢,. Asumimos que la solucién se
puede separar de la forma

Om (U1, ug, uz) = Upy(u1)O(ug, usz). (2.140)

La aplicacién de la primera condicién de frontera en (2.137) lleva a la expresion

¢m(um,U2,U3) = 17
U ()OO (ug, uz) = 1,
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Sy up = u

éa:[] ¢b:]‘

Figura 2.8: Superficies u; = u, y u; = wu, para solucionar ¢ usando condiciones de
Dirichlet.

1
— = A,
Upn ()
Si aplicamos la segunda condicién de frontera de (2.137)

@(Ug,Ug) = (2141)

¢m(un: U, Ug) = 0 m ?é n,
Um(un)@(u27 Ug) = 07
Um(un)Am - Oa

U (un) = 0, (2.142)

de tal forma que la solucion de la ecuacién de Laplace en este tipo de situaciones
depende solo de u;. Siguiendo las condiciones (2.141) y (2.142)

¢>m(U1, Ug, u3) = AmUm(ul) = (Bm(ul)7 (2143)
de este modo la ecuacion de Laplace para este problema particular es
0 [ hohs 0y,
=0. 2.144
8u1 < h1 (‘3u1 ( )
Esta solucién conduce a hahs 05
2163 m
=k (v,w), 2.14
282 (v (2.145)
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m

8u1
en G(uy)H (ug,us3) lo que genera que (2.144) quede de la forma

esto implica que, al ser sélo dependiente de u, entonces hohg/hy se puede separar

—_ miT ) = /= = B,,. 2.14
Qs (G(u) s ) 0 G(u) du, m (2.146)
Al separar variables se tiene
Om(u1) = B / duy + C; Om(u1) = Bl (ur) + Ch; (2.147)
m\W1l) — Pm G(Ul) my m\ W1 m 1 my .

donde se ha eliminado la notacién ¢ debido a que las constantes de integracién incluyen
el término A,, de (2.143). Retomando la primera condicién de frontera (2.137) se tiene

qu(”m) = 17
B () + Cr = 1. (2.148)

Aplicando la segunda condicion de frontera

¢m(un) = 0,
Bl (un) + Cp = 0. (2.149)
Solucionando el sistema dado en (2.148) y (2.149) se encuentra
1 I(u,
By, = C, = —— L) (2.150)

I(uy) + I(uy,) I(uy) + I(uy)

lo que lleva a que la solucién de este problema con condiciones de Dirichlet (2.137) se
pueda resolver a través de la funcién ¢

I(u1) — I(un)
I(um) — I(un)

Om(u1) = (2.151)

Obsérvese como la funcién I(u,,) que genera nuestra solucién general de ¢ depende de
los factores de escala a través de G(uy) lo que indica que es enteramente dependiente de
la geometria propuesta. También es importante aclarar que esta solucién aplica para los
casos en los que hohs/hy sean separables, hecho que funciona en muchas geometrias y
diferentes tipos de coordenads curvilineas. Aunque puede que, para fluidos potenciales,
estas condiciones de frontera no tengan una aplicacion con una explicacién fisica
adecuada, el procedimiento mostrado en esta seccion puede ser usado para encontrar
soluciones de la funciéon de flujo como se mostrara mas adelante.
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FUNCIONES POTENCIALES EN COORDENADAS
GENERALIZADAS

En este capitulo se realizard la generalizacion de los resultados encontrados para el
potencial velocidad ¢ y la funciéon de flujo ¢ en coordenadas curvilineas. Se mostrara
como a partir de estas ecuaciones en coordenadas generalizadas se puede expresar el
funcional para las funcién de flujo ¥ y que se puede extender este resultado para
encontrar la funcion de flujo de una manera general usando el problema de un sélido
de revolucion inmerso en un fluido.

3.1. FUNCIONAL PARA LA FUNCION DE FLUJO
EN COORDENADAS ESFERICAS

Partamos del funcional para la ecuacion de Laplace con condiciones de Dirichlet

(2.131)
Flg) = /V

Teniendo en cuenta que para los fluidos potenciales V¢ = v y para nuestro caso en
cuestién asumimos simetria azimutal, se puede reescribir (3.1) como

ri= 5 ((5) v 5 (5) ) 2)

Usando la ecuacién (2.44) se tiene

9 1 9 19 1

or  r2sinf 06 ro0  rsinf or’

S0 () Vo )

dv. (3.1)

(3.3)

de tal forma que el funcional (3.2) es
F ] / : : o 2+ ! 0v)’ 2 sin Odrdfd (3.4)
= - |— = — = 7 sin Odr . .
v 2\ risin?6 \ 00 r2sin®6 \ Or 7
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Para verificar que este funcional sirve para las coordenadas esféricas, aplicamos la
ecuacion de Euler-Lagrange (2.127)

of 0 [ 0f & (9f\
o o (5:) ~ 30 (30) =© 39)
usando , ,
~ r*sinf 1 o 1 oY
== (9(%) +—e(a—> ) (36)
af B
o ~

o (o8 _ 1

or \oY, ) — sinf or?’

o (o) _ 10 (1o

20 \Ovy) — 1206 \sinf 06 )’
Que reemplazadas en (3.5) conducen a

Lo 1o (1 any
sinf or2 200 \sin6 96 )

(3.7)

Que es un resultado identico a la ecuacién (2.46). De esta manera minimizando el
funcional definido en (3.6) se encuentra un método alternativo para determinar la
funcion de flujo ¢ de un fluido potencial encerrado en un volumen determinado.

3.2. FUNCION DE FLUJO EN COORDENADAS
CURVILINEAS

Ahora vamos a generalizar el funcional i) en coordenadas curvilineas para situaciones
en las que haya una simetria respecto a una de las coordenadas. Para ello, partamos
de la ecuacién (2.12) y usemos este tratamiento en coordenadas curvilineas (uq, ug, ug)
con los factores de escala hy, hy, hs correspondientes. Ahora, supongamos que el sélido
tiene simetria en la coordenada us

L
X = —ug, Vx = —7 € (3.8)
2
De esta forma la velocidad del fluido esta dada por
I,
v=——6 x V. (3.9)
ho
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Figura 3.1: Representacién gréfica de x y ¥ cuando el sistema tiene una simetria en la
coordenada us.

Aplicando el gradiente en coordenadas curvilineas

1. (10% 18%)

= B X —_— -
M h2 e hl 8ule + hg 8U3 s

- a—d}éxé——l a—wéxé

N hth 8u1 2 ! h2h3 8U3 2 3
Debido a la simetria azimutal, la derivada respecto a usy es 0, 8_w = 0 con lo cual

Ug
obtenemos
1 oy . 1 oY,

(3.10)

—e3 — ———=¢€.
hl hg 8u1 hghg 8U3
Como en este caso el fluido es irrotacional, V xv = 0 se tiene en coordenadas curvilineas

L9 (h BN (0 (hy 0N, 0 0w\
h2h3 8uz hlhg 6u1 ! hlhg Bul hl h,z aul 8U3 h2h3 8’&3 2

L 0 <h1 aw)égzo, (3.11)

hlhg 8@62 hghg 8u3

entonces se tiene la ecuacion diferencial para

9 <h3 6‘¢>+ 0 (hl W):o. (3.12)

8u1 hl hg 0u1 (9’LL3 thg 8u3
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Este resultado es congruente con las expresiones (2.40) para coordenadas cilindricas
con hy = 1,he = Ry hy = 1. Del mismo modo, si la simetria es sobre la coordenada

hs, es decir, Y = —us, T = 0,y (3.9) se desarrolla para obtener
Uus
B 1. 1 0y . 1 0y
Vo= hgeg % (hl 8ulel + hz 8u2€2) ’
——18wéxé—1a¢éxé
N hlhg 8u1 3 ! h2h3 8u2 3 >
Asi,

__1 a_¢é +_1 a_wé
hlhg 8u1 2 hghg 8uz b

que, al aplicar la condicién de fluido irrotacional conduce a (3.12) realizando un cambio
entre los factores de escala

0 <h2 a¢>+ 0 (hl M):o, (3.14)

aul hl hg 8u1 (9u2 hghg 6’u2
resultado congruente con (2.46) para coordenadas esféricas con hy = 1,hy =1y hy =
rsinf. Obsérvese que la velocidad de flujo encontrada en (3.13) tiene un cambio en los
signos para cada componente respecto a (3.10). Este resultado se debe tener en cuenta
a la hora de relacionar los potenciales ¢ y v dependiendo la simetria en uy y us. Si la

simetria se da en uy, se pueden intercambiar los factores de escalar de (3.13) hy — hy
y hy — hs para encontrar la velocidad del flujo

__1 a_¢é _|__1 a_l/Jé
hlhg (9u2 3 hlhg 8U3 >

Que con la condicién de irrotacionalidad se llega de nuevo a una ecuaciéon muy similar

a (3.12)
Ous <h1h2 @uQ) + Ous <h1h3 8u3) =0. (3.16)

Como se puede observar, a pesar de las diferencias entre (3.10), (3.13) y (3.15) que
influyen en el calculo de la velocidad del flujo y, por ende, la relacién entre el potencial
velocidad ¢ y la funcién de flujo ¢ las ecuaciones (3.12), (3.14) y (3.16) tienen la misma
forma. De aqui que podemos generalizarlas para un fluido potencial que tenga simetria
en la coordenada curvilinea u, a través de la ecuacion diferencial

Ot (hahm 5’%) " ou, (hahn aun> -0 (3.17)

donde m y n son los subindices que corresponden a las otras coordenadas curvilineas.
Esta ecuacién corresponde a la encontrada por [35] si se tiene en cuenta el caso de
coordenadas curvilineas ortogonales. Observese la diferencia entre (3.17) y la ecuacién
de Laplace. Esto induce a que haya una diferencia en como se plantea la ecuacion

(3.13)

VvV =

(3.15)
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diferencial que soluciona 1. También es de esperarse esta diferencia ya que el potencial
velocidad ¢ debe conseguirse del potencial ¢ usando el hecho que V¢ = v. Aunque
en coordenadas cartesianas esto lleva a una ecuacién de Laplace en 1, para el caso de
las coordenadas curvilineas se deben incluir los factores de escala que permitan que
cualquiera de los resultados de (3.10), (3.13) y (3.15) lleven a una igualdad con las
componentes del gradiente de ¢ en coordenadas curvilineas.

3.2.1. FUNCION DE FLUJO EN COORDENADAS
ESFERICAS
En esta seccion vamos a encontrar la solucién de la funcion de flujo ¢ para el caso de

una geometria esférica y aplicando las condiciones de frontera para un objeto esférico.
Partamos de la ecuacién (2.46) en coordenadas esféricas para encontrar una solucién

al flujo
1 0% 10 1 oy
Snd o 1290 (smm) =0 (3.18)
Aplicando separacion de variables
¥ (r,0) =R(r)©(0),
Se llega a
1 O?R (r) n 10 ( 1 (00 0) _0
sinfR (r) Or? r20 () 00 \sinf \ 00 o
r? 0*R(r) N sin 0 (1 (00 (0)\) _ 0
R(r) Or? © () 90 \sinh \ 00 -
De este modo, encontramos las siguientes ecuaciones diferenciales
r?2 0?R(r)
[{l+1 3.19
Ry e = LD, (319)
sinf 0 1 00 (0)
— = —Il(+1). 2
6(0) 00 (sme( 20 )) (t+1) (3:20)
Para solucionar (3.19), reescribimos la ecuacién diferencial
O?R (r)
2
donde usamos la expresion
R(r) = r,
AA=D) P =1(1+1)r = 0,
AA=1) = I(l+1),
A= 141,
A= —L
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Por lo tanto, la solucion de la ecuacién radial es de la forma
R(r) = Ar'™ + Brl. (3.22)

Ahora, tomando la ecuacion (3.20)

d% (L (%ﬁ)) FII4+ ) ,Le@ 6) = 0. (3.23)

sin 8 sin

Podemos buscar una transformacién para que tome una forma relacionada con la
ecuacion de Legendre

sin Hdilg (sin@d@ge(m) +1(1+1)sin?00 (0) = 0. (3.24)

Para lograrlo, definamos

0= %
~ sinf df
De tal modo que al reemplazar en (3.23)

(3.25)

d
g V)1

d
ing-— e = o
sind—5 (V) +1(1+1)© = 0

0 = 0

Derivando la ecuacién diferencial

d (. dY do
@(sm@%)—i-l(l%—l)@ = 0,

oad o dY .9
SlH@@ (s1n9%> +1(l+1)sin“0Y = 0.

Asi que Y cumple la ecuacién de los polinomios de Legendre,

1 do

V= Rleost) =550

(3.26)
que permite determinar la funcién ©(0):

do :
b = sin 0P, (cosb),

dO = sinfP, (cosh)do,
O = /sin@Pl (cos @) do,

6 = /Pz(x)dx—l—C.
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Esto muestra que nuestra funcién de flujo en coordenadas esféricas con simetria azimutal
es de la forma

W(r,0) = At 4 B! P, (cosf) d(cosf) +C') . (3.27)
> ([ )

Ahora apliquemos las condiciones de frontera de tal forma que se encuentre la funcion
de flujo para una esfera que se encuentra en un fluido potencial en donde para z — —oo
se tiene el flujo constante. De esta forma, las condiciones de frontera para el flujo vienen
dadas por
v
W(r,0) = 57’2 sin®0  r—o00 60—, (3.28)
P(a,0) = 0. (3.29)

Para que la primera condicién de frontera se cumpla, es necesario que [ = 1 de tal
forma que

w0) = (a4 2 ([ tcostyiteoss) + ¢

r
, B

= (A 4+ — cosfd(cos )+ C' |,
r
B 1

— (A1r2+—) (—COSQQ+C),
r 2
B 1

= (A17"2+—> (——Sin29+1+0> ,
r 2

— (A17"2+ E) (—lsin29+0) ,
r 2

donde se ha usado la identidad cos?@ = 1 —sin?6 y el 1 se ha incluido en la constante
C'. Simplificando la expresion

1B B
%‘2 sin? = —A;7r?sin® 0 + Ar°C — 5 sin? 0 + —C. (3.30)
r r

Que se cumple parar — ooy 8 — 7 para C =0y A; = —v. Luego que la funcién de
flujo se pueda escribir como

(3.31)
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Ahora, si aplicamos la segunda condicién de frontera

v(a,0) = <va2 — E) sin” ¢

a

B sin%4
0 = 2=
<w ) o

B
0 = (vaz——),
a

B = wd.

Asi que la funcién de flujo para la esfera en el fluido potencial es

3 2
wro) = (o= 20) 2

3
= (1 — a_) grz sin? 0, (3.32)

que es un resultado acorde con lo encontrado en (2.59). Obsérvese que este tratamiento
muestra otra estrategia para saber el comportamiento de un fluido potencial alrededor
de objetos ya que en el cuerpo se espera que la funcion 1 sea una equipotencial.
Revisaremos como aplicar esta estrategia en otros sélidos de revolucion para determinar
si es posible de este modo solucionar de una forma maés sencilla el fluido potencial
alrededor de los mismos.

3.3. FUNCIONAL PARA LA FUNCION DE FLUJO
EN COORDENADAS GENERALIZADAS

Ahora vamos a usar el resultado de (3.17) para encontrar un funcional f[¢] usando
un proceso similar al realizado para la ecuacion de Laplace mostrado en la seccion 2.7.2.
Partiendo que (3.17) no depende explicitamente de ¢ por lo que el primer término de
(2.128) es 0. Esto implica que podemos escribir la ecuacién diferencial para ¢ como

Za ory o hn8¢+8 [

— Ou; \ 00, " Oup, \ hahum Oy, Ou, \ hahy, Ou, )’
0 [ hyhy OO N 9 [ hphg O
O, \ h2hy, Ouy, Ou, \ h2h, du, )’

0 L ae\ 0 1 oy
 Ouyy, (hnha h2h,, 8um) * ouy, (hmha h2h,, 8un) :

(3.33)

45



Si incluimos el subindice j para expresar el factor de escala que no corresponde al
subindice ¢ o a reescribimos en término de una sumatoria

o (df\ 0 1 o
z@': (?uz (8@) N zz: au, <h]hahghl (?uz) ’
B & ([ hihah? O
_ Z%( o %) (3.34)

Si comparamos este resultado con la ecuaciéon de Euler - Lagrange el término entre

parenthesis en (3.34) debe ser igual a 5a. due lleva a que se proponga

(2

B hihahi (1 9 \?
[ = 2 (h_,-@ui) : (3.35)

(3.36)

Como el término entre parentesis es el gradiente de 1 en coordenadas generalizadas, lo
reescribimos de la forma

hihahg
2
2h?
y de este modo el funcional que corresponde a la solucién de la funcién de flujo en
coordenadas curvilineas con simetria en la coordenada u, esta dado por

f= Vi - Vi, (3.37)

F[’(/)] = /V #V?/) . V¢h1h2h3du1du2du3, (338)
donde usamos dV = hjihohsduidusdus. Obsérvese que este resultado sélo es aplicable
cuando existe una simetria respecto a la coordenada u, y, por lo tanto, no es aplicable
de manera general. De esta forma, se puede convertir este funcional hacia una integral
de area sin perder generalidad.

Otra forma de encontrar este funcional se logra siguiendo la ecuacién (2.131) del
funcional para la ecuacién de Laplace. Usemos los resultados trabajados en (3.1) para
el caso de las coordenadas generalizadas presentadas usando V¢ dada por (3.10) (Sélo
se mostrard para una simetria en uy sin pérdida de generalidad). De este modo, se tiene
que

oo Low  1oo 1o
hl (?ul N hghg 8u3 hg 8U3 N hlhg aul'

Ahora, usando el funcional de la ecuacién de Laplace en coordenadas curvilineas
con simetria en la coordenada usy es

o= 3 )+ () ) -
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usando (3.39)

1 o\t 1 [fop?
Fll= 3 (h%h% (ows) 7 (o) )dv‘ 340

que se puede finalmente escribir en la forma

11 /ow\> 1 [0p\?)\dV
Flol= | 2| = (22 — == — 3.42
¥] /VQ (h§ <8u3> T (8u1 Bz (3.42)
para representar el funcional para ¢ en coordenadas curvilineas. Es posible reescribir
este funcional de la forma

F W)] :/ LV@Z) . V¢h1h2h3du1du2du3, (343)
v 2h3

qué es consistente con (3.38) y, por lo tanto, es consistente con (3.12). Es necesario
resaltar que este desarrollo del funcional se ha aplicado para un funcional de Laplace
que obedece las condiciones de Dirichlet ya que para las condiciones de Neumann o
mixtas, el funcional debe cambiar agregando un término adicional. Por esta razon es
que el funcional (3.38) tiene significado ya que para fluidos que rodean objetos se tiene
la condicion de Dirichlet de 1) = cte alrededor del cuerpo.

3.4. FLUJO EN COORDENADAS CURVILINEAS
CON CONDICIONES DE DIRICHLET

Es posible solucionar la ecuacién (3.17) si aplicamos lo visto en la seccién 2.8.
Asumamos un fluido potencial, el cual, presenta dos superficies u; = a y u; = b en
donde la funcién de flujo es constante y, por ende, la velocidad se mueve en la direccion
de estas superficies tal y como se muestra en la figura 3.2.

Asi, la funcion de flujo ¢» cumple

(b, uz) =1y (a,us) = 0. (3.44)

Esta situacion puede presenta el caso de un fluido potencial que esta delimitado por
dos superficies curvilineas en donde aseguramos que la velocidad del mismo es diferente
sobre éstas. En este caso, se asume una simetria en la coordenada us,.

Del mismo modo, se puede plantear la solucion a partir de la separacion de variables
¥(uy,uz) = U(up)O(ug). Al aplicar la segunda de las condiciones de frontera en (3.44)

w<a7 U3) )
U(a)O(uz) = 0,
U(a) = 0. (3.45)



l/l(b, 7"3) = 7/j0

Figura 3.2: Condiciones de Dirichlet para la funcién de flujo para las superficies u; = a
v w1 = b. Las flechas representan la direccién del flujo o de la velocidad.

Ahora, si aplicamos la primera condicién de frontera

¢(b7u3) = o,
U(b)@(U3) = ¢0,
O(us) = Uw((;) = A, (3.46)

lo que hace que en estas situaciones la funcién ¢ (uy, uz) = AU (u1) = ¥(u;) luego (3.12)
queda de la forma

0 h3 ad_)m
=0. 3.47
aul (hlhg aul ) ( )
Aplicando la misma metodologia presentada para solucionar (2.144) se puede llegar
a
dyp
Gylu)—— = B,, 3.48
o) (3.48)
h
donde . Z = Gy(u1)Hy(us). De este modo se tiene una solucién similar a (2.151)
1he
para v
Ly(ur) — Ly (un)
Y(ur) = tho (3.49)
Ly (tm) = Ly (un)
con Iy(uy) = [dui/Gy(ur). Aunque el resultado es muy similar al encontrado en

(2.151), es importante tener en cuenta la diferencia entre las funciones I(u;) y G(uq)
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con las funciones Iy (u1) y Gy(u). Hasta este punto, y debido a la simetria que tiene
(3.17), este resultado es general sin importar si las superficies equipotenciales son
intercambiadas por us o uz al igual que la simetria en cualquiera de las coordenadas
generalizadas. Sin embargo al momento de calcular la velocidad del flujo v o el potencial
velocidad ¢ es necesario tener en cuenta las ecuaciones (3.10), (3.13) o (3.15) de acuerdo
a la simetria deseada. Si usamos una simetria en la coordenada us como la descrita
anteriormente se tiene la velocidad usando (3.10)

Lo, 1o,
hlhg 8U1 3 hghg 8U3 b

_ 1 ¢0 d[w(ul)é
hihg (Iy(0) — Ip(a)) duy
v Yo 1 4 (3.50)

huha (Iy(b) = Iy(a))  Gy(ur)

donde se tiene que G (uq) es la parte de hg/hihs que solo depende de u;. Para calcular
el potencial velocidad, podemos tener en cuenta que la velocidad es igual a V¢, luego

Lo, o !
hs Ous — hiha (I,(0) — Iy(a))  Gy(wr)’
90 _ Yo 1 hs
8U3 ]d’(b> IT/’( ) Gd,(ul) h1h27
B Yo 1 hs " "
P, us) = Iy (b) — Iy(a) G¢(U1)/h1h2d + F K(w),
= w— u u u
b, ) = ]w(b>_1¢(a)/Hw( Sdus + K (un), (3.51)

recordando que Hy(u3) corresponde a la parte que depende de us para hg/hihy. Como
no hay componente de la velocidad en u;, la constante K (u;) = 0 por lo que se tiene

Yo
¢(U3) = [¢(b) — [w(a> /Hw(Ug)dUg. (352)
Obsérvese como este ejemplo muestra la dependencia de 1 respecto a las superficies
equipotenciales en u; mientras que el potencial velocidad tiene una dependencia de
la otra coordenada uz para asegurar que la velocidad vaya circulando alrededor de
la funcién de flujo. Aunque este resultado puede ser general, es necesario tener en
cuenta los cambios en los signos para cuando las superficies de 1 constante cambien
por otras coordenadas generalizadas constantes hecho que de observara en los ejemplos
siguientes.

3.4.1. Aplicacion en coordenadas cilindricas

Supongamos un sistema que esté en coordenadas cilindricas con simetria en la
coordenada z. A esto anadamos las condiciones de Dirichlet en las que la funcién
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de flujo es constante para dos valores de R = a y R = b. En este caso debemos
intercambiar las coordenadas he y hs en nuestros resultados de Gy(u;) y tener en
cuenta que hy = 1, hy = R, hy = 1. De este modo las condiciones de frontera (3.44) son

w(aa 90) =0 ¢(b> (10) = to. (353)

Figura 3.3: Cilindros concentricos con simetrias en z. Se muestran las condiciones de
Dirichlet para R =ay R = 0.

Recordando la definicién de I, (R)

dR
I,(R) = / it
dR

E>
I,(R) = I(R).

De esta forma la funcién de flujo ¢ usando (3.49) esta dada por

B In(R) — In(a)
¢<R) - ¢OMa
U(R) Yo In(R/a). (3.54)

In(b/a)
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y

Figura 3.4: Potencial velocidad ¢ y funcién de flujo ¥ para dos cilindros concéntricos
usando condiciones de Dirichlet ¢(b, @) = ¢y v ¥(a, ) =0

La velocidad calculada usando (3.13) debido al orden de simetria entre us y us.
Usando las coordenadas u; = R, uy = @, us = 2

_ _8_¢é + la_d}é
~ OR? " Rop ™
Yy 1.

(3.55)

“Tn(b/a) R°¥

y de donde podemos calcular el potencial velocidad de una manera similar a (3.52)

10¢ Yo 1
Rdy  In(b/a) R’
9
op  In(b/a)’
_ %
¢ = (/) (3.56)

Estos resultados son consistentes con los encontrados en [5] sobre el fluido que
rota alrededor de un punto. Ejercicio que se realiza para el flujo en 2 dimensiones
que se expresa usando el potencial complejo w. En la figura 3.4 se encuentran las
lineas equipotenciales para este flujo. Obsérvese como estan simétricamente alineadas
e igualmente espaciadas las superficies equipotenciales y funcion de flujo constante para
esta situacion.
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3.4.2. Coordenadas esféricas

Partamos de dos cascarones esféricos en los que aseguramos la simetria azimutal.
Vamos a colocar como condiciéon que para las superficies en los cascarones esféricos es
constante. Esto se puede expresar de la forma

(b, 0) = 1y Y(a,d) = 0. (3.57)

Podriamos interpretar este problema como un fluido potencial que pasa entre los dos
cascarones esféricos por un pequeno agujero que se encuentra en ¢ = w. Usando las
coordenadas 7,0, ¢ con factores de escala hy = 1, hy = r, h3 = rsinf. De esta forma la
funcién Gy (r) y la funcién I,(r) se encuentran

hg T
Hy(0) = = —
Gy(r) Hy (6) hihs  rsinf’
Gy(r) = 1,
H,(#) = sind,

de aqui que I, (r) = r. Entonces v se encuentra usando

r—a

b—a

P(r) =ty (3.58)

Es sencillo observar como esta expresién cumple con (3.17), ya que no depende de 6,

entonces cumple
0 r 0 r—a
E(Tsinga(wob—a)) =0 (8:59)

0 1 1
or <Sin(9 (wob—a)> =Y (3.60)

siendo la derivada de la constante 0. Obsérvese como la dependencia lineal de v respecto
de r implica que las lineas equipotenciales de la funciéon deflujo son cascarones esféricos
cuyas distancias estan separadas en la misma proporcién tal y como se muestra en la
figura 3.5. Usando (3.13) encontramos la velocidad del flujo

vV = — 1 8—¢é 1 3_¢é
T rsin@or ' r2singof "
v = Yo : (3.61)

~ (b—a)rsin 5

En este caso, si b > a, la velocidad del flujo circula en la direccion de —ey o
antihorario en la figura 3.5 y en sentido opuesto si a > b. Aplicando el hecho que el
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Figura 3.5: Potencial velocidad ¢ y funciéon de flujo ¢ para dos cascarones esféricos
concéntricos usando condiciones de Dirichlet (b, ) = 1o v ¥(a, ) =0

potencial velocidad ¢ es el gradiente de la velocidad

190 __ %o
rod  (b—a)rsinf’
99 _ %
00  (b—a)sinf’
gy [ df
o) = (b—a) / sinf’
o(0) (blfoa) In (csc + cot h) , (3.62)

donde se ha omitido la constante que depende de r debido a que el potencial debe
depender sélo de la coordenada 6. Se pede mostrar que efectivamente V¢ = 0. En la
figura 3.5 se muestran las lineas equipotenciales para ¥ y ¢.

Se puede observar como las equipotenciales para ¢ se separan conforme llegan al
plano zy, es decir, conforme 6 se aproxima a /2. Esto se explica a través del término
1/siné que estd en la velocidad mostrada por (3.61). Tengase en cuenta que tanto la
velocidad como el potencial no estan definidos para # = 0 y § = m que pueden indicar
la entrada y salida del fluido potencial.
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3.5. SOLUCION DE LA ECUACION DE

LAPLACE EN COORDENADAS CURVILINEAS,
CONDICION ASINTOTICA

Para el caso de interés de este proyecto, tengamos en cuenta un fluido potencial que
a una distancia considerable del cuerpo se mueve a una velocidad v = vk (0 1) y que en
la superficie del cuerpo la velocidad vaya tangencial al mismo. No asumimos rotacion
del cuerpo aunque se puede mostrar que existen soluciones tinicas [37]. Partamos del
hecho que el cuerpo tiene simetria en la coordenada wus (0 u3) y que su superficie estd
dada por u; = a. De este modo, las condiciones de frontera para esta situacién estan
dadas por

Véo-k = v u — oo, (3.63)
V- = 0 U = a. (3.64)
Para simplificar este problema, vamos a proponer la solucion a partir de la superposicién
de dos potenciales velocidad. Uno que cumpla con la condiciéon de frontera en infinito

o de flujo constante ¢ = vz (o vax dependiendo la simetria ) y otro que permita que la
condicién de frontera en el cuerpo se cumpla (Figura 3.6), para esto, se propone

b = o+, (3.65)

o1 = vz, (3.66)

Vo € = —vk - &, para u; = a, (3.67)
Véo(ur,ug — o0) = 0. (3.68)

Por medio de la superposicién de las soluciones, ¢, cumple la ecuacion de Laplace en
coordenadas curvilineas con simetria en us
0 [ hshso 0 [ hihy 0
2h3 0o n 1ha O —0. (3.69)
3u1 hl 3u1 8U3 ]7,3 au;),

De este modo, y para que cumpla las condiciones de frontera, se propone la siguiente
solucion

gbg(ul, Ug) = U(Ul)W<U3), (370)

con la restriccion que Vo(uy — 00, u3) = 0 para que se cumpla la ecuacién (3.68). Si
se aplica la condicién (3.67) se tiene

hll gzj _ h—lU/(ul)W(ug). (3.71)
(3.72)
Para u; = a
hilU'(a)W(u;g) = —ovk-és, (3.73)
v 0z
W(Ug) = — U’(a) a—(a, Ug), (3 74)



Plano xy

Voy(a,us) = —vk e

¢ = vz Vo, = vk Vo (a,uz) =

Figura 3.6: Construccién del potencial velocidad para la solucién de un objeto cuya
superficie esta dada por u; = a con condicién de frontera de flujo uniforme lejos del
mismo. De la figura se encuentra que V¢ = Vo, + Voo = 0 para u; = a.

donde se ha usado la definicién del vector unitario

e hl 8u1 aul‘] 8u1

para encontrar una expresién para la funcién W (us). Ahora, para aplicar la separacién
vari n (3. introduzcam r convenienci iguien Srmin
de variables en (3.69), introduzcamos por conveniencia los siguientes té 0s

alu,uz) = ag(ur)az(ug) = h;:ga (3.75)
hihs
Blur,uz) = Bi(ur)Bs(uz) = Iy (3.76)

que deben ser independientes de us teniendo en cuenta la simetria respecto a esta
coordenada. Lo que conlleva a (3.69) a la forma

8 3¢2 (9 a¢2 .
a—u1 (Oéloéga—m) + a_ug (61638_?@,) =0. (377)

Usando (2.15) y dividiendo entre agfU (u1)W (ug) se tiene

B1U (ur) Dy <a1 S ) + T B (ﬁg o ) —0. (378
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De esta manera se puede aplicar separacion de variables

i () e =0 470
dus (53 dW(ng)) = kasW (ug) =0, (3.80)

con k? siendo la constante de la separacién de variables. Usando la ecuacién (3.74) en
(3.80) obtenermos

L0 i) ool ) o
diug (536%3 (;;1 (a, U3))) — Ko (aazl (a, U3)> = 0, (3.81)

que en principio sélo tiene como incégnita a la constante k2. Si esta constante se
puede obtener a partir de la ecuacién (3.81), entonces puede ser usada en la ecuacién
diferencial (3.79) para ser solucionada. De estos resultados, el potencial ¢ se encuentra

por medio de (3.70) usando (3.74) para W (uz)!
Go(ur,us) = Ulur)W (us),

- so-pigiton).

v 0z
= — U(u a,us). 3.82
) o 0.1) (352)
Finalmente, la solucién para el fluido potencial que interactiia con un sélido con
simetria en uy y que tiene solucién asintética con fluido en movimiento en infinito es

U'(a)

Es importante tener en cuenta que para algunos sistemas coordenados puede ser mejor
usar la condicién asintotica en otro eje coordenado para lo que tan sélo se debe cambiar
z por la coordenada necesaria. Es necesario remarcar que la ecuacién (3.83) se cumple
siempre y cuando el segundo término referente a ¢, tenga la condicién asintotica en su
gradiente para asi asegurar que en el infinito se encuentra la solucion de flujo constante.
Esto se puede detectar rapidamente si al realizar la solucién de (3.79), la funcién
encontrada tiene (o0 no) condicién asintética. En caso de no poderse lograr una condicién
de este tipo, la solucién del sistema de interaccion fluido potencial y objeto se debe
realizar a traves de otros métodos de solucién de ecuaciones diferenciales. De esta
manera, el resultado de la ecuacién (3.83) nos muestra un método eficiente para el
calculo del potencial velocidad cuando se tiene una simetria y con objetos que tengan
la forma de un sistema curvilineo dado.

d(ur, uz) = vz(ug, uz) — U(u)~=(a, us). (3.83)

IEs posible encontrar la solucién de ¢, cuando la simetria estd en la coordenada us, de tal forma
que la solucion del sistema puede estar dada tan solo con un intercambio entre los subindices 3 y 2 en
las soluciones encontradas.
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3.5.1. Aplicacién condicién asintdtica: coordenadas esféricas

Para ilustrar el método anterior consideremos el caso de una esfera inmersa en
un fluido potencial de tal forma que usamos las coordenadas esféricas (7,0, ) con
factores de escala (1,7, 7sin ) y simetria en ¢. Asi se obtienen los siguientes resultados
(intercambiando los subindices 3 por 2):

afr,) = r*sind ap =71° g =sinb, (3.84)

B(r,0) = sind pr=1 [ =sind. (3.85)

Aplicando estos resultados en (3.74) se tiene W(#) = Acosf y, por lo tanto, de la
ecuacién (3.80)
—sinf cos O(k* 4+ 2) = 0, (3.86)

lo que implica que k? = —2. Usando este resultado en (3.79)

(P wen) 2w o (357)

Esta expresién puede ser simplificada a la ecuacion diferencial

d?U(r) au(r)
2 2 -2 =0. :
o +2r o U(r)=0 (3.88)
La solucion de esta ecuacion es dada por
A
U(r) = Air + r—j (3.89)

donde A; = 0 para asegurar que que (3.68) se cumpla cuando r — oco. Usando esta
funcién en la ecuacién (3.82) se obtiene

3

¢o(r,0) = %vr cos 6. (3.90)
De este modo, se tiene que
a? a?
o(r,0) = vrcos + 5.3Y" cost = <1 + ﬁ) vr cos 0 (3.91)

Que estd de acuerdo con la ecuacién (2.54) encontrada anteriormente.

3.5.2. Aplicaciéon condicion asintética: Coordenadas cilindricas

Tengamos en cuenta el caso de un cilindro ubicado de tal forma que el fluido
se mueva en direccion i, lo que implica que la simetria esta en la coordenada z. De
este modo, las coordenadas (R, ¢, z) y factores de escala (1, R, 1) tenemos (De nuevo
intercambiando los subindices 3 y 2)
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a(R,p) = R aog=R ay=1, (3.92)

1 1

B(R,p) = R pr = R pa = 1. (3.93)

Asi se tiene que W (p) = Acos ¢ que al reemplazarse en la ecuacién (3.80) conlleva a
—cosp(k*+1) =0 (3.94)
por lo que k* = —1. Usando este resultado en (3.79) y simplificando se llega a

U _dU
RQd—R2 + Rﬁ ~U(R) =0, (3.95)

que conlleva a la soluciéon U(R) = AR+ B/R. En este caso, A = 0 para que la condicién
asintotica (3.68) se cumpla. Entonces ¢o queda

a2

Oy = ﬁRv cos ©, (3.96)

y usando a ¢; = vx = vRcos ¢ se tiene como solucion

2

O(R,p) = (1 + %) Rv cos ¢, (3.97)

resultado que corresponde a la soluciéon de un objeto circular en 2D.
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CALCULO DEL FLUJO EN FLUIDOS POTENCIALES
CON DIFERENTES SIMETRIAS

Se han descrito hasta el momento cuatro estrategias para encontrar el potencial
velocidad, la funcién de flujo y el campo de velocidades cuando se tienen sistemas con
diferentes simetrias, estas son

1. Solucionando la ecuacién de Laplace para el potencial velocidad y aplicando las
condiciones de Neumann correspondientes.

2. Solucionando la ecuacién diferencial para la funcién de flujo (3.17) usando condiciones
de Dirichlet. Cuando la geometria estd dada por dos superficies u; = a y u; = b,
podemos solucionar la ecuacién diferencial usando la ecuacion (3.49).

3. En el caso de un objeto inmerso en un fluido con velocidad uniforme inicialmente,
la condicién asintética y la suma de los potenciales de flujo constante con el
potencial que cumple la condicion de Neumann no homogenea dada por la condicién

(3.68).

4. Usando el funcional de Laplace o el funcional de la funcién de flujo dado en la
expresion (3.43) y minimizarlo.

En este capitulo se mostraran algunas soluciones para el potencial velocidad ¢ y la
funcion de flujo ¢ en diferentes sistemas coordenados como los parabdlicos esféricos,
cilindricos, elipticos esféricos y cilindricos usando lo mostrado en el capitulo anterior.
Se trabajan algunos resultados en otros sélidos de revolucién y se explora el calculo de
la masa aparente de éstos sélidos.

4.1. CILINDRO EN UN FLUIDO POTENCIAL

En esta seccién vamos a mostrar como se puede usar la primera estrategia presentada
en la solucién de un problema conocido como es el cilindro con simetria en el eje z.
A partir de esta solucién se muestra la consecusion de la masa aparatente para este
objeto siguiendo la metodologia presentada en la seccion 2.5. Partamos de la ecuacion
para (2.14) en coordenadas cilindricas (R, ¢, z) para el potencial velocidad

251 0 (L00N 10% 0 _
V%= Gor \Rag) T s t o = (4.1)
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Deseamos resolver esta ecuacién en diferentes configuraciones, para ello consideremos
primero el caso de simetria a lo largo del eje z.

4.1.1. Cilindro en fluido potencial con simetria en el eje z

Consideremos un cilindro de radio a y altura h que se encuentra inmerso en un
fluido potencial cuyo flujo asintético estd dado por v = vi tal y como se muestra en la
figura 4.1

De este modo (4.1) queda de la forma

10 ¢ 1 9%

La solucion de esta ecuaciéon luego de aplicar separacion de variables es

¢(R,¢) = (BnR™ + B_,,R™™) (Ay sin(me) + A cos(mp)) . (4.3)

Figura 4.1: Cilindro inmerso en fluido potencial con condicién asintdtica en la direccion
del eje x

De acuerdo a lo realizado para una esfera con las ecuaciones (2.48) e (2.49), las
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condiciones de Neumann en este caso son:

Vo R
Vo-i

0 V R=a, )
v vV R — oo. (4.5)

La primera expresion muestra el fluido que va alrededor del cilindro y la segunda
ecuacion muestra la velocidad del fluido en el infinito que debe ser igual a la velocidad
en una de las coordenadas cartesianas. Calculando el gradiente de ¢ se tiene
Vo= m(Bn,R™ " — B_,,R"™ 1) (4 sin(my) + Ay cos(mep)) R
+% (BmR™ + B_p, ™) (A; cos(mep) — Ay sin(mep)) ¢, (4.6)

Aplicando (4.4) se tiene:
m (Bpa™ ' — B_ppa” ™) (Ag sin(mgp) 4+ As cos(myp)) = 0, (4.7)

resultado que implica que la primera expresion en parentesis sea 0 y se llegue a B_,, =
a*™ B,,. De este modo el gradiente de ¢ queda de la forma

Vo= m(R™ ! — a2 R~ 1) (A sin(meg) + Ay cos(me)) R
+% (R™ + a®™R™™) (A, cos(mep) — Agsin(mgp)) ¢. (4.8)

Donde la constante B,, se ha incluido a las constantes A; que estan en la funciones
sinusoidales. Para aplicar (4.5) es necesario que m = 1 para que ¢ no diverga en R — oo
y usando i = cos pR — sin ¢ ¢ se tiene

v=(Ajsinp+ Az cosp)cosp
— (Ajcosp — Agsin) sin (4.9)

que lleva a que Ay = v. De este modo, (4.3) queda de la forma

a? _
o(R,0) =R (1 + ﬁ) (Arsing +vcosyp). (4.10)
Si se tiene en cuenta la simetria del cilindro, se debe cumplir ¢(R, ) = ¢(R, 21 — ¢).
Como esta condicién no se cumple para sin ¢, entonces A; = 0 y por lo tanto se tiene

2
o(R,p) =vR (1 + %) cos ©. (4.11)
Que equivale al potencial encontrado en (3.97) respecto a un objeto circular en 2D,
caso que es de esperarse debido a la simetria en z. Aunque es de interés la solucién
del cilindro con simetria en ¢, la solucién del cilindro con condiciones asintéticas estéa
incompleta y se puede realizar para un cilindro semiinfinito y, por lo tanto, se deja
COmMO Un anexo.
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Masa Aparente y Potencia sobre el cilindro con simetria en eje z

Vamos a aplicar los procedimientos empleados en la seccion 2.5 para encontrar la
masa aparente de este cilindro que se acelera en un fluido potencial y que lleva una
velocidad 11, = u,i. Para lograrlo, primero reescribamos (4.11) en términos de la suma
del flujo constante y el dipolo en 2D

2
o(r) = chosgo—ir%chosgp,

CL2

= V:r+—5v-r, (4.12)
r
donde se ha tenido en cuenta que el cilindro tiene su centro de masa sobre el eje z. Si
tenemos en cuenta que en lugares lejanos al cuerpo el fluido estd en reposo y, por lo
tanto, el primer término se puede asumir 0. En el segundo término, usemos v = —uj
que es la velocidad del cuerpo. Si el cuerpo se encuentra en la posicién ry reescribimos
el potencial velocidad de la forma

CL2

o(r,rs,uy) = ug - (r —ry). (4.13)

_|r—r5|2

Retomemos la ecuacién para la fuerza aplicada por el fluido sobre el cuerpo (2.66)

dp 1 9\
= — + = A. 4.14
¥ /Cilindro P (at " 2 |V¢| ) nd ( )

De donde podemos calcular esta fuerza usando (4.13). Si tenemos en cuenta (2.77) y
asumimos las mismas suposiciones para la esfera,

a - Ve “”Z;ausi ot
o0 a? ou,
EZ R T (4.15)

Calculando el gradiente del potencial velocidad

2a* i
e e L B e
2 2 s ° —1s
Vo — _|r_a—r|2 (us o (u|r _(rr |2r ))(I‘ — rs)> . (4.16)

Para determinar la fuerza, debemos calcular estos resultados sobre la superficie del
cilindro r — ry = a€ siendo este el vector unitario de r — rg tal y como se mostro6 en la
seccién 2.5. Usando esta definicion

(V6), = — (- 2(u,-)¢). (4.17)
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del mismo modo, podemos calcular % sobre el cilindro

ot
90\ _ o, —af T8
(El = —Voru,—al—-,
8¢ _ . N2 2 8 ) dus
<E>a = —2(us- &)+ u; —a& el (4.18)

Ahora calculando (V¢)? = u? lo que lleva a que (4.14) a la forma

. ) 1
F:p/ (—2(u8'5)2+u§—a§'—+—u
Clilindro dt 2

Partiendo que la velocidad del cuerpo es us = usl y asumiendo que en este punto el
cuerpo esta sobre el origen, se tiene que xi = R de tal forma que la fuerza se puede
escribir de la forma

2) ndA. (4.19)

- 3 ; du
F = — 2(u, - £)? — = ° | hdA,
p/Cilmdro ( (u 5) QUS " S dt ) B
3 dug
= —p 2cos’ ¢ — —u? + acos p—— Radzdgo,
Clilindro 2 dt
3 du, S
F = —paz 2cos® ¢ — —u? + acos p—— (cos i + sin ng) dp. (4.20)
Clilindro 2 dt

Realizando las integraciones respectivas se tiene

dus s dug
F——lpa’/Th =i a

aus 421
dt Ma” g (4:21)

de donde se encuentra la masa aparente del cilindro con simetria en el eje z. Como
se puede observar, en este caso la masa aparente es equivalente a la masa del cuerpo.
Lo que implica que al acelerar el cilindro con simetria en el eje z, su masa se vera
duplicada debido al fluido potencial. Observese que los resultados son consistentes con
la paradoja de D’Alembert ya que la Fuerza aplicada depende de la aceleracion y no de
la velociddad del cuerpo. Usando este resultado, la potencia aplicada sobre el cuerpo
para mantener esta aceleracion esta dada por

dus

P, =-2 h
pa’m i

(4.22)

en donde el término 2 en la expresion esta de acuerdo con el hecho que la Fuerza externa

u
que mueve el cuerpo debe ser igual a la suma del término md—tS y el encontrado en

(4.21).
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4.2. PARABOLOIDE CILINDRICO EN UN FLUIDO
POTENCIAL

Asumamos ahora un paraboloide cilindrico en un fluido potencial. En este caso se
tiene una parabola en 2D que se extiende por el eje z. En este caso, las coordenadas
curvilineas a trabajar son parabdlicas cilindricas (o, T, 2)

r = or, (4.23)
1
y = (=0, (4.24)
z = z (4.25)
donde 0 = (0,00), 7 = (0,00) y 2 = (—00,00). En la figura 4.2 se muestran las

superficies para o y 7 constantes. Asi o representa una familia de pardbolas con
concavidad positiva en plano zy mientras que 7 representan otra familia de parabolas
con convadidad negativa.

Figura 4.2: Superficies de o y 7 constantes para el sistema de coordenadas parabdlico
cilindrico.

Para esta simetria los factores de escala estan dados por hy = hy = Vo2 + 72y
hs = 1. En esta situacién vamos a adoptar una simetria en la coordenada z y el fluido
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Figura 4.3: Representaciéon de un objeto con forma de parabola cilindrica inmerso en
un fluido potencial.

potencial va a estar viniendo con velocidad vj. De acuerdo a estas condiciones, para
nuestro potencial velocidad tenemos las condiciones de frontera (ver figura 4.3

Vé-j = v o — 00, (4.26)
Vop-e, = 0 o =a. (4.27)
Realizando la separacién asintética entre ¢q y ¢o, tenemos para W (r)
v Oy
w = — —
(7-) U,(a) 80_ (a’7 T)7
_wa
- Ufa)

.es decir, W(r) = C tal y como se verda méas adelante en las parabdlicas esféricas con
la expresién (4.61). Esto también implica que k% = 0. Si se usan los factores de escala
y las definiciones de «(o,7) y (0, T) se encuentra

alo,7) = ———==1 ar=1 ay=1, (4.28)
Blo,7) = ——=—==1 =1 pr=1, (4.29)
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de esta forma la ecuacion (3.79)
?’U(o) 0
ooz
U(O') = A10'2+A20'+A3.
Que, aplicando la condicion asintdtica supone que A; = 0 y al ser A3 una constante que

solo cambia el valor inicial de ¢, podemos asumir que también es cero. Esto implica
que U(o) estd dada por

U(o) = Ayo. (4.30)
Reemplazando U(c) y W(7) para determinar ¢,
va
= ——A
¢2 U/(CL) 20,
= wao. (4.31)

Luego la solucién del potencial velocidad dada por la ecuacion (3.83) es
1
O = v (7* = 0°) + vao. (4.32)

Obsérvese como la funcion ¢, no depende de 7 y por lo tanto, la dependencia recae sobre
el potencial relacionado con la condicién de flujo constante. Calculando la velocidad
usando el gradiente de ¢ se tiene
v uT
Vv=—=-—(a—0)&, + ——6€, 4.33

\/02—1-72( ) Vo? + 12 (4.33)
donde se observa como para o = a la velocidad en la direccién e, se cancela. La funcién
de flujo se calcula teniendo en cuenta que la simetria esta dada en la coordenada us
usando la ecuacion (3.13)

L W, L 9%
V1200 Vot aror

que conduce para la velocidad en o

v (4.34)

I S (a— o)
Vorpor - Jere
% _ v(a—o)
or ’

v = vr(a—o)+C(o).
Por otra parte, si usamos la velocidad en 7
L % _ v
Vo2 + 7200 Vo2 472
% _ —vuT
do ’
v = —vro+C(1).



Estas dos expresiones se hacen iguales si se elige C'(o) = 0 y C(7) = var para asi
obtener la funcion de flujo
(o, 7) =v(a—o)T, (4.35)

Potencial velocidad ¢ para el flujo sobre paraboloide cilindrico

Funcion de flujo 9 para el flujo sobre paraboloide cilindrico

\

Figura 4.4: Potencial velocidad ¢ y funcién de flujo ¥ para un fluido potencial alrededor
de un paraboloide cilindrico.

que tiene una forma que invita a entender esta funcién como una traslacién de la
coordenada o respecto a a. En la figura 4.4 se muestran las equipotenciales para el
potencial velocidad y la funcién de flujo respectivamente. Se puede observar como
en este caso las lineas equipotenciales de la funcién de flujo se encuentran menos
distanciadas que para las encontradas en el paraboloide de revolucién de la figura
4.9 del mismo modo que ocurre con las lineas de flujo para la esfera y el cilindro con
simetria en z que se observaron en el capitulo 2.

4.3. ELIPSOIDE CILINDRICA EN FLUIDO
POTENCIAL

Supdngase una elipsoide cilindrica en un fluido potencial cuya condicién asintética
tiene a un fluido con velocidad v = vi. Este caso puede verse en 2D como el de un
objeto con forma de Elipse en un fluido potencial de tal forma que la simetria va
en la coordenada z. Para esta situacion vamos a introducir las coordenadas elipticas
cilindricas (§,, z) definidas de la forma

x = cosh&cosn, (4.36)
= sinh&siny, (4.37)
z = z, (4.38)

donde 0 < £ < 00,0 <n < 2wy z=(—00,00). En este caso tenemos superficies
definidas por elipses para £ = cte, hipérbolas para n = cte y planos para z = cte (ver
figura 4.5 ).
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Figura 4.5: Superficies generadas por las coordenadas & = cte, n = cte y z = cte en el
caso de un elipsoide cilindrico.

Como nuestro objeto tiene una forma eliptica (ver figura 4.6, entonces vamos a
anadir la condicién de frontera para un valor de £ = a. [38, Pag 19|

Vo-i = v £ — o0, (4.39)
Vo-& = 0 ¢(=a. (4.40)

Los factores de escala para este sistema coordenado estan dados por

hi = \/cosh2 £ — cos?n, (4.41)
hy = \/ cosh? & — cos? 7, (4.42)
hy = 1. (4.43)
Partiendo de nuestra solucién asintética que tenemos para ¢ y usando (3.74) para

W (n) se encuentra

v Oz

W(U) = _U/(CL) 8_6((1, 77)7

= —ﬁ sinh a cos 7. (4.44)
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Yy
E=a
V=i ¢ — o0
o z

Figura 4.6: Perfil de objeto con forma de elipsoide cilindrico con sus respectivas
condiciones de frontera.

Partiendo de los factores de escala, se obtiene que a« = 8 = 1 y por lo tanto la ecuacién
diferencial (3.80) es

d*W (n)
— K =0. 4.4
G W) =0 (1.45)
Como W (n) = C cosn, esta ecuacién es vélida si k* = —1. Usando este valor de k* en
la ecuacion diferencial (3.79) obtenemos
U (¢)
-U() =0 4.46
s (4.46)
que se soluciona para
U(€) = Ae® + Be™*. (4.47)

Debido a que debemos asegurar la condicién asintética A = 0 lo que lleva a que U(§)

sea de la forma
U(¢) = Be™* (4.48)

Aplicando estos resultados para encontrar ¢o

¢2(&m) = UEW(n),

vsinh a
= — Be ¢ cos
U/(a) 177
v SinhaB ¢ cos
= — e
—Be¢ T

= ve " Yginhacosm, (4.49)
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de tal forma que la solucién se encuentra anadiendo el potencial velocidad de flujo
constante ¢; = vx = vcosh cosn

¢ =wvcosn (coshé + e € sinha) . (4.50)

Ahora hagamos uso del gradiente de ¢ para encontrar el campo de velocidades para el
fluido potencial alrededor del objeto de forma eliptica
V¢ = ! 2 (’U cosn (coshf + e 6= ginh a)) €¢
\/cosh2 € — cos?n 0

+ ! 2 (v cosn (cosh§ + e =Y inh a)) €,

V/cosh? € — cos? nOn

veosn (sinh§ — e~ sinha) |
v = é
V/cosh? € — cos? ¢

vsinn (coshf + e -9 ginh a)
Vcosh? € — cos?n

Usando (3.13) determinamos la funcién de flujo para esta situacién iniciando primero
con la componente en &

e (4.51)

1 O veosn (sinh ¢ — e~ sinh a)
hahs On V/cosh? € — cos?

9y

an

Y = wsiny (sinhf — ¢ &9 ginh a) + C(§).

Y

= vcosn (sinhf‘ — e~ ginh a) ,

Trabajando con la componente en 7 se encuentra

1 oy wsinpy (coshf + e~ sinh a)
hihs O€ V/cosh? € — cos?n 7
P

8_5 = wsinn (cosh§ + e &9 ginh a) ,

¢ = wvsinny (sinh§ — e~ ginh a) + C(n).

Que se hacen la misma funcién cuando C'(§) = C(n) = 0. De esta manera la funcién
de flujo para el fluido potencial alrededor de un objeto con forma de elipse es

¥(€,n) =wvsinn (sinh & — e~ sinh a) . (4.52)

Es interesante observar el término exponencial que aparece en las ecuaciones (4.50),
(4.51) y (4.52) que muestra como de una manera mas rapida que una forma 1/r el
fluido se va normalizando hacia el flujo constante. Obsérvese como para £ = a, se
tiene que la funcién de flujo es 0 y por lo tanto tenemos una linea de flujo constante
sobre la elipsoide cilindrica. También si aplicamos la condicién para & — oo tenemos
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Potencial velocidad ¢ para el flujo sobre elipsoide cilindrico Funcion de flujo 1 para el flujo sobre elipsoide cilindrico

Figura 4.7: Potencial velocidad ¢ y funcién de flujo ¢ para fluido potencial sobre un
elipsoide cilindrico.

que ¥ = vsinnsinh& = vy que es equivalente al flujo constante mostrando asi, que
la ecuacién (4.52) cumple con las condiciones solicitadas para el objeto con forma de
elipsoide cilindrico inmerso en un fluido potencial. Como se puede observar en la figura
4.7, el potencial velocidad y la funcién de flujo son similares a los encontrados para el
objeto circular en 2 dimensiones (figura 2.5) teniendo en cuenta el achatamiento debido
a la forma eliptica en este caso.

4.4. PARABOLOIDE DE REVOLUCION EN UN
FLUIDO POTENCIAL

Ahora vamos aplicar los resultados encontrados en la seccién 3.5 para un objeto con
forma de un paraboloide de revolucion inmerso en un fluido potencial como el mostrado
en la figura 4.8. Asumamos que el objeto se extiende sobre el eje z a una distancia lo
suficientemente grande como para suponer que el fluido no pasa por la parte de atras
del objeto situada sobre el eje z positivo. Para la descripcién de nuestro objeto, vamos a
usar las coordenadas parabdlicas esféricas (o, 7, @) que se forman a partir de la rotacién
de dos pardbolas dadas por los parametros o y 7 alrededor del eje z. De esta forma se
definen las coordenadas cartesianas a partir de las parabdlicas esféricas por medio de
las relaciones [38, Pag. 34]

T = OTCOSp, (4.53)
= oTsing, (4.54)

1
z = 5(72—02), (4.55)

donde 0 = [0,00), 7 = [0,00) y ¢ = [0, 27).
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Figura 4.8: Paraboloide de revolucion inmerso en un fluido potencial. Se construye a
partir de la superficie o = a, con la condicién V¢(a, 1) = 0.

Los factores de escala estan dados por

hy = Vo?2+712 (4.56)
hy = Vo?+ 712, (4.57)
hs = oT. (4.58)

De esta forma las condiciones de frontera para el potencial velocidad ¢ presentado en
(3.63) esta dado por?

Vo -k = v o — 00, (4.59)
Vo-e, = 0 o= a. (4.60)
En la figura 4.8 se observa el paraboloide cuya punta se encuentra hacia la direccién

—z. La condicion de frontera sobre la superficie muestra que el fluido se mueve en
direccién tangencial al paraboloide.

1Se intercambian todas las coordenadas hs por hs de la seccién 3.5.
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Para calcular la funcién W (7), usamos

L —
do ’
que reemplazando en (3.74) es
v
W(T) - _U’(a) (-CL),
av
= — = 4.61
W(T) U,(a) WO? ( 6 )

que muestra que la funcién ¢, no depende de 7. Revisaremos esta independencia mas
adelante. Usando la ecuacién (3.80) se encuentra que k? = 0 y la ecuacién (3.79) es

(g won) o (1.62)

El término o = hshs/hy = o7 y, por ende, a; = o luego la ecuacién diferencial a

solucionar es
d dU (o)
do (U do ) =9

dU (o)
= A
7 do ’
U(oc) = Aln(o) + B, (4.63)
que funciona para cualquier constante A y B ya que U'(c) = 1/o que tiende a 0

conforme o — oo cumpliendo la condicion asintética. De tal forma que ¢ dado por la
expresion (3.82) con el uso de las ecuaciones (4.63) y (4.61)

P20, 7) = Ulo)W(7),
— (Aln(o) + B) (U?E]a)) ,
= a*v(Aln(o) + B),
= a*v(ln(o) +O). (4.64)

La constante C' se puede asumir — In(og) ya que solo proporcionaria un cambio constante
en el potencial velocidad que no va a influir en la velocidad del flujo o el calculo de
la funcién de flujo. Del mismo modo usemos oy = 1 en las unidades apropiadas para
que el término dentro del logaritmo sea adimensional. Finalmente el resultado de la
funcién potencial que soluciona el sistema esta dada por

(o, 7) = %v (? = 0%) + a*vIn(o) o> a. (4.65)

Usando el gradiente en coordenadas curvilineas encontramos la velocidad del flujo
1 agbé n 1 ngé
VoZ+ 7200 7 Jor4+ 20T "

1 a? . .
= — — — 0 |ve, +vTe, |,
\/0'2+T2((0 ) )
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v(o,7) = \/%W <<“; - 0) &, + TéT> , (4.66)

que concuerda con las condiciones de frontera solicitadas en (4.59) apesar que ¢ diverga
en o — oo. Partamos ahora de (3.13) para determinar la funcién de flujo con simetria

en ¢

1 o .. 1 o .

S i R (4.67)
orVo? + 1200 orVo? 4+ 1207
Para el caso de la coordenada de la velocidad en o se tiene
1 o v a’
_— = — — — O ,
otVo? + 7207 Vor+r12 \0o
o a?
- = voT\|\——0O
or o ’
o 2 2
— = T (a —0 ) ,
or
1 2 2\,.-2
Y = §v(a — )17+ Cy(0),
Potencial velocidad ¢ para el flujo sobre paraboloide de revolucion Funcion de flujo v para el flujo sobre paraboloide de revolucion

Plano xy
Plano xy

Figura 4.9: Potencial velocidad ¢ y funcion de flujo ) para un fluido potencial rodeando
un paraboloide de revolucién.

Si se hace el procedimiento andlogo con la velocidad en 7

I L A
gy S e = =
9 = —vrlo
do ’
1
= —§UT202+CT(T).

Estas dos soluciones de 1) pueden hacerse iguales si elegimos C,(0) = 0y C.(1) =
a’*vr?/2 y asf llegamos a la funcién de flujo para el paraboloide de revolucién como

Y(o,T) = %m’z(cﬂ —0?), (4.68)
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Notese que apesar que ¢o no depende de 7, todos los resultados que le siguen para
¢, vy ¥ si lo hacen de tal forma que permiten que el fluido bordee el cuerpo con la
simetria parabdlica de revolucién. En la figura 4.9 se muestran los potenciales ¢ y 1
para el fluido que llega a un paraboloide de revolucion.

Obsérvese cémo el potencial velocidad se va partiendo de su posicién perpendicular
al eje z y va tomando una forma simétrica que es perpendicular al paraboloide de
revolucién. Por otro lado, se nota cémo las lineas de la funcion de flujo se separan
notablemente cuando estan cerca a la punta del paraboloide y se acercan cuando se
alejan del mismo. Esta situacién es parecida a la encontrada para la esfera en un fluido
potencial.

4.5. ELIPSOIDE DE REVOLUCION EN UN FLUIDO
POTENCIAL

Revisemos el caso de un objeto con forma de esferoide de revolucion inmerso en
un fluido potencial. Para este caso, vamos a usar las coordenadas esferoidales prolatas
&, n, ¢ definidas por

x = dsinh&sinmncos g, (4.69)
= dsinhsinnsing, (4.70)
z = dcosh{cosn, (4.71)

donde 0 < £ <00, 0<n<7my0<¢p <21 ydes la mitad de la distancia entre
los focos de la elipse que se forma entre el plano zy y el eje z. En la figura 4.10 se
observan las superficies generadas al tener £ = cte y n = cte. Al tener en cuenta que
la coordenada & constante estd dada por un elipsoide, entonces las superficies £ = a
representan una elipse de revolucién (figura 4.11).

Si tomamos la simetria azimutal, entonces la velocidad del flujo constante esta en
la direccién z, y asi las condiciones de frontera son

Vo -k = v £ 00, (4.72)
Vo-é = 0 £E=a. (4.73)

Usamos los factores de escala teniendo en cuenta que la simetria es respecto a ¢ o la
coordenada 3 son:

hy = cl\/sinh2 £ + sin’n, (4.74)
hy = d\/sinh2 £ +sin 7, (4.75)
hs = dsinh&sing. (4.76)

Entonces para los calculos de W (u3) los hacemos respecto a la segunda coordenada sin
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Figura 4.10: Superficies de £ = cte y n = cte para un sistema coordenado eliptico
esferoidal prolata.

perder la generalidad. Usando la ecuacién (3.74)

v Oz

W(n) = _U/(CL) 8_§(a7 77)7

= —% sinh a cos 7. (4.77)

Para solucionar las ecuaciones diferenciales (3.80) y (3.79) usamos las definiciones de
ayf

a = hzh?’ = dsinh {sin, (4.78)
1
hih

B = }ll ® — dsinh €siny, (4.79)
2

de donde tenemos que a; = dsinh &, ag = sinn, §; = dsinh& y S = sinn. Por medio
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Figura 4.11: Elipsoide de revolucién en un fluido potencial. Se observan las condiciones
de frontera asintéticas y la condicion sobre el objeto en & = a.

de las ecuaciones (3.80) y (4.77)

d . d vdsinh a 5 . vdsinh a
— smnd—77 ——————Cos7 — k“sinn ——acosn = 0,

dn U'(a) U'(a)
d

_d_77 (sin2 77) — kK*sinncosn = 0,
—2sinncosn — k*sinncosn = 0,

—sinncosn(2+k?) = 0,

k> = —2.(4.80)
Con este resultado de k? tenemos la ecuacién diferencial para U(€) usando (3.79)
d (.. _dU(§) : B

Esta ecuacion diferencial se soluciona para U(§) = A cosh £. Sin embargo, estd solucién
no es aceptable ya que no cumpliria con la condicién asintética para ¢o bajo la cual
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V¢ = 0 cuando & — oo. Al tener una soluciéon y ser una ecuacién diferencial de
segundo grado, podemos obtener una segunda solucién si reescribimos la ecuacién (4.81)
de la forma

n e LUE©) U(e)
sinh & i hfd—é— sinhU(E) = 0, (4.82)
$U() U(¢)
coth —2U = 4.
T reothe TS -2 = o (4:83)
Luego la segunda solucion se encuentra a través de la primera por medio de
e~ [ coth §d§
= coshf/ 5 (4.84)
cosh” ¢

calculando la integral de la exponencial, es In sinh &, por lo tanto la integral a solucionar
es
Uy(&) = cosh{/ ad (4.85)
2T sinh ¢ cosh? ¢ '
al resolver esta integral se tiene

(4.86)

Uz (&) = cosh ¢ <1n

coshé — 1 L 1
sinh & cosh¢& )

Se puede demostrar que cuando & — oo, Uy — 1 y por lo tanto su derivada tiende a
0. De este modo tenemos una solucién para la ecuacién (4.81) que cumple la condicién
asintdtica. Vamos a reescribir el término entre paréntesis de la ecuacién (4.86) como
g(x) y asi tenemos la expresién

Uz(§) = g(§) cosh¢, (4.87)
con
B coshé —1 1
g(§) = In nh e '+Cosh 7 (4.88)
;o 1
7= sinh € cosh? ¢ (4.89)

Usando estas relaciones, tenemos que

U3(§) = g(§) sinh & + ¢ (&) cosh & = g(¢) sinh § + sinh € cosh &’ (4.90)
que usada en la ecuacion (4.77)
d
W) = - z 1 sinh a cos 7,
had
gla)sinha + sinh a cosh a
d sinh® a cosh a
= — cos 1,
g(a)sinh® a cosha + 1 1
= —wvdA(a)cosn, (4.91)

78



en donde

sinh? a cosh a

Ala) = , 4.92
(a) g(a)sinh® acosha + 1 (4.92)

entonces la solucién de ¢y = U(§)W(n) es dada por
¢2(&,1) = —vdA(a)g(§) cosh € cos 7). (4.93)

Las componentes de la velocidad del flujo la calculamos a partir del gradiente de la

funcion ¢

obteniendose
%3

Un

v = Vo,
_ 100 106y,
T oh o€ S T hyon

vA(a)

. 1
_ \/Sinh2€ T sin2 1 (g(g) Slnh§ + m) cos 1, (494)
A
T i€ (4.99)

Usando la ecuacién (3.13) encontramos la funcién de flujo 1, primero usando v

1 oy
hahs On
1 o
hahg O
oY
on

(0

Ug,
B vA(a)

\/ sinh? & + sin?n
—vd?A(a) sinh € sinn (g(f) sinh € +

_vd*A(a)
2

, 1
<g(§) sinh &+ sinh £ cosh 5) cos il

1
sinh & cosh & ) COST
) + C(8), (4.96)

b€ sin® (g(é) sinh¢ + o

ahora si usamos Uy encontramos.

1 o
~ hihg O€
1w
hihg OE
o

ER

b

b

Uy,
vA(a)

\/ sinh? € + sin%p

—vd? A(a) sin® ng(€) cosh ¢ sinh €,

9(§) cosh(§) sinn,

—vd?A(a) Sinzn/sinhfcoshfg(f)df,
_vd?A(a)

sinh € sin®n (g(f) sinh & + ) + C(n)(4.97)

1
sinh £ cosh &€
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que son iguales para C'(£) = C'(n) = 0. Asi tenemos la funcién de flujo dada por

d’A 1
V() = —UT(G) sinh & sin? 7 (g(f) sinh £ + m) ) (4.98)

Asi, hemos encontrado el potencial velocidad, la funcién de flujo y el campo de velocidades
para una elipsoide de revolucién. Al anadir la funcion de flujo constante tenemos como
solucion al fluido potencial alrededor del elipsoide de revoluciéon como

o(&,m) = wdcosh&cosn(l— A(a)g(§)), (4.99)

B vcosn . . R
o V/sinh®¢ + sin® <Smh€ ~Al) (g(ﬁ) sinh§ + sinhfcoshé) )LL'H)O)

v cosh € sinn

= A — :
Un \/sinh2§+sin2n( (a)g(§) — 1), (4.101)
d2
P(En) = UT sinh € sin®n (sinh{ — A(a) (g(f) sinh & + m>) (4.102)

que muestran la solucion de los potenciales y la velocidad para el elipsoide de revolucion
inmersa en un fluido potencial con condicién asintdtica. En la figura 4.12 se observan

Potencial velocidad ¢ para el flujo sobre elipsoide de revolucion Funcion de flujo 9 para el flujo sobr

Plano xy
Plano xy

Figura 4.12: Potencial velocidad ¢ y funcién de flujo ¥ para fluido potencial alrededor
de un elipsoide de revolucién para valores de d =3 y a = 0,8.

el potencial velocidad y la funcién de flujo para el elipsoide de revolucion. Las lineas
equipotenciales se encuentran mas separadas que las del elipsoide cilindrico mientras
que las lineas de flujo estan mas cercanas en la frontera del elipsoide y con una mayor
separacién en lugares donde cruza la superficie de revolucién. También es importante
recalcar como los potenciales para esta elipsoide son similares tanto en simetria como
en forma a los encontrados en la figura 3.5 que muestra la esfera en el fluido potencial.
Estos resultados son de esperarse ya que la esfera podria ser un caso particular del
elipsoide de revolucion. Para tener el caso de la esfera a partir de estos potenciales es
necesario que d — 0 mientras que a — oo ya que en coordenadas elipticas los semiejes
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mayor y menor estan dados por dcosh(a) y dsinh(a) respectivamente. En las figuras
4.13 y 4.14 se muestra la funcion de flujo para diferentes valores de d y a de tal forma
que la elipse se aproxime a una esfera. Se puede observar como las lineas de flujo se
van aproximando a la encontrada en la figura 3.5. Esto muestra que los resultados
encontrados en las ecuaciones (4.99) y (4.102) son correctos.

Funcion de flujo v para el flujo sobre elipsoide de revolucion Funcion de flujo v para el flujo sobre elipsoide de revolucion

Figura 4.13: Funcién de flujo ¢ para fluido potencial alrededor de un elipsoide de
revolucién para valores de d = 2, a = 1,31 (izquierda) y d = 1, a = 2,06 (derecha).

Funcion de flujo 1 para el flujo sobre elipsoide de revolucion Funcion de flujo ¢ para el flujo sobre elipsoide de revolucion

Figura 4.14: Funcién de flujo ¢ para fluido potencial alrededor de un elipsoide de
revolucién para valores de d = 0,5, a = 2,76 (izquierda) y d = 0,1 y a = 4,38 (derecha).

Masa aparente sobre elipsoide de revolucién

Usemos el resultado encontrado en la ecuacién (4.99) para determinar la masa
aparente sobre un elipsoide de revolucién que se mueve en la direccién k con una
velocidad ug que varia en el tiempo. Para lograrlo, vamos a usar la formulacién presentada
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en [28] para determinar los términos de la matriz de masa aparente para un cuerpo en
un fluido incompresible

en dénde ¢; se refiere al potencial en la direcciéon j del movimiento normalizado a la
velocidad del cuerpo, y n es un vector normal entrando en la superficie del objeto. En
este caso, ¢; = ¢ la funcién potencial definida por (4.99) sin tener en cuenta el término
referente al flujo constante, ya que se va a suponer que en el infinito la velocidad del
flujo constante es nula.

¢(&n) = usdA(a)g(§) cosh £ cosn, (4.104)
recordando que us = —v. De esta manera, tenemos para la masa aparente del elipsoide
de revolucion que

My = pés - / dA(a)g(€) cosh & cos 1(—é¢)hahsdnde, (4.105)

como ¢(&,n) no depende de ¢ y € = d(cosh £ sinn cos pi-+cosh € sin 7 sin gpj—l—sinh £ cos nR)/hl,
tenemos que al integrar sobre ¢, las componentes en x y y se cancelan y sélo queda la
componente en la direccién z, asi usando h; = hy encontramos

M., = —pd / A(a)g(€) cosh € cosn(sinh € cos n)d? sinh € sin ndndep, (4.106)

como estamos sobre la superficie del elipsoide de revolucion ¢ = a, entonces la masa
aparente queda de la forma

M,, = —pd*A(a)g(a)coshasinh®a / cos® 1 sin ndndep,

= —?pd‘Q’A(a)g(a) cosh a sinh? a. (4.107)

Si usamos la ecuacién (4.92) para el valor de la constante A(a)

CAm 5 g(a) sinh® a cosh® @
3 g(a)sinh® acosha + 1’

M,, = (4.108)
que muestra la masa aparente sobre un elipsoide de revolucién que se somete a una
fuerza externa. Se puede observar como se tiene el factor 47p/3 que hace parte del
término que aparece en la masa aparente de una esfera. De esta manera, la forma
eliptica esta representada por el tltimo término del lado derecho de la ecuacién (4.108).

Ahora, si graficamos la masa aparente normalizada M.,/ (g p) para diferentes valores

de la razén cosh a/ sinh a, es decir, haciendo d — 0y de esta manera cosha/sinha — 1
se tiene que el valor de la masa aparente se aproxima a 0,5 como lo indica la figura
4.15, efecto que evidencia como este resultado lleva a la masa aparente de una esfera
encontrada por la ecuacién (2.86).
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Figura 4.15: Relacién entre masa aparente normalizada y cosha/sinha. Se observa
como cuando la razén se acerca a 1, la masa aparente normalizada es 0,5 que
corresponde al factor de la masa aparente de la esfera.

Si bien, los resultados de la masa aparente y el potencial velocidad encontrados
en las ecuaciones (4.108) y (4.99) pueden diferir en forma a otros resultados como
los presentados en [39], hemos mostrado que conllevan a las mismas condiciones para
la simetria esférica. Asi, tenemos una manera alternativa de encontrar los potenciales
velocidad, funcion de flujo y campo de velocidades de diferentes solidos de revolucion
inmersos en un fluido potencial que se mueve a una velocidad v en direccion del eje de
simetria.

4.5.1. Flujo potencial entre elipsoides de revolucion

Para aproximarnos a la solucién del problema presentado en esta seccién, vamos
a usar la propuesta para la solucion de la funcién de flujo presentada en la seccion
3.4 para observar el flujo alrededor de dos regiones equipotenciales para la funcién de
flujo. Una interpretacion de este problema seria el de un fluido potencial moviendose
entre dos cascarones elipticos de tal forma que en las superficies de éstos se mueve
sin viscosidad. De esta manera, proponemos dos superficies formadas por elipsoides de
revolucién para valores & = a y & = b. De esta manera anadimos las condiciones de
frontera de Dirichlet de la forma

W(a,n) = 0, (4.109)
w(b,n) = o (4.110)

De esta manera, vamos a calcular la funcién de flujo haciendo uso de la ecuacion
(3.49) teniendo en cuenta que la simetria es sobre la coordenada uz. De esta forma
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encontramos las funciones Gy (§) y Hy(n) usando los factores de escala

he 1
hihs  sinh&sinn’

Gy (§)Hy(n)

1 1
Col€) e Heln) =

sinn’

de aqui que la funcién I, (&) es
B a [ .
0o = [ g = [ e
= cosh(§).

Entonces, la funcién de flujo viene expresada como

cosh & — cosha

@/J(f) = 1o

coshb — cosha’

Ahora, calculando la velocidad del flujo por medio de (3.13) se tiene

1o,
T hihs 06
B o sinh¢&
~ coshb — coshasinhésing ©n
Yo 1 R

é,.
(coshb — cosh a) gin n(\/sinh2 ¢ + sin?n) !

Aplicando el gradiente de ¢ se puede encuentra que

19¢p Yo 1
hy @y (coshb — cosha)gin n(y/sinh? € + sin®n) ’
99 _ Yo 1
on (coshb — cosha) sinn’
o dn
o) = (coshb — cosha) / sinn’
Yo

= 1 tn).
(cosh b — cosha) n(esen + cot )

(4.111)

(4.112)

(4.113)

(4.114)

(4.115)

(4.116)

Que muestra la solucion del fluido alrededor de las dos superficies de los elipsoides
de revolucion dadas por £ = a y € = b. Obsérvese la similitud entre los resultados
encontrados en las ecuaciones (4.114) y (4.116) con los encontrados para las esferas
concéntricas (3.58) y (3.62) con el cambio de variables  — cosh £ y 8 — 1 que nos lleva
a pensar como en las coordenadas elipticas prolatas deben tener resultados similares a
los de una esfera. En la figura (4.16) se pueden observar las lineas de flujo constante y las
equipotenciales correspondientes y observar su similitud con los resultados encontrados
para las coordenadas esféricas. Aunque se observa una diferencia en la forma de las
equipotenciales, éstas también presentan la misma separacion cerca del plano zy y se

acercan conforme llegan a z = 0.

84



Funcion de flujo 9 para el flujo entre elipsoide de revolucion

Potencial velocidad ¢ para el flujo entre dos elipsoide de revolucion

Plano xy

Plano xy

Figura 4.16: Potencial velocidad ¢ y funcién de flujo ¢ para fluido potencial entre dos

elipsoides de revolucién.
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CONCLUSIONES

En este trabajo de tesis se han presentado los elementos y las definiciones de fluidos
potenciales que permiten analizar la interaccion y la forma que asume el fluido alrededor
de diferentes tipos de objetos que presentan simetrias dadas por sistemas coordenados
curvilineos. Se ha mostrado como, a partir de las ecuaciones diferenciales del potencial
velocidad y la funcién de flujo, se puede proponer una ecuacion diferencial general y un
funcional para esta 1ltima en coordenadas curvilineas. Esta presentacion abre la puerta
para la solucién de problemas usando diferentes tipos de simetrias usando coordenadas
generalizadas.

Por medio de estos resultados se encuentra que para la soluciéon de objetos inmersos
en fluidos potenciales se pueden usar varias estrategias: solucionar la ecuacién de
Laplace aplicando las condiciones de Neumann necesarias; solucionar la ecuacién
diferencial general para la funcién de flujo (3.17) usando condiciones de Dirichlet;
aplicando principios variacionales a través de los funcionales encontrados en la ecuacién
(3.38) o aplicando una condicién asintdtica no homogenea para ¢. Se ha mostrado la
aplicacion de estos problemas y técnicas en simetrias conocidas mostrando ademas el
calculo de la masa aparente de esferas y cilindros y se generaliza la soluciéon para
un fluido potencial que estd contenido entre dos lineas equipotenciales de 1 para
una coordenada curvilinea u;. Finalmente, se aplicaron las estrategias mostradas en
simetrias parabdlicas y elipsoidales mostrando los alcances de las técnicas mostradas
durante este trabajo.

Es importante resaltar la manera en que usamos los resultados de [16] para proponer
una solucién al problema de un fluido que se ubica entre dos superficies u; = a y uy = b.
Al tener en cuenta que, para estos casos en fluidos potenciales, la condicién para ¢
es de Neumann, la solucién mas adecuada para fluidos potenciales es a través de la
funcién de flujo ¢ y su respectiva ecuacion diferencial (3.17). Con esta generalizacién
pudimos determinar los potenciales entre cilindros, cascarones esféricos y cascarones
elipticos mostrando como estos 1ltimos se asemejan a los encontrados para la simetria
esférica como es lo esperado. Asimismo, la ecuacién (3.17) abre una exploracién en la
solucién de objetos inmersos en fluidos potenciales en coordenadas curvilineas a través
de simplificar el problema por medio de condiciones de Dirichlet.

Para estudiar los sélidos inmersos en fluidos que no estan sometidos a una frontera,
se mostré la condicion asintética y cémo esta puede simplificar la solucion a partir
de usar la suma del flujo constante con el potencial ¢,. De esta manera, el problema
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de Neumann realizado no requiere de una frontera que no se encuentre en el infinito.
Esta estrategia presenta sus limitaciones debido a que la ecuaciones (3.79) y (3.80)
deben llevar a un sistema asintético (Veo(u; — oo,u3) = 0) y ayudan a entender
para que tipos de coordenadas curvilineas es valida ya que si no se cumple, la solucién
probablemente deba realizarse mediante una condiciéon que no sea para u; — oo tal y
como se encontrd para el caso de la simetria eliptica esferoidal prolata. Es interesante
ver como la aplicacién de condicién asintotica no homogenea funciona para paraboloides
cilindricos, de revolucién y elipsoides cilindricos lo que muestra que la estrategia se
puede ampliar a muchas otras simetrias que involucren otros sistemas coordenados
curvilineos.

La solucién analitica de los problemas presentados en este trabajo de grado muestran
como, dentro de los fluidos potenciales, atin se puede ahondar méas en el uso analitico
de las soluciones para diferentes geometrias que se ajusten a un sistema coordenado
generalizado. Por otra parte, este trabajo puede abrir la puerta al estudio del calculo de
la masa aparente de objetos con diferentes simetrias y de esta manera proponer perfiles
de objetos que disminuyan la potencia externa aplicada sobre un objeto usando técnicas
variacionales.
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PERSPECTIVAS

Esta tesis de maestria se inicié a partir del trabajo presentado en [40] con el que se
analizan los momentos de inercia de sélidos de revolucion usando técnicas variacionales.
A partir de aqui, se propuso comenzar el andlisis de los s6lidos con diferentes simetrias
y de revolucién que estan inmersos en fluidos usando como primer paso coordenadas
curvilineas y fluidos potenciales. La ecuacién diferencial para 1, el funcional F[¢] y
las propuestas de solucion de ¢ y 1 con condiciones de frontera entre superficies y
asintoticas con simetria en la coordenada curvilinea u, son el principal aporte de esta

tesis.

Los analisis presentados para encontrar los potenciales velocidad y la funcién de

flujo en coordenadas curvilineas permiten que este trabajo de tesis se puede extender:

Al célculo de masas aparentes en diferentes geometrias y sus implicaciones. Al
tener ahora una solucién general para ¢ o 1) en coordenadas curvilineas, es posible
determinar ahora la Masa aparente por medio de la ecuacién (4.103). El calculo
de esta se puede extender también al de la potencia aplicada sobre un cuerpo
con una geometria definida y asi poder compararlo con la potencia en otros casos
como la esfera o el cilindro.

Al uso de métodos variacionales para la solucién de diferentes objetos en fluidos
potenciales. A partir del funcional F'[1] de la ecuacién (3.38) que usa condiciones
de frontera de Dirichlet abre la posibilidad de encontrar las funciones de flujo y
el potencial velocidad en simetrias con coordenadas curvilineas parametrizando
F[¢] y de este modo extender los resultados a partir de métodos como el de
Rayleigh Ritz o FEM en coordenadas curvilineas.

Para la optimizacion de objetos inmersos en fluidos potenciales. Usando el funcional
y la masa aparente, es posible plantearse la forma del sélido (o los pardmetros
del sélido en una geometria dada) que minimice la potencia entregada y asi
complementar trabajos como el presentado por [41].

Al incluir en el estudio del movimiento del sélido, la rotacién del mismo Yy,
asimismo, encontrar soluciones generales para los potenciales ¢ y ¢ en coordenadas
curvilineas.

Al analizar el perfil de presiones que se reparte alrededor de un sélido de revolucién
que se forma a partir de superficies en coordenadas curvilineas.
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ANEXO. Funcién de Flujo para simetria azimutal

Revisemos como se puede usar la funcién de flujo en coordenadas cilindricas para
encontrar el potencial velocidad usando una simetria azimutal. Este caso se puede
entender como el caso del cilindro de la figura 4.1 con un flujo asintético en la direccion
z. En este caso presentaremos una solucién general al problema para compararlo con la
solucién de la ecuacién de Laplace en coordenadas cilindricas cuando se tiene una
simetria azimutal. Partamos de la ecuacion diferencial para la funciéon de flujo en
cilindricas (2.40) con simetria azimutal

o (1oyY 1 0%
— (=== — T =0. Al
OR (R@R)+R822 (A1)
Para solucionar esta ecuacién diferencial, tomaremos una estrategia similar a la usada

para la funcién de flujo en esféricas presentada en la seccién 3.2.1. De esta forma vamos
a proponer la separacion de variables

(R, z) = Q(R)S(2), (A.2)
que reemplazada en (A.1) conlleva a

(
Kl (1 a@(R)S(z)) L LPQRS(E)

OR\R  OR R 022 0
R i(iaQ(R))Jr 1 0%5(z) .
Q(R)OR \R OR S(z) 922 ’

de donde se puede hacer la separacién de variables introduciendo el término m? para
tener las ecuaciones diferenciales

R% (%%@) +m2Q(R) = 0, (A.3)
diigz)—m25(z) = 0. (A.4)

La ecuacion (A.4) presenta una solucion de la forma

S(z) = A1e™* 4 Age™ ™. (A.5)
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Para (3.79) proponemos la sustitucién

1 dQ(R)
=7 A.
v(R) = 20 (A6)
Asi que la ecuacién diferencial se puede transformar
d
— (Y 2 —
Rom (Y(R)) +m°Q(R) 0,
d d 2dQ(R)
iR (RdR (Y(R))) g =0
d d 9 B
iR (RE (Y(R))) +m“RY (R) = 0, (A.7)

que representa una ecuacion diferencial de Bessel. La solucion general de esta ecuacion
se puede presentar usando las funciones de Bessel y Neumann

luego usando la sustitucién de Y (R) dada por (A.6)

1dQ(R)
R dR

Q(R) = B / RJo(mR)dR + B, / RYy(mR)dR + C. (A.10)

B1Jo(mR) + ByYy(mR), (A.9)

Para calcular esta integral, podemos hacer uso de la identidad aplicada a las funciones
de Bessel, usando x = mR

dJy 1

ar Jo(x)_gjl(x)a (A-11)
Jol) = %—F%Jl(x), (A12)

/xJo(x)dx = /x%(x)dx—k/(]l(x)dx. (A.13)
La primera integral del lado derecho se puede realizar por partes
/ who(@)de = zJi(x) - / Ty ()d + / T (x)dz,
/:EJo(x)dx = xJi(z). (A.14)

Como estas identidades también se aplican para las funciones de Neumann Yy(mR)
reescribimos para Q(R)
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luego la solucién general para la funcion 1 en el cilindro es
R R mz —mz

Que representa la funcién de flujo en cilindricas. Nétese que esta solucion va a depender
de las condiciones de frontera deseadas. Por ejemplo, si se asume un flujo asintético en
la direccion z A; — 0, o si se asume que para R = 0 la funcién de flujo no diverge,
entonces By = 0. Por el momento mantendremos esta expresién general para hacer el
calculo respectivo de la velocidad y el potencial velocidad para probar que la solucién
de ¢ cumple con la ecuacién de Laplace. Usando (2.39) para la velocidad con una
simetria azimutal en coordenadas cilindricas tenemos para la coordenada en z de la
velocidad se tiene

19

ROR’

_ L (Are™ + Ase™™) | B oy (mR) + B By, (mR) +C

- R 1 2 lm 1 2m 1 )
1

= E (Alemz + A2€fmz) (BlRJO(mR) + BQRYE)(TTLR)) s

= (BiJo(mR) + BoYo(mR)) (A1e™ + Aze ™).

V, =

Mientras que para la coordenada radial obtenemos

_low
ROz’

R R
= —% <BlEJ1(mR) + BQEYi(mR) + C> (Alemz — Aze—mz) 5

Uy =

C
= — (Bljl(mR) + Bng(mR) + %) (Alemz - A2€_mz) .

De esta manera la velocidad del flujo esta representada por
v = vgR + vk (A.17)

Para enontrar el potencial velocidad, usamos el gradiente de ¢ como referencia. De esta
manera si usamos v,

0 C
% = - (BlJl(mR) + BQY1(mR) —+ %) (Alemz — A267mz) y
B mC
6 = —(Aje™ — Aye™?) / <Bljl(mR) + B,Yi(mR) + ?) dR,

6 = (Are™ — Aye™™) (&JO(mR) + %Yo(mR) —mC ln(R)) + K(40.18)

m
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Ahora usando la componente de la velocidad en z se obtiene

% = (BiJo(mR) + BaYo(mR)) (Are™ + Ape™™)
6 = (Buh(mR)+ BaYalm) [ (e + Ase ) dz
6 = — (Bul(mB) + BYo(mR)) (Aie"™ — Awe™™) + K(R).  (A19)

Para asegurar que los resultados sea iguales, K(R) = K(z) = 0 ademés de anadir que
C' =0 ya que el término 1/In R no cumple la ecuacién de Laplace. Asi tenemos que el
potencial ¢ en coordenadas cilindricas esta dado por la ecuacion

$(R, z) = — (ByJo(mR) + ByYo(mR)) (Are™ — Aye™™) (A.20)

1
m
Esta expresién es solucion de la ecuacién de Laplace en coordenadas cilindricas. Al
ajustar la constante C' = 0 las componentes de la velocidad del flujo y la funcion de
flujo quedan de la forma

v.(R,2) = —(BiJi(mR)+ ByYi(mR)) (A" — Aye™™), (A.21)
(R, 2) = (ByJo(mR) + BoYo(mR)) (Are™ + Aye ™) | (A.22)
O(R,2) = % (BuJi(mR) + BoYi(mR)) (Are™ + Age™™) . (A.23)

De esta manera se ha mostrado como desde la ecuacion diferencial para la funcién
de flujo se encuentran las soluciones de ¢ de manera que la ecuacion de Laplace se
cumpla. Dependiendo las condiciones de frontera solicitadas, se pueden encontrar los
potenciales y el fluido alrededor de superficies con simetria azimutal. Para un flujo que
esté definido en R = 0 y que cumpla la condicién asintética de Vo = 0 cuando R — oo
y z — oo se tendrian los siguientes potenciales velocidad y funcion de flujo

d(R,z) = —%e‘mZJO(mR), (A.24)
(R, z) = %Re‘mz(]l(mR). (A.25)

De esta manera los potenciales presentan funciones de Bessel acotadas por la exponencial
en z.
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ANEXQO. Solucién del elipsoide por separacién de
variables

Para encontrar la solucién de las ecuaciones (3.79) y (3.80) en coordenadas elipticas
prolatas vamos a usar k? = —n(n+1) y los valores de a y 3 encontrados anteriormente.
De esta forma reescribimos las ecuaciones diferenciales como

i sin dU—(@ —n(n sin =
" ( nelol ) (n -+ 1)sinh €U(€) = 0. (B.1)
% (sin ndvgsn)) +n(n+ 1)sinnW(n) = 0. (B.2)

La ecuacién (B.2) es una ecuacién diferencial de Legendre al hacer la sustitucién cosn =
x 'y, por lo tanto su soluciéon se puede encontrar por medio de los polinomios de Legendre

W(n) = P,(cosn). (B.3)

Para la ecuacién (B.1) se puede hacer la sustitucién ¢ = cosh £ para llegar a la ecuacién
diferencial

d 9 dU (t)

— (@t —=1)——= ) — HU(t) = B.4

i (@ =0T~ yue o, (B.4)
que no es una ecuacién diferencial de Legendre debido a que t = [1,00). Es por esta

razén que es necesario acudir a otro sistema para solucionar esta ecuacién diferencial.
Propongamos una solucién en series de potencias de la forma:

Uty =) _at/, (B.5)
5=0
que presenta las derivadas dadas por
) = Y ae, (B.6)
§=0

Uty = a4 1r (B.7)
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Para poder sustituir en (B.4), vamos a simplificarla para conseguir
t* — DU"(t) + 2tU'(t) — n(n + 1)U (t) = 0, (B.8)

reemplazando las series de potencias en esta ecuacién

=1 aij(j -2 apit T —n(n+ 1)) ait! =0, (B.9)
g ~ por
D aii(i -1 = ai(i - DI+ Z 2,5 =Y n(n+at! = 0(B.10)
j=0 j=0 7=0 7=0

donde podemos reexpresar el segundo término de la parte izquierda de la ecuacién, si
usamos k = j — 2, de la forma

Zaﬂ j—-1E2 = Z apra(k + 2)(k 4+ 1)t*, (B.11)

k=-2

luego podemos reescribir nuestra ecuacion de la forma

(a;7(j —1) = aj2(j +2)(j + 1) + 2a; — n(n+ 1)a;) ! = 0,
=0

D AGG =D +2j—nn+1)a; —a;2(i +2) G+ 1)} = 0,

J=0

Z{(j(j+1)—n(n+1))aj—aj+2(j+2)(j+1)}tj = 0. (B.12)

Para que esta ecuacién se cumpla es necesario que el término entre corchetes sea nulo

jG+1) —nn+1)
A2 = X ; §
(G+2)G+1)
bajo el cual se tiene la solucién de nuestro sistema diferencial al que le aplicaremos
las condiciones de frontera dadas por (4.72). Si desarrollamos los primeros términos de

(B.13) tendriamos dos diferentes representaciones para los términos pares e impares de
nuestra solucién en series de potencias

(=D =2)—nn+1))(([-2)(J-3)—n(n+1))..(1 —n(n+1))

(B.13)

o = U= =nlet DG oniet DoEont )

de esta manera la solucién general de la ecuacion diferencial (B.4) estd dada por

o0

)= ajt/, (B.16)
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lo que conduce a la solucién para el potencial de la forma

o(&,n) = ZAnUn(coshé)Pn(cos n), (B.17)

n=0

teniendo en cuenta que P,(cosn) corresponden a los polinomios de Legendre. Con esta
expresion y las condiciones de frontera, se puede encontrar el potencial ¢ para una
configuracion determinada en coordenadas elipticas.
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