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Resumen

En [GW99] Rudolf Wille introdujo los enlaces (bonds) como morfismos entre Contextos
Formales (estos ultimos son conexiones de Galois entre familias de conjuntos). Sin embargo,
ni en [GW99] ni en la bibliografia consultada se muestra que los enlaces cumplen los axio-
mas de morfismo categérico. Lo primero que se muestra en este trabajo es que los enlaces
cumplen los axiomas de morfismos categdricos y su categoria se llama BOND.

En el camino de encontrar una categoria basada en los enlaces equivalente a los Dominios de
Scott se definen la categoria APX, que esta basada en los conceptos aproximables de [ZS06] y
[HZ04], y la categoria DIS, en la que su equivalente en familias de conjuntos sélo se diferencia
de los Dominios de Scott en que los morfismos preservan las intersecciones de conjuntos. Por
tal motivo se desarrollaron las categorias basadas en los enlaces CONSIS y CORD), las cuales
fueron inspirada en los Sistemas de Informacién de Scott (SIS). Finalmente se probd, usando
[Gom99], que CORD es equivalente a la categoria de los Sistemas de Informacién de Scott
con sus funciones aproximables.

Palabras clave: Andlisis de conceptos formales, Contextos formales, categorias, cate-
goria de enlaces, categorias de familias de conjuntos, Sistemas de Informacién de Scott,

Dominios de Scott, operadores clausura.

Abstract

In [GW99] Rudolf Wille introduced the notion of bond as a morphism between Formal
Contexts (which are Galois conexions between families of sets). However, neither [GW99]
nor the subsequent bibliography shows that bonds satisfy the axioms of categorical morfisms.
We first show in the present work that bonds satisfy the axioms of categorical morfisms and
their category is named BOND.

While trying to find a category based in bonds and equivalent to Scott Domains, we define
both the category APX, based on the notion of approximable concepts used in [ZS06] and
[HZ04], and the category DIS whose only difference with Scott Domais (as families of sets
are concerned) is that morhipms do preserve intersection of sets. Taking those considerations
into account, we develop the categories CONSIS and CORD inspired by Scott Information
Systems (SIS). Lastly, by using [Gom99] we establish that CORD is equivalent to the cate-
gory of Scott Information Systems and approximable mappings.

Keywords: formal concept analysis, formal contexts, categories of families of sets, ca-

tegories of bonds, Scott domains, Scott Information Systems, closure operators.
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Introduccion

Es propio del espiritu humano preguntarse como funciona su pensamiento. La teoria del
conocimiento ha propuesto que

Todo concepto se caracteriza por su comprension (conjunto de los caracteres
considerados en los objetos ) y por su extension (conjunto de los objetos a los
cuales se puede aplicar). Comprension y extension forman pues el aspecto 1égico
del concepto una vez elaborado, en tanto que abstraccion y generalizacion son las
dos operaciones gnoseoldgicas por medio de las cuales se elabora. [GEL, concepto.

Por ejemplo, para el concepto “deportista”, su comprension consiste en atributos como: tiene
buena salud, hace ejercicio regularmente, tiene buen estado fisico, etc. Su extension consiste
en el conjunto de todos los deportistas.

En este documento preferimos usar las palabra ‘atributos’ y ‘sujetos’ en vez de ‘caracteres’
y ‘objetos’. El término ‘objetos’ se reserva para los objetos categéricos.

Rudolf Wille [Wil84], en su teorfa del Andlisis de Conceptos Formales (FCA por sus
siglas en inglés), propuso una forma para modelar matemdaticamente los conceptos, usando
precisamente la relacion binaria R que conecta los sujetos G con sus atributos M. A la tripla
R = (G, M, R), la llam6 Contexto Formal o simplemente Contexto.

Contextos formales

El fundamento del FCA consiste en las funciones polares, las cuales vamos a llamar abs-
traccion y generalizacion, ya que son las operaciones con las que se elabora el concepto. La
abstracciéon de un conjunto de sujetos A consiste en el conjunto de atributos B que todos
los sujetos de A tienen. La generalizacion de un conjunto de atributos B consiste en el
conjunto de sujetos A que tienen todos los atributos que hay en A.

Como un concepto estd formado por su comprensién (B C M) y su extensién (A C G),
matematicamente se define como la pareja (A, B). Wille definié que la forma en que la
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generalizacién y la abstraccién elaboran un concepto es cuando la extensién A es una ge-
neralizacion de la comprension B y la comprension B es una abstraccion de la extension
A.

Personalmente, no puedo ocultar mi admiracion al ver como esta teoria matematica se ajusta
de manera tan natural a conceptos filoséficos mucho mas antiguos. Lo cual me lleva a pensar
que, o la matematica tiene un gran poder para modelar o esta teoria filoséfica es muy “real”.

Debido a que en un Contexto después de una generalizacién se usa frecuentemente una abs-
traccién y como esta composicién es como un columpiarse sobre la relacién binaria entonces
le di inicialmente a esta composicion el nombre en inglés de swing. A la otra composicion,
en donde después de una abstraccién se usa una generalizacion, le di el nombre de sway.
Los nombres (sin ‘w’) sing y say los asigné para cuando el Contexto de la generalizacién era
diferente al de la abstraccién. Sing y say se tradujeron como cantar y contar y para mante-
ner el juego de palabras, swing y sway se tradujeron como cantonear y contonear. Al ser
poco utilizadas estas palabras, recordamos que el significado de estos sinénimos, contonearse
y cantonearse, es hacer al andar movimientos con los hombros y caderas [RAE(O1]. Con el
ejemplo 3.1.5, en la seccidn 3.2, se le da un sentido a las palabras cantar y contar de acuerdo
a este trabajo.

Morfismos entre Contextos

Cada vez que hay un nuevo enfoque de una nocién matematica, como es el caso de los
Contextos, surge la siguiente pregunta: ;cémo conectar los objetos de manera que se preserve
el enfoque? Responder esta pregunta lleva a pensar en los morfismos y, por lo tanto, en la
categoria asociada. Los principales morfismos considerados en el presente documento son:

Enlaces. (Bonds, en inglés). Introducidos en [Wil84], consisten en una relacién binaria entre
los sujetos de un Contexto y los atributos de otro, asegurando que las abstracciones y
las generalizaciones a través del enlace de cada singleton se conviertan en un concepto
del respectivo Contexto.

Como dato anecdético, este trabajo comenzé estudiando una estructura muy similar
al enlace pero algo mas estricta, ya que no sélo consideraba los singletons sino cual-
quier conjunto. Sin embargo, tal estructura resulté ser equivalente al enlace debido
al resultado obtenido en 3.4.1. Esto permitié extrapolar todos los resultados obteni-
dos a los enlaces para construir una categoria que resulté equivalente a las N-familias
con tope (MN-estructuras con tope), donde los morfismos son funciones que preservan
intersecciones.

Transformaciones de ‘Chu’. Histéricamente, las construcciones de Chu [Bar79] convierten
categorias auténomas (i. e. categorias monoidales simétricas y cerradas) en categorias
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auténomas con objetos duales. Los espacios de Chu surgen al aplicar la construccion
de Chu a la categoria de los conjuntos junto con las funciones [Gup94, 3.7]. Los objetos
de la categoria de los espacios de Chu son relaciones binarias y los morfismos son las
transformaciones de Chu.

Es conocido que las relaciones binarias obtenidas a partir de transformaciones de Chu
son un caso particular de los enlaces [Kro05, 4.4.3]. Resulta que la composicién de
enlaces propuesta en el presente trabajo es compatible con la composicion de las trans-
formaciones de Chu (véase 4.2.5).

Sistemas de informacidon de Scott

Los sistemas de informacién de Scott fueron propuestos por D. Scott [Sco82] para dar una
presentacion mas natural a la semantica denotacional.

El anédlogo a los conceptos de un Contexto son los Elementos de un sistema de informacion,
aunque no estan directamente relacionados. En [ZS06] se presentan los conceptos aproxi-
mables los cuales si coinciden con los Elementos, pero los conceptos aproximables estan
restringidos a los sistemas de informacién con consistencia discreta.

Una de las principales diferencias entre los conceptos de un contexto y los Elementos de
un sistema de informacién es que los conceptos (ordenados por contenencia de sujetos)
tienen tope, el cual corresponde al conjunto de todos los sujetos. Mientras que los Elementos
(ordenados por contenencia de sujetos) no necesariamente tienen tope. Uno de los resultados
de este trabajo es dar unas condiciones al Contexto para poder remover el tope sin perder
las propiedades propias de los sistemas de informacién de Scott.

Funciones aproximables

Las funciones aproximables son los morfismos entre dos sistemas de informaciéon de Scott y
se pueden ver como inferencias entre los tokens del segundo sistema de informacién con los
consistentes del primero.

En [HZ04] se define la categoria CXT basada en Contextos formales que es equivalente la
categoria ISIS de los sistemas de informacion con consistencia discreta junto con las funcio-
nes aproximables. Infortunadamente los morfismos de la categoria CXT no estan basados
directamente en la abstraccién y la generalizacién sino que se extrapolan las funciones apro-
ximables.
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Categorias de Contextos formales y de Sistemas de
informacion de Scott

Una de las preguntas que motivaron la realizacién de este trabajo fue: ; existe una categoria de
Contextos formales en donde los morfismos estén basados en la abstraccion y la generalizacion
que sea equivalente a la categoria de los Sistemas de Informacién de Scott? En busca de
una respuesta se desarrollaron, entre otras, las siguientes categorias de Contextos formales
BOND, APX, DIS, CONSIS y CORD. Estas cinco categorias las podemos dividir en dos
grupos. En el primer grupo, formado por las primeras tres categorias, los morfismos estan
basados directamente en los enlaces definidos por Wille, pero estos morfismos preservan
intersecciones, lo cual no permite realizar una equivalencia categérica con los sistemas de
informacion de Scott. Con el segundo grupo se soluciona este problema logrando que la
categoria CORD sea equivalente con la categoria SISINF de los sistemas de informacion
(con cualquier consistencia) junto con las funciones aproximables.

Una de las expectativas que hay una vez concluido este trabajo es evaluar las ventajas de
implementar los sistemas de informacién de Scott y sus morfismos usando las funciones de
generalizacion y abstraccion, las cuales son muy simples de construir con circuitos digitales.

Contenido del documento

Con el fin de dar a conocer la notacién utilizada, en el Capitulo 1 (Preliminares) se da un
vistazo rapido por categorias y los sistemas de informacién de Scott.

El segundo Capitulo retoma de la literatura las conocidas familias de conjuntos y sus morfis-
mos, y las presenta de forma categoérica, con una notacién comoda para designar las familias.
También se presentan las conocidas conexiones de Galois y operadores clausura como mor-
fismos entre familias de conjuntos.

Al final del capitulo se propone la definiciéon de tope aislado y se muestra como una categoria
de N-familias termina siendo equivalente a una subcategoria de N-familias con tope aislado.
Esto permite extrapolar algunos resultados que se tienen en conjuntos de partes a otros
conjuntos.

El tercer capitulo comienza con las definiciones usuales de Contextos y funciones polares. Sin
embargo, la notacion usada para las funciones polares difiere un poco de la usual debido al uso
exhaustivo de subindices. En la segunda seccion se evidencia una de las principales diferencias
de este trabajo con las referencias citadas, ya que en este trabajo se utiliza frecuentemente
la composicion de funciones polares de diferentes Contextos. Un aporte interesante en esta
seccion es un procedimiento para obtener afirmaciones duales, las cuales aparecen de manera
prominente en todo el documento. En la tercera seccion se presentan las definiciones usuales
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de comprension, extension y concepto, con sus propiedades. En la tltima seccion de este
capitulo se caracteriza de dos formas cada uno de los axiomas de la definiciéon usual de enlace.
Me sorprendi6 lo sencilla de entender que resulto esta demostracion, que terminé escondiendo
todo el trabajo previo.

En la primera seccién del cuarto capitulo se introducen los enlaces, pero no usando los
axiomas tradicionales, sino usando las caracterizaciones encontradas, las cuales seran mas
utiles para construir la categoria que llamamos BOND. El Teorema 4.1.5 es el que permite
manipular de forma sencilla la composicién de enlaces. Muchos de los resultados fueron
primero obtenidos sin este teorema y las demostraciones resultaban bastante extensas y
complicadas (por ejemplo, probar que la composicién de enlaces es asociativa). En la segunda
seccion de este capitulo se muestra como la composicion propuesta para los enlaces generaliza
la composicién de las relaciones binarias que surgen de las transformaciones de Chu.

En el capitulo quinto se presenta de manera detallada la equivalencia categoérica entre la
categoria BOND y la categoria de las N-familias con tope, donde los morfismos son las
funciones que preservan intersecciones.

El capitulo sexto contiene la version algebraica de los enlaces, llamados enlaces aproximables,
ya que la union de conceptos finitos siempre se aproxima a un concepto. El capitulo finaliza
mostrando la equivalencia categérica con las N-familias algebraicas con tope, donde los mor-
fismos, ademas de preservar las intersecciones, también preservan las uniones de conjuntos
finitos.

En el capitulo septimo se definen los Contextos con prohibicién (i. e. Contextos aproximables
con un sujeto prohibido para todos los atributos). Estos Contextos estéan en correspondencia
con los sistemas de informacién de Scott. Los Contextos con prohibicién junto con unos
morfismos que preservan la prohibicién resultan equivalentes a una categoria de N-familias
algebraicas no necesariamente con tope.

En el capitulo octavo se define la categoria de Contextos llamada CONSIS basada en los
sistemas de informacién de Scott, cuyos automorfismos corresponden a las inferencias. Tam-
bién se define la categoria CORD, cuyos objetos son los automorfismos de CONSIS. Esta
categoria es equivalente a la categoria CLQO), que es una categoria formada por un tipo de
operadores clausura. Estas categorias resultan equivalentes a la categoria de los sistemas de
informacion de Scott junto con las funciones aproximables.

NOTA: A partir del tercer capitulo, a los resultados tomados de la literatura se les ha co-
locado sus respectivas referencias; por lo tanto, aquellos resultados o ejemplos que no tienen
referencias explicitas han sido obtenidos por el autor. Se hizo un gran esfuerzo para presen-
tar demostraciones detalladas con el objeto de evitar posibles errores en los razonamientos
matemdticos y facilitar su verificacion (también por la costumbre del autor, un ingeniero
electronico, que especifica los disenos con tal detalle para que puedan ser interpretados por
maquinas).



1 Preliminares

En este capitulo se presenta la notacion y algunos resultados que se usardan para las categorias
y en particular se presenta la categoria de los sistemas de informacion de Scott.

1.1. Categorias

Un buen libro para comenzar a estudiar la teoria de categorias es [AM75]. Para hacer un
estudio mds detallado se recomienda [Mac71].

1.1.1. Definicién de Categoria. Una Categoria C consiste

(i) en una clase ||C|| de objetos de la categoria,
(ii) para todo A, B € ||C||, en un conjunto C[A, B] de morfismos desde A hasta B,
(iii) para cada A, B,C, D € ||C||, en una operacién de composicién asociativa,
o:C[B,C] x C[A, B] — C[A, C] (operacién de composicion), (1.1)
tal que para todo f € C[A, B|, g € C[B,C]y h € C[C, D], se tiene que

ho(gof)=(hog)of (la composicién es asociativa), (1.2)

(iv) para todo A € ||C||, en un morfismo identidad id4 € C[A, A] tal que si g € C[B, 4]
y h € C[A, C], entonces

g=idyoy, (1.3)
h=hoidy (la identidad es ignorada).

Como es usual, se denota un morfismo f € C[A, B] como f : A — B. Un morfismo [ €
C[A, B] es un isomorfismo si existe un morfismo f~! € C[B, A] tal que fo f~' =idg y
fhof=ida.

1.1.2. Funtores y equivalencia de categorias. Un funtor F desde una categoria A
hacia una categoria B consiste en:
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(i) una correspondencia funcional desde ||A|| hacia ||B||, donde la imagen de un objeto
A € ||A]] es denotada por F(A),

(ii) para todo A, A" € [|A]| una funcién desde A[A, A’] hacia B[F(A),F(A")], donde la
imagen de un morfismo f € A[A, A’] es denotada por F(f), tal que para todo A, B,C €
|A|| y cada f € A[A,B] y g € A[B,C], se tienen que F(go f) = F(g9) o F(f) y
F(ida) = idp(a).

Un funtor F entre A y B es fiel y pleno si al restringirlo a cada conjunto de morfismos
A[A;, Ay (con Ay, Ay € ||A]]) es una biyeccién con el conjunto de morfismos B[F(A;), F(A2)].
F es representativo si para cada B € ||B|| hay un A € ||A|| tal que F(A) es isomorfo a B.

La nocion de categorias isomorfas se define de manera natural; sin embargo, ésta es una
nocion muy restrictiva. Con el fin de obtener mas flexibilidad, se definen las transformaciones
naturales, que permiten construir morfismos llamados equivalencias de categorias.

Una transformacién natural entre dos funtores F, G : A — B es una funcién que asigna
a cada objeto A € [|A|| un morfismo 74 : F(A) — G(A) en B, tal que para todo morfismo
f € AJA, A’ se tiene que na o F(f) = G(f) ona. Esto es denotado por n : F - G o por
n={na:F(A) — G(A) | A€ ||A||}. Por ejemplo, para cualquier categoria C, el conjunto
de todas las identidades es una transformacién natural trivial ide := {id, | a € ||C||}. Un
isomorfismo natural es una transformacién natural en la cual todos sus morfismos son
isomorfismos. Es evidente que para cada categoria C se tiene que idc es un isomorfismo
natural.

Una equivalencia de categorias entre A y B consiste en (F,G,7,¢) donde F : A — B
y G : B — A son un par de funtores y n : G-F — idy y ¢ : F-G — dp son un par
de isomorfismos naturales, donde id, y idg son los funtores identidad de las respectivas
categorias. Dos categorias son equivalentes cuando hay una equivalencia de categorias
entre ellas. Un resultado conocido es que dos categorias son equivalentes si y solo si hay un
funtor de una a la otra que es fiel, pleno y representativo.

1.1.3. Subcategoria. Se dice que una categoria B es a subcategoria de otra categoria A
(denotado como B < A) si

los objetos de B son objetos de A,
» si Ay A’ son objetos de B entonces los morfismos de B[A, A’ son morfismos de A[A, A'],

» si B, B’y B” sonobjetosde Bysi f € B[B, B']y f' € B[B’, B”] entonces la composicién
en A, f'o f € A[B, B"] debe ser la composicién en B y por lo tanto f'o f € B|B, B"],

= si B es un objeto de B y si idp es la identidad de B en la categoria A, entonces idpg es
la identidad de B en la categoria B.
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B es una subcategoria plena de A, si B es una subcategoria de A la cual tiene todos los
posibles morfismos de A. Esto es, para todo par de objetos By B’ de B se tiene que

BB, B = A[B, B). (1.4)

Dada una subcategoria B de una categoria A se puede definir el funtor Incl desde B hacia
A, el cual hace corresponder los objetos y morfismos de B con los ellos mismos en A.

Dado un funtor F : A — B y una subcategoria A’ de A, se dice que H : A" — B es el funtor
F restringido a A’ si para cada objeto A € ||A/|| se tiene que H(A) = F(A) y si para cada
morfismo f € A'[A, A’] se tiene que H(f) = F(f).

Dada una transformacién natural n = {n4 : F(4) — G(A) | A € ||A||} y una subcategoria
A" de A, se dice que € = {na € n | A € ||A'||} es la transformacién natural 7 restringida
a A

1.1.4. Definicién de B A C. Si B y C son subcategorias de A es facil ver que la siguiente
construccion denotada por B A C es también una subcategoria de A, B y C:

» Los objetos de B A C son los objetos que estan tanto en B como en C. ||[BAC|| =
[IB[| N [ICH]-

» Si Ay A son objetos de B A C entonces los morfismos de (B A C)[A, A’] son los
morfismos que estdn en B[A, A'] y en C[A, A’], dicho de otra forma (B A C)[A, A'] =
B[A, AN C[A, A'].

» La composicion y las identidades son las correspondientes como subcategorias de A.

Esta definicion se utilizara para definir subcategorias de N-familias en el capitulo 2.

1.1.5. Equivalencia de subcategorias. Dada una equivalencia (F, G, 7, €) de las categorias
A y B y dadas ademdas A’ y B’ subcategorias de A y B respectivamente, se define

F’ es el funtor F restringido a A’,

G’ es el funtor G restringido a B’,

7’ es la transformacion natural n restringida a A/,

¢’ es la transformacion natural € restringida a B'.

Es sencillo ver que (F',G’,1/,€) es una equivalencia de categorias entre A’ y B’ si satisface
las siguientes condiciones:

(1) si A € ||A’|| entonces F'(A) € ||B'|],
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(1) si f € A'[A, A'] entonces F'(f) € B'[F'(A), F'(4")],
(1) si B € ||B'|| entonces G'(B) € ||A/]],

)
)
(1v) si g € B'[B, B'] entonces G'(g) € A'|G'(B), G'(B')],
(v) si A € ||A|| entonces n4 es un isomorfismo en A’

)

(vi) si B € ||B/|| entonces €p es un isomorfismo en B'.

1.2. La categoria SIS

Esta categoria esta formada por los sistemas de informacién de Scott (SIS) y las funciones
aproximables.

1.2.1. Los objetos de la categoria. Un sistema de informaciéon de Scott (SIS) es
una tripla llF= (7', Con, ) donde T es un conjunto de tokens, Con es una familia de conjuntos
finitos de T', (i. e. Con C Fin(T)) y I es una relacién binaria entre Con y T (e.d. FC Con x T)
llamada inferencia, que cumplen las siguientes condiciones:
Si K € Cony K' C K entonces K’ € Con. (SIS1)
Sit € T entonces {t} € Con. ( )
Si K €Con, teTy K& tentonces KU {t} € Con. (SIS3)
Si K € Conyte K entonces K 1. ( )
Si K,K' € Conyte T satisfacen que K' Fty (VK € K'YK - K, ( )

entonces K F t.

Un par de casos comunes de C'on son:
Con := Fin(T) (consistencia discreta), (1.5)
Con ={0yU{{t} |teT} (consistencia simple), (1.6)
y un caso comun de inferencia es

F={(K,t) CConxT |te K} (inferencia simple). (1.7)

Sea P C T, entonces definimos:
P:={tecT| (3K € P)K Ft}. (1.8)

Decimos que P es consistente en llIF, si todo subconjunto finito de P estd en Con, decimos
que es F-cerrado si P = P y decimos que es un elemento del SIS si es consistente y
F-cerrado. En [DP02, 9.18] se muestra que el conjunto de elementos es una LiN-familia.

En los siguientes ejemplos vamos a definir (T',Con, F).
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1.2.2 Ejemplo. El primer ejemplo es un SIS muy sencillo que consiste en:

T = {a,b}

Con = {0, {a},{b}}

F={({a},a), {b},0)}

Los elemento generados son: (), {a} y {b}. Y el respectivo diagrama de Hasse [DP02, pag.
11] se muestra en la siguiente figura.

{a} {0}

NS
0

1.2.3 Ejemplo. Una pequena variacion del anterior ejemplo se tiene con
T ={a,b,c}

Con = {@, {CL}, {b}a {C}a {CL, b}}

F={({a},a), {6}, 0)}, ({c} o)}, ({a}, 0)}, ({6}, @)}, ({a, b}, b)}, ({a, b}, a)}

Los elemento generados son: (), {a,b} y {c}. Y el respectivo diagrama de Hasse [DP02, pag.
11] se muestra en la siguiente figura.

{a, 0} A{c}

NS
0

Los siguientes tres ejemplos son tomados o basados de [DP02, 9.15 y 16].

1.2.4 Ejemplo. Sea T' = N x N, el producto cartesiano de ntimeros naturales. Ademas,
0 € Cony {(ar,b1),...,{ar,br)} € Con siy sélo si (a; = a; = b; = b;). Finalmente
Y + (a,b) siy sélo si (a,b) € Y. Los elementos estan en correspondencia con las funciones
parciales entre nimeros naturales.

1.2.5 Ejemplo. T = ¥*| el conjunto de todas las cadenas finitas de ceros y unos [DP02,
19. Con={Y e ¥ |o,r€Y =0<700 >7}. Y F osiysblosio <7 para algin
7 € Y. Los elementos estan en correspondencia uno a uno con >**, el conjunto de las cadenas
binarias finitas o infinitas.

1.2.6 Ejemplo. T = {(z,y) CQ | x,y € Q}. {I,..., I} € Consiysolosi I1N...NI; # 0.
{l,.... Iy} F (z,y) si y s6lo si [y N...NI; C (x,y). Los elementos estan asociados con
intervalos de ntimeros reales.
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1.2.7 Ejemplo. Sea C una categoria tal que todos los morfismos forman el conjunto 7" (va-
mos a identificar los objetos con las identidades). C'on esta formado por todos los conjuntos
finitos de morfismos. F' = h si y solo si h es la composicién de algtin subconjunto de F o si h
es alguna identidad que se pueda componer con algin elemento f de F. Los elementos son
las subcategorias de C.

1.2.8. Los morfismos de la categoria. Sean ll- = (T'x,Cona,b4) v IFp= (T, Cong,Fp)
dos SIS. Una funcién aproximable ~» es un subconjunto de C'onys x Tz que satisface

(AM1) K ~ [ para todo [ € L € T implica

(a) L € Cong.
(b) L Fpbentonces K ~ b.

(AM2) paratodo h€ H si K4 hy H ~ bentonces K ~ b.

Si se denota K := {b | K ~~ b} se puede resumir (AM1) y (AM2) en K = K = K es
consistente en el SIS lIFg.

La composiciéon de funciones aproximables ~+;C Cony X Tg v ~+2C Cong X T es

definida como es la composicién usual de relaciones binarias:

2 O M= T201 (1.9)

{(K, C) € CO’H,A X TC | (HL g TB)L ~9 C A (\V/l S L)K ~rq l}

La identidad de una funcién aproximable lIFy= (T4, Cona,t4), es idy, :=F4.

1.2.9. Los sistemas de informacién. En [Gom99, 4.3] se presenta la categoria SISINF
de los sistemas de informaciéon. Ademas se muestra que los sistemas de informacién de Scott
son equivalentes a los sistemas de informacién.



2 Familias de conjuntos, morfismos y
categorias

Las familias de conjuntos son una herramienta muy tutil en las matematicas, empezando por
la topologia. En este trabajo las categorias de familias de conjuntos van a ser el punto de
referencia con el que se comparan las demas categorias.

2.1. Definicion de familias de conjuntos

En esta seccion se presentan las familias de conjuntos que se usaran en este trabajo, algunas
de las cuales se pueden encontrar con mas detalle en [DP02].

2.1.1. Familia. Una familia es una pareja (M, X), donde X es un conjunto y M es una
coleccion de subconjuntos de X.

2.1.2. N-familia. Una N-familia (o inter-familia) (M, X) es una familia tal que para toda
subcoleccion A € M no vacia se tiene.

ﬂA e M (M es cerrada bajo intersecciones no vacias). (2.1)

En la literatura es corriente utilizar la terminologia M-estructura o sistema clausura para
referirse a una N-familia (véase, por ejemplo, [DP02]).

2.1.3. U-familia. Una L-familia (o familia algebraica) (M, X) es una familia tal que para
toda subcolecciéon D C M dirigida se tiene.

UD eM (M es cerrado bajo uniones dirigidas). (2.2)
2.1.4. T-familia. Una T-familia (o familia con tope) (M, X) es una familia tal que

XeM (M tiene tope). (2.3)

'Una subcoleccién D es dirigida si para cualquier par de conjuntos Dy, Dy € D hay un conjunto D3 € D
tal que Dl @] D2 g Dg.



2.2 Definicion de homomorfismos entre familias 13

2.1.5. |-familia. Una |-familia (o familia decreciente) (M, X) es una familia en la cual
para todo A € M

ACA=AeM (M es decreciente). (2.4)

2.1.6. “Interseccion” de familias. Una subfamilia de dos o mas familias definidas previa-
mente, utilizard los respectivos simbolos (|, T, LI, N). En particular una |LI-familia es una
familia algebraica y decreciente, denominan en [Gom99, Prop. 141] coleccién de caricter
finito Ya que todo conjunto que pertenece a la familia estd determinado por sus subconjuntos
finitos.

2.2. Definicion de homomorfismos entre familias

A continuacién se mencionan los morfismos entre familias de conjuntos que se utilizaran en
este trabajo. Mayor informacién se encuentra en [DP02].

2.2.1. C-homomorfismo. Un homomorfismo entre familias (M, X;) y (Ma, X5) es
una funcién f: M; — M, tal que para todo par de conjuntos L, L' € M, se tiene

si L C L entonces f(L) C f(L) (funcién mondtona). (2.5)
También se conoce como funcién mondtona y la podemos designar como C-homomorfismo.

2.2.2. N-homomorfismo. Un homomorfismo entre N-familias (M, X;) y (Ms, X5)
es una funciéon monétona f : M; — M, tal que para toda coleccion A C M; no vacia

f( ﬂ A) = ﬂ f(A) (f preserva intersecciones no vacias). (2.6)
AcA AcA

A estos morfismos los denominamos N-homomorfismos.

2.2.3. U-homomorfismo. Un homomorfismo entre L-familias (M, X;) y (Ma, X»)
es una funcién mondtona f : M; — M, tal que para toda subcoleccién dirigida D C M,

f( U D) = U f(D) (f preserva uniones dirigidas). (2.7)

DeD DeD

Los homomorfismos ente L-familias también se conocen como funciones continuas [DP02,
8.6] o Scott continuas [Kro05, 2.2.2] y los denominamos Ll-homomorfismos.

Un hecho conocido es que si f es una funcién (no necesariamente homomorfismo) entre las
L-familias (M1, X1) y (Ma, X5) se cumple que

(VA C x7)

ra=U f(K)] (2.8)

KeA
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& (VD € M, dirigido) | f(| ) D) = | f(D)].

DeD DeD

K € A significa que K es un subconjunto finito de A.

2.2.4. T-homomorfismo. Un homomorfismo entre T-familias (M, X;) y (Ma, X5)
es una funcién monétona f : M; — M, tal que

f(Xy) = Xo (f preserva el tope). (2.9)
A estos morfismos los denominamos T-homomorfismos.

2.2.5. Operador clausura. Un operador clausura en X es una funcién mondétona C' :
o(X) — p(X) que también satisface para todo A, B € M

ACC(A) (C es expansiva), (2.10)
C(C(A) CC(A) (C es idempotente). (2.11)

Cada TN-familia (M, X) esta en correspondencia biyectiva con un operador clausura C' en
X de la siguiente manera. A cada (M, X) se le asocia el operador clausura

Comy  p(X) = p(X) (2.12)
A (WL eM|AC L} (2.13)

Debido a que
A€M<:>C<M7X>(A) = A, (2.14)

es posible recuperar nuevamente la N-familia. Por lo tanto a a cada operador clausura C' en
X se le asocia la TN-familia (M, X) donde

Me = {AC X |C(A) = A}. (2.15)

Los operadores clausura C en X; y Cs en X, permiten extender una funcion f : M; — M,
con M C p(X;) y My C p(Xs) como se muestra a continuacion

/1 p(Xh) = p(Xa) (2.16)
A= Gy(f(C1(A))).

2.2.6. Operador clausura algebraico. Un operador clausura algebraico en X es un
operador clausura que a su vez es un LI-homomorfismo.

Como para las TUN-familias (M, X) se cumple que si A C X entonces
(WLeM|AcL=|J(LeM|KCL}, (2.17)
KeA

las TLIN-familias en X estan en correspondencia biyectiva con los operadores clausura alge-
braicos en X.
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2.2.7. Operador clausura finitario. En [Gom99| se define un operador clausura fini-
tario como una funcién algebraica, expansiva e idempotente C' : £ — L en donde L es una
JU-familia.

Debido a que el conjunto de partes es una |L-familia, entonces todo operador clausura
algebraico es un operador clausura finitario.

2.2.8. Conexiones de Galois. Una conexién de Galois que invierte el orden (CQG)
entre las familias (M, X1) y (Ma, X3) se define como un par (f, h) donde f: M; — My y
h: My — M son funciones que satisfacen para todo Ly, L} € M1y Lo, L, € M,y

f(L1) 2 Ly <= Ly C h(La). (2.18)

Toda conexion de Galois que invierte el orden satisface:

Ly € h(f(L1)) y Ly C f(h(L2)), (2.19)
Ly C Ly = f(L1) 2 f(L}) y Ly C Ly = h(Ls) 2 h(Ly), (220)
f(L1) = f(h(f(L1))) y h(Lz) = h(f(h(Lz))). (2.21)

Una conexion de Galois que invierte el orden genera un operador clausura en cada una de
las N-familias, asi:

Cl : M1 — Ml Cg : Mg — Mz (222)
A g(f(A)) B — f(g9(B)).

También se define una conexiéon de Galois que preserva el orden si

f(L1) € Ly <= Ly C h(Ly). (2.23)

A cada N-homomorfismo f: (M, X1) — (M, Xs) se le puede asociar un morfismo adjunto
g: (Mo, X3) — (M, X7) definido asi. Para cada B C M,
g(B) = (A S M, | BC f(A)} (2.24)

de tal forma que (f,g) forman una conexién de Galois que preserva el orden. Es mds, en
cada conexién de Galois que preserva el orden entre N-familias hay un N-homomorfismo.

En [DEWO04] se tratan diferentes aspectos de las conexiones de Galois con mayor detalle.

2.3. Definicion de la categoria FAM (familias) y algunas
subcategorias

En el presente trabajo se estudiaran algunas familias de conjuntos desde el punto de vista
categorico. Aunque muchas de las nociones sobre familias son ampliamente conocidas, en la
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literatura no se han definido ni estudiado exhaustivamente como categorias de familias. A
continuacién se definen las categorias de familias de conjuntos que se usaran en este trabajo.

2.3.1. FAM. La categoria FAM (o familias) consta de familias junto con las funciones
monotonas, donde la identidad y la composicién son las usuales entre funciones.

2.3.2. NFAM. La categoria NFAM consta de N-familias junto con los N-homomorfismos.
2.3.3. UFAM. La categoria LIFAM consta de L-familias junto con los LiI-homomorfismos.
2.3.4. TFAM. La categoria TFAM consta de T-familias junto con los T-homomorfismos.

2.3.5. (T)NFAM. La categoria (T)NFAM es la subcategoria plena de NFAM donde los
objetos son restringidos a TN-familias. Cada objeto (M, X)) de esta categoria estd en corres-
pondencia biyectiva con a un operador clausura en X. Los morfismos de esta categoria son
conexiones de Galois.

2.3.6. UNFAM. La categoria UNFAM se define como

UNFAM := (NFAM) A (LFAM). (2.25)
2.3.7. (T)UNFAM. La categoria (T)UNFAM se define como

(T)UNFAM := (UNFAM) A ((T)NFAM). (2.26)

2.3.8. U(N)FAM. La categoria LI(N)FAM es una subcategoria plena de la categoria LFAM,
donde los objetos deben ser también N-familias.

2.3.9. TU(N)FAM. La categoria TUL(N)FAM se define como
TUM)FAM := (TFAM) A (L(N)FAM). (2.27)

Los objetos de esta categoria estan en correspondencia biyectiva con los operadores clausura
algebraicos en X.

2.3.10. TUNFAM. La categoria TUNFAM se define como
TUNFAM := (TFAM) A (ULNFAM). (2.28)

2.3.11. Categorias bien definidas. A partir de las definiciones se puede demostrar que
las categorias FAM, NFAM, LIFAM y TIFAM estan bien definidas. La demostracién de que
las otras categorias estdn bien definidas se sigue de las secciones 1.1.3 y 1.1.4.

2.3.12. Resumen de las categorias. Las categorias definidas se muestran en la siguiente
figura, donde el nodo () representa la “interseccion” de categorias como se define en (1.1.4)
y el nodo @ representa la obtencién de una subcategoria plena (1.1.3), donde los objetos
son restringidos a los de la categoria indicada por el arco que tiene un pequeno circulo. En
el diagrama se indican los capitulos en los que las subcategorias se estudian.
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Capitulo—8
Sec. 1.2

TU(N)FAM

Capitulo 8 Capitulo apitulo 6

La siguiente tabla resume las categorias, luego se muestra el respectivo reticulo conceptual

(véase 3.3) generado con ToscanaJ disponible en http://toscanaj.sourceforge.net/.

Objetos Morfismos
k k
v 8 | 2 3 &
z 8 2.5 g =
RIS EREER ISR
g8 3 B2 |88 L= |8
CEE|EE|C|BES|RE |B=
NFAM X X
LIFAM X X
TFAM X X
LNFAM X X X X
L(N)FAM X X X
(T)NFAM X X X
Tu(N)FAM X X | X X | X
TUNFAM X X | X X X | X
(THUNFAM X X | X X X
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uniones dirigidas

tope
z intersecciones
o v acics
FAM ‘

"

finFAM '

tiunFAM

2.4. La categoria de los operadores clausura finitarios
OCF

La categoria de los operadores clausura finitarios es definida en [Gom99, 6.3] en donde
un objeto de la categoria es un operador clausura finitario y un morfismo entre C en £y y
Cy en Ly es un L-homomorfismo C 5 : £4 — Ly, que ademas deben satisfacer:

Cra=0C90C1 (C12 es compatible con C5), (2.29)
Cio=C120C (C12 es compatible con C}). (2.30)

En [Gom99, 6.4] se muestra que las categorias OCF y SISINF son equivalentes.

A continuacién mostraremos que las categorias OCF y U(N)FAM son isomorfas siguiendo
un procedimiento similar al que hay en [Gom99, 6.5].

2.4.1. El funtor OF de OCF a U(N)FAM. El funtor OF envia un operador clausura
finitario C' en £ en la LUN-familia

Mc={AeL|C(A) = A} (2.31)

El funtor también envia un morfismos de OCF C), : £; — Ly en el U-homomorfismo
f:Me, — Mg, en donde f es la restriccién de Cf o,

f=Clialme,- (2.32)
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2.4.2. El funtor FO de L(N)FAM a OCF. El funtor FO envia una LiN-familia M en el
operador clausura finitario C' en L, en donde

Ly ={Le(JM|(@AeM)LC A}, (2.33)
y para todo A € L

Cum(A) = {LeM|ACL} (2.34)
La interseccion nunca es vacia por la definicion de L.

El funtor también envia un U-homomorfismo f : M, — M, en un morfismos de OCF
Caiy My 2 Lty — L, en donde

CfMl,M2 :CMQOfOCMl. (235)

Debido a que el operador clausura es idempotente entonces el morfismo entre operadores
clausura es compatible con estos.

2.4.3 Proposicién. Las categorias OCF y U(N)FAM son isomorfas.

Demostracion. C'fc12 = (12 debido a que C15 = Cy 0 01,2\/\401 oCyy fo, = f porque
CMQOfoCM1|M1:f' ]

2.5. Definicion de la categoria TIFAM y sus subcategorias

En una TUN-familia de conjuntos (M, X) decimos que el tope esta aislado del resto de la
LiN-familia si se puede eliminar sin alterar las propiedades de clausura de la UN-familia (i.
e. ser cerrado para intersecciones no vacias y uniones dirigidas). En esta seccién se muestra
como las categorias con tope aislado son equivalentes a sus respectivas categorias sin tope.

2.5.1. Definicién del elemento aislado. En una familia (M, X) vamos a decir que un
elemento a € X estd aislado si no pertenece a ningin otro subconjunto L € M esto es

(VLeM)lae L= L=X] (a es aislado). (2.36)

2.5.2. Definicion de las 7-familias. Un objeto de la categoria TFAM es una 7-familia
(familia con tope aislado) que corresponde a una T-familia (M, X) con un elemento
aislado.

Un 7-homomorfismo o un homomorfismo entre 7-familias es un T-homomorfismo
(f + My, X1) — (Mas, X)) donde (My, X1) v (Ma, Xs) son TUN-familias y f preserva
fuertemente el tope,

f(L)=Xo& L=X, (el tope se preserva fuertemente). (2.37)
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Se puede ver que las 7-familias con sus homomorfismos son una categoria con la composicién
y la identidad usual; esta categoria se denota 7IFAM.

2.5.3 Proposicién. La categoria TFAM es un a subcategoria de la categoria TIFAM.

2.5.4 Proposicién. En una 7U-familia (M, X), si D C M es una familia dirigida de
subconjuntos de X y X ¢ D entonces D no alcanza el tope, esto es,

UD # X (D no alcanza el tope). (2.38)

En una N-familia (A, X), si) # A C M y A# {X} entonces () A ignora el tope, esto es
mA U{X}= mA = mA ~ {X} (ﬂA ignora el tope). (2.39)

Demostracion. D no alcanza el tope debido a que ningin elemento aislado pertenece a algiin
conjunto D € D. ) A ignora el tope porque A tiene un conjunto més pequeno que X. [

2.5.5 Proposicién. Las categorias TNFAM, TUFAM, 7U(N)FAM y 7L N FAM son sub-
categorias de TIFAML.

Demostracion. Esto se debe a las afirmaciones de las secciones 1.1.3 y 1.1.5. O

2.6. El funtor Destapar

2.6.1. Definicion del funtor Destapar. El funtor Destapar va de 7IFAM a FAM el cual
retira el tope aislado de una 7-familia (M, X)

M = M~ {X}, (2.40)
y también los elementos aislados
X'= X~ {x € X |z es aislado}, (2.41)
con el fin de obtener una familia que no requiere tope,
Destapar({M, X)) := (M', X'). (2.42)
El funtor Destapar aplicado a un 7-homomorfismo f : M; — M, simplemente lo restringe
Destapar(f) = f":= f[r- (2.43)

2.6.2 Proposicion. Si (M, X1), (Mg, Xo) y (M3, X3) son tres T-familias y si fi :
(M, Xy) = (Mo, Xo) y fo: (Ma, Xo) — (M3, X3) son dos T-homomorfismos entonces:
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(1) El funtor Destapar estd bien definido ademds es fiel, pleno y representativo.

(1) Destapar restringido de TNFAM a NFAM estd bien definido ademds es fiel, pleno y
representativo.

(i1) Destapar restringido de TUFAM o UFAM estd bien definido ademds es fiel, pleno y
representativo.

(1v) Las categorias TLUUNTFAM y UNFAM son equivalentes asi como también TL(N)FAM y
LI(N)FAM.

Demostracion. (1) A partir de las definiciones se deduce que Destapar estd bien definido
y que es fiel y pleno. Para ver que es representativo es necesario construir una 7-
familia (M, X)) desde cualquier familia (M’, X’). Para lo cual se necesita adicionar
un elemento que no pertenezca al conjunto X', el cual serd el elemento aislado. Si
se adopta el axioma de regularidad de la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel, se
concluye que X’ ¢ X'. Por lo tanto, se puede definir X’ como elemento aislado. Asi, el
conjunto X y la familia de conjuntos M quedaran definidos de la siguiente forma:

X = X'U{X'}, (2.44)
M= M U{X}. (2.45)

De tal forma que Destapar((M, X)) = (M', X').
(11) Este inciso es directo de la propiedad que en las TN-familia se ignora el tope (2.39).
(1) Se deduce por la propiedad que familias dirigidas no alcanzan el tope (2.38).

(1v) Se deduce de los incisos anteriores. O

2.7. La categoria CILLO

2.7.1. Definicién de la categoria CILO. Los objetos de la categoria CILO son operadores
clausura algebraicos C' sobre un conjunto X, que cada uno tiene un tinico elemento cercano
¢ € X, donde el elemento cercano c¢ satisface

C{c}) =X (c es cercano a todos). (2.46)

Un morfismo de CLQO desde 'y sobre X; hasta ('3 sobre X5 es una funcién continua de Scott
(2.7) Cr2: p(X1) — p(X>) tal que

Ci2=Cy0C15 (Ci2 es compatible con (), (2.47)
Ci2=C120C; (C)z es compatible con (), (2.48)
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y para cualquier A C X;

Ci2(A) = Xo & C1(4) = X (2.49)

(C}2 preserva cercanos a todos).

La identidad de un objeto de CLO C es el mismo objeto C};. Como la composicién de
funciones continuas de Scott es también una funcién continua de Scott entonces CILO es una
categoria. Es més, es una subcategoria de OCF (2.4).

De las definiciones se sigue el siguiente resultado.
2.7.2 Proposicién. El funtor OF restringido de CLO en TU(N)FAM es fiel, pleno y

representativo y por lo tanto las categorias CLO, TU(N)FAM, U(N)FAM, OCF y SISINF
son equivalentes.
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En este capitulo se comienza introduciendo la teoria de los contextos formales, luego se
presentan algunos resultados fundamentales para construir la categoria de los enlaces.

3.1. Contextos y funciones polares

3.1.1. Definicién de Contexto. Un Contexto es una tripla R = (G, M, R) donde G es un
conjunto cualquiera de sujetos!, M es un conjunto cualquiera de atributos y R C G x M
es una relacién binaria. Si no hay confusién, un Contexto R = (G, M, R) serd referido como
R. Wille desarrollé la teoria de los conceptos formales en la década de los 80s, y publico los
fundamentos matemadticos en [GW99].

En este documento se va a usar usualmente la letra A para representar un subconjunto de
G, y la letra B para representar un subconjunto de M. Las letras a,b, g y m representan
elementos de los conjuntos A, B, G y M, respectivamente.

3.1.2. Imagen directa e inversa. Es bien conocido que cada relacién binaria R C G x M,
induce las siguientes funciones llamadas imagen directa e inversa:

R :p(G) — p(M) (imagen directa) (3.1)
A R(A):={me M| (Ja € A) tq. (a,m) € R}.
R :p(M) — p(G) (imagen inversa) (3.2)

B~ R(B):={geG|(3be B)tq. (9,b) € R}.

Como las funciones son relaciones binarias entonces se puede usar esta notacién también con
funciones.

3.1.3. Definiciéon de las funciones polares. Otras funciones conocidas son las funciones
polares a derecha e izquierda definidas en [Bri67], llamadas también abstraccién y generali-
zacién en la introduccion.

R : p(G) — p(M) (polar derecha (p. d.)) (3.3)

'En la literatura son conocidos como ‘objetos’, pero se va a usar ‘sujetos’ para evitar confusiones con los
objetos de las categorias. En cualquier caso, objeto y sujeto son traducciones validas de la palabra original
en Aleman“Gegensrande”.
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A ﬁ(A) ={m e M | (Va € A) tal que (a,m) € R},
R o(M) — p(G) (polar izquierda (p. i.)) (3.4)
B <E(B) ={g€ G| (Vbe B) tal que (g,b) € R}.
La teorfa del Anélisis de Contextos Formales (FCA por sus siglas en inglés) es una teoria
relacionada con las funciones polares.

Usualmente en la literatura de los Contextos formales no se usan las flechas sino que las
relaciones se escriben como superindices, los cuales no se usaron en primer lugar porque
las relaciones frecuentemente tendran subindices, y en segundo lugar porque la notacion
tradicional no diferencia una funcién polar derecha de una izquierda.

En [DP02, 7.22] se muestra que la polar derecha y la polar izquierda forman una conexién
de Galois que invierte el orden.

AC <E(B) & ﬁ(A) oB (polares derecha e izquierda son CG). (3.5)

— «—
Dada una polar derecha R o izquierda R se puede recuperar la relacién binaria R que las
generd por la siguiente propiedad:

R={(g.m) € G x M |me R({g})} (3.6)
={{gym)eGxM|ge T%({m})} (R puede ser recuperada).

Esto permite mostrar la siguiente trivial pero 1til cadena de equivalencias de relaciones
binarias Ry C G x M y Ry C G x M arbitrarias.

Ry = Ro, (3.7)

Ri =R, (3.8)

(VA C G)Ri(A) = Ry(A), (3.9)
(Vg € Gﬁ({@ = §<{g}>, (3.10)
Ri = Rs, (3.11)

(VB C M)R.(B) = Ra(B), (3.12)
(¥m € M)Ry({m}) = Rao({m}). (3.13)

Se tiene que (3.7) = (3.8) = (3.9) = (3.10) = (3.7); la ultima implicacién se sigue de (3.6).
Las otras equivalencias se obtienen de manera similar.

3.1.4 Ejemplo. Sean X y Y conjuntos y sean Mx C p(X) y My C p(Y) familias de
subconjuntos. Se pueden definir los Contextos Ry = (Mx, X, Rx) vy Ry = (My,Y, Ry)
donde Ry C Mx x X y Ry C My x Y coinciden con 3.
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Ahora sea f: p(X) — p(Y) cualquier funcién, se va a definir un Contexto S = (Mx, Y, S)
que enlaza los Contextos Rx y Ry usando (3.6),

S={(Ly) e Mx xY |y e f(L)}.

El siguiente ejemplo va a inspirar los nombres de las relaciones polares.

3.1.5 Ejemplo. Sea Ry = (G1, M4, R;) un Contexto donde M; es un conjunto de estados
emocionales de una primera persona, M;={feliz (f), triste (t), nerviosa (n), conmovida (c)}.

G es un conjunto de acciones humanas, G;= {clamar (C), llorar (L), reir (R), sollozar (S)}.

R, representa la relacién entre estados emocionales y acciones, i. e., las posibles acciones
tomadas a partir de un estado emocional.

Se puede representar un Contexto como una tabla donde los renglones corresponden a los
sujetos en (&1 y las columnas corresponden a los atributos en M;. Se escribe una ‘X’ en la
celda con coordenadas g y m si (g,m) € R;. El nombre del renglén va a la izquierda y/o a
la derecha, y el nombre de la columna abajo y/o arriba, como se muestra en la tabla.

f t n c
Cc | X X X C
L X L
R | X X R
S X X|S
Ri|f t n c

Sea Ry = (Gg, M3, Ry) otro Contexto donde M, es un conjunto de estados emocionales de
una segunda persona, My={nerviosa (n), enojada (e), asustada (a)}. G es un conjunto de
acciones humanas, Go={insultar (I), temblar (T), protestar (P)}. Ry representa otra relaciéon
entre estados emocionales y acciones, i. e., las posibles acciones tomadas a partir de un estado
emocional.

=
<

I
<
=

Finalmente, considere el Contexto S; = (G, M, S1),
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f ¢t n c n e al|&

C | X X C | X X|C

L X L | X L

R | X X R | X R

S X X| S X S
Ri|f t n ¢ n e a

=
<

I
<
=

P

Ro|ln e a

donde los sujetos son los sujetos de la primera persona, los atributos son los atributos de
la segunda persona y la relacién binaria S; representa la relaciéon entre acciones y estados
emocionales, i. e., los posibles estados emocionales generados en la segunda persona causados
por algunas acciones de la primera persona.

Si la primera persona estd clamando (C), la segunda persona puede estar nerviosa (n) o
ﬁ
asustada (a). Esto se representa con la polar derecha, S;({C}) = {n,a}. En este caso, la

segunda persona muy probablemente esta temblando (T), ES_’I({C}) = Ry({n,a}) ={T}.

Pero si la primera persona fté clamando (C) y riendo (R), lo més seguro es que la segunda
persona esté nerviosa (n), S1({C, R}) i{g} Y en este otro caso, la segunda persona puede
estar temblando (T) o insultando (I), R2S1({C, R}) = Ro({n}) = {1, I}.

3.2. Reflexion de funciones polares

Una funcion polar derecha se puede componer con una funcion polar izquierda, y viceversa.
Para denominar estas composiciones se utilizaran nombres inspirados por el Ejemplo 3.1.5:

——

= La composicién R,S; representa como las expresiones de la primera persona generan
expresiones en la segunda persona. La palabra contar permite transportar expresiones
humanas.

—r—
» La composicién SR, representa cémo las emociones de la primera persona generan
emociones en la segunda persona. La palabra cantar permite transportar emociones.

3.2.1. Definicién de cantar y contar. Sean R = (G1, M1, Ry) y Ry = (Ga, M3, Ry)
dos Contextos, y sea S§; = (G, M1, S1) un Contexto que enlaza los Contextos Ry v Ro.
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Nos vamos a referir a la composicion de una polar izquierda con una polar derecha como un
cantar,

—— ——
SlRl (6] RlSl (cantar), (314)

(se verd en 3.3.9 que ambos cantares forman una conexién de Galois) y la composicién de
una polar derecha con una polar izquierda como un contar

—— ——
S1Rs 0 RSy (contar). (3.15)

3.2.2. Definicién de la reflexién de composiciones. Como axiomaticamente no hay
diferencia entre sujetos y atributos es posible intercambiarlos con el fin de obtener una
sentencia dual. Dados dos Contextos Ry = (G1, M1, R1) y Ry = (G2, Mo, Rs) se define la
siguiente reflexién de composiciones con respecto al Contexto S&; = (G, My, S1).

——— R R

Se intercambia RyS1 Ry p(Ml) o(G1) 2 p(Mg) 0(Ga),
RiSiR, : o(G2) B (M) 2 o(G1) B p(am).

Concrétamente,

Se intercambian las polares izquierdas («—) con las polares derechas (—).

Se intercambia la relacién binaria R; con Rs.

= Se intercambia el conjunto se sujetos (G; con el conjunto de atributos M.

= Se intercambia el conjunto de sujetos G5 con el conjunto de atributos Mj.

= Se intercambia un subconjunto de sujetos A con un subconjunto de atributos B.
= Se intercambia cada sujeto a o g con el atributo b o m, respectivamente.

= Se efectiian todas las consecuencias de estos cambios, por ejemplo en la seccion 3.3
son definidos los reticulos duales: reticulo de comprension Mp, y reticulo de extension
Gr,, los cuales hay que intercambiar.

Se obtienen también las siguientes reflexiones de cantar y contar con respecto al Contexto
Sl - <G1>M2>Sl>'

e <— —>

Se intercambia el cantar S1Ry : p(Ml) (Gl) (M),
—— Ry 55

con el contar SiRs : p(Gy) = (Mg) o(GY).

Se intercambia el cantar RSy ¢ p(Mg) (Gl) (M),
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—

con el contar RyS; : o(G1) 2 ©o(My) U 0(Ga).
Esta dualidad va a ayudar a transformar una prueba en la prueba dual. Por ejemplo,

——— “——
RzR2R2(U (R251({a}))),
acA
usada en la prueba del Teorema 3.4.1 es reflejada sobre S; en
RyRy Ry (| (RiS1({0}))).

beB

En algunos casos se usaran los Contextos &1 = (G, Ms, S1) v So = (Ga, M3, S5) reflejados
con respecto al Contexto Re = (Ga, Mo, Ry). En este caso se intercambia

— — —

S\ RS, p(Ms) 23 0(Ga) 3 o(M) = p(G),
con
S99 : P(Gh) = p(My) = p(G2) = p(Ms).

3.2.3. Definiciéon de cantonear y contonear. Hay un caso especial de las composi-
ciones cantar y contar, cuando los tres Contextos Ri,Ro y &1 son el mismo Contexto
R = (G,M,R). Como se usard frecuentemente se introduce una terminologia y una no-
tacion especial para estas composiciones.

= ——
R:=RR (cantonear), (3.16)
= ——
R =RR (contonear). (3.17)

En este caso especial, la reflexién con respecto a R se reduce a lo siguiente:

Se intercambian las polares izquierdas con las polares derechas.

Se intercambia el conjunto se sujetos G con el conjunto de atributos M.

Se intercambia un subconjunto de sujetos A con un subconjunto de atributos B.

Se intercambia cada sujeto a o g con el atributo b o m, respectivamente.

Se intercambian todas las consecuencias de estos cambios.

A continuacién se ilustra esta dualidad.
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3.2.4. Algunas propiedades de las funciones golarﬁs. Las siguientes propiedades, men-
cionadas en [DP02, 3.5], se siguen del hecho que R y R son una conexién de Galois (3.5).
Sean A, A", A; C Gy B,B',B; C M para j € J.

— ———
R=RRR (dos p. d. ganan a una p. i.), (3.18)
I e

R=RRR (dos p. i. ganan a una p. d.),

=l
_
[
D)
=)
£

(p. d. hala U como N), (3.19)

<
m
<
<
m
<

(p i. hala U como N),

oy
_
RS
[
)
=1
=

jeJ jeJ
ACA = R(A)D R(A) (p. d. invierte el orden), (3.20)
BCB = <E(B) D ﬁ(B’) (p. i. invierte el orden),

ACA = <E(A) C %(A’) (contonear preserva el orden), (3.21)
BC B = %(B) C %(B’) (cantonear preserva el orden),

(cantonear es expansivo), (3.22)

e

IN
=i =1l

=

s
N
E

(contonear es expansivo).

Se aprecia que el cantonear y el contonear son operadores clausura. También se sigue, de
manera directa, las siguientes propiedades que se usaran mas adelante. Sea R = (G, M, R)
un Contexto y supongase que A C Gy B C M, entonces

R(4)= () E({a}) por (3.19), (3.23)
ac R(B)&BC R({a))y acG por (3.5). (3.24)

También se tienen las correspondientes sentencias duales dadas por la reflexion.

3.3. Reticulos de comprension y extension

Como se muestra en [GW99], si en un Contexto R = (G, M, R), un conjunto de sujetos
A C G es un punto fijo de un contonear de R entonces A se llama una extension de
R. Dualmente, si un conjunto de atributos B C M es un punto fijo de un cantonear de
R entonces B se llama una comprensiéon de R. En el ejemplo 3.1.5, una comprension
de cualquiera de las personas es un conjunto de estados emocionales, y una extension es
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un conjunto de acciones. Por esta definicién y por la Propiedad 3.18 se tiene la siguiente
equivalencia para cualquier AC Gy B C M:

-
A es extensién & A = ]_f(A) (extensién ignora contonear), (3.25)
—
B es comprensién < B = ﬁ(B) (comprensién ignora cantonear), (3.26)
ha — = —
[A=R(A)y B= R(A)] < [B= R(B)y A= R(B)]. (3.27)
En (3.27) se relaciona una extensién A con su dual, una comprensién B. La pareja (A, B)

que satisface ambos lados de la equivalencia (3.27) es llamada un concepto de R.

La familia de todas las comprensiones My de un Contexto R = (G, M, R) es una TN-familia
(y por lo tanto un reticulo completo) [DP02, 3.6, llamado el reticulo de comprensién.
Este se puede definir de tres formas:

Mg = {BCM|B=R(B)} (3.28)
~(Rw)|Bc M) 5.20)
— {ﬁ(A) | AC G} (reticulo de comprension). (3.30)

Es facil de ver que el conjunto (3.28) esta incluido en el conjunto (3.29). Al mismo tiempo,
el conjunto (3.29) estd incluido en el conjunto (3.30). Pgra ver que el conjunto (3.30) estd in-
cluido en el conjunto (3.28) es suficiente hacer B = R(A) y aplicar la propiedad que dos
polares derechas ganan a una polar izquierda (3.18).

Dualmente, la TN-familia construida por todas las extensiones de un Contexto R es un
reticulo completo llamado el reticulo de extension y se denota por Gr.

Gr:={ACG|A= %(A)} (3.31)
(R4 |Acc) (3:2)
= {?(B) | BC M} (reticulo de extensidn). (3.33)

Los reticulos de extensién y de comprensién son antiisomorfos. En la literatura se conoce
mas el reticulo conceptual formado por todos los conceptos ordenados por la contenencia
de las extensiones.

El reticulo de extensién y comprension permiten caracterizar el cantonear y el contonear,
aplicando (3.23) y (3.24) a (3.30). (Vease también (2.14) o (5.4)). Por lo tanto, se tiene para
todo ACGy BC M,

(B)=(VLeMr|BCL}, (3.34)

=T =0

(A)=({Legr|ACL} (3.35)
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3.3.1. Ejemplo con conjuntos ordenados.

Considérese el Contexto de estructuras ordenadas presentado en la siguiente tabla (para
las definiciones pertinentes puede consultar [DP02] y [AJ94]). Los sujetos son conjuntos
ordenados estudiados frecuentemente en la literatura, y los atributos son algunas de sus
propiedades mas elementales.

Se presenta luego el reticulo conceptual correspondiente el cual fue generado usando el pro-
grama ToscanaJ.

RS < | 8
5} NS < '%
o < Q = ]
- Q > | = o0
ol Sl =1 = = =
2| = R = =12 e
5 Nas} %4 Sy % Sy é)o %‘
E E n E 155} E < wn
Semireticulo de sups X
Semireticulo de infs X
Reticulo X | X
Reticulo completo X | X |X | X |Xx |X X
Reticulo algebraico X | X | X | X |X | X |X |X
dcpo X
dcpo algebraico X | x
dcppo X X
Semireticulo completo | x X X X
Dominio X X X | X | X
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sup dirigidos su" de f|’n|tos
semiret. sup.

méaximo
sup de no vacios

reticulo completo

reticulo algebraico

A continuacién se presentan cuatro diferentes contextos inspirados en los ejemplos 1.2.4,
1.2.5y 1.2.6.

3.3.2. Ejemplo de un Contexto de cadenas binarias. Sea Ry = (Gx, My, Ry) en
donde:

. ¥ ={0,1}.

s Gy = X"\ X" El conjunto de todas las cadenas infinitas de ceros y unos. Una cadena
infinita se representa por (dod; ...) en donde d; € {0,1} con i € N.

s My = ¥*. El conjunto de todas las cadenas finitas de ceros y unos. Una cadena finita
se representa por (cocq ...c,) en donde ¢; € {0,1} coni=0...n, n € N.

v ((dody...),(coc1...cpn)) € Ry < (¢;=d;i=0...n).

Una comprension consiste en los prefijos de una determinada cadena. El reticulo de com-
prension sin el tope es isomorfo a ¥**, el conjunto de todas las cadenas de ceros y unos,
ordenadas por prefijos.

3.3.3. Ejemplo de un Contexto de funciones sobre N. Sea R; = (G, My, Ry) en
donde:

» Gy =(N—{0,1}) = el conjunto de todas las funciones de N que van a cero o a uno.
Una funcién se representa con f.
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» M; =N x{0,1}. El conjunto de todas las parejas ordenadas donde la primera com-
ponente es un numero natural y la segunda componente es cero o uno. Una pareja
ordenada se representa con (a,b).

. <f7 <CL,b>> S Rf = f(a) = b

Una comprensién es el grafo de una funcién parcial. El reticulo de comprensién sin el tope
es isomorfo a (N = {0,1}), el conjunto de todas las funciones parciales de N en {0, 1},
ordenadas por contenencia de grafos.

3.3.4. Ejemplo de un Contexto de intervalos racionales. Sea Rq = (G, Mg, Rg) en
donde:

» Gp =1[0,1]NQ, el conjunto de los nimeros racionales entre 0 y 1 inclusive. Un nimero
racional se representa con la letra ¢ o en binario como una cadena infinita 0.z92; ...

donde z; € {0,1}.

» My ={(p,r) C[0,1]NQ | p,r € Qy p <r}. El conjunto de los intervalos abiertos de
nimeros racionales entre cero y uno. Un intervalo se representa con (p,r).

= (q,(p,7)) € Rg & q € (p,7).

Una comprensién consiste en todos los intervalos de Mg que contienen un determinado
intervalo. El reticulo de comprensién es anti-isomorfo a un conjunto de intervalos entre cero
y uno ordenados por contenencia.

3.3.5. Ejemplo de un Contexto de subconjuntos de niimeros naturales. Sea Ry =
(Gn, My, Ry) en donde:

= GGy = N. El conjunto de los nimeros naturales. Un ntimero natural se representa con
J-

s My = p(N). La familia de subconjuntos de niimeros naturales. Un conjunto de niimeros
naturales se representa con A.

» (jA) e Ry je A

Cada conjunto de naturales es una comprension y el reticulo de comprensién es p(N).

3.3.6. Ejemplos de Contextos que enlazan el Contexto de las cadenas binarias con
los otros Contextos. Antes de definir los nuevos Contextos vamos a resumir los anteriores



34 3 Funciones Polares

en la siguiente tabla.

Ejem G M R

Rs DO Iy ¥ ((dydy . ..), (cocr - .. ¢p)) € Ry
3.3.2 (dody .. .) (cocy - .- Cn) < (g=d;,i=0,...,n)
Ry | (N=A0,1}) | Nx{0,1} (f (a,0)) € Ry

3.3.3 f (a,b) & fla)=0b

Ro | [0,11C€Q | {(p.7)lp,r€CGq} (g, (p,7)) € Rg

3.34 | ¢=0.2021 ... (p,7) < q € (p,r)

Ry N p(N) (J,A) € Ry

3.3.5 J A S Aeg

En la primera columna de la siguiente tabla estan los conceptos que usan los sujetos o
atributos definidos en los anteriores ejemplos, en la segunda columna se definen las relaciones
binarias en funcién de un objeto o un atributo definido en el ejemplo correspondiente.

<Gf,M2,ng> f, (cocl...cn)) S Sf,z) = f(Z) =c¢,1=0...n

0.2021 ..., (coC1 ... ) € Sox & 2 = ¢;,i=0...1n

Ji(cocr...cn)) €S & j<nyc =1
(dody ...),(a,b)) € Syy <= d, =D

(dody .. .), (p,7)) € Ssp < 0.dody ... € (p, 1)
(Gs, My, Sen) | ((dody...),A) € Ssyn i€ A—d,=1,ieN

{
(
GNaMXbSNZ) <
{
{

Estos ejemplos seran desarrollados en las siguientes secciones: 3.4.3, 4.1.2, 4.1.4, 5.1.3, 6.1.2,
712y 7.1.3.

3.3.7. Propiedades de los contextos. Cuando dos Contextos tienen el mismo reticulo
de comprension, también tienen otras propiedades en comun, que seran utiles para mostrar
la equivalencia de categorias en la proposicién 5.2.3.

3.3.8 Proposicién. Sean Ry = (G, M1, R1) y Re = (G, My, Ry) dos Conteztos con
My = My = M. Entonces, las siguientes sentencias son equivalentes.

MR1 = MR2> (1)
—> ——
RiR; = RyRs, (ii)
— —r—— — ———>
R1 = R2R2R1 Yy R2 = RlRlRQ. (111)

Demostracion. (i) = (ii). Suponga que B C M,

RiR\(B) = ({L € Mg, | BC L} por (3.34),
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= m{L € Mg, | BC L} por hipdtesis,
——
= RyR»(B) por (3.34).
(i) = (iid).
—_,—— e —
R2R2R1 = RlRlRl = Rl por hipétesis y (318),
—_,—— e —>
RlRle = R2R2R2 = Rg por hipétesis y (318)
(i) = (i).
L€ Mg, = (34, CGI)L = Ry (A1) por (3.30),
———
= (ElAl Q Gl)L = R2R2R1 (Al) por hipétGSiS,
— ——
= (ElAQ - GQ)L = RQ(AQ) haciendo A2 = RgRl(Al),
= L e Mg, por (3.30).

Se probé que Mp, C Mpg,. Pero como My, v Mg, son arbitrarios, entonces se puede
concluir que Mp, = Mp,. O

Para todas estas propiedades se puede obtener una propiedad dual, pero sélo se mencio-
nard cuando se necesite. La siguiente proposicion muestra que cantar es una conexion de
Galois entre dos reticulos de comprension.

3.3.9_>£rop0sici6n. Sean Ry = (G1, M1, Ry) y & = (G1, M+, S1) dos Contextos, se tiene
que S1Ry es la adjunta derecha de una conexion de Galois_q)zﬁ preserva el orden entre las
comprensiones de Ry y las comprensiones de S;. Mas aun RS es la adjunta izquierda.

Demostracion. Sean By € Mg, y By € Mg, comprensiones de R; y &) respectivamente.

——
S1R1(B1) 2 By

— — —
<~ Rl(Bl) - Sl(Bg) 51 es CG (35),
= — —
& Ri(By) 2 R1S1(Bs) R; invierte el orden (3.20),
& By D J?IE(BQ) By ignora cantonear (3.26). O

Usando la reflexién sobre S; se puede obtener una proposicion que permite concluir que
contares de 3.15 forman una conexién de Galois entre los reticulos de extension.

3.4. Ignorando cantonear y contonear

Asi como se necesita que la comprension ignore cantonear para probar que la composicién de
dos polares forman una conexién de Galois (proposicién 3.3.9), también se va a necesitar que
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un Contexto ignore cantonear para probar que la composicién de tres polares es una conexion
de Galois (4.10). Pero primero se necesita definir cémo un Contexto &) = (G, My, S1) ignora
el cantonear del Contexto Ry = (G, M1, Ry). Se pueden considerar cuatro diferentes formas
de ignorar un cantonear:

Si({g}) = RuSi({g})  paratodo g € G,
N SN
Sl = R2SI7
— =
Sl = SIR27
— =
S1({m}) = SiRy({m})  para todo m € M,.

Podria parecer sorprendente que las primeras tres sentencias son equivalentes entre si, pero
la ultima no lo es, como se puede observar en el contraejemplo 3.4.2. El siguiente teorema

va a permitir encontrar una caracterizacién més conveniente para los enlaces (vea la seccion
4.1).

3.4.1 Teorema (Ignorando contonear o cantonear). Si (G, M1, Ry), (G2, Mo, Ro) ¥y
(G, M4, S1) son Contextos. Las siguientes tres igualdades son equivalentes entre si.

Si{g}) = RaSi({g})  para todo g € G, ()
S SN
S1 = RyS (S, ignora cantonear), (ii)
— =
S, = S R,. (iii)

Dualmente, las siguientes iqualdades son equivalentes entre si.

E({m}) = Eigl({m}) para todo m € Mo, (iv)
Sp = RSy, (v)
5_*; = _1>§1) (S1 ignora contonear). (vi)

Es sorprendéntemente sencilla de entender esta demostracién y no refleja para nada el tra-
bajo que requirié encontrar esta relacion. De hecho fue casi al final de este trabajo que se
encontrd que los axiomas con que se habian trabajado eran equivalentes a los del enlace y
por lo tanto fue necesario reescribir practicamente todo el documento unificando la notacién
con la de los enlaces.

Demostracion. (i) = (ii) Para todo A C G,

Si(4) = (Si({a}) S hala U como N (3.19),

acA



3.4 Ignorando cantonear y contonear 37
———
= ﬂ(RgRgSl({a})) por hipdtesis,
CiA —— —
= Ry(|J (R251({a}))) R, hala U como N (3.19),
acA
= RaRoRa(| ) (RaSi({a}))) Rs doble gana (3.18),
— aei(——) —
= RoRo([ | (RaRaS1({a}))) R, hala U como N (3.19),
acA
= R Ry([)(Si{a}))) por hipdtesis,
—><—i€A —
= RyRyS1(A) S1 hala U como N (3.19).
(ii) = (i) Es evidente.
(il) = (iii) Suponga que A C Gy B C M,
— —
= . .
< RyS1(A) D B por hipdtesis,
—— —
= R251<A) - RQ(B) Rg es CG (35),
— =
& RyS1(A) O Re(B) R, invierte el orden (3.20),
— =
< S1(A) D Ry(B) por hipétesis,
—=
<~ A Q 51R2<B) Sl €S CG (35)
(iif) = (ii)
— ——— —
S1 = 51515 S doble gana (3.18),
— e —
= S1(S1R2Ry) Sy por hipdtesis,
e e —
= (5151)RaRySy composicion es asociativa,
——— =
2 RoRy S Sy es expansiva (3.22),
— =
o5 R2 es expansiva (3.22).
La segunda parte se sigue de la primera reflejando sobre S;. U

3.4.2 Ejemplo. En la tabla
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mi om? om3 my m3 m3 mi|S
g | X X g | X X X | g
g | X X g | X X X |g
gi | X gi | X g1
Ry |mi m3 m} my m3 m3 mj

g | X X X | g
g | X X X g
92 | X 9
Ry | mi m2 m3 mj

se muestran tres relaciones binarias que no satisfacen (vi) del Teorema 3.4.1.

SUgt g?) = {mbomd} # (md} = S RI({g 6.

— - )
pero para todo g€ Gy, S ({g}) = S1R1({g}), se mantiene porque

| w] »|

S({g

{l}) = {mi} = S R({gl}).

«—

({g?}) = {m3, m3, mi} = S R({g?}),

) = {mb,m2,mi} = S R({g}}).

3.4.3. Ejemplos. La siguiente tabla retoma los ejemplos 3.3.6 e indica cudles ignoran con-

tonear y cuales cantonear.

Contexto 1 | Contexto 2 | Rel Bin | Ig. contonear | Ig. cantonear
Rs Ry Ssf No S1
Rs Ro Svo St S1
Rs R Sy St No
Ry Rs Sy S1 S1
Ro Rs Sos S1 S1
R Rs Snw St No

Una de las propiedades mas importantes que deben cumplir el cantar y el contar es preservar

las intersecciones; se verda que esto se obtiene si se ignoran el contonear y el cantonear,

respectivamente.

3.4.4. Cantonear y contonear preservan intersecciones. Para los siguientes tres Con-
textos <G1, Ml, R1>, <G2, MQ, R2> y <G1, MQ, 51> se tiene que
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» si S) ignora contonear (i. e. satisface (iv), (v), (vi) del Teorema 3.4.1)) y B es una
familia no vacia de comprensiones de R, entonces

S—{ﬁ( m (B)) _ ﬂ (S—>'1<R_1<B)) <Sl preserva N ) . (3,36)

BeB BeB de comprensiones

» si S; ignora cantonear (i. e. satisface (i), (ii), (iii) del Teorema 3.4.1) y A es una familia
no vacia de extensiones de R, entonces

PRI —— S| preserva
SiRy([)(A) = [ (S1R2(A)) ( P ) ) (3.37)

AcA AcA de extensiones

(3.36) se debe a

SR () (B) = SiRi(() (RiRx(B))) (VB € B)B = Ri(B) (329).
- = ?E}?Bl)e(gu (E(B))) Ry hala U como N (3.19),
= _{( U (}%e(BB))) por hipétesis,
= ﬂiz_’?’E(B)) S_’{ hala U como N (3.19).
BeB

(3.37) se prueba reflejando sobre S1.
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Basado en los resultados del capitulo anterior se construye la categoria de los enlaces y se
compara con la categoria de los espacios de Chu.

4.1. Enlaces

En [GW99, Def. 69] se definen los enlaces. En esta definicién el mismo simbolo puede estar
refiriéndose a funciones polares diferentes, por lo que puede requerir un esfuerzo adicional
distinguir a qué funcién polar se refiere cada simbolo. Por esta razén en este documento vamos
a trabajar las funciones polares de un enlace de igual manera que se trabajan las funciones
polares de un Contexto. Con nuestra notacion la definiciéon de enlace es la siguiente.

4.1.1. Definicién de enlace. Un enlace se define como una tripla S; = (R, R, S1)
donde Ry = (G, M1, Ry) y Ry = (Go, M5, Ry) son Contextos, y S1 € Gy x M, es una
relacion binaria tal que

H
» S1({g}) es una comprensién para todo g € G1,

. E({m}) es una extensién para todo m € Gj.

Cada uno de estos dos axiomas son equivalentes a cada uno de los siguientes axiomas,
respectivamente.

= Si({g}) = RSi({g}) para todo g € G,
. E({m}) = Eigl({m}) para todo m € Gj.

Estos axiomas coinciden con las definiciones de ignorar cantonear y contonear. Ahora pode-
mos escoger entre las diferentes posibilidades dadas por el Teorema 3.4.1. Para la definicion
de enlace vamos a usar los axiomas

S1 = RSy (S; ignora cantonear), (4.1)

— —=
S1 =511 (S ignora contonear), (4.2)
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ya que con estos axiomas podemos satisfacer de manera inmediata los axiomas de las iden-
tidades de una categoria (1.3). Al parecer la falta de estos axiomas es, a mi entender, la
razén para que no se haya definido previamente en la literatura la categoria BOND. Dispo-
ner de esta categoria permite relacionarla con otras categorias existentes. Se mostrara que la
categoria BOND es equivalente a una cierta categoria de interestructuras (ver Capitulo 5).

Si no hay confusion, un enlace §1 = (R, R2, S1) serd referido simplemente como Sj.

4.1.2 Ejemplo. De acuerdo con la tabla del ejemplo 3.4.3, se tiene que las siguientes triplas
ng = <Rf,R2, sz), Sz@ = <R2,RQ, SZQ> y SQE = <RQ,R2, SQE> Son enlaces.

4.1.3. La categoria BOND. En la categoria BOND los objetos son Contextos y los morfis-
mos son enlaces. La composicién de enlaces se define como en [GW99, prop. 84].

Ro
<R2,R3,52>D<R1,R2,Sl> = <R1,R3,52 |:| Sl>, (43)

R2 . . » . . . 7’ .
donde Sy [ 57 es la composicion de relaciones binarias 57 y Sy a través de Ry definida
como

R ———
52 L] Sl = {(g,m) c G1 X M3 | m € SgRgSl({g})} (44)

R
Si Ry es implicito, la composicién S5 D2 S1 sera denotada como S3[1S7. Si no hay confusion,
la composicién (Ra, R3, So)(R1, Ra, S1) serd también denotada como S,[1S].

El enlace identidad de un Contexto R = (G, M, R) es definido como el enlace
idr = (R, R, R). (4.5)
Si no hay confusién, un enlace identidad idgr = (R, R, R) puede ser denotado como R.

4.1.4 Ejemplo. Al componer los enlaces Sz = (Rf, Ry, Srn) ¥ Sso = (Rx, Ro, Sxo);
del Ejemplo 4.1.2, se obtiene el enlace Syg = (R, Rq, Srg) en donde [(f, (p,q)) € Sio| &

0.-£O) (M) f(2)-.. € (p, )]

Antes de probar que la categoria BOND esta bien definida, se necesita el siguiente resultado.

4.1.5 Teorema (Caracterizaciéon de la composicién de enlaces). Para cualquier par
de enlaces S = (R1,R2,S1) y So = (Ro, R3, S2) se tiene que
—_ ———
Sol0S51({a}) = SoReS1({a})  para todo sujeto a en Ry,
— e
Sol1S1({b}) = S1R2S2({b})  para todo atributo b en Rs,
— s
SQDSl = SgRgSl,
— D
SQDSl = SlRQSQ.
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Demostracion. Prueba de (4.6). Es directo de las definiciones de composicién (4.4) y funcién
polar derecha (3.3).

Prueba de (4.7). Sea a un sujeto de Ry y b un atributo de Rj.

SQDSl ({b}) S>a

BE— —_—

S be SgDSl({a}) SyS; es CG (35),
———

S be SQR251<{CL}) por (46),

& S({0}) 2 BeSi({a}) S es CG (3.5),

& RaSa({b}) C RuSi({a}) R, invierte el orden (3.20),

& Eg)s(_é({b}) C gl)({a}) §1> ignora cantonear (4.1),

& EEE({b}) Sa S; es CG (3.5).

Prueba de (4.8). Sea A cualquier subconjunto de sujetos de R;.

—e—— ———
SR 81 (A) = SaReSi(( ({a})) inmediato,
acA
= S, R(()(Si({a}))) S hala U como N (3.19),
—?<€—14—> ——
= ﬂ (S2R2S1({a})) Sy Ry preserva N de conceptos (3.36),
acA
= ﬂ (52051 ({a})) por la definicién de composicién (4.6),
acA
= S08 (| J({a})) S,015; hala U como N (3.19),
acA
= 5,005, (A) inmediato.
Prueba de (4.9). Es dual de la prueba de (4.8), reflejando sobre Rs. O

Debido a (4.8), (4.9) y a que las polares derechas e izquierdas forman una conexién de Galois
(3.5) podemos concluir que.

e
SoR5S7 v S1R3S; forman una conexién de Galois. (4.10)

Ahora se puede concluir lo siguiente.

4.1.6 Proposicion. La categoria BOND estd bien definida.

Demostracion. Suponga que 81 = (R, Ro,S1) ¥ S2 = (Ra, R3, Ss) son enlaces. Primero, se
necesita probar que S35 satisface las condiciones de ignorar contonear (4.2) y cantonear



4.1 Enlaces 43

(4.1), lo cual se prueba en [GW99, prop. 83]. A continuacién hacemos otra prueba.

—_— =
S50S] = S5 RS, por la composicién de enlaces (4.8),
—— =
= S9RyS51 Ry Sy ignora contonear (4.2),
= S,005, Ry por la composicién de enlaces (4.8).

|

e
L]
@
|
2
I &
|

I
&M
2

por la composicién de enlaces (4.8),

Sy ignora cantonear (4.1),

I
&
R
m
N

por la composicion de enlaces (4.8).

Ahora se prueba que la composicién entre enlaces es asociativa. Para lo cual también se
considera un enlace Sz = (R3, R4, S3).

e e —> e ——>
S3R3(S2ReS1) = (S3R352) RSy composicion de funciones es asociativa,
—— ——

= S3R3(S20057) = (S3052) Re.54 por la composicién de enlaces (4.8),

= S300(5,0051) = (S505,)05, por la composicién de enlaces (4.8),

= S500(S5:0357) = (S3009,)05, equivalencia de polar (3.7) y (3.8).

Finalmente, se necesita probar que la identidad estd bien definida. Un resultado similar se
encuentra en [Gan07]. Sea R = (G, M, R) un Contexto, entonces idg = (R, R, R) es el
morfismo identidad. Ahora suponga que S; = (R1,Rs,51) v So = (R2, R3,Ss) son dos
enlaces, entonces

- =2 .
S1 = Ry5 S1 ignora cantonear (4.1),
— e
= S = RS, por la composicién de enlaces (4.8),
= 51 = R[5 por equivalencia de polar (3.7) y (3.8).

También se tiene

- ==
So = SoR, Sy ignora contonear (4.2),
— e
= Sy = S;0R, por la composicién de enlaces (4.8),
= Sy = S,0R, por equivalencia de polar (3.7) y (3.8).
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4.2. Espacios de Chu

Histéricamente, las construcciones de Chu [Bar79] convierten categorias auténomas (i. e.
categorias monoidales simétricas y cerradas) en categorias auténomas con objetos duales.
Los espacios de Chu surgen al aplicar la construccién de Chu a la categoria de los conjuntos,
junto con las funciones [Gup94, 3.7]. Los objetos de la categoria de los espacios de Chu son
relaciones binarias (Contextos) y los morfismos son las transformaciones de Chu.

4.2.1. Definicién de transformacién de Chu. Una transformacién de Chu (T. Chu)
de un Contexto Ry = (G1, M1, R;) a un Contexto Ry = (G2, Mo, Ry) es un par de funciones
(f,0) con f: Gy — Goyl: My — M para todo g € G; y m € My, tales que

(f(g),m) € Ry = (g,l(m)) € Ri. (4.11)
Cada transformacion de Chu (f,[) induce un enlace Sy; C M; X Gy, definido de la siguiente
forma:

Sri:=1{{g,m) € G1 x My | (g,1(m)) € Ry} (4.12)

={{g,m) € G1 x Mz | (f(g),m) € Ra}. (4.13)

Antes de probar que S;; es un enlace, se necesitan algunas propiedades elementales men-
cionadas en [Zha04, 3.7 y 3.8]. Para todo By C M;, By C My, A1 C Gy y Ay C Gy se
tiene:

Ra( f (A1) = L(Ri(A)), (4.14)
Ri(1(B) = [ (Ry(By)), (4.15)

donde i},i,i y [ son imégenes directa (_,) einversa (_ ) de f: Gy — Gy l: My — M,
definidas como en (3.1) y (3.2).

En (4.14) se representa la polar derecha de Sy y en (4.15) se representa la polar izquierda
de S§; como se muestra a continuacion.

4.2.2 Proposicién. Sea (f, 1) una transformacion de Chu entre los contextos Ry = (G1, M1, Ry)
y Ro = (Go, Mo, Ry), entonces

- —
Sti=Ra( f), (4.16)
—
«— «—
Spa=Ru(1). (4.17)
Demostracion. Sea A un conjunto de sujetos

Spu(4) = (N (Snfa}) Sy, hala U como N (3.19),

a€A
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= N(E({f(@)})) definicién de Sy (4.13),
acA
= R:([J{f(@)}) Rs hala U como N (3.19),
acA
= @(L(A)) imagen directa (3.1).

Ahora, sea B un conjunto de atributos, de manera similar se obtiene

Sra(B) = NS} = NER{O)}) = Ri(L(B)).

beB beB

O

En [Kro05, 4.4.3] se muestra que Sy, es un caso especial de enlace. Aqui se presenta otra
prueba de este hecho.

4.2.3 Proposicién. Toda relacion Sy, inducida por una transformacion de Chu (f,1) es
un enlace.

Demostracion. Sea (f,l) una transformacién de Chu (T. Chu) entre los Contextos Ry =
(G1,M1,Ry) y Ro = (G, M3, Rs), vy sea Sy, la correspondiente relacién binaria, como es
definida por (4.12) o (4.13). Primero se va a probar la condicién de ignorar contonear (4.2).

Sri(A)

[l
=
=
=

polar derecha de Sy; (4.16),
identidades de t. Chu (4.15),

I
[
= =
=

S

= 1 ( (A)) doble gana (3.18),
= Ro( f (R1(A))) identidades de t. Chu (4.15),
ER
—s
= SR (A) polar derecha de Sy, (4.16).

Ahora, se probard la condicién de ignorar cantonear (4.1).

k"a

s
~—
~—

@(A) = polar derecha de Sy, (4.16),

l

doble gana (3.18),

I
S F =
a3
=
=

=
=

polar derecha de Sy, (4.16).00

El siguiente ejemplo muestra que el reciproco de 4.2.3 no se cumple.

4.2.4 Ejemplo. En la tabla
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mi  m? ms mi| S
i X g | X i
gi | X g | X 91
Ri | mi m? mi  m3
9 X |9
9 | X 9
Ry | mi m3

a continuacién se puede ver que S es un enlace porque satisface (4.1) y (4.2),

S0)= My = S 0) = SR0),
S (o)) = (ml} = RS ({al}) = SR ({al)).
S (e} = (md} = RS (a2} = SR,
S(6) = {mi} = mS (@) = SRIGY).

Sin embargo, no hay una transformacién de Chu que genere S, porque las cuatro posibles
funciones 1y, I3, 13,1y : My — M, generan relaciones binarias (4.12) que son diferentes de S
como se puede ver en la siguiente tabla:

T. Chu mi  m3
li(my) = my 9
h(m3)=m; || X X |gi
ly(mj) :=m| X |9
lo(m3) :=mi || X 91
Is(md) :=m? | X g3
Is(m3) == mi X gl
li(mg) ==mi || X X | g}
ly(m3) = m] 9

my  mj

En la Proposicion 4.2.3 se afirma que las relaciones inducidas por transformaciones de Chu
son enlaces. Esto permite tener dos tipos de composiciones para estas relaciones inducidas,
una debida a las transformaciones de Chu y otra debida a los enlaces. El siguiente resultado
muestra que ambos tipos de composiciones son compatibles.
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4.2.5 Proposicién. Sean Ry = (G1, M1, Ry), Ry = (G2, Mo, Ro) y R3 = (G3, M3, R3)
Contextos Yy sean <f1 . Gl — GQ, ll : M2 — M1> Y <f2 : G2 — Gg,lg : M3 — M2>
transformaciones de Chu, entonces

Sf27l2DSf1711 - Sf20f1,l10l2' (418)

Demostracion. Por la equivalencia polar derecha, (3.7) y (3.8), es suficiente probar que

sz,lzmsfhll - Sf20f1,l10l2'

St0Sm 0, = Sf2’l2ESf1’ll por composicién de enlaces (4.8),
—_— =
= R3foRoRs [/ polar derecha de Sy; (4.16),
= =
———
= (ZERQRQRQ fi por equivalencia de T. Chu (4.14),
é
= Iy Eg)fl doble gana (3.18),
— TS
= Eg,)‘fg fi por equivalencia de T. Chu (4.14),
==
H
= R3fo fi inmediato,
—
= Styofi 1ol polar derecha de Sy; (4.16).

O

Esto permite construir el funtor CB de CHU en BOND que deja los Contextos iguales y
convierte las transformaciones de Chu (f,[) en la relacion binaria Sy .



5 Equivalencia de las Categorias
(T)NFAM y BOND

En la seccién 2.3 se definié la categoria (T)NFAM cuyos objetos son TN-familias y sus
morfismos son homomorfismos entre N-familias. Ahora se va a mostrar que esta categoria es
equivalente a la categoria BOND.

5.1. Los funtores BF y FB

5.1.1. Definicién del funtor BF de BOND a (T)NFAM. El funtor BF transforma un
Contexto R = (G, M, R) en su reticulo de comprensién

BF(R)=Mr={BCM|B= %(B)} definido en (3.28),
= {%(B) | BC M} ver (3.29),
—{R(A)|AC G} ver (3.30).

Recordemos que un reticulo de comprension es una TN-familia. BF también transforma un
enlace S = (R, Ry, S) en un homomorfismo entre N-familias

BF(S) = fS : MR1 — MR1 (51)
L SRi(L).

Si no hay confusion, se puede escribir M; en vez de Mg, y f; en vez de fs,, donde 7 es algin
subindice. BF esta bien definido por las siguientes razones.

— —
v si L € Mg, entonces S Ri(L) € Mg, (3.29) porque S ignora cantonear (4.1).

= f5 es un homomorfismo entre N-familias porque los enlaces preservan intersecciones de
conceptos (3.36).

» BF(S5,005,) = BF(S;) o BF(S7) por la caracterizacion de la composicién de enlaces
(4.8).
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» BF(idgr,) = idgr(r,) por la definicién de identidad de enlace (4.5), la definicién de

identidad de homomorfismo entre N-familias (2.6) y la definicién de reticulo de com-

prension (3.29).

5.1.2 Ejemplo. Sea S; = (R4, Rs, S1) un enlace definido por la tabla:

mi m? md mi mi m3 m3| S
g | X X |lg | X X 9i
i X X |gi| X X i
91 X g | X X | g
gi Xlg | X X g1
Ry | mi m? m} mi my mi m3
9 9
9% | X 9
g% | X X 9
g | X X | 9
Ry | mi m3 m3

El diagrama de un homomorfismo entre TN-familias BF(S;) es

BF(R,)

BF(S))

BF(R,)

5.1.3 Ejemplo. Volviendo nuevamente al Ejemplo 3.3.6, el funtor BF transforma el contexto

Rs: en el reticulo de comprension que, sin el tope, resulta ser isomorfo a >**, el isomorfismo

convierte una comprension en el prefijo mas grande que tienen todas las cadenas de la

comprension.
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El funtor BF también transforma el contexto R en el reticulo de comprension el cual resulta,
al quitarle el tope, ser isomorfo a (N = N).

En ambos casos se puede considerar el tope como un caso contradictorio.

La relacion Syx = (Ry, Ry, Syy) es transformada por este funtor en una funcién que le
asigna, a una funcién total o parcial f : N — {0, 1}, la cadena de ceros y unos dod; . . ., tal
que d; = f(i). Esta cadena es infinita si f es una funcién total. En caso contrario, la cadena
es finita, de longitud n, con n el menor entero tal que f(n + 1) no esta definida.

5.1.4. Definicién del funtor FB desde (T)NFAM hacia BOND. El funtor FB transforma
una TN-familia (M, X) en el Contexto Ry = (M, X, Ry), donde Ryy € M x X es la
relacion binaria 3,

Ry ={(L,z) e M x X | L > z}. (5.2)

El funtor FB transforma un homomorfismo entre N-familias f : M; — M,y en el enlace
St = (Rmys Rmy, Sy) donde Sy € My x X, es la relacién binaria 3,

Spi={(L,z) € My x X | f(L) > z}. (5.3)

5.1.5 Ejemplo. Sean (M, X;), (My, X5) las dos TN-familias del Ejemplo 5.1.2, donde

Xq = A{x1, 29, 3,24},

Xo = {1, 19, 23},

My = {0, {za}, {21, 24}, {2, a} {23}, {21, 22, w3, 241},
My = {0, {z1}, {1, 22}, {z1, w3}, {21, w2, 23},

y sea f: M; — My un homomorfismo entre N-familias definido por

f(0) = {x}, f({za}) = {21, 22},
[z, 24}) = {21, 12}, f({me, 24}) = {21, 12},
f({zs}) = {z1, 23}, f({@1, 22, 3, 24}) = {21, 72, 73}

Entonces, FB(f) es
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T1 To X3 T4 Ty Ty T3 S
0 X 0
{z1,24} | X X | Az, | X X {1, 24}
{9, 24} X X | Az} | X X {9, 24}
{ws} X {ws} X X {ws}
{wa} X {za} X X {4}
ey voxox | U g ox x| b
T3, Ty} T3, T4} T3, Ty}
R T1 Xy Ty Ta T1 Ty X3
0 0
{21} X {a1}
{z1, 22} X X {z1, 22}
{z1, 23} X X {z1, 23}
{z1, 29,23} | X X X | {x1, 29,23}
Ro T1 Ty X3

Para probar que FB esta bien definido, se necesitan algunas de las siguientes propiedades.

5.1.6 Teorema. Sea f; = (M, X;) — (May, Xo) un morfismo de (T)NFAM. Asuma que
ACX,, LeM; y0#N C M. Entonces se tiene

L=({l'eM,|LCL}

Ron(A) ={L' e My | AC L'}

SpN) = ANV

Ry (A) =L e My | AC L}

Sy Ron, (L) = fi(L)

L€ Rm,Sn(N) & AV S L

N de
comprensiones | ,
mayores

familia de

compre’nsiones s

mayores
(imagen de N),
(cantonear es una N),

(canta'r‘ recupera f1)7

(elementos del contar).

Si fo = (Mo, Xo) — (M3, X3) es otro homomorfismo entre N-familias, entonces

SR SHN) = falfi((N)



52 5 Equivalencia con (T)NFAM

-

= Styor, (N) (imagen de la imagen de N).

Demostracion. El inciso (5.4) fue mencionado en (2.14), su demostracién es sencilla:
(C) Para todo L', se tiene que L C L'.
(2) Como L € M; se hace L =L'.

Prueba de (5.5). Es inmediato de la definicién de Rp4, (5.2) y funcién polar derecha (3.3).
Prueba de (5.6).

»S_ﬁ>(N) = »S_ﬁ>( U {N}) inmediato,
NeN
- ﬂ @({N}) Sy, hala U como N (3.19),
NeN
— ﬂ f1(N) por la definicién de Sy (5.3),
NeN
— fl(ﬂj\/') f1 preserva N (2.6).

Prueba de (5.7). Esto se deduce del hecho de que las conexiones de Galois generan operadores
clausura (2.22). También se sigue de (5.5) y (5.6) donde f; = idp,.

Prueba de (5.8). Se sigue de (5.4), (5.5) y (5.6). Prueba de (5.9).

L € RupSp(N),
fi(

s Le <R_M2( ﬂ./\/)) imagen de N (5.6),
& Ru({L}) 2 A(OV) Ras, es CG (3.5),
< LD fi( ﬂ./\/ imagen de N (5.6).

Prueba de (5.10). La primera identidad de (5.10) se sigue de

Sr R SaW)
= S—f;({L e M, | fl(ﬂ/\f) CL}) por elementos del contar (5.9),
= f((ML e M2 | (V) S L}) por imagen de N (5.6),
= (A()N) por L= (] L' (2.14).
LCL'eM
La segunda identidad de (5.10) se sigue de (5.6). O

FB esta bien definido por los siguientes hechos:

» FB(fs) es un enlace porque ignora cantonear (4.1) (al reemplazar f, por la identidad
n (5.10)), ademés ignora contonear (4.2) (al reemplazar f; por la identidad en (5.10)).
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» FB(fy0 f1) = FB(f2)OFB(f;) por el Teorema de Caracterizacién de Composicién de
Enlaces (4.8) y la imagen de la imagen de N (5.10).

» FB(idpy,) = idgr(m,) por la Definicién del Enlace Identidad (4.5) y la definicion del
homomorfismo identidad entre N-familia en la seccidén 2.3.

5.2. La equivalencia categorica

Primero se va a mostrar que la composicion BF-FB coincide con el funtor identidad de
(T)NFAM.

5.2.1 Proposicién. i (M, X) y (M’ X"} son dos TN-familias y f: (M, X) — (M’ X')
es un homomorfismo entre N-familias entonces

BF-FB (M) = M, (i)
BF-FB (f) = f. (ii)
Demostracion. Para mostrar (i), es suficiente ver que M = Mpg,,, que se tiene por la

definicién de funtores BF, FB y el reticulo de comprension Mg (3.30).

L€ Mg, < (N C M)L = Ru(N) por la def. de My (3.30),
S (AN CM)L = ﬂ/\f imagen de N (5.6),
(=) def. de N-familia (2.1),
s LeM .
(<) haciendo N' = {L}.

Con (iﬁn de mostrar (ii) es suficiente probar que para todo ' C M se tiene que f (]TM (N)) =

fs;(Raa(N)) = SrRm(Raa(N))  por la def. de fs (5.1),
= f(ﬂ/\/) por imagen de la imagen de N (5.10),
= f(]ﬂ(/\f)) por imagen de N (5.6). O

5.2.2. Definicién del isomorfismo natural N. Aunque la composicién de los funtores
FB-BF no corresponde al funtor identidad, como se puede deducir de los Ejemplos 5.1.2 y
5.1.5, si genera un isomorfismo natural en BOND.

N :={Nz | R es un Contexto} (5.11)
donde

NR = <RMR7R7RMR>7 (512)
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RMR = <MR, M, RMR> = FB-BF (R)
El inverso de Nz corresponde a

Nt = (R, R, R).

(5.13)

(5.14)

Antes de probar que N estd bien definido vamos a ver que para cualquier Contexto R y su

imagen FB-BF (R) generan el mismo reticulo de comprension.

5.2.3 Proposicién. Sea R un Contexto, entonces

M'R = MRMRv
—— —_—
R R = Ry, Ry,

e e — — =

= RMRRMRR Yy RMR = RRRMR,

— — =

= RRMRRMR Yy RMR = RMRRR,
RMR R

:RMR ] RyRMR:RDRMR.

R
H
R
R

Demostracion. Primero se va a probar (5.16). Asuma A C G.

==

Rain(A)
= (R ({L}) |
AC (L)), Le Mg} porque R(A) = () L (339)
ACLeM
- ﬂ{L EMr|ACL} por imagen de N (5.6),
— %(A) porque %(A) = () L (335
ACLeM

Se tienen (5.15) y (5.17) por la equivalencia de la seccién 3.3.8.

Se tiene (5.18) por la equivalencia de cantonear y contonear, vea 3.4.1.

5.15
5.16
5.17
5.18

o~ o~ o~
—_— ~— ~—  ~—

(5.19)

Para probar (5.19) se parte de (5.17) y aplicando el Teorema de Caracterizacién de Compo-

siciones de Enlaces (4.8) se obtiene

%
—
R

— R —_— R
R:RMR | Ry RMR:RDRMR-

Finalmente, se aplica la equivalencia de polar derecha (3.7) con (3.8).
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5.2.4 Proposicién. Sea R = (G, M, R) un Contexto, entonces:

Nz y N son enlaces, (5.20)
NRON! = idpg, (5.21)
Nz'ONg = idg,,, (5.22)

Demostracién. Prueba de (5.20). Nz y Nz' son enlaces porque ignoran contonear (4.2) e
ignoran cantonear (4.1), por (5.17) y (3.18).

Prueba de (5.21).

NRONZ!
R
=(R,R,Rm, O R) por composicién de enlaces (4.3),
=(R,R,R) porque Ry ,0R = R ( 5.19),
= idg por id de enlaces (4.5).

Prueba de (5.22).

N 'ONR
= (R, Rmp, R)O(R My R, Ramy,)
R

= (Rmp Ry, RO Rpmy,) por composicién de enlaces (4.3),

= (Rmp Rvtn, Bmz) porque RORwz, = Rum,, ((15.19),

= idpy,,, por id de enlaces (4.5).

]

Se va ahora a probar que el isomorfismo natural N' conmuta de manera adecuada.
5.2.5 Proposicién. Sea S = (R, R, S) un enlace, entonces

SONR, = Nz OSy,. (5.23)

Demostracion. Por la definicién de composicién de enlaces (4.3) hay que probar

RMR2

R
SDRMRI :RMR2 ] st,

y por la equivalencia de polar derecha (3.7) and (3.8) es suficiente probar que

Rpap,

SDRMRl :RMR2 ] st.
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Para lo cual asumimos N’ C Mp,.

R

Rz, O S (N)

= m m STS) (N) la composicién de enlaces (4.8),
— fs(mj\/') imagen de la imagen de N (5.10),
= SR(N) def. de fs (5.1),

= ?E(M(/\/’)) imagen de N (5.6),

=95 % Ry, (N) la composicién de enlaces (4.8).

Ahora se puede concluir el principal teorema de esta seccion.

5.2.6 Teorema. Las categorias BOND y (T)NFAM son equivalentes.

Demostracion. La equivalencia entre BOND y (T)NFAM es dada por la siguiente cuadrupla
<FB, BF, id(T)ﬂFAM; N>, donde

= BF : BOND — (T)NFAM es un funtor por la Proposicién 5.1.1.
» FB: (T)NFAM — BOND es un funtor por las Proposiciones 5.1.4 y 5.1.6.

w id(mynram = {idr | M es una TN-familia} es la clase de las identidades de la categoria
(T)NFAM, la cual corresponde al isomorfismo natural de la composicion BF-FB (ver
Proposicién 5.2.1).

» N :FB-BF 5 idpgy, esun isomorfismo natural por las Proposiciones 5.2.4y 5.2.5. O
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En [ZS06, 6.1] se definen los conceptos aproximables, donde la principal idea es que el
concepto puede ser aproximado a partir de conjuntos finitos. En este capitulo introducimos
la definicion de Contexto aproximable en el cual todo concepto es aproximable.

Estos conceptos han sido usados para formar la categoria CXT [HZ04, Teorema 3]. Sin em-
bargo, los morfismos de esta categoria no son enlaces. A continuacién definimos la categoria
APX formada por los Contextos aproximables y la versién aproximable de los enlaces. Al
parecer las categorias CXT y APX no son equivalentes. Al final del capitulo se muestra la
equivalencia de la categoria APX con una categoria de N-familias algebraicas.

6.1. Contexto y enlace aproximable

6.1.1. Definiciéon de Contexto aproximable y enlace aproximable. Un Contexto
aproximable es un Contexto R = (G, M, R) en el cual el cantonear de un conjunto es la
unién de cantoneos de sus subconjuntos finitos. Esto es, para todo subconjunto B de M se
tiene

= =

R(B) = U (R(K)) (unién cantoneos conjuntos finitos). (6.1)

KeB

Se recuerda que K & B significa que K es un subconjunto finito de B.

Un enlace aproximable es un enlace donde R y R son Contextos aproximables y para
todo subconjunto B de M; se tiene

S_’{E(B) = U (ﬁE(K)) (unién cantares conjuntos finitos). (6.2)
KeB

Debido a (2.8) se puede concluir que si S; = (R4, Ra, S1) es un enlace, entonces S; es un
enlace aproximable si y sélo si para cualquier familia dirigida D C p(M;) de conjuntos de
atributos de R, se tiene que

S_’{E(U(D)) = U (S_’{E(D)) (cantares preservan L/). (6.3)

DeD
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6.1.2 Ejemplo. Los Contextos Ry, Ry y Rg del Ejemplo 3.3.6 son Contextos aproximables,
pero Ry no lo es, ya que si B consiste en los conjuntos cofinitos que contienen el 1, entonces
— —

{1} € E\;(B) pero {1} € Ukep <R_N(K). El enlace Sy = (R, Ry, Syx) es aproximable.
6.1.3. Definicion de la categoria APX.

(1) Los objetos de la categoria son Contextos aproximables.
(11) Los morfismos son enlaces aproximables.
(1) La composicién es la composicién de los enlaces.

(1v) La identidad de un Contexto aproximable R es la misma identidad de los enlaces.

6.1.4 Proposicién. La categoria APX estd bien definida.

Demostracion. Se necesita probar que la composicién de dos enlaces aproximables &1 =
(R1,R2,51) vy Sa = (R2, R3, Sa) es aproximable. Sea B C M,

—_——
So0S1 Ry (B)
— e —
= S9RyS1Ry(B) por la composicién de enlaces (4.8),
— —
= SoRs( U (S1R1(K))) unién de cantares de conjuntos finitos (6.2),
KeB

= | (SeRaS1 R (K)

—>—
S1R; es monétono (3.20) y
—>—
SaRy preserva uniones dirigidas (6.3),

KeB
© ——
= U (S,0S1 Ry (K)) por la composicién de enlaces (4.8).
KeB

También se requiere probar que la identidad Zgr, = (Ry, Ry, R1) (4.5) de un Contexto R es
aproximable y esto se obtiene porque R; es aproximable. O

6.2. Equivalencia de las categorias APX y (T )UNFAM

Basados en la equivalencia (FB,BF,id1)nram, N) del Teorema 5.2.6 vamos a probar la
equivalencia entre APX y (T)UNFAM, para lo cual vamos a definir lo siguiente:

s AF es el funtor BF restringido a APX.
» FA es el funtor FB restringido a (T)UNFAM.

s V' = {Nr € N | R es aproximable}, donde N es el isomorfismo natural definido en
(5.11).
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Se probard la equivalencia de subcategorias usando el resultado de la seccién 1.1.5 y [ZS06,
6.3].

(1) Si R = (G, M, R) es un Contexto aproximable entonces Mg := BF(R) es una TUN-
familia porque si D C Mg es una familia dirigida, entonces se tiene

—
U D= U (RR(D)) por la definicién de My (3.29),
DeD DeD
— ——
= RR( U D) R R preserva uniones dirigidas (6.3).
DeD

entonces |JpepD € Mg por la definicién de Mz (3.29).

(11) Si & = (R4, R2,S) es un enlace aproximable entonces fs = BF(S) es un homomor-
fismo entre LN-familias porque preserva uniones dirigidas (6.3).

(rr) Si M; es una TUN-familia entonces hay que probar que Ry, = (Gagy, My, R, ) €8
aproximable. Lo cual se obtiene por (2.17) y (5.7).

(1v) Si f: My — My es un homomorfismo entre LiN-familias entonces el enlace definido
como Sy = (R, s Ry, Sy) := FA(f) es aproximable porque para todo B C M,

U (S_’;RMI(K)) = U f(K) f es recuperado por cantonear (5.8),
KeB KeB
= f( U K) f preserva uniones dirigidas (2.7),
KeB
———
= StRm, (B) f es recuperado por cantonear (5.8).

(V) idtyunram es el isomorfismo natural de id(tyrram restringido a (T)LUNFAM.

(vi) Si R = (G, M,R) es un Contexto aproximable entonces Ng = (R, R, Bmy) v
Ny V= (R, R »: R) son enlaces aproximables porque para todo B € M,

R N

U (B Raae (K)) = | (B R(K)) RR =Ry, R, (5.16),

KEéEB KeB
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= ﬁﬂf_%(B) R es aproximable (6.1),
—_— —e—
= Ryir Ry (B) R R = Ry, Rum,, (5.16).

Para probar que N I es aproximable, se procede de manera similar.

Entonces (FA, AF, id(tynram, N”) es una equivalencia entre (T)UNFAM y APX, y por lo
tanto se puede afirmar el siguiente teorema.

6.2.1 Teorema. Las categorias (T)UNFAM y APX son equivalentes.



7 La Categoria DIS

El reticulo conceptual siempre tiene tope. Sin embargo, algunas veces el Contexto representa
un “semireticulo”. Vamos a ilustrar mejor esto considerando el llamado “Principio del Tercio
Excluso” de la logica clasica, segin el cual, los tinicos posibles valores de verdad para una
afirmacién son “verdadero” o “‘falso”, pero no ambos.

Sin embargo, hay otras légicas que no asumen el Principio del Tercio Excluso, como la légica
trivalente de Lukasiewicz en la cual los posibles valores de verdad son “verdadero”, “falso” y
“posible” [Urq01]. A continuacién vamos a comparar estas logicas usando conceptos formales.
El siguiente contexto muestra los tres valores de verdad de la logica de Lukasiewicz.

verdadero, falso

verdadero falso

verdadero X
{rerdadere) Cialso
{falso} X
{verdadero,falso} X X

verdadero falso

El siguiente Contexto presenta el caso de la logica clasica. Sin embargo, no se ve cambio en
el reticulo conceptual.

verdadero, falso
verdadero @

verdadero falso
{verdadero} X
{falso} X

verdadero falso

Ahora presentaremos la propuesta de Contextos que generan reticulos de comprension que
st diferencian las dos légicas. La propuesta radica en que se adiciona un atributo “prohibido”
para todos los sujetos (6).
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verdadero, falso, 6
verdadero, falso

verdadero falso 6

erdadero X

rerdudero) Ciais>
{falso} X

{verdadero,falso} X X

verdadero falso 6

verdadero, falso, 6

verdadero falso 6

{verdadero} X @
{falso} X

verdadero falso 6

Si solamente consideramos los conceptos que no tienen el atributo “6” entonces obtenemos los
siguientes diagramas que representan mejor los valores de verdad de las l6gicas de Lukasiewicz
y clésica.

verdadero, falso

@ (>

A continuacion se definen formalmente los elementos prohibidos y sus respectivos Contextos
y morfismos.

7.1. Contexto con prohibiciéon y enlace con prohibicién

7.1.1. Definicién de Contexto con prohibicién y enlace con prohibicién. Sea
R = (G, M,R) un Contextg aproximable. Un atributo m € M es una prohibicién si
no tiene ningin sujeto, (i.e. R({m}) = 0). El conjunto de todas las prohibiciones de R se
denota como Forby.

Un Contexto con prohibicién es un Contexto aproximable R = (G, M, R) tal que

Forbg # 0. (7.1)
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Es sencillo ver que en un Contexto con prohibicion, m € M es una prohibicién si y sélo si
el cantonear de {m} es M.

Forbg = {m € M | R({m}) = M. (7.2)

Esto nos permite concluir que en un Contexto con prohibicién, la inica comprensiéon con
prohibicién es M. A todas las demds comprensiones sin prohibiciones las llamaremos com-
prensiones permitidas, ya que se usaran frecuentemente. La siguiente equivalencia resulta
evidente en un Contexto con prohibicién, para toda comprension B.

B es comprension permitida, (7.3)
Forbr N B =10,
B+ M.

Un enlace con prohibicién es un enlace aproximable S; = (R, Rs,S1) donde Ry =
(G, My, Ry) y Ry = (Go, My, Ry) son Contextos con prohibicién y &; preserva comprensio-
nes permitidas. Esta definicion se puede escribir con cualquiera de las sentencias equivalentes
(7.6), (7.7) o (7.8) que estan a continuacién. Para toda comprensiéon B de R,

(Forbr, N B = 0) = (Forbr, N S1R1(B) = 0), (7.6)
(S1Ri(B) = My) = (B = My), (7.7)

o para todo subconjunto de objetos A C G,
— —
(S1(A) = My) = (R1(A) = M;) (S: preserva permitidas). (7.8)

7.1.2 Ejemplo. Del Ejemplo 3.3.6, Ry, Rg y Rx no son Contextos con prohibicién. En
cambio Ry si lo es.

Un Contexto aproximable sin prohibicién se convierte en un Contexto con prohibicién al
adicionarle un nuevo atributo.

7.1.3 Ejemplo. Vamos a definir la versién con prohibicion Ry del Contexto Ry de 3.3.6.
Se define Ry = (G, M, Rj) con Gy = Gy, My = My U{c} y R; = Ry, donde o es un
elemento que no pertenece a My. De esta misma forma se definen los Contextos Ry y Ry

7.1.4. Definiciéon de la categoria DIS. La categoria DIS es una subcategoria de la
categoria APX en la que los Contextos se restringen a los Contextos con prohibicion y los
morfismos se restringen a los enlaces con prohibiciéon. El nombre DIS se debe a que los
conceptos se dispersan, a diferencia de la categoria APX, donde los conceptos se retinen en
el tope.

A continuacién se presentan dos proposiciones necesarias para mostrar que la categoria DIS
esta bien definida.



64 7 La Categorfa DIS

7.1.5 Proposicién. 5iS; = (R, Rs,S1) y Se = (Ra, R3, S2) son enlaces con prohibicion
entonces S51S7 es un enlace con prohibicion.

Demostracion. Como la categoria APX estd bien definida (6.1.4) s6lo se necesita probar que

la composicién de enlaces con prohibicién preserva comprensiones permitidas. Suponga que
AC Gy

—_ ———
S10855(A) = M3 = SoR251(A) = M; por la composicién de enlaces (4.8),
——— —
= RoRy51(A) = M, Sy preserva permitidas (7.8),
= §(A) = M, S_’{ ignora cantonear (4.1) ,
= J?l(A) = M, S_’{ preserva permitidas (7.8).

0

7.1.6 Proposicién. Si R = (G, M, R) es un Contexto con prohibicion entonces idr =
(R,R,R) es un enlace con prohibicion.

Demostracion. Como la categoria APX esta bien definida, ver 6.1.4, sélo es necesario probar
que la identidad preserva comprensiones permitidas y esto se deduce usando 7.8, ya que
H

N
Sl :Rl. |:|

Ahora se puede concluir que

7.1.7 Teorema. DIS es una subcategoria de APX.

7.2. La equivalencia entre 7TLINFAM y DIS

BF
BOND (T)NFAM
FB
Incl Incl
AF
CaPx (T)um@
FA
Incl Incl
DF
DIS TUNFAM

FD
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7.2.1. Los funtores DF y FD y el isomorfismo natural N. Para probar la equivalencia
entre las categorias DIS y 71U N FAM se procedera de manera similar que en la Seccién 6.2,
restringiendo la equivalencia (FA, AF, Zd 1y nram, N”) a las categorias DIS y 70 N FAM.
Para lo cual se define:

= DF como el funtor AF restringido a DIS.

= FD como el funtor FA restringido a 710 N FAML

» N ={Nr € N| R es un Contexto con prohibicién}.

Para poder probar la equivalencia de categorias usando 1.1.5, se necesitan probar primero

los siguientes incisos:

(1)

(1)

(111)

(1v)

(V)

Si R = (G, M,R) es un Contexto con prohibicién entonces Mgr = AF(R) es una
TUN-familia, porque Forbgz es el conjunto no vacio de los elementos aislados.

Si § = (R1,Re,S) es una enlace con prohibicién entonces (fs : Mgr, — Mpg,) =
AF(S) es un homomorfismo entre T7LIN-familias porque el tope se preserva fuertemente,
como se muestra a continuacién. Supongase que L € Mpg,,

fs(L) = My < §R<_1(L) = M, por la definicién de fg (5.1.1),
(=) por (7.7),
= L = M1 «—
(<) porque Ry ({M;}) = 0.
Si (M, X)) es una TLN-familia entonces Ry = (M, X, Ry) := FA(M) esun Contexto
con prohibicién porque cada elemento aislado a es una prohibicion, como se muestra
a continuacion,

ba—
Ru({a})
ba—
= ﬂ{L eEM|aelL} Ry({a}) es N de comprensiones (5.4),
= ﬂ{X } por la definicién de elemento aislado (2.36),
= X.

Si f: M; — Ms es un homomorfismo entre TLIN-familias entonces el enlace definido
como Sy = (R, Ry, Sy) := FA(f) es un enlace con prohibicién porque Sy preserva
b

permitidas, ya que en f = ngMl (5.8) el tope se preserva fuertemente (2.37).

id- nram es el isomorfismo natural de ¢d(t) nram restringido a 7L N FAML
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(vi) Si R = (G, M, R) es un Contexto con prohibicién entonces N'g := (Ramp, R, Rmy,)
vy N ’}_31 = (R,Rmp, R) son enlaces con prohibicién porque preservan permitidas
(7.7) como se muestra a continuaciéon. Si B es una comprensién de R (e. i. B € Mpg)
entonces

p— = — —_——
Rmy(B) =My, = R(B) =My,  porque R R = Ry, R, (5.16),
H
:><}_€(B) =M porque M = My,
p—
R

=B=M como B € Mp entonces B = R(B).

1 ..
para N es similar.

Entonces (DF, FD, id, ~ranm, N} es una equivalencia entre 7L NFAM y DIS y por lo tanto
se puede concluir el siguiente teorema.

Incl Destapar

7.2.2 Teorema. Las categorias DIS, LI NTFAM y LUNFAM son equivalentes.

Una versién débil de este resultado nos permite hacer corresponder los enlaces con un atri-
buto prohibido con las conexiones de Galois entre N-familias, al considerar las respectivas
categorias que no exigen que se preserve las uniones de dirigidos.

7.3. Los contextos con prohibicion y los sistemas de
informacion de Scott
Los Contextos con prohibicién estan en correspondencia con los SIS debido a que cada uno

esta en correspondencia con las N-familias. A continuacién veremos esta correspondencia de
manera directa.
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7.3.1. Construccién de Contextos con prohibicion a partir de Sistemas de Infor-
macién de Scott. Con un SIS (7, Con, ) podemos construir el Contexto con prohibicién
R = (Gr, M, Ry), donde Gy estéa formado por los conjuntos consistentes, M- es el conjun-
to de los tokens T unido con un elemento que no pertenece a T, por ejemplo T (asumiendo
la teoria de conjuntos cldsica). La relacién binaria R relaciona un conjunto consistente C'
con un token t, si t puede ser deducido por algin subconjunto finito K € C', es decir

G- ={CCT| (VK e C)K € Con}, (7.9)
My =T U{T}, (7.10)
R ={{(Ct) e Gx M |IK € O)[K F t]}. (7.11)

7.3.2 Ejemplo. A continuacion se presentan los Contextos con prohibicién que generan los
SIS de los Ejemplos 1.2.2 y 1.2.3.

a b {a,b}

{b} X
a b {a,b}

a b ¢ {abc}

{a} | X X

{} |X X
{a,b} | X X

{c} X
a b ¢ {abc}

Es inmediato ver que R~ = (G, M, R-) es un Contexto. Para poder probar que efectiva-
mente es un contexto con prohibicién se necesita probar antes algunas propiedades de este
Contexto.

7.3.3 Proposicion. Usando la notacion anterior se cumplen las siguientes afirmaciones

(1) Si K € Con se cumple que K =1t siy sdlo sit € E—)({K})

(1) R ({T}) = M, .
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%
(1) Si {T} € B C My entonces <R_F(B) = M.

H
(iv) SiT 5 K ¢ Con entonces <R_F(K) = M,..

—

(v) Si T O B no es consistente entonces E(B) = M.

(vi) St B C T y B es consistente entonces B € <R_F(B)

—

(vi1) Si B C T y B es consistente entonces E(B) # M.

—

(vii) Si K € Con, t € Ry ({K}) y C € R (K) entonces t € R (C).

—

(1x) Si K € Con entonces E;({K}) = E(K)

= =
(x) Si B C M se cumple que Ri-(B) = Uy ecp Br(K).
(x1) Ri- = (G, My, R-) es un contexto con prohibicion.

(x11) C es un elemento de (T,Con,) si y sélo si C es una comprension permitida de
,R/F = <GF7 MF,RF>.

Demostracion. s Prueba de (1). Es inmediato de la definicién de R- y de la definicién
de las funciones polares en la Seccion 3.3.

= Prueba de (11). Porque E({T}) = 0.

— —
= Prueba de (111). Porque M, = R, ({T}) € R (B) C M, debido a (3.21).

h
» Prueba de (1v). Porque ningin consistente C' € G\ pertenece a Ry (K), porque si
pertenece contradice (IS3).

s Prueba de (v). Como B no es consistegte entonces existe K € B tal que K ¢ Con'y
por (1v) y por (3.18) se tiene que ) = R-(K) 2 R-(B).

» Prueba de (vI). Debido a (IS4).

» Prueba de (vir). Si B es consistente entonces por (Vil) B € E(B), y como {T'} ¢
— —
R ({BY}) entonces {T'} ¢ R (B) y por lo tanto R, (B) # M. .

= Prueba de (vin). Si C' € <J?F(K) entonces para cada k € K existe un J, € C tal que
Ji = k. Definamos J = | J, g Jx, entonces J € C' tal que para cada k € K se tiene que
Jr k. Usando la hipétesis y por (IS5) podemos concluir que J F ¢.
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» Prueba de (1x). (C) por el item (viiI) haciendo C' = K, ya que (V1) lo permite.
(_Q)) por el item (V1) tenemos que K C E(K) y por 3.20 se tiene que ]?F({K}) 2
R (K).

» Prueba de (X). Vamos a dividir la prueba en tres casos: Caso 1, si {T'} € B entonces
]?F(B) :iﬁ = UK@Bﬁ(B) por. (11). Caso 2, si B C T pero B no es consistente

— —
entonces R (B) = My = (e R-(B) por (v). Caso 3, si B C T y B es consistente
entonces veamos cada una de las contenencias:

e
(C)Site J<i’_F(B) entonces por la definicién de funcién polar (ver sec. 3.3) se tienen

que para todo C' € E(B) existe Ko € C tal que t € }?)F({KC}) Por (vI) podemos
— ——

hacer C'= B y por (IX) se tiene que t € E(KB) C UK@BE_F(B)'
«— — =
(D) Por (v1) se tiene que { K} C R (K), y por (3.20) se tienen que R-({K}) O R-(K).

» Prueba de (X1). Por (X) tenemos que Ry es un contexto aproximable. Ademds por (11)
vemos que {7} es una prohibicién.

» Prueba de (Xi1). Sea C' C M. Supongamos primero que C' es un elemento del Sistema
de Informacion. Hay que probar que C' es una comprension y que ademas es una
comprension permitida. Para probar que C' es una comprensién basta con probar que

— —

C = <R_F(C') Que C C <R_F(C) se tiene debido a (3.22). A continuacién probamos
H

C 2 R (C).
te R (C)= (3K € Con)[K € C' y t € R, (K)| por (X)),
= (3K € Con)[K € C'y t € R, ({K})] por (1X),
= (3K €Con)|[K € Cy K F 1 por (1),
=tel’ porque C' es F-cerrado.

Por (VII) se tiene que es una comprensién permitida.

Segundo supongamos que C es una comprension permitida. Hay que probar que es
consistente y F-cerrada. Para probar que es consistente usamos la contra-reciproca es
decir vamos a mostrar que si C no es consistente entonces no es una comprensioén
permitida y esto se debe a (111) y a (V). Para probar que que es F-cerrada se sigue de
las propiedades (X), (1xX) y (1). O

7.3.4. Construccién de Sistemas de Informacion de Scott a partir de Contex-
tos con prohibicién. A partir de un Contexto con prohibicién R = (G, M, R) podemos
construir el SIS (Tg, Cong Fg), en donde

TR =M ~ FO’I“bR, (712)
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=
R

Cong = {K € Tr | R(K) # M}, (7.13)

=
R

Fr = {(K,t) € Tp x Con | t € R(K)}. (7.14)

7.3.5 Ejemplo. A continuacién se aplica esta construccién al Contexto con prohibicién Ry,

que se presentd en la Seccion 7.1.3.

L TR = 2*,
» Cong :={{o1,...,0,} €X* | (Vi,j=1,...,n)0; <0, 00; <0},

L] {01,...,0n}l—R7'(:>(3i:1,...,n)7‘<0i.

7.3.6 Proposicion. El Sistema de Informacion (Tg, Cong,br) estd bien definido, ademds
sus elementos estan en correspondencia biunivoca con las comprensiones permitidas del
Contexto R.

Demostracion. Para demostrar que esta bien definido debemos mostrar que cumple con los
axiomas (SIS1) al (SIS5).

—_—
Prueba de (SIS1). Se debe a que R preserva el orden (3.21).
Prueba de (SIS2). Se debe a la definicion de Tg.

Prueba de (SIS3). Si K kg t entonces por la definicién de Fr y de Cong se tiene que
— — —

t € R(K) # M, esto implica que K C K U{t} C R(K). Aplicando el hecho que R
—
=

—

!

. = = = -
preserva el orden (3.21) se tiene que R(K) C R(K U{t}) € R(K). Como R = R
— —
(3.18) entonces se tiene que ﬁ(K) = ?(K U{t}) # M y por lo tanto K U {t} € Con.
p—
Prueba de (SIS4). Se debe a que R es expansiva (3.22).

Prueba de (SIS5). Esta prueba es similar a la de IS3. Por hipdtesis se tiene que K’ C

— — —

R(K)yquete R(K'). Aplicando el hecho que R preserva el orden (3.21) y que doble
—

11

— —
gana (3.18), se tiene que t € ﬁ(K’) - ﬁ(K) - <E(K) Lo cual implica que K I t.

Para mostrar ahora la correspondencia entre las comprensiones permitidas del Contexto R

con los elementos del Sistema de Informacién (Tg, Cong, b g), primero se asumird que C' es
H

(_
una comprensién permitida, es decir que R(C) = C # M y vamos a mostrar que C' es

consistente y F-cerrado.
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Para ver que C' es consiste{n:)te necesitamos probar que cadg subconj{u:)nto finito K € C' esta en
Con. Esto se debe a que R es expansiva (3.22), ya quiR(K) %R(C’) # M. Para ver que
C' es F-cerrado supongamos que K g t, entonces t € ﬁ(K) - T%(C) =C.

E_){l la otra direccién, se asume que C' es un elemento y hay que ver que C' cumple que
=

R(C)=C# M. Para lo cual primero se prueba cada una de las contenencias de R (C)=_C.
Para probar que R(C’) C C hay que suponer que t e R(C’), entonces por el inciso (X) de
la proposicion 7.3.3, existe K &€ C tal que t EJ&’(K). Entonces K g t y como C e_s)l——

«— «—

cerrado se tiene que t € C. La otra contenencia, R(C') 2 C, es inmediata debido a que R es

expansiva (3.22). Para terminar la prueba en esta direccién, tan solo falta probar que para
— —

«— —

cada elemento C se tiene que R(C) # M, o lo que es lo mismo, si R(C) = M entonces

C no es un elemento. Como R es un contexto con prohibicién, entonces llamemos p una

prohibicién de R. Usando el inciso (X) de la Proposicién 7.3.3 se puede afirmar que existe
H

H
K CCtalquep e R(K)= M y por lo tanto K ¢ Cong. Lo cual permite concluir que C'
no es consistente y por lo tanto no es un elemento. ]

Se han construido dos correspondencias, una correspondencia entre los SIS y los Contextos
con prohibicién y otra en la direccién opuesta. A continuacion se aprecia la relacién que hay
entre estas correspondencias.

7.3.7 Proposicién. Si (T,Con,t) es un SIS, entonces
(T',Con,F) = (Tr,_,Cong, ,Fr.).
Demostracion. Veamos que T' = Tx, , Con = Cong,_ y que F=Fp .

T = Tpg, por las definiciones de Tr y R;-.

Con = Conp, se muestra a continuacion.

.
K €Conp, < R(K)£K €M por la Def. de Cong (7.13),
& K e Con por (1v) y (VvII).

F=Fpg.  se muestra a continuacion.

.
Kby toteR (K) Por la Def. de Ry (7.14),

ste R ({K)) por (1X),
S KEt por (1). O
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El siguiente ejemplo es un caso en el que
(G, M, R) # (Gy,,, My, R,.).

7.3.8 Ejemplo. Recordemos que en el Ejemplo 7.3.5 se partié del Contexto con prohibicion
Ry, vy se creb el Sistema de Informacion

L TR = 2*,
» Cong :={{o1,...,0,} €X* | (Vi,j=1,....,n)0; <0 00; <0},

w {o,...,0, FrT7 & (Fi=1,...,n)1 < 0.

Ahora, a partir de este Sistema de Informacion se crea el siguiente Contexto con prohibicién

n G ={ACY | (TreX™)(Voe Ao <71},
. My = XU {99,

» AR T & (Joe AT <o.

Este ultimo Contexto es diferente al Contexto Ry, que dio origen al SIS.
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Se concluyé el capitulo anterior en que hay una correspondencia biyectiva entre los SIS y los
Contextos con prohibicién. Sin embargo, los enlaces con prohibicién no corresponden con las
funciones aproximables descritas en la Seccion 1.2.8, debido a que una preserva intersecciones
y la otra no. En este capitulo presentamos las categorias CONSIS y CORD de Contextos.
Se muestra que la categoriaCORD si resulta equivalente a la categoria SISINIF.

8.1. La categoria CONSIS

Esta categoria busca capturar, en los Contextos, la idea de consistencia de los sistemas de
informacion. Con el fin de transformar algunas propiedades de las intersecciones no vacias
de los Contextos en propiedades de las uniones finitas de los sistemas de informacion, se van
a usar de manera implicita las leyes de De Morgan.

8.1.1. Los objetos de la categoria CONSIS. Un Contexto con consistencia (F, M, R)
es un Contexto donde se distingue un atributo ur € M llamado la consistencia. A los demas
atributos se les conoce como tokens, denotados por

Ty 1= M~ {jin}. (8.1)
Los sujetos son los subconjuntos finitos de atributos.

F = Fin(M). (8.2)
La relacién binaria R es la union disyunta de dos relaciones,

R=RT"UR", (8.3)
donde RT C F x Ty se define como

RU = {(K.t) e FxTr | (K 1)y (ur ¢ K)}. (8.4)

Con R* C F x {ug} se marcan los conjuntos consistentes. Ademés, R = RT U R* debe
satisfacer:

(Vt € Tg)[pr € ﬁ({{t}})] (singletons son consistentes) (8.5)
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(VK € Tw)[ur € RU{KY) & up € %(TR < K)] (8.6)

(cantonear preserva consistencia)

Se dice que un conjunto de sujetos A C Fpg, es consistente s(i_uR € ﬁ(/l) También se
dice que un conjunto de atributos B C M es consistente si R(B) es consistente. Si la
relacion tiene un subindice como R;, se puede hacer referencia a 77 y p; en vez de Tg, y
Ry, respectilamente. Se usara el abuso de notacién K € ug, que hace referencia al hecho
de que K € R({ur}) (8.16).

8.1.2. Los morfismos de la categoria CONSIS. Un morfismo con consistencia S =
(R1,R2,S) es un enlace donde Ry y Ro son Contextos con consistencia, tales que para todo

K € Fg,

p1 € ﬁ({K}) = Uy € ?({K}) (S preserva consistentes), (8.7)
w1 ¢ ]?1({K}) = ?({K}) =( (p. d. inconsistentes vacia). (8.8)

Si recordamos la definicién de las funciones polares derechas (3.3), para todo A C Fg,
— —
R, € Ri(A) & (VK € A)pg, € Ri({K})

entonces es facil ver que (8.7) y (8.8) son equivalentes, respectivamente, a las siguientes

sentencias:
— —
p1 € Ri(A) = po € S(A) (S preserva consistentes), (8.9)
py ¢ ]?1(./4) = ?(.A) =( (p. d. de inconsistentes es vacia), (8.10)

las cuales son equivalentes al siguiente par de equivalencias:

e R(A) & me SA) e SA) £D. (8.11)

Una propiedad inmediata que se sigue de la definicién es que si (Rq, R3, @) es otro morfismo
con consistencia, con el Contexto R; en comun, entonces S y () tienen los mismos ‘vacios’,
como se muestra a continuacion

SIEKY) =0 & [ ¢ R{ED)] & [GHEY) = 0. (8.12)
Definimos la anti-imagen (AI) de S de la siguiente forma,
S:={(K,m) € Fy x My | (K,m) ¢ S}. (8.13)

En otras palabras, para todo K € T

SUKY) = My~ TUKY). (8.14)
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8.1.3. Analogia entre Contextos con consistencia y los sistemas de informacion
de Scott. Con el proposito de ilustrar los Contextos con consistencia se va a partir de un
SIS k= (T',Con, ) y se construye el Contexto con consistencia Ry = (Fj-, My, Ry-) donde
My =T U{Con}. Es sencillo ver que el conjunto C'on es un atributo consistente ur = Con
y que T es el conjunto Tx. Fir- v RE son dados por la definicién de Contexto con consistencia
(ver Seccién 8.1.1). R*. se define como la relacién de los conjuntos que pertenecen a Con.

<K, /~LR> € R < K € Con. (815)

El atributo pug del Contexto con consistencia es originado por la coleccion de conjuntos con
consistencia Con del SIS llF= (T, Con, ), entonces se puede referir g como esta coleccién

(ur = Con).

Hr = ﬁ(/m)- (8.16)

Usando (8.29) se puede relacionar el axioma (8.6) de los Contexto con consistencia con el
axioma (SIS1) de los SIS.

La inferencia = del SIS lIF= (T, Con, F) permite construir el morfismo con consistencia Sy =
(R, Rir, Sy, donde Sy corresponde al complemento de la relaciones de inferencia - de la
siguiente forma.

SHF = [(COH X T)\ I_] U R“w (817)

Si la inferencia - es la trivial (i. e. K ¢t < ¢t € K) entonces el correspondiente morfismo
con consistencia es la identidad, definida en 8.1.11.

8.1.4 Ejemplo. Si llF= (T, Con, ) es el SIS del Ejemplo 1.2.2, entonces M = {a,b,Con} y
F ={0,{a},{b},{a,b}}. S se define como se muestra en la siguiente tabla



76 8 Las Categorias CONSIS y CORD

a b pu a b pu
0 X X X 0 X X X
{a} X X | {a} X X
{o} | X X {o} | X X
{a, b} {a, b}
M M
R a b pu S a b u
0 X X X
{a} X X
{b} | X X
{a, 0}
M
R a b u

8.1.5 Ejemplo. Si llF= (T, Con,F) es el SIS del Ejemplo 1.2.3 entonces M = {a,b,c,Con}
y F = {0,{a},{b},{a,b},{c} {a,c}, {b,c},{a,b,c}}. S se define como se muestra en la
siguiente tabla.
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a b ¢ pu a b ¢ p
0 X X X X 0 X X X X
{a} X X X {a} X X
{b} X X X {b} X X
{a,b} X X| {a,b} X X
{c} X X X {c} X X X
{a,c} X {a,c}
{b,c} | X {b,c}
{a,b,c} {a,b,c}
M M
R a b ¢ pu S a b ¢ u
0 X X X X
{a} X X X
{b} X X X
{a, b} X X
{c} X X X
{a,c} X
{b,c} | X
{a,b,c}
M
R a b ¢ u

8.1.6. Ejemplos. A continuacién se presentan los Contextos con consistencia (F, M, R)
generados por los SIS del Ejemplo 1.2.4 y siguientes. Al definir M quedan definidos inmedia-
tamente F; y R% debido a (8.2) y a (8.4), respectivamente. Por lo tanto, para cada ejemplo
hay que definir M, R* v S. R queda definido por (8.3). S se puede dividir en S* y ST al
igual que se dividié R. Como S* queda definida por (8.11) entonces sélo falta definir ST.

8.1.7. Ejemplo con funciones parciales.
R? = <f?, Mf? R?> y Sf = <R?, R?, Sf>

[ Mf = (NXN)U{M}
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—
= {{a1,b1), s {ar, be) } € R (p) < (ai = a; — bi = bj).
= 57 es la identidad (8.19).

8.1.8. Ejemplo con cadenas binarias.
Ry = (Fg. Mg, Ry) vy Sy = (Rg, Rg, S5)-

w My =X UA{u}.

-
= {01,...,04} € R(p) & (07 < 05 0 05 < 0;) para todo i,j < k.
= (Y,0) ¢ SL siysolosi (o0 <7 paraalginT €Y opugV).

8.1.9. Composicién e identidad. La composicion de los morfismos con consistencia es la
misma que la de los enlaces. Pero la identidad es diferente, como veremos en la Definicién
8.1.11. Es curioso ver que todos los objetos y los morfismos de CONSIS estan en BOND y
ademds ambas categorias tienen las misma composicién. Sin embargo, jlas identidades son
diferentes! (Un automorfismo f que puede llegar a ser identidad debe cumplir al menos que
fof = f.El conjunto de estos automorfismos de un objeto se pueden ordenar con la siguiente

velacion (f < h) < [(foh = f) y (ho f = f)]).
8.1.10 Proposicién. Si §; = (R, R, S1), So = (Ra, R3,Ss) son morfismos con consis-

tencia entonces S9[S7 es un morfismo con consistencia.

Demostracion. Primero se probard que S;[JS; preserva consistente (8.7). Suponga que A C
Fi

Wy € E)(A) = s € gl)(A) S preserva consistente (8.7),
= —
= s € RyS1(A) Sy ignora cantonear (4.1),
———
= 13z € S2RS1(A) S preserva consistente (8.7),
—_—
= p3 € S.051(A) por la composicién de enlaces (4.8).

Ahora se probara para Ss[JS; que la ‘polar derecha de inconsistentes es vacia’ (8.8), Suponga
que K € F

w1 ¢ ]?{({K}) = 5—’>1({K}) =0 inconsistentes estédn vacios (8.8),
%
= ES—’{({K}) =0 ignora cantonear (4.1),
%
= g ¢ ES_’{({K}) inmediato,
———
= S9R:S1({K}) =10 inconsistentes estdn vacios (8.8),
= S05({K}) =10 por la composicién de enlaces (4.8).
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8.1.11 Definicion. Como el enlace identidad no satisface la propiedad de que ‘polar dere-
cha de inconsistentes es vacia’ (8.8) entonces se requiere definir una nueva identidad de
Contexto con consistencia de la siguiente forma

R :=(R,R,R) (8.18)
donde
~ identidad de Contexto
R:={(K,m) € R| (K, ugr) € R} ) ) : (8.19)
con consistencia

Las siguientes implicaciones se siguen de la Definicién (8.19) y de la Definicién de Funcién
Polar (3.3). Si R = (F, M, R) es un Contexto con consistencia entonces para todo A C F
se tiene:

r€ R(A) & ug € R(A), (8.20)
KR € 1—%(./4) = R(A) = J—i;(.A) (identidad de consistente), (8.21)
i ¢ ﬁ(A) = R(A) =10 (identidad de inconsistente). (8.22)

Esto permite ver que R es un morfismo con consistencia (8.7) y (8.8). Veamos ahora que
también cumple los axiomas de una identidad categérica (1.3).

8.1.12 Proposicién. 5i S = (Rq,R2,S) es un morfismo con consistencia entonces
SOR, = S, (8.23)
RS = 8. (8.24)

Demostracion. Usando la equivalencia (3.7) y (3.8) es suficiente mostrar que

—

= =
SOR, = S
R,OS = S

Sea A un conjunto de sujetos de R; (i. e. A C Fj). Primero suponga que pg, € E{(A)

— = =

SOR(A) = SRR (A) por la composicién de enlaces (4.8),
= ?EEJ (A) identidad de consistentes (8.21),
= ?(A) S ignora contonear (4.2).

Similarmente con (8.24). Ahora suponga que pug, ¢ EI (A) entonces

0= 5 (A) = SOR, (A) = R0S(A),

porque todos son morfismos con consistencia que comparten Ry (8.12). ]
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Entonces se puede concluir lo siguiente.

8.1.13 Proposicion. CONSIS es una categoria.

8.1.14 Teorema. Sea R = (F, M, R) un Contexto con consistencia, entonces para todo

B C M y para todo K € M se tiene

— familia de
R((Tp~B)U{ur}) ={K C B| K € ugr} . :

consistentes de B
familia de

ﬁ(TR\B) ={K CB|K e Fin(Tg)} conjuntos :

finitos de B
0 st pr € K
— complemento
R{K}) =< MNK siKE€pug .
de finitos
Tr ~ K en otros casos
S F g € Ky si
E)({K}) = " 'LLR/ g (contonear de K ),
{K' C K| K'e€ Fin(Tg)}
.
KR € E(TR \ B) (cantonear de)
& (VK' € B)[ug € ﬁ({K/})] consistentes

(8.25)

(8.26)

(8.27)

(8.28)

(8.29)

y s1S1 = (R1, Ra, S1) es un morfismo con consistencia entonces para cualquier sujeto (K, €

Ty, ) de Ry y cualquier sujeto (Ky @ Tg,) de Ry se tiene

subconjuntos

SIUK' | K'CK)) siKeur [p.d. de
0 5t Mo

@mm:{

= anti-itmagen de
Ky € RoS1({K\}) & K> © S({K1}) ( ) )

unitarios

y por lo tanto

de contares

= —— a AT es
S = U BS KD <’ ! U)

Demostracion. De las siguientes demostraciones sobresale la prueba de (8.31).

Prueba de (8.25).

K € R(M~B)
< (Vb€ MN\B)[(b,K) € R] por def. de polares (3.3),

(8.30)

(8.31)

(8.32)
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& WeTp\B)b¢ K|y ug > K
S KCBy K e g

Prueba de (8.26).

K € R(Tp~B)

& (Vb € Tp~B)[(b,K) € R]

& (VWeTr\B)b¢ Ky K € Fg
& K CByK e Fin(Tg)

{/J,R} =M ~ TR (81),
inmediato.

por def. de polares (3.3),
por def. de R (8.3),
por hyp. y def. de F (8.2).

Prueba de (8.27). Si K es consistente entonces
be RUK)) < (K,b) € R

S KZbeTgror K € up=>
Sbe M NK

por def. de polares (3.3),
por def. de R (8.3) y (8.16),
por def. de M (8.1).

Si K no es consistente la prueba es similar, pero ugr # b.
Prueba de (8.28). Se debe a (8.6) y a los incisos anteriores.
Prueba de (8.29). Se debe a (8.26) y a (8.6).

Prueba de (8.30). Debido a (8.6) ambos lados son iguales a (¢, S1({K'}) unido con {ug}
si es consistente.

Prueba de (8.31). Si K es consistente entonces

Ky € RoSi({K1}) & Ro({Ka}) 2 S1({K:}) Ry o5 CG (3.5),
& My~ Ky D S1({K}))

& Ky C My~ S1({Kq}) inmediato,

por complemento (8.27),

= ~
= K2 - Sl({Kl}) por def. de Sl (813)
—— =
Si K no es consistente entonces R2S1({K1}) = Fo vy S1({K1}) = Ms, entonces en ambos

lados de (8.31), K5 puede ser cualquier conjunto unitario de Fs.

Prueba de (8.32). Por la Al de unitarios (8.31). O

8.1.15. Definicién de la funcién completar Cg(). Sea S = (R, R, .S) un morfismo con
consistencia, se va a definir la funcién completar de p(M;) a p(Ms). Para todo B C M,
se define

Cs(B) = — (completar). (8.33)

{Mg si uy € B,
ﬁ
Mo~(S Ri(T7\B)) siu ¢ B.
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8.1.16 Ejemplo. La funcién completar Cs del ejemplo 8.1.8 corresponde a

Co(B) — Y*U{u} si B no es consistente, de lo contrario,
¥ | {oex|(3reBo <1}

La funcién completar tiene las siguientes propiedades.

8.1.17 Teorema. Sea S1 = (R, Ro,S1) un morfismo con consistencia donde, como es
usual, Ry = (F1, M1, R1) y Ry = (Fo, Ma, Ry). Las siguientes propiedades se cumplen para
cualquier K @ My, B C M, cualquier conjunto dirigido D C (M) y cualquier familia
ACF

C5.(B) = J(Si({K) | K € B) uion de A1 (8.3
o B ! de conjuntos finitos)’ '
BC B = Cg(B) CCg(B) (Cs, es mondtona), (8.35)

= Cs, de conjuntos
Cg (K)=8,({K ' , 8.36
() (U5 finitos es su Al ) ( )
—— completar es U
Cs, (K) = | R2S1({K1}) ) . (8.37)
de contares
completar es U
Cs,(B) = | Cs, (K) . . ) (8.38)
KeB de conjuntos finitos
Cs, ( U D) = U Cs, (D) (Cs, preserva L). (8.39)
DeD DeD
Si Sy = (R, R3,S2) es otro morfismo con consistencia entonces
—
So0S1({K}) = O, (Cs, (K)) (AIs de composicion), (8.40)
Cs preserva
CSQDSl - CSQ o 051 ( PR ) N (841)
composiciones
Demostracion. Prueba de (8.34).
—>—
m & Mg\SlRl(Tl\B)
——
sme Myymé¢ SiR(Th\B) inmediato,
S me My, (3K € E(Tl\B))(K, m) ¢ S, por def. de polares (3.3),
& (AK e BNnTy)m € :gvl({K}) conjuntos finitos de B (8.26),

S m e U({:;vl({K}) | K e BNTy,}) inmediato.
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Prueba de (8.35). Suponga que B C B’

=
m e Cg (B)< (AK e BNTy)m e S({K}) por U de Als (8.34),

=
= (3K e B nTy)yme S({K}) porque B C B/,
& me Cg, (B por U de Als (8.34).

Prueba de (8.36). Usando la U de Als (8.34).
Prueba de (8.37). Inmediato de 8.32 y de 8.36.
Prueba de (8.38). Por U de Als (8.34).

).

Prueba de (8.39). Esta prueba es algo familiar

Cs, ( U (D)) = U Cs, (K) completar es U de finitos (8.38),
DeD KeUD
(2) inmediato,
= U U Cs, (K) (C) como D es dirigido existe
DePKED D €D tal que K € D,
= U Cs, (D) completar es U de finitos (8.38).
DeD
Prueba de (8.40).
P—
m € S.05,({K})
& (K,m) ¢ 5,005, por def. de polares (3.3),
—
s m ¢ S1RS1({K}) composicién de enlaces (4.8),

— ——

& (3 e Mo)ym ¢ S2({J}),J € RiS1({K}) por def. de polares (3.3),
= —

& (3 € Mo)m € Se({J}),J € ES—H)({K}) por def. de Sy 8.1.1,

& me U (S2({J})) inmediato,
JeRISI({K})
=
eme  |J  (S2007}) AT de unitarios (8.31),
JeEI{KD)
s me Cg,(Cs, (K)) por U de Als (8.34) .

Prueba de (8.41).

Cs,0s,(B) = U (Cs,0s, (K)) completar es U de finitos (8.38),

KEB
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= U (Cs,(Cs,(K))) composicién de finitos (8.36) y (8.40),
KeB
usando (8.39), porque la familia
= Cs,(| (Cs,(K))) L
KB {Cs,(K) | K € B} es dirigida,
=Cg,(Cs,(B)) completar es U de finitos (8.38).

O

8.1.18. Automorfismo inferencia. Un automorfismo inferencia & = (R, R, S) es un
morfismo con consistencia (definido en la Seccién 8.1.2) tal que para todo K € F

K C U ﬁ?({K}) (inferencia es expansiva), (8.42)
S{K}) = SRS{KY}) (doble inferencia gana). (8.43)

8.1.19 Proposicién. Si S = (R, R, S) es un automorfismo inferencia de un Contexto con
consistencia R = (F, M, R), entonces Cs es expansivo e idempotente. Esto es, para cualquier
conjunto B C M

B C Cs(B) (Cs es expansivo), (8.44)
Cs(B) = Cs(Cs(B)) (Cs es idempotente), (8.45)

y entonces es un operador clausura algebraico (vea Seccion 2.2.5). Mds ain, satisface que

Cs({ur}) =M (1r esta cerca de todos). (8.46)

Demostracion. » Sip € B, Cg es expansivo por (8.33). Si u ¢ By b€ B se tiene que

be Uﬁ?({{b}}) inferencia es expansiva (8.42),
= =
=be S({{b}}) S es U de contares (8.32),
=be Cs({b}) C's de unitarios es Al (8.36),
= B C Cs(B) C's es U de finitos (8.38).

s (g es idempotente porque

Cs(Cs(B))

= M\(??(T\(M\(?ﬁ(T\B))))) funcién completar (8.33),

= M\(EHEENE(T\B)) inmediato porque 1" C M,
= M\(?T%(T\B)) doble inferencia gana (8.43),
= Cs(B) funcién completar (8.33).

» (g es un operador clausura algebraico porque también satisface que es mondtono (8.35)
y que es algebraico (8.38).

» Es directo de la Definicién (8.33). O
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8.2. La categoria CORD

8.2.1. Definicién de la categoria CORD. La categoria CORD esta definida de la siguiente
manera.

» Los objetos de CORD son automorfismos inferencia S = (R, R, S).

» Los morfismos de CORD son triplas Q; = (51,82, Q1) donde §; = (Rq,R41,51) ¥
Sy = (R2, Ry, S2) son automorfismos inferencia y (R, R2, Q1) es un morfismo con
consistencia que satisface

B —

Q1 = SaRy(Q)¢ (Q; ignora cantar) (8.47)

Qj{ = @EE’ (@, ignora contar) (8.48)
Q2004

/\
ST
Ry Ry @

= Si 81 = <R1,R1,Sl>, 82 = <R2,R2,Sg>, 83 = <R3,R3,Sg> son objetos de CORD y
(81,82, Q1), (S2,S3,Q2) son morfismos de CORD entonces la composiciéon de dos

morfismos de CORD es definida como la composicién de los enlaces (Rq, Ra, Q1) ¥y

(R2,R3,Q2),
(S2,83,Q2)(S1,S2, Q1) = (51,85, Q2 % Q1), (8.49)

R
donde @9 Ij2 (1 es una composicién de relaciones binarias ); y @) a través de
Ry, definida en (4.4) como

Q2 1 Q1= {{g.m) € Gy x My | m € Qu Q1 ({g})}

Al ser composicion de enlaces se puede aplicar el resultado 4.1.5, en el que la fun-
cién polar de la composicién de enlaces corresponde a la composicion de las funciones
polares.

R
Como es usual, si Ry es implicito, la composicién Qo 0 (21 sera denotada por Qo[1Q);.
Si no hay confusién, la composicién (S, S3, Q2)[3(S1,S2, Q1) serd también denotada
como Qo104 .

» La identidad de un objeto de CORD § = (R, R, S) es
ids = (S, S8, S) (8.50)
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Como la definicién de CORD (sec. 8.2.1) es andloga a la definicién de BOND (sec. 4.1.3),
resulta que la prueba que CORD esta bien definida es andloga a la prueba que BOND
estd bien definida (Seccion 4.1.6).

8.3. El funtor RL de CORD en CLO

8.3.1. Definicién del funtor RL. Este funtor transforma un automorfismo inferencia
S =(R,R,S) en la funcién completar (8.37)

Cs, (K) = | JReS1({ 1))

que es un operador clausura algebraico sobre el conjunto M (Seccién 8.1.19). Donde pg es
el elemento cercano.

Cs({ur}) =M (ur es cercano a todos). (8.51)

También transforma un morfismo de CORD Q = (S8, Ss,Q) (donde S; = (R1,R1,51) ¥
S2 = (R2, Ra, S2)) en el morfismo de CLO C 5 := C dado por la funcién completar (8.33)
de <R17 R27 Q)

8.3.2. El funtor esta bien definido. Para ver que el funtor estd bien definido hay que
verificar que la imagen cumple los axiomas de CLO (el morfismo es compatible (2.47), (2.48)
y (2.49)) y los axiomas del funtor de preservar la composicién y la identidad.

Como @ ignora cantar (8.47) e ignora contar (8.48) entonces es compatible con Cy (2.47) y
con (4 (2.48). C4 2 es compatible con inconsistentes (2.49) porque tienen los mismos vacios
(8.12). El funtor preserva la composicion (8.41) y también preserva las identidades debido a
que @ ignora cantar (8.47) e ignora contar (8.48).

8.4. El funtor LR de CLO en CORD

Este funtor transforma un operador clausura algebraico C' sobre X con un elemento cercano
¢ en un automorfismo inferencia S¢ = (R¢, Re, S¢) (definido en la seccién 8.1.18) donde
R es un Contexto con consistencia ¢ definida como

Re = <.7:, X, Rc>, (8.52)
(VK € To)[e € Ro({K}) < C(K) = X], (8.53)
(VK € T)[So({K}) = C(K)). (8.54)
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El funtor LR también transforma un morfismo de CLO (5 desde C en X; hasta Cs en
X en el morfismo de CORD Q¢ , = (S¢,,Sc,, Qe ,) donde Qc, , se define de la siguiente
forma

==

(VK € Tt,,) Qe ({K}) = Cra(K)). (8.55)

8.4.1. El funtor esta bien definido. Veamos ahora que el funtor esta bien definido, para lo
cual es necesario mostrar que R es un Contexto con consistencia, que S¢ es un automorfismo
inferencia y que Qc, , es un morfismo de CORD. Ademés de los axiomas propios del funtor
de preservar composicion e identidad.

Para probar que R es un Contexto con consistencia hay que probar que los singletons son
consistentes (8.5) y que cantonear preserva consistencia (8.6). Los singletons son consistentes
(8.5) porque el elemento cercano es tnico (ver Seccién 8.1.1). Cantonear preserva consistencia
(8.6) debido al siguiente razonamiento, el cual utiliza la notacién anterior. Sea K & T¢,

¢ € Ro,({K}) & Ci({K}) # X, por (8.53),
& (VK' C K)[Cy(K") # X4] por (8.35),
& (VK' C K)[c € Re, ({K'})] por (8.53),
Sce E(Tcl ~ K) por (8.29).

Para probar que S¢ es un automorfismo inferencia es necesario probar los axiomas de enlace
(4.1) y (4.2); los axiomas de morfismo con consistencia (8.7) y (8.8); y los axiomas de auto-
morfismo inferencia (8.42) y (8.43). S¢ ignora cantonear (4.1) por lo siguiente. Supongamos
K & Mg, consistente (ya que si es inconsistente la prueba es inmediata).

RorSe, ({)

_ Re, (M, ~ 1 (K) por (8.54),

= Re,({K' € Ci(K) | K’ € ¢}) por (8.25),

= (VR ({K'}) | K' € ¢, K' € Ci(K)} por (3.19),

=M~ K'|K' €c K € Ci(K)} por (8.27),

=M~ U{K’ | K'ec, K' e C1(K)} por leyes de De Morgan,
= M~ Oy (K) por (2.5),

= Sc,{K}) por (8.54).

Sc ignora contonear (4.2) debido al contonear de K y de consistentes (8.28) y (8.30). Los
axiomas de un morfismo con consistencia (8.7) y (8.8) se cumplen por la definicién del funtor
LR (8.53) y (8.54). La inferencia es expansiva (8.42) debido a la Definicién (8.54) y a la



88 8 Las Categorias CONSIS y CORD

anti-imagen de unitarios (8.31). Finalmente la doble inferencia gana (8.43) por la Definicién
(8.54), la familia de consistentes (8.25) y por la polar derecha de subconjuntos (8.30).

Para probar que Q¢ es un morfismo con consistencia se procede de manera similar que con
Sc. Queda pendiente probar que ignora cantar (8.47) e ignora contar (8.48), lo cual se debe
a que C' es compatible con los operadores clausura (2.47) y (2.48).

8.5. Isomorfismo de las categorias CLO y CORD

8.5.1. La composicion RL-LR. Sea C' en X, un objeto de CLO y sea B C X, entonces

Cs.(B) = | {5 ({K}) | K € B} por (8.34),
— U{C(K) | K € B} por (8.36),
= C(B) por (8.38).

Para el caso de los morfismos de CILO el procedimiento es exactamente el mismo.

8.5.2. La composiciéon LR-RL. Si (F, M, R) es un Contexto con consistencia entonces
Re¢,, = R debido a las definiciones. Si S = (R1,R1,51) es un objeto de CORD entonces
Scg = S debido a (8.36) al igual que si Q12 = (51,82, Q12) es un morfismo de CORD

entonces Qc, = Q.

Con este 1ltimo resultado podemos finalmente alcanzar el objetivo principal de este capitulo
enunciado en el siguiente teorema.

8.5.3 Teorema. Las categorias CILO y CORD son isomorfas.

Teniendo en cuenta los resultados de la Seccion 2.7.2 se concluye lo siguiente.

8.5.4 Proposicién. Las categorias CORD, CLO, rU(N)FAM, U(N)FAM OCF y SISINF

son equivalentes.

8.5.5. Las categorias CXT, ISYS y CORDT. La categoria CORDT es la subcategoria
plena de CORD donde todos los objetos tienen consistencia trivial, es decir todos los sub-
conjuntos finitos de atributos son consistentes. Esta categoria resulta ser equivalente a la
categoria ISYS que es la subcategoria plena de SISINIF donde todos los conjuntos finitos son

consistentes. En [ZS06] se muestra que SISINF es equivalente a la categoria de Contextos
CXT.

Es decir que la categoria CORD generaliza la categoria de Contextos CXT y ademas los
morfismos estan basados en funciones polares.
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8.5.6. Resumen de categorias. En el siguiente diagrama aparecen las categorias consi-
deradas en el presente trabajo, las flechas indican los funtores. Los renglones representan las
equivalencias de los Capitulos 5,6,7 y 8.

[Gom99, 6.4.3]
(OCF XX SISINF
[Gom99f 6.4.2]

——————— Incl

CXT ol ISYS

RGO o

FORMALES
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