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RESUMEN

“MODELAQION MATEMATICA EN FUNCIONES EXPONENCIAL Y
LOGARITMICA: UNA PROPUESTA PEDAGOGICA PARA EL
APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS BASICAS”

Wilmer Garcia

Director: Ph.D. Jorge Mario Ramirez Osorio.

En el presente trabajo hay un informe relacionado con la practica pedagdgica, realiza-
da para la Facultad de Ciencias de la Universidad Nacional de Colombia sede Medellin,
en el curso “Matematicas Basicas”. Ademas, se hace una propuesta metodoldgica para
la ensenanza - aprendizaje de las funciones de variable real, en particular las funciones
exponencial y logaritmica, utilizando como estrategia pedagogica la teoria de aprendizaje
significativo, las situaciones problema y la modelacién matemaética.

Palabras clave: Aprendizaje Significativo, Situaciones Problema, Modelos Matematicos
y Funciéon exponencial.



ABSTRACT

“ MATHEMATICAL MODELING IN EXPONENTIAL AND
LOGARITHMIC FUNCTIONS: A PROPOSAL FOR TEACHING
LEARNING BASIC MATH”

Wilmer Garcia

Advisor: Ph.D. Jorge Mario Ramirez Osorio.

The present paper is a report related to pedagogical practice conducted for the Science
School of the National University of Colombia at Medellin, in the course “Basic Math”.
Furthermore, a methodology is proposed for the teaching of exponential and logarithmic
functions. The strategy used is based on the theories of Meaningful Learning, Situational
Problems, and Mathematical modeling.

Keywords: Meaningful Learning, Problem Situations, Mathematical Models and expo-
nential function.
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“MODELACION MATEMATICA EN FUNCIONES EXPONENCIAL Y
LOGARITMICA: UNA PROPUESTA PEDAGOGICA PARA EL
APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS BASICAS”.

1. INTRODUCCION.

“No hay rama de la matematica, por abstracta que sea, que no pueda

aplicarse algin dia a los fenémenos del mundo real”.
Nikolay Lobachevsky.

La Universidad Nacional de Colombia, desde hace algunos anos, ha implementado
un curso nivelatorio de Matemdticas Bésicas. Este curso no tiene caracter de asignatura,
pero cuenta con cuatro créditos que afectan el Promedio Aritmético Ponderado Acumu-
lado (PAPA); alli los estudiantes de primer semestre hacen un repaso de los temas mas
importantes de las Matemadticas, que se contemplan en los estdndares [13] propuestos
por el Ministerio de Educacién Nacional (MEN) a las Instituciones de Educacién Se-
cundaria y que por alguna razon los aprendices olvidaron, obliteraron o no aprendieron
significativamente.

En el examen de admisién a la Universidad Nacional sede Medellin (UNALMED), en la
prueba de matemaéticas, un gran ntimero de personas aspirantes a ingenierias y a carreras
relacionadas con las ciencias, no logran obtener los puntajes minimos que indiquen que
estan aptos para ver los primeros cursos de matematicas y ciencias naturales, propuestos
por las facultades. Por esta razon, la Universidad matricula a los estudiantes con bajo
promedio en la prueba de matematicas, en un curso de Matematicas Basicas; que los
nivela para asumir asignaturas como Célculo Diferencial, Fisica, Geometria Analitica,
Algebra Lineal, etc.

Como practicante, en la Escuela de Matematicas de la Universidad Nacional de Colombia
sede Medellin, he observado que las dificultades de aprendizaje en temas y conceptos
relacionados con las “Matemdticas Bésicas” como ecuaciones y funciones, se evidencian
en el momento de plantear modelos matematicos de situaciones y al formular posibles
soluciones a determinados problemas. Estas y otras dificultades que persisten, se ven
reflejadas en los resultados académicos [23] del curso.
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El objetivo general para el presente trabajo es realizar una propuesta pedagdgica relaciona-
da con las funciones exponencial y logaritmica, basada en la modelacién matematica y el
aprendizaje significativo; para contribuir al estudiante en el estudio de las matematicas
bésicas.

Los objetivos especificos son:

= Realizar un referente tedrico relacionado con el Aprendizaje Significativo, las situa-
ciones problema y la modelacion matematica.

» Hacer una Unidad de Ensenanza Potencialmente Significativa, sobre las funciones
exponencial y logaritmica.

En el marco tedrico menciono tres temas relacionados con la pedagogia, que son: la
teoria de aprendizaje significativo de David Ausubel, las situaciones problema y los modelos
matemadticos como estrategia de ensenanza - aprendizaje.

El aprendizaje significativo [16] es una teoria de ensenanza aprendizaje que se basa
en los conocimientos que el alumno ya tiene y mediante algunos instrumentos, estos
conocimientos se pueden identificar, reorientar si es necesario, para luego introducir
nuevos conocimientos y nuevos conceptos.

Una situacién problema [7] se puede ver como un escenario dificultoso, es una situacién
nueva para el estudiante, y por lo cual él debe proponer alternativas de andlisis. Un
problema se refiere a una cuestién particular que no es posible resolver directamente con
un algoritmo, y debe ser contextual al grado de aprendizaje.

La modelaciéon matematica es un enfoque propuesto por el Ministerio de Educacién Na-
cional en los Lineamientos Curriculares de Matematicas [14] desde hace més de 12 anos.
En esencia, un modelo matematico representa situaciones en términos matematicos y
la modelizacion esta relacionada con los pasos que se dan entre la situacion, concreta o
ideal, y la matematizacion de ella.

Dado que el presente trabajo es un informe de préctica; hay una parte dedicada a la
intervencion que se realizdé a un grupo de estudiantes, de ingenierias y ciencias, de la
Universidad Nacional de Colombia sede Medellin, en el periodo académico 02 - 2011.
Alli se muestran los resultados obtenidos y su analisis, también una critica del trabajo
realizado y unas recomendaciones que se plasman en la propuesta metodolégica. En los
Anexos estan los pormenores del curso, las clases preparadas seccion por seccion, las
tareas y los examenes.



En la propuesta metodoldgica, se asumen las funciones exponencial y logaritmica como el
referente disciplinar. Se proponen situaciones problematicas, diferentes modelos y aplica-
ciones. Crecimiento poblacional, decaimiento radiactivo, escalas logaritmicas, entre otros;
se estudian alli.

Se puede concluir que los modelos matematicos y las situaciones problema, son una
buena estrategia para la ensenianza - aprendizaje de las funciones exponencial y loga-
ritmica. Porque, trabajada con intencién pedagégica, ayuda a desarrollar competencias
matematicas.

Antes de continuar quiero mencionar algunos trabajos, que pueden apoyar la propuesta
presentada en este informe, relacionados con ecuaciones, funciones de variable real o la
resolucién de problemas como estrategia de ensenanza. Ademads de los trabajos en los
que me apoyo, estan las propuestas presentadas a la Universidad Nacional de Colombia,
entre ellos los trabajos de maestria: “Propuesta de ensenanza para el aula, Ecuaciones
vy Modelos” [8]; presentada por el profesor Weimar Cifuentes Robledo quien trabaja las
ecuaciones cuadraticas y realiza aplicaciones en modelos de crecimiento, “Planteamiento
y Solucion de Problemas de Ecuaciones, Usando Estrategias y Métodos Propuestos en
el desarrollo Historico de la Teoria de Ecuaciones” [26]; realizado por el profesor Luis
Enrique Zambrano Garcia quien realiza un recorrido histdrico y geografico par los méto-
dos utilizados para solucionar ecuaciones algebraicas; propone problemas y situaciones
problema.

“No hay certidumbre alli donde no es posible aplicar ninguna de las
ciencias matematicas ni ninguna de las basadas en las matematicas”.
Leonardo Da Vinci.



2. MARCO TEORICO.

En el referente tedrico se tienen presente varios aspectos relacionados con la peda-
gogia. El aprendizaje significativo, como la teoria base para la propuesta metodoldgica.
Las situaciones problema como tactica para desarrollar habilidades cognitivas en los
estudiantes. Y la modelacién matemadtica como estrategia de ensenanza - aprendizaje
relacionado con las situaciones que se presentan en distintas disciplinas.

Para la realizacion de este marco tedrico me he apoyado en algunos autores que han
venido trabajando tematicas relacionadas con los argumentos que componen esta pro-
puesta. El Dr. David Ausubel (1918 - 2008) propuso la Teoria de Aprendizaje Significativo
que ha sido complementada con los aportes de Helen Hanesian (USA) quien es especia-
lista en psicologia del aprendizaje y el Dr. Joseph D. Novak (USA) que ha contribuido
con los mapas conceptuales como una herramienta cognitiva que ayuda en el proceso de
aprendizaje, al igual que el Dr. D. Bob Gowin. También, El Dr. Marco Antonio Moreira
(Brasil) ha seguido las ideas de Ausubel, proponiendo herramientas que permiten aplicar
la Teoria de Aprendizaje Significativo de manera préactica. Por otro lado, incluyo aportes
del Dr. José Yanez Carrillo, profesor de la Facultad de Ciencias de la Educacién de la
Universidad de Huelva (Espana), este ha trabajado la Didéctica de la Matemética y la
resolucion de problemas. También incluyo los aportes de los Doctores Morten Blomhdj
(Suecia), Rodney C. Bassanezi (Brasil) y M. Salett Bienbengut (Brasil) que han traba-
jado la Modelacién Matemética como estrategia de ensenanza de las matematicas. Por
ultimo, quiero apoyarme en los aportes del Dr. Juan D. Godino que es profesor de la
Universidad de Granada (Espana) y director del proyecto Edumat-Maestros.

2.1. Aprendizaje Significativo.

El Aprendizaje Significativo [16] es una teoria de ensenanza - aprendizaje propuesta por
el senor David Ausubel, estudiada y mejorada, por Joseph D. Novak, Helen Hanesian,
Marco Antonio Moreira, entre otros. Esta teoria se basa en los conocimientos que el
alumno ya tiene, y mediante algunos instrumentos, los conocimientos preexistentes en
el aprendiz se pueden identificar, reorientar si es necesario, para luego de un proceso de
asimilacién [15] introducir nuevos conocimientos y nuevos conceptos.

El objetivo de esta teoria es cambiar el esquema conductista donde la mente es similar a
un ordenador y el ser humano no razona. En la teoria de aprendizaje significativo el ser



humano piensa, razona, ordena, oblitera, asimila, critica, argumenta, etc. Herramientas
como los mapas de conceptos [18] , las v de Gowin [18] propuestas por D. Bob Gowin, los
ensayos, los mapas mentales, entre otros; ayudan para que se pueda dar un aprendizaje
significativo y por supuesto, es indispensable que el estudiante tenga voluntad y buena
disposicion para aprender.

Ausubel [16] propone que ‘“si tuviese que reducir toda la psicologia educacional a un solo
principio, (...) el factor aislado méas importante que influencia el aprendizaje, es aquello
que el aprendiz ya sabe”, teniendo claro este principio, lo que sigue serd identificar estos
conocimientos. Los conocimientos previos y preconceptos de los estudiantes no siempre
estan bien definidos o acordes a lo propuesto por la ciencia, entonces es necesario reorga-
nizarlos, de alguna forma, para luego anclar [16] los nuevos conocimientos de tal manera
que haya un proceso de asimilacién [18] adecuado, asi se espera que el nuevo conocimiento
sea realmente aprendido, es decir, que el aprendizaje sea significativo. Un conocimiento
no es significativo cuando es mecanico o memoristico, cuando no hay razonamiento o los
conceptos estan herrados. Aquellos conocimientos adecuados o bien definidos que nos
pueden servir de base para que el alumno integre [16] los nuevos conceptos son llamados
subsunsores o subsumidores [17].

Pero viene un interrogante que surge cada vez que se inicia el estudio de una teoria de
aprendizaje ;Cémo aplico esta teoria en las clases? El senor Moreira propone unos pasos
secuenciales [17] para la ensefianza de las ciencias y que basicamente resumen la teorfa de
aprendizaje significativo aplicado en unidades de ensenanza. Si una unidad de ensenanza
- aprendizaje recoge los puntos basicos del aprendizaje significativo, contiene materiales
potencialmente significativos, actividades potencialmente significativas, si trabaja a par-
tir de los conocimientos previos de los alumnos, si da un orden jerarquico subordinado o
superordenado [16] de los temas a tratar, si las actividades estdn reguladas en cuanto a
la dificultad, si maneja estrategias como modelos mentales y situaciones problema, etc.
esta Unidad de Ensefianza es Potencialmente Significativa (UEPS) [17].

Ademas de la UEPS, se pueden utilizar otras estrategias e instrumentos que permiten
identificar los conocimientos, reordenar las ideas de los alumnos, recordar lo obliterado
en un intento por lograr la asimilaciéon de los conceptos. Los problemas, las situaciones
problema, los modelos matematicos, los exdmenes al iniciar un tema, los mapas concep-
tuales, entre otros, pueden ayudar en este proceso; teniendo presente que el aprendizaje
es un proceso cognitivo complejo y que no todos los alumnos responderan de manera
positiva. Para concluir este parrafo, quiero referirme a la percepcién que tienen Ausubel,
Novak y Hanesian, respecto del aprendizaje significativo y es que para ellos la esencia
de este reside en el hecho de que las ideas estan “ (...) relacionadas simbdlicamente y de
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manera no arbitraria...” [4], es decir no al pie de la letra, con lo que el alumno ya sabe.

2.2. Situaciones Problema.

Para la ensenanza - aprendizaje de las matematicas se requiere, en algin momento,
del planteamiento de alguna situacién que inquiete al estudiante, que lo motive a utilizar
los conceptos aprendidos. El uso de estas situaciones de manera continua, con intencién
pedagdgica, son una herramienta que se puede utilizar en las clases de matematicas,
como estrategia de ensenanza. Ensenar la matematicas sin ninguna aplicacién no tiene
sentido en el mundo contemporaneo, donde cada dia se hallan nuevas aplicaciones para
los conceptos matematicos formales. Debe tenerse en cuenta que las matematicas basicas
son transversales a otras disciplinas y que alli su objeto es la aplicacion en el andlisis
de determinadas situaciones problema [17] que son un escenario dificultoso que se puede
analizar, pero que no necesariamente representa un problema [17] en si. Al respecto el
profesor Juan D. Godino y otros [10] , afirman que “seria cuanto menos contradictorio
con la génesis historica de las matematicas, al igual que con sus aplicaciones actuales,
presentar las matematicas a los alumnos como algo cerrado, completo y alejado de la
realidad”. Ademés se debe tener en cuenta que el desarrollo de habilidades cognitivas se
potencia analizando este tipo de situaciones y, como lo vengo diciendo, hacen parte las
estrategias utilizadas en el aprendizaje significativo.

Un problema se refiere a una cuestion particular que no es posible resolver directamente
con un algoritmo, y por lo cual el estudiante debe analizarla para proponer alternativas
de solucién. Este es un asunto relativo al contexto del estudiante y por supuesto a su
nivel de conocimientos. José Carrillo [7] se refiere a este tipo de situaciones y afirma que
“(...) el concepto de problema debe asociarse a la aplicacién significativa del conocimiento
matematico a situaciones no familiares, la conciencia de tal situacion, la existencia de
dificultad a la hora de enfrentarse a ella y la posibilidad de ser resuelta aplicando dicho
conocimiento”. La resolucion de problemas como estrategia de ensenanza se basa en el
analisis que siguen los alumnos para llegar a una posible soluciéon ante un problema
planteado por el profesor, quien hace el papel de moderador y facilitador [17].

De los problemas y ejercicios que se puedan proponer me inclino por aquellos que estén
redactados de manera literal, es decir, aquellos en los que el estudiante debe leer, analizar,
interpretar, plantear o modelar una generalizacion para luego hallar una solucion parti-
cular. Cuando el estudiante se enfrenta a un problema, en muchos casos, debe consultar,
indagar o estudiar para poder tener elementos que le posibiliten hacer algin planteamien-
to o iniciar un proceso de modelacion.
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2.3. Modelacion Matematica como Estrategia de Ensenanza.

Tradicionalmente, la literatura utilizada para la ensenanza de las matematicas bésicas
de secundaria ha tenido un enfoque més tedrico que aplicativo. Sin embargo, en estos
ultimos anos se han notado esfuerzos, por parte de algunos escritores de literatura rela-
cionada con la ensenanza de las matematicas, para incluir en su contenido la “modelacién
matemadtica” como estrategia de ensenanza. Por ejemplo, el profesor James Stewart y
otros [20], han incluido la modelacién matematica en sus libros de Calculo, Precélculo
y Ecuaciones Diferenciales. Por otro lado; el Ministerio de Educacién Nacional (MEN)
[14] incluye la modelacién, y la matemadtica aplicada a situaciones, en los “Lineamientos
Curriculares para la Ensenanza de las Matematicas”, desde hace mas de 14 anos.

Conviene definir qué es un modelo matematico, qué es modelacién matematica y cual
es la diferencia con la modelizacién. Un modelo matematico [21] representa situaciones,
ideas u objetos en términos matemadticos. Morten Blomh@j [6] define que “Un modelo
matematico es una relacion entre ciertos objetos matematicos y sus conexiones por un
lado, y por el otro, una situacion o fenomeno de naturaleza no matematica”. Bassanezi
y Biembengut [5] proponen la modelacién matematica como un método de ensenanza de
las matematicas, que utiliza el proceso de modelizacién como estrategia de aprendizaje.
La modelizacién [24] es el proceso que se da entre la situacién, concreta o ideal, y la
matematizacién de ella. “En principio existe un proceso de modelizacion detras de todo
modelo mateméatico” [6].

Con respecto a la ensenanza del Precalculo o las Matematicas Bésicas, la idea es
aprovechar los modelos existentes y el proceso de modelacion para desarrollar compe-
tencias matematicas. Esto se logra vinculando la modelizaciéon conscientemente en el
proceso de ensenanza - aprendizaje. Morten Blomh@j [6] alude que la competencia en
modelacién se refiere a que el alumno debe ser capaz de llevar a cabo en forma auténo-
ma y consciente todos los aspectos de un proceso de modelizacién en un contexto dado.
Para esto, en cuanto sea posible, se deben proponer problemas y situaciones de diver-
sa indole. Por ejemplo, las Funciones Reales de una Variable pueden ser utilizadas como
modelos de fenémenos naturales y situaciones problematicas relacionadas con economia,
estadistica, etc. Para el caso particular de las Funciones Exponencial y Logaritmica se
pueden utilizar, entre muchas aplicaciones, para describir el crecimiento poblacional, el
decaimiento radiactivo, el interés compuesto, ajustes y escalas logaritmicas, entre otros.
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3. INFORME DE PRACTICA.

A continuacién se presenta una descripcion general del cuso Matemdaticas Bdésicas
intervenido en un proceso de practica pedagogica, los resultados obtenidos por los estu-
diantes y un andlisis de estos resultados. Dentro del analisis hay una critica al trabajo
realizado, como introduccion al siguiente capitulo que es una Propuesta Metodoldgica.
Gran parte de la informacién relacionada con este informe se encuentra en los Anexos,
esta consta basicamente de la planeacién de las clases y los pormenores del curso.

3.1. Descripcién general.

En el semestre 02 - 2011 se realizé la practica pedagdgica para la Escuela de
Matematicas de la Universidad Nacional de Colombia sede Medellin en el curso de
Matemdticas Basicas, dictado a los alumnos del grupo 19 de primer semestre de inge-
nierias y carreras relacionadas con Ciencias. Las clases se iniciaron el dia 2 de agosto
de 2011 y por causas extracurriculares (cese de actividades por parte de los alumnos en
actitud de protesta) se prolongaron hasta el 20 de febrero de 2012. En el Anexo 2, est4 el
informe de las clases preparadas presentado al asesor de préctica, Profesor Jorge Mario
Ramirez Osorio. Las tareas y los exdmenes estan en el Anexo 3. Se le da un poco mas
énfasis al trabajo realizado a partir del tema Modelado de Ecuaciones que estd antes de
Funciones de Variable Real; los demas temas trabajados en la practica, se incluyen con
poco detalle ya que no estan dentro del objetivo principal de este trabajo.

El curso Matematicas Basicas esta propuesto para los estudiantes, aspirantes a ingenierias
y a carreras relacionadas con las ciencias, que no logran obtener los puntajes minimos
requeridos por la Universidad, que indiquen competencia para ver los primeros cursos
de matematicas y ciencias. Este curso es un repaso de los temas mas importantes de
las Matematicas, que se contemplan en los estandares [13] propuestos por el Ministerio
de Educacién Nacional (MEN) a las Instituciones de Educacién Secundaria. El curso
no tiene un caracter de asignatura, pues los alumnos lo pueden perder y no tienen que
repetirlo, pero la nota y los créditos (cuatro) afectan el Promedio Aritmético Ponderado
Acumulado (PAPA) del estudiante. La universidad asesora la evaluacién del curso y
realiza un examen final, a nivel nacional, con un valor del 30 % del total de la nota. En
el Anexo 1 estan los temas generales propuestos para el curso y en el Anexo 4 estan las
fechas propuestas para los exdmenes.
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El curso tiene una intensidad horaria de 4 horas de clase por semana, 2 horas adi-
cionales de asesorias realizadas por el profesor del curso, que consisten en resolver
dudas de los estudiantes. También hay programacién de talleres semanales elabora-
dos por alumnos avanzados en matematicas que trabajan como monitores para la
Universidad, esto consiste en resolver ejercicios y explicar el proceso de solucion. En
la pagina Moodle de la Escuela de Matematicas de la Facultad de Ciencias, los alum-
nos tienen acceso a talleres y temas, propuestos por la Escuela en un curso virtual
(http://virtuall.medellin.unal.edu.co/).

3.2. Resultados.

El curso lo iniciaron 29 estudiantes, 12 estudiantes cancelaron y 17 terminaron el
curso. De estos 17 estudiantes, 9 aprobaron el curso y 8 lo reprobaron. De los estudiantes
que reprobaron, 7 no presentaron tareas ni examenes. El curso se evalué con nota de 0,0
a 5,0; teniendo como base de aprobacion 3,0. En el Anexo 5 estan los resultados obtenidos
por los estudiantes que aprobaron el curso.

En general la evaluacién consté de 2 exdmenes parciales individuales (33 %); 2 quices
individuales (20 %); 4 tareas presentadas por grupos de 3 personas (17 %) y un examen
final propuesto por la Universidad (30 %). En el Anexo 4 estan los pormenores de la
evaluacion.

3.3. Analisis de resultados.

Dado que el curso de Matematicas Bésicas no es de obligatoria asistencia, se pres-
ta para que el estudiante le dé prioridad a otras actividades; esto influye de manera
dramatica en los resultados finales y en la permanencia en el curso. Afirmo lo ante-
rior, porque la mayoria de los estudiantes que no aprobaron el curso, no asistieron, no
presentaron las tareas y no presentaron los exdmenes.

En el informe de las clases preparadas (Anexo 2) y en mis propias intervenciones, observo
que las clases estan esquematizadas en forma expositiva, con talleres y asesorias pero de
manera tradicional. Es visto en las tareas y los ejemplos, que el curso estd tratando de
enfocar la modelacién matematica como estrategia de ensenanza, pero sigue siendo un
curso transmisionista en el que falta participaciéon por parte de los estudiantes, aparte
de unas tareas en grupo no hay un enfoque hacia el trabajo colaborativo, ni hacia los
problemas contextuales, entre otros. Es por esta autocritica que a la estrategia utilizada
en esta practica se agrega la siguiente Propuesta Metodoldgica.
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4. PROPUESTA METODOLOGICA.

La presente es una propuesta para la ensenanza aprendizaje de las Funciones Reales
de una Variable [1], en particular las Funciones Exponencial y Logaritmica [20], teniendo
en cuenta la teoria de Aprendizaje Significativo, las Situaciones Problema y la Modelacién
matemdtica [21].

En la unidad se proponen ejemplos practicos de modelos matematicos aplicados en distin-
tas disciplinas. Se estudian aplicaciones como el crecimiento poblacional, el decaimiento
radiactivo, el interés compuesto, las escalas logaritmicas, etc. Ademads, se proponen ac-
tividades y situaciones problema con distintos niveles de dificultad.

Para aplicar la propuesta de ensenanza - aprendizaje, se sugieren 3 clases de 2 horas cada
una, con asesorias adicionales y talleres (ejercicios explicados). En cada seccién de clase
se propone trabajar varias de las actividades propuestas y son los estudiantes quienes las
realizan. El profesor debe proponer ejemplos y problemas adicionales para contextualizar
las actividades propuestas en esta unidad. En este caso la funcién del profesor es la de
un guia facilitador del aprendizaje.

A continuacién describo los pasos secuenciales que se siguen en la Unidad de Ensehanza
Potencialmente Significativa, su intencién y las actividades propuestas.

Objetivos:

= Contribuir al estudiante en el estudio de las Matematicas Bésicas en particular de
las Funciones Exponencial y Logaritmica.

= Estudiar algunos modelos y aplicaciones de las Funciones Exponencial y Logaritmi-
ca.

= Proponer actividades y situaciones para que los estudiantes adquieran habilidad
para modelar y apliquen sus conocimientos sobre Funciones.

4.1. Examen inicial.

Para poder iniciar la unidad; es necesario identificar los conocimientos que tienen
los alumnos sobre los temas inmediatamente anteriores a las funciones exponencial y lo-
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garitmica, que son relevantes para el estudio de las mismas. Asumo que estos conocimien-
tos previos son las progresiones, la funcidén potencia y la funcién inversa. A continuacion
propongo un cuestionario con ejercicios relacionados con los conocimientos y conceptos
previos al tema a tratar, pero sin introducir el tema como tal. La idea es identificar
los “subsunsores” [17] o conceptos adecuados relevantes para continuar con el estudio de
las funciones exponencial y logaritmica. Este cuestionario no tiene calificacion sumativa
y la solucién propuesta por los estudiantes debe ser discutida en clase y corregida gru-
palmente. En un examen posterior se hacen preguntas similares a estas con el dnimo
de corroborar el aprendizaje. Los conceptos subsunsores o subsumidores deben estar bien
definidos para que pueda haber un “anclaje o asimilacién” [17] del nuevo conocimiento.

Examen propuesto.

El siguiente examen es sugerido con el fin de identificar los conocimientos que tienen
sobre progresiones, funcién potencia y la inversa de una funcién. La solucién propuesta
debe ser discutida posteriormente.

1. La poblacién P (en miles de habitantes) de San José (California), de 1988 a 2000
se muestra en el cuadro 1 (Se dan las estimaciones promedio de cada ano). Dibuje
una gréfica aproximada de P como una funcién del tiempo (t).

| Ano || Poblacién (en miles de habitantes) |

1988 733
1990 782
1992 800
1994 817
1996 838
1998 861
2000 895

Cuadro 1: Poblacion de San José.

2. El tercer término de una progresion geométrica es 144 y la razon es 6 ; Qué posicion
ocupa dentro de la progresion el niimero 51847

3. Halle el término general para las progresiones geométricas:
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11 1 1
A 315" 75 375’
11
b. 5. 1 - -—
) 757 257

2
4. Dada la funcién: f(z) = —g(:c +3)?

a. ;Como se puede restringir el dominio de f para que tenga inversa?
b. Realice la grafica de la funcién restringida y de su inversa.

c. Determine el dominio y el rango de ambas funciones.

5. Trace la grafica de y = f~1(x) de las funciones que se muestran en la figura 1 , si
la grafica de y = f(x) tienen inversa.

I

Figura 1: Funcién Inversa.

6. A un silo (tanque) que tiene forma cilindrica y termina en cono, le ingresa un
liquido alcalino a razon de 2 litros por segundo. Teniendo en cuenta que el radio
(R) del cilindro es de 4 m, su altura total (h) es de 8 m y que el cono tiene una
inclinacién con respecto a la base del cilindro del 100 %.

a. Exprese el volumen del contenido del recipiente en cualquier instante, en térmi-
nos de la altura (en funcién de h) hasta el nivel del liquido.

b. Determine el dominio y el rango de la funcién obtenida.

c. Determine el volumen cunado el nivel del liquido esta a 6 m de altura.

7. ;Qué entiende por modelo mateméatico?
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4.2. Situaciones iniciales.

Las siguientes situaciones estan planteadas como ordenador previo [17], estas se propo-
nen con la intencién de propiciar un reordenamiento de los conocimientos previos adecua-
dos sobre las funciones exponencial y logaritmica. Todavia no se inicia el tema formalmente,
pero quiero incluir varias situaciones que puedan despertar cierta suspicacia en los alum-
nos. En este caso propongo una lectura sobre la historia de las funciones exponencial y
logaritmica [2], una situacién relacionada con teoria de nimeros, una situacion relaciona-
da con las progresiones geométricas y la realizacién de un ejercicio de modelacién que les
indique el proceso de modelado.

Contexto histérico[2].

Los logaritmos fueron propuestos alrededor de 1590 por John Napier (1550 - 1617) y Jobst
Biirgi (1552 - 1632) trabajando ambos de manera independiente. El enfoque inicial de
los logaritmos era muy diferente al de hoy; se basaba en la relacién entre sucesiones
aritméticas y geométricas. La funciéon inversa de la funcion exponencial es propuesta
méas recientemente. Las tablas de Napier, publicadas en 1614, contenian los llamados
logaritmos naturales, el profesor londinense Henry Briggs(1560 - 1631) se interesé en las
tablas y visito a Napier. Briggs convirtié las tablas de Napier en las tablas de logaritmos
comunes que fueron publicadas en 1617. Su importancia para el calculo fue inmediata-
mente reconocida y alrededor de 1650 se imprimian en lugares tan lejanos como China.
Un efecto colateral de la invencion de los logaritmos fue la popularizacién de la notacion
del sistema decimal para los niimeros reales. El camino para llegar a esta invencion ini-
ci6 anteriormente con Nicolds Oresme (siglo XIV) quien retoma las tendencias sucesivas de
un mismo nimero, que venian desde la época de los Egipcios y Babilénicos, e introduce
la nocién de exponente fraccionario. Mas adelante Nicolds Chuquet (siglo XV) retoma la
regla de Euclides(330 aC - 275 aC) para la multiplicacién de bases.

Luego de algunos comentarios sobre la lectura se propone analizar las siguientes situaciones:

1. Seguramente esta historia es un mito, pero veamosla como una situacién interesante
de analizar. Se dice que el Rey Shirham Belkib de India queria recompensar al
Brahmén Sissa Ben Dahir, por inventar e introducirlo al juego del ajedrez. El
rey en agradecimiento por compartir con él este esparcimiento y sacarlo de su
aburrimiento le ofrecié una recompensa, la que él quisiera. El Brahman le pidi6 al
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Rey que le diera un grano de trigo por el primer cuadrado del tablero, luego cuatro
granos por el segundo, ocho granos por el tercero, dieciséis granos por el cuarto y
asi sucesivamente.

a. Esta es una progresion geométrica ;Cual es su razén y su término general?
b. ;Cuantos granos de trigo debi6 dar el Rey al Brahméan?

c. Si se diera un grano por el primer cuadro, dos por el segundo, cuatro por el
tercero, ocho por el cuarto, dieciséis por el quito cuadro y asi sucesivamente.
L Qué progresion seria esta y cudl es su término general? ;Cuantos granos
corresponden al cuadro 647 ;Qué diferencia hay con la progresiéon anterior?

2. El matemético Pierre de Fermat afirmaba que la sucesién a, = 2% + 1 podia
generar todos los nimeros primos, pero el matematico Leonard Euler lo contradijo.
Verifique cual de los dos matematicos tenia razén.

3. A medida que el aire seco asciende se expande, y al hacerlo se enfria a un ritmo de
alrededor 1 °C' por cada 100 metros que sube, hasta casi los 12 Km.

a. Si la temperatura del suelo es de 20 °C' en promedio, plantee un modelo para
la temperatura a una altura (h).

b. ;Qué temperaturas pueden esperarse en un aeroplano que despega y alcanza
una altura maxima de 5 km?

4. Consulta un poco mas acerca de la historia de las funciones exponencial y logaritmica

[2].

4.3. Actividades de introduccion.

Luego de realizar un mapa conceptual para ubicar conceptualmente las funciones ex-
ponencial y logaritmica dentro de las funciones reales de una variable [1], se definen formal-
mente y se retoman las propiedades de los logaritmos. Luego, se propone una actividad
para que los estudiantes representen sus graficas. Para finalizar se proponen ejercicios
operativos y una situacion sencilla para que ellos los resuelvan colaborativamente. Lo
que se pretende es que los estudiantes tengan un contexto general de las funciones en
cuestion, conozcan sus definiciones formales y comiencen a realizar aplicaciones.
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La funcién exponencial y su inversa.

Como se observé en la actividad anterior, la sucesién propuesta por Fermat y la situacion
del ajedrez, tienen la forma de una funcién exponencial y posee una diferencia marcada
con respecto a la funcidn potencia. En la funciéon exponencial el exponente varia y en
la funcién potencia la base varia mientras que el exponente permanece constante. La
funcion exponencial que definiré a continuacién presenta un orden conceptual dentro las
funciones reales de una variable, que se analiza en el mapa conceptual que se propone en

la figura 2.

Funciones Reales

de varias variables.

k\

Pueden ser —®
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Figura 2: Mapa conceptual.
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En general la expresién f(z) = a® determina la funcién exponencial de base a, donde a
debe ser mayor que cero y diferente de 1. Si la funcién no tiene ninguna transformacion,
el dominio corresponde al conjunto de los nimeros Reales y su rango corresponde a los
Reales positivos, con el eje x como asintota.

Retomemos algunas propiedades de los logaritmos que nos permitan operar con la funcién
exponencial y su inversa:

1. logo(N) =2 <= a®* =N

2. FEl logaritmo de 1 en cualquier base es cero.
3. El logaritmo de la base siempre es 1.

4. qlosa(N) = N

5. logy(M.N) = log,(M) + log.(N)

6. l0ga (%) = 10go(M) — loga(N)

7. log.(N)" = Plog,(N)

8. logy(N) = %

Si queremos despejar x con el animo de determinar la funcién inversa a f, es necesario
utilizar logaritmos, asi la funcién inversa a la funcién exponencial es f~!(z) = g(z) =
log,(x) con la base a mayor que cero y diferente de 1. Luego, la funcién inversa a la
funcién exponencial es la llamada funcién logaritmica. Si la funcién g(z) = log,(z) no
tiene ninguna transformacién, el dominio corresponde a los nimeros Reales positivos,
con el eje y como asintota y el rango corresponde a todos los niimeros Reales.

Ejercicios propuestos

1. Grafique las siguientes funciones, determine sus dominios y sus rangos.

a. p(r) =26+ —4
b. h(z) =4+ (3)"
c. g(x)=e"—-1

d. m(z) = —=3(e)"™
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e. h(xz) = Logex + Log.(2 — x)

1 n
2. Dada la sucesion a,, = (1 + —) , complete el cuadro 2 y, de acuerdo a este, realice
n

1 x
la grafica para la funcién f(z) = (1 + —) ., Qué concluye de la tendencia de la
x

sucesion para valores de n grandes?

100
1000
8000

Cuadro 2: Tendencia de a,,.

3. iQue nombre tienen las funciones exponenciales cuya base es el nimero e, y que
nombre recibe su inversa?
4. Exprese en forma exponencial.
a. Ln(z+1) =2
_2
b. Logsr = 3
-3
c. Log:(3z) = 3

5. Suponga que le ofrecen un trabajo por un mes, donde se le pagara bien. ;Cuél de
las formas de pago siguientes resulta mas conveniente para usted?

a. $ 4000000 al final del mes.

a. $ 100 por dia hasta el dia 8 y a partir de ahi: $ 1 por el dia 9, $ 4 por el dia 10,
$ 8 por el dia 11 y asi hasta el dia 30.
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6. Una sustancia radiactiva se desintegra de tal manera que la cantidad de masa que
permanece después de t dias, es proporcional a la funcién exponencial natural con
73 veces el tiempo como exponente: Si se sabe que la cantidad de masa a las 10
horas es de 500 Kg:

a. Encuentre la cantidad de masa que permanece a los 3 dias.
b. Realice un esquema de la grafica de esta funcion.

b. Determine su dominio, su rango y contextualicelos.

4.4. Situacion problema.

Se proponen situaciones donde los estudiantes deben plantear modelos, para luego
discutir cudl de ellos es mas conveniente en cada situacién, la intencién es que los estu-
diantes realicen el proceso de modelacion, pero con un grado mayor de dificultad. Esta
situacion se plantea como tarea para entregar al finalizar el tema, cuando los estudiantes
hayan alcanzado un mejor nivel. Se pretende que el estudiante analice y se enfrente a
un problema como un reto para mejorar sus habilidades en la solucién de problemas y
el planteamiento de modelos matematicos.

La formacién de una colmena [5].

Una abeja reina tiene una capacidad de postura de unos 2000 huevos por dia. Esta
capacidad depende del area disponible para la postura, de la calidad genética de la reina,
de las condiciones alimenticias y del clima. Cuando una reina disminuye su postura, los
operarios responsables de la manutencién de las larvas promueven el desarrollo de una
nueva reina. La nueva reina después del vuelo nupcial en que es fecundada por uno o mas
zanganos, retorna a la colmena desalojando la vieja reina que partird para formar una
nueva colmena. Acompanando a la reina le siguen 10000 operarias, aproximadamente,
que es el enjambre volador. Para el estudio del crecimiento de poblacion de una colmena
se propone considerar los siguientes datos:

D1 : Una reina suele vivir 5 anos, pone por término medio, 2000 huevos por dia.
D2 : Una abeja operaria tarda en nacer 21 dias.

D3 : Una colmena se inicia con una cantidad inicial de 10000 operarias.
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D4 : La vida media de una operaria es de 40 dias.

Con esta informacion, plantee un modelo matematico que describa el crecimiento pobla-
cional de una colmena en el tiempo, realice una grafica y argumente su propuesta.

4.5. Modelos exponenciales y logaritmicos.

Se presentan modelos matematicos conocidos, de aplicaciones en diferentes disciplinas
como, biologia, economia, fisica, geologia, paleontologia, etc. Y que tienen que ver con
las funciones exponencial y logaritmica. Lo que pretendo es incluir actividades de profun-
dizacién [17], que los estudiantes resuelvan problemas con mayor complejidad y que se
enteren de las aplicaciones que tienen estas funciones.

Muchos de los fenémenos que ocurren en la naturaleza, formas geométricas, y otras
situaciones tedricas se pueden modelar mediante las funciones exponencial y logaritmica.
A continuacién propongo algunos de estos modelos y algunas aplicaciones.

Modelos exponenciales de crecimiento poblacional.

Se ha observado que las especies crecen m veces su poblacién inicial, en un tiempo fijo.
Por ejemplo, hay bacterias que en un ambiente ideal, triplican su poblacién cada 4 horas.
Segun las observaciones, el crecimiento de una poblacién es proporcional al tamano de
la poblacién inicial, este modelo fue propuesto por Thomas Malthus (1766 - 1834).
Modelo de crecimiento exponencial.

P(t) = P()@rt

P(t) = Poblacion en el tiempo t.
Py = Tamano inicial de la poblacion.

Con: . oY
r = Tasa relativa de crecimiento.
t = Tiempo.
Aplicaciones:

1. La cuenta en un cultivo de bacterias fue de 700 después de 3 horas y de 35400
después de 5 horas:
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;,Cudl es la tasa relativa de crecimiento de la poblacién de bacterias?
. (Cudl fue el tamano inicial del cultivo?
Encuentre una funcién que modele el nimero de bacterias después de t horas.

. Calcule el nimero de bacterias después de 9 horas.

S

LAl cabo de cuanto tiempo el numero de bacterias serd de 100007

. La poblacién de un pais tiene una tasa de crecimiento relativa de 3,3 % por ano.
Los programas de natalidad estan planeados para que la tasa de crecimiento se
reduzca a 2,5% anual. Si la poblacién en 1998 fue aproximadamente de 39 mi-
llones, encuentre la poblacion proyectada para el 2030 con la reduccién de la tasa
de natalidad y calcule la diferencia de habitantes con la tasa de crecimiento de
poblacién del 3,3 %.

. En 1993 la poblacién del mundo fue de unos 5,365 x (10°) habitantes y en 1995
fue de unos 5,7 x (10?) habitantes:

a. ;Cudl es la tasa de crecimiento relativa?
b. jPara qué afio la poblacién mundial serd de 9,4 x (10%) habitantes?

c. ;Cuantos habitantes hay actualmente, segiin estos datos?

. Una cepa infecciosa de bacterias se incrementa a una tasa de crecimiento relativa
de 180 % por hora. Cuando cierta cantidad critica de bacterias estd presente en el
torrente sanguineo, una persona se enferma. Si 2 de estas bacterias infecta a una
persona la concentracién critica de bacterias se alcanzara en 25 horas. ;Cuanto
tiempo toma alcanzar la concentracion critica si la persona es infectada con 100
bacterias?

Modelo de crecimiento logistico o de Verhulst.

El modelo logistico describe que a mayor poblaciéon menor rata o tasa de crecimiento,
este modelo es mas practico que el modelo exponencial de crecimiento sin limite ya
que con este se observa una tendencia a la estabilizacion con el tiempo, cosa que se
adapta a la realidad. Las funciones logisticas se usan para modelar poblaciones donde el
crecimiento esta restringido por los recursos disponibles, este modelo fue propuesto por
Pierre Frangois Verhulst (1804 - 1849).

Kpye™ K
P(t) = =
®) K + po(ert — 1) 4 <K—Po)€rt

Po
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K = Capacidad de persistencia o capacidad sustentable.
P(t) = Poblacidn en el tiempo t.
Con:< Py = Tamano inicial de la poblacion.
r = Razon de crecimiento Intrinseco.
t = Tiempo.

Aplicaciones:

1. Utilizando un modelo logistico con capacidad sustentable K = 100 x 10°, una
poblacién mundial (Humana) de 5 x 10? en 1986 y una razén de crecimiento de
2% anual, hacer una prediccién de la poblaciéon mundial para el afio 2012. Los
datos provistos son aproximaciones de los datos observados en la realidad:

a. ;Cuédndo serd esta poblacién de 32 x 10%?
b. ;Para qué afio la poblacién mundial sera de 9,4 x 10° habitantes?

c. ;Segun el modelo logistico, cudl fue la poblacion para 19957

2. La poblacién mundial en 1939 era aproximadamente 2,3 x 10° habitantes y, en
2009, se estimé en 6,7 x 10° habitantes. Algunos especialistas consideran que la
capacidad sustentable del planeta es de 11 x 10° habitantes, en condiciones de
bienestar. Considere t = 0 en 1939. Encuentre una expresién para P(t) con t > 0,
determine P en el ano 2020 y el tiempo (¢;) en el que habrd 10 x 10° habitantes.

Modelo para calcular el interés compuesto.

El interés compuesto tiene un comportamiento exponencial y se puede calcular mediante
el siguiente modelo.

A(t) = P<1+£)m

A(t) = Monto despues de t anos.
P = Capital.
Con: < r = Tasa de interés.
t = Numero de anos.
n = # de Veces que se calcula el interés al ano.
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Modelo para calcular el interés continuamente compuesto.

Si al interés compuesto se le aumenta el nimero de periodos, sin limite, la funcién se
comporta como una funcién exponencial natural.

A(t) = Pe™

A(t) = Monto después de t anos.
P = Capital.

Con: . )
r = Tasa de interés.
t = Numero de anos.
Aplicaciones:

1. Si se invierten $ 9800000 a un interés de 11 % por ano, capitalizable trimestral-
mente, encuentre el valor de la inversién después de:

a. 3 anos.
b. 7 anos.

c. 10 anos.

2. Calcule el tiempo requerido para que una inversién de $ 2900000 crezca a $ 5000000
con una tasa de interés al 7,4 % anual, capitalizable cada trimestre.

3. Juana quiere invertir una suma de $ 10000000 en una cartera colectiva que produce
una tasa de interés de 8,9 % anual, capitalizables semestralmente. ; Cudnto tiempo
debe esperar para que obtenga una gancia de $ 50000007

4. Encuentre el rendimiento porcentual anual para una inversién que gana 7% por
ano capitalizable de manera continua.

Decaimiento radiactivo.

En elementos que tienen caracteristicas radioactivas, ocurre que a medida que emiten
radiacién su masa disminuye. Seguin observaciones, la masa de los materiales radiactivos
disminuye de manera exponencial. A veces se utiliza la vida media (Cuadro 3) de los
materiales radiactivos, para tener un punto de referencia respecto a una fecha o un
tiempo determinado, esta vida media es el tiempo en que tarda un elemento radiactivo
en disminuir su masa a la mitad.
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Modelo para el decaimiento radiactivo.

m(t) = mee "
(' m(t) = Masa inicial de la sustancia.

h = Vida media de la sustancia.
Con:d 7= Tasa de decaimiento.

t = Tiempo.
_In2
\ r - T
H Elemento H Vida media H
Torio 232 || 14,5 x 10Y anos.
Uranio 235 || 4,5 x 107 anos.
Torio 230 80000 anos.
Plutonio 239 24360 anos.
Carbono 14 5730 anos.
Radio 236 1600 anos.
Cesio 137 30 anos.
Estroncio 90 28 dias.
Polonio 210 140 dias.
Torio 234 25 dias.
Cuadro 3: Elementos radiactivos.
Aplicaciones:

1. Un artefacto de madera, de una tumba antigua, contiene 59 % del carbono 14 que
contenia originalmente. ;Hace cuanto fue hecho el artefacto?

2. Si 350 mg de un elemento radiactivo disminuye a 343 mg en 2 anos, calcule la vida
media del elemento.

3. Un arquedlogo encuentra un fémur de un esqueleto humano, un analisis posterior
determiné que el hueso tiene un 86 % de la cantidad de “C que tenfa cuando el
individuo estaba vivo. ;Cuantos anos hace que muri6 este individuo?
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Ley de enfriamiento de Newton.

Esta ley establece que la tasa de enfriamiento de un objeto es proporcional a la diferencia
de temperaturas entre el objeto y la de sus alrededores. Este modelo aplica cuando la
diferencia de temperaturas no es muy grande.

Modelo de enfriamiento.
T(t) = TS + Doe_kt

T(t) = Temperatura en un tiempo t de un objeto.
Ty = Temperatura de los alrededores del objeto en cuestion.
Con: ¢ Dy = Diferencia de la temperatura inicial entre el objeto y sus alrededores.
k = Constante que depende del tipo de objeto.
t = Tiempo.

Aplicaciones:

1. La ley de enfriamiento de Newton se utiliza, en criminalistica, para determinar la
hora de muerte, en investigaciones de homicidio. La temperatura normal de una
persona es de 36,7 °C' y se ha determinado experimentalmente que la constante es
K = 0,19468, para estos casos. Si en una ciudad donde la temperatura promedio
es de 18 °C' se halla un cuerpo con 23 °C":

a. Encuentre una funcién que modele la temperatura, t horas después de la muerte.

b. Determine la hora de muerte del occiso.

2. Una olla llena de agua se lleva a ebullicion en una habitacién con temperatura de
23 YC. Después de 15 minutos la temperatura del agua ha disminuido de 96 a 74
0C, calcule la temperatura después de 20 minutos e ilustre graficando la funcién
de temperatura.

Escalas logaritmicas.

En ocasiones, dada la diversidad de los datos de algiin determinado estudio, representar-
los usando sus logaritmos, puede dar una mejor idea de su validez desde el punto de vista
informativo. Por ejemplo si los datos son exponenciales y van desde 0,01 hasta 10000,
representar estos en un grafico es dificultoso y poco informativo, pero si a cada dato se le
halla su logaritmo en la base més conveniente, graficarlo resulta mas facil y los graficos
més expresivos con puntos menos apenuscados. Es adecuado utilizar logaritmos en cifras
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astronémicas o muy pequenas, o en el caso donde los datos son demasiado diversos en
tamanos. Basicamente, el logaritmo de un dato lo representa y es una escala del dato
original.

Escala del pH:

El quimico danés S@ren SOrensen (1868 - 1939) definié la escala del potencial de
hidrégeno (pH) como la medida de acidez o alcalinidad de una disolucién, este indi-
ca la concentracién de iones de hidrégeno [H3OT] presentes en determinadas sustancias.
Por ejemplo, una concentraciéon de [H3O"] = (1 x 1077)M = (0,0000001)M es simple-
mente un pH de 7 ya que pH = —log[10~7] = 7. La escala de pH tipicamente va de 0
a 14, siendo acidas las disoluciones con pH menores a 7, y alcalinas las que tienen pH
mayores a 7.

pH = —log[H™]
Donde [H ] es la concentracién de iones de hidrégeno en moles por litro (M).
La escala de Richter:

La escala sismoldgica de Richter fue desarrollada en 1935 por el sismoélogo Charles Francis
Richter (1900 - 1985) con la colaboraciéon de Beno Gutenberg (1889 - 1960). Es una
escala logaritmica arbitraria que asigna un nimero para cuantificar la energia liberada
en un terremoto. Richter arbitrariamente escogié un temblor de magnitud (0) para des-
cribir un terremoto que produciria un desplazamiento horizontal maximo de 1 pum en un
sismograma trazado por un sismémetro de torsién Wood-Anderson localizado a 100 km
de distancia del epicentro.

I
M = logg

S = Intensidad de un terremoto estandar (amplitud 10~*cm ).
M = Magnitud del terremoto.

= Intensidad del terremoto medida por la amplitud de una lectura de
sismografo tomada a 100 Km del epicentro del terremoto.

Con:
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La escala de decibeles:

Esta escala utiliza el belio (B) y su submultiplo el decibelio (dB) para medir la intensidad
del sonido. Fue propuesta dadas las dificultades para el manejo de las cifras, y se da en
una relacion ya que es mas facil definir una intensidad sonora comparandola con otra
intensidad ya conocida.

I
B =10log—
oglO

I = Intensidad.
I = B = dB (decibeles).

Con: Iy = Intensidad de referencia (Iy = 1022W/m?
a una frecuencia de 1000H z).
Aplicaciones:

1. Una sustancia desconocida tiene una concentracién de ion hidrégeno de [H]= 3,7
x 1078 M. Determine el pH y clasifique la sustancia como 4cida o bésica.

2. Las lecturas de pH para vinos varian de 2,8 a 3,8. Encuentre el intervalo correspon-
diente de concentraciones de iones de hidrégeno.

3. Si un terremoto es 19 veces la intensidad de otro, ; Cuanto mas grande es su mag-
nitud en la escala de Richter?

4. Fl nivel de ruido en una conversacién normal tiene una intensidad de 50 dB. El
nivel de ruido en un concierto de rock se midié en 120 dB. Encuentre la relacién
de la intensidad de la musica de rock a la de la conversacion normal.

4.6. Taller.

Con el fin de fortalecer las habilidades de los estudiantes para resolver problemas, y
retomar los conocimientos obliterados, se propone un taller final como actividad de cierre
[17]. Se espera que con el trabajo realizado hasta aqui, y la solucién de este taller, se
logre un buen proceso de asimilacién [18].
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Taller propuesto.

3
las en un mismo plano cartesiano y grafique sus inversas en otro plano cartesiano.

Determine los dominios, rangos e intercepto con los ejes coordenados.

1 T
1. Dadas la funciones f(z) = 3%; g(x) = <—> ;p(x) = —(3)" y h(xz) = 377 Grafique-

2. Exprese en forma logaritmica:

a. et =0,5

b. 73 =343

3. Graficar, hallar dominio y rango.
Lnlz + 2| = f(x)
4. El maximo alcance de un proyectil es directamente proporcional al cuadrado de su

velocidad inicial. Si el maximo alcance es de 4800 m cuando la velocidad inicial es
de 180 m/s:

a. Escribase un modelo explicito para (A) , donde (A) es el alcance en metros (m)
y v la velocidad inicial en (m/s).

b. Utilice esta férmula para encontrar el alcance maximo cuando la velocidad
inicial es de 240 m/s.

5. Un crisol con un metal se lleva a fusién en un horno con temperatura de 1700 °C,
con el animo de evitar choque térmico el metal se vierte en otro crisol con tem-
peratura 1200 °C. Después de 7 minutos la temperatura del metal ha disminuido
a 1600 °C, calcule la temperatura después de 15 minutos e ilustre graficando la
funcién de temperatura.

6. Un cultivo contiene 1000 bacterias al inicio y se duplica cada 45 minutos:

a. Encuentre una funcion que modele el niimero de bacterias después de t minutos.
b. Calcule el nimero de bacterias después de 5 horas.

c. ;Después de cuantos minutos el cultivo contendra 11000 bacterias?

7. Si 150 g de un elemento radiactivo disminuye a 543 mg en 5 anos, calcule la vida
media del elemento.
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10.

11.

12.

4.7.

.Cual de las tasas de interés dadas y periodos de capitalizaciéon proporcionan la
mejor inversién?

a. 9,5% por ano, capitalizable cada medio afio.

b. 9,25 % por ano, capitalizable bimestralmente.

c. 9% por ano, capitalizable en forma continua.

. Se invierte una cantidad de $12800000 a una tasa de 3,5% mensual. Determine

los montos en la cuenta después de tres anos si el interés se calcula anualmente,
trimestralmente, mensualmente y diariamente.

., Qué interés recibirdas de un banco al cabo de cinco anos si tu inversion inicial
ahorrado es de $ 4300000 y el interés de 0,78 % mensual?

Utilizando un modelo logistico con capacidad sustentable K = 21 x 10%, una
poblacién mundial (Humana) de 5,7 x 10° en 1995 y una razén de crecimiento
de 2% anual, hacer una prediccién de la poblacién mundial para el afio 2012:

a. ;Cudndo seré esta poblacién de 11 x 10? individuos?
b. ;Para qué aiio la poblacién mundial serd de 8,4 x 10° habitantes?

c. ;Segun el modelo logistico, cual fue la poblacién en 19807

Si un terremoto en un lugar tuvo una magnitud de 8,0 en la escala de Richter y en
otro lugar fue 7 de magnitud. ;Cudntas veces es mas intenso el de 8,0 en la escala
de Richter que el de 7,07

Evaluacion del aprendizaje.

La evaluacién consta basicamente de las actividades realizadas en clase, la situacion
problema (tarea), el taller final (tarea) y un examen escrito sobre todos los temas tratados
en la unidad. A continuacion se propone un examen parcial con el fin de identificar la
evolucién en el aprendizaje de los estudiantes y validar si este fue o no significativo.

Examen propuesto.

1.

El cuarto término de una progresién geométrica es 256, el quinto es 1024 y el sexto
es 4096.
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a. ;Cuadl es el término general de la progresién?

b. ;Qué posicion ocupa dentro de la progresion el nimero 2621447
. Sea f(x) =5 — 2?

a. Demostrar que f(z) no es una funcién uno a uno.
b. Restringir el dominio de la funciéon para que sea uno a uno.

c. Calcule y grafique la inversa en dicho dominio.

. Pedro quiere invertir una suma de $ 11000000 en bolsa de valores; que tiene proyec-
tada una tasa de interés de 7,9 % anual, capitalizables de manera continua. Si las
acciones permanecen estables ; Cuanto tiempo debe esperar para que obtenga una
ganancia de $ 80000007

. El conteo inicial de bacterias en un cultivo es de 400, una hora después en un nuevo
conteo se encuentran 160 individuos mas.

a. Obtenga un modelo para el nimero de bacterias después de t horas.
b. ;Cual es el conteo estimado después de 10 horas?

c. Trace la grafica de la funcién obtenida como modelo.

. El terremoto de 1906 en San Francisco tuvo una magnitud de 8,3 en la escala de
Richter. Al mismo tiempo en Japén un terremoto con 4,9 de magnitud causé sélo
danos menores. ;Cuantas veces mds intenso fue el sismo de San Francisco que el
de Japon?
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5. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES.

Estas conclusiones se refieren a la practica pedagdgica que he realizado, en el cur-
so “Mateméticas Basicas”, para la Escuela de Mateméticas de la Universidad Nacional
de Colombia Sede Medellin y al trabajo que he propuesto en la Unidad de Ensenanza
Potencialmente Significativa (UEPS) sobre algunas aplicaciones de las Funciones Expo-
nencial y Logaritmica, utilizando como teoria de ensefianza el Aprendizaje Significativo,
la Modelacién Matemética y las Situaciones Problema.

Los modelos matematicos y las situaciones problema, son una buena estrategia para la
ensenanza - aprendizaje de las funciones exponencial y logaritmica. Porque, trabajada
con intenciéon pedagogica, ayuda a desarrollar competencias matematicas.

La Modelacién Matematica como estrategia de ensenanza se puede extender a todos los
temas relacionados con las matematicas de secundaria. Utilizando situaciones cotidia-
nas, reconocidas por los alumnos, se puede interconectar la matematica con su entorno
cotidiano e incentivar en ellos el reconocimiento y la importancia de esta.

En la propuesta de ensenanza - aprendizaje, el profesor es un proveedor de situaciones
problema y un facilitador del aprendizaje, claro que también debe resolver ejemplos
representativos y prestar asesoria para que los alumnos aclaren sus dudas. El alumno
debe analizar y resolver la mayoria de las situaciones propuestas, pues es sabido que
a resolver problemas se aprende resolviendo problemas y sera dificil comprender las
situaciones y la forma de proponer modelos uinicamente observando al profesor.

Excepto por los examenes individuales, la mayoria de las actividades estan propuestas
para que sean realizadas en grupos. En el proceso de aprendizaje se presentan dudas,
al trabajar en equipo, estas dudas se pueden aclarar mas facilmente si hay colaboracion

entre ellos.

Gran parte de la informacion relacionada con el informe de préctica esta en los Anexos.
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6. ANEXOS.

6.1. Anexo 1: Matematicas Basicas: informacion general.

PROGRAMA MATEMATICAS BASICAS
SEMESTRE 02-2011
UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA
SEDE MEDELLIN

Texto guia: STEWART, J., L. REDLIN y S. WATSON, “Precdlculo, matemdticas para el
calculo”. 5*. Ed. Cengage Learning, 2007.

Contenido general de la asigntura:

Este programa consta de seis capitulos, que en el semestre 02 de 2011 se dictardn de
acuerdo con la siguiente distribucién de clases por capitulo:

1. Geometria Elemental (Clases 1 a 3).

2. Conjuntos y Sistemas numéricos (Clases 3 y 4).
3. Algebra (Clases 5 a 10).

4. Ecuaciones y Desigualdades (Clases 11 a 13).
5. Funciones Reales (Clases 14 a 23).

6. Trigonometria (Clases 24 a 28).
Observaciones acerca de la evaluacion:

1. Los quices se realizaran en clase.

2. En cada grupo de la asignatura la fecha de los quices estd sometida a las modifi-
caciones que el profesor considere pertinente.
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3. En cada grupo el profesor es auténomo al establecer los pardmetros y las actividades
que definen la calificacién del seguimiento del 10 %.

4. Los grupos cuyos profesores son estudiantes de la Maestria en Ensenanza de las
Ciencias tienen un proceso evaluativo diferente, que es establecido de manera in-
dependiente en cada grupo por su profesor.

Objetivos:

1. Ofrecer al alumno recién admitido, y con una formacion matematica deficiente,
la oportunidad de nivelarse en temas que forman parte de los programas oficiales
de la educacion secundaria en matematicas y cuyo conocimiento es prerrequisito
esencial para la asignatura Célculo Diferencial.

2. Desarrollar habilidades béasicas para el manejo de operaciones aritméticas y entre
conjuntos.

3. Lograr un manejo adecuado de las expresiones algebraicas.

4. Repasar elementos de la geometria euclidiana basica y de la trigonometria elemen-
tal.

Metodologia.

= La modalidad de cursos magistrales consiste de un sistema integrado de clases,
talleres y asesorias.

= Cada curso magistral tiene dos clases semana, de dos horas cada una, y son aten-
didas por profesores de planta, por monitores académicos de posgrado y en casos
excepcionales por docentes ocasionales.

= El estudiante de un curso magistral tiene la opcion de asistir a un taller semanal de
dos horas, que sirve de refuerzo a la clase tedrica y que esta a cargo de un monitor
académico de posgrado o de pregrado. Asi mismo el estudiante puede ser atendido
de manera individual en las asesorias.

= Las asesorias son brindadas, tanto por los profesores de planta como por los mo-
nitores académicos de posgrado y pregrado. En las asesorias el estudiante consulta
las dudas tedricas y recibe orientacion acerca de los ejercicios que no pudo resolver
en su trabajo personal.

= Se propone hacer un seguimiento en clase que consiste en actividades como por
ejemplo la presentacion de quices, la entrega de tareas, salidas al tablero, etc.
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6.2. Anexo 2: Matematicas Basicas: descripcion de clases.

“MATEMATICAS BASICAS”
Clases 01 a 29

WILMER GARCIA

Practica Pedagdgica.

Asesor:

Ph.D. JORGE MARIO RAMIREZ OSORIO.

ESCUELA DE MATEMATICAS.
MAESTRIA EN ENSENANZA DE LAS CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES.

UNIVERSIDAD

NACIONAL
DE COLOMBIA
SEDE MEDELLIN

Semestre 11 - 2011
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“CLASE 1" (Tema 1)

OBJETIVO: Presentar el curso, realizar un repaso de los temas basicos de la geometria
y hacer algunos ejemplos.

TEMAS Y CONCEPTOS:

n Presentacion.

— Curso.
— Asignatura.
— Nivelacion.

—PAPA.

» FEstatutos (Ley):

([ — Quices.
— Parciales.
— Tareas.
— FExdmenes y Supletorios.
— Talleres.
| —Asesorias.

n Fualuacion:

» Referencias Bibliogrdficas.
= Forma de trabajo.

—Angulos y Tridngulos.

— Relaciones entre Angulos.
— Clasificacion de tridngulos.
— Rectas y puntos notables.

» Inicio de temas:

= Recomendaciones: Siempre leer el tema antes de ingresar a clase, asistir a los talleres
correspondientes a cada tema y participar activamente en las asesorias.

BIBLIOGRAFIA RECOMENDADA.

[1 ] HEMERLING, EDWIN M., Geometria Elemental, Decimonovena Reimpresién, ED.
Limusa, México 1999.
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“CLASE 2" (Temas 2 y 3)

OBJETIVO: Explicar el sistema deductivo y dar a conocer algunas recomendaciones para
demostrar en Geometria.

TEMAS Y CONCEPTOS:
s Dudas de la clase 1.

(—Angulo adyacente.
—Angulo suplementario.
—Angulo complementario.

s Recordar teoremas y definiciones: { — Bisectriz.
— Mediana.
— Altura.
| — Mediatriz.
—LAL.
» Congruencia de tridngulos (criterios): { —LLL.
—ALA.
— Razon.
— Proporcion.
n Semejanza de triangulos: ¢ —AA.
—LLL.
—LAL.

= Area y perimetro de figuras planas.
= Teorema de Pitdgoras.
» Teorema de Heron.

= Resolver: ejercicios 3, 4 y 14 del taller 1; ejercicio 1 del taller 3.

BIBLIOGRAFIA RECOMENDADA.

[1 ] HEMERLING, EDWIN M., “Geometria Elemental”. Decimonovena Reimpresion, ED.
Limusa, México 1999.

[2 [PUERTA O. FERNANDO, AsMAR C. IVAN FrRANCISCO y ASMAR C. ABRAHAM
JOSE, “Curso de Nivelacion Matemdticas Bdsicas”. Escuela de Matemdticas, Uni-
versidad Nacional de Colombia - Sede Medellin.
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“CLASE 3" (Tema 4)

OBJETIVO: Recordar el concepto de volumen, el concepto de drea superficial y realizar
algunas demostraciones esenciales de la geometria.

TEMAS Y CONCEPTOS:

s Dudas clase 2.

(xa-+b+c=180° Ls Interiores de un A .
* A+ B+ C = 360° £s Exteriores de un A .
* £s = de un A Isdceles.

Demostrar: y .
* Area del circulo.

x A L sobre el ¢ de una circunferencia.
L * Area de un poligono reqular de N lados.

Volumen y drea superficial de solidos.

— Area superficial del cono.
— Area superficial del cilindro con tapas.

Demostrar: {

— Congjunto vacio.

— Congunto por extension.
Consulta: < — Conjunto por comprension.

— Conjuntos numéricos.

— Operaciones entre conjuntos.

BIBLIOGRAFIA RECOMENDADA.

[1 | HEMERLING, EDWIN M., “Geometria Elemental”, Decimonovena Reimpresion, ED.
Limusa, México 1999.

[2 |PUERTA O. FERNANDO, ASMAR C. IVAN FRANCISCO y ASMAR C. ABRAHAM

JosE, “Curso de Nivelacion Matemdticas Bdsicas”, Escuela de Mateméticas, Uni-
versidad Nacional de Colombia, Sede Medellin.

[3 ] STEWART, J., L. REDLIN y S. WATSON, “Precdlculo, matemdticas para el cdlculo”,
5*. Ed. Cengage Learning, 2007.
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“CLASE 4" (Temas 5y 6)

OBJETIVO: Realizar algunos ejemplos relacionados con las operaciones entre conjuntos,
conjuntos numéricos e introducir el tema de orden en R.

TEMAS Y CONCEPTOS:

» Dudas clase 3.

Repaso sobre dngulos: {

( —Simbolos.

= Conjuntos:

s Operaciones entre conjuntos:

n Sistemas numéricos.

s Operaciones con fracciones.

— Notacion decimal.
— Notacion Sexagecimal.

— Conjunto vacio.
— Conjunto por extension.
— Congunto por comprension.
— Conjuntos numéricos.
— Operaciones entre conjuntos.
— Congunto finito.

| —Conjunto infinito.

( —Inclusion.
— Union.
— Interseccion.
— Complemento.
— Diferencia.

| —Partes de... P().

= Propiedades de los numeros Reales.

n Recta numérica.
n Orden e Intervalos.

s Valor absoluto.

BIBLIOGRAFIA RECOMENDADA.

[1 ] STEWART, J., L. REDLIN y S. WATSON, “Precdlculo, matemdticas para el cdlculo”,
5. Ed. Cengage Learning, 2007.
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“CLASE 5" (Temas 7,8 y 9)

OBJETIVO: Recordar las leyes de los exponentes y la racionalizacién.

TEMAS Y CONCEPTOS:

Dudas clase 4.

— Propiedades del valor absoluto.
— Distancia.

Valor absoluto: {

Ejemplos con distancias y valor absoluto.

FEzxponentes y radicales.

— Enteros.
FExponentes: ¢ — Racionales.
— Propiedades de los exponentes.

FEjemplos de racionalizacion.

BIBLIOGRAFiA RECOMENDADA.

[1 ] STEWART, J., L. REDLIN y S. WATSON, “Precdlculo, matemdticas para el cdlculo”
5*. Ed. Cengage Learning, 2007.
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“CLASE 6" (Tema 10)

OBJETIVO: Realizar ejemplos relacionados con las operaciones entre polinomios, espe-
cialmente la division.

TEMAS Y CONCEPTOS:

n Divisibilidad.

Algoritmo de la division.

— Racionales.
FExpesiones algebraicas: { —No racionales.
— Polinomicas.

Polinomios.

—Suma (y diferencia).
—multiplicacion (y division).

Operaciones entre polmomios:{

—Larga.
—Sintética (Teorema de Ruffini).

Division de polmomios:{

Ejemplos.

BIBLIOGRAFIA RECOMENDADA.

[1 ] STEWART, J., L. REDLIN y S. WATSON, “Precdlculo, matemdticas para el cdlculo”,
5. Ed. Cengage Learning, 2007.
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“CLASE 7" (Tema 11)

OBJETIVO: Explicar en qué consisten los toremas del residuo, del factor y de los ceros
racionales.

TEMAS Y CONCEPTOS:

= Resolver dudas de la clase 6 y resolver ejercicios propuestos por los estudiantes.

s (eros Reales de polinomios.

—del residuo.
» Teoremas: { —del factor.
—de ceros racionales.

EJEMPLOS:
Resolver los siguentes ejercicios.
1. [3x4+9] <12

2. |3z 4 7] > 12

3. (2% + 323 + 322 + 11z +6) =+ (v + 3)
(6 —x5422-2)
4. (z—1) -
5. Realizar ejemplos con divisores y multiplos.

BIBLIOGRAFIA RECOMENDADA.

[1 ] STEWART, J., L. REDLIN y S. WATSON, “Precdlculo, matemdticas para el cdlculo”,
5. Ed. Cengage Learning, 2007.
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‘CLASE 8" (Tema 12)

OBJETIVO: Aplicar los teoremas del residuo, del factor y de ceros racionales en la fac-
torizacion de polinomios.

TEMAS Y CONCEPTOS:

= Resolver dudas de la clase 7 y resolver ejercicios propuestos por los estudiantes.
s Teorema fundamental de la aritmética.

= Teorema fundamental del dlgebra.

—T. Residuo.

—T. Factor.

—T. Ceros ractonales.
— Productos notables.

» Factorizacion:

BIBLIOGRAFIA RECOMENDADA.

[1 ] STEWART, J., L. REDLIN y S. WATSON, “Precdlculo, matemdticas para el cdlculo”,
5. Ed. Cengage Learning, 2007.
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“CLASE 9" (Tema 13)

OBJETIVO: Culminar el tema de factorizacién y productos notables con el teorema del
binomio.

TEMAS Y CONCEPTOS:

= Resolver dudas de la clase 8 y resolver ejercicios propuestos por los estudiantes.
= (2" +y") =7

0!
- { # de formas de acomodar n objetos distintos.

= Combinaciones.
» Coeficiente del binomio.
= Tridngulo de pascal.

n Teorema del binomio.

BIBLIOGRAFiA RECOMENDADA.

[1 ] STEWART, J., L. REDLIN y S. WATSON, “Precdlculo, matemdticas para el cdlculo”,
5*. Ed. Cengage Learning, 2007.
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“CLASES 10 y 11" (Tema 14)

OBJETIVO: Retomando temas anteriores, ampliaremos los racionales a expreciones al-
gebraicas.

TEMAS Y CONCEPTOS:

= Resolver dudas de la clase 9 y resolver ejercicios propuestos por los estudiantes.

— Restricciones.
» Fxpresiones racionales: <  —Dominios.
— Propiedades.

— Fxpresion matemdtica.
— Expresion algebraica.
= Def. de ecuacion: — Fcuacion.
—Inecuacion.
—Términos, incognitas y variables.

= Fcuaciones lineales.
s Fcuacion Cuadratica.
= Fcuacion y grdfica de la circunferencia.

» En la clase 11 se resolveran varios ejercicios del taller (taller antes del parcial),
propuesto para la tarea 1.

BIBLIOGRAFIA RECOMENDADA.

[1 ] STEWART, J., L. REDLIN y S. WATSON, “Precdlculo, matemdticas para el cdlculo”,
5. Ed. Cengage Learning, 2007.
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“ CLASES 12y 13" (Temas 15, 16 y 17)

OBJETIVO: Repasar las propiedades basicas de las desigualdades, responder inquietudes
acerca de estas y solucionar algunos problemas (y ejercicios) relacionados con el tema.

TEMAS Y CONCEPTOS:

» Fjercicios clase 11 (Ecuacién y grafica de una circunferencia en el plano cartesiano).

s Resolver dudas de las clases 10 y 11, ademds; resolver ejercicios propuestos por los
estudiantes.

- Propiedades.

- Técnicas para resolverlas.
- Con valor absoluto.

- Ejemplos y problemas.

= Desiqualdades:

DESARROLLO DEL TEMA:

Ya en la clase 5 se les habia introducido el tema de orden en los Reales, valor absoluto
y distancia. Ahora lo que haré sera retomar el tema, realizando ejemplos un poco mas
complejos y retomando el concepto de distancia asi como el “método del cementerio”,
para hallar soluciones de desigualdades. Como el tema es tan operativo, comenzaré con
ejemplos y a medida que transcurra el desarrollo de los ejercicios iré introduciendo las
propiedades.

Es bueno aclarar que no me gusta utilizar ejemplos ya propuestos en la guia de clase o
en el Stewart a menos que algin joven pida que los explique. Parto de la hipdtesis de
que los jévenes ya han leido el tema antes de ingresar a clase.

EJEMPLOS Y EJERCICIOS PROPUESTOS:

1. Dadas las circunferencias:

2’ +y?+82+10y+32=0;y; 2% +7° — 102 — 6y + 9 =0

a. Determine los puntos donde estan ubicados los centros de ambas circunferencias.
b. Determine la relacion que existe entre sus radios.
c. Determine la relacién que existe entre sus areas.

d. Halle la distancia que hay entre los dos centros (segmento de recta).
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Figura 3: Circunferencia.

e. Halle la ecuacién de la recta que pasa por los dos centros y especifique cual es
su pendiente.

2. Dada la grafica (figura 3), determine:

a. La ecuacién general de la circunferencia con centro en C(7,5) sabiendo que la
recta m es tangente a ella en el punto P(3,8).

b. La ecuacién de la recta m.
c. La ecuacién de la recta .

d. Las coordenadas de los puntos A, By D.
3. Resuelva las desigualdades:

a. 3x2 —3x <222 +4

+2 —1
b. 535 <15
c. |20 -3 <0,4

4. Determine los valores de la variable, para la cual la expresién, esta definida como
un nimero Real.

a. y = (=) — 3
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1
b. y = (m=rm)’

5. La fuerza gravitacional F'que ejerce la tierra sobre un objeto, cuya masa es de 100
Kg se determina mediante la ecuacion.

__ 4000000
F="z"

Donde d es la distancia en K'm del objeto desde el centro de la Tierra y la fuerza

F' se mide en newtons (V) ;Para qué distancias la fuerza que ejerce la tierra sobre
este objeto estara entre 0,0004 N y 0,01 N7

6. Para un cierto modelo de automévil la distancia d que requiere para detenerse si
estd viajando a una velocidad (v) Km/h se encuentra mediante la formula.

d:v+%

Donde d se mide en metros, si Kerry desea que su distancia de frenado no exceda
16 metros. ; En qué rango de velocidad debe viajar?

BIBLIOGRAFIA RECOMENDADA.

[1 ] STEWART, J., L. REDLIN y S. WATSON, “Precdlculo, matemdticas para el cdlculo”,
5. Ed. Cengage Learning, 2007.
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“CLASE 14" (Tema 18)

OBJETIVO: Explicar en qué consiste la modelacién, presentar algunas recomendaciones
para plantear “problemas” (proponer soluciones) y realizar algunos ejemplos.

TEMAS Y CONCEPTOS:

Resolver dudas de las clases 12 y 13, ademas; resolver ejercicios propuestos por los
estudiantes.

— Modelos.

— Modelizacion.

—Modelos matemdtico.
—Modelacion matemdtica.

Modelacion:

¢ Como solucionar problemas?

(— Leer el problema.
—Identificar las hipotesis y la tesis.
— Hacer un bosquejo de la situacion, si es posible.
— Definir términos.
— Determinar relaciones entre los términos.
Recomendaciones: < — Panterar un modelo.
— Corroborar situaciones extremas.
— Analizar logicamente el modelo.
— Resolver.
— Analizar la respuesta o respuestas.
| —Presentar conclusiones.

Mediante un ejemplo introducir el tema de funciones.

DESARROLLO DEL TEMA:

Les presentaré algunas aclaraciones acerca de los problemas, las situaciones problema y
los ejercicios. Les hablaré acerca de la modelacion, presentaré algunas recomendaciones
para solucionar problemas y por tltimo realizaré algunos ejemplos. Para finalizar en uno
de los ejemplos les hablo de funciones, con el fin de introducir el tema.
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EJEMPLOS Y EJERCICIOS:

1. Para poder levantar peso desde el piso a la azotea de un edificio, un trabajador
tiene un tablon de 9 m de largo que pesa 15 Kgf, un contrapeso de 120 Kgf y un
polipasto (Diferencial) que pesa 12 Kgf. Por las dimensiones de los pesos el tablon
debe sobresalir de la azotea 1.5 m. ;Cudl es el peso maximo que se puede levantar
para que el tablon esté en equilibro y no cause un accidente?

2. Un joyero tiene 5 anillos, cada uno pesa 18 g y son de una aleacién de 10% de
plata y 90 % de oro. Decide fundir los anillos y afiadir suficiente plata para reducir
el contenido de oro al 75% ;Cuénta plata debe anadir?

3. Una vara de bambu (muy vertical) de 10 m de largo, se parte de tal manera que
la punta toca el suelo a 3 metros de la base de la vara. ;A qué altura se produjo el
quiebre?

4. A medida que el aire seco asciende se expande, y al hacerlo se enfria a un ritmo de
alrededor de 1°C por cada 100 metros que sube, hasta casi los 12 Km.

a. Si la temperatura del suelo es de 20°C, plantee un modelo matemdtico para la
temperatura a una altura h.

b. ;Qué temperaturas se pueden esperar si un aeroplano despega y alcanza una
altura maxima de 5 km?

BIBLIOGRAFIA RECOMENDADA.

[1 ] STEWART, J., L. REDLIN y S. WATSON, “Precdlculo, matemdticas para el cdlculo”,
5. Ed. Cengage Learning, 2007.
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“CLASES 15, 16 y 17" (Tema 19)

OBJETIVO: Explicar mediante ejemplos el concepto de funcion, su dominio y su rango.

TEMAS Y CONCEPTOS:

» Resolver dudas de la clase 14, ademds, resolver ejercicios propuestos por los eatu-

diantes.

Funcion:

Funcidn:

Formas de representar una funcion:

[ —Definicion. (Ejemplos y Representacion simbélica,).
— Grdficas.

—Dominio y Rango.

| —cuando no es funcidn.

( — Lineal.

— Cuadrdtica.

— Polinomiales.
— Por partes.

— Valor absoluto.

—de la forma z™ y x*/™ (Racionales).

— Grdfica.
—Tabla.
—Formula.

— Literalmente...

Ejemplos (En los primeros ejemplos se resolverd el parcial 1).

DESARROLLO DEL TEMA:

Les explicaré el concepto de funcion analizando algunos casos ya vistos y ejemplos intui-
tivos (Edad, estatura, costos, movimiento uniforme, etc.). Posteriormente se analizard el
comportamiento de funciones (lineal y cuadratica) en el plano cartesiano y se realizardan
algunas graficas y ejemplos en el tablero. Antes de terminar la “clase 15”7 resolveré el
“parcial 1”7 y les hablaré de los resultados obtenidos. Para las “clases 16 y 177 continua-
ré con los ejemplos y resolveré algunos problemas relacionados con funciones por partes,

valor absoluto y de la forma x™ y x

1/n.

EJEMPLOS Y EJERCICIOS:

55



1. Supoéngase que la cantidad de gasolina utilizada por un automovil varia propor-
cionalmente a la distancia recorrida y a la raiz cuadrada de la velocidad promedio.
Si un automovil utiliza 24 litros de gasolina en un viaje de 160Km al ir a una
velocidad promedio de 100Km/h ;Cuantos galones utilizard en un viaje de 256km
a una velocidad promedio de 40K'm/h?

2. Solucién al parcial 1.

3. Expresar la distancia (d) de el punto (0,0) a un punto (z,y) sobre la recta y =
2x — 3, en términos de x solamente. Indicar el dominio de la funcion.

4. Cierta cantidad de agua fluye a una tasa de 2m?®/min hacia el interior de un
depdsito cuya forma es la de un cono invertido de 16m de altura y 4m de radio.
Expresar el volumen (v) de agua en el depdsito, en un instante cualquiera como
funcién de la profundidad del agua.

5. Realice la grafica de la funcion, halle dominio y rango .
lz] st —2<x <1
fl)=X 2*sil<x <2
4s12<x<4

BIBLIOGRAFIA RECOMENDADA.

[1 ] STEWART, J., L. REDLIN y S. WATSON, “Precdlculo, matemdticas para el cdlculo”,
5. Ed. Cengage Learning, 2007.

[2 ] FLEMING, WALTER, y VARBERG, DALE. “Algebra y trigonometria con Geometria
Analitica”. 3*. Ed. Prentice Hall, Mexico 1995.
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“CLASE 18, 19 y 20" (Temas 20 y 21)

OBJETIVO: Presentar varias situaciones problema que involucren distintos tipos de fun-
ciones (Polinomial, por partes, valor absoluto, racionales, de la forma /™, etc.), sus
graficas, rango, dominio y distintas técnicas para transformarlas.

TEMAS Y CONCEPTOS:

= Resolver dudas de la clases 15 y 16, ademdas, resolver ejercicios propuestos por los

estudiantes.
—racionales.
‘ —de la formax'/™
n Funciones: ) :
—polinomiales.

—familias de...

s Transformacion de funciones: Traslaciones horizontales y verticales.

DESARROLLO DEL TEMA:

Les presentaré un buen numero de “situaciones problema” con el fin de ir despejando
dudas a medida que se van planteando soluciones, también presentaré algunos ejemplos
operativos que permitan que los jovenes aclaren sus dudas acerca de el rango y el dominio
asi como la forma de graficar y transformar funciones. A medida que vaya resolviendo
ejercicios les presentaré algunos ejemplos donde se evidencie las distintas formas de
representar una funcién (tablas, graficas, expresiones matemadticas, descritas, etc.). Le
haré énfasis a la funcion lineal dada su importancia para el calculo.

NOTA : A partir del tema “ecuaciones”, he dedicado més tiempo al desarrollo de ejercicios
mas literales, con el fin de trabajar la “modelacién matemdtica de situaciones problema”.

EJEMPLOS Y EJERCICIOS:
1. Dadas las funciones: f(z) = 2% — 22 —3;y; g(x) =2 — 5

a. Realiza las graficas.
b. Determine la pendiente de g(x) en porcentaje (%).
c. Hallar los puntos de intercepcion.

d. Determinar el dominio y el rango de ambas funciones.

2. Determine la funcién lineal que pasa por los puntos A(0,0) y B(3,2). Luego:
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a. Determine su pendiente racional (m = ¢) y en porcentaje ( %).

b. Halle la expresién (funcién) que represente una recta paralela a la recta anterior
que pase por el punto C'(—1,—1).

c. Halle la expresion que represente una recta perpendicular a las dos rectas ante-
riores y que pase por el punto B.

3. Se muestra la gréafica (figura 4) de f(z) = 2* — 42?; use esta grafica para trazar la
grafica de g(x) = |z* — 42?|.

fix)

Figura 4: Funcion valor absoluto.

4. Halle el rango y el dominio de la funcién f(x) = 32? — 7w — 4, encuentre las
coordenadas del vértice y haga una grafica. Realice una generalizacién para hallar
las coordenadas del vértice de cualquier funcién polinomial de grado 2.

5. Si en 2 segundos, la distancia recorrida por una particula, fue de 30m a velocidad
constante:

a. Modele esta situacion mediante una expresioén que permita determinar el espacio
recorrido en un tiempo cualquiera bajo las condiciones antes mencionadas.

b. Realice una gréfica de la expresién, argumente por qué es funcién, determine
su dominio y su rango.

c. Determine la distancia recorrida, por la particula, a los 14 segundos.

6. Un comerciante compra una canasta de huevos (30 huevos) por $4000 y el vendedor
le afirma que después de 100 huevos le estabilizara el precio a $200 por unidad.
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Modelice la situacién, mediante una expresion matematica, para determinar el
precio de cualquier cantidad de huevos. Determine si esta expresion es una funcion
real y de ser asi halle su dominio y su rango. Diga cuanto cuestan 90 huevos y
cuanto se ahorra si compra 70 canastas. Por ultimo, realice una grafica, en el plano
cartesiano, que represente la situacion.

7. A un silo (tanque) que tiene forma cilindrica y termina en cono, le ingresa un
liquido alcalino a razon de 2 litros por segundo. Teniendo en cuenta que el radio
del cilindro es de 4 m y su altura es de 8 m y que el cono tiene una inclinaciéon con
respecto a la base del cilindro de 45°. (Se recomienda seguir las sugerencias para
intentar resolver situaciones problema, realice un bosquejo de la situacion)

a. Exprese el volumen del contenido del recipiente, en términos de la altura hasta
el nivel del liquido.

b. Determine el dominio y el rango de la funcién obtenida.
c. Determine el volumen cundo el nivel del liquido esta a 6 m de altura.

d. Sila altura del cono es 3 m, resuelva los puntos a y b.

8. Dada la grafica (figura 5):

¥ D3, 5)
g{x)
B(3/2, 2)
c(32,112)
A(-52,-3)

Figura 5: Funcién.

Determine el dominio y el rango de g(X).

9. Dada la siguiente informacién (cuadro 4):

a. Realice una grafica en el plano cartesiano.
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0] 1
-1 3
10 3
2 5
3|19
4 | 33

Cuadro 4: Funcién.

b. Halle una expresién que pueda evaluar cada valor de la variable independiente
con resultados satisfactorios.

c. Asumiendo que la expresién encontrada es una funcién, determine el dominio y
el rango asumiendo que este estd en los valores de la tabla.

10. Sea g(x) = |2z + 3|

a. Complete la tabla (cuadro 5).

Cuadro 5: Funcién valor absoluto.

b. Realice una grafica de la funcién.

c. Determine el dominio y el rango.

11. Bosqueje la grafica de g(x) = </« hallando varios puntos, usando la grafica de g(x)
trace las gréficas de las siguientes funciones.

a. y=+/x—2
b. y=+vVr+2+2
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12. Funcién racional (f(z) = 7;(&))) Grafique, Halle el dominio y el rango de las si-

guientes funciones racionales.

332 X
a. f(r) = &

2 —
b. g(x)) = &0

4z24+4
c. p(z) = ﬁ

13. Sea p(x) = |3z + 1|. Grafique, halle el dominio y el rango.

BIBLIOGRAFIA RECOMENDADA.

[1 ] STEWART, J., L. REDLIN y S. WATSON, “Precdlculo, matemdticas para el cdlculo”.
5. Ed. Cengage Learning, 2007.

61



“CLASE 21" (Temas 22 y 25)

OBJETIVO: Explicar, mediante ejemplos, las transformaciones de funciones.

TEMAS Y CONCEPTOS:

» Resolver dudas de la clase 20, ademas, resolver ejercicios propuestos por los estu-
diantes.

( — Reflexion.

— Alargamientos.

., , — Compresiones.

= Transformacion de funciones: ¢ ‘
—Algebra de Funciones.

— Funcion Inversa.

[ —Funciones pares e impares.

DESARROLLO DEL TEMA:

Les presentaré un buen nimero de “situaciones problema” con el fin de ir despejando
dudas a medida que se van planteando soluciones, también presentaré algunos ejemplos
operativos que permitan que los jovenes aclaren sus dudas acerca de como transformar
funciones. Los problemas que no se alcancen a resolver en clase, quedan propuestos en
la tarea que luego serd resuelta en un taller antes del parcial.

EJEMPLOS Y EJERCICIOS:
1. Se dan las gréficas de f(z) y g(z) (figura 6):

Y Y
1] flx)=x2 1

4 /\y= g(x)
X o X
I-‘I o | 1 i 2 I-‘I o 4l | 2
-1 -1

Figura 6: Transformaciones.

a. Encuentre una férmula para la funcién g(z) sabiendo que proviene de transfor-
maciones aplicadas sobre f(x).
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b. Halle el dominio y el rango de ambas funciones.

2. Expresar la distancia (d) de el punto (4, 3) a un punto (z, y) sobre la recta y = x—3,
en términos de x solamente.

a. Indicar el dominio y el rango de la funcion.

b. Determinar, si es posible, su inversa.

3. Si un animal de especie (A) se alimenta de otro de especie (B) y el que pertenece
a la especie (B) es herbivoro y se alimenta de frutas silvestres. Suponga que el
tamano de la poblacién de la especie (A) es una funciéon P(n) del ntimero n de
animales de la especie (B) presentes en dicho ecosistema y la cantidad de animales
de la especie (B) es funcién f(x) de la cantidad frutas presentes en el ecosistema.
Exprese el tamano de la poblacién de la especie (A) en funcién de la cantidad de

frutas, si P(n) =79 + 1/% y flz) =3z +2

4. Sean f(x) =16 — z* y t(x) = v/x + 3. Determinar y bosquejar la gréfica de:

o P

o o
=
=
—~
Ok

BIBLIOGRAFIA RECOMENDADA.

[1 ] STEWART, J., L. REDLIN y S. WATSON, “Precdlculo, matemdticas para el cdlculo”.
5. Ed. Cengage Learning, 2007.
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“CLASES 22 y 23" (Temas 23 y 24)

OBJETIVOS:

» Realizar un repaso sobre funciones, resolver el parcial 2 y resolver algunos ejercicios
de la tarea 2.

» Recordar las propiedades de los exponentes, los logaritmos, definir la funciéon ex-
ponencial y la funcién logaritmica.

TEMAS Y CONCEPTOS:
s Solucionar el parcial #2.
» Resolver el problema #5 1y el problema #4 de la tarea #2.
= Recuento de la funcion inversa y la forma de graficarla.

( — Propiedades de los exponentes.
— Grdficas.

— Natural.

—Dominio y rango.

— Transformaciones.

| —Aplicaciones.

= Funcion exponencial:

( — Propiedades de los logaritmos.
— Grdficas.

— Natural.

—Dominio y rango.

— Transformaciones.

| —Aplicaciones.

= Funcion logaritmica:

(% logy(N) =2 <= a*=N
x El logaritmo de 1 en cualquier base es cero.
x Fl logaritmo de la base siempre es 1.
% aloga(N) - N
% [0ga(M.N) = log,(M) + log,(N)
M
* loga (N) = loga(M) - loga(N)
* log,(N)Y = Plog,(N

x logy(N) = llooggaa((];)[))
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= Propiedades de los logaritmos:




w Tarea #3: Resolver el taller 11 - 02.

DESARROLLO DEL TEMA:

Se resolvera el parcial # 2 y algunos problemas de la tarea #2 , en los que tuvieron
dificultades. Les recordaré las propiedades de los exponentes y los logaritmos y la forma
de graficar una funcién inversa. Les definiré la funcién exponencial, haré algunas graficas
y resolveré algin problema de aplicacién relacionado con el decaimiento radiactivo. Se
definira la funcién logaritmica como la funcién inversa a la funciéon exponencial, se haran
algunas graficas y se resolvera algin problema de aplicacion.

EJEMPLQOS:
1. Graficar, hallar dominio y rango.

pla) =20+ 4
h(z) =4+ (3)"

o P

2. Una sustancia radiactiva se desintegra de tal manera que la cantidad de masa que
permanece después de t dias se expresa mediante la funcién:

m(t) = ke 125!

Se sabe que la cantidad de masa inicial es de 50 Kg. Encuentre la cantidad de masa
que permanece a los 10 dias.

3. Exprese en forma exponencial.

a. Ln(x+1)=2
b. Logsxr = %

4. Exprese en forma logaritmica:
a. et =0,5

b. 73 =343

5. Graficar, hallar dominio y rango.
Ln(z +2) = f(x)
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6. Hallar el dominio.
h(z) = Lnx + Ln(2 — x)

7. El tiempo requerido para duplicar una cantidad de una inversién a una tasa de
interés capitalizable de manera continua estd dada por t = % Determine el
tiempo para duplicar una inversién en 3%, 5% y 12%

8. Una sustancia radiactiva se desintegra de tal manera que la cantidad de masa que
1
permanece después de ¢ dias se expresa mediante la funciéon m(t) = 12e~ 15" Se
sabe que la cantidad de masa a los ¢ dias es de 1,75 Kg, determine el tiempo ().

BIBLIOGRAFIA RECOMENDADA.

[1 ] STEWART, J., L. REDLIN y S. WATSON, “Precalculo, matemdticas para el cdlculo”.
5. Ed. Cengage Learning, 2007.
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“CLASE 24" (Temas: Exdmenes de admision)

OBJETIVOS: Resolver en grupos, algunas pruebas de admision a la Universidad.

TEMAS Y CONCEPTOS:

» Repaso de todos los temas vistos.

— Analizar las pruebas antes de ingresar al salon.
—Resolver el taller (12 - 01).

n Recomendaciones: — Traer dudas.
— Asistir activamente a las asesorias.
— Asistir a los talleres.

DESARROLLO DEL TEMA:

En la clase pasada se les dio unas pruebas de admision a los estudiantes, con el fin de
resolver problemas que vinculan todos los temas visto hasta el momento. La idea es
que en grupos resuelvan una prueba distinta para analizar algunos ejercicios y repasar
algunos conceptos basicos como preparacion para el parcial del 21 de enero de 2012.

[1 ] STEWART, J., L. REDLIN y S. WATSON, “Precdlculo, matemdticas para el cdlculo”.
5*. Ed. Cengage Learning, 2007.
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“CLASE 25" (Tema 26)

OBJETIVOS:

= Quiz sobre funciones exponencial y logaritmica.

» Introducir las funciones trigonométricas y la trigonometria.

TEMAS Y CONCEPTOS:

—/[ngulos.

— Relaciones trigonométricas.
— Resolucion de triangulos.

— Aplicaciones.

= trigonometria:

— Leer tema de clase antes de ingresar al salon.
— Traer tarea #3.
s Recomendaciones: — Traer dudas.
— Asistir activamente a las asesorias.
—Asistir a los talleres.

» Quiz (50 minutos).
DESARROLLO DEL TEMA:

En los primeros 50 minutos de clase introduciré el tema trigonometria, iniciando con
angulos, relaciones trigonométricas y algunas aplicaciones. En el tiempo restante los
jovenes presentaran el quiz.

EJEMPLOS Y EJERCICIOS:

1. Las ruedas de un automovil miden 71 cms de diametro. ;Qué tan lejos viajara el
automovil si sus ruedas giran 10000 veces sin deslizamiento?

2. Encuentre la distancia que viaja la tierra en un dia y su trayectoria alrededor del
sol. Suponga que un afno tiene 365 dias y i de dia y que la trayectoria alrededor
del sol es una elipse de poca excentricidad con un radio promedio de 153 600 000
Km.

3. Una tasa cénica se corta a partir de una pieza circular de papel con radio 6¢m al
cortar un sector circular y unir los bordes. Suponga que 6 = gH .
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Encuentre la circunferencia C de la abertura de la tasa.

o

. Obtenga el radio r de la abertura de la tasa.

Encuentre la altura A de la tasa.

e

d. Encuentre el volumen de la tasa.

e. Determine el volumen de la tasa a cualquier altura, en funcién del angulo 6.

4. Cuando la luna se encuentra exactamente en la fase de media luna, la Tierra, la
Luna y el Sol forman un angulo recto. En ese momento el angulo que forman el
Sol, la Tierra y la Luna es de 89,85°. Si la distancia de la tierra a la luna es de
384000 Km. Estime la distancia de la Tierra al Sol.

BIBLIOGRAFIA RECOMENDADA.

[1 ] STEWART, J., L. REDLIN y S. WATSON, “Precdlculo, matemdticas para el cdlculo”.
5. Ed. Cengage Learning, 2007.
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“CLASES 26 y 27" (Temas 27 y 28)

OBJETIVO: Mostrar algunas aplicaciones de las funciones trigonométricas la resolucion
de triangulos y problemas de aplicacién relacionados con estos.

TEMAS Y CONCEPTOS:

( — Funciones trigonométricas de dngulo negativo.

—Area de un triangulo.

. . — Resolucion de tridngulos.

= Trigonometria: . - .,
— Angulo de elevacion y depresion.
—Ley de seno y ley del coseno.

| —Aplicaciones.

DESARROLLO DEL TEMA:

Mostraré algunos ejemplos relacionados con triangulos rectangulo y no rectangulos con el
fin de mostrar como se aplica la ley seno y de coseno, asi como el proceso de triangulacion.
Con (0) negativo mostraré cuales de las funciones trigonométricas son pares y cuales
impares. El proximo jueves resolveré el Quiz 1 en el tablero.

EJEMPLOS Y EJERCICIOS:

1. Exprese la longitud a, b, ¢ y d en términos de las relaciones trigonométricas de (),
figura 7 [20].

Figura 7: Razones trigonométricas [20)].

2. La trayectoria de un cohete, figura 8 [20], en posicién recta es seguida por un
observador sobre el suelo a un Km de distancia.
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a. Muestre que cuando el dngulo de elevacién es (6) la altura del cohete en metros
es h = 5280tan(6)

b. Complete la tabla para encontrar la altura del cohete a los angulos de elevacion
dados:

Figura 8: Cohete [20].

3. Se construird un canal de agua de lluvia a partir de una hoja de metal de 30 cm
de ancho doblando hacia arriba un tercio de hoja en cada lado por un éngulo (6).

a. Muestre que el area de seccion trasversal del canal se modela mediante la funcién
A(0) = 100sen(#) + 100sen(f)cos(0)

b. Grafique la funcién A para 0 <60 < 7

c. (Para qué dngulos (0) se logra el area de seccién trasversal méas grande?

4. El alcance R y la altura H de una bala lanzada con una velocidad inicial de vgm/s
a un angulo (#) estdn dados por:

2 2 02
_ wvo?sen(20) | _ . __ wvp?sen?(0)
R - g A H - 29

En la tierra g = 9,87 y en la luna es g = % g. Encuentre el alcance y la altura de
un lanzamiento de bala en las condiciones dadas.

a. En la Tierra con vg = 3847 y 0 = ¢
b. En la Luna con vy = 384" y 0 = £

5. La trayectoria de un satélite, figura 9 [20], que orbita la tierra ocasiona que pase
directamente sobre dos estaciones de rastreo A y B separadas 80 Km. Cuando el
satélite esta sobre una de las dos estaciones los dngulos de elevacion en A y B con
87,0° v 84, 2° respectivamente.

71



a. ;Qué tan lejos esta el satélite de la estacién A?
b. ;Qué tan lejos esta el satélite de la estacién B?

b. ;A qué altura respecto del suelo esta el satélite?

Figura 9: Satélite [20].

6. Para hallar la distancia a través de un pequeno lago, figura 10 [20], un top6grafo
ha tomado las mediciones mostradas. Encuentre la distancia a través de un lago
por medio de esta informacion.

Figura 10: Lago [20].

BIBLIOGRAFIA RECOMENDADA.

[1 | STEWART, J., L. REDLIN y S. WATSON, “Precdlculo, matemdticas para el cdlculo”.
5%, Ed. Cengage Learning, 2007.
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“CLASES 28 y 29" (Temas 29 y 30)

OBJETIVOS:

= Mostrar las identidades de angulos dobles, suma de angulos, diferencia de angulos
solucion de ecuaciones trigonométricas.

» Realizar Quiz final y recibir la ultima tarea.

= Fin del curso.

TEMAS Y CONCEPTOS:

= [dentidades trigonométricas.

= Ecuaciones trigonométricas.

DESARROLLO DEL TEMA:

Mostraré algunas identidades de angulos dobles, suma y diferencia de angulos y se re-
solveran algunas ecuaciones trigonométricas. Se aclararan dudas relacionadas con la re-
solucion de triangulos. En la clase final se realizara el Quiz final y se dard por terminado
el curso.

EJEMPLOS Y EJERCICIOS:
1. Deducir las formulas para seno y coseno a partir de la siguiente grafica (figura 11).

seit(s)sen(t)

sen(s) - =
L=
$:  |sen(s)cos(t)
i 1
2 sen(s+t)
&
cos(s)sen(t)
s
L. In
cos(s+t)
cos(s)cos(t)

Figura 11: Angulos dobles.

2. Halle los valores de x que satisfacen las siguientes ecuaciones en el intervalo 0 a 27.
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csc?r —4=0:

p

o

. 2cos’xc + senx = 1:

2sendr —1=0:

o

d. cosx + 1 = senx:

BIBLIOGRAFIA RECOMENDADA.

[1 ] STEWART, J., L. REDLIN y S. WATSON, “Precdlculo, matemdticas para el cdlculo”.
5. Ed. Cengage Learning, 2007.
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6.3. Anexo 3. Tareas y examenes.

UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA
SEDE MEDELLIN
ESCUELA DE MATEMATICAS

TAREA 1 (2%), Grupo 19 (clases 1 a 8)
LIC. Wilmer Garcia.

1. Muestre que el volumen de la esfera de radio R es igual al volumen del cilindro de
radio R y altura 2R menos el volumen del doble cono inscrito en él (figura 12).

N

—

Figura 12: Doble cono.

2. Demuestre que el volumen del casquete (figura 13) de altura h de la esfera de radio
2

h
Res: V = %(3}2—11)

Figura 13: Casquete esférico.

I0)



Figura 14: Area sombreada.

. Determine el drea de la regién sombreada (figura 14).

. Un edificio proyecta una sombra de 120 m. y al mismo tiempo un muro vertical
que tiene 14 m proyecta una sombra de 11,6 m de longitud. ;Qué altura tiene el
edificio?

. Halle el intervalo solucién para las proposiciones dadas:

a. Una distancia de = hasta 5 y que sea a lo més 7.

b. Una distancia = hasta -1 y que sea por lo menos 3.

. Factorizar el polinomio:
P(z) = 62 4+ b5z? — 2z — 1
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UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA
SEDE MEDELLIN
ESCUELA DE MATEMATICAS

TAREA 2 (5%), Grupo 19 (clases 9 a 18)
LIC. Wilmer Garcia.

Realiza todos los ejercicios, estos seran sustentados por escrito antes del segundo parcial.
Se recomienda seguir las sujerencias para intentar resolver situaciones problema, realice
un bosquejo de la situacién (si es posible).

1. A un silo (tanque) que tiene forma cilindrica y termina en cono, le ingresa un
liquido alcalino a razon de 2 litros por segundo. Teniendo en cuenta que el radio
(R) del cilindro es de 4m, su altura (h) es de 8m y que el cono tiene una inclinacién
con respecto a la base del cilindro de 45°.

a. Exprese el volumen del contenido del recipiente en cualesquier instante, en
términos de la altura (en funcién de h) hasta el nivel del liquido.

b. Determine el dominio y el rango de la funcién obtenida.
c. Determine el volumen cundo el nivel del liquido esta a 6m de altura.

d. Sila altura del cono es 3m, resuelva los puntos a y b.

2. Una vara de bambu (muy vertical) de 10 m de largo, se parte de tal manera que
la punta toca el suelo a 3 metros de la base de la vara. ;A qué altura se produjo el
quiebre?

3. Supdngase que la cantidad de gasolina utilizada por un automévil varia propor-
cionalmente a la distancia recorrida y a la raiz cuadrada de la velocidad promedio.
Si un automévil utiliza 24 Litros de gasolina en un viaje de 160Km al ir a una
velocidad promedio de 100K m/h. ;{Cudntos galones utilizara en un viaje de 256km
a una velocidad promedio de 40K'm/h?

4. Expresar la distancia (d) de el punto (0,0) a un punto (z,y) sobre la recta y =
2x — 3, en términos de x solamente. Indicar el dominio de la funcion.
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UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA
SEDE MEDELLIN
ESCUELA DE MATEMATICAS

TAREA 3 (5%), Grupo 19 (clases 19 a 25)
LIC. Wilmer Garcia.

Resolver el taller 11 propuesto por la escuela de matemaéticas en el curso de matematicas
bésicas de Moodle: http://virtuall.medellin.unal.edu.co/.

UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA
SEDE MEDELLIN
ESCUELA DE MATEMATICAS

TAREA 4 (5%), Grupo 19 (clases 26 a 29)
LIC. Wilmer Garcfa.

Resolver el taller 12 propuesto por la escuela de matematicas en el curso de matematicas
bésicas de Moodle: http://virtuall.medellin.unal.edu.co/.
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UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA
SEDE MEDELLIN
ESCUELA DE MATEMATICAS

PRIMER EXAMEN PARCIAL (18 %) (Grupo 19)
Profesor: WILMER GARCIA

Nombre completo y documento:

1. (10%) En la siguiente grafica los segmentos ABy @ son paralelos. Calcule la lon-
gitud del segmento BC' sabiendo que el segmento AB mide un tercio del segmento
CD y que el segmento BE mide 4 cm.

Figura 15: Paralelas.

2. (25%) Un alambre de 100 c¢cm se corta para formar con una de las dos partes
resultantes un circulo y con la otra un triangulo equilatero. Sea w el lado del
tridngulo. Exprese la suma de las areas de las dos figuras en términos de w.

3. (10 %) Considere los siguientes subconjuntos de niimeros reales:
A={reZlx>1}y B=(-12,4)
Halle los siguientes conjuntos:

a. ANnB
b. [-2,5] — A

4. (20 %) Factorizar completamente el polinomio.

p(x) =y* +6y°+y
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5. (25%) Calcule el coeficiente del término a®h® cuando se desarrolla la expresién

(a® — 3b)™°.

6. (10 %) Simplifique la expresion.
“Ty) "
1\™ 1\"
(=2) (+3)
a a

NOTA: Toda respuesta debe estar plenamente justificada, el examen se debe resolver en
la hoja de respuestas tinicamente.
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UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA
SEDE MEDELLIN
ESCUELA DE MATEMATICAS

SEGUNDO EXAMEN PARCIAL (15 %) (Grupo 19)
Profesor: WILMER GARCIA

Nombre completo y documento:

1. (10%) Dada la grafica (figura 16) de g(z), determinar dominio y rango.

Y D3, 5

alx)
B(3/2, 2)

C2, 112)

A(-512,-3) /

Figura 16: Funcién discontinua.

2. Bosqueje la grafica de la funcién dada, determine su dominio y su rango.

a. (15%) f(z) = |4z — 22|

b. (15%) r(z) = &=

z+1

3. Las ventas anuales de cierta compania se pueden modelar mediante la funcion
f(t) = 4+ 0,01¢* donde (¢) representa anos desde 1990 y f(¢) se mide en millones
de pesos.

a. (10%) ;Qué operaciones de desplazamiento y acortamiento se pueden efectuar
en la funcién y = ¢? para obtener la funcién y = f(t)?

b. (10%) Suponga que ¢ representa los anos desde 2000 en vez de 1990 ; Qué trans-
formaciones tendria que aplicar a la funcién y = f(t) para llevar a cavo esto?
Escriba de nuevo la funcién y = g(t) que resulta de esta transformacion.
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4. (10%) Dada la funcién q(z) = v/22 + x — 2, determine el dominio.
5. Dada la grafica (figura 17) ,

Circunferencia

Figura 17: Secante.

determine:

a. (10%) La ecuacién de la circunferencia.
b. (10%) La ecuacién de la recta L.
c. (10%) Las coordenadas del punto M.

NOTA: Toda respuesta debe estar plenamente justificada, el examen se debe resolver
en la hoja de respuestas tinicamente. Se recomienda seguir las sujerencias para intentar
resolver problemas.
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UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA
SEDE MEDELLIN
ESCUELA DE MATEMATICAS

QUIZ 1 (10 %) (Grupo 19)
Profesor: WILMER GARCIA

Nombre completo y documento:

1. Trace la gréfica de la siguientes funciones y determine su dominio y su rango.

a. (20%) f(z) =1—9 27,
b. (20%) g(x) = [Ln(z)|
2. Una sustancia radiactiva se desintegra de tal manera que la cantidad de masa que
permanece después de t dias se expresa mediante la funcion:
m(t) = ke~ 75t
Si se sabe que la cantidad de masa inicial es de 5 Kg.
a. (20 %) Encuentre la cantidad de masa que permanece a los 2 dias.

)
b. (20 %) Realice un esquema de la grafica de esta funcién.
)

b. (20 %) Determine su dominio y su rango (Recuerde que estos son contextua-
lizados).

NOTA: Toda respuesta debe estar plenamente justificada, el examen se debe resolver en
la hoja de respuestas tinicamente.
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UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA
SEDE MEDELLIN
ESCUELA DE MATEMATICAS

QUIZ 2 (10 %) (Grupo 19)
Profesor: WILMER GARCIA

Nombre completo y documento:

1. (20 %) Cuando la luna se encuentra exactamente en la fase de media luna, la Tierra,
la Luna y el Sol forman un angulo recto. En ese momento el angulo que forman el
Sol, la Tierra y la Luna es de 89,85°. Si la distancia de la tierra a la luna es de
384000 Km. Estime la distancia de la Tierra al Sol.

2. (20 %)Para hallar la distancia a través de un pequeno lago (figura 18), un topografo
ha tomado las mediciones mostradas. Encuentre la distancia a través de un lago
por medio de esta informacién.

282 Km

40.3°
3156 Km

Figura 18: Distancia.

3. La trayectoria de un satélite que orbita (figura 19) la tierra ocasiona que pase
directamente sobre dos estaciones de rastreo A y B separadas 80 Km. Cuando el
satélite esta sobre una de las dos estaciones los angulos de elevacién en A y B son
87,00 y 84, 2° respectivamente.

a. (20%) (Qué tan lejos estd el satélite de la estacion A7
b. (20%) (Qué tan lejos estd el satélite de la estacion B?

b. (20 %) (A qué altura respecto del suelo estd el satélite?
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L]

swi _34.2*2_ x

Figura 19: Orbita.

4. (20 %) Determine las solucién de las siguiente ecuacién trigonométrica en el inter-
valo 0 a 27.

V2cosr —1=0

NOTA: Toda respuesta debe estar plenamente justificada, el examen se debe resolver en
la hoja de respuestas tinicamente.
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6.4. Anexo 4. Evaluacion.

UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA
SEDE MEDELLIN
MATEMATICAS BASICAS
EVALUACION - GRUPO 19
SEMESTRE 02 - 2011

Profesor: WILMER GARCIA

|

Examenes ‘

’ Valor \ Tema

\ Fecha ‘

18 % | hasta clase 9 (Expresiones racionales) | Septiembre 8  de 2
011(Jueves)

15% | hasta clase 22 (Transformaciones) Diciembre 13 de 2 011
(Martes)

10 %

hasta clase 25 (Funcién exponencial) | Enero 17 de 2012 (Martes)

10 %

hasta clase 30 (trigonometria.)

Febrero 7 de 2012 (Martes)

30 %

hasta clase 25 ;7 (trigonometria no) | Enero 21 de 2012 (Sabado)

Cuadro 6: Fecha de exdmenes.

|

Tareas ‘

’ Valor \ Tema

\ Fecha ‘

2% | Clase 1 a 8 Septiembre 6 (Martes)
5% | Clase 9 a 18 | Diciembre 13 (Martes)
5% | Clases 22 a 25 | Enero 12 (Martes)
5% | Clases 25 a 28 | Febrero 2 (Martes)

Cuadro 7: Fecha entrega de tareas.

Asesorias los siabados de 6 am a 8 am, salén 43 - 103, escuela de matemaéticas.
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6.5. Anexo 5. Notas de los estudiantes aprobados.

REPORTE GEMERAL DE CALIFICACIONES
®cha y hormde generacidn: 005201 2 1019 PR

reporte impreso por: Wilmser Garciz

Este &= el reporte general de las caliicadones del curso

M es valido comoreporte oficizl de calificaciones

Periodo Academico 204 -1l
1000001-19 | MATEMATICAS BASICAS | Estado del curso: Calificaciones Consolidadas
CLASE TEQRICA
docenta: Wilmar Garcia
€ RESUMEN DE LAS PRUEBAS PROGRAMADAS
id pruahes, ponderacion eztado de calificacion docants
FF| Examen Fnal W e 00s [ ]| Wilme r sarcia,
P4 Parcial1 18 % 00 [ WilmerGarcia,
P2 Parcial 2 18% 00 [ | WilmerGarcia,
F2 Quiz 1 107% 00 | WilmerGarcia
P4 Quiz 2 107% 00e || WilmerGarcia
P& Tareat 2% 00e || WilmerGarcia
P Tarea 2 8% 100 | WilmarGarcia
F7 Taraa 3 [T 100 [ ]| Wil r (Garcia
P& Taread [T e || WilmerGarcia
Figura 20: Resumen de notas.
W LISTADD DE CALIFIC ACIOHNES POR PRIIEBA
Mr - decumento codigo nombres y apellidos PR P P2 P3 P4 P5 Ps F7 P8 calf
| deconero 201 1507ET nombres y apelidos 34 (16 (33 4.4 (25 (00 |43 50 50 |32
| [——— 201161211 nombres y apalidos 25 |23 (48 60 6O |BO |43 B0 6D A7
2 documento 2011523380 | nombresy apelidos 24 |12 |50 43 B0 |00 |24 B0 50 &7
) 201 168181 nombres y apelidos 26 |23 |60 60 60 |26 (34 50 60 i7
5 documento 201 {055 nomhrez v apallidos 34 |14 |40 B0 B0 (B0 |28 BO B0 4T
B documento 201158012 nombres v apelidos 22 |17 |50 2.7 B0 |50 |48 50 50 34
7| documento 201 1 85ae3 nombres v apelidos a0 |22 |60 45 BO (B0 |48 B0 B0 48
8l decuments 201162100 nombres y apellidos 32 (08 (41 40 50 |20 |43 50 50 34
B dcinene 201 163306 nombres y apelidas 16 (18 |40 45 60 (60 |42 50 60 32

SC = zin calficacion | NP = no prezentd | AF = anulado por fraude

Figura 21: Listado de estudiantes.

Nota: Por reserva de identidad, no se publican los nombres de los estudiantes.
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