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Bogotá, Colombia

2024





Análisis de sistemas con simetŕıa
conforme en el espacio de momentos

Diego Fernando Rojas Pérez
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Resumen
Análisis de sistemas con simetŕıa conforme en el espacio de momentos.

Este estudio aborda las transformaciones conformes en el espacio euclidiano, revisando tanto

sus versiones finitas como infinitesimales, y explorando sus propiedades clave. A medida que

se avanza, se establecen una serie de resultados sobre las funciones de correlación para

campos escalares de n-puntos. En particular, se calcula las funciones de correlación bajo las

transformaciones de dilatación y especial conforme.

A partir de estos resultados, se deriva las identidades de Ward en el espacio de coordenadas

para campos escalares de n-puntos, y posteriormente se reescriben estas identidades en el

espacio de momentos utilizando la transformada de Fourier. En este espacio, se logra cons-

truir funciones de correlación que satisfacen de manera general las identidades de Ward de

dos puntos, extendiéndolas a casos más amplios que incluyen campos escalares, vectoriales

y tensoriales.

Finalmente, se demuestra la relevancia de la teoŕıa conforme en cosmoloǵıa, donde la geo-

metŕıa del periodo inflacionario del universo está descrita por el espacio de Sitter, similar al

espacio de Minkowski. Las simetŕıas conformes estudiadas permiten aplicar conceptos fun-

damentales de la f́ısica teórica a este contexto, proporcionando una herramienta poderosa

para analizar las fluctuaciones iniciales del universo y su estructura a gran escala.

Palabras clave: (Transformaciones conformes, espacio euclidiano, funciones de corre-

lación, campos escalares, identidades de Ward, transformada de Fourier, campos ten-

soriales, cosmoloǵıa, espacio de de Sitter, periodo inflacionario).
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Abstract
Analysis of systems with conformal symmetry in momentum space.

This study addresses conformal transformations in euclidean space, reviewing both their

finite and infinitesimal versions, and exploring their key properties. As the study progresses,

a series of results regarding n-point correlation functions for scalar fields are established. In

particular, the correlation functions under dilation and special conformal transformations

are calculated.

Based on these results, the Ward identities in coordinate space for n-point scalar fields

are derived, and these identities are then rewritten in momentum space using the Fourier

transform. In this space, correlation functions that generally satisfy the two-point Ward

identities are constructed, extending them to broader cases that include scalar, vector, and

tensor fields.

Finally, the relevance of conformal theory in cosmology is demonstrated, where the geometry

of the inflationary period of the universe is described by de Sitter space, similar to Minkows-

ki space. The conformal symmetries studied allow fundamental concepts from theoretical

physics to be applied in this context, providing a powerful tool for analyzing the universe’s

initial fluctuations and its large-scale structure..

Keywords(Conformal transformations, Euclidean space, correlation functions, scalar

fields, Ward identities, Fourier transform, tensor fields, cosmology, de Sitter space,

inflationary period).
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1. Introducción

En f́ısica, las simetŕıas son fundamentales. Son los hilos invisibles que entretejen y conforman

nuestro concepto del universo, proporcionando estructura y predictibilidad. El concepto de

simetŕıa no se trata solo de equilibrio y repetición; se trata de las invariancias que gobiernan

las leyes f́ısicas. Cada simetŕıa corresponde a una ley de conservación, como establece el teo-

rema de Emmy Noether, uno de los hallazgos más profundos en la f́ısica teórica. Por ejemplo,

la simetŕıa del espacio bajo traslación conduce a la conservación del momento, mientras que

la simetŕıa rotacional lleva a la conservación del momento angular. En la mecánica clásica,

los principios de simetŕıa simplifican el análisis de los sistemas, reduciendo interacciones com-

plejas a formas más manejables. La belleza de las simetŕıas en la f́ısica se extiende desde lo

macroscópico hasta lo microscópico. Por ejemplo, en el ámbito de la relatividad, la simetŕıa

del espacio-tiempo bajo transformaciones de Lorentz sostiene la constancia de la velocidad

de la luz y la naturaleza entrelazada del espacio y el tiempo. En la mecánica cuántica, la

rama de la f́ısica que describe el comportamiento de las part́ıculas a las escalas más pequeñas,

la simetŕıa es aún más crucial. La simetŕıa de intercambio clasifica las part́ıculas en bosones

y fermiones, dictando sus estad́ısticas y comportamientos colectivos. Las simetŕıas de gauge,

fundamentales en el modelo estándar de la f́ısica de part́ıculas, describen las interacciones

fundamentales a través de invariancias bajo transformaciones locales, proporcionando una

comprensión unificada de las fuerzas fundamentales. La búsqueda de simetŕıas, tanto visi-

bles como ocultas, ha sido y sigue siendo un impulso fundamental en la ciencia. Nos permite

descubrir las leyes subyacentes del universo y entender su complejidad inherente. La simetŕıa

no es solo un principio estético; es una gúıa poderosa que nos lleva a las profundidades de

la realidad f́ısica, revelando la armońıa oculta en el caos aparente.

La simetŕıa conforme se remonta a los antiguos estudios de geometŕıa, donde Eucĺıdes y

otros matemáticos griegos establecieron las bases para el análisis de las propiedades inva-

riantes bajo transformaciones geométricas [22]. Durante el siglo XIX, el estudio formal de

las transformaciones conformes fue desarrollado por matemáticos como Carl Friedrich Gauss

y Bernhard Riemann, quienes investigaron las propiedades de las superficies y las funciones

complejas, respectivamente [39]. El trabajo de Sophus Lie a finales del siglo XIX, introdu-

ciendo la teoŕıa de grupos continuos de transformaciones, marcó un hito importante en la

comprensión de las simetŕıas en matemáticas y f́ısica [30]. Este avance fue fundamental para

el posterior desarrollo de la teoŕıa cuántica de campos (QFT) en el siglo XX, donde la si-

metŕıa conforme se convirtió en una herramienta esencial. Pioneros como Hermann Weyl y

Eugene Wigner exploraron la relación entre la simetŕıa y las leyes de la f́ısica, sentando las
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bases para futuras investigaciones [42]. En las décadas de 1970 y 1980, la teoŕıa conforme de

campos (CFT) emergió como una rama significativa de la teoŕıa cuántica de campos( QFT),

especialmente en el contexto de la teoŕıa de cuerdas y la f́ısica estad́ıstica. Alexander Polya-

kov y otros hicieron contribuciones esenciales en este campo, avanzando nuestra comprensión

de las interacciones fundamentales [37]. La relevancia de la simetŕıa conforme continuó cre-

ciendo en las décadas siguientes, particularmente con la propuesta de la correspondencia

de Anti-de Sitter (AdS) con Teoria de campos conforemes(CFT) por Juan Maldacena, la

cual estableció una conexión profunda entre la teoŕıa de cuerdas y las teoŕıas conformes de

campos [34].

En referencia a la teoŕıa de transformaciones conformes. El interés en el estudio de la teoŕıa

de campos conformes se ha mantenido vigente a lo largo de las últimas décadas sustentado

por diferentes aplicaciones y posibilidades teóricas[24]. Por una parte, el asunto tiene in-

terés matemático intŕınseco ya que ha permitido conectar y explorar diferentes áreas de las

matemáticas [18]. Por otra parte, la teoŕıa de campos conformes ha sido de esencial para

formular diversos resultados de importancia central en la teoŕıa de cuerdas [36], para revelar

conexiones profundas entre las teoŕıas de gauge y las teoŕıas de gravedad en espacios tipo

(A)-de Sitter [1] y para describir fenómenos cŕıticos en mecánica estad́ıstica [14].

En cosmoloǵıa teórica, las herramientas de la teoŕıa conforme de campos han sido impor-

tantes para describir caracteŕısticas dinámicas y estad́ısticas de modelos cosmológicos del

periodo inflacionario y del periodo dominado por la enerǵıa oscura. Estos periodos se ca-

racterizan por tener un alto grado de simetŕıa en el espacio de fondo. En ese contexto, las

simetŕıas del espacio de fondo restringen y moldean las propiedades de la función de densidad

de probabilidad asociada con los observables de los modelos. A lo largo de los últimos años,

se han realizado muchos estudios acerca de las caracteŕısticas estad́ısticas de las perturba-

ciones cosmológicas con un enfoque fuertemente basado en las simetŕıas del espacio de fondo

[16, 11, 8].

Una manera práctica de abordar estos estudios está basado en el análisis de las perturbaciones

en el espacio de los momentos (via transformada de Fourier) [33, 13]. En modelos cosmológi-

cos espećıficos, este abordaje se ha desarrollado recientemente en las referencias [11, 4, 8, 9].

En este trabajo se plantea continuar con este tipo de análisis en modelos inflacionarios en el

espacio de los momentos y explorar particularidades de modelos que pueden resultar impor-

tantes para describir caracteŕısticas estad́ısticas de las perturbaciones cosmológicas durante

el periodo inflacionario.

El trabajo de revisión que se quiere desarrollar está enfocado en responder cómo podemos

caracterizar las perturbaciones de los campos involucrados en el modelo inflacionario del

universo que plantea Baumann [7], usando las herramientas de la simetŕıa conforme y en

general del grupo conforme[12]. Además sobre el tema de campos conformes este se enfoca

en gran medida en los desarrollos y el seguimiento de resultados clásicos provenientes de

libros de texto reconocidos, tales como: Introduction to Conformal Field Theory [12], Ap-

plied Conformal Field Theory [24], Conformal Symmetry in Momentum Spaceand Anomaly
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Actions in Gravity[33], entre otros.

Para darle contexto al problema, es necesario remitirse al mapa de fondo de microondas.

Este mapa es relevante porque su distribución de temperatura está relacionada con las fluc-

tuaciones de los campos que componen el modelo del universo primigenio. Este modelo tiene

dos elementos que nos interesan inicialmente: el inflatón (campo escalar) y un tensor métrico

el cual tiene una relación muy estrecha con el escalar de Ricci (medida de la curvatura del

espacio-tiempo) que aparace en el modelo inflacionario. Sin embargo, en otras propuestas de

modelo del universo se consideran propiedades anisotrópicas en un campo vectorial, como en

[8]. Por otra parte, la relación entre las fluctuaciones del campo inflatón y la distribución del

mapa de microondas está dada por lo que se denomina efecto Sachs-Wolfe. Esta relación es

importante porque, si el campo Inflatón solo vaŕıa en función del tiempo, el fondo cósmico de

microondas debeŕıa ser perfectamente isotrópico. Pero sabemos que no es aśı, porque el mapa

de fondo de microondas difiere de un punto a otro en una diezmilésima parte de un Kelvin

(temperatura de fondo aprox. 2,73 K). Ahora, una propuesta razonable para analizar estas

distribuciones de temperatura en términos de la isotroṕıa del fondo de microondas es que las

transformaciones conformes analizadas de una región a otra sean invariantes respecto a esta

distribución. Por ejemplo, si elegimos dos puntos y nos trasladamos, las distribuciones de

temperatura asociadas a estos nuevos puntos no difieren mucho de los dos primeros puntos,

y ocurre de la misma forma con la rotación, la dilatación y la transformación especial confor-

me. De este modo, la teoŕıa conforme es una manera adecuada de aproximarse al problema.

Además, un sistema f́ısico que goza de alta simetŕıa es susceptible de tener sus correladores

calculados sobre las fluctuaciones de los operadores del sistema que sean cuasi-primarios,

independientemente de la naturaleza del sistema f́ısico, aunque se requiere determinar los

pesos conformes, que son una cantidad que relaciona el operador con la transformación apli-

cada al espacio. Aśı, el trabajo está enfocado en calcular funciones de correlación de dos o

tres puntos para las fluctuaciones del campo escalar inflatón, el campo vectorial y el tensor

métrico del modelo inflacionario del universo.

Finalmente, en relación al desarrollo del trabajo este se estructurada de la siguiente manera.

En el caṕıtulo 3 revisaremos y describiremos los elementos básicos del grupo conforme,

el álgebra de los generadores del grupo conforme, la noción de campos cuasi primarios y

sus funciones de correlación. En el caṕıtulo 4 vamos a calcular las funciones de correlación

y vamos a presentar las identidades de Ward las cuales son la expresión de la simetŕıa

conforme de las funciones de correlación de un sistema que presenta simetŕıa conforme. En

el caṕıtulo 5 vamos a describir las identidades de Ward en el espacio de momentos y con ello

vamos a calcular las funciones de dos puntos para campos escalares, vectoriales y tensoriales.

Finalmente en el caṕıtulo 6 usaremos los resultados de los caṕıtulos anteriores para aplicarlo

a un modelo inflacionario de interés en cosmoloǵıa. Con esto se cumpliŕıan los objetivos

principales de este trabajo
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2.0.1. Inflación Cósmica

La inflación cósmica es un concepto crucial en la cosmoloǵıa moderna, que aborda proble-

mas fundamentales del modelo del Big Bang estándar. Según [25], la inflación se refiere

a un peŕıodo inicial de expansión exponencial del universo, que ocurrió aproximadamente

10−34 segundos después del Big Bang. Este fenómeno resuelve el problema de las condiciones

iniciales finamente ajustadas del universo observado, permitiendo que surja de condiciones

iniciales genéricas. En otras palabras, la rápida expansión durante la inflación ajusta estas

condiciones a un estado que es consistente con las observaciones actuales [26].

2.0.2. Importancia de la Inflación

La importancia de la inflación radica en varios aspectos clave. Primero, explica la homoge-

neidad a gran escala del universo observable y proporciona un mecanismo para la generación

de las pequeñas fluctuaciones primordiales que dieron paso a la formación de estructuras

a lo largo del tiempo en escalas cósmicas [32]. Estas fluctuaciones cuánticas microscópicas

se magnificaron durante la inflación y eventualmente se convirtieron en las semillas de las

galaxias y cúmulos galácticos que observamos hoy en d́ıa[31]. Además, la inflación ofrece un

marco teórico para entender la f́ısica de altas enerǵıas que prevalećıa en las primeras etapas

del universo, con escalas de enerǵıa potencial inflacionaria que pueden alcanzar valores tan

altos como 1015 GeV.

2.0.3. Modelos de Inflación

En nuestro estudio, consideramos un escenario donde un campo escalar impulsa la expan-

sión inflacionaria y un campo vectorial contribuye a la generación de la perturbación de

curvatura primordial, siendo también una fuente de anisotroṕıas estad́ısticas. Diversos estu-

dios han explorado modelos de inflación que incorporan campos vectoriales como fuentes de

desviaciones estad́ısticas de isotroṕıa y simetŕıa de paridad. Entre estos, destaca el modelo

de Ratra [38], que introduce un campo vectorial acoplado a la inflación para generar an-

isotroṕıas en el universo temprano. Además, se han investigado modelos con acoplamientos

axión/pseudoescalar, donde un campo axiónico interactúa con el campo vectorial, generando

caracteŕısticas en el espectro de perturbaciones y proporcionando posibles señales distintivas

observables en la radiación de fondo de microondas. En particular, uno de los modelos de
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nuestro interés involucra propiedades anisotrópicas expresadas en un campo vectorial, como

en[8].

2.0.4. Acción del Modelo

El modelo que abordamos se describe mediante la siguiente acción:

S =

∫
d4x

√
−g

[
M2

pl

2
R− 1

2
∂µϕ∂

µϕ− V (ϕ)− 1

4
f(ϕ)FµνF

µν

]
, (2-1)

donde Mpl es la masa de Planck, R es el escalar de Ricci, f es una función que depende

únicamente del campo escalar ϕ. Aśı, el campo vectorial Aµ está representado en la acción

a través del tensor de esfuerzos Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. Este campo contribuye a la generación

de anisotroṕıas estad́ısticas que no se diluyen con la evolución inflacionaria.

El campo escalar inflatón ϕ es responsable de la expansión inflacionaria. La función f(ϕ)

modula las interacciones del campo escalar con el campo vectorial, introduciendo términos

que permiten fenómenos como la magnetogénesis primordial [38, 11] y las ondas gravitacio-

nales alimentadas por las interacciones [6]. El tensor métrico gµν proporciona la estructura

geométrica del espacio-tiempo en el modelo, y la acción incluye el término de curvatura

escalar R, que describe la gravedad en el marco de la relatividad general.

2.0.5. Funciones de Correlación

El enfoque principal de este trabajo es el cálculo de las funciones de correlación para los cam-

pos involucrados en el modelo inflacionario. Las funciones de correlación son herramientas

cruciales en la teoŕıa de campos para estudiar las propiedades estad́ısticas de las fluctuacio-

nes cuánticas. En nuestro caso, calculamos las funciones de correlación de dos y tres puntos

para las fluctuaciones del campo escalar inflatón, el campo vectorial y el tensor métrico.

Estas funciones permiten caracterizar las propiedades de las perturbaciones cosmológicas y

su evolución durante el periodo inflacionario.

A continuación presentamos algunas funciones de correlación calculadas de forma generalu-

sando la teoria conforme para un campo-cuasi primario en dos puntos del espacio, los cuales

son invariantes bajo transformación de dilatación y la especial conforme, respectivamente

[24].

f(|x1 − x2|) =
〈
ϕ1(x1), ϕ2(x2)

〉
=

C12

|x1 − x2|∆1+∆2
, (2-2)

f(|x1 − x2|) =
〈
ϕ1(x1), ϕ2(x2)

〉
=

C12

|x1 − x2|2∆
. (2-3)

En general, los ∆ que aparecen en las funciones de correlación como los coeficientes Cij son

cantidades que están relacionadas intŕınsecamente con el sistema f́ısico que en nuestro caso

es el modelo inflacionario, pero en general en el espacio de coordenadas esta es la forma
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de las funciones de correlación para dos puntos bajo la invarianza conforme. Sin embargo,

nuestro interés esta en calcular las funciones de correlación en el espacio de momentos como

en [33]. La función de correlación de un campo escalar definido en dos puntos del espacio se

le aplica la transformada de Fourier para llevarla al espacio de momentos bajo dilatación,

tomando la siguiente forma:

GS(p2) = δ∆1∆2CS12

πd/2Γ(d/2−∆1)

4∆
d/2
1 Γ(∆1)

(p2)∆1−d/2. (2-4)

Donde la relación con el espacio de coordenadas esta dada por la siguiente expresión.

< O1(x1)O2(x2) >≡ F .T .[GS(p2)] = δ∆1∆2CS12

1

(x12)∆1
. (2-5)

2.0.6. Técnicas y Métodos

En principio es fundamental establecer una serie de resultados que son fundamentales para

poder calcular las funciones de correlación mencionadas. En ese sentido la teoŕıa conforme

nos ofrece una serie de herramientas y conceptos que permiten calcular las funciones de

correlación en sistemas f́ısicos que sean invariantes bajo el grupo conforme[12].

Luego de haber establecido la relación entre el grupo conforme y los campos cuasi-primarios,

comenzamos por calular las funciones de correlación en espacios de momentos de sistemas

que tienen aproximadamente simetŕıa conforme, como es el caso de la expansión acelerada del

universo y de determinadas caracteŕısticas del universo temprano. Realizamos un análisis de

las equivalencias de las simetŕıas del sistema entre el grupo de De Sitter y el grupo conforme.

Luego, formulamos las funciones de correlación en el espacio de momentos, espacio que

se obtiene aplicando técnicas de transformaciones de Fourier a las ecuaciones del sistema.

Además, establecemos las identidades de Ward, que nos permiten relacionar las distintas

simetŕıas del sistema.

Finalmente, calculamos las funciones de correlación t́ıpicas de observables relevantes en la

descripción del universo temprano y su expansión. Este trabajo se enfoca principalmente en

una revisión de la teoŕıa de campos conformes, siguiendo desarrollos y resultados clásicos

de libros de texto reconocidos, con especial atención en cómo actúa la simetŕıa del grupo

conforme en ciertos sectores del grupo.



3. Transformaciones Conformes

3.1. Generalidades

El estudio de las transformaciones conformes es de importancia capital al abordar fenóme-

nos muy particulares de la f́ısica (sistemas con simetŕıa conforme). Más adelante podremos

visualizar esto, cuando describamos algunos medibles de la etapa inflacionaria del universo,

con ayuda de las técnicas que se desprenden del uso de las transformaciones conformes. En

particular en este capitulo perseguimos lo que se denomina el álgebra de Lie del grupo con-

forme1, donde por supuesto fijamos conceptos como el de generador de una transformación

conforme, las condiciones de invarianza conforme, diferenciaremos dos tipos de transforma-

ciones conformes: las de tipo infinitesimal y las finitas. Finalmente establecemos los campos

cuasi-primarios primarios y las funciones de correlación para varios puntos del espacio.

3.1.1. Invarianza Conforme

En términos formales una transformación conforme (Local) para d > 2 es un difeomorfismo2

que esta definido de un conjunto abierto a otro abierto (d-dimensionales), cuyas métricas

respectivas son funciones de escala ”suaves”3 que difieren en un factor (función escalar del

campo) .Veamos esto formalmente.

Definición: Sean M y N dos variedades4, d > 2 dimensionales y sea ρ un mapeo tal que

ρ : U ⊂ M −→ ρ(U) ⊂ N , donde U es un abierto. Se dice que una transformación ρ es

conforme si se cumple que Λg = ρ ∗ h, donde Λ es una función positiva, Λ : U −→ ℜ+;

Donde g y h son las respectivas métricas ”suaves”de los conjuntos M y N .

Hay varias cosas que destacar de este tipo de transformaciones como veremos. Particular-

mente, estas transformaciones preservan los ángulos de un espacio a otro a pesar del cambio

de coordenadas y el efecto respecto a sus respectivas métricas. Aśı que es ilustrativo ver el

cálculo que se realiza al respecto en las notas de clase de Stern [40].

1El grupo conforme y su álgebra de Lie están estrechamente relacionados: el grupo está formado por trans-

formaciones conformes finitas, mientras que el álgebra está formada por los generadores infinitesimales

que dan lugar a esas transformaciones conformes.
2En términos más simples, es un tipo de función que mapea puntos de una variedad diferencial a puntos de

otra variedad diferencial, y ambas funciones (la función original y su inversa) son suaves (diferenciables).
3Función suave es aquella que tiene derivadas de todos los órdenes en su dominio.
4Conjunto de puntos que localmente tiene una estructura similar a la de un espacio euclidiano, pero glo-

balmente puede tener formas y propiedades más complejas.
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Por otra parte, es ilustrativo el siguiente caso: sean los conjuntos M y N ,tal que M = N ,

M = Rn,m, la métrica asociada es η = diag(−1, ...,−1︸ ︷︷ ︸
n

, 1, ..,1︸ ︷︷ ︸
m

), donde d = m+ n.

Tenemos que el mapeo ρ : Rd −→ Rd : xµ 7→ x
′µ, el cual es conforme si la métrica cumple la

siguiente condición:

ηαβ
∂x

′α

∂xµ

∂x
′β

∂xν
= Ληµν . (3-1)

Donde ηµν(x) → ηαβ(x
′) y la función Λ es positiva. Recordemos que en la condición anterior

se sobre entiende el uso de la notación de Einstein para las sumas.

En particular, para espacios euclidianos con dimensión d > 2, vamos a ilustrar cuando el

factor de escala Λ = 1. Veremos que corresponde a las transformaciones del grupo de Poincaré

formado por traslaciones y rotaciones de Lorentz 5;. En especial cuando Λ es una constante,

esta corresponderá a una transformaciones definida globalmente.

Cálculo de Λ para las traslaciones: sea la transformación ρ : x −→ x′µ = xµ + aµ,

calculemos la condición que debe cumplir la transformación conforme y veamos que valor

toma Λ:

ηαβ
∂x

′α

∂xµ

∂x
′β

∂xν
= ηαβ(δ

α
µ + 0)(δβν + 0)

= ηαβ(δ
α
µ)(δ

β
ν )

= ηµν .

(3-2)

Teniendo en cuenta (3-1) y (3-2) , concluimos que ηµν= Ληµν con lo que efectivamente Λ = 1.

Cálculo de Λ para las rotaciones: sea la transformación ρ : x −→ x′µ = (Θµ
ν)x

ν tal que

(Θµ
ν ∈ SO(p, q)), calculemos la condición que debe cumplir la transformación conforme y

veamos que valor toma Λ:

ηαβ
∂x

′α

∂xµ

∂x
′β

∂xν
= ηαβ((Θ

α
ω)δ

ω
µ )((Θ

β
ω)δ

ω
ν )

= ηαβ(Θ
α
µ)(Θ

β
ν)

= (Θα
µ)(ηαβ(Θ

β
ν))

= ηµν .

(3-3)

Teniendo en cuenta (3-1) y (3-3), concluimos que ηµν = Ληµν con lo que efectivamente Λ = 1.

3.1.2. Transformación de coordenadas infinitesimales

A continuación vamos estudiar una transformación de coordenadas infinitesimales general

(estudiamos los términos de primer orden y establecemos unos resultados de interés) donde

5Transformaciones que dejan inalteradas las distancias corresponden al grupo de Poincaré, que incluye

traslaciones (desplazamientos), rotaciones y transformaciones de Lorentz (transformaciones que mezclan

las coordenadas espaciales y temporales).
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ϵ(x) ≪ 1. La transformación infinitesimal es de suma importancia porque se obtienen como

restricciones de esta, las transformaciones conformes infinitesimales, es decir: La traslación,la

rotación, la dilatación y la especial conforme.Todas en su versión infinitesimal.

x′ρ = xρ + ϵρ(x) +O(ϵ2). (3-4)

Pero antes es necesario calcular el factor de escala funcional Λ de esta transformación de

manera que sea conforme, puesto que de este calculo se derivan una serie de resultados útiles

que permiten formalizar lo que denominamos grupo conforme.

ηαβ
∂x

′α

∂xµ

∂x
′β

∂xν
= ηαβ(δ

α
µ +

∂ϵα

∂xµ
+O(ϵ2))(δβν +

∂ϵβ

∂xν
+O(ϵ2))

= ηαβ(δ
α
µ +

∂ϵα

∂xµ
)(δβν +

∂ϵβ

∂xν
) +O(ϵ2)

= ηαβ(δ
α
µ(δ

β
ν ) +

∂ϵα

∂xµ
(δβν ))+ηαβ(δ

α
µ(

∂ϵβ

∂xν
) +

∂ϵα

∂xµ
(
∂ϵβ

∂xν
)) +O(ϵ2)

= ηαβ(δ
α
µ(δ

β
ν ) +

∂ϵα

∂xµ
(δβν ))+ηαβ(δ

α
µ)(

∂ϵβ

∂xν
) +O(ϵ2)

= ηµν + ηαν
∂ϵα

∂xµ
+ηµβ

∂ϵβ

∂xν
+O(ϵ2)

= ηµν +
∂(ηανϵ

α)

∂xµ
+
∂(ηµβϵ

β)

∂xν
+O(ϵ2)

ηαβ
∂x

′α

∂xµ
∂x

′β

∂xν = ηµν +
∂ϵν
∂xµ+

∂ϵµ
∂xν +O(ϵ2). (3-5)

En este punto vamos a forzar 3-5 a que sea un factor de ηµν .

ηµν = ηµν + (
∂ϵν
∂xµ

+
∂ϵµ
∂xν

) +O(ϵ2)

= ηµν + ηµνκ(x) + ηµνO(ϵ2)

= ηµν(1 + κ(x) +O(ϵ2)). (3-6)

Ahora vamos averiguar la forma de la función κ(x) que permita definir el factor de escala Λ.

∂ϵν
∂xµ

+
∂ϵµ
∂xν

= κ(x)ηµν

ηµν(
∂ϵν
∂xµ

+
∂ϵµ
∂xν

) = κ(x)ηµνηµν

ηµν(
∂ϵν
∂xµ

) + ηµν(
∂ϵµ
∂xν

) = κ(x)d

(ηµν∂µ)ϵν + (ηµν∂ν)ϵµ = dκ(x)

∂ν(ϵν) + ∂µ(ϵµ) = dκ(x)
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2∂ν(ϵν) = dκ(x). (3-7)

Sustituyendo la ecuación(3-7) en la ecuación(3-6), concluimos que la función Λ(x) es:

Λ(x) = 1 +
2(∂ · ϵ)

d
+O(ϵ2), (3-8)

donde definimos que ∂ · ϵ = ∂ν (ϵν). Aśı finalmente establecemos la forma del factor de escala

funcional Λ(x).

Formulas Útiles: Vamos a derivar varias formulas que son útiles en la medida que nos

permitirán establecer la rotación, la dilatación, la traslación y la especial conforme en su

versión infinitesimal haciendo uso de la expresión (3-4) y de la función ϵ(x) como lo veremos

posteriormente.

Resultado número 1: Establecemos la siguiente ecuación:

∂ϵν
∂xµ+

∂ϵµ
∂xν = 2

d
(∂ · ϵ)ηµν . (3-9)

Que claramente se deduce de (3-6) y (3-7) sin mayor esfuerzo.

Resultado número 2: Derivemos a ambos lados de la ecuación (3-9) y definamos ∂
∂xµ = ∂µ.

∂ν(∂µ(ϵν) + ∂ν(ϵµ)) = ∂ν 2

d
(∂ · ϵ)ηµν

∂ν∂µ(ϵν) + ∂ν∂ν(ϵµ) = ∂ν 2

d
(∂ · ϵ)ηµν

∂µ(∂ · ϵ) + ∂ν∂ν(ϵµ) = ∂ν 2

d
(∂ · ϵ)ηµν

∂µ(∂ · ϵ) + ∂ν∂ν(ϵµ) = ∂ν(
2

d
(∂ · ϵ)ηµν)

∂µ(∂ · ϵ) +□(ϵµ) =
2

d
∂µ(∂ · ϵ).

Derivamos de nuevo y luego intercambiando los ı́ndices µ por ν:

∂ν(∂µ(∂ · ϵ) +□(ϵµ)) =
2

d
∂ν∂µ(∂ · ϵ)

∂ν(∂µ(∂ · ϵ)) + ∂ν(□(ϵµ)) =
2

d
∂ν∂µ(∂ · ϵ)

∂µ(∂ν(∂ · ϵ)) + ∂µ(□(ϵν)) =
2

d
∂µ∂ν(∂ · ϵ).

Ahora sumamos las dos últimas expresiones, obteniendo:

∂µ(∂ν(∂ · ϵ)) + ∂µ(□(ϵν)) + ∂ν(∂µ(∂ · ϵ)) + ∂ν(□(ϵµ)) =
2

d
∂µ∂ν(∂ · ϵ) + 2

d
∂ν∂µ(∂ · ϵ)

2∂µ∂ν(∂ · ϵ) +□(∂µϵν + ∂νϵµ) =
4

d
∂µ∂ν(∂ · ϵ)
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Usamos la ecuación (3-9) y la sustituimos en la ecuación anterior, obteniendo:

2∂µ∂ν(∂ · ϵ) +□(ηµν
2

d
(∂ · ϵ)) = 4

d
∂µ∂ν(∂ · ϵ)

d∂µ∂ν(∂ · ϵ) +□(ηµν(∂ · ϵ))− 2∂µ∂ν(∂ · ϵ) = 0

(d∂µ∂ν +□(ηµν)− 2∂µ∂ν)(∂ · ϵ) = 0

ηνµ(d∂µ∂ν +□(ηµν)− 2∂µ∂ν)(∂ · ϵ) = 0

((d− 2)(ηνµ∂µ)∂ν +□(ηνµηµν))(∂ · ϵ) = 0

(□(d− 2) +□(d))(∂ · ϵ) = 0.

Entonces el resultado 2, se expresa como sigue6:

(d− 1)□(∂ · ϵ) = 0. (3-10)

Resultado número 3: Vamos a derivar ∂ρ la ecuación (3-9):

∂ρ(∂µϵν + ∂νϵµ) = ∂ρηµν
2

d
∂ · ϵ.

Luego permutamos los ı́ndices ρ, µ y ν, obteniendo tres ecuaciones:

∂ρ∂µϵν + ∂ρ∂νϵµ = ∂ρηµν
2

d
∂ · ϵ

∂ν∂ρϵµ + ∂µ∂ρϵν = ∂νηρµ
2

d
∂ · ϵ

∂µ∂νϵρ + ∂ν∂µϵρ = ∂µηνρ
2

d
∂ · ϵ.

Ahora, sumamos las dos ultimas ecuaciones y a esta suma le restamos la primera ecuación,

teniendo en cuenta que las derivas parciales conmutan, obtenemos el resultado número 3:

∂µ∂νϵρ =
1
d
(−ηµν∂ρ + ηρµ∂ν + ηνρ∂µ)(∂ · ϵ)). (3-11)

3.1.3. Transformaciones Conformes Infinitesimales: Traslación,

Rotación, Dilatación y Especial Conforme

Como ya lo hab́ıamos mencionado en este apartado vamos a establecer las transformacio-

nes conformes infinitesimales que se derivan de la transformación mas general (3-4). Para

comenzar podemos fijarnos en el termino ϵρ(x) de la ecuación (3-4), la idea es en primera

medida determinar que forma puede tener esta función.

6Revisar un manera muy corta de hacer estos cálculos en [40]
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Si analizamos la ecuación (3-10) claramente tiene una dependencia de ϵρ(x); Podemos deducir

que la forma de ∂ · ϵ que satisface (3-10) es a lo sumo lineal en xµ,

∂ · ϵ = A+Bµx
µ.

Dado que el operador □ (es como una doble derivada), entonces ϵρ debeŕıa ser a lo sumo

cuadrática en xν para que respete la linealidad de ∂ · ϵ, entonces la forma que debe tener ϵρ

es:

ϵµ = aµ + bµνx
ν + cµνρx

νxµ. (3-12)

Como ϵ ≪ 1,entonces las constantes aµ ≪ 1,bµν ≪ 1 y cµνρ ≪ 1, la ultima constante es

simétrica en los dos últimos ı́ndices. Ahora vamos a analizar cada coeficiente de (3-12), aśı

podremos establecer cuatro tipo de transformaciones conformes:

Transformación (Traslación conforme Infinitesimal)

Haciendo bµν = 0 y cµνρ = 0 en en (3-12) y sabiendo que el término aµ no esta

condicionado por (3-10). Aśı definimos usando (3-4) la traslación infinitesimal como:

x
′ρ = xρ + ηρµ(aµ)

x
′ρ = xρ + aρ

x
′ρ = xρ + aρ. (3-13)

Transformación (Dilatación conforme Infinitesimal)

Haciendo aµ = 0 y cµνρ = 0 en (3-12) y sustituyendo en (3-9) encontramos que:

∂ϵν
∂xµ

+
∂ϵµ
∂xν

= ηµν
2∂ · ϵ
d

∂(bντx
τ )

∂xµ
+

∂(bµτx
τ )

∂xν
= ηµν

2

d
(∂ρϵρ)

bντδ
τ
µ + bµτδ

τ
ν = ηµν

2

d
∂ρ(bρτx

τ )

bνµ + bµν = ηµν
2

d
(ηρσ∂σ)(bρτx

τ )

bνµ + bµν = ηµν
2

d
(ηρσ)(bρτδ

τ
σ)

bνµ + bµν = ηµν(
2

d
(bρσ)η

ρσ.)
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Esta ecuación obliga a que la parte simétrica7 de bµν sea proporcional a la métrica.

Nosotros por lo tanto separamos el coeficiente bµν como:

bµν = αηµν +mµν . (3-14)

Claramente la parte simétrica es αηµν y la parte antisimétrica es mµν = −mνµ. En ese

orden la parte simétrica corresponde a una dilatación infinitesimal conforme, aśı de

(3-4) se deriva que la dilatación es de la forma:

x
′ω = xω + ηωµ(bµνx

ν)

x
′ω = xω + ηωµ(αηµνx

ν)

x
′ω = xω + ηωµ(αxµ)

x
′ω = xω + αηωµ(xµ)

x
′ω = xω + α xω. (3-15)

Transformación (Rotación conforme Infinitesimal)

En este caso se usa la ecuación (3-14) (parte antisimetrica), con α = 0 y de esta manera

obtenemos la parte correspondiente a una rotación de tipo infinitesimal conforme, con

lo que(3-4) tomaŕıa la siguiente forma:

x
′ω = xω + ηωµ(bµνx

ν)

x
′ω = xω + ηωµ(mµνx

ν)

x
′ω = δων x

ν + (mω
ν)x

ν . (3-16)

Donde mω
ν ∈ SO(m,n).

Transformación (Especial conforme Infinitesimal)

Haciendo aµ = 0 y bµν = 0 en (3-12) y sustituyendo lo obtenido en (3-11) vamos

a encontrar de que forma es el coeficiente Cρµν . En este caso es útil hacer unos cálculos

previos que se requieren para hallar el coeficiente en mención.

Calculando la parte izquierda de(3-11) :

∂νϵρ = ∂ν(cρτσx
τxσ)

∂νϵρ = cρτσ(x
σδτν + xτδσν )

7Recuerde que todo tensor de dos ı́ndices es suma de una parte simétrica y una antisimétrica
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∂νϵρ = cρνσx
σ + cρτνx

τ

∂µ∂νϵρ = cρνµ + cρµν

∂µ∂νϵρ = cρνµ + cρνµ = 2cρνµ.

Calculando la parte derecha de (3-11):

∂ · ϵ = ∂µϵµ

∂µ(cµνρx
νxρ) = ηµα∂α(cµνρx

νxρ)

∂ · ϵ = ηµαcµνρ(δ
ν
αx

ρ + δραx
ν))

∂ · ϵ = ηµα(cµαρx
ρ + cµναx

ν)

∂ · ϵ = cµµρx
ρ + cµµνx

ν

∂ · ϵ = cµµρx
ρ + cµµνx

ν

∂ · ϵ = 2cωωγx
γ.

Ahora derivamos esta la última expresión con el fin de reducir los cálculos en (3-11).

∂ν(∂ · ϵ) = 2cωων .

Finalmente estos resultados nos permiten expresar(3-11) como:

2cρνµ =
1

d
(−ηµν∂ρ + ηρµ∂ν + ηνρ∂µ)(2c

ω
ωγx

γ)

2cρνµ =
1

d
(−ηµν2c

ω
ωρ + ηρµ2c

ω
ων + ηνρ2c

ω
ωµ)

cρνµ =
1

d
(−ηµνc

ω
ωρ + ηρµc

ω
ων + ηνρ2c

ω
ωµ).

Vamos a definir βω = 1
d
cµµω de esta forma el coeficiente buscado se escribe como:

cρνµ = −ηµνβρ + ηρµβν + ηνρβµ.

En este punto debemos expresar el coeficiente cρνµ de manera que satisfaga la ecuación (3-4).

ηωρcρνµ = ηωρ(−ηµνβρ + ηρµβν + ηνρβµ)

cωνµ = ηωρ(−ηµνβρ + ηρµβν + ηνρβµ).

Entonces, bajo los resultados anteriores tenemos que la ecuación(3-4) deriva la transforma-

ción especial conforme como,

x
′ω = xω + (cωνµ)x

νxµ

x
′ω = xω + ηωρ(−ηµνβρ + ηρµβν + ηνρβµ)x

νxµ
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x
′ω = xω + ηωρ(−βρηµνx

νxµ + ηρµηνγβ
γxνxµ + ηνρηµωβ

ωxνxµ)

x
′ω = xω + ηωρ(−βρx

2 + ηρµ(β · x)xµ + ηνρηµωβ
ωxνxµ)

x
′ω = xω + ηωρ(−βρx

2 + ηρµ(β · x)xµ + ηνρηµωβ
ωxµxν)

x
′ω = xω + ηωρ(−βρx

2 + ηρµ(β · x)xµ + ηνρ(β · x)xν)

x
′ω = xω + ηωρ(−βρx

2 + 2ηρµ(β · x)xµ)

x
′ω = xω + ηωρ(−βρx

2 + 2(β · x)ηρµxµ)

x
′ω = xω − βωx2 + 2(β · x)xω. (3-17)

Aśı la transformación especial conforme queda establecida en la ecuación (3-17)

3.1.4. Transformaciones Conformes finitas y sus generadores

En este apartado establecemos en primer lugar como se deducen las transformaciones confor-

mes infinitesimales a partir de las transformaciones conformes finitas; Además, se establecerá

lo que denominaremos como generadores de las transformaciones conformes finitas. Mostran-

do como se relacionan. 8La siguiente tabla registra las transformaciones conformes finitas.

Transformación Ecuación

Traslación x
′µ = xµ + aµ

Dilatación x
′µ = λxµ

Rotación x
′µ = Mµ

νx
ν

Especial Conforme x
′µ = xµ−(x2)βµ

1−2(β·x)+β2x2

Tabla 3-1.: Transformaciones Conformes Finitas.

Como lo vimos, para definir las transformaciones infinitesimales son necesarias las siguientes

restricciones: ϵ ≪ 1,donde aµ ≪ 1,bµν ≪ 1 y cµνρ ≪ 1. La idea es que a partir de las transfor-

maciones finitas, se infieran las transformaciones conformes infinitesimales. Lo hacemos de

esta manera, para ilustrar la conexión. Sin embargo, se puede realizar la inferencia partiendo

de las trasformaciones infinitesimales. Incluso, cabe la posibilidad de deducir ambos tipos de

transformaciones usando los generadores.

(Traslaciones)

Tenemos que la traslación finita esta dada por: x
′µ = xµ + aµ. Si hacemos que aµ ≪ 1.

Es suficiente para que esta traslación sea trivialmente infinitesimal como en (3-13).

8El camino para deducir los generadores de las transformaciones conformes se puede consultar en [20]
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(Dilatación)

Tenemos que la dilatación finita esta dada por x
′µ = λxµ, donde λ es real . Si en

particular, tomamos a λ = α + 1, con |α| ≪ 1. Tenemos que:

x
′µ = (1 + α)xµ

x
′µ = xµ + αxµ.

Tenemos que en (3-14) la constante bγν, cumple una condición muy especial para

que se derive la dilatación infinitesimal. Para ello reescribimos la transformación aśı:

x
′µ = δµνx

ν+αδµνx
ν , entonces, podemos definir bµν = αδµν , donde b

µ
ν = ηµγbγν . Dado

que |α| ≪ 1 se tiene |bµν | ≪ 1 y por lo tanto |bγν | ≪ 1. En ese orden, la dilatación

x
′µ = xµ + αxµ, en efecto es del tipo infinitesimal y cumple las restricciones de (3-15)

(Rotación)

La rotación finita esta dada por la siguiente expresión x
′µ = Mµ

νx
ν para cualquier

matriz Mω
ν ∈ SO(m,n). Ahora lo que debemos hacer es reescribirla de tal manera

que logremos llevarla a su forma infinitesimal. Para ello podemos elegir una matriz

de rotación adecuada como sigue, Mµ
ν = δµν + mµ

ν tal que |mµ
ν | ≪ 1. Ahora la

transformación toma la siguiente forma x
′µ = (δµν +mµ

ν)x
ν que es equivalente a

x
′µ = (δµν)x

ν + (mµ
ν)x

ν

x
′µ = xµ + (mµ

ν)x
ν .

Aśı claramente tenemos la transformación infinitesimal (3-16)

(Especial Conforme)

De la misma manera que hemos venido estableciendo las distintas trasformaciones

infinitesimales, este caso no es la excepción. Partimos de la transformación Especial

Conforme finita:

x
′µ =

xµ − (x · x)βµ

1− 2(β · x) + β2x2
,

es importante resaltar que elegimos el coeficiente |β| ≪ 1 para nuestro propósito.

Teniendo en cuenta este hecho vamos a realizar una expansión de Taylor de primer

orden en β, sobre la transformación finita:

x
′µ = (xµ − (x · x)βµ)(1− 2(β · x) + β2x2)−1 ≈

(xµ − (x · x)βµ)(1− 2(β · x))−1 ≈

(xµ − (x · x)βµ)(1 + 2(β · x)) ≈

xµ − βµx2 + 2(β · x)xµ.

En efecto es la transformación infinitesimal (3-17).



3.1 Generalidades 17

Para cerrar, ilustraremos la manera en que los generadores permiten deducir algunas de las

transformaciones conformes finitas, haciendo uso de la expansión de Taylor de la función

exponencial, definida sobre los generadores. Para empezar se tiene que las transformaciones

finitas y los generadores se relacionan mediante la siguiente ecuación x
′µ = eiϵ

αβgαβxµ, donde

gαβ es un generador de dos ı́ndices, pero esto puede variar.

Generador para las traslaciones

El generador de las translaciones es Pλ = −i∂λ, debemos comprobar que x
′µ = eiϵ

λPλxµ

se satisface con la transformación. Veamos:

eiϵ
λPλxµ = (1 +

ω

1!
+

ω2

2!
+

ω3

3!
+ ...)xµ.

Tal que ω = iϵλ(−i∂λ).Debemos calcular cada termino de la serie, actuando sobre xµ

entonces, el término n-esimo de la serie es ωn

n!
xµ = 0 para n ≥ 2. Entonces, la serie da

como resultado:

(1 +
ω

1!
+

ω2

2!
+

ω3

3!
+ ...)xµ = xµ + ϵµ.

En efecto el generador propuesto corresponde a la transformación de traslación finita

como se esperaba.

Generador para las dilataciones

El generador de la dilatación es D = −ixλ∂λ, entonces como lo hicimos antes debemos

calcular la siguiente serie:

eiϵDxµ = (1 +
ω

1!
+

ω2

2!
+

ω3

3!
+ ...)xµ.

Tal que ω = iϵ(−ixλ∂λ).Entonces, el término n-esimo de la serie es ωn

n!
xµ = ϵn

n!
xµ para

n ≥ 0. Entonces, la serie nos da como resultado:

(1 +
ω

1!
+

ω2

2!
+

ω3

3!
+ ...)xµ = eϵxµ.

Con lo que obtuvimos una transformación de dilatación finita.

Generador para las rotaciones

El generador para la rotación es Lαβ = i(xα∂β−xβ∂α), entonces calculamos la siguiente

serie:

eiϵ
αβLαβxγ = (1 +

ω

1!
+

ω2

2!
+

ω3

3!
+ ...)xγ.

Tal que ω = iϵαβi(xα∂β − xβ∂α) donde, γ = γ0. Entonces, el término n-esimo de la

serie es ωn

n!
xω = 2n(ϵγ1γ1)(ϵγ12γ2)...(ϵ

γn−1nγn)
n!

xγn para n ≥ 0. Expresemos el numerador

del termino n-esimo de otra manera. 2n(ϵγ1γ1)(ϵ
γ1

2γ2)...(ϵ
γn−1

nγn) = 2n(W γ
γn). Las

matrices (W γ
γn) tienen las mismas dimensiones, asi que la siguiente suma de matrices

nos da un matriz (De hecho cuadrada) de la forma:

xν +
2(W γ

ν)x
ν

1!
+

22(W γ
ν)x

ν

2!
+

23(W γ
ν)x

ν

3!
+ ... = (Mγ

ν)x
ν .

Con lo que tenemos una transformación de rotación finita.
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Figura 3-1.: Transformación especial conforme [12]

3.1.5. Resultados destacados(Transformación Especial Conforme)

En este apartado se van a resaltar varios aspectos de interés de la transformación Especial

Conforme finita, en primer lugar debemos dejar establecido que el generador para esta trans-

formación es κβ = −i(2xβx
ν∂ν−(x ·x)∂β) y seria un buen ejercicio que escapa a los objetivos

de este trabajo, probar que tal generador cumple:

eiϵ
βκβxµ =

xµ − (x · x)βµ

1− 2(β · x) + β2x2
.

Por otra parte, la transformación Especial Conforme finita puede reescribirse como una

inversión, seguida de una traslación, seguida de otra inversión. Donde una inversión es una

transformación del tipo x
′µ −→ x

′µ

x·x . En ese orden la Especial Conforme cumple la siguiente

relación:

x
′µ

x′ · x′ =
xµ

x · x
− βµ, (3-18)

relación que puede visualizarse en dos dimensiones como en la Figura 2-1.

Vamos a probar que en efecto la transformación Especial Conforme Finita satisface la relación

descrita. Para ello debemos expresar x
′ · x′

de otra manera.

x
′ · x′

= (
x− (x2)β

1− 2(β · x) + β2x2
)(

x− (x2)β

1− 2(β · x) + β2x2
)

=
x2 − xx2β − xx2β + (x2b)2)

(1− 2(β · x) + β2x2)2

=
x2(1− xβ − xβ + β2x2)

(1− 2(β · x) + β2x2)2

x
′ · x′

= x2

1−2(β·x)+β2x2 . (3-19)
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Ahora si tomamos la Especial Conforme Finita y la dividimos por x · x y la reescribimos de

una forma conveniente, obtenemos:

x
′µ(1− 2(β · x) + β2x2)

x · x
=

xµ

x · x
− βµ

x
′µ

x2

(1−2(β·x)+β2x2)

=
xµ

x · x
− βµ.

Si usamos (3-19) en esta última expresión, obtenemos (3-18) como se esperaba.

Otro resultado importante que complementa la discusión que se hizo en 7.1.1, es calcular el

valor del factor de escala conforme Λ para la transformación Especial Conforme Finita. Aśı

que nos dispondremos a ello. Empezamos por recordar que el factor de escala buscado respeta

la condición que expresa (3-1), aśı que veamos que valor toma Λ(x). Vamos ha calcular los

términos de (3-1) en forma independiente.

∂x
′µ

∂xα
= [(δµα − 2bµxα)︸ ︷︷ ︸

a

(1− 2bx+ b2x2)︸ ︷︷ ︸
P

− (xµ − x2bµ)︸ ︷︷ ︸
b

(−2bα + 2xαb
2)︸ ︷︷ ︸

c

]P−2

∂x
′ν

∂xβ
= [(δνβ − 2bνxβ)︸ ︷︷ ︸

d

(1− 2bx+ b2x2)︸ ︷︷ ︸
P

− (xν − x2bν)︸ ︷︷ ︸
e

(−2bβ + 2xβb
2)︸ ︷︷ ︸

f

]P−2

ηµν
∂x

′µ

∂x′α

∂x
′ν

∂xβ
= ηµν([aP − bc][dP − ef ])P−4 = ηµν(adP

2 − aPef − bcdP + bcef)P−4,

calculando por secciones:

ηµνaef = ηµν(δ
µ
α − 2xαb

µ)(xν − x2bν)(−2bβ + 2xβb
2) =

2(ηαν − 2xαbν)(x
ν − x2bν)(−bβ + xβb

2) = 2(xα − x2bα − 2xαbνx
ν +2xαbνx

2bν)(−bβ + xβb
2) =

2(xα[1−2bνx
ν+2bνx

2bν ]−x2ba)(−bβ+xβb
2) = 2(xα[1−2b.x+b2x2]+xαb

2x2−x2ba)(−bβ+xβb
2)

= 2(xαP + xαb
2x2 − x2bα)(−bβ + xβb

2) (3-20)

ηµνbcd = ηµν(δ
ν
β − 2xβb

ν)(xµ − x2bµ)(−2bα + 2xαb
2)

= 2(xβP + xβb
2x2 − x2bβ)(−bα + xαb

2) (3-21)

ηµνbcef = ηµν(x
µ − x2bµ)(−2bα + 2xαb

2)(xν − x2bν)(−2bβ + 2xβb
2)

= ηµν [x
µxν − xµx2bν − x2bµxν + (x2)2bµbν ](−2bα + 2xαb

2)(−2bβ + 2xβb
2)
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= [x2 − (x · b)x2 − x2(x · b) + (x2)2b2](−2bα + 2xαb
2)(−2bβ + 2xβb

2)

= x2(1− 2x · b+ b2x2)(−2bα + 2xαb
2)(−2bβ + 2xβb

2)

= x2P (−2bα + 2xαb
2)(−2bβ + 2xβb

2)

= 4x2Pk1, k2 (3-22)

ηµνad = ηµν(δ
µ
α − 2xαb

µ)(δνβ − 2xβb
ν)

= (ηαν − 2xαbν)(δ
ν
β − 2xβb

ν)

= (ηαβ − 2xβbα − 2xαbβ + 4xαxβb
2). (3-23)

Usando los resultados (3-20), (3-21), (3-22) y (3-23) con k1 = (−bα+xαb
2) y k2 = (bβ+xβb

2)

tenemos que:
1
P 4ηµν [adP

2 − aPef − bcdP + bcef ] =

= 1
P 4 (P

2ηαβ+2xβP
2k1+2xαP

2k2−2P (xαP+xαb
2x2−x2bα)k2−2P (xβP+xαb

2x2−x2bβ)k1+

x2P4k1k2.

De la expresión anterior, claramente queremos que:

2xβPk1 + 2xαPk2 − 2(xαP + xαb
2x2 − x2bα)k2 − 2(xβP + xβb

2x2 − x2bβ)k1 + x24k1k2 = 0.

Probemos que en efecto la ecuación anterior es cero.

xβPk1 + xαPk2 − xαPk2 − xβPk1 − (xαb
2x2 − x2bα)k2 − (xβb

2x2 − x2bβ)k1 + x22k1k2

= −b2x2(xαk2 + xβk1) + x2k2(bα + k1) + xk1(bβ + k2)

= −b2x2(xαk2 + xβk1) + x2k2xαb
2 + x2k1xβb

2

= −b2x2(xαk2 + xβk1) + x2b2(k2xα + k1xβ) = 0,

como se queŕıa.

Por lo tanto Λ = (1− 2(β · x) + β2x2)−2, es el factor de escala de la transformación Especial

Conforme finita.

Para finalizar, debemos destacar que la transformación Especial Conforme finita no esta

definida globalmente. Su denominador se hace cero, para el punto xµ = 1
β·ββ

µ. Probemos

esto; Tenemos que β ·x = ηαΓβ
αxγ = ηαΓβ

α(β
γ

β2 ) = 1 y β2x2 = β2

β2
β2

β2 = 1, entonces de acuerdo

a estos resultados tenemos que:

1− 2(β · x) + β2x2 = 1− 2(1) + 1 = 0.
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Para resolver esta singularidad, se asigna ese punto en el infinito y aśı se define globalmente

la transformación. Un caso interesante se analiza cuando la dimensión es 2, en cuyo caso

aplican un proceso llamado de compactificación del espacio9.

3.1.6. Grupo Conforme y Álgebra Conforme

Podemos definir el grupo conforme para d ≥ 3, como el conjunto de las transformacio-

nes conformes finitas(traslaciones, dilataciones,rotaciones y la Especial Conforme) definidas

globalmente, llamadas también difeomeorfismos conformes10 Las cuales tienen asociada un

álgebra de Lie, definida sobre los generadores de las mencionadas transformaciones a través

de la exponencial x
′µ = eiϵ

αβgαβxµ, donde gαβ es un generador y x
′µ una transformación finita

conforme.

En este punto vale la pena resaltar la relación que existe entre los generadores y las transfor-

maciones conformes. En primer lugar, en el contexto de grupos de simetŕıa, los generadores

son operadores lineales que aplicados a un punto del espacio, usando la exponencial eiϵ
αβgαβxµ

generan elementos del grupo conforme. En particular si tienes un elemento x del espacio y

un generador G de una transformación infinitesimal, la aplicación de G a x da lugar a una

pequeña variación o cambio infinitesimal en x. Esta acción de los generadores proporciona

información sobre cómo el grupo se comporta localmente cerca del elemento espećıfico al que

se aplican los generadores.

Para cerrar esta discusión dejamos sentadas varias observaciones de la relación que existe

entre el grupo conforme y sus respectivos generadores.

Series de potencias de los generadores:

Es de aclarar que cuando nos referimos a que el puente entre las transformaciones

conformes y sus respectivos generadores era la función exponencial, realmente nos

refeŕıamos a su serie Taylor. Aśı Las series de potencias de los generadores del gru-

po conforme son herramientas matemáticas que permiten expresar transformaciones

conformes finitas. No es que estas series obtengan transformaciones conformes finitas

directamente, sino que proporcionan una representación funcional de dichas transfor-

maciones. Las series de potencias se utilizan para describir cómo actúan los generadores

en un punto dado y cómo se combinan para formar transformaciones más complejas.

Por otra parte las series de Taylor de finitos términos se utilizan para describir trans-

formaciones infinitesimales alrededor de un punto y estan relacionadas con el álgebra

de Lie asociada al grupo conforme.

9Este proceso de compactificación es muy ilustrativo en dos dimensiones y se pueder ver con todo detalle

en [12]
10Vale la pena ampliar el concepto de difeomorfismo conforme, se puede consultar el libro: Geometric Analysis

of the Bergman Kernel and Metric [29].
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Álgebra asociada a los Generadores

Las relaciones entre las transformaciones del grupo conforme están mediadas por las

relaciones entre los generadores. Las relaciones son de objetos llamados conmutado-

res. El álgebra de generadores en cuestión se denomina álgebra de Lie. Esta álgebra

proporciona información sobre cómo los generadores interactúan. El álgebra de Lie

definida sobre los generadores es fundamental para entender las propiedades del grupo

conforme; es la estructura matemática que describe las relaciones algebraicas entre los

generadores y, por ende, las simetŕıas del grupo conforme.

Abordaremos algunos elementos que consideramos esenciales sobre el álgebra de Lie definida

sobre los generadores, por ejemplo podemos contar la cantidad de elementos que tiene esta

álgebra. Veamos el conteo para un espacio euclidiano de d ≥ 3 dimensiones:

1. Claramente la dilatación solo afecta un aspecto de los elementos del campo por lo tanto

solo aporta un solo generador.

2. Como el espacio tiene d dimensiones hay d posibles traslaciones en el espacio y por

ende d generadores.

3. La Especial conforme como depende de una traslación como lo vimos antes, entonces

aporta tantos generadores como traslaciones hay en el espacio.

4. Las rotaciones requieren un plano para definirlas y un plano requiere dos ejes que

los vamos a asumir perpendiculares para que lo determine, entones la pregunta es,

¿cuántas parejas de ejes perpendiculares distintas hay, en un espacio d dimensional?

Esto es, una combinatoria (d2) =
(d−1)(d)

2
rotaciones posibles, una por cada generador.

Por lo tanto el numero total de generadores en el álgebra de Lie es:

Total = 1 + d+ d+
(d− 1)(d)

2
=

(d+ 2)(d+ 1)

2
.

Todos estos generadores se relacionan con los conmutadores de la siguiente manera,

[D,Pµ] = iPµ

[D,Kµ] = −iKµ

[Kµ, Pν ] = 2i(ηµνD − Lµν)

[Kρ, Lµν ] = i(ηρµKν − ηρνKµ)

[Pρ, Lµν ] = i(ηρµPν − ηρνPµ)

[Lµν , Lρσ] = i(ηνρLµσ + ηµσLνρ − ηµρLνσ − ηνσLµρ)

[D,D] = [Kµ, Kν ] = [Pµ, Pν ] = [D,Lµµ] = 0.

(3-24)

En lo que sigue vamos a probar algunos de estos conmutadores de manera ilustrativa y luego

vamos a introducir una notación que nos permita compactificar todos estos resultados.
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[D,Pµ] = (−ixα∂α)(−i∂µ)− (−i∂µ)(−ixα∂α)

= −xα∂α∂µ + (δαµ)∂α + xα∂µ∂α
= ∂µ
= iPµ.

[D,Kµ] = (−ixα∂α)(−i(2xµx
ν∂ν − x2∂µ))− (−i(2xµx

ν∂ν − x2∂µ))(−ixα∂α))

= (2xµx
ν∂ν − x2∂µ)(x

α∂α) + (−xα∂α)(2xµx
ν∂ν − x2∂µ)

= 2xµx
ν(δαν ∂α+xα∂ν∂α)−x2(δαµ∂α+xα∂µ∂α)−xα2δαµ(x

ν∂ν)−xα2xµ(δ
ν
α∂ν+xν∂α∂ν)+

xα2xα∂µ + xαx2∂α∂µ
= 2xµx

α∂α + 2xµx
νxα∂ν∂α − x2∂α − x2xα∂µ∂α − 2xµx

ν∂ν − 2xνxµ∂ν − 2xµx
αxν∂α∂ν +

2xαxα∂µ + xαx2∂α∂ν
= −2xνxµ∂ν + 2xαxα∂µ − x2∂µ
= −2xνxµ∂ν + 2ηαγx

αxγ∂µ − x2∂µ
= −2xνxµ∂ν + 2x2∂µ − x2∂µ
= −iKµ.

[Kµ, Pν ] = (−i(2xµx
α∂α − x2∂µ))(−i∂ν)− (−i∂ν)(−i(2xµx

α∂α − x2∂µ))

= −(2xµx
α∂α − x2∂µ)∂ν + 2∂ν(xµx

α∂α)− ∂ν(x
2∂µ)

= −2xµx
α∂α∂ν + x2∂µ∂ν + 2ηµνx

α∂α + 2xµ(δ
α
ν ∂α + xα∂ν∂α)− 2xν∂µ − x2∂ν∂µ

= −2xµx
α∂α∂ν + x2∂µ∂ν + 2ηµνx

α∂α + 2xµ∂ν + 2xµx
α∂ν∂α − 2xν∂µ − x2∂ν∂µ

= 2ηµνx
α∂α − 2xν∂µ + 2xµ∂ν

= 2i(ηνµD − Lµν).

En el espacio euclidiano d ≥ 3 dimensional, nuestro grupo conforme es SO(1,d+1), entonces

las relaciones de conmutación se pueden compactar como:

[JAB, JCD] = i(ηABJBC + ηBCJAB − ηACJBD − ηBDJAC).

Tal que JAB es antisimétrica, η = diag(−1, 1, ..,1︸ ︷︷ ︸
d+1

) y el rango de los ı́ndices A,B,C y D

toma valores −1, 0, 1, 2, ..., D. En particular tenemos que, Lµν = Jµν ,Pµν = J−1,µ,D = J−1,0

y Kµ = J−1,µ + J0,µ, donde µ y ν son estrictamente positivas.

3.1.7. Funciones de correlación de N-puntos y Campos

Cuasi-Primarios

Los campos escalares ϕ(x), entendidos como cantidades que están definidas sobre puntos

x del el espacio eucĺıdeo d dimensional, que están relacionados con las transformaciones
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conformes ρ : xµ 7→ x
′µ o llamados cambios de coordenadas. Esta relación determina un

conjunto de campos muy especifico, los llamados Campos Cuasi-Primarios. Este conjunto de

campos cumplen las siguientes caracteŕısticas:

1. Este conjunto infinito no solo contiene los campos si no también sus respectivas deri-

vadas.

2. Estos campos sobre las transformaciones conformes deben cumplir que,

ϕ(x) →
∣∣∣∣∂x′

∂x

∣∣∣∣∆/d

ϕ(x
′
). (3-25)

Las dimensión ∆ de escala del campo conformes es un parámetro que caracteriza el

comportamiento del campo bajo transformaciones conformes. La relación espećıfica

entre estas dimensiones y la transformación asegura que el campo cuasi-primario se

comporte de manera consistente en diferentes situaciones conformes. El termino d

recordemos que es la dimensión del espacio.

3. Cualquier campo Cuasi-Primario puede escribirse como combinación lineal de estos

mismos campos y de sus derivados.

4. El estado vació |0
〉
es invariante bajo transformaciones conformes. Esta condición de la

invarianza del estado vaćıo simplifica las expresiones matemáticas y facilita los cálculos

en la teoŕıa conforme. Además, se alinea con la noción general de simetŕıas en teoŕıa de

campos, donde los estados fundamentales suelen ser invariantes bajo transformaciones

relevantes.

Con estos elementos sobre los campos Cuasi-Primarios podemos establecer que la función de

correlación11 para
{
xn

}
puntos del espacio eucĺıdeo y

{
ϕn(xn)

}
campos Cuasi-Primarios es

de la forma,

〈
ϕ1(x1)...ϕn(xn)

〉
=

∣∣∣∣∂x′

∂x

∣∣∣∣∆/d

x=x1

...

∣∣∣∣∂x′

∂x

∣∣∣∣∆/d

x=xn

〈
ϕ1(x

′

1)...ϕn(x
′

n)
〉
. (3-26)

Una formula muy práctica a la hora de calcular los jacobianos en 3-25, para una transfor-

mación conforme en particular es:∣∣∣∣∂x′

∂x

∣∣∣∣ = 1√
det(g′

µν)
= Λ−d/2.

Esta formula será probada y usada para calcular los jacobianos de las distintas transforma-

ciones conformes(Traslación, Rotación, Dilatación y Especial Conforme).

Debemos partir de la generalización de la condición (3-1) como lo define [24],

11Una visión mas constructiva de las funciones de correlación de los campos primarios puede consultarse en

[33]
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g′ρσ(x
′)
∂x′ρ

∂xµ

∂x′σ

∂xν
= gµν(x).

Calculando el determinante de la expresión anterior obtenemos,

det(g′ρσ(x
′))Jρ

µJ
σ
ν = det(gµν(x)),

donde J2 = |∂x′

∂x
|2 = Jρ

µJ
σ
ν . Como la métrica es euclidiana, tenemos que det(gµν(x)) = 1 y

det(gρσ(x)) = 1, entonces:
1√

g′ρσ(x
′)
=

∣∣∣∣∂x′

∂x

∣∣∣∣ .
Sabemos que g′ρσ(x

′) = Λ(x)gµν(x) entonces, su determinante es det(g′ρσ(x
′)) = Λd(x) con lo

que obtenemos la ecuación buscada:∣∣∣∣∂x′

∂x

∣∣∣∣ = 1√
g′ρσ(x

′)
= (Λ(x))−d/2. (3-27)

Las funciones de N puntos no necesariamente dependen de las d coordenadas de los N

puntos sobre las que están definidas, sino que pueden verse reducidas estas cantidades como

consecuencia de la invarianza conforme de la función de correlación. Es aśı que dada una

transformación conforme, su efecto sobre las coordenadas de los N puntos, permitan reducir

cierto número de coordenadas sobre algunos de los puntos. A continuación vamos a ver, como

cada transformación conforme actúa sobre el conjunto de N puntos.

Traslaciones. Para N puntos la función bajo traslación pasa de depender de Nd

Variables(donde d es el numero de coordenadas) a reducirse en d variables. Esto debido

a que para la invarianza de traslación, permite trasladar el origen del sistema a uno de

los N puntos, esto reduce en (N − 1)d coordenadas la dependencia.

Rotaciones. En este caso las distancias entre los puntos son cantidades invariantes

del sistema bajo rotaciones, para contar estas cantidades debemos calcular una com-

binatoria; Es decir, Sobre el conjunto de N-1 puntos contar las parejas de puntos(
N − 1

2

)
=

(N − 1)(N − 2)

2
.

En ese orden las cantidades invariantes ya no dependen de la dimensión del espacio.

Dilatación. Bajo dilataciones (o invariación de escala), las funciones de correlación

deben depender de los cocientes de distancias
rij
rkl

. Esta elección se basa en que una

dilatación cambia todas las distancias por el mismo factor, manteniendo aśı invariantes

los cocientes de distancias. Por otro lado, para determinar cómo se reduce el número

de variables independientes bajo una dilatación, utilizamos las razones cruzadas, como

veremos más adelante.
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Especial Conforme. Bajo transformaciones Especiales Conformes, las funciones de

correlación deben ser invariantes bajo razones de las distancias pero no de cualquier ma-

nera, estos cocientes deben ser cruzados
rikrjl
rijrkl

Las razones cruzadas son combinaciones

espećıficas de distancias que permanecen invariantes bajo la transformación Especial

Conforme, esto se puede comprobar directamente usando el siguiente resultado.

Sea el producto interno de un elemento del espacio bajo la Especial Conforme,

x′2
i =

x2
i

1− 2bνxi
ν + b2x2

i

. (3-28)

Usando la expresión anterior, calculamos el modulo al cuadrado,

|x′
i − x′

j|2 = x′2
i + x′2

j − 2xiλx
λ
j

=
x2
i

1− 2bνxν
i + b2x2

i

+
x2
j

1− 2bνxν
j + b2x2

j

− 2(
xµ
i − bµx2

i

1− 2bνxν
i + b2x2

i

)(
xµ
j − bµx2

j

1− 2bνxν
j + b2x2

j

)

= 1
(1−2bνxν

i +b2x2
i )(1−2bνxν

j+b2x2
j )
(x2

i (1− 2bνx
ν
j + b2x2

j) + x2
j(1− 2bνx

ν
i + b2x2

i )− 2(xµ
i

xjµ − bµx
µ
j x

2
i − bµx

µ
i x

2
j + b2x2

ix
2
j))

|x′
i − x′

j| =
|xi − xj|

(1− 2bνxν
i + b2x2

i )
1/2(1− 2bνxν

j + b2x2
j)

1/2
. (3-29)

Después de aplicar sobre N puntos la traslación, rotación, dilatación y la Especial Con-

forme obtendremos no solo una reducción de la cantidad de variables independientes, si

no que además es posible obtener una formula para determinar su número. Es impor-

tante ver que las razones cruzadas son las cantidades invariantes bajo el grupo conforme

y se relacionan con cada una de la N(N−1)
2

distancias de manera casi ”biyectiva” como

se mostrará .

Cálculo de las razones cruzadas.

Para hacer el conteo de las razones cruzadas se debe tener cuidado de que las razones

contemplen a todas las N(N−1)
2

distancias pero de manera que establecidas las dos

primeras razones cruzadas, la siguiente razón cruzada solo pueda contener un nuevo

segmento.

1. Para 4 puntos se obtienen 6 segmentos y 2 razones cruzadas.

2. Para 5 puntos, se obtienen 4 segmentos nuevos respecto al paso anterior. Sabemos

que 4 puntos aportan dos razones cruzadas y para la tercera razón cruzada incluye

dos segmentos de los nuevos. Aśı para los demás segmentos nuevos se les asigna

una razón cruzada que no contenga si no un segmento nuevo.Total de razones

cruzadas 5.
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3. Para 6 puntos, se obtienen 5 segmentos nuevos respecto al paso anterior. Sabemos

que 5 puntos aportan 5 razones cruzadas y para la sexta razón cruzada incluye

dos segmentos de los nuevos. Aśı para los demás segmentos nuevos se les asigna

una razón cruzada que no contenga si no un segmento nuevo. Total de razones

cruzadas 9.

Si seguimos agregando puntos podemos calcular por recurrencia el numero de razones

cruzadas para N puntos que es (N−3)N
2

.

Para cerrar el capitulo de manera ilustrativa vamos a calcular las funciones de correlación

de algunos puntos en Rn para la dilatación y la especial conforme.

Según la ecuación 3-25, la función de dos puntos de campos cuasi-primarios de tipo escalar

ϕ1, ϕ2 en una teoŕıa de campos conforme debe satisfacer

〈
ϕ1(x1)ϕ2(x2)

〉
=

∣∣∣∣∂x′

∂x

∣∣∣∣
∆1
d

x=x1

∣∣∣∣∂x′

∂x

∣∣∣∣
∆2
d

x=x2

〈
ϕ1(x

′
1), ϕ2(x

′
2)
〉
.

Función de dos puntos con invarianza de Dilatación. Si suponemos que el sis-

tema es invariante bajo dilataciones, calculamos el jacobiano usando 3-26, donde el

factor conforme es tomado de [24] para la dilatación Λ(x) = λ−2 entonces,∣∣∣∣∂x′

∂x

∣∣∣∣ = (λ−2)−d/2 = λd.

Usando el jacobiano calculado, tenemos que la función de correlación toma la siguiente

forma: 〈
ϕ1(x1), ϕ2(x2)

〉
= (λ)∆1(λ)∆2

〈
ϕ1(x

′
1), ϕ2(x

′
2)
〉

f(|x1 − x2|) = (λ)∆1+∆2f(|x′
1 − x′

2|)

f(|x1 − x2|) = (λ)∆1+∆2f(λ|x1 − x2|).

Por el Teorema de Euler de las funciones homogéneas A-5,la forma de la función de co-

rrelación es un polinomio en varias variables, que respeta tanto las cantidades invarian-

tes bajo el grupo conforme, como la homogeneidad(podemos determinar el exponente

m sin mayor problema). Vemamos:

f(|x1 − x2|) =
〈
ϕ1(x1)ϕ2(x2)

〉
=

C12

|x1 − x2|∆1+∆2
. (3-30)
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Función de dos puntos con invarianza Especial Conforme. Si suponemos que el

sistema es invariante bajo la especial conforme, calculamos el jacobiano usando 3-26,

donde el factor conforme es tomado de [24] para esta transformación Λ = (1 − 2(β ·
x) + β2x2)2 = γ2 entonces, ∣∣∣∣∂x′

∂x

∣∣∣∣ = (γ2)−d/2 = γ−d.

Entonces, suponiendo que la función de correlación es homogénea, toma la siguiente

forma: 〈
ϕ1(x1), ϕ2(x2)

〉
= (γ1)

−∆1(γ2)
−∆2
〈
ϕ1(x

′
1), ϕ2(x

′
2)
〉

f(|x1 − x2|) = (γ1)
−∆1(γ2)

−∆2f(|x′
1 − x′

2|)

f(|x1 − x2|) = ((γ1)
−∆1(γ2)

−∆2f(
1

(γ1γ2)1/2
|x1 − x2|)

f(|x1 − x2|) = ((γ1)
−∆1(γ2)

−∆2(γ1γ2)
∆1+∆2

2 )(γ1γ2)
−(∆1+∆2)

2 )f(
1

(γ1γ2)1/2
|x1 − x2|),

para que esto sea una ecuación diferencial similar al caso de la dilatación se requiere

que,

((γ1)
−∆1(γ2)

−∆2(γ1γ2)
∆1+∆2

2 ) = 1.

Claramente, la condición anterior solo se cumple si ∆1 = ∆2, en ese orden la función

de correlación de dos puntos buscada es:

f(|x1 − x2|) =
〈
ϕ1(x1), ϕ2(x2)

〉
=

C12

|x1 − x2|2∆
. (3-31)

Funciones de tres puntos con invarianza de Dilatación. Si suponemos que el

sistema es invariante bajo dilataciones, calculamos el jacobiano usando 3-26, donde el

factor conforme es tomado de [24] para la dilatación Λ(x) = λ−2 entonces,∣∣∣∣∂x′

∂x

∣∣∣∣ = (λ−2)−d/2 = λd.

Usando el jacobiano calculado, tenemos que la función de correlación toma la siguiente

forma: 〈
ϕ1(x1), ϕ2(x2), ϕ3(x3)

〉
= (λ)∆1(λ)∆2(λ)∆3

〈
ϕ1(x

′
1), ϕ2(x

′
2), ⟨ϕ3(x

′
3)
〉

f(|x1 − x2|, |x1 − x3|, |x2 − x3|) = (λ)∆1+∆2+∆3f(|x′
1 − x′

2|, |x′
1 − x′

3|, |x′
2 − x′

3|)

f(|x1 − x2|, |x1 − x3|, |x2 − x3|) = (λ)∆1+∆2+∆3f(λ|x1 − x2|, λ|x1 − x3|, λ|x2 − x3|).

De manera análoga a como establecimos la función de correlación de dos puntos, la

función de correlación para tres puntos es:
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f(|x1 − x2|, |x1 − x3|, |x2 − x3|) =
C123

xa
12x

b
23x

c
13

,

tal que a+ b+ c = ∆1 +∆2 +∆3.

Para concluir es importante saber que la función de correlación de la Especial conforme para

tres puntos, se obtiene sin mayor esfuerzo siguiendo la misma estrategia, pero si hay interés en

ver los detalles, consultar [33] ,como se lee solo se requiere de analizar algunas restricciones.

Aunado a lo anterior, es interesante continuar estableciendo resultados sobre las funciones

de correlación de cuatro o mas puntos, sin embargo como veremos el camino que hemos

presentado no es adecuado para mas de tres puntos, dado que las cantidades invariantes

sobre el grupo conforme no las determinan solo las distancias, si no que se requiere las

razones cruzadas ya discutidas, las cuales sabemos son mucho menores en cantidad. En ese

orden vamos a ilustrar el caso para la función de correlación de cuatro puntos como resultado

suficiente para terminar la discusión sobre este tema.

Calculando las razones cruzadas para 4 puntos, tenemos que 4(4−3)
2

= 2 son las razones cru-

zadas. Es aśı que la función de correlación para la dilatación (definida en cuatro puntos)[24],

depende de las dos razones cruzadas como vemos :

⟨ϕ1(x1), ϕ2(x2), ϕ3(x3), ϕ4(x4)
〉
= F (

r12r34
r13r24

,
r12r34
r23r41

)
∏

1≤i<j≤4

r
−(∆i+∆j)+∆/3
ij

Donde ∆ = ∆1 +∆2 +∆3 +∆4.



4. Funciones de correlación,espacio de

incrustación e identidades de Ward

En este caṕıtulo, se estudia el formalismo de los espacios de incrustación y su utilidad

como herramienta para comprender las simetŕıas conformes y cómo estas determinan ciertas

propiedades de las las funciones de correlación. Se establecerán las funciones de correlación de

operadores escalares, vectoriales y tensoriales de dos puntos. En particular se formulan estos

correladores en el espacio de incrustación para luego proyectarlos al espacio eucĺıdeo. Para

finalizar, se presentan algunos resultados sobre la variación de los operadores en la función de

correlación bajo una transformación conforme. En ese sentido, se calcula expĺıcitamente cómo

vaŕıa cada correlador bajo cada transformación conforme, estableciendo aśı las identidades

de Ward asociadas a las simetŕıas conformes en el espacio coordenado.

4.0.1. Espacio de incrustación

Inicialmente estudiamos las simetŕıas conformes definidas sobre un espacio euclidiano de d

dimensiones, nos interesa entender cómo estas simetŕıas transforman los puntos y los objetos

dentro de ese espacio. Nos encontramos con que el grupo conforme actúa de manera no lineal

en este espacio, es decir, hay transformaciones como la transformación especial conforme,

que no es lineal en el espacio euclidiano por tener términos cuadráticos; Esto puede complicar

los cálculos y la comprensión de ciertos aspectos de la teoŕıa. Sin embargo, existe una forma

de simplificar este problema utilizando el llamado ”formalismo del espacio de incrustación”.

En lugar de trabajar directamente en el espacio euclidiano de d dimensiones, se introduce

un espacio más grande, llamado espacio de incrustación, que tiene d + 2 dimensiones. Este

espacio de incrustación tiene propiedades matemáticas que hacen menos complejos ciertos

problemas, por ejemplo, se puede encontrar que las transformaciones que en un espacio no

son lineales en el otro espacio si lo sean.

Sabemos que el grupo conforme en Rd es isomorfo a el grupo SO(1, d + 1) en el espacio

R1,d+1 y que este grupo vuelve lineales las transformaciones que no son lineales del grupo

conforme sobre el espacio Euclidiano, entonces el propósito es encontrar cual es el espacio

de incrustación adecuado en R1,d+1, donde en particular el espacio euclidiano se corresponda

y en efecto las transformaciones que no son lineales lo sean. Procederemos a establecer un

embebimiento del espacio objetivo Rd en R1,d+1. Debemos definir sobre el conjunto R1,d+1

un sistema de coordenadas denominadas coordenadas del cono de luz, donde cada punto del
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espacio esta definido como,

XA = (X+, X−, Xa) ∈ R1,d+1.

Donde, Xa son coordenadas espaciales, talque a = 1, ..., d y su producto interno es,

X ·X = ηABX
AXB = −X+X− +XaXa. (4-1)

Probemos este resultado, X ·X = ηABX
AXB:

X ·X = ηABX
AXB = η0,0X

0X0 + η1,1X
1X1, ..., ηd+1,d+1X

d+1Xd+1,

aplicando la definición de la métrica, (−,+,+,+, ...) del espacio R1,d+1 tenemos que la ex-

presión anterior toma la siguiente forma,

−(X0)2 + (Xd+1)2 + δabX
aXb.

Usamos que sobre las coordenadas del cono de luz se cumple que, X
+
− = X0

+
−Xd+1, X± =

X0 ±Xd+1 entonces obtenemos:

−(X0)2 + (Xd+1)2 + δabX
aXb = (Xd+1 −X0)(Xd+1 +X0) +XbX

b

= −X+X− +XaXa.

Ahora tenemos lo necesario para definir el subespacio en R1,d+1 que buscamos:

Elegir todos los vectores del espacio tal que X ·X = 0.

Se impone el calibre X+ = 1.

Los elementos del subespacio son de la forma X = (1, x2, xµ).

Probemos que en efecto, la forma de los elementos del subespacio son los sugeridos antes.

Usando 4-1 y aplicando las condiciones anteriores sobre el subespacio, tenemos que 0 =

−(1)X−+XaXa. Con lo que la forma de los elementos de este subespacio esXA = (1, x2, Xa).

Este subespacio definido aśı, es llamado el cono nulo proyectivo y es importante en la

medida que el grupo SO(1, d+ 1) es invariante sobre este subespecio.

Se debe notar que la transformación deX(dondeX ·X = 0) por un elemento h de SO(1, d+1)

es simplemente una multiplicación de matrices, a todas luces lineal, sin embargo la siguiente

transformación no lo es,

X → hX

(hX)+
,

al hacer esto, obtenemos un nuevo vector cuyo componente + es 1 y los otros componentes

son las relaciones correspondientes de las componentes originales con hX+:

hX

hX+
=

(
hX+

hX+
,
hX−

hX+
,
hXa

hX+

)
=

(
1,

hX−

hX+
,
hXa

hX+

)
.
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Este cálculo muestra cómo una transformación lineal inicial hX (multiplicación de matrices

en R1,d+1) se convierte en una transformación no lineal cuando proyectamos y normalizamos

el vector para que la componente + sea 1. Esta transformación no lineal en Rd confirma la

existencia de tales transformaciones en el grupo conforme. A continuación probaremos un

resultado relevante sobre el espacio de incrustación y el espacio euclidiano.

Sean Xi, Xj elementos del cono nulo en R1,d+1 que satisfacen Xi ·Xi = 0 y Xj ·Xj = 0,

e impongamos la condición de calibre X+ = 1, de modo que los puntos del subespacio

puedan escribirse como X = (1, x2, xµ) con xµ ∈ Rd. Definiendo la separación entre

dos puntos del cono nulo como Xij = Xi −Xj y del epacio eclideo como xij = xi − xj;

Considerando la métrica de Minkowski en R1,d+1, se tiene la igualdad

X2
ij = −2Xi ·Xj = (xi − xj)

2 = x2
ij. (4-2)

Dados dos puntos Xi y Xj en la sección de Poincaré, tenemos:

Xi = (1, x2
i , x

µ
i )

Xj = (1, x2
j , x

µ
j ).

Definimos la diferencia de estos puntos como:

Xij = Xi −Xj.

Entonces, las componentes de Xij son:

X+
ij = 1− 1 = 0

X−
ij = x2

i − x2
j

Xa
ij = xµ

i − xµ
j ,

por lo tanto:

Xij = (0, x2
i − x2

j , x
µ
i − xµ

j ).

Ahora, calculamos Xij ·Xij:

Xij ·Xij = ηABX
A
ijX

B
ij .

Dado que X+
ij = 0, el producto interno se simplifica a:

Xij ·Xij = −X+
ijX

−
ij +Xa

ijX
a
ij

Xij ·Xij = −(0) · (x2
i − x2

j) + (xµ
i − xµ

j )(x
µ
i − xµ

j )

Xij ·Xij = (xµ
i − xµ

j )(x
µ
i − xµ

j )
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Xij ·Xij = (xi − xj)
2.

Dado que Xij = Xi −Xj, podemos usar la propiedad del espacio X ·X = 0:

Xij ·Xij = −2Xi ·Xj.

Entonces:

X2
ij = Xij ·Xij = (xi − xj)

2.

Por lo tanto bajo los resultados obtenidos:

X2
ij = −2Xi ·Xj = (xi − xj)

2 = x2
ij.

4.1. Funciones de correlación en el espacio de

incrustación

Ahora es importante ilustrar de que manera se elevan los campos-cuasi primarios euclidia-

nos al campo de incrustación. Para ello, empezamos fijando una transformación del campo

conforme( dilatación) sobre un campo escalar sobre Rd, de manera que cuando su exten-

sión en R1,1+d se proyecte, esta coincida con el campo escalar en Rd. Recordemos que los

campos cuasi-primarios deben respetar la ecuación 3-25, la cual se convierte en el vinculo

natural para definir la siguiente proyección: Si tenemos O1,d+1(λX) = λ−∆O1,d+1(X), con la

dimensión de Od reflejada en la dimensión de O1,d+1. Para cualquier campo de este tipo en

R1,d+1 uno siempre puede realizar una proyección en Rd como Od(x) = (X+)∆O1,d+1(X(x))

definida sobre el espacio denominado cono nulo de gauge 1.

Como observación final vemos que la aplicación de transformaciones conformes sobre cam-

pos en un espacio eucĺıdeo, se simplifica en el campo de incrustación; Si tenemos el campo

O1,d+1(X) , entonces la aplicación de la transformación equivalente h sobre el campo de

incrustación se expresa como un simple producto, O1,d+1(X) → O1,d+1(hX).

Respecto de las funciones de correlación de los campos elevados al campo de incrustación,

esperamos hereden la estructura de 3-26, aśı para construir una función de correlación de dos

puntos ⟨O(X1)O(X2)⟩ que sea covariante bajo SO(d+1, 1); Es decir, la función de correlación

debe ser invariante bajo las transformaciones del grupo SO(1, 1 + d), lo que implica que

debe depender únicamente de invariantes conformes. En el espacio de incrustación, el único

invariante conforme es el producto escalar X1 · X2. Probar que este producto interno es

invariante frente a las transformaciones del Grupo SO(1, 1 + d) no debe suponer un mayor

esfuerzo. Veamos.

X
′µ
1 X

′ν
2 = ηµνΛ

µ
AΛ

ν
BX

A
1 X

B
2 = (Λµ

AηµνΛ
ν
B)X

A
1 X

B
2 = ηABX

A
1 X

B
2 = X1 ·X2,

demás la función de correlación debe escalar de manera apropiada con la dimensión de los

operadores O. Si el operador tiene dimensión ∆, entonces bajo escalamiento X → λX,
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tenemos O(λX) = λ−∆O(X). Combinando estos requisitos, la forma más simple y natural

para el correlador que respeta estas condiciones es:

⟨O(X1)O(X2)⟩ =
C12

(−2X1 ·X2)∆
.

Esta expresión para la función de correlación de dos puntos en el cono proyectivo tiene la

forma de la función de correlación que se formulo para dos puntos en el espacio eucĺıdeo

3-30. Usando 4-2 podemos expresar esta función de correlación como sigue:

⟨O(x1)O(x2)⟩ =
C12

(X12)∆
=

C12

|x1 − x2|2∆
. (4-3)

No se debe pasar por alto que esta ultima expresión conecta las correlaciones sobre los

campos definidos en el espacio eucĺıdeos, y las correlaciones sobre los campos definidos en el

espacio de incrustación.

Ahora vamos a generalizar los resultados anteriores a campos tensoriales en el espacio de

incrustación, estos serán tensores totalmente simétricos y sin traza. los cuales tienen la

propiedad de transformarse de acuerdo con la representación irreducible más simple del

grupo SO(1, d+ 1).

El tensor OA1...An(X) se caracteriza por algunas propiedades:

Está definido en el cono nulo proyectivo, X2 = 0.

Es simétrico y sin traza, lo que implica que sus componentes son invariantes bajo

permutaciones de sus ı́ndices y la suma de sus elementos diagonales es cero, respecti-

vamente.

Es homogéneo de grado −∆ en X, significa que su comportamiento bajo una escala λ

en las coordenadas es de la forma λ−∆.

OA1...An(λX) = λ−∆OA1...An(X).

Es transversal, lo que significa queXAi es ortogonal a OA1...An(X) para todos los ı́ndices

Ai, lo cual se expresa como

XAi
OA1...Ai...An(X) = 0 para i = 1, . . . , n.

Estas condiciones aseguran que el tensor OA1...An(X) sea manifiestamente invariante bajo las

transformaciones del grupo SO(1, d+ 1).

Para encontrar el tensor correspondiente en Rd, es necesario restringir OA1...An(X) a la

”sección de Poncairé ” y proyectar los ı́ndices como se muestra en la siguiente expresión:

Oµ1...µn(x) =
∂XA1

∂xµ1
...
∂XAn

∂xµn
OA1...An(X(x)).
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Aqúı, xµ son las coordenadas en Rd y las derivadas parciales proyectan los ı́ndices del espacio

de incrustación al espacio euclidiano Rd. En términos mas simples, esta proyectando el campo

como se hizo en el caso escalar.

La forma de la función de correlación de 2 puntos de dos operadores tensoriales con esṕın

uno y dimensión ∆, se puede expresar como la forma general del tensor de dos ı́ndices, como

sigue:

⟨OA(X1)O
B(X2)⟩ =

C12

(X1 ·X2)∆

[
ηAB + α

XA
2 X

B
1

X1 ·X2

]
.

Aplicando la condición transversal sobre la función de dos puntos tenemos:

XA1⟨OA(X1)O
B(X2)⟩ =

C12

(X1 ·X2)∆

(
XA1(η

AB) + α
(XA1X

A
2 )X

B
1

X1 ·X2

)
= 0,

C12

(X1 ·X2)∆

(
XB

1 + α
(X1 ·X2)X

B
1

X1 ·X2

)
= 0

XB
1 (1 + α) = 0.

Es aśı que para que tengamos transversalidad, se debe cumplir que α = −1; Además, usando

estos resultados sobre la forma de la función de correlación, vamos calcular los siguientes

términos que nos van a dar una expresión mas compacta de esta función,

∂XA
1

∂xµ
1

∂XB
2

∂xν
2

⟨OA(X1)OB(X2)⟩ =
C12

(X1 ·X2)∆

(
∂XA

1

∂xµ
1

∂XB
2

∂xν
2

)[
ηAB − XA2XB1

X1 ·X2

]
. (4-4)

Calculemos los siguientes términos

ηAB
∂XA

1

∂xµ
1

∂XB
2

∂xν
2

(4-5)

XA2XB1
∂XA

1

∂xµ
1

∂XB
2

∂xν
2

, (4-6)

para el primer termino, expresión 4-5,

ηAB
∂XA

1

∂xµ
1

∂XB
2

∂xν
2

= −∂X0
1

∂xµ
1

∂X0
2

∂xν
2

+
∂X1+d

1

∂xµ
1

∂X1+d
2

∂xν
2

+ δab
∂Xa

1

∂xµ
1

∂Xb
2

∂xν
2

, (4-7)

donde a, b = 1, ..., d. Por otra parte es necesario usar las coordenadas del cono de luz para

deducir las siguientes expresiones

X0 =
1

2
(X+ +X−)

y

X1+d =
1

2
(X+ −X−).
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Aplicando estos resultados a 4-6 tenemos,

XA2XB1
∂XA

1

∂xµ
1

∂XB
2

∂xν
2

= −1

4

(
∂X+

1

∂xµ
1

+
∂X−

1

∂xµ
1

)(
∂X+

2

∂xν
2

+
∂X−

2

∂xν
2

)
+
1

4

(
∂X+

1

∂xµ
1

− ∂X−
1

∂xµ
1

)(
∂X+

2

∂xν
2

− ∂X−
2

∂xν
2

)
+δab

∂Xa
1

∂xµ
1

∂Xb
2

∂xν
2

ηAB
∂X1

A

∂xµ
1

∂X2
B

∂xν
2

= −1

2

(
∂X+

1

∂xµ
1

∂X−
2

∂xν
2

+
∂X−

1

∂xµ
1

∂X+
2

∂xν
2

)
+ δab

∂Xa
1

∂xµ
1

∂Xb
2

∂xν
2

= −1

2

(
0
∂X−

2

∂xν
2

+
∂X−

1

∂xµ
1

0

)
+ δabδ

a
µδ

b
ν = δµν .

Para el termino 4-6, lo calculamos en dos partes.

Primera parte.

X2A
∂XA

1

∂xµ
1

= ηArX
r
2

∂XA
1

∂xµ
1

= −X0
2

∂X0
1

∂xµ
1

+X1+d
2

∂X1+d
1

∂xµ
1

+ δabX
a
2

∂Xb
1

∂xµ

XA
2

∂XA
1

∂xµ
1

= −1

2

(
X+

2

∂X−
1

∂xµ
1

+X−
2

∂X+
1

∂xµ
1

)
+ δabX

a
2

∂Xb
1

∂xµ
1

XA
2

∂XA
1

∂xµ
1

= −1

2

(
∂X−

1

∂xµ
1

)
+ δaµX

a
2

XA
2

∂XA
1

∂xµ
1

= −1

2

(
∂X2

1

∂xµ
1

)
+X2µ

XA
2

∂XA
1

∂xµ
1

= X2µ −X1µ.

Segunda parte parte.

De manera similar obtenemos la segunda parte de la expresión 4-6,

XB
1

∂XB
2

∂xν
2

= −1

2

(
X−

1

∂X+
2

∂xν
2

+X+
1

∂X−
2

∂xν
2

)
+ δabX

a
1

∂Xb
2

∂xν
2

= x1ν − x2ν .

En este punto, vamos introducir el tensor Iµν(x), el cual es crucial para mantener la invarian-

cia conforme de las correlaciones entre operadores tensoriales, ya que garantiza que estas co-

rrelaciones respeten las transformaciones conformes, incluyendo la inversión(Transformación

3-18) [33]; Además el propósito es ver como este tensor aparece de forma natural en 4-4,

aplicando las siguientes reglas proyectivas que definimos como:

1. XB
1 7→ xν

1 − xν
2

2. XA
2 7→ xµ

2 − xµ
1
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3. ηAB 7→ δµν

4. X1 ·X2 7→ −1
2
x2
12.

Tenemos que el vector diferencia y producto interno x12 · x12, respectivamente es:

xµ
12 = xµ

1 − xµ
2

y

x2
12 = xµ

12x12µ = (xµ
1 − xµ

2)(x1µ − x2µ),

aplicando las reglas proyectivas definidas y el vector diferencia definimos el tensor conforme

Iµν como

Iµν(x12) = δµν −
2x12µx12ν

x2
12

,

aplicando este tensor en 4-4 la función de correlación toma la forma mas compacta,

⟨Oµ(x1)O
ν(x2)⟩ =

C12I
µν(x12)

x2∆
12

. (4-8)

Un comentario final. Como se mostró anteriormente, esta es la manera de establecer la

función de correlación para operadores con esṕın. Un enfoque sistemático similar permite

derivar la función de correlación para operadores con esṕın. Este enfoque incluye definir

una forma general de abordar el problema, es aplicar las condiciones adecuadas como la

condición de transversalidad, traza o simetŕıa y proyectar en el espacio Rd. Aplicando la

metodoloǵıa descrita antes vamos a calcular la función de correlación de dos puntos, para

campos tensor-tensor(Ver anexoA).

⟨Oµν(x1)O
ρσ(x2)⟩ =

C12

x2∆
12

[
Iµρ(x12)I

νσ(x12) + Iµσ(x12)I
νρ(x12)−

2

d
δµνδρσ

]
. (4-9)

4.2. Identidades de Ward conformes en el espacio de

coordenadas

Las identidades de Ward son fundamentales en la teoŕıa de campos conformes y en otras

áreas donde las simetŕıas juegan un papel crucial en el análisis de funciones de correlación;

Es por eso que, en esta sección, nos enfocaremos en derivar las identidades de ward, que se

deben imponer sobre dichos correladores del tipo escalar.

En teoŕıa de campos cuánticos, se utiliza el concepto de integrales funcionales para calcular

cantidades f́ısicas como las funciones de correlación. El funcional generador Z[ϕ
(j)
0 ] se define

como una integral funcional sobre todas las configuraciones posibles de los campos Φ:

Z[ϕ
(j)
0 ] =

∫
DΦexp

(
−S[Φ]−

∑
j

∫
ddxϕ

(j)
0 (x)Oj(x)

)
. (4-10)
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Examinemos el funcional generador, DΦ es la medida funcional, que se refiere a integrar

sobre todas las posibles configuraciones del campo Φ;La acción S[Φ] es una cantidad que

depende de cómo está configurado el campo Φ, es una medida del ”esfuerzo” de minimizar

la acción para cierta configuración del campo.

La expresión

exp

(
−S −

∑
j

∫
ddxϕ

(j)
0 (x)Oj(x)

)
,

asigna un peso a cada configuración del campo Φ. Por ejemplo, si S[Φ] es muy grande,

exp(−S[Φ]) será muy pequeño. Por el contrario, si S[Φ] es pequeño, exp(−S[Φ]) será relati-

vamente grande. Esto significa que las configuraciones con una acción menor tienen un peso

mayor en la integral funcional, lo que implica que son más probables en el sentido cuántico.

En otras palabras, las configuraciones de campo con una acción menor contribuyen de ma-

nera más significativa a las amplitudes de probabilidad, y por tanto, son más probables de

observar.

Las ϕ
(j)
0 (x) son las fuentes que se acoplan a los operadores Oj(x). Este acoplamiento permite

estudiar cómo los operadores del sistema responden a perturbaciones introducidas por las

fuentes. En otros términos, podemos imaginar que ϕ
(j)
0 (x) son como controles externos que

se ajustan para ver cómo el sistema, representado por los operadores Oj(x), reacciona. En

ese orden, todo lo anterior esta justificado en la medida que si variamos funcionalmente

Z[ϕ
(j)
0 ] con respecto a las fuentes ϕ

(j)
0 (x), se pueden obtener funciones de correlación de los

operadores Oj(x).

Bajo la explicación anterior se puede definir una función de correlación mediante la siguiente

expresión,

⟨O1(x1) . . . On(xn)⟩ = (−1)n
δnZ[ϕ

(j)
0 ]

δϕ
(1)
0 (x1) . . . δϕ

(n)
0 (xn)

∣∣∣∣
ϕ
(j)
0 =0

; (4-11)

Estas funciones de correlación son cruciales para entender las propiedades f́ısicas del sistema,

como las respuestas a perturbaciones externas y las interacciones entre diferentes partes del

sistema. Ahora de manera ilustrativa vamos a probar un resultado particular que se puede

generalizar, el cual expresa de manera diferente la definición del correlador 4-11,

(−1)n
δnZ[ϕ

(j)
0 ]

δϕ
(1)
0 (x1) . . . δϕ

(n)
0 (xn)

∣∣∣∣
ϕ
(j)
0 =0

=

∫
DΦO1(x1) . . . On(xn)e

−S. (4-12)

Para probar 4-12, vamos a tomar la derivada funcional de la expresión 4-10 con respecto a

la fuente ϕ
(1)
0 ,

δZ[ϕ0]

δϕ
(1)
0

∣∣∣∣
ϕ
(j)
0 =0

=
δ

δϕ
(1)
0

∫
DΦ e(−S[ϕ0]−

∑
i

∫
dxϕ

(j)
0 (x)Oj(x)).

Movemos la derivada funcional dentro de la integral ya que actúa sobre la exponencial,
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δ

δϕ0(x1)
e(−S[ϕ0]−

∑
i

∫
dxϕ

(j)
0 (x)Oj(x)),

obtenemos la siguiente expresión

δZ[ϕ0]

δϕ
(1)
0

∣∣∣∣
ϕ
(j)
0 =0

= −
∫

DΦ e(−S[ϕ0]−
∑

i

∫
dxϕ

(j)
0 (x)Oj(x))(S ′[ϕ0]+

∑
i

∫
dx δ

(j)
1 δ(x−x1)Oj(x))

∣∣∣∣
ϕ
(j)
0 =0

;

Aplicando las propiedades del Delta de Dirac, evaluando en ϕ
(j)
0 = 0 y sabiendo que S ′[ϕ0] =

0, tenemos
δZ[ϕ0]

δϕ
(1)
0

∣∣∣∣
ϕ
(j)
0

= −
∫

DΦ e(−S[ϕ0]) O1(x1).

Por otra parte, dado que el funcional generador Z[ϕ
(j)
0 ] es invariante bajo la transformación

de simetŕıa g, su variación total debe ser cero, δgZ[ϕ
(j)
0 ] = 0. Con lo que tenemos que las

identidades de Ward cumplen

n∑
i=1

⟨O1(x1) · · · δgOi(xi) · · ·On(xn)⟩ = 0. (4-13)

Probemos 4-13. En primer lugar tenemos que establecer las siguiente relación entre variacio-

nes,

(−1)n
δn(δgZ[ϕ

(j)
0 ])

δϕ
(1)
0 (x1) . . . δϕ

(n)
0 (xn)

∣∣∣∣
ϕ
(j)
0 =0

= δg

(
(−1)n

δnZ[ϕ
(j)
0 ]

δϕ
(1)
0 (x1) . . . δϕ

(n)
0 (xn)

∣∣∣∣
ϕ
(j)
0 =0

)
Aplicando 4-11 y 4-12 a la ecuación anterior y hecho de que δgZ[ϕ0(j)] = 0, tenemos

δg(⟨O1(x1) . . . On(xn)⟩) = δg

(∫
DΦO1(x1) . . . On(xn)e

−S

)
= 0

=

∫
DΦ

(
n∑

i=1

O1(x1) · · · δgOi(xi) · · ·On(xn)

)
e−S = 0

n∑
i=1

⟨O1(x1) · · · δgOi(xi) · · ·On(xn)⟩ = 0.

A continuación nos disponemos a calcular las identidades de Ward en el espacio de las

coordenadas, en relación a la variación de los operadores escalares respecto de cada una de

las transformaciones conformes según lo establecimos en 4-13. Además vamos a presentar

algunas definiciones que son necesarias para lograr lo propuesto.

Entonces, una transformación conforme infinitesimal general esta definida por g(x), la va-

riación δg Oi(xi) se define como

δgOi(xi) = −(Lg)Oi(xi),
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donde, Lg = v · ∂ + ∆σ − 1
2
∂[αvµ]Σ

µν , tal que ∂[αvµ] = ∂αvµ − ∂µvα. Con ∆ la dimensión

de escala del campo, d el número de dimensiones del espacio y el vector vµ es la variación

infinitesimal de la coordenada vµ = δgxµ = x′
µ(x)− xµ.

4.2.1. Identidad de Ward para traslaciones infinitesimales

Para una traslación infinitesimal, la variación infinitesimal de la coordenada xµ se expresa

como δgx
µ = x′µ(x) − xµ, donde x′µ(x) es la nueva coordenada después de la traslación

infinitesimal y xµ es la coordenada original. Para una traslación infinitesimal, x′µ(x) se

puede escribir x′µ = xµ + aµ, donde aµ es el parámetro infinitesimal de la traslación. Por lo

tanto

δgx
µ = (xµ + aµ)− xµ = aµ.

Calculando la forma expĺıcita del operador Lg para la traslación,

Lg = v · ∂ −∆
∂ · v
d

− 1

2
∂[µvν]Σ

µν

Lg = (aµ)∂µ −∆
∂µ(a

µ)

d
− 1

2
∂[µvν]Σ

µν ,

como ∂[αvµ] = ∂α(a
µ) − ∂µ(a

α) = 0, entonces, Lg = (aµ)∂µ. Con este resultado podemos

calcular la variación del operador Oi(xi) bajo la transformación g,

δgOi(xi) = −(Lg)Oi(xi) = −(aµ)∂µ(Oi(xi)). (4-14)

Bajo una traslación infinitesimal, la variación de función de correlación (ver la deducción de

4-13)es la siguiente,

δg⟨O1(x1) · · ·On(xn)⟩ =
n∑

j=1

⟨O1(x1) · · · δgOj(xj) · · ·On(xn)⟩ = 0. (4-15)

Sustituyendo la variación del operador 4-14 en 4-15, tenemos

δg⟨O1(x1) · · ·On(xn)⟩ =
n∑

j=1

⟨O1(x1) · · · [−(aµ∂µ)Oj(xj)] · · ·On(xn)⟩,

como aµ es una constante (no depende de las coordenadas xi), podemos sacarlo fuera de la

sumatoria

δg⟨O1(x1) · · ·On(xn)⟩ = −aµ
n∑

j=1

⟨O1(x1) · · · (∂µOj(xj)) · · ·On(xn)⟩.

Sabemos que la teoŕıa es invariante bajo traslaciones infinitesimales, lo que implica que

δg⟨O1(x1) · · ·On(xn)⟩ = 0, entonces:
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−aµ
n∑

j=1

⟨O1(x1) · · · (∂µOj(xj)) · · ·On(xn)⟩ = 0

n∑
j=1

∂

∂xµ
j

⟨O1(x1) · · ·On(xn)⟩ = 0.

4.2.2. Identidad de Ward para rotaciones infinitesimales

Sea la rotación de la forma x′
µ = e

wαβLαβ
2 xµ = (1 + wαβ

2
Lαβ)xµ, donde Lαβ = xα∂β − xβ∂α.

Reescribamos la transformación, x′
µ = xµ +

wαβ

2
(xαδβµ − xβδαµ) = xµ +

1
2

(
wα

µxα − wµ
βxβ

)
,

ahora cambiamos los ı́ndices de posición, xµ+
1
2

(
wα

µxα + wβ
µxβ

)
= xµ+wβ

µxβ. Entonces la

variación infinitesimal de la coordenada xµ se expresa como δgxµ = xµ+wβ
µxβ−xµ = wβ

µxβ.

De esta manera δgx
µ·∂µ = wβµxβ∂µ y usando la propiedad antisimétrica de wβµ, wβµ = −wµβ,

entonces wβµxβ∂µ = −wµβxβ∂µ. Permutando los ı́ndices en el término del lado derecho,

−wµβxβ∂µ = −wβµxµ∂β;Dividimos en dos términos y permutamos en uno de ellos los ı́ndices

−1

2
wβµxµ∂β −

1

2
wβµxµ∂β = −1

2
wµβxβ∂µ −

1

2
wβµxµ∂β,

aplicando de nuevo la antisimétria de wµβ y simplificando ambos términos 1
2
wβµ(xβ∂µ−xµ∂β),

finalmente la expresión simplificada es

δgx
µ · ∂µ =

1

2
wβµ(xβ∂µ − xµ∂β).

Ahora nos disponemos a calcular ∂µ(δgxµ) = ∂µ(wβ
µxβ) = wµ

µ = 0. Finalmente calculamos

∂[αvµ] = ∂α(w
β
µxβ)− ∂µ(w

β
αxβ) = wαµ − wµα = wµα.

Con los resultados previos obtenemos tenemos lo necesario para calcular Lg. Entonces,

Lg =
1

2
wβµ(xβ∂µ − xµ∂β)−

1

2
wµαΣ

αµ =
1

2
wβµ ((xβ∂µ − xµ∂β)− Σµβ) .

Con este resultado podemos calcular la variación del operador Oi(xi) bajo la transformación

g,

δgOi(xi) = −(Lg)Oi(xi) = −
(
1

2
wβµ ((xβ∂µ − xµ∂β)− Σµβ)

)
(Oi(xi)). (4-16)

Sustituyendo 4-16 en 4-15, tenemos

n∑
j=1

⟨O1(x1) · · · −
(
1

2
wβµ ((xβ∂µ − xµ∂β)− Σµβ)

)
Oi(xi) · · ·On(xn)⟩ = 0

1

2
wβµ

n∑
j=1

⟨O1(x1) · · · (xµ∂β − xβ∂µ) + Σµβ)Oi(xi) · · ·On(xn)⟩ = 0,
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Teniendo en cuenta que para un campo escalar O(x), el tensor Σµν es nulo, ya que los

escalares no tienen esṕın. Entonces tenemos que

n∑
j=1

(xβj∂µj − xµj∂βj)) ⟨O1(x1) · · ·On(xn)⟩ = 0.

4.2.3. Identidad de Ward para dilataciones infinitesimales

Empezamos por calcular los términos necesarios para establecer Lg para la dilatación in-

finitesimal g. Tenemos que δgx
µ = x′µ − xµ = xµ + αxµ − xµ = αxµ, δgx

µ · ∂µ = αxµ∂µ,

∂µ(αxµ) = αd y finalmente ∂[σvρ] = ∂σ(αxρ)− ∂ρ(αxσ) = 0. Con estos elementos establece-

mos que Lg = α(x · ∂ + ∆). Con este resultado podemos calcular la variación del operador

Oi(xi) bajo la transformación g,

δgOi(xi) = −(Lg)Oi(xi) = −(α(x · ∂ +∆i))Oi(xi)). (4-17)

Sustituyendo 4-17 en 4-15, tenemos

δg⟨O1(x1) · · ·On(xn)⟩ =
n∑

j=1

⟨O1(x1) · · · − (α(x · ∂ +∆i)Oi(xi) · · ·On(xn)⟩,

Sabemos que la teoŕıa es invariante bajo transformaciones conformes infinitesimales, lo que

implica que [
n∑

j=1

xα
j ∂αj +

n∑
j=1

∆j

]
⟨O1(x1) . . . On(xn)⟩ = 0. (4-18)

4.2.4. Identidad de Ward para la transformación especial conforme

infinitesimal

Empezamos por calcular los términos necesarios para obtener Lg, en primer lugar tenemos

que la transformación especial conforme infinitesimal es x
′ω = xω−βωx2+2(β ·x)xω tenemos

que, δgx
µ = x′µ − xµ = −βµx2 + 2(β · x)xµ de manera que

δgx
µ · ∂µ = (−βµx2 + 2(β · x)xµ) · ∂µ

y

∂µ · (δgxµ) = ∂µ(−βµx
2 + 2(β · x)xµ) = −2βµx

µ + 2(β · x)(d+ 1) = 2d(β · x).

Finalmente ∂[σvρ] = ∂σ(−βρx
2 + 2(β · x)xρ)− ∂ρ(−βσx

2 + 2(β · x)xσ) = 4(βσxρ − βρxσ).

Con los cálculos previos tenemos

Lg = (−βµx2 + 2(β · x)xµ) · ∂µ +∆
2d(β · x)

d
− 1

2
4(βσxρ − βρxσ)Σ

σρ
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Lg = (−βµx2 + 2(β · x)xµ) · ∂µ + 2∆(β · x)− 2(βσxρ − βρxσ)Σ
σρ.

Teniendo en cuenta que para un campo escalar O(x), el tensor Σσρ es nulo, ya que los

escalares no tienen esṕın, entonces podemos calcular la variación del operador Oi(xi) bajo

la transformación g,

δgOi(xi) = −(Lg)Oi(xi) = −
(
(−βµx2 + 2(β · x)xµ) · ∂µ + 2∆(β · x)

)
(Oi(xi)). (4-19)

Sustituyendo 4-19 en 4-5, tenemos

−
n∑

j=1

⟨O1(x1) · · ·
(
−βµx2 + 2(β · x)xµ) · ∂µ + 2∆(β · x)

)
Oi(xi) · · ·On(xn)⟩ = 0

−βµ

n∑
j=1

⟨O1(x1) · · ·
(
2∆xµ + 2xµx

µ · ∂µ − x2∂µ
)
Oi(xi) · · ·On(xn)⟩ = 0

n∑
j=1

(
2∆jx

k
j + 2xκ

jx
α
j

∂

∂xα
j

− x2
j

∂

∂xk
j

)
⟨O1(x1) . . . On(xn)⟩ = 0. (4-20)

Aśı hemos obtenido la identidad de Ward en el espacio de coordenadas para campos escalares.



5. Simetŕıa conforme en el espacio de

momentos

El cálculo de las identidades de Ward en el espacio de momentos ofrece una perspectiva com-

plementaria y enriquecedora respecto al análisis realizado en el espacio de coordenadas[13].

Mientras que en el espacio de coordenadas se introduce de manera natural la estructura de

los operadores primarios y se analiza las funciones de correlación de los sistemas f́ısicos en

función de las distancias relativas, el espacio de momentos permite abordar cuestiones que

son menos evidentes en dicho marco[3].

En este capitulo se van a establecer las identidades de Ward en el espacio de momentos

para campos escalares definidos en n puntos y calcularemos las funciones de correlación para

operadores escalares,vectoriales y tensoriales para dos puntos en el espacio de los momentos.

Para empezar es necesario aclarar algunas ideas y alguna notación necesaria para realizar

los cálculos propuestos.

Aqúı, Φ denota una función de correlación de n puntos de los operadores primarios Oi

Φ(x) ≡ ⟨O1(x1)O2(x2) . . . On(xn)⟩,

esta expresión para la función de correlación definida en el espacio de las coordenadas esta

relacionada con el espacio de los momentos mediante la siguiente transformada de Fourier,

Φ(x) =

∫
dp δ(P )eipxΦ(p). (5-1)

Donde, el momento total es P =
∑n

j=1 pj, e
ipx ≡ ei(p1x1+p2x2+···+pnxn), dp ≡ dp1dp2 . . . dpn y

Φ(p) ≡ Φ(p1, p2, . . . , pn). Además la expresión 5-1, integral de Φ(x), impone δ(P ) tal que

la función de correlación Φ(p) sólo tiene soporte cuando P = 0, es decir, cuando la suma

de los momentos es cero, lo que refleja la invariancia traslacional de Φ(x). Es decir que si

calculamos la transformada de Fourier inversa de 5-1, aplicando ⟨O1(x1)O2(x2) . . . On(xn)⟩ =
⟨O1(x1+ a)O2(x2+ a) . . . On(xn+ a)⟩, encontramos que el momento total se conserva. Es aśı

que podemos remover uno de los momentos en 5-1 y reescribir la integral como sigue:

Φ(x1, x2, . . . , xn) =

∫
dp1 . . . dpn−1 e

i(p1x1+···+pn−1xn−1+p̄nxn)Φ(p1, . . . , p̄n), (5-2)

tal que p̄n = −(p1 + p2 + · · ·+ pn−1).

Por otra parte también hay que dejar claro que 5-1 es invariante bajo rotaciones por varias
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razones clave. En primer lugar, el producto escalar p · x, que aparece en la exponencial, es

invariante bajo rotaciones. Esto significa que, aunque tanto p como x cambien de dirección

tras una rotación, su producto escalar sigue siendo el mismo, ya que las rotaciones preservan

las distancias y los ángulos. En segundo lugar, la medida de integración dp1dp2 · · · dpn no

cambia bajo rotaciones, ya que el jacobiano asociado a la transformación de rotación es

igual a 1, lo que implica que el elemento de volumen en el espacio de momentos permanece

inalterado. Finalmente, si la función Φ(p) es isotrópica, es decir, depende únicamente de la

magnitud de los momentos y no de su dirección, esta tampoco se verá afectada por una

rotación. En conjunto, estos factores aseguran que la integral sea completamente invariante

frente a rotaciones.

Ahora, vamos a proceder a establecer las identidades de Ward de las transformaciones con-

formes de la dilatación y de la especial conforme, en la medida que la traslación como la

rotación están impĺıcitas en la transformada de Fourier definidas en 5-1.

5.0.1. Identidad de Ward para la dilatación en el espacio de

momentos

En este caso, vamos a calcular la identidad de Ward en el espacio de momentos. Para ello

empezamos por sustituir 5-1 en 4-17,[
n∑

j=1

xα
j ∂aj +

n∑
j=1

∆j

]∫
dpδ(P )eipxϕ(p) = 0. (5-3)

Es practico trabajar primero con una parte de la ecuación 5-3, omitimos algunas cosas como

la integral y las sumatorias. Trabajamos para un j fijo.

I = δ(P )xα
j ∂aje

ipxϕ(p).

Además aplicaremos las siguientes transformaciones:

xα
j → −i

∂

∂pαj
,

∂

∂xκ
j

→ ipκ.

Bajo estas transformaciones obtenemos una nueva expresión para I:

δ(P )xα
j ∂αje

iPxϕ(p) = δ(P )

(
−i

∂

∂pαj

)(
ipαj
)
ei

px

ϕ(p)

I = δ(P )pαj
∂

∂pj
eipxϕ(p).

Ahora aplicamos integración por partes a I respecto al momento pj y usamos el hecho de

que δ(P ) es cero dado que pj es infinito.
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I = δ(P )pαj e
i pxϕ(p)

∣∣∣∞
−∞

−
∫

dpei
px ∂

∂pαj

(
δ(P )pαj ϕ(p)

)
I = −eipx

∂

∂pαj

(
δ(P )pαj ϕ(p)

)
= −eipx

∂

∂pαj

(
δ(P )pαj ϕ(p)

)
= −eipx

[
dδ(P )ϕ(p) + pαj

∂

∂pαj
(δ(P )ϕ(p))

]
∫

dp

n∑
j=1

−eipx
[
dδ(P )ϕ(p) + pαj

(
∂

∂pαj
δ(P )

)
ϕ(P ) + pαj δ(p)

∂

∂pαj
ϕ(p)

]
∫

dp− eipp

{[
n∑

j=1

dδ(P )ϕ(P ) + pαj δ(P )
∂

∂pαj
ϕ(p)

]
− eipx

n∑
j=1

pαj

(
∂

∂pαj
δ(P )

)
ϕ(p)

]
.

Aplicando la siguiente propiedad tomada de [15]:

n∑
j=1

pαj
∂

∂pαj
δd(P ) =

n∑
j=1

pαj
∂

∂Pα
δd(P ) = Pα∂αδ

d(P ) = −dδd(P ),

tenemos que:

∫
dp− eiPx

{
n∑

j=1

{[
dδ(P )ϕ(P ) + Pα

j δ(P )
∂

∂pj
ϕ(p)

]
+ (−d)δ(P )ϕ(P )

}
=

∫
dp− eipx

{
dnδ(p)ϕ(p) +

n∑
j=1

pαj δ(p)
∂

∂pαj
ϕ(p)

]
+ (−d)δ(p)ϕ(p)

}
=

∫
dp− eipx

{
d(n− 1)δ(p)ϕ(p) +

n∑
j=1

pαj δ(p)
∂

∂pj
ϕ(p)

}
. (5-4)

Sumando el último termino de 5-3 y 5-4, tenemos:

∫
dp

n∑
j=1

∆jδ(p)e
ipxϕ(p) +

∫
dp− eipx

{
d(n− 1)δ(p)ϕ(p) +

n∑
j=1

pxj δ(p)
∂

∂pαj
ϕ(p)

}
= 0

∫
dpδ(p)eipx

(
n∑

j=1

∆j − d(n− 1)−
n∑

j=1

pxj δ(p)
∂

∂pαj
ϕ(p)

)
ϕ(p) = 0. (5-5)

Por otra parte la 5-5 puede redefinirse en términos de lo pn−1 momentos.
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∫
dp1 · · · dpn−1δ(P )ei(p1(x1−xn)+···+pn−1(xn−1−xn))

(
n∑

j=1

∆j − d(n− 1)−
n−1∑
j=1

pkj δ(p)
∂

∂pjα
d(P )

)
ϕ(P ) = 0.

Por lo tanto la identidad de Ward para la dilatación en el espacio de momentos es:[
n∑

j=1

∆j − (n− 1)d−
n−1∑
j=1

pαj
∂

∂pαj

]
Φ (p1, p2, . . . , p̄n) = 0. (5-6)

5.0.2. Identidad de Ward para la especial conforme

Ahora nos disponemos a calcular la identidad de Ward para la transformación especial con-

forme en el espacio de momentos,entonces sustituimos 5-1 en 4-19,

n∑
j=1

(
2∆jx

k
j + 2xκ

jx
α
j

∂

∂xα
j

− x2
j

∂

∂xk
j

)∫
dpδ(P )eipxΦ(p) = 0. (5-7)

Además aplicaremos las siguientes transformaciones del espacio de coordenadas al espacio

de momentos:

xα
j → −i

∂

∂pαj
,

∂

∂xκ
j

→ ipκ. (5-8)

Sustituyendo 5-8 en 5-7 logramos dejar sin derivadas parciales a la exponencial, al aplicar

integración por partes hasta llevar las derivadas parciales sobre la función de correlación

Φ(p1, . . . , p̄n). De esa manera transformaremos la identidad de Ward de la especial conforme,

del espacio de coordenadas al espacio de los momentos.

Empezamos por calcular el primero de tres términos términos del la ecuación 5-7, los cuales

llamamos I1, I2 y I3.∫
dp

n∑
j=1

(
2∆jx

k
j

)
δ(P )eipxϕ(p),para un valor j fijo,

I1 =

∫
dp
(
2∆jx

k
j

)
δ(P )eipxϕ(p) =

∫
dp (−2i∆j)

(
∂

∂pjk
eipx
)
δ(P )ϕ(p).

Aplicando partes respecto del momento j fijo,

I1 = (−2i∆j) e
ipxδ(P )ϕ(p)

∣∣∞
−∞ +

∫
2i∆je

ipx ∂

∂pjk
(δ(P )ϕ(p))dp.

Nota: Como pj → ∞ ⇒ δ (P ) = 0, pk ̸=j es un momento constante,

I1 =

∫
2i∆je

ix ∂

∂pjk
(δ(P )ϕ(p))dp.
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Calculando I2 de la ecuación 5-7.

I2 =

∫
dp

(
−x2

j

(
∂

∂xk
j

eipx

)
δ(P )ϕ(p)

=

∫
dp

(
−xα

j xαj

(
∂

∂xk
j

eipx

)
δ(P )ϕ(p)

=

∫
dp
(
−xα

j xαj

(
ipkj e

ipx
)
δ(P )ϕ(p)

I2 =

∫
dp(ipkj )

∂

∂pαj

∂

∂pαj

(
eipx
)
δ(P )ϕ(p).

Aplicando partes y que δ(P ) = 0, p → ∞,

I2 = −
∫

dpi
∂

∂pαj

(
eipx
) ∂

∂pαj

(
pkj δ(P )ϕ(p)

)
.

Aplicando integracion por partes y la nulidad del delta,

I2 =

∫
dpieipx

∂

∂pαj ∂p
α
j

(
pkj δ(P )ϕ(p)

)

=

∫
dpieipx

[
∂

∂pkj
(δ(P )ϕ(p)) +

∂

∂pkj
(δ(P )ϕ(p)) + pkj

∂

∂pαj

∂

∂jα
(δ(P )ϕ(p))

]

I2 =

∫
dpeipx

[
2

∂

∂pkj
(δ(P )ϕ(p)) + pkj

∂

∂pαj

∂

∂jα
(δ(P )ϕ(p))

]
.

Calculando I3 de la ecuación 5-7.

I3 =

∫
dp

(
2xκ

jx
α
j

(
∂

∂xα
eipx
)
δ(P )ϕ(p)

=

∫
dp2xk

jx
α
j

(
ipαj e

ipx
)
δ(P )ϕ(p)

I3 =

∫
dpi2(−i)2

∂

∂pαj

∂

∂pkj

(
eipx
)
pαj δ(P )ϕ(p).

Aplicando integración por partes y la nulidad del delta,

I3 =

∫
dp(2i)

∂

∂pkj

(
eipx
) ∂

∂pαj

(
pαj δ(P )ϕ(p)

)
.

Aplicando partes nuevamente y la nulidad del delta,
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I3 = −2i

∫
dpeipx

∂

∂pkj

∂

∂pαj

(
pαj δ(P )ϕ(p)

)
= −2i

∫
dpei

px

[
d

∂

∂pkj
(δ(p)ϕ(p)) +

∂

∂pkj
(δ(p)ϕ(p)) + pαj

∂

∂pkj∂p
α
j

(δ(p)ϕ(p))

]

I3 = −2i

∫
dpeipx

[
(d+ 1)

∂

∂pkj
(δ(P )ϕ(p)) + pαj

∂

∂pkj∂p
α
j

(δ(P )ϕ(p))

]
.

Vamos a sumar I1 + I2 + I3, pero omitiremos las integrales para mayor simplicidad.

2i∆je
ipx ∂

∂pjk
(δ(P )ϕ(p)) + i

[
2

∂

∂pkj
(δ(P )ϕ(p)) + pkj

∂

∂pαj

∂

∂jα
(δ(P )ϕ(p))

]
eipx

− 2i

[
(d+ 1)

∂

∂pkj
(δ(P )ϕ(P )) + pαj

∂

∂pkj∂p
α
j

(
δ(P )ϕ(p)

)]
ej−px

= i

{
(2∆j − 2d)

∂

∂pkj
(δ(P )ϕ(p)) + pkj

∂2

∂pαj ∂p
α
j

(δ(P )ϕ(p))

−2pαj
∂2

∂pαj ∂p
k
j

(δ(P )ϕ(p))

}
eipx.

Vamos a desarrollar algunos términos por separado.

1. (2∆j − 2d) ∂
∂pKj

(δ(P )ϕ(p)) = (2∆j − 2d)
(

∂
∂pkj

δ(P )
)
ϕ(p) + δ(P ) ∂

∂pkj
(ϕ(p))

)
,

2. pkj
∂2

∂pαj ∂p
α
j
(δ(P )ϕ(p)) = pkj

(
∂2

∂pαj ∂p
α
j
δ(P )ϕ(p) + 2 ∂

∂pαj
δ(P ) ∂

∂pαj

(
ϕ(p)

)
+ δ(P ) ∂2

∂pαj ∂p
α
j
ϕ(p)

)
3. −2pαj

∂2

∂pαj ∂p
k
j
(δ(P )ϕ(p)) = −2pαj

(
∂2δ(P )

∂pαj ∂p
k
j
ϕ(p) + ∂δ(P )

∂pkj

∂ϕ(p)

∂pαj
+ ∂δ(P )

∂pαj

∂ϕ(p)

∂pki
+δ(P )

∂2ϕ(p)

∂pkj ∂p
α
j

)
.

Nos disponemos a organizar y simplificar las expresiones antes numeradas:

Parte A.

Seleccionamos los términos que actúan sobre phi y tengan δ libre.

δ(P )

(
(2∆j − 2d)

∂

∂pkj
+ pkj

∂2

∂pαj ∂p
α
i

− 2pαj
∂2

∂pk∂pα

)
ϕ(p),

variando sobre todos los valores de j:

δ(P )
n∑

j=1

[
(2pj − 2α)

∂

∂pkj
+ pkj

∂2

∂pαj
∂pαj − 2pαj

∂2

∂pαj ∂p
k
j

]
ϕ(p),
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definamos: Kk =
∑n

j=1

(
pκj

∂2

∂pαj ∂p
α
j
+ 2 (∆j − d) ∂

∂pκj
− 2pαj

∂2

∂pκj ∂p
α
j

)
.

Kk(ϕ(p))δ(p),

con esto ya tenemos∫
dpeipxKkΦ(p)δd(P ) en este punto solo falta calcular δ′term .

Parte B.

Seleccionamos nuevamente términos que están actuando sobre δ y dejan libre a ϕ, variando

sobre todos los valores de j.

ϕ(p)
n∑

j=1

[
(2aj − 2d)

∂

∂pkj
+ pkj

∂2

∂pαj
∂pαj − 2pαj

∂2

∂pαj ∂p
k
j

]
δ(p)

= ϕ(p)Kk(δ(p)).

Usando algunas resultados que se plantean en [15],

Kκδ(P ) =

(
P k ∂2

∂Pα∂Pα

− 2Pα ∂2

∂Pα∂P k
+ 2(∆− nd)

∂

∂P k

)
δ(P )

= 2d(dn− d−∆)P k δ(P )

P 2

= −2(dn− d−∆)
∂

∂Pk

δ(P ), ∆ =
n∑

∆j.

Nota: los P totales se hallan sumando las derivadas parciales semejantes los terminso seme-

jantes.

n∑
j=1

∂

∂pαj
=

∂

∂Pα
.

Parte C.

Seleccionado los términos adecuados calculamos la rotación:

pkj2
∂δ(P )

∂pαj

∂

∂pαj
(ϕ(p))− 2pαj

∂δ(P )

∂pαj

∂ϕ(p)

∂pkj

=2
∂δ(P )

∂pαj

(
pkj

∂

∂pαj
− pαj

∂

∂pki

)
ϕ(p),

variando sobre todos los j :
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− ∂

∂Pα
δd(P )

n∑
j=1

(
pαj

∂

∂pκj
− pκj

∂

∂pαj

)
Φ(p),

como el correlador ϕ es invariante frente a rotaciones este termino se anula

n∑
j=1

(
pαj

∂

∂pκj
− pκj

∂

∂pαj

)
Φ(p) = 0.

Parte D.

Con la parte restante de términos y la parte B, calculamos la siguiente expresión:

n∑
j=1

−2pαj
∂δ(p)

∂pkj

∂ϕ(p)

∂pαj
− 2(dn− d−∆)

∂

∂pk
δ(P ), ϕ(p)

+ 2
∂δ(p)

∂pkj

(
n∑

j=1

pαj
∂

∂pαj
+ (dn− d−∆)

)
ϕ(p)

+ 2
∂δ(p)

∂pkj

(
n∑

j=1

(
pj − pαj

∂

∂pαj

)
− (n− 1)d

)
ϕ(p),

como el correlador es invariante frente a dilataciones(
n∑

j=1

∆j −
n−1∑
j

pαj
∂

∂pαj
− (n− 1)d

)
Φ(p) = 0.

Entonces, δ′term se anula al sumar los resultados en C y D,

δ′term =

∫
ddpeipx

[
−∂

∂Pα
δ(P )

n∑
j=1

( pαj
∂

∂pκj
− pκj

∂

∂pαj

)
Φ(p)

+2
∂

∂P κ
δ(P )

(
n∑

j=1

(
∆j − pαj

∂

∂pαj

)
− (n− 1)d

)
Φ(p)

]
= 0,

con lo que tenemos
∫
ddpeipxKkΦ(p)δ(P ) = 0, es decir:

n∑
j=1

∫
ddpeipx

(
pκj

∂2

∂pjα∂pαj
− 2pαj

∂2

∂pαj ∂p
K
j

+ 2 (∆j − d)
∂

∂pKj

)
Φ(p)δ(P ) = 0. (5-9)

De manera similar a como encontramos la identidad de Ward para la dilatación 5-6, lo único

que debemos hacer en este caso es redefinir la ecuación 5-9 en máximo pn−1 momentos.

Obteniendo aśı la identidad de Ward para la especial conforme en el espacio de momentos:



52 5 Simetŕıa conforme en el espacio de momentos

n−1∑
j=1

∫
ddpeipx

(
pκj

∂2

∂pjα∂pαj
− 2pαj

∂2

∂pαj ∂p
K
j

+ 2 (∆j − d)
∂

∂pKj

)
Φ(p)δ(P ) = 0. (5-10)

5.0.3. Funciones de correlación para dos puntos en el espacio de

momentos con operadores: escalares, vectoriales y tensoriales

Se sabe que una función de correlación de campos escalares de dos puntos en el espacio de

momentos, denotada como G(p) = ⟨O1(p)O2(−p)⟩, es invariante bajo el grupo de Poincaré,

si su forma general es G(p) = f(p2), donde f es alguna función de p2. Esto se debe a que G

no puede depender de las componentes individuales de pµ porque esas componentes cambian

por ejemplo bajo rotaciones, a diferencia de p2 que es un escalar (una cantidad que no cambia

bajo rotaciones o traslaciones).

La función de correlación en el espacio de momento G(p) debe ser una función homogénea

bajo las transformaciones de escala. Esto significa que, si el momento p es factor de λ, la

función de correlación debe escalar de manera consistente con las dimensiones de escala de

los operadores involucrados:

G(λp) = λαG(p).

Aqúı, α es el grado de homogeneidad, que depende de las dimensiones de escala ∆1 y ∆2 de

los campos O1 y O2, y de la dimensión del espacio d.

Cálculo del grado de homogeneidad α

Para obtener el grado de homogeneidad mencionado, debemos calcular la función de corre-

lación en el espacio de momentos G(p), para ello realizamos la transformada de Fourier a

3-30,

G(p) =

∫
ddz e−ip·z 1

|z|∆1+∆2
. (5-11)

Aqúı z = x− y, y hemos integrado sobre el espacio de coordenadas.

Queremos analizar cómo cambia G(p) cuando escalamos el momento p por un factor λ,

G(λp) =

∫
ddz e−i(λp)·z 1

|z|∆1+∆2
,

para simplificar la evaluación, cambiamos la variable de integración z → z′ con z′ = λz.

Entonces

ddz =
ddz′

λd
,

sustituyendo esto en la integral
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G(λp) =

∫
ddz′

λd
e−iλp· z

′
λ

1(
|z′|
λ

)∆1+∆2

G(λp) = λ∆1+∆2−d

∫
ddz′ e−ip·z′ 1

|z′|∆1+∆2
.

Notamos que la integral sobre z′ es la misma que la integral original para G(p). Aśı que

G(λp) = λ∆1+∆2−dG(p).

Este resultado refleja que la función de correlación en el espacio de momentos es homogénea

de grado α = ∆1 +∆2 − d.

Podemos ahora formular la función de correlación en el espacio de momentos para la dilata-

ción para los campos escalares O1 y O2,

G(p) = ⟨O1(p)O2(−p)⟩ = f(p2) = C(p2)(
1
2
)(∆1+∆2−d), (5-12)

donde C es una constante por determinar.

Sabemos por 3-31 que la función de correlación de la especial conforme, definida en dos

puntos en el espacio de coordenadas es consistente si, ∆1 = ∆. De manera análoga al caso

de la dilatación tenemos que

G(p) = ⟨O1(p)O2(−p)⟩ = f(p2) = δ∆1∆2C(p2)(∆1−d/2), (5-13)

Calculando la transformada de Fourier 3-31 y comparando la con 5-13 podemos reescribir C

de una manera conveniente,

C = cs
πd/2Γ(d/2−∆1)

4∆1−d/2Γ(∆1)
.

A continuación, se presentarán de forma breve los correladores de los operadores vectoriales

y tensoriales en el espacio de momentos para dos puntos. Se remitirá al trabajo de [33] para

un tratamiento más exhaustivo de su derivación y de sus propiedades.

Para el caso de los operadores vectoriales definimos

Gαβ
V (p) ≡ ⟨V 1

α (p)V
2
β (−p)⟩.

La estructura tensorial de la función de correlación de dos puntos, está completamente res-

tringida por la condición ∂µV
µ = 0. Además vµ es una cantidad conservada( divergencia del

campo es nula) tal que el campo asociado no presenta ni fuentes, ni sumideros.

Vamos a establecer la forma general de la función de correlación Gαβ
V (p) de manera análoga

a como se calculó en el caso escalar. Suponiendo que la función de correlación depende de

fV que es una función del cuadrado invariante p2 cuya forma, al igual que en el caso escalar,
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está determinada por las restricciones conformes. Es claro, que si hacemos la transformada

de Fourier a 4-8 obtenemos la función de correlación en el espacio de momentos.

—Definamos que el correlador tiene la siguiente forma Gαβ
V (p) = παβ(p)fV (p

2), con παβ(p) =

δαβ − pαpβ
p2

, con esta formulación y de manera análoga al caso escalar en el espacio de mo-

mentos 5-13, tenemos que el correlador toma la forma:

Gαβ
V (p) = δ∆1∆2cV 12

πd/2Γ(d/2−∆1)

4∆1−d/2Γ(∆1)

(
δαβ − pαpβ

p2

)
(p2)∆1−d/2. (5-14)

Para el caso de operadores tensoriales de orden dos procedemos como lo hemos venido ha-

ciendo, vamos a usar de manera análoga la estructurara de 5-11 y con el respectivo ajuste

logramos la función de correlación, que de otra manera se puede hallar aplicando la trans-

formada de Fourier a 4-9.

La estructura tensorial de la función de correlación es GT
αβµν(p) = Πd

αβµν(p)fT (p
2), donde

Παβµν
d (p) =

1

2

[
παµ(p)π

βν(p) + παν(p)πβµ(p)
]
− 1

d− 1
παβ(p)π

µν(p),

La función escalar fT (p
2) es análoga a la obtenida para 5-11, entonces

Gαβ
T (p) = δ∆1∆2cV 12

πd/2Γ(d/2−∆1)

4∆1−d/2Γ(∆1)
Παβµν

d (p)(p2)∆1−d/2. (5-15)

Cabe recordar que esta función de correlación esta restringida por operadores tensoriales que

son simétricos, conservados e invariantes de traza, Tµν = Tνµ, ∂µT
µν = 0 y T µ

µ = 0.



6. Simetŕıas conformes en el espacio de

Sitter

En el contexto de la cosmoloǵıa moderna, la geometŕıa del peŕıodo inflacionario de nuestro

universo se describe con gran precisión por el espacio de de Sitter, el cual tiene una semejanza

importante con el espacio-tiempo de Minkowski: es el un espacio maximalmente simétrico.

Este caṕıtulo se centrará en las simetŕıas del espacio de de Sitter y su relevancia en la

descripción de las dinámicas inflacionarias. Desarrollaremos algunos resultados respecto de

la simetŕıa conforme en relación a este espacio[3].

El espacio de Sitter y el espacio euclidiano están relacionados de manera importante a través

de la simetŕıa conforme, aunque tienen estructuras geométricas y f́ısicas distintas.

Comenzamos con la expresión general para el intervalo en un espacio-tiempo dado por ds2 =

gµνdx
µdxν , donde gµν son los componentes del tensor métrico y dxµ son los diferenciales de

las coordenadas.

En el caso del espacio de de Sitter, elegimos las coordenadas conformes, que se pueden

expresar como: tiempo conforme τ y coordenadas espaciales x = (x, y, z). Esto implica que

el ı́ndice µ puede tomar los valores 0 (tiempo) y 1, 2, 3 (espacio).

Para el espacio de de Sitter, los componentes del tensor métrico gµν en coordenadas conformes

se pueden escribir como:

gµν =
1

(−Hτ)2


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 . (6-1)

Donde el parámetro de Hubble H mide la tasa de expansión del universo en km/s/Mpc,

indicando cuán rápido se alejan dos puntos del espacio. El tiempo conforme τ es una medida

del tiempo ajustada a esta expansión, dada por dτ = dt
a(t)

, donde a(t) es el factor de escala

[19].

Sustituyendo en la expresión del elemento de linea, tenemos:

ds2 = g00(dτ)
2 + g11(dx)

2 + g22(dy)
2 + g33(dz)

2

ds2 =

(
− 1

(Hτ)2

)
(dτ)2 +

(
1

(Hτ)2

)
(dx)2 +

(
1

(Hτ)2

)
(dy)2 +

(
1

(Hτ)2

)
(dz)2
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ds2 =
1

(Hτ)2
(
−dτ 2 + dx2 + dy2 + dz2

)
.

Usando la notación dx2 = dx2 + dy2 + dz2 podemos simplificar aún más esta expresión,

obteniendo

ds2 =
1

(Hτ)2
(
−dτ 2 + dx2

)
. (6-2)

En este sistema de coordenadas, es fácil ver que el elemento de ĺınea 6-2 es invariante bajo

traslaciones espaciales y rotaciones en las secciones donde τ es constante. Para demostrar la

invarianza, reemplazamos la expresión

x′
i = ai +Rijxj, (6-3)

en la ecuación 6-2, donde dx2 se transforma como dx′2 = dx2 debido a la propiedad de la

matriz Rij. La matriz Rij es una matriz del grupo O(3) que representa una rotación en tres

dimensiones, cumpliendo la condición RikRkj = δji lo que significa que las rotaciones no

alteran las distancias ni los ángulos en el espacio tridimensional. Por lo tanto, el elemento

de ĺınea permanece invariante, confirmando que la métrica del espacio de Sitter no cambia

bajo estas transformaciones

6.0.1. Transformaciones conformes en el espacio-tiempo

Aparte de las transformación conforme 6-3, existen dos transformaciones adicionales que

mezclan las coordenadas temporales y espaciales, siendo una de ellas la dilatación del

espacio-tiempo ,

x′µ = λxµ, (6-4)

que podemos descomponer xµ en sus componentes espaciales y temporales. Para el compo-

nente temporal tenemos,

x0 = τ ⇒ x′0 = λτ,

y para el componente espacial

xi (i = 1, 2, 3) ⇒ x′i = λxi.

Un tratamiento análogo para la transformación especial conforme en el espacio de Sitter

se expresa como:

x′µ =
xµ + bµx2

1 + 2b · x+ b2x2
, (6-5)

donde,
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xµ = (τ,x), bµ = (0,b),

es un vector tridimensional que genera la transformación. En la expresión anterior usamos

la notación

x2 = ηµνx
µxν = −τ 2 + x2.

Para el componente espacial xi,

x′i =
xi + bix2

1 + 2b · x+ b2x2
,

donde xi son las coordenadas espaciales. Utilizando x2 = −τ 2 + x2,

x′i =
xi + bi(−τ 2 + x2)

1 + 2b · x+ b2(−τ 2 + x2)
. (6-6)

Por otra parte, para el componente temporal τ ,

τ ′ =
x0 + 0 · x2

1 + 2b · x+ b2x2
.

Sustituyendo x0 = τ :

τ ′ =
τ

1 + 2b · x+ b2x2
.

Sustituyendo nuevamente x2 = −τ 2 + x2 tenemos,

τ ′ =
τ

1 + 2b · x+ b2(−τ 2 + x2)
. (6-7)

Las transformaciones 6-3, 6-4 y 6-5 representan un conjunto de transformaciones que actúan

sobre las coordenadas en el espacio de de Sitter. La combinación de estas transformaciones

implica que hay un total de diez generadores de simetŕıa. Estos generadores representan

diferentes maneras en las que el espacio de de Sitter se puede transformar sin alterar su

estructura básica, lo que lo clasifica como un espacio-tiempo maximamente simétrico.

En particular la transformación del tiempo 6-7 se construye a partir de una composición de

tres transformaciones consecutivas. Esto significa que se puede pensar en la transformación

del tiempo como el resultado de aplicar sucesivamente tres tipos de transformaciones dife-

rentes: inversión, traslación y otra inversión. A continuación presentamos de esta manera la

transformación para la componente temporal y para la componente espacial de la especial

conforme.
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1. Inversión Inicial (Inversión sobre el origen)

Primero, aplicamos una inversión a las coordenadas espaciales y temporales. La inversión se

expresa como

x′µ =
xµ

x2
, (6-8)

o de manera expĺıcita para las coordenadas espaciales y temporales,tenemos,

x′
i =

xi

−τ 2 + x⃗2
, τ ′ =

τ

−τ 2 + x⃗2
.

Este paso invierte las coordenadas respecto al origen, lo que ”invierte” las distancias y

posiciones en el espacio de Sitter, pero no su magnitud.

2. Traslación (Desplazamiento en el espacio)

Luego, aplicamos una traslación. La traslación desplaza las coordenadas espaciales por un

vector de traslación bµ = (0, bi). Esto significa que movemos las coordenadas espaciales de

la siguiente manera:

τ ′ → τ ′′, x′
i → x′′

i = x′
i + bi.

Aqúı simplemente añadimos el vector bi a las coordenadas espaciales.

3. Inversión Final (Otra inversión sobre el origen)

Después de la traslación, aplicamos otra inversión, usando las coordenadas resultantes de la

traslación. Esto se expresa de la misma forma que la inversión inicial:

x′′µ =
x′µ

x′2 , x′
i =

x′
i

x′2 .

De nuevo, estamos invirtiendo las coordenadas resultantes de la traslación.

4. Resultado: Transformación Especial Conforme

Al combinar estas tres transformaciones (inversión + traslación + inversión), obtenemos la

transformación especial conforme. La forma final de esta transformación se expresa de la

siguiente manera:

x′µ

x′2 =
xµ

x2
+ bµ. (6-9)

Esta ecuación muestra que la transformación especial conforme se puede ver como la compo-

sición de las tres operaciones: inversión inicial, traslación y otra inversión. Recordemos que

la equivalencia con 6-9 (en el espacio de coordenadas) se estudió en 3-18.
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Una observación final. En el espacio de de Sitter, el número de generadores asociados a las

transformaciones (rotaciones, dilataciones, traslaciones y transformación conforme especial)

es el siguiente: rotaciones con 3 generadores, dilataciones con 1 generador, traslaciones con 3

generadores y la transformación conforme especial con 3 generadores(conteo depende de b).

Las 10 simetŕıas en el espacio de de Sitter lo convierte en un espacio máximamente simétrico

como se anticipó al inicio del caṕıtulo.

6.1. Jacobiano en transformaciones simétricas del espacio

de Sitter

La matriz Jacobiana es esencial en el contexto de las transformaciones de coordenadas por

varias razones. En primer lugar, permite describir cómo las cantidades f́ısicas y geométricas,

como los tensores, se transforman bajo cambios de coordenadas. Un ejemplo claro de esto es el

tensor métrico gµν , que se transforma utilizando el Jacobiano, lo que garantiza la preservación

de la medida de intervalos en el espacio-tiempo. Además, el determinante del Jacobiano juega

un papel crucial en el cálculo de integrales en sistemas curviĺıneos o en espacios curvos, ya

que mediante él se define adecuadamente el elemento de medida de volumen.

En el caso espećıfico de las transformaciones en el espacio de Sitter, el cálculo del Jacobiano

se convierte en una herramienta clave para comprender cómo cambian las coordenadas bajo

diferentes simetŕıas. Cada tipo de transformación —traslaciones, rotaciones, dilataciones

y transformaciones conformes especiales— afecta las coordenadas de manera distinta. Sin

embargo, casi todas ellas son isometŕıas, lo que significa que preservan las distancias en el

espacio-tiempo.

Traslación

En una traslación, las coordenadas espaciales xi se transforman mediante un desplazamiento

por un vector constante ai:

x′i = xi + ai.

El Jacobiano para esta transformación se obtiene al tomar las derivadas parciales de las

nuevas coordenadas x′i con respecto a las originales xj, lo que da como resultado la matriz

identidad:

∂x′i

∂xj
= δij.

El determinante del Jacobiano es 1, lo que indica que la traslación no cambia el volumen del

espacio:
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det

(
∂x′i

∂xj

)
= 1.

Esto refleja que las traslaciones son isometŕıas, ya que no afectan ni las distancias ni el

volumen. Entonces, el cambio en el elemento de volumen se expresa como:

dτ ′ d3x′ = det

(
∂x′µ

∂xν

)
dτd3x = dτd3x.

Rotación

En el caso de una rotación entre dos coordenadas espaciales xi y xj, la transformación está

dada por una matriz de rotación Rj
i :

x′i = Rj
ixj.

El Jacobiano en este caso es simplemente el calculo sobre la matriz de rotación Rj
i . Dado

que las rotaciones son ortogonales, el determinante del Jacobiano es:

det(Rj
i ) = 1.

Esto significa que las rotaciones preservan tanto el volumen como las distancias, lo que es

coherente con el hecho de que son isometŕıas del espacio de Sitter. Por lo tanto, el cambio

en el elemento de volumen es:

dτ ′ d3x′ = det

(
∂x′µ

∂xν

)
dτd3x = dτd3x.

Dilatación

Las dilataciones implican un escalamiento de todas las coordenadas por un factor constante

λ. La transformación se expresa como:

x′µ = λxµ.

El Jacobiano se obtiene tomando las derivadas parciales de las nuevas coordenadas respecto

a las originales:

∂x′µ

∂xν
= λδµν .

El determinante del Jacobiano es entonces:

det

(
∂x′µ

∂xν

)
= λ4,
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lo que implica que el volumen se escala por un factor λ4. Inversamente, el Jacobiano de la

transformación inversa es

∂xµ

∂x′ν =
1

λ
δµν ,

y su determinante es

det

(
∂xµ

∂x′ν

)
= λ−4.

Por lo tanto, el cambio en el elemento de volumen bajo dilatación se expresa como

dτ ′ d3x′ = det

(
∂x′µ

∂xν

)
dτd3x = λ4dτd3x.

Transformación especial conforme

La transformación conforme especial es más compleja. Está dada por la expresión:

x′µ =
xµ + bµx2

1 + 2b · x+ b2x2
,

donde bµ = (0, bi) es un vector constante que genera la transformación. El Jacobiano para esta

transformación requiere que veamos esta transformación como la composición de traslaciones

e inversiones, en ese orden veamos como es el jacobiano de la inversión 6-9,

∂x′µ

∂xν
=

∂

∂xν

(
xµ

x2

)
.

Simplificando, tenemos

∂

∂xν

(
xµ

x2

)
=

1

x2

(
δνµ − 2

xµxν

x2

)
donde hemos utilizado Jµ

ν = δµν − 2xµxν

x2 , tal que cumple con la relación de ortogonalidad

Jσ
µJ

ν
σ = δνµ.

Para calcular el determinante del Jacobiano, utilizamos la propiedad de que el determinante

de un producto de matrices se descompone como:

det

(
∂x′µ

∂xν

)
= det

(
1

x2
Jµ
ν

)
=

(
1

x2

)n

det(Jµ
ν ).

Para el espacio de Sitter, espacio de 4 dimensiones (n = 4), esto se traduce en

det

(
∂x′µ

∂xν

)
=

1

(x2)4
· det(Jµ

ν ).
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Dado que det(Jµ
ν ) = ±1 (debido a la ortogonalidad y que la transformación es una inversión),

obtenemos:

det

(
∂x′µ

∂xν

)
= − 1

(x2)4
.

Esto muestra que, a diferencia de las otras transformaciones, la transformación conforme

especial tiene un impacto significativo en el volumen, que se escala por un factor − 1
(x2)4

. En

consecuencia, el cambio en el elemento de volumen es:

dτ ′ d3x′ = det

(
∂x′µ

∂xν

)
dτd3x = − 1

(x2)4
dτd3x.

6.1.1. Simetŕıas del espacio de Sitter y su relación con el grupo

conforme en el espacio euclidiano

El análisis de las simetŕıas en el espacio de Sitter revela conexiones profundas con el grupo

conforme, especialmente en el ĺımite asintótico donde emerge una relación entre el espacio

de Sitter en cuatro dimensiones y la teoŕıa conforme en un espacio tridimensional[3].

En un espacio euclidiano de tres dimensiones, el grupo conforme se define como el conjunto de

transformaciones que preservan los ángulos entre vectores, o de manera equivalente, aquellas

que dejan invariante la métrica hasta un factor de escala. Estas transformaciones se pueden

describir mediante:

gµν(x) → g′µν(x
′) = ω(x)gµν(x), (6-10)

donde ω(x) es una función positiva dependiente de las coordenadas que representa el factor

conforme, como en 3-1.

Las transformaciones conforme en R3 incluyen traslaciones, rotaciones, dilataciones y trans-

formaciones conformes especiales, y pueden expresarse de la siguiente manera:

Traslaciones:

x′
i = ai +Rijxj con ω = 1, (6-11)

Dilataciones:

x′
i = λxi con ω = λ−2, (6-12)

Transformaciones conformes especiales:

x′
i = xi + bi

x2

1 + 2b · x+ b2x2
con ω =

(
1 + 2b · x+ b2x2

)2
. (6-13)

Estas transformaciones describen las simetŕıas en el ĺımite asintótico del espacio de Sitter, es

decir, en la región de la frontera tridimensional. De manera más precisa, las isometŕıas del

espacio de Sitter en cuatro dimensiones inducen un grupo conforme en la frontera tridimen-

sional. Este fenómeno se presenta cuando analizamos las escalas super-horizonte, donde las

perturbaciones inflacionarias han dejado de interactuar localmente y evolucionan de manera

clásica(como en el espacio eucĺıdeo) [3].



6.1 Jacobiano en transformaciones simétricas del espacio de Sitter 63

Transformación de los campos cuasi primarios

En la CFT, los campos cuasi primarios se transforman de acuerdo con la siguiente regla bajo

una transformación conforme:

Ti1...in(x) → T ′
i1...in

(x′) =

∣∣∣∣det(∂x′l

∂xk

)∣∣∣∣
n−∆T

d ∂xj1

∂x′i1
· · · ∂x

jn

∂x′in
Tj1...jn(x), (6-14)

donde n es el orden del tensor, d( en el espacio de Sitter d = 4) es la dimensión del espacio-

tiempo y ∆T es el peso conforme del campo. Esta relación es fundamental para entender

cómo los campos escalan bajo transformaciones locales, y proporciona un marco poderoso

para el análisis de sus propiedades.

En el contexto del espacio de Sitter, los campos primarios tienen una relevancia adicional.

Están relacionados con las perturbaciones cuánticas que se generan durante la inflación, y

su estudio puede ofrecer perspectivas sobre las anisotroṕıas observadas en el fondo cósmico

de microondas (CMB)[35].

6.1.2. Interacciones de campos en el espacio de Sitter: correladores

en el modelo inflacionario para los casos escalar-escalar,

vector-vector y tensor-tensor

Este caṕıtulo tiene como objetivo establecer una conexión clara entre los correladores pre-

viamente calculados en el espacio de momentos (véanse las ecuaciones 5-13, 5-14 y 5-15) y su

formulación dentro de un modelo inflacionario ,véanse [3]. En particular, se establecerán las

estructuras algebraicas de los correladores en el espacio de Sitter en relación con operadores

escalares, vectoriales y tensoriales en el marco del modelo inflacionario, tal como se discuten

en [3],[9][8]. Es de advertir que al calcular los correladores entre campos de distinta natura-

leza (tensor-escalar, vector-tensor, etc.), se observa que estos correladores son nulos por una

razón y es que cuando se impone la restricción de la especial conforme sobre un correlador,

esta exige que los campos deban tener los mismos pesos conformes y como cada campo tiene

un peso conforme distinto el correlador es cero [33]. Por lo tanto, nuestro enfoque se dirige

hacia el cálculo de correladores del tipo escalar-escalar, vector-vector y tensor-tensor.

Seguidamente se examinará la naturaleza de los operadores involucrados, identificándolos

como operadores cuasi-primarios. Se identificaran los pesos conformes asociados a cada ope-

rador del sistema en relación con los operadores previamente obtenidos, asegurando la con-

sistencia con la estructura teórica del modelo inflacionario.

El fin último es demostrar cómo los principios de la teoŕıa conforme se integran en el estudio

del modelo inflacionario, con énfasis en las implicaciones f́ısicas de los correladores en el espa-

cio de Sitter. Aunque algunos detalles espećıficos del modelo inflacionario no serán abordados

exhaustivamente, se proporcionarán las referencias pertinentes para quienes deseen profun-

dizar en ellos.
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Correladores de los campos del modelo inflacionario, bajo simetria conforme

El espacio de Sitter es un marco fundamental para comprender la dinámica del universo,

especialmente durante la fase de inflación; En particular el espacio de Sitter tiene un subes-

pacio que es conforme y se relaciona de manera análoga a como se discutió sobre el espacio

de incrustación en la sección 4.1. Este contexto se enriquece al estudiar las interacciones

entre campos escalares, vectoriales y tensoriales, los cuales juegan un papel crucial en la

generación de perturbaciones primordiales que podŕıan dejar huellas observables en el fondo

cósmico de microondas (CMB). Las interacciones entre estos tipos de campos se reflejan de

manera significativa en el análisis de sus funciones de correlación, que nos permiten entender

cómo las perturbaciones se transmiten y se relacionan en el espacio-tiempo inflacionario[8].

6.1.3. Correlador escalar-escalar

Vamos a establecer la acción del sistema para un modelo inflacionario en el cual esta actuando

un campo escalar masivo(Inflatón)[9][3][8]

Sϕ = −1

2

∫
dτd3x

H2τ 2

{
ηµν∂µϕ∂νϕ+

m2
ϕϕ

2

H2τ 2

}
. (6-15)

Donde ϕ es el campo escalar, mϕ es la masa asociada al campo, H es el parámetro de Hubble

y τ se definen en 6-1.

el subespacio euclidiano R3, el cual se comporta como un campo cuasiprimario con un peso

conforme no nulo en una región donde kτ → 0. Veamos que da origen a esta restricción.

Cuando se deriva la ecuación de movimiento de la acción 6-15 en el espacio de momentos

tentemos

ϕ̈− 2

τ
ϕ̇+ k2ϕ+

m2
ϕϕ

H2τ 2
= 0,

cuya solución después de aplicar la transformada de Fourier e ir al espacio de momentos es

ϕ(τ, k⃗) = τ 3/2
(
C1(k⃗)Jh(kτ) + C2(k⃗)Yh(kτ)

)
,

donde k⃗ es el momento del sistema y Jν y Yν son funciones de Bessel con h =

√
9
4
− m2

ϕ

H2 .

Cuando −kτ es pequeño (Escalas superhorizonte), se puede hacer una expansión asintótica

de las funciones de Bessel Jν(kτ) y Yν(kτ) que permite una aproximación del campo escalar

ϕ que esta definido en el espacio coordenado.

ϕ(τ, x⃗) ≈ τ
3
2
+hσ+(x⃗) + τ

3
2
−hσ−(x⃗). (6-16)

Si consideramos h en 6-16 su valor depende de dos casos mϕ < 3
2
H ó mϕ > 3

2
H. Para el

primero h > 0 pero el segundo caso es un numero complejo. El modelo fija h es positivo, lo
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que implica que la masa del campo esta acotada por una cantidad proporcional a la tasa de

expansión del universo. Dado que H es constante en el modelo. [3]. En ese orden la ecuación

6-16, tiene un termino σ+ que se desvanece y el termino dominante seria σ−, entonces:

ĺım
|τ |→0

ϕ(τ, x⃗) = τ
3
2
−hσ−(x⃗). (6-17)

Puesto que el campo escalar es invariante frente al grupo conforme ϕ
′
= ϕ, además de ser

homogéno [33] y bajo la dilatación 6-8, se tiene:

ϕ′ (τ ′, x′
i) = τ ′

3
2
−hσ′ (x⃗′) = λ

3
2
−hτ

3
2
−hσ′ (x⃗′) = τ

3
2
−hσ(x⃗) = ϕ (τ, xi)

σ′ (x⃗′) = λ−( 3
2
−h)σ(x⃗).

Operando de manera análoga con la especial conforme pero no directamente, si no con la

inversión 6-9 se tiene,

σ′ (x⃗′) = |x⃗|2(
3
2
−h)σ(x⃗). (6-18)

Para la traslación y la rotación 6-3 no representa un mayor esfuerzo hacer el mismo análisis.

Conclusión, la función σ es un campo cuasiprimario, según la definición 6-14.

Para determinar el peso conforme de σ solo basta con saber el valor del jacobiano para la

dilatación usando [24] y comparar 6-18 con 6-14. Aśı obtenemos que el peso conforme es:

∆σ =
3

2
− h =

3

2
−

√
9

4
−

m2
ϕ

H2
. (6-19)

Vamos a utilizar los correladores para el campo escalar tanto en su versión coordenada 4-8

como en el espacio de momentos 5-10, dado que ya tenemos el peso conforme del campo

escalar.

Correlador en el espacio coordenado:

⟨O (x1)O (x2)⟩ =
C12

(X2
12)

∆σ
=

C12

|x1 − x2|2∆σ
. (6-20)

Correlador en el espacio de momentos:

⟨O(p)O(−p)⟩ = C
(
p2
)∆σ− d

2 . (6-21)

6.1.4. Correlador vector-vector

Otra parte del modelo inflacionario [3] de interés, donde están involucrados los campos

vectoriales que interaccionan con campos escalares es:

Sϕ = −1

4

∫
d4x

√
−g [f(ϕ)FµνF

µν ] , (6-22)
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donde Fµν = ∂µAν−∂νAµ y g es la métrica en el espacio de Sitter. En este contexto, el campo

escalar representa el inflatón, mientras que el campo vectorial actúa como un componente

subdominante que afecta las perturbaciones de la curvatura primordial y puede dejar huellas

observables en el fondo cósmico de microondas (CMB).

De la acción 6-22 se deriva la siguiente ecuación de movimiento

∇µ (f(ϕ)F
µν) = 0, (6-23)

se asume que la dinámica inflacionaria homogeneiza las perturbaciones escalares, de mane-

ra que se aproxima el campo escalar como una función dependiente únicamente del tiem-

po, es decir, ∂iϕ = 0. Esto implica que la función de acoplamiento dependa del tiempo

f(ϕ) = f(ϕ(τ)) entonces ∂if = 0. En este caso, usando la aproximación de que la función

de acoplamiento f(ϕ) depende únicamente, de la componentes temporal y la parte espacial

de la ecuación de movimiento 6-23 para el campo vectorial en coordenadas, se simplifica de

la siguiente manera:

f∂iFi0 = 0, (6-24)

y

(∂0f)F0i − f (∂jFji − ∂0F0i) = 0. (6-25)

Se elige el calibre de Coulomb. Esto implica que se fija A0 = 0 y ∂iAi = 0. (el componente

temporal del campo vectorial se anula y la divergencia espacial del campo vectorial también

se anula). Bajo lo anterior la ecuación temporal 6-24 se anula y 6-25 se reduce a(
∂2

∂τ 2
−∇2 +

1

f

∂f

∂τ

∂

∂τ

)
A⃗(τ, x⃗) = 0. (6-26)

Se va a imponer que la 6-25 sea invariante bajo dilatación y f sea homogénea en el tiempo

f(λτ) = λnf(τ) (6-27)

En ese orden la función de acoplamiento sigue una ley de potencia:

f(τ) = c21(−Hτ)n, (6-28)

como se quiere que 6-28 sea positiva en el modelo, el n = −2α, con α < 0.

Ahora, sigamos el análisis en términos del campo canónico normalizado ai definido como

Ai (τ, xi) ≡
ai (τ, xi)√

f
, (6-29)

utilizando la normalización 6-29 en la ecuación 6-26 y yendo al espacio de momentos, obte-

nemos soluciones anaĺıticas en forma de funciones de Whittaker.

ã±(τ, k⃗) = C1±(k)Wα+1/2(0, 2ikτ) + C2±(k)Mα+1/2(0, 2ikτ) (6-30)
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Además, si tomamos |kτ | ≪ 1 en 6-30 , tenemos soluciones en términos de funciones de

Bessel modificadas de la primera clase Iν , las cuales en ese ĺımite se comportan de la forma

ã±(τ, k⃗) ≈ ũ±(k)(−Hτ)α+1 + ṽ±(k)(−Hτ)−α, (6-31)

La situación se vuelve más complicada debido a que el término dominante en las soluciones

depende del valor del exponente α. Hay dos casos a considerar:

Si α es mayor que −1/2, el término v±es el dominante. Esto significa que en la descrip-

ción del comportamiento del sistema en este rango, la función v±tiene un papel más

relevante que la función u±.

Condición de frontera: Se establece que al tomar el ĺımite cuando

|τ | → 0 : ĺım
|τ |→0

a±(τ,x) = τ−αv±(x). (6-32)

Esto significa que, cerca del ĺımite temporal, el comportamiento del campo a±está determi-

nado por la función v±multiplicada por una potencia de τ .

Si α es menor que−1/2, entonces el término u±domina. En este caso, la función u±tiene

un papel más relevante que v±.

Condición de frontera: Aqúı, la condición al tomar el ĺımite cuando |τ | → 0 es:

ĺım
|τ |→0

a±(τ,x) = τα+1u±(x). (6-33)

Esto indica que, en este rango de α, el comportamiento del campo a± está dado por la

función u±multiplicada por una potencia de τ .

Por otra parte, de manera similar a como se encontraron los pesos conformes en el caso

escalar, lo haremos para los campos u y v [3].Además, es claro que por el mismo argumento

son campos cuasiprimarios(al comparar 6-14 con 6-32 y 6-33 cuando n = 1 y d = 3).Veamos

los pesos conformes para v y u respectivamente:

∆v = 1− α, ∆u = α + 2.

Correladores para el campo conforme v.

Correlador en el espacio coordenado:

⟨Oα(x1)O
β(x2)⟩ =

C12I
αβ(x12)

x2∆v
12

, (6-34)
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donde Iαβ es como en 4-8.

Correlador en el espacio de momentos:

GV
αβ(p) = Cv12

πd/2

4∆v−d/2

Γ(d/2−∆v)

Γ(∆v)

(
ηαβ −

pαpβ
p2

)
(p2)∆v−d/2, (6-35)

donde παβ(p) = δαβ − pαpβ
p2

.

Correladores para el campo conforme u.

Correlador en el espacio coordenado:

⟨Oα(x1)O
β(x2)⟩ =

C12I
αβ(x12)

x2∆u
12

, (6-36)

donde Iαβ es como en 4-8.

Correlador en el espacio de momentos

GU
αβ(p) = Cu12

πd/2

4∆u−d/2

Γ(d/2−∆u)

Γ(∆u)

(
ηαβ −

pαpβ
p2

)
(p2)∆u−d/2, (6-37)

donde παβ(p) = δαβ − pαpβ
p2

.

6.1.5. Correlador Tensor-Tensor

De manera análoga, en los modelos inflacionarios también se desarrollan perturbaciones en

la métrica, las cuales son perturbaciones tensoriales de rango dos y la estructura de su

correlador en el espacio coordenado y el espacio de momentos es:

Correlador en el espacio de coordenadas:

⟨Oµν (x1)Oρσ (x2)⟩ =
C12

x2∆γ
12

[
Iµρ (x12) I

νσ (x12) + Iµσ (x12) I
νρ (x12)−

2

d
δµνδρσ

]
. (6-38)

Correlador en el espacio de momentos:

Gαβµv
T (p) = cT12

πd/2

4∆γ−d/2

Γ (d/2−∆γ)

Γ (∆γ)
Παβµv

d (p)
(
p2
)∆γ−d/2

. (6-39)

Donde, Πd
αβµν(p) =

1
2
[παµ(p)πβν(p) + παν(p)πβµ(p)]− 1

d−1
παβ(p)πµν(p) tal que παβ(p) = δαβ−

pαpβ
p2

y ∆γ es un peso conforme asociado a una perturbación de la métrica. Para mayores

detalles ver [9].

Para concluir: en este caṕıtulo obtuvimos los resultados 6-20, 6-21, 6-34,6-35 ,6-36,6-37, 6-38
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y 6-39 los cuales nos dan la estructura de las correlaciones de tipo escalar-escalar, vector-

vector y tensor-tensor en un modelo que exhibe simetŕıa conforme en una región asintótica

identificada con R3 en el ĺımite kτ → 0. Es de resaltar que estos resultados no dependen de

la forma particular de las interacciones que desarrollen los diferentes campos escalar, vector

y tensor en el modelo, sino del hecho de que en ese subespacio el sistema tiene simetŕıa

conforme. Las correlaciones de los campos en el sistema, de esta forma, están moldeadas por

la simetŕıa de fondo más que por detalles particulares de los términos de interacción.



7. Perspectivas Futuras

El presente trabajo abre diversas ĺıneas de investigación futuras que pueden extender y

complementar los resultados obtenidos. A continuación, se detallan algunas de las direcciones

más prometedoras:

1. Establecimiento de fórmulas para correladores de n puntos: 1. Generalizar las

razones cruzadas de manera expĺıcita, que se desarrollaron en la sección 2, con el fin de

establecer una fórmula para n puntos y relacionar esto con el correlador correspondiente

para campos escalares.

2. Identidades de Ward para campos vectoriales y tensoriales: Se podŕıa abordar

el estudio de las identidades de Ward en el espacio coordenado para correladores de

n puntos en los casos vectorial y tensorial. Este enfoque contribuiŕıa a una mayor

comprensión de las simetŕıas subyacentes y sus implicaciones f́ısicas en sistemas que

incluyen escalares, vectores y tensores [13].

3. Solución de las ecuaciones de Ward: Una posible extensión es la solución de las

ecuaciones de Ward para cada tipo de campo (escalar, vectorial y tensorial), siempre

y cuando el número de puntos permita soluciones anaĺıticas o numéricas [33].

4. Cálculo de correladores con simetŕıas adicionales y simetŕıas en ciertos ĺımi-

tes: Finalmente, se podŕıan calcular correladores que presenten simetŕıa conforme par-

cial o que respeten otras simetŕıas alternativas. Asimismo, podŕıa ser de gran interés

explorar casos en los que se tome el ĺımite no relativista de la simetŕıa conforme, el

llamado grupo de Schrödinger [2, 23, 27, 5, 21, 41], el ĺımite con velocidad de la luz

nulo, el llamado grupo de Carroll [28, 17, 10]. También es de interés estudiar casos

en los que hay simetŕıas discretas como la simetŕıa de paridad en sistemas donde hay

operadores que rompen dicha simetŕıa [8, 9, 3].

Estas ĺıneas de investigación abren nuevas oportunidades para profundizar en la estructura

matemática y f́ısica de los correladores en teoŕıas de campos en el espacio de Sitter, aportando

a la comprensión del comportamiento de las perturbaciones en modelos cosmológicos.



A. Correlador de dos puntos para

campos tensoriales de orden dos

Siguiendo la proyección del correlador para operadores vectoriales de Spin uno, del espacio

de incrustacion al espacio R3 se va a establecer el correlador para operadores tensoriales de

rango 2, para dos puntos.

Para empezar se debe expresar el correlador como una combinación lineal de tensores de dos

ı́ndices que cumplan las mismas propiedades que los tensores en 4-8

Resumamos esto:

Un tensor de dos ı́ndices OA1A2(X) debe cumplir las siguientes condiciones:

Definido en el cono nulo: X2 = 0.

Simétrico: OA1A2(X) = OA2A1(X).

Sin traza: ηA1A2OA1A2(X) = 0.

Homogeneidad: OA1A2(λX) = λ−∆OA1A2(X).

Transversalidad: XA1OA1A2(X) = 0 y XA2OA1A2(X) = 0.

Estas condiciones garantizan que el tensor sea conforme e invariante bajo el grupo SO(1, d+1)

en el espacio de embebimiento.

ηABnCD;nABXC
1 X

D
2

x1 · x2

;
XA

1 X
B
2 X

C
1 X

D
2

(x1 · x2)
2 , (A-1)

claramente el tensor de rango 4 debe respetar la condiciones mencionadas y debe formarse

con tensores de A-1 en combinación lineal. obtenemos :

〈
OAB (X1)O

CD (X2)
〉
=

C

(X1 ·X2)
A

[
1

2

(
ηAC − XA

1 ·XC
2

X1 ·X2

)(
ηBD − XB

1 ·XD
2

X1 ·X2

)
(A-2)

+
1

2

(
ηAD − XA

1 ·XD
2

X1 ·X2

)(
ηBC − XB

1 ·XC
2

X1 ·X2

)
(A-3)

− 1

d

(
ηAB − X

(A
1 ·XB)

2

X1 ·X2

)(
ηBC − X

(B
1 ·XC)

2

X1 ·X2

)
. (A-4)
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Donde

X
(R
1 X

M)
2 = XR

1 ·XM
2 +XM

1 XR
2 .

Ahora hay que proyectar desde el espacio de incrustación al espacio coordenado d dimen-

sional. Unas de las proyecciones que son útiles son las utilizadas para la ecuación 4-8. Pero

hace falta construir algunas proyecciones de algunos nuevos términos.

⟨Oµν (x1)O
ρσ (x2)⟩ =

∂XA
1

∂xµ

∂XB
1

∂xν

∂XC
2

∂xρ

∂XD
2

∂xσ
⟨OAB (x1)OCD (x2)⟩ . (A-5)

Vamos a proyectar cada uno de los términos del miembro derecho de la ecuación A−1, A−2y

A− 3. Se pueden resumir en tres estructuras, lo único que varia en cada caso son los ı́ndices.

A.0.1. Parte 1.

∂XA
1

∂xµ

∂XB
1

∂xν

∂XC
2

∂xρ

∂XD
2

∂xσ
ηACηBD =

(
∂XA

1

∂xµ

∂XC
2

∂xρ
ηAC

)(
∂XB

1

∂xν

∂XD
2

∂xσ
ηBD

)
= δµρδνσ. (A-6)

A.0.2. Parte 2.
∂XA

1

∂xµ

∂XB
1

∂xν

∂XC
2

∂xρ

∂XD
2

∂xσ

(
ηAC XB

1 :XD
2

x1·x2

)
=

1

x1x2

[(
ηAC

∂XA
1

∂xµ

∂XC
2

∂xρ

)(
XB

1

∂XB
1

∂xν

)(
XD

2

∂XD
2

∂xσ

)
=

1

−1
2
x2
12

[
δµρx

v
12x

(
B
1

∂XB
1

∂xv

)(
XD

2

∂XD
2

∂Xσ

)]
.

Obtenemos xB
1

∂xB
1

∂xv
de la mis sna manera cono se han calculalado las otras provecciones.

xB
1

∂xB
1

∂xv
= 0.

A.0.3. Parte 3.

∂xA
1

∂xM

∂xB
1

∂xv

∂xC
2

∂xρ

∂xD
2

∂xσ

xA
2 · xC

1

x1 · x2

xB
2 · xD

1

x1 · x2

=

1
1
4
x4
12

(
xA
2 · ∂x

A
1

∂xA

)(
xc
1

∂xC
2

∂xρ

)(
xB
2

∂xB
1

∂xv

)(
xD
1

∂xD
2

∂xσ

)
=

1
1
4
xA
12

(
xµ
2 − xM

1

)
(xρ

2 − xp
1) (x

v
2 − xv

1) (x
σ
2 − xσ

1 ) .
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Con un poco de esfuerzo usándo los resultados obtenidos obtenemos:

⟨Oµv (x1)Oρσ (x2)⟩ =
C12

x2∆
12

[
Iµρ (x12) I

vσ (x12) + Iµσ (x12) I
vρ (x12)−

2

d
δµvδρσ

]
(A-7)

A.0.4. Teorema de Euler de la función homogénea

Partimos de la condición de homogeneidad:

f(λx) = λkf(x). (A-8)

Tomamos la derivada con respecto a λ en ambos lados:

d

dλ
f(λx) =

d

dλ

(
λkf(x)

)
. (A-9)

Aplicamos la regla de la cadena en el lado izquierdo:

∑
j

∂f(λx)

∂xj

d

dλ
(λxj) = kλk−1f(x). (A-10)

Como d
dλ
(λxj) = xj, obtenemos:

∑
j

xj
∂f(λx)

∂xj

= kλk−1f(x). (A-11)

Evaluamos en λ = 1 para recuperar la dependencia en x:

∑
j

xj
∂f(x)

∂xj

= kf(x). (A-12)

Esta es la ecuación diferencial de Euler para funciones homogéneas:

∑
j

xj
∂f(x)

∂xj

= kf(x). (A-13)

Lo que significa que f(x) satisface una ecuación diferencial de primer orden en términos de

sus variables xj.

Esta es una ecuación diferencial de Euler para funciones homogéneas. La solución general

tiene la forma:

f(x) = Cxα1
1 xα2

2 · · ·xαn
n , (A-14)

donde los exponentes αj deben satisfacer la condición:∑
j

αj = k. (A-15)
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Esto significa que la función f(x) es un monomio de grado k en las variables xj, con coeficiente

C que puede depender de otros parámetros adicionales del problema. En el caso más general,

la solución puede ser una combinación de monomios de este tipo.
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