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Resumen

Analisis de sistemas con simetria conforme en el espacio de momentos.

Este estudio aborda las transformaciones conformes en el espacio euclidiano, revisando tanto
sus versiones finitas como infinitesimales, y explorando sus propiedades clave. A medida que
se avanza, se establecen una serie de resultados sobre las funciones de correlacion para
campos escalares de n-puntos. En particular, se calcula las funciones de correlaciéon bajo las
transformaciones de dilatacion y especial conforme.

A partir de estos resultados, se deriva las identidades de Ward en el espacio de coordenadas
para campos escalares de n-puntos, y posteriormente se reescriben estas identidades en el
espacio de momentos utilizando la transformada de Fourier. En este espacio, se logra cons-
truir funciones de correlacién que satisfacen de manera general las identidades de Ward de
dos puntos, extendiéndolas a casos mas amplios que incluyen campos escalares, vectoriales
y tensoriales.

Finalmente, se demuestra la relevancia de la teoria conforme en cosmologia, donde la geo-
metria del periodo inflacionario del universo esta descrita por el espacio de Sitter, similar al
espacio de Minkowski. Las simetrias conformes estudiadas permiten aplicar conceptos fun-
damentales de la fisica tedrica a este contexto, proporcionando una herramienta poderosa
para analizar las fluctuaciones iniciales del universo y su estructura a gran escala.
Palabras clave: (Transformaciones conformes, espacio euclidiano, funciones de corre-
lacion, campos escalares, identidades de Ward, transformada de Fourier, campos ten-

soriales, cosmologia, espacio de de Sitter, periodo inflacionario).
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Abstract

Analysis of systems with conformal symmetry in momentum space.

This study addresses conformal transformations in euclidean space, reviewing both their
finite and infinitesimal versions, and exploring their key properties. As the study progresses,
a series of results regarding n-point correlation functions for scalar fields are established. In
particular, the correlation functions under dilation and special conformal transformations
are calculated.

Based on these results, the Ward identities in coordinate space for n-point scalar fields
are derived, and these identities are then rewritten in momentum space using the Fourier
transform. In this space, correlation functions that generally satisfy the two-point Ward
identities are constructed, extending them to broader cases that include scalar, vector, and
tensor fields.

Finally, the relevance of conformal theory in cosmology is demonstrated, where the geometry
of the inflationary period of the universe is described by de Sitter space, similar to Minkows-
ki space. The conformal symmetries studied allow fundamental concepts from theoretical
physics to be applied in this context, providing a powerful tool for analyzing the universe’s
initial fluctuations and its large-scale structure..

Keywords(Conformal transformations, Euclidean space, correlation functions, scalar
fields, Ward identities, Fourier transform, tensor fields, cosmology, de Sitter space,

inflationary period).
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1. Introduccion

En fisica, las simetrias son fundamentales. Son los hilos invisibles que entretejen y conforman
nuestro concepto del universo, proporcionando estructura y predictibilidad. El concepto de
simetria no se trata solo de equilibrio y repeticién; se trata de las invariancias que gobiernan
las leyes fisicas. Cada simetria corresponde a una ley de conservacién, como establece el teo-
rema de Emmy Noether, uno de los hallazgos mas profundos en la fisica tedrica. Por ejemplo,
la simetria del espacio bajo traslaciéon conduce a la conservacién del momento, mientras que
la simetria rotacional lleva a la conservacion del momento angular. En la mecanica clasica,
los principios de simetria simplifican el analisis de los sistemas, reduciendo interacciones com-
plejas a formas més manejables. La belleza de las simetrias en la fisica se extiende desde lo
macroscépico hasta lo microscopico. Por ejemplo, en el ambito de la relatividad, la simetria
del espacio-tiempo bajo transformaciones de Lorentz sostiene la constancia de la velocidad
de la luz y la naturaleza entrelazada del espacio y el tiempo. En la mecénica cuantica, la
rama de la fisica que describe el comportamiento de las particulas a las escalas mas pequenas,
la simetria es atin més crucial. La simetria de intercambio clasifica las particulas en bosones
y fermiones, dictando sus estadisticas y comportamientos colectivos. Las simetrias de gauge,
fundamentales en el modelo estandar de la fisica de particulas, describen las interacciones
fundamentales a través de invariancias bajo transformaciones locales, proporcionando una
comprension unificada de las fuerzas fundamentales. La busqueda de simetrias, tanto visi-
bles como ocultas, ha sido y sigue siendo un impulso fundamental en la ciencia. Nos permite
descubrir las leyes subyacentes del universo y entender su complejidad inherente. La simetria
no es solo un principio estético; es una guia poderosa que nos lleva a las profundidades de
la realidad fisica, revelando la armonia oculta en el caos aparente.

La simetria conforme se remonta a los antiguos estudios de geometria, donde Euclides y
otros matematicos griegos establecieron las bases para el andlisis de las propiedades inva-
riantes bajo transformaciones geométricas [22]. Durante el siglo XIX, el estudio formal de
las transformaciones conformes fue desarrollado por matematicos como Carl Friedrich Gauss
y Bernhard Riemann, quienes investigaron las propiedades de las superficies y las funciones
complejas, respectivamente [39]. El trabajo de Sophus Lie a finales del siglo XIX, introdu-
ciendo la teoria de grupos continuos de transformaciones, marcé un hito importante en la
comprension de las simetrias en matemaéticas y fisica [30]. Este avance fue fundamental para
el posterior desarrollo de la teorfa cudntica de campos (QFT) en el siglo XX, donde la si-
metria conforme se convirtié en una herramienta esencial. Pioneros como Hermann Weyl y
Eugene Wigner exploraron la relacion entre la simetria y las leyes de la fisica, sentando las



2 1 Introduccién

bases para futuras investigaciones [12]. En las décadas de 1970 y 1980, la teoria conforme de
campos (CFT) emergié como una rama significativa de la teorfa cudntica de campos( QFT),
especialmente en el contexto de la teoria de cuerdas y la fisica estadistica. Alexander Polya-
kov y otros hicieron contribuciones esenciales en este campo, avanzando nuestra comprensiéon
de las interacciones fundamentales [37]. La relevancia de la simetria conforme continué cre-
ciendo en las décadas siguientes, particularmente con la propuesta de la correspondencia
de Anti-de Sitter (AdS) con Teoria de campos conforemes(CFT) por Juan Maldacena, la
cual establecié una conexion profunda entre la teoria de cuerdas y las teorias conformes de
campos [31].

En referencia a la teoria de transformaciones conformes. El interés en el estudio de la teoria
de campos conformes se ha mantenido vigente a lo largo de las 1ltimas décadas sustentado
por diferentes aplicaciones y posibilidades tedricas[21]. Por una parte, el asunto tiene in-
terés matematico intrinseco ya que ha permitido conectar y explorar diferentes areas de las
mateméticas [18]. Por otra parte, la teorfa de campos conformes ha sido de esencial para
formular diversos resultados de importancia central en la teoria de cuerdas [30], para revelar
conexiones profundas entre las teorias de gauge y las teorias de gravedad en espacios tipo
(A)-de Sitter [1] y para describir fenémenos criticos en mecanica estadistica [11].

En cosmologia tedrica, las herramientas de la teoria conforme de campos han sido impor-
tantes para describir caracteristicas dinamicas y estadisticas de modelos cosmolégicos del
periodo inflacionario y del periodo dominado por la energia oscura. Estos periodos se ca-
racterizan por tener un alto grado de simetria en el espacio de fondo. En ese contexto, las
simetrias del espacio de fondo restringen y moldean las propiedades de la funcién de densidad
de probabilidad asociada con los observables de los modelos. A lo largo de los tltimos anos,
se han realizado muchos estudios acerca de las caracteristicas estadisticas de las perturba-
ciones cosmoldgicas con un enfoque fuertemente basado en las simetrias del espacio de fondo
16, 11, 8]

Una manera practica de abordar estos estudios esta basado en el andlisis de las perturbaciones
en el espacio de los momentos (via transformada de Fourier) [33, 13]. En modelos cosmoldgi-
cos especificos, este abordaje se ha desarrollado recientemente en las referencias [1 1, 1, 8, 9].
En este trabajo se plantea continuar con este tipo de analisis en modelos inflacionarios en el
espacio de los momentos y explorar particularidades de modelos que pueden resultar impor-
tantes para describir caracteristicas estadisticas de las perturbaciones cosmolégicas durante
el periodo inflacionario.

El trabajo de revisiéon que se quiere desarrollar esta enfocado en responder cémo podemos
caracterizar las perturbaciones de los campos involucrados en el modelo inflacionario del
universo que plantea Baumann [7], usando las herramientas de la simetria conforme y en
general del grupo conforme[l2]. Ademas sobre el tema de campos conformes este se enfoca
en gran medida en los desarrollos y el seguimiento de resultados clasicos provenientes de
libros de texto reconocidos, tales como: Introduction to Conformal Field Theory [12], Ap-
plied Conformal Field Theory [21], Conformal Symmetry in Momentum Spaceand Anomaly



Actions in Gravity[33], entre otros.

Para darle contexto al problema, es necesario remitirse al mapa de fondo de microondas.
Este mapa es relevante porque su distribucién de temperatura esta relacionada con las fluc-
tuaciones de los campos que componen el modelo del universo primigenio. Este modelo tiene
dos elementos que nos interesan inicialmente: el inflatén (campo escalar) y un tensor métrico
el cual tiene una relacién muy estrecha con el escalar de Ricci (medida de la curvatura del
espacio-tiempo) que aparace en el modelo inflacionario. Sin embargo, en otras propuestas de
modelo del universo se consideran propiedades anisotrépicas en un campo vectorial, como en
[8]. Por otra parte, la relacién entre las fluctuaciones del campo inflatén y la distribucién del
mapa de microondas esta dada por lo que se denomina efecto Sachs-Wolfe. Esta relacién es
importante porque, si el campo Inflaton solo varia en funcién del tiempo, el fondo césmico de
microondas deberia ser perfectamente isotropico. Pero sabemos que no es asi, porque el mapa
de fondo de microondas difiere de un punto a otro en una diezmilésima parte de un Kelvin
(temperatura de fondo aprox. 2,73 K). Ahora, una propuesta razonable para analizar estas
distribuciones de temperatura en términos de la isotropia del fondo de microondas es que las
transformaciones conformes analizadas de una regién a otra sean invariantes respecto a esta
distribucion. Por ejemplo, si elegimos dos puntos y nos trasladamos, las distribuciones de
temperatura asociadas a estos nuevos puntos no difieren mucho de los dos primeros puntos,
y ocurre de la misma forma con la rotacién, la dilatacién y la transformacion especial confor-
me. De este modo, la teorfa conforme es una manera adecuada de aproximarse al problema.
Ademas, un sistema fisico que goza de alta simetria es susceptible de tener sus correladores
calculados sobre las fluctuaciones de los operadores del sistema que sean cuasi-primarios,
independientemente de la naturaleza del sistema fisico, aunque se requiere determinar los
pesos conformes, que son una cantidad que relaciona el operador con la transformacion apli-
cada al espacio. Asi, el trabajo esta enfocado en calcular funciones de correlacién de dos o
tres puntos para las fluctuaciones del campo escalar inflatén, el campo vectorial y el tensor
métrico del modelo inflacionario del universo.

Finalmente, en relacién al desarrollo del trabajo este se estructurada de la siguiente manera.
En el capitulo 3 revisaremos y describiremos los elementos basicos del grupo conforme,
el algebra de los generadores del grupo conforme, la nocion de campos cuasi primarios y
sus funciones de correlacion. En el capitulo 4 vamos a calcular las funciones de correlacion
y vamos a presentar las identidades de Ward las cuales son la expresién de la simetria
conforme de las funciones de correlacién de un sistema que presenta simetria conforme. En
el capitulo 5 vamos a describir las identidades de Ward en el espacio de momentos y con ello
vamos a calcular las funciones de dos puntos para campos escalares, vectoriales y tensoriales.
Finalmente en el capitulo 6 usaremos los resultados de los capitulos anteriores para aplicarlo
a un modelo inflacionario de interés en cosmologia. Con esto se cumplirian los objetivos
principales de este trabajo



2. Marco Teorico

2.0.1. Inflacion Cdosmica

La inflacién césmica es un concepto crucial en la cosmologia moderna, que aborda proble-
mas fundamentales del modelo del Big Bang estdndar. Segin [25], la inflacién se refiere
a un periodo inicial de expansion exponencial del universo, que ocurrié aproximadamente
10734 segundos después del Big Bang. Este fendmeno resuelve el problema de las condiciones
iniciales finamente ajustadas del universo observado, permitiendo que surja de condiciones
iniciales genéricas. En otras palabras, la rapida expansién durante la inflacion ajusta estas
condiciones a un estado que es consistente con las observaciones actuales [20].

2.0.2. Importancia de la Inflacién

La importancia de la inflaciéon radica en varios aspectos clave. Primero, explica la homoge-
neidad a gran escala del universo observable y proporciona un mecanismo para la generacién
de las pequenas fluctuaciones primordiales que dieron paso a la formacién de estructuras
a lo largo del tiempo en escalas cdsmicas [32]. Estas fluctuaciones cudnticas microscépicas
se magnificaron durante la inflaciéon y eventualmente se convirtieron en las semillas de las
galaxias y cimulos galdcticos que observamos hoy en dia[31]. Ademas, la inflacién ofrece un
marco tedrico para entender la fisica de altas energias que prevalecia en las primeras etapas
del universo, con escalas de energia potencial inflacionaria que pueden alcanzar valores tan
altos como 10'° GeV.

2.0.3. Modelos de Inflacion

En nuestro estudio, consideramos un escenario donde un campo escalar impulsa la expan-
sion inflacionaria y un campo vectorial contribuye a la generacion de la perturbacién de
curvatura primordial, siendo también una fuente de anisotropias estadisticas. Diversos estu-
dios han explorado modelos de inflacién que incorporan campos vectoriales como fuentes de
desviaciones estadisticas de isotropia y simetria de paridad. Entre estos, destaca el modelo
de Ratra [38], que introduce un campo vectorial acoplado a la inflacién para generar an-
isotropias en el universo temprano. Ademas, se han investigado modelos con acoplamientos
axién /pseudoescalar, donde un campo axiénico interactia con el campo vectorial, generando
caracteristicas en el espectro de perturbaciones y proporcionando posibles senales distintivas
observables en la radiacién de fondo de microondas. En particular, uno de los modelos de



nuestro interés involucra propiedades anisotropicas expresadas en un campo vectorial, como
en[8].

2.0.4. Accidon del Modelo

El modelo que abordamos se describe mediante la siguiente accion:

/ d*z\/—g { le——ﬁugba’*qﬁ V(gzﬁ)—if(qﬁ)FWF“” , (2-1)

donde M, es la masa de Planck, R es el escalar de Ricci, f es una funcién que depende
unicamente del campo escalar ¢. Asi, el campo vectorial A, estd representado en la acciéon
a través del tensor de esfuerzos F),, = 0, A, — 0,A,,. Este campo contribuye a la generacién
de anisotropias estadisticas que no se diluyen con la evolucion inflacionaria.

El campo escalar inflatén ¢ es responsable de la expansion inflacionaria. La funcién f(¢)
modula las interacciones del campo escalar con el campo vectorial, introduciendo términos
que permiten fenémenos como la magnetogénesis primordial [38, 11] y las ondas gravitacio-
nales alimentadas por las interacciones [0]. El tensor métrico g, proporciona la estructura
geométrica del espacio-tiempo en el modelo, y la acciéon incluye el término de curvatura
escalar R, que describe la gravedad en el marco de la relatividad general.

2.0.5. Funciones de Correlacion

El enfoque principal de este trabajo es el calculo de las funciones de correlacion para los cam-
pos involucrados en el modelo inflacionario. Las funciones de correlacién son herramientas
cruciales en la teoria de campos para estudiar las propiedades estadisticas de las fluctuacio-
nes cuanticas. En nuestro caso, calculamos las funciones de correlacién de dos y tres puntos
para las fluctuaciones del campo escalar inflaton, el campo vectorial y el tensor métrico.
Estas funciones permiten caracterizar las propiedades de las perturbaciones cosmologicas y
su evolucion durante el periodo inflacionario.

A continuacién presentamos algunas funciones de correlacién calculadas de forma generalu-
sando la teoria conforme para un campo-cuasi primario en dos puntos del espacio, los cuales
son invariantes bajo transformacion de dilatacién y la especial conforme, respectivamente

[24].

Pl — 2) = (61(21), ba(2)) = |$1_§;‘2A1+A2 (2-2)
= al) = (on(o). dnle)) = 29

En general, los A que aparecen en las funciones de correlacion como los coeficientes C;; son
cantidades que estan relacionadas intrinsecamente con el sistema fisico que en nuestro caso
es el modelo inflacionario, pero en general en el espacio de coordenadas esta es la forma
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de las funciones de correlacion para dos puntos bajo la invarianza conforme. Sin embargo,
nuestro interés esta en calcular las funciones de correlacién en el espacio de momentos como
en [33]. La funcién de correlacién de un campo escalar definido en dos puntos del espacio se
le aplica la transformada de Fourier para llevarla al espacio de momentos bajo dilatacion,
tomando la siguiente forma:

72T (d/2 — Ay)
GS(pQ) = 6A1A20312 2 (pQ)Alid/Q' (2_4)
4A7°D(AY)
Donde la relacién con el espacio de coordenadas esta dada por la siguiente expresion.
1
< O1(21)02(22) >= F.T.[GS(p2)] = 5A1A20512W- (2-5)
12

2.0.6. Técnicas y Métodos

En principio es fundamental establecer una serie de resultados que son fundamentales para
poder calcular las funciones de correlacién mencionadas. En ese sentido la teoria conforme
nos ofrece una serie de herramientas y conceptos que permiten calcular las funciones de
correlacién en sistemas fisicos que sean invariantes bajo el grupo conforme|[12].

Luego de haber establecido la relacién entre el grupo conforme y los campos cuasi-primarios,
comenzamos por calular las funciones de correlacién en espacios de momentos de sistemas
que tienen aproximadamente simetria conforme, como es el caso de la expansion acelerada del
universo y de determinadas caracteristicas del universo temprano. Realizamos un anélisis de
las equivalencias de las simetrias del sistema entre el grupo de De Sitter y el grupo conforme.
Luego, formulamos las funciones de correlacion en el espacio de momentos, espacio que
se obtiene aplicando técnicas de transformaciones de Fourier a las ecuaciones del sistema.
Ademas, establecemos las identidades de Ward, que nos permiten relacionar las distintas
simetrias del sistema.

Finalmente, calculamos las funciones de correlacién tipicas de observables relevantes en la
descripcion del universo temprano y su expansion. Este trabajo se enfoca principalmente en
una revision de la teoria de campos conformes, siguiendo desarrollos y resultados clasicos
de libros de texto reconocidos, con especial atenciéon en cémo actia la simetria del grupo
conforme en ciertos sectores del grupo.



3. Transformaciones Conformes

3.1. Generalidades

El estudio de las transformaciones conformes es de importancia capital al abordar fenéme-
nos muy particulares de la fisica (sistemas con simetria conforme). Mds adelante podremos
visualizar esto, cuando describamos algunos medibles de la etapa inflacionaria del universo,
con ayuda de las técnicas que se desprenden del uso de las transformaciones conformes. En
particular en este capitulo perseguimos lo que se denomina el dlgebra de Lie del grupo con-
forme!, donde por supuesto fijamos conceptos como el de generador de una transformacién
conforme, las condiciones de invarianza conforme, diferenciaremos dos tipos de transforma-
ciones conformes: las de tipo infinitesimal y las finitas. Finalmente establecemos los campos
cuasi-primarios primarios y las funciones de correlacién para varios puntos del espacio.

3.1.1. Invarianza Conforme

En términos formales una transformacién conforme (Local) para d > 2 es un difeomorfismo?
que esta definido de un conjunto abierto a otro abierto (d-dimensionales), cuyas métricas

73 que difieren en un factor (funcién escalar del

respectivas son funciones de escala ”suaves
campo) .Veamos esto formalmente.
Definicién: Sean M y N dos variedades?, d > 2 dimensionales y sea p un mapeo tal que
p:UC M — p(U) C N, donde U es un abierto. Se dice que una transformacién p es
conforme si se cumple que Ag = p x h, donde A es una funciéon positiva, A : U — R+;
Donde g y h son las respectivas métricas "suaves”de los conjuntos M y N.

Hay varias cosas que destacar de este tipo de transformaciones como veremos. Particular-
mente, estas transformaciones preservan los angulos de un espacio a otro a pesar del cambio
de coordenadas y el efecto respecto a sus respectivas métricas. Asi que es ilustrativo ver el

calculo que se realiza al respecto en las notas de clase de Stern [10].

'El grupo conforme y su algebra de Lie estdn estrechamente relacionados: el grupo est4 formado por trans-
formaciones conformes finitas, mientras que el algebra estd formada por los generadores infinitesimales
que dan lugar a esas transformaciones conformes.

2En términos més simples, es un tipo de funcién que mapea puntos de una variedad diferencial a puntos de
otra variedad diferencial, y ambas funciones (la funcién original y su inversa) son suaves (diferenciables).

3Funcién suave es aquella que tiene derivadas de todos los érdenes en su dominio.

4Conjunto de puntos que localmente tiene una estructura similar a la de un espacio euclidiano, pero glo-
balmente puede tener formas y propiedades més complejas.
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Por otra parte, es ilustrativo el siguiente caso: sean los conjuntos M y N tal que M = N,
M = R™™ la métrica asociada es n = diag(—1,...,—1,1,..,1), donde d = m + n.
e
Tenemos que el mapeo p : R* — R% : z# — z'#, el cual es conforme si la métrica cumple la
siguiente condicion:
ox'* 0x'P
Tlexf ort O A

Donde 1, (x) = n45(2") y la funcién A es positiva. Recordemos que en la condicién anterior

(3-1)

se sobre entiende el uso de la notaciéon de Einstein para las sumas.

En particular, para espacios euclidianos con dimensién d > 2, vamos a ilustrar cuando el
factor de escala A = 1. Veremos que corresponde a las transformaciones del grupo de Poincaré
formado por traslaciones y rotaciones de Lorentz °;. En especial cuando A es una constante,
esta correspondera a una transformaciones definida globalmente.

Célculo de A para las traslaciones: sea la transformacién p : * — 2/ = z* + a¥,
calculemos la condicién que debe cumplir la transformacion conforme y veamos que valor

toma A:
Oz’ 0z'P
or” _ a 8
77045 3:10” axl, 77a,6’(5u + O)(5V + 0)
— s (35)(3) (3-2)
= nlﬂ/'

Teniendo en cuenta (3-1) y (3-2) , concluimos que 7,,= An,,, con lo que efectivamente A = 1.
Calculo de A para las rotaciones: sea la transformacién p : @ — 2/* = (©*,)x" tal que
(©#, € SO(p,q)), calculemos la condicién que debe cumplir la transformacién conforme y
veamos que valor toma A:

z' Ox'P
o o o = Has(6°)5)((6%.)5)
= 105(0%,)(6",) (3-3)
= (@au)(naﬂ(@BV))
= Nuv-

Teniendo en cuenta (3-1) y (3-3), concluimos que 7,,, = A7, con lo que efectivamente A = 1.

3.1.2. Transformacion de coordenadas infinitesimales

A continuacién vamos estudiar una transformacién de coordenadas infinitesimales general
(estudiamos los términos de primer orden y establecemos unos resultados de interés) donde

STransformaciones que dejan inalteradas las distancias corresponden al grupo de Poincaré, que incluye
traslaciones (desplazamientos), rotaciones y transformaciones de Lorentz (transformaciones que mezclan
las coordenadas espaciales y temporales).
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¢(r) < 1. La transformacién infinitesimal es de suma importancia porque se obtienen como
restricciones de esta, las transformaciones conformes infinitesimales, es decir: La traslacion,la
rotacion, la dilatacién y la especial conforme.Todas en su version infinitesimal.

2’ =P + (1) + O(?). (3-4)

Pero antes es necesario calcular el factor de escala funcional A de esta transformacion de
manera que sea conforme, puesto que de este calculo se derivan una serie de resultados ttiles
que permiten formalizar lo que denominamos grupo conforme.

Ox'« 0z'P o 0 0€?
Mo g g = Med (0 + 35—+ O(E)(0] + 35— + O()
Oe®

ot

= 1as(0:(9,) + —(55))+naﬂ(5°‘(

2 oz + 25y + 0(e)

Oe? O™  Oé®

oxr” )+ oz (826” )
a8 De” 5 « Oe §

= 1050, (0,) + 52 (00))+1as(04) (52

€ 0e?
= Nuv + UQVM_FUMB% + 0(62)

O(Nawe®) +5(W€5 )
ozt oxv

= TNap (53

+ O(é?)

)+ O(e)

:nHV+

+ O(é%)

T 61/ 66 _
naﬁ 8:1:“ %7 Nuw + 8:(:“4—8:1:;’f + O( ) (3 5>

En este punto vamos a forzar 3-5 a que sea un factor de 7,

Oe, N Oe,,
ozt Oxv

= Nyv + 77;11/"‘3(55) + nuvo(€2>
= w1+ k(z) + O(?)). (3-6)

Ahora vamos averiguar la forma de la funcién k(z) que permita definir el factor de escala A.

Ny = Nuv + ( ) + 0(62)

de, Oe,
8:v“+8xl’ = )

Oe, Oe
uv v Ky uv
N (ot o) = B @

Oe Oe
v nuv My
(o) " (52 = ()

(W”Vau>€1/ (77’“’81,)6“ = dr(z)
0" (ey) + 0"(e,) = dr(z)
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20" (e,) = dr(x). (3-7)

Sustituyendo la ecuacién(3-7) en la ecuacién(3-6), concluimos que la funcién A(z) es:

20 -
Az)=1+ <aT€) + O(€?), (3-8)
donde definimos que 0-¢ = 0" (¢€,). Asi finalmente establecemos la forma del factor de escala

funcional A(x).

Formulas Utiles: Vamos a derivar varias formulas que son tutiles en la medida que nos
permitiran establecer la rotacién, la dilatacion, la traslacién y la especial conforme en su
version infinitesimal haciendo uso de la expresién (3-4) y de la funcién e(z) como lo veremos
posteriormente.

Resultado niimero 1: Establecemos la siguiente ecuacion:

Oc, 1 0% = 2(9) - €)1 (3-9)

oxH

Que claramente se deduce de (3-6) y (3-7) sin mayor esfuerzo.

Resultado nimero 2: Derivemos a ambos lados de la ecuacién (3-9) y definamos 8% = 0,.

& (Oule) + 0ule) = 950

2
O Ou(er) +00,(e,) = S0

2
0,(0-€)+0"0,(€,) = 8”8(8 €)M

2
0u(0 - €) + 070, (€u) = 0"(-(0 - €)1huw)
2
0,(0-€)+U(e,) = aau(a - €).
Derivamos de nuevo y luego intercambiando los indices p por v:

0,(0,(0-€) + 0(6) = 50,0,(0 - )

0,(0u(0- ) + 0,(0le,)) = 20,0,(0 ¢
0,(0,(0 ) + u(0(e1) = 50,0,(0 - ).

Ahora sumamos las dos ultimas expresiones, obteniendo:

D,(0,(0 - ) + 0u(T(er)) + Du(0u(D - €)) + Dy (O(e,)) = ga“ay(a o) + ?Z@a“(a o)

2 0.0,(0 -

20,0,(0 - €) +0(0,€e, + Ovey) = y
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Usamos la ecuacion (3-9) y la sustituimos en la ecuacién anterior, obteniendo:

20,0,(0 ) + Dl (9 6) = 0,0,(0 ¢
40,0,(0€) + D10+ €)) — 20,0,(0 - €) = 0
(0,0, + D) — 20,0,)(0 - €) = 0
(00,8, + D) — 20,0,)(0+ ) = 0
(d = 219, + DO )0 €) = 0
(O(d —2) + O(d))(8 - €) = 0

Entonces el resultado 2, se expresa como sigue®:

(d—1)0(0-€) = 0.

Resultado niimero 3: Vamos a derivar d, la ecuacién (3-9):

2
0,(0,€, + Ove,) = 8,)77W,C—Z@ €.

Luego permutamos los indices p, i v v, obteniendo tres ecuaciones:

2
0,06, + 0,0,€, = ﬁpnu,,aﬁ - €

2
0,0,€, + 0,0,6, = 81,77,)“88 - €

2
Oy + 0,0uey = Oty 0 - .

(3-10)

Ahora, sumamos las dos ultimas ecuaciones y a esta suma le restamos la primera ecuacion,

teniendo en cuenta que las derivas parciales conmutan, obtenemos el resultado ntimero 3:

a,uauep = é(_nw/ap + npuaz/ + nupau)(a ) 6))

3.1.3. Transformaciones Conformes Infinitesimales: Traslacion,

Rotacion, Dilatacion y Especial Conforme

(3-11)

Como ya lo habiamos mencionado en este apartado vamos a establecer las transformacio-
nes conformes infinitesimales que se derivan de la transformaciéon mas general (3-4). Para

comenzar podemos fijarnos en el termino €’(z) de la ecuacién (3-4), la idea es en primera

medida determinar que forma puede tener esta funcién.

SRevisar un manera muy corta de hacer estos cdlculos en [10]



12 3 Transformaciones Conformes

Si analizamos la ecuacion (3-10) claramente tiene una dependencia de €”(x); Podemos deducir
que la forma de 0 - € que satisface (3-10) es a lo sumo lineal en z#,

0-e=A+ B,x".

Dado que el operador O (es como una doble derivada), entonces e deberfa ser a lo sumo
cuadratica en x¥ para que respete la linealidad de 0 - €, entonces la forma que debe tener €”
es:

€y = ay + bx” + cpppat at. (3-12)

Como € < 1,entonces las constantes a, < 1,b,, < 1y ¢,, < 1, la ultima constante es
simétrica en los dos ultimos indices. Ahora vamos a analizar cada coeficiente de (3-12), asi
podremos establecer cuatro tipo de transformaciones conformes:

» Transformacién (Traslacién conforme Infinitesimal)
Haciendo b,, = 0y ¢, = 0 en en (3-12) y sabiendo que el término a, no esta
condicionado por (3-10). Asi definimos usando (3-4) la traslacién infinitesimal como:

? =+ (a,)

/
P =z +a

TP =2+ af. (3-13)

» Transformacién (Dilatacién conforme Infinitesimal)

Haciendo a, = 0y ¢, = 0 en (3-12) y sustituyendo en (3-9) encontramos que:

Oe, n de, 20 - €
drr o Ty
Abyrz7)  O(byx") 2
gor towr gl

2
be -+ b0, = My 30 (bt

2
byp + b = mugl(n”"@a)(bmf)

2 o T
bl/u + buV = 77;1118(77'0 )(bPTéa)

2
bup + b = 77W(E<bpcr)77pa-)
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Esta ecuacién obliga a que la parte simétrica’ de by, sea proporcional a la métrica.
Nosotros por lo tanto separamos el coeficiente b, como:

b = anu, + my,. (3-14)

Claramente la parte simétrica es an,, y la parte antisimétrica es m,, = —m,,,. En ese
orden la parte simétrica corresponde a una dilatacion infinitesimal conforme, asi de
(3-4) se deriva que la dilatacion es de la forma:

/

£ = ¥ 4 (b

/

7 = P )
£ = P a,)

T = 2% + anf(z,,)

Y =¥+ (3-15)

» Transformacién (Rotacién conforme Infinitesimal)

En este caso se usa la ecuacién (3-14) (parte antisimetrica), con a = 0 y de esta manera
obtenemos la parte correspondiente a una rotacién de tipo infinitesimal conforme, con
lo que(3-4) tomaria la siguiente forma:

!

£ = o (B

I

£ = P )

Y =Yz’ + (m¥,)a. (3-16)

Donde m¥, € SO(m,n).

» Transformaciéon (Especial conforme Infinitesimal)

Haciendo a, = 0 y b,, = 0 en (3-12) y sustituyendo lo obtenido en (3-11) vamos
a encontrar de que forma es el coeficiente C,,,,,. En este caso es 1itil hacer unos calculos
previos que se requieren para hallar el coeficiente en mencién.

Calculando la parte izquierda de(3-11) :
0v€p, = 0y (Cprox™27)

0y€p = Cpro (270, +2707)

"Recuerde que todo tensor de dos indices es suma de una parte simétrica y una antisimétrica
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_ o T
Ovep = CppoT” + Cpry@
0,0v€p = Covp + Cppu

0,0v€) = Cpup + Covp = 2Cpp.

Calculando la parte derecha de (3-11):
0-e= 0",

O (Cuvpr”x”) = 1M On(Cpupr”a”)
0-e=n"u,(0nz’ 4+ 00x"))
0 € =n""(cuap®” + cppar”)

0-e=c,,x" +c, 1"
d-€=c,x" +c z"
0-e=2c27.

Ahora derivamos esta la tltima expresion con el fin de reducir los célculos en (3-11).

0,(0 - €) = 2¢

wr*

Finalmente estos resultados nos permiten expresar(3-11) como:

1 w
2¢p0, = E(_mwap + 1pu0y + 771,/,(9#)(20“]71"7)

1 w w w
2Cp1/,u = E<_77,ul/26wp + npﬂ2cwu + nVPQCw,u)
Cpr/u = a(_nul/cﬁp + npucgy + nVPQCzp,)'

Vamos a definir g, = écﬁw de esta forma el coeficiente buscado se escribe como:

Covp = _nuuﬁp + npuﬁu + nupﬁ,u-

En este punto debemos expresar el coeficiente c,,,, de manera que satisfaga la ecuacién (3-4).

nwpcﬂlfu = nwp(_nw/ﬁp + npuﬁl/ + nupﬁ,u)
va,u = T]wP(—mwﬁp + np,uﬁu + 77upﬁu>'

Entonces, bajo los resultados anteriores tenemos que la ecuacién(3-4) deriva la transforma-
cién especial conforme como,

/

¥ ="+ ()"t

’

x® =2+ 0 (=nwBp + Npuby + MupBu)” 2"
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2 =2+ P (=B’ T 4 1 BT T+ BT 2
2 =2 + 0 (= Bpx” + (B - )2+ Ny BT )
T = 2 4 1 (=B 4 0p(B - )+ )

2 =1 + (= Bpx” + npu(B - )2 + (B - )Y
rY =¥+ 77WP<_ﬁpx2 + 21pu (B - x)2")

Y =¥+ 77“”(—6,,1'2 +2(8 - x)npuat)

Y = a¥ — BUx? 4 2(8 - x)av. (3-17)

Asi la transformacién especial conforme queda establecida en la ecuacion (3-17)

3.1.4. Transformaciones Conformes finitas y sus generadores

En este apartado establecemos en primer lugar como se deducen las transformaciones confor-
mes infinitesimales a partir de las transformaciones conformes finitas; Ademas, se establecera
lo que denominaremos como generadores de las transformaciones conformes finitas. Mostran-
do como se relacionan. 8La siguiente tabla registra las transformaciones conformes finitas.

Transformacion Ecuacién
., !
Traslacién zH ="+ a*
. ., !
Dilatacién k= gt
., /
Rotacion zt = MF, 2"
’ " 2 m
: w_ _ah—(z*)B
Especial Conforme T = TG

Tabla 3-1.: Transformaciones Conformes Finitas.

Como lo vimos, para definir las transformaciones infinitesimales son necesarias las siguientes
restricciones: € < 1,donde a, < 1,0, < 1y ¢, < 1. Laidea es que a partir de las transfor-
maciones finitas, se infieran las transformaciones conformes infinitesimales. Lo hacemos de
esta manera, para ilustrar la conexion. Sin embargo, se puede realizar la inferencia partiendo
de las trasformaciones infinitesimales. Incluso, cabe la posibilidad de deducir ambos tipos de
transformaciones usando los generadores.

» (Traslaciones)
Tenemos que la traslacién finita esta dada por: z'# = z* + a*. Si hacemos que a* < 1.
Es suficiente para que esta traslacién sea trivialmente infinitesimal como en (3-13).

8El camino para deducir los generadores de las transformaciones conformes se puede consultar en [20]
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» (Dilatacién)
Tenemos que la dilatacién finita esta dada por z'# = Az*, donde A es real . Si en
particular, tomamos a A = a + 1, con |a] < 1. Tenemos que:

rH = (14 a)a

!
ot ="+ azh.

Tenemos que en (3-14) la constante b,v, cumple una condicién muy especial para
que se derive la dilatacién infinitesimal. Para ello reescribimos la transformacién asi:
" = oM, z¥ +adt,x”, entonces, podemos definir b, = ad*,, donde b*, = n*7b,,. Dado
que |a| < 1 se tiene [b¥,| < 1y por lo tanto |b,,| < 1. En ese orden, la dilatacién
z'* = 2t 4 ax, en efecto es del tipo infinitesimal y cumple las restricciones de (3-15)

» (Rotacién)
La rotacién finita esta dada por la siguiente expresién z'* = M*#,z" para cualquier
matriz M , € SO(m,n). Ahora lo que debemos hacer es reescribirla de tal manera
que logremos llevarla a su forma infinitesimal. Para ello podemos elegir una matriz
de rotacién adecuada como sigue, M*, = §*, + m*, tal que |m*,| < 1. Ahora la
transformacién toma la siguiente forma 2'# = (6#, + m*,)z” que es equivalente a

= (6 + (mt,)a”

o =gt + (m*,)z".

Asi claramente tenemos la transformacion infinitesimal (3-16)

» (Especial Conforme)
De la misma manera que hemos venido estableciendo las distintas trasformaciones
infinitesimales, este caso no es la excepcion. Partimos de la transformacién Especial

Conforme finita:
/ at — (x-x)pH

vt = 1—2(8-x)+ 2%

es importante resaltar que elegimos el coeficiente |5| < 1 para nuestro propésito.

Teniendo en cuenta este hecho vamos a realizar una expansién de Taylor de primer
orden en [, sobre la transformacion finita:

I

S = (@ (o))~ 2B ) + )
(¢ = (z-2)B") (1 =2(8-2))"" =
(@ = (z-2)p") (1 +2(8 - x)) =
ot — Bra? 4+ 2(8 - )t

En efecto es la transformacién infinitesimal (3-17).
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Para cerrar, ilustraremos la manera en que los generadores permiten deducir algunas de las
transformaciones conformes finitas, haciendo uso de la expansion de Taylor de la funcién
exponencial, definida sobre los generadores. Para empezar se tiene que las transformaciones
finitas y los generadores se relacionan mediante la siguiente ecuacién z'# = e %54 donde
Jap €s un generador de dos indices, pero esto puede variar.

» Generador para las traslaciones
. . ’ DN
El generador de las translaciones es Py = —idy, debemos comprobar que z # = ¥ gt
se satisface con la transformacion. Veamos:

w o ow? Wl

Py et T 1

e —(1+1!+2!+3!+...)x.
Tal que w = ie*(—idy).Debemos calcular cada termino de la serie, actuando sobre x*
entonces, el término n-esimo de la serie es %x“ = (0 para n > 2. Entonces, la serie da

como resultado: ) 5

@i v Y B b g ek
(1+1!+2!+3!—|—...)x = ot + €.

En efecto el generador propuesto corresponde a la transformacion de traslacion finita
como se esperaba.

= Generador para las dilataciones
El generador de la dilatacién es D = —iz*d,, entonces como lo hicimos antes debemos

calcular la siguiente serie:
2 3
- W  w w
€D _pu o
et =14+ =4+ =+ —+...)z"
( +1!+2!+3!+ )
Tal que w = ie(—iz*dy).Entonces, el término n-esimo de la serie es %x“ = %m“ para
n > 0. Entonces, la serie nos da como resultado:

w o ow? oWl
B e
(1+1!+2!+3!+...)x = ezt

Con lo que obtuvimos una transformacion de dilatacion finita.

= Generador para las rotaciones
El generador para la rotacion es Loz = i(2,05 — 250, ), entonces calculamos la siguiente

serie: ) .
sy g @
e x—(1+1!+2!+3!+...)x.
Tal que w = i€i(2,05 — 250,) donde, v = 9. Entonces, el término n-esimo de la

. n 2n ’y '\/1 . ’Y’V‘L*l
serie es g = (€1m1)(e 22'2) (=1 yn)

del termino n-esimo de otra manera. 2" (€71m) (€7 972)... (€1 y,) = 27(W7,,). Las

2 para n > (0. Expresemos el numerador

matrices (W7, ) tienen las mismas dimensiones, asi que la siguiente suma de matrices
nos da un matriz (De hecho cuadrada) de la forma:
2(W7,)x” n 22(W,)z” n 23(W,)x”
1! 2! 3!
Con lo que tenemos una transformacién de rotacion finita.

¥ + + .. =(M",)x".
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T —hH

at

- J*

Figura 3-1.: Transformacién especial conforme [12]

3.1.5. Resultados destacados(Transformacion Especial Conforme)

En este apartado se van a resaltar varios aspectos de interés de la transformacion Especial
Conforme finita, en primer lugar debemos dejar establecido que el generador para esta trans-
formacién es kg = —i(223270, — (x-x)0p) y seria un buen ejercicio que escapa a los objetivos
de este trabajo, probar que tal generador cumple:

ieﬂligxu _ at — (:E ) x)ﬂ# ‘
20 ) + P

Por otra parte, la transformacion Especial Conforme finita puede reescribirse como una

e

inversion, seguida de una traslacion, seguida de otra inversion. Donde una inversién es una

., . / /lL . . .
transformacion del tipo z# — Z—. En ese orden la Especial Conforme cumple la siguiente
relacion:

’

TH xH
— = (3-18)
x - x-x
relacion que puede visualizarse en dos dimensiones como en la Figura 2-1.
Vamos a probar que en efecto la transformacion Especial Conforme Finita satisface la relacién

. / /
descrita. Para ello debemos expresar x - x de otra manera.

’ ’ Tr — ,TQ Tr — .TQ
ror =0 —2(6~<x) )fﬁw)(l —2(ﬁ~<x) )fﬁ%c?
r? — 2B — x2?B + (2%b)?)
(=23 2) + P’
_2*(1—aB —xf + p*a?)
(=20 -2) + PP

/ /

r -r =

)

2
1—2(B-x)+B222 " (3—19)
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Ahora si tomamos la Especial Conforme Finita y la dividimos por x - x y la reescribimos de
una forma conveniente, obtenemos:

a#(1—2(8 2) + F2%) _ a*

— — "

T-x T-x

‘' @

x o g

2 o :
T-x

(1-2(B-2)+5%2?)
Si usamos (3-19) en esta ultima expresion, obtenemos (3-18) como se esperaba.
Otro resultado importante que complementa la discusion que se hizo en 7.1.1, es calcular el
valor del factor de escala conforme A para la transformacién Especial Conforme Finita. Asi
que nos dispondremos a ello. Empezamos por recordar que el factor de escala buscado respeta
la condicién que expresa (3-1), asi que veamos que valor toma A(z). Vamos ha calcular los
términos de (3-1) en forma independiente.

'
gx = [(6F — 2b"z4) (1 — 2ba + b%2?) — (2 — 2V") (—2b, + 22,0%)| P2
e N ~~ - ~~ A ~~ - ~~ d
a P b c
o'V
ai - = (0% — 20 wg) (1 — 20w + b22®) — (2 — 2°") (~2b + 2250%)| P2
o P . f
8ZL’/“ aI‘IV —4 2 74
nﬂyﬁw =N ([aP — be][dP — ef])P™" = nu,(adP* — aPef — bedP + bee f) P,

calculando por secciones:
Nuwaef = N (08 — 2z,07) (2" — 22b”)(—2bg + 225b%) =
2(Naw — 2x4b, ) (2% — 220Y)(—bg + 25b%) = 2(x o — T%bo — 2200, 7" + 224,027 ) (—bs + 25b*) =

2(xo[1-2b, 27 +2b, 220" | —2%ba) (—bs+15b%) = 2(xo[1-2b.2+0? 2%+, b* 2% —2%ba) (—bs+x50?)

= 2(xo P + x,b*2? — 2%, ) (—bs + x5b%) (3-20)

Nubed = 1, (0% — 2x50") (2 — £20)(—2bs + 2240°)

= 2(xgP + xgb*x? — 2%bs)(—by + 14b%) (3-21)

nuwbcef = nu (x# — 220") (=2, + 22,0%) (27 — 22b”)(—2bg + 2x5b?)

= N [rra” — ara?b’ — 22 + (22)20H0] (=20, + 22407)(—20s + 2x507)
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= [2? — (2 - b)x? — 2%(z - b) + (22)%V?](—2b, + 224,0?)(—2bs + 225b°)
= 2%(1 — 2z - b+ b?2%)(—2b, + 22,0%)(—2bs + 225b?)

= 22P(—2b, + 22,0?)(—2bs + 225b°)

= 4$2pk1, kQ (3—22)

nuuad = 77uu<55 - 233ab”)(5g - Qbiy>

— (Now — 22ab, ) (8 — 2250")

= (Nap — 20 — 2obg + 4xq25b?). (3-23)

Usando los resultados (3-20), (3-21), (3-22) y (3-23) con ky = (—by +20?) y ko = (bs +x5b?)
tenemos que:

AruwladP? — aPef — bedP + bee f] =

= 31 (P*ap+223P%ky 4224 P?ky — 2P (20 P+ 2,0°2? — 220, ) ko — 2P (25 P+ o b2 2 — 2%bg) ey +
22 P4k ks.

De la expresion anterior, claramente queremos que:

205 Pk, + 224 Pk — 2(x0 P + 2,0%2% — 2204 ) ko — 2(xg P + xgb%a? — 22bg)ky + 2?4k1ks = 0.
Probemos que en efecto la ecuacion anterior es cero.

13 Pky + 2o Pky — 24 Pky — 25 Pky — (2,022 — 2%by ) ko — (w5b%2? — 22bp)ky + 2°2k1 ko

= —b2 02 (zoke + xpky) + 2%ka(be + k1) + k1 (b + k2)
= —b2$2(l‘ak2 + $5k1) + $2k2$ab2 + $2k1x5b2

= —b2 02 (zo ke + xpky) + 220 (kozo + k15) = 0,

como se queria.

Por lo tanto A = (1 —2(83 - z) + 3%2?) 72, es el factor de escala de la transformacién Especial
Conforme finita.

Para finalizar, debemos destacar que la transformacién Especial Conforme finita no esta
definida globalmente. Su denominador se hace cero, para el punto z* = ﬁﬁ“. Probemos
esto; Tenemos que B+ = n,r3%27 = napﬁa(g—;/) =1y p%?% = g—jg—z = 1, entonces de acuerdo
a estos resultados tenemos que:

1-2B-2)+ %22 =1-2(1)+1=0.
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Para resolver esta singularidad, se asigna ese punto en el infinito y asi se define globalmente
la transformacién. Un caso interesante se analiza cuando la dimensién es 2, en cuyo caso

aplican un proceso llamado de compactificacién del espacio®.

3.1.6. Grupo Conforme y Algebra Conforme

Podemos definir el grupo conforme para d > 3, como el conjunto de las transformacio-
nes conformes finitas(traslaciones, dilataciones,rotaciones y la Especial Conforme) definidas
globalmente, llamadas también difeomeorfismos conformes'® Las cuales tienen asociada un
algebra de Lie, definida sobre los generadores de las mencionadas transformaciones a través
de la exponencial z'* = ¢ 90521 donde Jap €s un generador y #'* una transformacion finita
conforme.

En este punto vale la pena resaltar la relacion que existe entre los generadores y las transfor-
maciones conformes. En primer lugar, en el contexto de grupos de simetria, los generadores
son operadores lineales que aplicados a un punto del espacio, usando la exponencial €€ gap 1
generan elementos del grupo conforme. En particular si tienes un elemento x del espacio y
un generador G de una transformacion infinitesimal, la aplicacion de G a x da lugar a una
pequena variacion o cambio infinitesimal en x. Esta accion de los generadores proporciona
informacion sobre como el grupo se comporta localmente cerca del elemento especifico al que
se aplican los generadores.

Para cerrar esta discusion dejamos sentadas varias observaciones de la relacién que existe
entre el grupo conforme y sus respectivos generadores.

= Series de potencias de los generadores:

Es de aclarar que cuando nos referimos a que el puente entre las transformaciones
conformes y sus respectivos generadores era la funciéon exponencial, realmente nos
referiamos a su serie Taylor. Asi Las series de potencias de los generadores del gru-
po conforme son herramientas matematicas que permiten expresar transformaciones
conformes finitas. No es que estas series obtengan transformaciones conformes finitas
directamente, sino que proporcionan una representacién funcional de dichas transfor-
maciones. Las series de potencias se utilizan para describir como actiian los generadores
en un punto dado y cémo se combinan para formar transformaciones mas complejas.
Por otra parte las series de Taylor de finitos términos se utilizan para describir trans-
formaciones infinitesimales alrededor de un punto y estan relacionadas con el algebra
de Lie asociada al grupo conforme.

9Este proceso de compactificacién es muy ilustrativo en dos dimensiones y se pueder ver con todo detalle
en [12]

10Vale la pena ampliar el concepto de difeomorfismo conforme, se puede consultar el libro: Geometric Analysis
of the Bergman Kernel and Metric [29].
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] Algebra asociada a los Generadores

Las relaciones entre las transformaciones del grupo conforme estan mediadas por las
relaciones entre los generadores. Las relaciones son de objetos llamados conmutado-
res. El algebra de generadores en cuestion se denomina algebra de Lie. Esta algebra
proporciona informacién sobre como los generadores interactian. El dlgebra de Lie
definida sobre los generadores es fundamental para entender las propiedades del grupo
conforme; es la estructura matematica que describe las relaciones algebraicas entre los
generadores y, por ende, las simetrias del grupo conforme.

Abordaremos algunos elementos que consideramos esenciales sobre el algebra de Lie definida
sobre los generadores, por ejemplo podemos contar la cantidad de elementos que tiene esta
algebra. Veamos el conteo para un espacio euclidiano de d > 3 dimensiones:

1. Claramente la dilatacién solo afecta un aspecto de los elementos del campo por lo tanto
solo aporta un solo generador.

2. Como el espacio tiene d dimensiones hay d posibles traslaciones en el espacio y por
ende d generadores.

3. La Especial conforme como depende de una traslaciéon como lo vimos antes, entonces
aporta tantos generadores como traslaciones hay en el espacio.

4. Las rotaciones requieren un plano para definirlas y un plano requiere dos ejes que
los vamos a asumir perpendiculares para que lo determine, entones la pregunta es,
jcuantas parejas de ejes perpendiculares distintas hay, en un espacio d dimensional?

d) = (d=1)(d)
2

Esto es, una combinatoria (5 rotaciones posibles, una por cada generador.

Por lo tanto el numero total de generadores en el algebra de Lie es:

Total =1+d+d+ (d _21)(d) = (d+2)2(d+ 1).

Todos estos generadores se relacionan con los conmutadores de la siguiente manera,

[D,P,] =iP,
D, K,| = —iK,
[K,, P, = 2i(1,D — L)
(K, L] = i(1pu By — 0o K,) (3-24)
[Ppa LMV] = Z(npupu - anPM)
[Luv, Lps] = i(MupLye + MuoLup = NupLve = MveLyp)
]

En lo que sigue vamos a probar algunos de estos conmutadores de manera ilustrativa y luego
vamos a introducir una notacion que nos permita compactificar todos estos resultados.
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< [D.P) = (~ia°0.)(~id,) — (~i0,)(~iz°0,)

— 29000, + (0%)Da + 70,0,
— 0,
—iP,.

» [D,K,] = (—ix*0y)(—i(22,2"0, — 2°0,)) — (—i(2x,2"0, — 2%0,,))(—ix*d,))

= (22,270, — 2%0,)(x%0s) + (—2%04) (22,270, — 20,,)

= 22,27 (05 0o + %0,04) — 2*(05 00 + 1 0p0a) — %200y (270, ) — 2421, (05,0, + 2" 060, +
%2240, + 2*2%0,0,

= 22,8%0 + 22,8720, 00 — 120y — 220°0,00 — 22,20, — 22" pd, — 22,22 0,0, +
22°24,0, + x°220,0,

= —22"2,0, + 22,0, — 2*0,

= —22"2,0, + 214,227, — 2?0,

= —22"1,0, + 2220, — 2?0,

— ik,

» [K,,P)] = (—i(22,2%0, — 2%0,))(—i0,) — (—i0,)(—i(22,2*0s — 2°9),))

= —(22,8%0y — 20,)0, + 20, (2,2°0,) — 0,(2%0,,)

= —22,2°0,0, + 2%0,0, + 21, %0 + 22,,(020s + £°0,0,) — 2x,0,, — x*0,0,
= —22,2%0,0, + ¥20,0, + 21,20, + 22,0, + 21,2°0,0, — 22,0, — 20,0,
= 21, x“00 — 22,0, + 22,0,

= 2i(77uuD - Luu)-

En el espacio euclidiano d > 3 dimensional, nuestro grupo conforme es SO(1,d+1), entonces
las relaciones de conmutacién se pueden compactar como:

[JaB, Jop) = i(MapJsc + NecJas — NacIBp — NBDJ AC).

Tal que Jup es antisimétrica, n = diag(—1,1,..,1) y el rango de los indices A, B,C y D
——

d+1
toma valores —1,0,1,2, ..., D. En particular tenemos que, L, = J,,Pn = J_1,,D = J_19

y K, =J_1, + Jou, donde p y v son estrictamente positivas.

3.1.7. Funciones de correlacion de N-puntos y Campos
Cuasi-Primarios

Los campos escalares ¢(x), entendidos como cantidades que estan definidas sobre puntos
x del el espacio euclideo d dimensional, que estan relacionados con las transformaciones
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’ . .z .
conformes p : =¥ — x# o llamados cambios de coordenadas. Esta relacién determina un
conjunto de campos muy especifico, los llamados Campos Cuasi-Primarios. Este conjunto de
campos cumplen las siguientes caracteristicas:

1. Este conjunto infinito no solo contiene los campos si no también sus respectivas deri-
vadas.

2. Estos campos sobre las transformaciones conformes deben cumplir que,
AJd
or' 12/

o(x) = |— o(x). (3-25
() = 5| o )
Las dimensién A de escala del campo conformes es un parametro que caracteriza el
comportamiento del campo bajo transformaciones conformes. La relacion especifica
entre estas dimensiones y la transformacién asegura que el campo cuasi-primario se
comporte de manera consistente en diferentes situaciones conformes. El termino d

recordemos que es la dimension del espacio.

3. Cualquier campo Cuasi-Primario puede escribirse como combinacién lineal de estos
mismos campos y de sus derivados.

4. El estado vacié |0> es invariante bajo transformaciones conformes. Esta condiciéon de la
invarianza del estado vacio simplifica las expresiones matematicas y facilita los calculos
en la teoria conforme. Ademas, se alinea con la nocién general de simetrias en teoria de
campos, donde los estados fundamentales suelen ser invariantes bajo transformaciones
relevantes.

Con estos elementos sobre los campos Cuasi-Primarios podemos establecer que la funcién de
correlacién!! para {xn} puntos del espacio euclideo y { gbn(a:n)} campos Cuasi-Primarios es
de la forma,

ol o' |~/¢

<¢1(5E1)¢n($n)>: % % <¢1(:E/1)gbn(l’;l)> (3'26>

r=x1 T=Tn

Una formula muy practica a la hora de calcular los jacobianos en 3-25, para una transfor-
macion conforme en particular es:

ox'| 1 _A-d2

Or | Jdet(q),)

Esta formula sera probada y usada para calcular los jacobianos de las distintas transforma-
ciones conformes(Traslacién, Rotacién, Dilatacién y Especial Conforme).
Debemos partir de la generalizacién de la condicién (3-1) como lo define [2],

1 Una visién mas constructiva de las funciones de correlacién de los campos primarios puede consultarse en

[33]
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., 02 02"
gpa'(m)@% = G (T)-

Calculando el determinante de la expresién anterior obtenemos,

det(g,, (") J8 7 = det(gu(z)),

donde J? = |22|2 = Jr.JJ. Como la métrica es euclidiana, tenemos que det(g,,(z)) = 1y
det(g,.(x)) = 1, entonces:
1 B ’(935’
g polwr) 1O

Sabemos que ¢/, (') = A(z)g,,(z) entonces, su determinante es det(g), (")) = A%(x) con lo
que obtenemos la ecuacion buscada:

8_x’
ox

1 d/2
= g/—(x/) = (A(z)~"2. (3-27)

Las funciones de N puntos no necesariamente dependen de las d coordenadas de los N
puntos sobre las que estan definidas, sino que pueden verse reducidas estas cantidades como
consecuencia de la invarianza conforme de la funcién de correlacion. Es asi que dada una
transformacién conforme, su efecto sobre las coordenadas de los N puntos, permitan reducir
cierto nimero de coordenadas sobre algunos de los puntos. A continuaciéon vamos a ver, como
cada transformacién conforme actiia sobre el conjunto de N puntos.

» Traslaciones. Para N puntos la funcién bajo traslacién pasa de depender de Nd
Variables(donde d es el numero de coordenadas) a reducirse en d variables. Esto debido
a que para la invarianza de traslacion, permite trasladar el origen del sistema a uno de
los N puntos, esto reduce en (N — 1)d coordenadas la dependencia.

= Rotaciones. En este caso las distancias entre los puntos son cantidades invariantes
del sistema bajo rotaciones, para contar estas cantidades debemos calcular una com-
binatoria; Es decir, Sobre el conjunto de N-1 puntos contar las parejas de puntos

(N—l):(N—l)(N—2)

2 2

En ese orden las cantidades invariantes ya no dependen de la dimension del espacio.

» Dilatacién. Bajo dilataciones (o invariacién de escala), las funciones de correlacién

7,

deben depender de los cocientes de distancias :—;l Esta eleccion se basa en que una
dilatacién cambia todas las distancias por el mismo factor, manteniendo asi invariantes
los cocientes de distancias. Por otro lado, para determinar como se reduce el niimero
de variables independientes bajo una dilatacion, utilizamos las razones cruzadas, como

veremos méas adelante.
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= Especial Conforme. Bajo transformaciones Especiales Conformes, las funciones de

correlacion deben ser invariantes bajo razones de las distancias pero no de cualquier ma-
TikTjl
TijTkl
especificas de distancias que permanecen invariantes bajo la transformacion Especial

nera, estos cocientes deben ser cruzados Las razones cruzadas son combinaciones

Conforme, esto se puede comprobar directamente usando el siguiente resultado.
Sea el producto interno de un elemento del espacio bajo la Especial Conforme,

2
12 :CZ' (3-28)

T 20, x% + b2x?

Usando la expresion anterior, calculamos el modulo al cuadrado,
/ 12 _ 02 2 A
|z} — 2}|° = 27 + 2 — 2w7;

B x? N 3 2 zh — bla? \( af — bt

S 1=2bat + 2?1 —2b,aY + ba? 1 —2byay +b%x} 1 — 2b,aY + b2’
- (1—2b,,xi"+b2x12)1(1—2b,,$5+b2$?) (wf (1 = 2b,2] + b%a7) + 2j(1 = 2y + b)) — 2]
Ty — byl xf — bl ai + bPria?))

)

|21 — @]
(1 = 20,2y 4 b%7) V2 (1 — 2b,a% + b23)V/2

[} — ] =

(3-29)

Después de aplicar sobre N puntos la traslacion, rotacién, dilatacién y la Especial Con-
forme obtendremos no solo una reduccion de la cantidad de variables independientes, si
no que ademas es posible obtener una formula para determinar su nimero. Es impor-
tante ver que las razones cruzadas son las cantidades invariantes bajo el grupo conforme

(N

. N —1 . . . . .
y se relacionan con cada una de la T) distancias de manera casi ”biyectiva” como

se mostrara .

s Calculo de las razones cruzadas.

Para hacer el conteo de las razones cruzadas se debe tener cuidado de que las razones

—N(]\;_l) distancias pero de manera que establecidas las dos

primeras razones cruzadas, la siguiente razén cruzada solo pueda contener un nuevo

contemplen a todas las

segmento.
1. Para 4 puntos se obtienen 6 segmentos y 2 razones cruzadas.

2. Para 5 puntos, se obtienen 4 segmentos nuevos respecto al paso anterior. Sabemos
que 4 puntos aportan dos razones cruzadas y para la tercera razén cruzada incluye
dos segmentos de los nuevos. Asi para los demés segmentos nuevos se les asigna
una razon cruzada que no contenga si no un segmento nuevo.Total de razones
cruzadas 5.
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3. Para 6 puntos, se obtienen 5 segmentos nuevos respecto al paso anterior. Sabemos
que 5 puntos aportan 5 razones cruzadas y para la sexta razéon cruzada incluye
dos segmentos de los nuevos. Asi para los demas segmentos nuevos se les asigna
una razon cruzada que no contenga si no un segmento nuevo. Total de razones
cruzadas 9.

Si seguimos agregando puntos podemos calcular por recurrencia el numero de razones

(N—3)N

cruzadas para N puntos que es “—;

Para cerrar el capitulo de manera ilustrativa vamos a calcular las funciones de correlacién
de algunos puntos en R" para la dilatacion y la especial conforme.

Segun la ecuacion 3-25, la funcién de dos puntos de campos cuasi-primarios de tipo escalar
¢1, ¢2 en una teoria de campos conforme debe satisfacer

A A
T o |7

dr

ox’'

<¢1($1)¢2(1’2)> = or

(@1(xh), Pa(ah)).

r=x1 r=x

= Funcion de dos puntos con invarianza de Dilatacién. Si suponemos que el sis-
tema es invariante bajo dilataciones, calculamos el jacobiano usando 3-26, donde el
factor conforme es tomado de [24] para la dilatacién A(z) = A~2 entonces,

ox’'

T | _ (\-2y-d/2 _ \d
=07 AL,

Usando el jacobiano calculado, tenemos que la funcién de correlaciéon toma la siguiente
forma:

(P1(21), Pa(w2)) = (V)2 A2 (dr (), da(a5))
Flz = @a]) = (W2 F22 f(|2) — o))
fllzy = ma]) = (N2 22 f(Nzy — 22]).

Por el Teorema de Euler de las funciones homogéneas A-5,la forma de la funcién de co-
rrelacién es un polinomio en varias variables, que respeta tanto las cantidades invarian-
tes bajo el grupo conforme, como la homogeneidad(podemos determinar el exponente
m sin mayor problema). Vemamos:

o =2l = (o)) = e (330
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= Funcion de dos puntos con invarianza Especial Conforme. Si suponemos que el
sistema es invariante bajo la especial conforme, calculamos el jacobiano usando 3-26,
donde el factor conforme es tomado de [24] para esta transformacién A = (1 — 2(3 -
z) + 3?2?)* = 4* entonces,

or’'

OV | _ (n2\-d/2 _ . —d
e (%) vl

Entonces, suponiendo que la funcion de correlacion es homogénea, toma la siguiente
forma:

(1(21), Ba(m2)) = (1) "2 (2) 22 (@1(2)), Pa(h))
fllzr — 2a]) = ()71 (q2) 722 f (|} — b))

) = — A1\~ Ao 1
f(|.CE1 2|> ((71) (’72) f((’Yl’YZ)l/Z

—A, —As Al‘gAZ w 1 —
[z = za]) = (1) 7 (12) "2 (1172) )(1172) )f(—(%%)l/ﬂ 1 — Ta),

para que esto sea una ecuacion diferencial similar al caso de la dilatacion se requiere
que,

|1 — 2])

A1+A9

(7)™ (1) 22 (1172) " 2 ) = L.

Claramente, la condicién anterior solo se cumple si A; = A,, en ese orden la funcion

de correlacion de dos puntos buscada es:

F(le1 — zal) = (), dalaa)) = — 2 (3.31)

- !561 _x2|2A'

= Funciones de tres puntos con invarianza de Dilatacién. Si suponemos que el
sistema es invariante bajo dilataciones, calculamos el jacobiano usando 3-26, donde el

factor conforme es tomado de [24] para la dilatacién A(z) = A~ entonces,
a /
% _ ()\—2)—11/2 _ )\d'

Usando el jacobiano calculado, tenemos que la funcién de correlacion toma la siguiente
forma:

(01(21), d2(w2), 5(w3)) = (N (N)22(N) (D1 (2)), 6a (), (@(a5))

fllar = ol Jor = as], |22 — wy]) = (\) 273259 f(|2] — ay], |2 — @, |y — 25])

Fllm1 = @, |21 — @3], |22 — 33]) = (A28 F(N|ay — 2], My — @3], Mzo — @3]).

De manera analoga a como establecimos la funcién de correlacién de dos puntos, la
funcién de correlacion para tres puntos es:
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Cias
f(’ml - $2|, ‘xl - 953’a ‘x2 - 953‘) = :E‘fgxggffg’

tal que a +b+c= A1 + Ay + As.

Para concluir es importante saber que la funcién de correlacién de la Especial conforme para
tres puntos, se obtiene sin mayor esfuerzo siguiendo la misma estrategia, pero si hay interés en
ver los detalles, consultar [33] ,como se lee solo se requiere de analizar algunas restricciones.
Aunado a lo anterior, es interesante continuar estableciendo resultados sobre las funciones
de correlacion de cuatro o mas puntos, sin embargo como veremos el camino que hemos
presentado no es adecuado para mas de tres puntos, dado que las cantidades invariantes
sobre el grupo conforme no las determinan solo las distancias, si no que se requiere las
razones cruzadas ya discutidas, las cuales sabemos son mucho menores en cantidad. En ese
orden vamos a ilustrar el caso para la funcién de correlacién de cuatro puntos como resultado
suficiente para terminar la discusién sobre este tema.

Calculando las razones cruzadas para 4 puntos, tenemos que (4 3 — 2 son las razones cru-
zadas. Es asi que la funcion de correlacion para la dilatacion (deﬁnida en cuatro puntos)[24],

depende de las dos razones cruzadas como vemos :

T12T 12T —(A+ADN+A
(91(21), @2(22), P3(23), da(w4 > F(ﬂ ﬁ) H Tz‘j( A
713724 723741 1<i<j<d

Donde A = Al +A2 +A3—|—A4



4. Funciones de correlacion,espacio de
incrustacion e identidades de Ward

En este capitulo, se estudia el formalismo de los espacios de incrustacién y su utilidad
como herramienta para comprender las simetrias conformes y como estas determinan ciertas
propiedades de las las funciones de correlacion. Se estableceran las funciones de correlacion de
operadores escalares, vectoriales y tensoriales de dos puntos. En particular se formulan estos
correladores en el espacio de incrustacién para luego proyectarlos al espacio euclideo. Para
finalizar, se presentan algunos resultados sobre la variacién de los operadores en la funcion de
correlacion bajo una transformacion conforme. En ese sentido, se calcula explicitamente como
varia cada correlador bajo cada transformacion conforme, estableciendo asi las identidades
de Ward asociadas a las simetrias conformes en el espacio coordenado.

4.0.1. Espacio de incrustacion

Inicialmente estudiamos las simetrias conformes definidas sobre un espacio euclidiano de d
dimensiones, nos interesa entender como estas simetrias transforman los puntos y los objetos
dentro de ese espacio. Nos encontramos con que el grupo conforme actiia de manera no lineal
en este espacio, es decir, hay transformaciones como la transformacién especial conforme,
que no es lineal en el espacio euclidiano por tener términos cuadraticos; Esto puede complicar
los calculos y la comprension de ciertos aspectos de la teoria. Sin embargo, existe una forma
de simplificar este problema utilizando el llamado ”formalismo del espacio de incrustacion”.
En lugar de trabajar directamente en el espacio euclidiano de d dimensiones, se introduce
un espacio mas grande, llamado espacio de incrustacion, que tiene d + 2 dimensiones. Este
espacio de incrustacion tiene propiedades matematicas que hacen menos complejos ciertos
problemas, por ejemplo, se puede encontrar que las transformaciones que en un espacio no
son lineales en el otro espacio si lo sean.

Sabemos que el grupo conforme en R? es isomorfo a el grupo SO(1,d + 1) en el espacio
RY*1 v que este grupo vuelve lineales las transformaciones que no son lineales del grupo
conforme sobre el espacio Euclidiano, entonces el propdsito es encontrar cual es el espacio
de incrustacién adecuado en R"*! donde en particular el espacio euclidiano se corresponda
y en efecto las transformaciones que no son lineales lo sean. Procederemos a establecer un
embebimiento del espacio objetivo R? en R*!. Debemos definir sobre el conjunto R"¥+!
un sistema de coordenadas denominadas coordenadas del cono de luz, donde cada punto del
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espacio esta definido como,
XA =(XT, X", X% ¢ RM*L,
Donde, X* son coordenadas espaciales, talque a = 1, ..., d y su producto interno es,
X X =nupXAXP = - XTX™ + X°X,. (4-1)
Probemos este resultado, X - X = n p X4 XPE:
XX =napXtXP = Moo X X" + i XX L nd+1,d+1Xd+1Xd+la

aplicando la definicién de la métrica, (—, +, +, +, ...) del espacio RM4*1 tenemos que la ex-
presion anterior toma la siguiente forma,

—(XO)? 4+ (X 4 6 XX,

+ -
Usamos que sobre las coordenadas del cono de luz se cumple que, X~ = X — X4 X+ =
X0+ X% entonces obtenemos:

(X024 (X2 6, XX = (XL XO) (XML 4 XO0) 4 X, X?
= —XTX 4+ X°X,.
Ahora tenemos lo necesario para definir el subespacio en RM*! que buscamos:
= Elegir todos los vectores del espacio tal que X - X = 0.
= Se impone el calibre X = 1.
= Los elementos del subespacio son de la forma X = (1,22 z#).

Probemos que en efecto, la forma de los elementos del subespacio son los sugeridos antes.
Usando 4-1 y aplicando las condiciones anteriores sobre el subespacio, tenemos que 0 =
—(1)X~+X*X,. Con lo que la forma de los elementos de este subespacio es X4 = (1, 22, X?).
Este subespacio definido asi, es llamado el cono nulo proyectivo y es importante en la
medida que el grupo SO(1,d + 1) es invariante sobre este subespecio.

Se debe notar que la transformacion de X (donde X-X = 0) por un elemento h de SO(1,d+1)
es simplemente una multiplicaciéon de matrices, a todas luces lineal, sin embargo la siguiente

transformacién no lo es,

hX
X o —=
(hX)+

al hacer esto, obtenemos un nuevo vector cuyo componente + es 1 y los otros componentes
son las relaciones correspondientes de las componentes originales con h X ™:

hX (hX* hX~ th> B (1 hX~ hX° )

hX+ hX+ hX+ hX+ "hX+ hXt
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Este cdlculo muestra cémo una transformacién lineal inicial X (multiplicacién de matrices
en RM4+1) se convierte en una transformacién no lineal cuando proyectamos y normalizamos
el vector para que la componente + sea 1. Esta transformacién no lineal en R? confirma la
existencia de tales transformaciones en el grupo conforme. A continuacién probaremos un
resultado relevante sobre el espacio de incrustacién y el espacio euclidiano.

» Sean X;, X, elementos del cono nulo en RV que satisfacen X, - X; =0y X;-X; =0,
e impongamos la condicién de calibre X = 1, de modo que los puntos del subespacio
puedan escribirse como X = (1,22 2#) con z* € RY. Definiendo la separacién entre
dos puntos del cono nulo como X;; = X; — X y del epacio eclideo como x;; = x; — xj;
Considerando la métrica de Minkowski en RY¥+! se tiene la igualdad

Xy = 22X, X, = () = o

iy

(4-2)
Dados dos puntos X; y X; en la seccion de Poincaré, tenemos:
X; = (1,27, )
2
Definimos la diferencia de estos puntos como:
Xz’j = Xz — Xj.
Entonces, las componentes de X;; son:

ngzl—l:o

por lo tanto:
Xij= (0,27 — a3, 2t — ).
Ahora, calculamos X;; - X;;:
Ay B
Xij : Xij = nABXinij-

Dado que X;; = 0, el producto interno se simplifica a:
— +v— a yva
Xij - Xig = —(0) - (27 — af) + (af — o) (x} — )

Xij - Xij = (i — ) (2 —

~—
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Xij - Xij = (23 — z)*.
Dado que X;; = X; — X, podemos usar la propiedad del espacio X - X = 0:

Entonces:
Xz2] = Xij . Xij = (IZ — Ij>2.

Por lo tanto bajo los resultados obtenidos:

Xh = 2K, X, = () = o

iy

4.1. Funciones de correlaciéon en el espacio de
incrustacion

Ahora es importante ilustrar de que manera se elevan los campos-cuasi primarios euclidia-
nos al campo de incrustacién. Para ello, empezamos fijando una transformacion del campo
conforme( dilatacién) sobre un campo escalar sobre R? de manera que cuando su exten-
sién en R4 se proyecte, esta coincida con el campo escalar en RY. Recordemos que los
campos cuasi-primarios deben respetar la ecuacion 3-25, la cual se convierte en el vinculo
natural para definir la siguiente proyeccién: Si tenemos O; 441 (AX) = A0y 441(X), con la
dimensién de Oy reflejada en la dimension de O 441. Para cualquier campo de este tipo en
RY4H! uno siempre puede realizar una proyeccién en R? como O4(x) = (X )20 441(X (2))
definida sobre el espacio denominado cono nulo de gauge 1.

Como observacién final vemos que la aplicacién de transformaciones conformes sobre cam-
pos en un espacio euclideo, se simplifica en el campo de incrustacién; Si tenemos el campo
O1.4+1(X) , entonces la aplicacién de la transformacion equivalente h sobre el campo de
incrustacién se expresa como un simple producto, Oy g41(X) — Oy a41(hX).

Respecto de las funciones de correlacion de los campos elevados al campo de incrustacion,
esperamos hereden la estructura de 3-26, asi para construir una funcién de correlacién de dos
puntos (O(X;)O(X3)) que sea covariante bajo SO(d+1, 1); Es decir, la funcién de correlacion
debe ser invariante bajo las transformaciones del grupo SO(1,1 + d), lo que implica que
debe depender tinicamente de invariantes conformes. En el espacio de incrustacion, el tinico
invariante conforme es el producto escalar X; - X5. Probar que este producto interno es
invariante frente a las transformaciones del Grupo SO(1, 1 + d) no debe suponer un mayor
esfuerzo. Veamos.

XX = nu NGARXT XY = (Mynu AR X{XP = nap X XP = X, - X,

demas la funcién de correlacién debe escalar de manera apropiada con la dimension de los
operadores O. Si el operador tiene dimension A, entonces bajo escalamiento X — AX,
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tenemos O(AX) = A™2O(X). Combinando estos requisitos, la forma mds simple y natural
para el correlador que respeta estas condiciones es:

Ci
(—2X; - Xo)2

Esta expresion para la funcién de correlacion de dos puntos en el cono proyectivo tiene la

<O<X1)O(X2)> =

forma de la funcién de correlaciéon que se formulo para dos puntos en el espacio euclideo
3-30. Usando 4-2 podemos expresar esta funciéon de correlacién como sigue:

012 _ 012
(X12)2 oy — 2?2

(O(21)0(22)) = (4-3)
No se debe pasar por alto que esta ultima expresion conecta las correlaciones sobre los
campos definidos en el espacio euclideos, y las correlaciones sobre los campos definidos en el
espacio de incrustacion.

Ahora vamos a generalizar los resultados anteriores a campos tensoriales en el espacio de
incrustacién, estos serdan tensores totalmente simétricos y sin traza. los cuales tienen la
propiedad de transformarse de acuerdo con la representacién irreducible mas simple del
grupo SO(1,d+1).

El tensor O4t+4n (X)) se caracteriza por algunas propiedades:

» Estd definido en el cono nulo proyectivo, X? = 0.

= Es simétrico y sin traza, lo que implica que sus componentes son invariantes bajo
permutaciones de sus indices y la suma de sus elementos diagonales es cero, respecti-
vamente.

= Es homogéneo de grado —A en X, significa que su comportamiento bajo una escala A
en las coordenadas es de la forma \72.

Onpn, AX) = X204, 4, (X).

» Es transversal, lo que significa que X4 es ortogonal a O4t+4n (X)) para todos los indices
A;, lo cual se expresa como

X, 0N AiAn(X) =0 para i=1,...,n.

Estas condiciones aseguran que el tensor Ot (X') sea manifiestamente invariante bajo las
transformaciones del grupo SO(1,d + 1).

Para encontrar el tensor correspondiente en R?, es necesario restringir O41-4n(X) a la
"seccién de Poncairé ” y proyectar los indices como se muestra en la siguiente expresion:

OX4  9XAn

dxt " Qakn

Oy () = Oy, (X(2)).
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Aqui, z# son las coordenadas en R? y las derivadas parciales proyectan los indices del espacio
de incrustacién al espacio euclidiano R?. En términos mas simples, esta proyectando el campo
como se hizo en el caso escalar.

La forma de la funcién de correlacién de 2 puntos de dos operadores tensoriales con espin
uno y dimensién A, se puede expresar como la forma general del tensor de dos indices, como
sigue:

(04(X1)0B(X,)) = C1z AB X2X1].

(X1-Xy)A {77 X1 X

Aplicando la condicién transversal sobre la funcién de dos puntos tenemos:

Cia (X XHXE
X4 (0O X1)0P(X2)) = v | Xn(?*? 2 L) =0
WO DOP () = 1 T2 (X + o T4 )
Cio B (X1 Xo)XP
— | X — ] =0
(X1 - Xo)2 ( TYTXX,
X2 (1+a)=0.
Es asi que para que tengamos transversalidad, se debe cumplir que a@ = —1; Ademas, usando

estos resultados sobre la forma de la funciéon de correlacién, vamos calcular los siguientes
términos que nos van a dar una expresion mas compacta de esta funcion,

oXAoxP Cia oXAoxP X 42X p1
04(X1)0p(X3)) = -—. 4-4
ozt Oy (Oa(X1)05(X2)) (X1 - X202 \ 0z azy ) ™7 X, - X, (4-4)
Calculemos los siguientes términos
OXA0XP
1 72 4-5
s o o0xY (4-5)
X ox5
XaoXp1——r oo\ (4-6)
ozl oY
para el primer termino, expresion 4-5,
0X{oXxP = 0X)0X) N OX; T ox e 0X¢ 00X} (47

NAB Iz v iz v iz v ab Iz v’
Oxy Ox} oz 0z} oz Oxh Oxy Oz}

donde a,b = 1,...,d. Por otra parte es necesario usar las coordenadas del cono de luz para
deducir las siguientes expresiones

1
X0 =X+ X)
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Aplicando estos resultados a 4-6 tenemos,

oX{Poxp
X 0 X 1 2
AP Gl oy
1 /oX;  O0Xy\ [0Xy 00Xy 1/0X{ OX7\ [0Xy OX, 0X¢oXt
== + - - - ab i
4\ oxf  Oxf ory oz ) 4\ oz  Oxff ory O} ozl Ox¥
OX 0XE 10X 0X,  0X; 0Xy 0X¢oxt
1aB orl oxy 2\ ot Oxy O Oxy P Oat Oy
_ 1 8X2_ 8X1_ ash
- 5( azy ot O) + 0000 = Oy

Para el termino 4-6, lo calculamos en dos partes.
Primera parte.

oxX{ oxX{ 0XY oxXte ox?b
X 1 _ . r 1 _ _XO 1 X1+d 1 5(1 Xa 1
24 ozt MAr<a ozt 2 Ol 2 ot + Oabts Oxt

oxXA 1 0X, ox; ox®

D Gt B ) it BN 'gpuiniat B TP S ¢t

S 2<28x‘f+ 2 Oxt N T

0xA 1 [0X]
XA 1 _ - 1 5(1 Xa
2 Ot 2 ( ozl > 0t
oxXi 1 [0X?
XA 1 - __ 1 X
> Ozl 2 (8x‘f ) e
oxA
A9A]
X2 a—xlf - XQN - XlM‘
Segunda parte parte.
De manera similar obtenemos la segunda parte de la expresion 4-6,
0XB 1 0X; 00X, 15).¢4
XB 2 - __ X— 2 X+ 2 5@ a 2 — L — s
b Oxy 2 ( L Oy b oxy b oxl Tl 2

En este punto, vamos introducir el tensor 1, (x), el cual es crucial para mantener la invarian-
cia conforme de las correlaciones entre operadores tensoriales, ya que garantiza que estas co-
rrelaciones respeten las transformaciones conformes, incluyendo la inversién(Transformacion
3-18) [33]; Ademsds el propdsito es ver como este tensor aparece de forma natural en 4-4,
aplicando las siguientes reglas proyectivas que definimos como:

1. XP oy —af

2. X3 b —af
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3. nAB s 6w
1.2
Tenemos que el vector diferencia y producto interno zqs - 12, respectivamente es:

! "
Tip =T — Ty

23y = @y = (2 — 2b) (21, — 22p),

aplicando las reglas proyectivas definidas y el vector diferencia definimos el tensor conforme

I, como
2219,T
put12v
Iul/<a712) - 6ul/ - 2 5
L12

aplicando este tensor en 4-4 la funcion de correlacion toma la forma mas compacta,

(0 (21)0" () = 21 12) (48)

2A
T3

Un comentario final. Como se mostré anteriormente, esta es la manera de establecer la
funcién de correlaciéon para operadores con espin. Un enfoque sisteméatico similar permite
derivar la funciéon de correlacion para operadores con espin. Este enfoque incluye definir
una forma general de abordar el problema, es aplicar las condiciones adecuadas como la
condicién de transversalidad, traza o simetria y proyectar en el espacio RY. Aplicando la
metodologia descrita antes vamos a calcular la funcién de correlacion de dos puntos, para
campos tensor-tensor(Ver anexoA).

¢ 2
= xg—lﬁ I (@12) " (212) + 1" (212) 17 (212) — —0™7077 (4-9)

12

(0" (21)07 (22))

4.2. Identidades de Ward conformes en el espacio de
coordenadas

Las identidades de Ward son fundamentales en la teoria de campos conformes y en otras
areas donde las simetrias juegan un papel crucial en el andlisis de funciones de correlacion;
Es por eso que, en esta seccidén, nos enfocaremos en derivar las identidades de ward, que se
deben imponer sobre dichos correladores del tipo escalar.

En teoria de campos cuanticos, se utiliza el concepto de integrales funcionales para calcular
cantidades fisicas como las funciones de correlacién. El funcional generador Z [(b(()j )] se define
como una integral funcional sobre todas las configuraciones posibles de los campos ®:

Z| éj)] = /DCI) exp (—S[Cb] - Z/ddx gb(()j)(x)Oj(x)) . (4-10)
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Examinemos el funcional generador, D® es la medida funcional, que se refiere a integrar
sobre todas las posibles configuraciones del campo ®;La accién S[®]| es una cantidad que
depende de como esta configurado el campo @, es una medida del "es fuerzo” de minimizar
la accién para cierta configuracion del campo.

La expresion

exp (—S - / d’z ¢ <w>0j<x>> ,

asigna un peso a cada configuraciéon del campo ®. Por ejemplo, si S[®] es muy grande,
exp(—S[®]) serd muy pequeno. Por el contrario, si S[®] es pequeno, exp(—S[®]) serd relati-
vamente grande. Esto significa que las configuraciones con una accién menor tienen un peso
mayor en la integral funcional, lo que implica que son més probables en el sentido cuantico.
En otras palabras, las configuraciones de campo con una accién menor contribuyen de ma-
nera mas significativa a las amplitudes de probabilidad, y por tanto, son mas probables de
observar.
Las qb(()j )(x) son las fuentes que se acoplan a los operadores O;(x). Este acoplamiento permite
estudiar como los operadores del sistema responden a perturbaciones introducidas por las
fuentes. En otros términos, podemos imaginar que gzﬁ(()j ) (x) son como controles externos que
se ajustan para ver cémo el sistema, representado por los operadores O;(x), reacciona. En
ese orden, todo lo anterior esta justificado en la medida que si variamos funcionalmente
Z[¢§] con respecto a las fuentes ¢’ (x), se pueden obtener funciones de correlacién de los
operadores O;(x).
Bajo la explicacion anterior se puede definir una funcién de correlaciéon mediante la siguiente
expresion,

AN ,
50 (@1) .. 686" () Loy =0

Estas funciones de correlacién son cruciales para entender las propiedades fisicas del sistema,

(O1(21) ... Onln)) = (—1)" (4-11)

como las respuestas a perturbaciones externas y las interacciones entre diferentes partes del
sistema. Ahora de manera ilustrativa vamos a probar un resultado particular que se puede
generalizar, el cual expresa de manera diferente la definicién del correlador 4-11,

0" Z1¢y]
365 (1) ... 008" ()

Para probar 4-12, vamos a tomar la derivada funcional de la expresion 4-10 con respecto a
la fuente (;5(()1),

(="

. —/D@Ol(xl)...On(xn)e_S. (4-12)

- L/Dcp e(—S[%]—Zifdng)(x)oj(x))'
o=0 865

Movemos la derivada funcional dentro de la integral ya que actia sobre la exponencial,
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O Sl S e s @050
o (1151)

obtenemos la siguiente expresion

Z j ;
0Z¢o] — _ [ D e~Slpol=%, [ dw o )(x)Oj(w))(S/[%Hz dz 69§(x—21)0;(x)) :
ORI ! ! ()
5¢0 (150] =0 i (;50] =0
Aplicando las propiedades del Delta de Dirac, evaluando en qb(()j ) =0 y sabiendo que S’[¢g] =
0, tenemos
0z
[(Qf;)] o / Db =550 0, (2,).
on 65"

Por otra parte, dado que el funcional generador Z [qﬁéj )] es invariante bajo la transformacién
de simetria g, su variacién total debe ser cero, 6,2 [gzﬁé] )] = 0. Con lo que tenemos que las
identidades de Ward cumplen

n

> (O1(x1) -+ 6,0i(x;) -+ - On()) = 0. (4-13)

=1

nes,

Probemos 4-13. En primer lugar tenemos que establecer las siguiente relaciéon entre variacio-
(1) 02l 6"Z[¢5")

- n =0, | (=1)" n >
565" (1) .. 065" (wa) Lo =0 ( 666" (1) - 005" () Lo =0
Aplicando 4-11 y 4-12 a la ecuacién anterior y hecho de que §,Z[¢o(j)] = 0, tenemos

5,((01(21) ... On(an))) = 5, (/ Db Os (1) ... On(xn)es) —0

n
= /D@ (Z O1(z1) - - - 0,0i () - - - OH(%)> e =0
i=1
n
D {Or(x1) -+ 8,04() - -+ Op(wn)) = 0.
i=1
A continuacién nos disponemos a calcular las identidades de Ward en el espacio de las
coordenadas, en relacion a la variacion de los operadores escalares respecto de cada una de
las transformaciones conformes segin lo establecimos en 4-13. Ademéds vamos a presentar
algunas definiciones que son necesarias para lograr lo propuesto.
Entonces, una transformacién conforme infinitesimal general esta definida por g(z), la va-
riacién d, O;(x;) se define como

040i(xi) = —(Lg)Oi(z;),
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donde, Ly = v -0 + Ao — %6@7}”}2’”, tal que O,vy = Oavy — Ouvq. Con A la dimensién
de escala del campo, d el nimero de dimensiones del espacio y el vector v, es la variacion

e _ i
infinitesimal de la coordenada v, = 047, = 7/,(v) — 7.

4.2.1. Identidad de Ward para traslaciones infinitesimales

Para una traslacién infinitesimal, la variacion infinitesimal de la coordenada x* se expresa
como d,2t = a'M(x) — x*, donde z™(z) es la nueva coordenada después de la traslacién
infinitesimal y 2* es la coordenada original. Para una traslacién infinitesimal, z'*(z) se
puede escribir z’# = x* + a*, donde a* es el parametro infinitesimal de la traslaciéon. Por lo
tanto

dgt = (a + o) — 2t = a”.

Calculando la forma explicita del operador L, para la traslacién,

0-v 1 5
Lg =v-0— AT - 58[M'UV]2H
Oula*) 1 v
Ly = (a")0, — AHT - §a[uvl']2” ’
como O vy = Oa(a*) — 0u(a®) = 0, entonces, Ly, = (a*)d,. Con este resultado podemos

calcular la variacién del operador O;(z;) bajo la transformacion g,

0g0i(i) = —(Lg)Oi(:) = —(a")9u(Oi(x:)). (4-14)

Bajo una traslacién infinitesimal, la variacién de funcién de correlacién (ver la deduccién de
4-13)es la siguiente,

n

0,(O1(1) -+ On(a)) = Y _{Or(1) -+ 8,0;(z;) -+~ On()) = 0. (4-15)

j=1
Sustituyendo la variacién del operador 4-14 en 4-15, tenemos

n

0g(Or (1) -+~ On(a)) = ) {Or(1) -+ [=(a"0,)05(x;)] - - Onlan)),

j=1
como a* es una constante (no depende de las coordenadas x;), podemos sacarlo fuera de la
sumatoria

n

6,(O1(@1) -+~ Onl(n)) = —a* Y (O1(21) -+ (9,04(2;)) -+ - Onln)).-

j=1
Sabemos que la teoria es invariante bajo traslaciones infinitesimales, lo que implica que
dy(O1(21) - - - On(zy,)) = 0, entonces:
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> o (Or(an) - Oue)) =0

4.2.2. Identidad de Ward para rotaciones infinitesimales

wO‘BLaB

- W lag af
Sea la rotacién de la forma ), = e~ 2 1, = (1 + “5-
. -, r wB _ o 1 a N 8
Reescribamos la transformacion, T, =T,+ %5 (2abpy — 500u) = T, + 5 (w pla — W, xﬁ),
. , . . e, l a Jé] o 8
ahora cambiamos los fndices de posicion, z,+ 3 (w* 2o + w?,25) = 2, 4w’ ,25. Entonces la

. ., . . . . ﬁ _ . ﬂ
variacién infinitesimal de la coordenada x,, se expresa como 0,7, = x,+w",x5—x, = W’ ,xg.

Log)x,, donde Los = 2,05 — 20,.

De esta manera d,2%-0,, = w"x30, y usando la propiedad antisimétrica de w’*, w* = —wh?,
entonces wﬁ“ajﬂﬁu = —wH8 zg0,. Permutando los indices en el término del lado derecho,
—w'z50, = —wPrx,04;Dividimos en dos términos y permutamos en uno de ellos los indices

1 1 1
——wPhz,05 — Ewﬁ“xuaﬂ = —iw“ﬁxgﬁu - §w5“xuag,

aplicando de nuevo la antisimétria de w*? y simplificando ambos términos %wb’“(x 30,—1,03),
finalmente la expresion simplificada es

1

dgat - 0y = 2wﬁ“(:cgau — x,0p).

Ahora nos disponemos a calcular 0*(§,z,,) = 0*(w’,x5) = w*, = 0. Finalmente calculamos
oy = aa(wﬁua:/g) - au(wﬁaxﬁ) = Way — Wya = Wya-
Con los resultados previos obtenemos tenemos lo necesario para calcular L,. Entonces,

1 11
Lg = iwﬁ“(xgau — $Haﬂ> — §wya2 H= §w6“ ((xﬁa,u - xﬂaﬁ) - Z#B) .

Con este resultado podemos calcular la variacién del operador O;(z;) bajo la transformacién
9,

1
0g0i(w;) = —(Lg)Os(x:) = — <§wﬁu (20 — ©,05) — Euﬁ)) (Oi(x:)). (4-16)
Sustituyendo 4-16 en 4-15, tenemos

>-Ouer) -+ = (3 (@30, = ,05) = Bya) ) Ofa) -+ Onlin) =0

n

%wﬁu Z<01(I1) - (200 — 250,) + Xyp) Oi(23) - - - On(2)) = 0,

Jj=1
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Teniendo en cuenta que para un campo escalar O(x), el tensor X,, es nulo, ya que los
escalares no tienen espin. Entonces tenemos que

n

Z (26j0uj — 21j085)) (O1(21) - - - On (1)) = 0.

j=1

4.2.3. Identidad de Ward para dilataciones infinitesimales

Empezamos por calcular los términos necesarios para establecer L, para la dilatacién in-
finitesimal g. Tenemos que dy2* = a'* — 2 = 2* + az® — 2# = ax*, §eat - 0, = az*0,,
o*(ax,) = ad y finalmente Jj,v, = 0,(ax,) — d,(cx,) = 0. Con estos elementos establece-
mos que L, = a(x - 0+ A). Con este resultado podemos calcular la variacién del operador
O;(z;) bajo la transformacién g,

0g0i(wi) = —(Lg)Oi(wi) = —(a(x - 9 + A))O;(i)). (4-17)
Sustituyendo 4-17 en 4-15, tenemos

n

0g(O1(x1) -+ On(wn)) = D (Or(w1) -+ — (a(a - 0+ A7) Oi(;) - - Onlwn)),
j=1
Sabemos que la teoria es invariante bajo transformaciones conformes infinitesimales, lo que
implica que

(O1(z1) ... Op(xy,)) = 0. (4-18)

[Z:ca aJ+ZA

4.2.4. Identidad de Ward para la transformacion especial conforme
infinitesimal
Empezamos por calcular los términos necesarios para obtener L , en primer lugar tenemos

que la transformacién especial conforme infinitesimal es z'“ = ﬂwxz +2(5-z)x* tenemos
que, dyzt = 2" — xt = —BFz? + 2(B - x)z* de manera que

Sy 0 = (— 32 + 2(8 - w)a*) - 9,

o' - (0gz,,) = 0“(—5,@2 +2(8-x)x,) = 28,2 +2(8-x)(d+1) =2d(5 - ).

Finalmente 9,v, = 0,(— 0,2 + 2(8 - x)x,) — 0,(—Fox® + 2(8 - ¥)x,) = 4(Brx, — Bps).
Con los céalculos previos tenemos

2d(p - x)

Ly = (=p"2* +2(6 - x)a") - 9, + A d

1
- §4<505Eﬂ — Bpxs) X7
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L, = (—BF2* 4+ 2(B - z)z*) - Oy +2A(6 - z) — 2(Brx, — Bprs)XP.

Teniendo en cuenta que para un campo escalar O(x), el tensor X7 es nulo, ya que los
escalares no tienen espin, entonces podemos calcular la variaciéon del operador O;(z;) bajo
la transformacion g,

0,0i(x;) = —(Ly)Oi(z;) = — ((—6“372 +2(8-x)zt) - 0, +2A(5 - x)) (Oi(zy)). (4-19)

Sustituyendo 4-19 en 4-5, tenemos

— Z(Ol(xl) e (—5“:62 +2(8-x)zt) - 0, +2A(5 - x)) Oi(x;) -+ Op(xy)) =0

n

— " Z<01($1) - (2Amy + 2z,2" - 9, — 2°0,,) Ofw;) -+ - Op(wy)) = 0

=1

Zn: <2A~xl? + 2x’?m°~“i - x2£) (O1(z1) ... Op(zy)) =0 (4-20)
y — . Op(zy, :

< j I P I Ok

Asi hemos obtenido la identidad de Ward en el espacio de coordenadas para campos escalares.



5. Simetria conforme en el espacio de
momentos

El calculo de las identidades de Ward en el espacio de momentos ofrece una perspectiva com-
plementaria y enriquecedora respecto al analisis realizado en el espacio de coordenadas[!3].
Mientras que en el espacio de coordenadas se introduce de manera natural la estructura de
los operadores primarios y se analiza las funciones de correlacion de los sistemas fisicos en
funcién de las distancias relativas, el espacio de momentos permite abordar cuestiones que
son menos evidentes en dicho marco[3].

En este capitulo se van a establecer las identidades de Ward en el espacio de momentos
para campos escalares definidos en n puntos y calcularemos las funciones de correlacion para
operadores escalares,vectoriales y tensoriales para dos puntos en el espacio de los momentos.

Para empezar es necesario aclarar algunas ideas y alguna notacién necesaria para realizar
los calculos propuestos.
Aqui, ® denota una funcién de correlacién de n puntos de los operadores primarios O;

esta expresion para la funcién de correlacién definida en el espacio de las coordenadas esta
relacionada con el espacio de los momentos mediante la siguiente transformada de Fourier,

O(x) = /d£5(P)eim<I>(]_9). (5-1)

Donde, el momento total es P = >, pj, et = eipmtparattpnn) - dp = dpdp, ... dp, y
®(p) = ®(p1,p2, - .-, Pn). Ademds la expresion 5-1, integral de ®(x), impone §(P) tal que
la funcién de correlacién ®(p) sélo tiene soporte cuando P = 0, es decir, cuando la suma
de los momentos es cero, lo que refleja la invariancia traslacional de ®(z). Es decir que si
calculamos la transformada de Fourier inversa de 5-1, aplicando (O;(x1)Oz(z2) ... Oy (zy,)) =
(O1(x14+a)Os(x9+a) ... Oy(x, + a)), encontramos que el momento total se conserva. Es asi
que podemos remover uno de los momentos en 5-1 y reescribir la integral como sigue:

Oz, x9,...,2,) = /dp1 o dpp_1 ei(plxl+"’+p"‘1x”"1+pm")CID(pl, s Dn)s (5-2)

tal que p, = —(p1 +pa +++ + Po-1)-
Por otra parte también hay que dejar claro que 5-1 es invariante bajo rotaciones por varias
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razones clave. En primer lugar, el producto escalar p - x, que aparece en la exponencial, es
invariante bajo rotaciones. Esto significa que, aunque tanto p como x cambien de direccién
tras una rotacion, su producto escalar sigue siendo el mismo, ya que las rotaciones preservan
las distancias y los angulos. En segundo lugar, la medida de integracion dpdps - - - dp,, no
cambia bajo rotaciones, ya que el jacobiano asociado a la transformacién de rotacion es
igual a 1, lo que implica que el elemento de volumen en el espacio de momentos permanece
inalterado. Finalmente, si la funcién ®(p) es isotrépica, es decir, depende tinicamente de la
magnitud de los momentos y no de su direccion, esta tampoco se vera afectada por una
rotacién. En conjunto, estos factores aseguran que la integral sea completamente invariante
frente a rotaciones.

Ahora, vamos a proceder a establecer las identidades de Ward de las transformaciones con-
formes de la dilatacion y de la especial conforme, en la medida que la traslacién como la
rotacion estan implicitas en la transformada de Fourier definidas en 5-1.

5.0.1. Identidad de Ward para la dilatacion en el espacio de
momentos

En este caso, vamos a calcular la identidad de Ward en el espacio de momentos. Para ello
empezamos por sustituir 5-1 en 4-17,

[Z 2045 + Z A;

Es practico trabajar primero con una parte de la ecuacion 5-3, omitimos algunas cosas como

/ dpd(P)e™2p(p) = 0. (5-3)

la integral y las sumatorias. Trabajamos para un j fijo.

I = 5(P):U§"8ajei@qb(g).
Ademas aplicaremos las siguientes transformaciones:

x§ —>—zi i—m‘”
op}’  Oxf b

J

Bajo estas transformaciones obtenemos una nueva expresion para [:

O(P)x§daje2p(p) = 6(P) (—i%> (ip§) ¢ 6(p)

0

pis—eo(p).

I =05(P)ps 5
J

Ahora aplicamos integracién por partes a I respecto al momento p; y usamos el hecho de
que 6(P) es cero dado que p; es infinito.
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=™ o)~ [ a2 ((PIo)

1= e ((Pop)

= e (PO = e |dB(P)ow) + ;5 0PI
o 3]9? P e\p p] apj p

[ 3o aProte) £ (5o0)) 6P + 158001500

J

/dg _ e { [Z d6(P)p(P) + p3é(P )ai@ (p)

7j=1 J

- zp (507) ¢<p>] .

Aplicando la siguiente propiedad tomada de [15]:

;:1 pj ap;xé ( ) ;:1 p] apa5 ( ) a 5 ( ) ( )
tenemos que:

nl { {‘” P+ PWP)%M@} ()P B)} _

dnd(p)e(p) + Z p38(p)

/dp_ezP:r{
/dg—eim{

/d@ — e'e {d(n - 1) p) + Zp;xé } (5-4)

Sumando el ultimo termino de 5-3 y 5-4, tenemos:

deA S)eo(p) + [ dp— e d dn — 1D5@)6D) + 3 () bp) b =0
j=1 P

JRe (ZA ~d(n—1) Zp;ﬂa(p)%m) op)=0.  (59)

Por otra parte la 5-5 puede redefinirse en términos de lo p,,_; momentos.
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/dpl dpy 1 §(P)e! it (ZA —d(n—1) pré ap& >>¢<£>:0.

Por lo tanto la identidad de Ward para la dilatacién en el espacio de momentos es:

n n—1

0
ZA]_<n_1)d_2p§tW] (P(php%apn) = 0. (5_6)
j=1 j=1 Pj

5.0.2. Identidad de Ward para la especial conforme

Ahora nos disponemos a calcular la identidad de Ward para la transformacion especial con-
forme en el espacio de momentos,entonces sustituimos 5-1 en 4-19,

n

Z 0 0 .
J

J=1

Ademas aplicaremos las siguientes transformaciones del espacio de coordenadas al espacio
de momentos:
0 0

T —>—z— — — " 5-8
Sustituyendo 5-8 en 5-7 logramos dejar sin derivadas parciales a la exponencial, al aplicar
integracién por partes hasta llevar las derivadas parciales sobre la funcién de correlacién
®(p1,...,pn). De esa manera transformaremos la identidad de Ward de la especial conforme,
del espacio de coordenadas al espacio de los momentos.
Empezamos por calcular el primero de tres términos términos del la ecuacién 5-7, los cuales
llamamos I, Iy y I3.

/dpz 2A :17 qu( ),para un valor j fijo,

zlz/d]g(zajx) 5(P)e226(p) = / p(= 2’A>< a

ap]k

Aplicando partes respecto del momento 5 fijo,

0
g 00P)0

Nota: Como p; = 0o = 6 (P) = 0, px; es un momento constante,

S
=
s

I = (~2i;) e2265(P)(p)| ™+ / 2N e

h= [aines a}ikw(zﬂw@)dp.
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Calculando Is de la ecuacion 5-7.

Aplicando partes y que §(P) = 0,p — oo,

L= / dpi aaa (e=) a% (P;0(P)o(p)) -

Aplicando integracion por partes y la nulidad del delta,

I, = /dpze’pxapa;aapa (P§5(P)¢(£))

— [ dpic [a £ 0 >¢<z_»>>+%<6<m¢<p>>+pj afjj ol ><z><p>>]

L= [ dpe [ S BI85 <6<P>¢<p>>] -

Calculando I35 de la ecuacion 5-7.

Iy = / dp (233;;1:? (8%6@90) 5(P)é(p)

— /d]_ﬂxfx (ipSe ) 5(P)¢(p)

I3 = /d]_?i2(—i)2%aipk (ei@) p;o(P)o(p).

J g

Aplicando integracion por partes y la nulidad del delta,

1= [ o) g () 5 (59(PIO).

Aplicando partes nuevamente y la nulidad del delta,
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— i [ dpe™ [d 2 00)6(0) + o O (p) +py%<a<p>¢@>]
0

8pj = Ip;
I3 = —Qi/dpe”’m o k(

Vamos a sumar [; + I 4 I3, pero omitiremos las integrales para mayor simplicidad

to= i [dpee o (0(P)o)

(d+1)5 2 (5(P)6(p)) +pyﬁ<5<m¢@)] .

0
QiAszE
apjk

—2i |(d+ 1)%(5(P)¢(£)) +p§“ﬁ (6<P)¢>(13))] el

p? 37
:z{(QA —2) D (6(PYOD) + 1 (5(P)(p))
! op} ! Op§ opf} B
82 ipT
- pj ap?ap] (5( >¢(£))} €

Vamos a desarrollar algunos términos por separado.

L (28 = 2d) 2 (3(P)o(p) = (24, —2d) (20(P)) o(p) + 5(P)£]k_(¢(13))) ,

2. P O(P)o(p)) = 1) (725570 (P) 6(p) + 2580 (P) e (6(0) + (P 5505=0(0))
95(P) 9¢(p) 82¢>(9))

o 92 >5(P b (p)
3' _2pj apgapé? (5(P)¢(p>) = _2p] <W¢( ) 8;5)’“) 81) + apa op k +5( )Bp?ap?

Nos disponemos a organizar y simplificar las expresiones antes numeradas:

Parte A.

Seleccionamos los términos que actian sobre phi y tengan o libre.

5(P) (2A~—2d)i+ ’fa—Q—z o O o(p)
1T ok T P apsapy P oprape ) T

variando sobre todos los valores de j:
0 0? 0?

(P 2p; — 2a) — + pF=—0p* — 2% ——| o(p
( )Z [( J ) (9}9? J ap}x J J 8quzap;§ L
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. k _ n k__0? e} a_ 0%
definamos: K" = Zj:1 (pj Ao +2(A; —d) o 25 6p§8p‘;>'

K*(o(p))s(p),

con esto ya tenemos

term -

/ dpe®* K*®(p)6*(P) en este punto solo falta calcular 4

Parte B.

Seleccionamos nuevamente términos que estan actuando sobre § y dejan libre a ¢, variando
sobre todos los valores de j.

()i (2a,; — 2d) 0 + kazaa—za > 5(p)
= o(p) K*(3(p)).

Usando algunas resultados que se plantean en [15],

0? 0? 0
K _ kK~ a7 - .
K")(P) = (P 9P0P. 2P 5pegpr +2(A nd)apk) d(P)
o(P)
a n
= —2(dn — d — A)a—Pch(P), A=) A

Nota: los P totales se hallan sumando las derivadas parciales semejantes los terminso seme-
jantes.

S0 _ 0

= ops  opPe
Parte C.

Seleccionado los términos adecuados calculamos la rotacion:

d8(P) 8 ds(P) 04(p)
) — — 2 =
96RO 0

o (pjap;* g 8p§>¢@’

variando sobre todos losj :
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. 8

Jj=

como el correlador ¢ es invariante frente a rotaciones este termino se anula

- 0 0
E a £ 7 )Y d(p) = 0.
(p]ap? ?) ) =0

j=1

Parte D.

Con la parte restante de términos y la parte B, calculamos la siguiente expresion:

) 9¢(p) 0
Z— % 3]?] o —Q(dn—d—A)a—pk5( ), ¢(p)

Bl & 9]
19 a;? (Zp?a—p? + (dn — d — A)) o(p)

+ 2%5—]? (; (pj —ﬁ%) —(n— 1)d> (p),

como el correlador es invariante frente a dilataciones

(Zn: A; ij (n — 1)d> d(p) = 0.

Entonces, 9] se anula al sumar los resultados en C y D,

term

5éerm - / ddpelpm

-0 - 0 0
P > T— | P
TP e i ) 90

22 6(P) (Z (Aj —pya%) —(n- 1>d) @(g)] ~0,

J=1

con lo que tenemos [ dpe®ZK*®(p)d(P) = 0, es decir:

0 0? 0
d*pe™® — 2P + 2(Aj — d) = | ®(p)d(P) = 0. 5-9
Z/ e (0 5y s = 2 g+ 285 = ) g ) B (5:9)
De manera similar a como encontramos la identidad de Ward para la dilatacién 5-6, lo inico
que debemos hacer en este caso es redefinir la ecuaciéon 5-9 en maximo p,_; momentos.
Obteniendo asi la identidad de Ward para la especial conforme en el espacio de momentos:
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S [ e o o 0
dpe™® [ pf —2pf——— + 2 A._d—)q) 5(P) = 0. 5-10
jzl/ g <pj OpjaOp§ b op§opk (B —d) opK (p)o(P) (5-10)

5.0.3. Funciones de correlacion para dos puntos en el espacio de
momentos con operadores: escalares, vectoriales y tensoriales

Se sabe que una funcién de correlacion de campos escalares de dos puntos en el espacio de
momentos, denotada como G(p) = (O1(p)O2(—p)), es invariante bajo el grupo de Poincaré,
si su forma general es G(p) = f(p?), donde f es alguna funcién de p?. Esto se debe a que G
no puede depender de las componentes individuales de p* porque esas componentes cambian
por ejemplo bajo rotaciones, a diferencia de p? que es un escalar (una cantidad que no cambia
bajo rotaciones o traslaciones).

La funcién de correlacién en el espacio de momento G(p) debe ser una funcién homogénea
bajo las transformaciones de escala. Esto significa que, si el momento p es factor de A, la
funcién de correlacién debe escalar de manera consistente con las dimensiones de escala de
los operadores involucrados:

G(Ap) = A"G(p).

Aqui, « es el grado de homogeneidad, que depende de las dimensiones de escala Ay y A, de
los campos O y Os, y de la dimension del espacio d.

Calculo del grado de homogeneidad «

Para obtener el grado de homogeneidad mencionado, debemos calcular la funciéon de corre-
lacién en el espacio de momentos G(p), para ello realizamos la transformada de Fourier a
3-30,

—ip-z 1
G(p):/ddze P m (5—11)

Aqui z =z — y, y hemos integrado sobre el espacio de coordenadas.
Queremos analizar como cambia G(p) cuando escalamos el momento p por un factor A,

: 1
_ d ., —i(A\p)-z
G(Ap) = /d ze |2[A1Tay

para simplificar la evaluacién, cambiamos la variable de integracién z — 2z’ con 2/ = Az.
Entonces

diz’

d,, _
T

sustituyendo esto en la integral
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diz 1
G(Ap):/ve Apk@

Ed|
)

ow) = s [yt

|Z/|A1+A2 :

Notamos que la integral sobre 2’ es la misma que la integral original para G(p). Asi que

G(Ap) = A3 H2274G (p).

Este resultado refleja que la funcién de correlacién en el espacio de momentos es homogénea
de grado aa = Ay 4+ Ay — d.

Podemos ahora formular la funcién de correlacion en el espacio de momentos para la dilata-
cién para los campos escalares O; y Os,

G(p) = (01(p)Oa(—p)) = f(B?) = C(p*) B Br+be=d) (5-12)

donde C' es una constante por determinar.

Sabemos por 3-31 que la funciéon de correlacién de la especial conforme, definida en dos
puntos en el espacio de coordenadas es consistente si, A; = A. De manera andloga al caso
de la dilatacién tenemos que

G(p) = (01(p)Oa(—p)) = f(p) = a,2,C(p?) >4, (5-13)

Calculando la transformada de Fourier 3-31 y comparando la con 5-13 podemos reescribir C'
de una manera conveniente,
720 (d/2 — Ay)

4A1_d/2F(A1) :

A continuacién, se presentaran de forma breve los correladores de los operadores vectoriales

C=c,

y tensoriales en el espacio de momentos para dos puntos. Se remitird al trabajo de [33] para
un tratamiento mas exhaustivo de su derivacion y de sus propiedades.
Para el caso de los operadores vectoriales definimos

G (p) = (Vi (p)VE(-p)).

La estructura tensorial de la funcién de correlacién de dos puntos, estd completamente res-
tringida por la condicién 9,V#* = 0. Ademas v* es una cantidad conservada( divergencia del
campo es nula) tal que el campo asociado no presenta ni fuentes, ni sumideros.

Vamos a establecer la forma general de la funcién de correlacién G{'}B (p) de manera analoga
a como se calculd en el caso escalar. Suponiendo que la funcién de correlacién depende de
fv que es una funcién del cuadrado invariante p? cuya forma, al igual que en el caso escalar,
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estd determinada por las restricciones conformes. Es claro, que si hacemos la transformada
de Fourier a 4-8 obtenemos la funcién de correlacion en el espacio de momentos.
—Definamos que el correlador tiene la siguiente forma G (p) = 7% (p) fy (p?), con mas(p) =

Sap — 2 ‘;f;ﬁ, con esta formulacién y de manera andloga al caso escalar en el espacio de mo-

mentos 5-13, tenemos que el correlador toma la forma:

7rd/QF(d/2 —Ay) g DPaDp 2\A1—d
af _ Lol 1—d/2 _
SETE NN <5 2 ) (P7) : (5-14)

G{‘;ﬂ (p) = 5A1 A CV12

Para el caso de operadores tensoriales de orden dos procedemos como lo hemos venido ha-
ciendo, vamos a usar de manera analoga la estructurara de 5-11 y con el respectivo ajuste
logramos la funcion de correlacién, que de otra manera se puede hallar aplicando la trans-
formada de Fourier a 4-9.

La estructura tensorial de la funcién de correlacion es Gig,,(p) = 14, (p) fr(p®), donde

1

5 (5) = 1 [ (0™ (0) + 7 () ()] —

d—1

Tap(P)7" (D),

La funcién escalar fr(p®) es andloga a la obtenida para 5-11, entonces

720 (d/2 — A))
481=d/2T(A))

Cabe recordar que esta funcion de correlacion esta restringida por operadores tensoriales que

G52 (p) = da,a0Cv12 157 (p) (p?) 21— 92. (5-15)

son simétricos, conservados e invariantes de traza, T, =T,,, 9,7"" =0y T} = 0.



6. Simetrias conformes en el espacio de
Sitter

En el contexto de la cosmologia moderna, la geometria del periodo inflacionario de nuestro
universo se describe con gran precisién por el espacio de de Sitter, el cual tiene una semejanza
importante con el espacio-tiempo de Minkowski: es el un espacio maximalmente simétrico.
Este capitulo se centrarda en las simetrias del espacio de de Sitter y su relevancia en la
descripcion de las dindmicas inflacionarias. Desarrollaremos algunos resultados respecto de
la simetria conforme en relacién a este espaciol3].

El espacio de Sitter y el espacio euclidiano estan relacionados de manera importante a través
de la simetria conforme, aunque tienen estructuras geométricas y fisicas distintas.
Comenzamos con la expresién general para el intervalo en un espacio-tiempo dado por ds? =
gudxtdz”, donde g, son los componentes del tensor métrico y dz* son los diferenciales de
las coordenadas.

En el caso del espacio de de Sitter, elegimos las coordenadas conformes, que se pueden
expresar como: tiempo conforme 7 y coordenadas espaciales x = (z,y, z). Esto implica que
el indice p puede tomar los valores 0 (tiempo) y 1, 2, 3 (espacio).

Para el espacio de de Sitter, los componentes del tensor métrico g, en coordenadas conformes
se pueden escribir como:

1000
| 0 100

o 6-1

I =gzl o 010 (6-1)
0 00 1

Donde el parametro de Hubble H mide la tasa de expansién del universo en km/s/Mpc,
indicando cuan rapido se alejan dos puntos del espacio. El tiempo conforme 7 es una medida
del tiempo ajustada a esta expansion, dada por dr = %, donde a(t) es el factor de escala
[19].

Sustituyendo en la expresion del elemento de linea, tenemos:

ds* = 900(d7)2 + 911(d$)2 + 922(dy)2 + 933(d2)2

= (k) () ) () o
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1
ds? = —— (—dT2 + da* + dy* + sz) .

(H)?
Usando la notacién dx? = dz? + dy? + dz? podemos simplificar aiin mds esta expresion,
obteniendo
ds® = L (—dr* + dx*) (6-2)
- (HT)? '

En este sistema de coordenadas, es facil ver que el elemento de linea 6-2 es invariante bajo
traslaciones espaciales y rotaciones en las secciones donde 7 es constante. Para demostrar la
invarianza, reemplazamos la expresion

1’; =a; + RijZEj, (6_3>

en la ecuacién 6-2, donde dx? se transforma como dx’* = dx2 debido a la propiedad de la
matriz R;;. La matriz R;; es una matriz del grupo O(3) que representa una rotacion en tres
dimensiones, cumpliendo la condicién R;;Ry; = 0j; lo que significa que las rotaciones no
alteran las distancias ni los dngulos en el espacio tridimensional. Por lo tanto, el elemento
de linea permanece invariante, confirmando que la métrica del espacio de Sitter no cambia
bajo estas transformaciones

6.0.1. Transformaciones conformes en el espacio-tiempo

Aparte de las transformacién conforme 6-3, existen dos transformaciones adicionales que
mezclan las coordenadas temporales y espaciales, siendo una de ellas la dilatacion del
espacio-tiempo ,

' = \at, (6-4)

que podemos descomponer x* en sus componentes espaciales y temporales. Para el compo-
nente temporal tenemos,

y para el componente espacial

7 (i=1,2,3) = 2=\

Un tratamiento analogo para la transformacién especial conforme en el espacio de Sitter
se expresa como:

_ ot 4 bHa?
14 2b-x + b222’

I

(6-5)

donde,



o7

= (1,x), b =(0,b),

es un vector tridimensional que genera la transformacién. En la expresiéon anterior usamos
la notaciéon

z? = Nuwatz” = —72 4+ %2

Para el componente espacial 2%,

_ '+ bia?
14+ 2b-x + 222’

17

donde ' son las coordenadas espaciales. Utilizando 2% = —72 + x2,

. ot + b (=12 4+ x?)
1 42b-x +b02(—72 +x2)

Por otra parte, para el componente temporal 7,

, ¥ +0- 22
1+2b-x+ b2z?

Sustituyendo 2° = 7:

, T
14+2b-x+ b222°

Sustituyendo nuevamente 22 = —72 + x? tenemos,

-
r_
T 1+2b-x+0?(—72 +x2?)

(6-7)

Las transformaciones 6-3, 6-4 y 6-5 representan un conjunto de transformaciones que actian
sobre las coordenadas en el espacio de de Sitter. La combinacién de estas transformaciones
implica que hay un total de diez generadores de simetria. Estos generadores representan
diferentes maneras en las que el espacio de de Sitter se puede transformar sin alterar su
estructura basica, lo que lo clasifica como un espacio-tiempo maximamente simétrico.

En particular la transformacion del tiempo 6-7 se construye a partir de una composiciéon de
tres transformaciones consecutivas. Esto significa que se puede pensar en la transformacién
del tiempo como el resultado de aplicar sucesivamente tres tipos de transformaciones dife-
rentes: inversion, traslacion y otra inversion. A continuacién presentamos de esta manera la
transformacién para la componente temporal y para la componente espacial de la especial
conforme.
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1. Inversion Inicial (Inversion sobre el origen)

Primero, aplicamos una inversion a las coordenadas espaciales y temporales. La inversion se
expresa como
/ $M
ot = T (6_8>
x
o de manera explicita para las coordenadas espaciales y temporales,tenemos,

/ Li / T
e - L
T+ -1+

Este paso invierte las coordenadas respecto al origen, lo que "invierte” las distancias y
posiciones en el espacio de Sitter, pero no su magnitud.

2. Traslacién (Desplazamiento en el espacio)

Luego, aplicamos una traslacion. La traslacién desplaza las coordenadas espaciales por un
vector de traslaciéon b* = (0, b;). Esto significa que movemos las coordenadas espaciales de
la siguiente manera:

= -l =2+ b

Aqui simplemente anadimos el vector b; a las coordenadas espaciales.

3. Inversién Final (Otra inversién sobre el origen)

Después de la traslacion, aplicamos otra inversién, usando las coordenadas resultantes de la
traslacion. Esto se expresa de la misma forma que la inversién inicial:
't ,

]

xTr, = .
2 ’ t 2

De nuevo, estamos invirtiendo las coordenadas resultantes de la traslacion.

4. Resultado: Transformaciéon Especial Conforme

Al combinar estas tres transformaciones (inversién + traslaciéon + inversién), obtenemos la
transformacién especial conforme. La forma final de esta transformacion se expresa de la
siguiente manera:

LA (6-9)

Esta ecuacion muestra que la transformacién especial conforme se puede ver como la compo-
sicion de las tres operaciones: inversion inicial, traslacion y otra inversion. Recordemos que
la equivalencia con 6-9 (en el espacio de coordenadas) se estudié en 3-18.
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Una observacion final. En el espacio de de Sitter, el nimero de generadores asociados a las
transformaciones (rotaciones, dilataciones, traslaciones y transformacién conforme especial)
es el siguiente: rotaciones con 3 generadores, dilataciones con 1 generador, traslaciones con 3
generadores y la transformacion conforme especial con 3 generadores(conteo depende de b).
Las 10 simetrias en el espacio de de Sitter lo convierte en un espacio maximamente simétrico
como se anticipé al inicio del capitulo.

6.1. Jacobiano en transformaciones simétricas del espacio
de Sitter

La matriz Jacobiana es esencial en el contexto de las transformaciones de coordenadas por
varias razones. En primer lugar, permite describir como las cantidades fisicas y geométricas,
como los tensores, se transforman bajo cambios de coordenadas. Un ejemplo claro de esto es el
tensor métrico g,,,, que se transforma utilizando el Jacobiano, lo que garantiza la preservacion
de la medida de intervalos en el espacio-tiempo. Ademas, el determinante del Jacobiano juega
un papel crucial en el célculo de integrales en sistemas curvilineos o en espacios curvos, ya
que mediante él se define adecuadamente el elemento de medida de volumen.

En el caso especifico de las transformaciones en el espacio de Sitter, el cdlculo del Jacobiano
se convierte en una herramienta clave para comprender cémo cambian las coordenadas bajo
diferentes simetrias. Cada tipo de transformacion —traslaciones, rotaciones, dilataciones
y transformaciones conformes especiales— afecta las coordenadas de manera distinta. Sin
embargo, casi todas ellas son isometrias, lo que significa que preservan las distancias en el
espacio-tiempo.

Traslacion

En una traslacién, las coordenadas espaciales ! se transforman mediante un desplazamiento
por un vector constante a':

" =z +ad.

El Jacobiano para esta transformacion se obtiene al tomar las derivadas parciales de las
nuevas coordenadas z”* con respecto a las originales 27, lo que da como resultado la matriz
identidad:

19
ox i
oxI a

El determinante del Jacobiano es 1, lo que indica que la traslacién no cambia el volumen del

espacio:
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al./z'
det -] =1
¢ (6333)

Esto refleja que las traslaciones son isometrias, ya que no afectan ni las distancias ni el

volumen. Entonces, el cambio en el elemento de volumen se expresa como:

'

0
dr' d*x’ = det
. (5

) drd’z = drd’z.

xV

Rotacion
En el caso de una rotacién entre dos coordenadas espaciales 2° y 2/, la transformacion esté
dada por una matriz de rotacién R}:

a" = Rlx;.

El Jacobiano en este caso es simplemente el calculo sobre la matriz de rotacién R;. Dado
que las rotaciones son ortogonales, el determinante del Jacobiano es:

det(R7) = 1.
Esto significa que las rotaciones preservan tanto el volumen como las distancias, lo que es
coherente con el hecho de que son isometrias del espacio de Sitter. Por lo tanto, el cambio
en el elemento de volumen es:

ox'™
dr' d®z' = det
T e (6

) drd’z = drd’z.

:L\I/

Dilatacion

Las dilataciones implican un escalamiento de todas las coordenadas por un factor constante
A. La transformacion se expresa como:

P =\t

El Jacobiano se obtiene tomando las derivadas parciales de las nuevas coordenadas respecto
a las originales:

ox'™
ox”

El determinante del Jacobiano es entonces:

oz 4
det <8x”) =\,

= A
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lo que implica que el volumen se escala por un factor A\*. Inversamente, el Jacobiano de la
transformacion inversa es

oxH

_ 1
oxv NV

oz |,
det(f)x’”>_>\ .

Por lo tanto, el cambio en el elemento de volumen bajo dilatacién se expresa como

y su determinante es

ox'™

oz

dr' d®z' = det < ) drd®z = \drd’z.

Transformacidén especial conforme

La transformacion conforme especial es mas compleja. Estd dada por la expresion:

B ot + bHa?
1 42b-x+ b2

donde v* = (0, b") es un vector constante que genera la transformacién. El Jacobiano para esta

7

transformacién requiere que veamos esta transformacion como la composicion de traslaciones
e inversiones, en ese orden veamos como es el jacobiano de la inversion 6-9,

ox'# B 0 x_“
Oy Oxv \ 22 )’

o [zt 1 i,
fadi N )

donde hemos utilizado J¥ = 6t — 222

Simplificando, tenemos

¢ tal que cumple con la relacion de ortogonalidad

Jo L = o

Para calcular el determinante del Jacobiano, utilizamos la propiedad de que el determinante
de un producto de matrices se descompone como:

ox'* 1 1\"
= __JH — —_— H
det <8x”) det <x2 Ju> <x2> det(J}).

Para el espacio de Sitter, espacio de 4 dimensiones (n = 4), esto se traduce en

ox'" 1
= . K
det (8m”> L det(J%).
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Dado que det(J#) = +1 (debido a la ortogonalidad y que la transformacién es una inversién),

det ox'™ 1
e = — )
orv ($2>4
Esto muestra que, a diferencia de las otras transformaciones, la transformacion conforme

especial tiene un impacto significativo en el volumen, que se escala por un factor —ﬁ. En

obtenemos:

consecuencia, el cambio en el elemento de volumen es:

z'H 1

()t

6.1.1. Simetrias del espacio de Sitter y su relacion con el grupo

drd’x.

dr’ d*s' = det (0

D ) drd®z = —

conforme en el espacio euclidiano

El analisis de las simetrias en el espacio de Sitter revela conexiones profundas con el grupo
conforme, especialmente en el limite asintotico donde emerge una relacion entre el espacio
de Sitter en cuatro dimensiones y la teorfa conforme en un espacio tridimensional[3].

En un espacio euclidiano de tres dimensiones, el grupo conforme se define como el conjunto de
transformaciones que preservan los angulos entre vectores, o de manera equivalente, aquellas
que dejan invariante la métrica hasta un factor de escala. Estas transformaciones se pueden
describir mediante:

G () = Gl (1) = () gy (), (6-10)
donde w(x) es una funcién positiva dependiente de las coordenadas que representa el factor
conforme, como en 3-1.

Las transformaciones conforme en R? incluyen traslaciones, rotaciones, dilataciones y trans-
formaciones conformes especiales, y pueden expresarse de la siguiente manera:
Traslaciones:

r; =a; + Rjr; con w=1, (6-11)

Dilataciones:
Ti=Ar; con w=\? (6-12)

Transformaciones conformes especiales:

$2

— _ 2,.2)2
x;_aji+bi1+2b-x+b2x2 con w=(1+2b-x+b°z%)". (6-13)

Estas transformaciones describen las simetrias en el limite asintético del espacio de Sitter, es

decir, en la region de la frontera tridimensional. De manera mas precisa, las isometrias del
espacio de Sitter en cuatro dimensiones inducen un grupo conforme en la frontera tridimen-
sional. Este fenémeno se presenta cuando analizamos las escalas super-horizonte, donde las
perturbaciones inflacionarias han dejado de interactuar localmente y evolucionan de manera
clasica(como en el espacio euclideo) [3].



6.1 Jacobiano en transformaciones simétricas del espacio de Sitter 63

Transformacion de los campos cuasi primarios

En la CFT, los campos cuasi primarios se transforman de acuerdo con la siguiente regla bajo
una transformacion conforme:

n—Arp

/1 d jl jn
det (8—)\ Ot Ou @), (614)

Ty, (@) = T () = fdet (5

i1...0n

donde n es el orden del tensor, d( en el espacio de Sitter d = 4) es la dimensién del espacio-
tiempo y AT es el peso conforme del campo. Esta relacion es fundamental para entender
cémo los campos escalan bajo transformaciones locales, y proporciona un marco poderoso
para el analisis de sus propiedades.

En el contexto del espacio de Sitter, los campos primarios tienen una relevancia adicional.
Estan relacionados con las perturbaciones cudnticas que se generan durante la inflacién, y
su estudio puede ofrecer perspectivas sobre las anisotropias observadas en el fondo césmico
de microondas (CMB)[35].

6.1.2. Interacciones de campos en el espacio de Sitter: correladores
en el modelo inflacionario para los casos escalar-escalar,
vector-vector y tensor-tensor

Este capitulo tiene como objetivo establecer una conexién clara entre los correladores pre-
viamente calculados en el espacio de momentos (véanse las ecuaciones 5-13, 5-14 y 5-15) y su
formulacién dentro de un modelo inflacionario ,véanse [3]. En particular, se establecerén las
estructuras algebraicas de los correladores en el espacio de Sitter en relacion con operadores
escalares, vectoriales y tensoriales en el marco del modelo inflacionario, tal como se discuten
en [3],[9][%]. Es de advertir que al calcular los correladores entre campos de distinta natura-
leza (tensor-escalar, vector-tensor, etc.), se observa que estos correladores son nulos por una
razéon y es que cuando se impone la restriccion de la especial conforme sobre un correlador,
esta exige que los campos deban tener los mismos pesos conformes y como cada campo tiene
un peso conforme distinto el correlador es cero [33]. Por lo tanto, nuestro enfoque se dirige
hacia el célculo de correladores del tipo escalar-escalar, vector-vector y tensor-tensor.
Seguidamente se examinara la naturaleza de los operadores involucrados, identificandolos
como operadores cuasi-primarios. Se identificaran los pesos conformes asociados a cada ope-
rador del sistema en relacion con los operadores previamente obtenidos, asegurando la con-
sistencia con la estructura tedrica del modelo inflacionario.

El fin 1dltimo es demostrar cémo los principios de la teoria conforme se integran en el estudio
del modelo inflacionario, con énfasis en las implicaciones fisicas de los correladores en el espa-
cio de Sitter. Aunque algunos detalles especificos del modelo inflacionario no seran abordados
exhaustivamente, se proporcionaran las referencias pertinentes para quienes deseen profun-
dizar en ellos.
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Correladores de los campos del modelo inflacionario, bajo simetria conforme

El espacio de Sitter es un marco fundamental para comprender la dindmica del universo,
especialmente durante la fase de inflacion; En particular el espacio de Sitter tiene un subes-
pacio que es conforme y se relaciona de manera andloga a como se discutio sobre el espacio
de incrustacién en la seccion 4.1. Este contexto se enriquece al estudiar las interacciones
entre campos escalares, vectoriales y tensoriales, los cuales juegan un papel crucial en la
generacion de perturbaciones primordiales que podrian dejar huellas observables en el fondo
c6smico de microondas (CMB). Las interacciones entre estos tipos de campos se reflejan de
manera significativa en el analisis de sus funciones de correlacién, que nos permiten entender
cémo las perturbaciones se transmiten y se relacionan en el espacio-tiempo inflacionario[].

6.1.3. Correlador escalar-escalar

Vamos a establecer la accion del sistema para un modelo inflacionario en el cual esta actuando
un campo escalar masivo(Inflatén)[9][3][¢]

1 [drd®z 5 mge?
Se = _§/HTT2 {77“ 0ub0v® + 15 5 } (6-15)

Donde ¢ es el campo escalar, m,, es la masa asociada al campo, H es el parametro de Hubble

y 7 se definen en 6-1.
el subespacio euclidiano R3, el cual se comporta como un campo cuasiprimario con un peso
conforme no nulo en una regién donde k7 — 0. Veamos que da origen a esta restriccion.
Cuando se deriva la ecuacién de movimiento de la accién 6-15 en el espacio de momentos
tentemos
2
5- 2o arer 0 g
- 22
cuya solucién después de aplicar la transformada de Fourier e ir al espacio de momentos es

o7, k) = 72 (C1(B) Ju (k) + Co(R)Ya(kr) )

5 2
donde k es el momento del sistema y J, y Y, son funciones de Bessel con h = % — %.
Cuando —k7 es pequeno (Escalas superhorizonte), se puede hacer una expansion asintética
de las funciones de Bessel J,(k7) v Y, (k7T) que permite una aproximacion del campo escalar

¢ que esta definido en el espacio coordenado.
o1, &) = T2 o (B) + 72 Mo (). (6-16)

Si consideramos h en 6-16 su valor depende de dos casos my < %H 6 my > %H . Para el
primero h > 0 pero el segundo caso es un numero complejo. El modelo fija h es positivo, lo
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que implica que la masa del campo esta acotada por una cantidad proporcional a la tasa de
expansién del universo. Dado que H es constante en el modelo. [3]. En ese orden la ecuacién
6-16, tiene un termino o+ que se desvanece y el termino dominante seria o—, entonces:

Im ¢(r, &) = 72 "o_(Z). (6-17)
|T|—=0

Puesto que el campo escalar es invariante frente al grupo conforme ¢ = ¢, ademés de ser
homogéno [33] y bajo la dilatacién 6-8, se tiene:

¢ (7, x) =72 (&) = ANehrahe! (F) = 2o (Z) = ¢ (7, 2;)
o' (7) = Ax Mo ().
Operando de manera analoga con la especial conforme pero no directamente, si no con la

inversion 6-9 se tiene,

o' (7) = |72 o (). (6-18)

Para la traslacion y la rotacién 6-3 no representa un mayor esfuerzo hacer el mismo anélisis.
Conclusion, la funciéon ¢ es un campo cuasiprimario, segin la definicién 6-14.
Para determinar el peso conforme de o solo basta con saber el valor del jacobiano para la

dilatacién usando [24] y comparar 6-18 con 6-14. Asi obtenemos que el peso conforme es:
N BP Y E B (6-19)
T2 T2 4 HY )

Vamos a utilizar los correladores para el campo escalar tanto en su version coordenada 4-8
como en el espacio de momentos 5-10, dado que ya tenemos el peso conforme del campo
escalar.
Correlador en el espacio coordenado:
Cia Cha
(O (x1) O (22)) = = : (6-20)

(X2)%7 oy — mo)®

Correlador en el espacio de momentos:

Ay,—4
(O(p)O(=p)) = C (p?)~" 2 (6-21)
6.1.4. Correlador vector-vector
Otra parte del modelo inflacionario [3] de interés, donde estan involucrados los campos

vectoriales que interaccionan con campos escalares es:

S0= 1 [ deV=al @ . (-2
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donde F,, = 9,A,—0,A, y g es la métrica en el espacio de Sitter. En este contexto, el campo
escalar representa el inflatén, mientras que el campo vectorial actia como un componente
subdominante que afecta las perturbaciones de la curvatura primordial y puede dejar huellas
observables en el fondo césmico de microondas (CMB).

De la accién 6-22 se deriva la siguiente ecuacion de movimiento

Vi (f(@)F*) =0, (6-23)

se asume que la dindmica inflacionaria homogeneiza las perturbaciones escalares, de mane-
ra que se aproxima el campo escalar como una funciéon dependiente tnicamente del tiem-
po, es decir, ;¢ = 0. Esto implica que la funcién de acoplamiento dependa del tiempo
f(®) = f(o(7)) entonces 0;f = 0. En este caso, usando la aproximacién de que la funcién
de acoplamiento f(¢) depende tinicamente, de la componentes temporal y la parte espacial
de la ecuacion de movimiento 6-23 para el campo vectorial en coordenadas, se simplifica de
la siguiente manera:

fOiFyp =0, (6-24)

(Oof) Foi — f (0;Fj; — 0o Foi) = 0. (6-25)

Se elige el calibre de Coulomb. Esto implica que se fija Ay = 0y 9;A; = 0. (el componente
temporal del campo vectorial se anula y la divergencia espacial del campo vectorial también
se anula). Bajo lo anterior la ecuacién temporal 6-24 se anula y 6-25 se reduce a

o2 10f 0\ -
(W —Vhﬁaa) A(r, 7) = 0. (6-26)

Se va a imponer que la 6-25 sea invariante bajo dilatacion y f sea homogénea en el tiempo

fAT) =A"f(7) (6-27)
En ese orden la funcién de acoplamiento sigue una ley de potencia:
f(r)=c(=Hr)", (6-28)
como se quiere que 6-28 sea positiva en el modelo, el n = —2a, con a < 0.

Ahora, sigamos el analisis en términos del campo canénico normalizado a; definido como

a; (7', .TZ)
\/7 )

utilizando la normalizacion 6-29 en la ecuacion 6-26 y yendo al espacio de momentos, obte-

A (1,2) = (6-29)

nemos soluciones analiticas en forma de funciones de Whittaker.

d:l:(Tv E) = Cl:l:(k)WaJrl/Z(O? 2“‘37') + C2:|:(k)Ma+1/2(07 QikT) (6‘30)
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Ademsds, si tomamos |k7| < 1 en 6-30 , tenemos soluciones en términos de funciones de
Bessel modificadas de la primera clase I,,, las cuales en ese limite se comportan de la forma

-

ax (1, k) ~ tx (k) (=HT)*™ + 0p (k) (—HT)™°, (6-31)

La situacion se vuelve méas complicada debido a que el término dominante en las soluciones
depende del valor del exponente a. Hay dos casos a considerar:

» Si a es mayor que —1/2, el término v*es el dominante. Esto significa que en la descrip-
cién del comportamiento del sistema en este rango, la funcién v*tiene un papel més

relevante que la funcién u®.

= Condicion de frontera: Se establece que al tomar el limite cuando

7| = 0: lim a®(7,x) = 77 %% (x). (6-32)

|7|—=0

Esto significa que, cerca del limite temporal, el comportamiento del campo atestd determi-
nado por la funcién v*multiplicada por una potencia de 7.

= Si v es menor que —1/2, entonces el término u*domina. En este caso, la funcién u*tiene

un papel més relevante que v*.

» Condicién de frontera: Aqui, la condicién al tomar el limite cuando |7| — 0 es:

lim a*(7,x) = 7 u*(x). (6-33)
|T|—0

Esto indica que, en este rango de «, el comportamiento del campo a® estd dado por la
funcién wFmultiplicada por una potencia de .

Por otra parte, de manera similar a como se encontraron los pesos conformes en el caso
escalar, lo haremos para los campos u y v [3].Ademas, es claro que por el mismo argumento
son campos cuasiprimarios(al comparar 6-14 con 6-32 y 6-33 cuando n = 1y d = 3).Veamos
los pesos conformes para v y u respectivamente:

Ay,=1—a, A,=a+2.

Correladores para el campo conforme v.

Correlador en el espacio coordenado:

of 12
(0%(1)0 (2a)) = T12 (12) (6-34)

27,
L2
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donde I*% es como en 4-8.
Correlador en el espacio de momentos:

42 T(d)2 — A,)
v _ T v _ PaPp 2\ Ay—d/2 :
Gaﬁ(p) - Cvu AAu—d/2 F(Av) (7701,3 p2 ) (p ) ) (6 35)
donde 7a5(p) = ap — p;f .
Correladores para el campo conforme u.
Correlador en el espacio coordenado:
o 012]aﬁ($12)
(0%(21) 0" (22)) = T 3A, (6-36)
L12
donde 7°# es como en 4-8.
Correlador en el espacio de momentos
72 T(d/2 — A,) PalB _
Ggﬁ(p> - sz AAu—d/2 F(Au) (7]045 - p_2> (p2)Au d/2= (6_37)
donde my5(p) = 0up — p‘;‘g )

6.1.5. Correlador Tensor-Tensor

De manera andloga, en los modelos inflacionarios también se desarrollan perturbaciones en
la métrica, las cuales son perturbaciones tensoriales de rango dos y la estructura de su
correlador en el espacio coordenado y el espacio de momentos es:

Correlador en el espacio de coordenadas:

C 2
a1 (212) 177 (212) + 1M (212) I (w12) — 0" | (6-38)

Lo

(O (1) O (22)) =
Correlador en el espacio de momentos:

2 T (d/2 — A) .
afuv . ™ afuv Ay—d/2

Donde, 1135, () = 5 [Tau(P)Tpu (P) + aw (P)T5(P)] — 75 7ap (P) T () tal que mas(p) = das—
£ ;fﬁ y A, es un peso conforme asociado a una perturbacién de la métrica. Para mayores
detalles ver [9].

Para concluir: en este capitulo obtuvimos los resultados 6-20, 6-21, 6-34,6-35 ,6-36,6-37, 6-38
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y 6-39 los cuales nos dan la estructura de las correlaciones de tipo escalar-escalar, vector-
vector y tensor-tensor en un modelo que exhibe simetria conforme en una regiéon asintotica
identificada con R? en el limite k7 — 0. Es de resaltar que estos resultados no dependen de
la forma particular de las interacciones que desarrollen los diferentes campos escalar, vector
y tensor en el modelo, sino del hecho de que en ese subespacio el sistema tiene simetria
conforme. Las correlaciones de los campos en el sistema, de esta forma, estan moldeadas por
la simetria de fondo mas que por detalles particulares de los términos de interaccion.



/. Perspectivas Futuras

El presente trabajo abre diversas lineas de investigacion futuras que pueden extender y
complementar los resultados obtenidos. A continuacién, se detallan algunas de las direcciones
mas prometedoras:

1. Establecimiento de féormulas para correladores de n puntos: 1. Generalizar las
razones cruzadas de manera explicita, que se desarrollaron en la seccién 2, con el fin de
establecer una férmula para n puntos y relacionar esto con el correlador correspondiente
para campos escalares.

2. Identidades de Ward para campos vectoriales y tensoriales: Se podria abordar
el estudio de las identidades de Ward en el espacio coordenado para correladores de
n puntos en los casos vectorial y tensorial. Este enfoque contribuiria a una mayor
comprension de las simetrias subyacentes y sus implicaciones fisicas en sistemas que
incluyen escalares, vectores y tensores [13].

3. Solucién de las ecuaciones de Ward: Una posible extension es la solucién de las
ecuaciones de Ward para cada tipo de campo (escalar, vectorial y tensorial), siempre
y cuando el nimero de puntos permita soluciones analiticas o numéricas [33].

4. Calculo de correladores con simetrias adicionales y simetrias en ciertos limi-
tes: Finalmente, se podrian calcular correladores que presenten simetria conforme par-
cial o que respeten otras simetrias alternativas. Asimismo, podria ser de gran interés
explorar casos en los que se tome el limite no relativista de la simetria conforme, el
llamado grupo de Schrodinger [2, 23, 27, 5, 21, 41], el limite con velocidad de la luz
nulo, el llamado grupo de Carroll [28, 17, 10]. También es de interés estudiar casos
en los que hay simetrias discretas como la simetria de paridad en sistemas donde hay
operadores que rompen dicha simetria [3, 9, 3].

Estas lineas de investigacion abren nuevas oportunidades para profundizar en la estructura
matematica y fisica de los correladores en teorias de campos en el espacio de Sitter, aportando
a la comprension del comportamiento de las perturbaciones en modelos cosmoldgicos.



A. Correlador de dos puntos para
campos tensoriales de orden dos

Siguiendo la proyeccién del correlador para operadores vectoriales de Spin uno, del espacio
de incrustacion al espacio R? se va a establecer el correlador para operadores tensoriales de
rango 2, para dos puntos.

Para empezar se debe expresar el correlador como una combinacion lineal de tensores de dos
indices que cumplan las mismas propiedades que los tensores en 4-8

Resumamos esto:

Un tensor de dos indices Oy, 4,(X) debe cumplir las siguientes condiciones:

= Definido en el cono nulo: X? = 0.

Simétrico: OA1A2 (X) = OA2A1 (X)

Sin traza: n'*420 4, 4,(X) = 0.

Homogeneidad: O4,4,(AX) = A"204, 4,(X).

Transversalidad: X410 ,4,(X) =0y X4204,4,(X) = 0.

Estas condiciones garantizan que el tensor sea conforme e invariante bajo el grupo SO(1,d+1)
en el espacio de embebimiento.

CvD yAyBvCyD

AB cp. apX1 Xy X{ X3 XX,

non 3 T ) 2
T1 X (1 - 9)

: (A-1)

claramente el tensor de rango 4 debe respetar la condiciones mencionadas y debe formarse
con tensores de A-1 en combinacién lineal. obtenemos :

C 1 Xt X¢ XP. xP
AB cD _ L ac M 2 BD _ M1 2 )
(07 (X1) 0“7 (Xy)) ) [2 (77 XX, ) (77 XX, ) (A-2)
1 AD_X{4'X2D BC’_XlB'XQC
T3 (77 X, x5 )\ X, X (A-3)

A B B C
Ll XX (e XX (Ad)
d X, Xo X, - Xo '
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Donde

XEXM = xB. XMy xMXER

Ahora hay que proyectar desde el espacio de incrustacién al espacio coordenado d dimen-
sional. Unas de las proyecciones que son utiles son las utilizadas para la ecuacion 4-8. Pero
hace falta construir algunas proyecciones de algunos nuevos términos.

0X{ 0XP oXS 0X7
= Oz Oz OxP Ox° (Oap (21) Ocp (22)) - (A-5)

Vamos a proyectar cada uno de los términos del miembro derecho de la ecuaciéon A—1, A—2y

(O (1) O™ (x2))

A — 3. Se pueden resumir en tres estructuras, lo iinico que varia en cada caso son los indices.

A.0.1. Parte 1.
0Xi' 0XP 0X7 0X7 (0X{ xS oXPB oxP B
e Dnv Our Do 1ACBD =\ Hor g A0 ) g e 1B | T 0upOve-  (A-6)

A.0.2. Parte 2.

oxX{r oXP ox§ oxP ( acXE:XP\
ozt Ozv OxzP Ox° o

x1-T2

1 OX{oX§ pOXP pOXP\
1T {(nAC Ozt OxP X Oz X2 oxo )

1 . [pOXP oxP
o [ (150) (4955 )|

0zB
Obtenemos z7 (9_2 de la mis sna manera cono se han calculalado las otras provecciones.
x
B
591 _
L 9w

A.0.3. Parte 3.

8:10’14 3x'19 8x20 8x2D x? . xlo xQB . xlD

OxM QOxv OxP O0x° x1-T9 X1 - Ty

1 4 0z 0§ 50x? pOzP\
1z, <x2 '8x‘4) (331% Y2900 )\ 92 ) T

1 v v g g
1,4 (x’;—xiw) (x5 — af) (w5 — o) (2§ — 7).

412
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Con un poco de esfuerzo usando los resultados obtenidos obtenemos:

C 2
<O,uv (.131) ore (l’g)) = :L‘2—IZ I+ (.Tlg) 1% (Iu) + i (;Ulg) I°r (2712) — Eéuv(SpU (A—7>

12

A.0.4. Teorema de Euler de la funcion homogénea

Partimos de la condicién de homogeneidad:

FOx) = A f(x). (A-8)
Tomamos la derivada con respecto a A en ambos lados:
d d
—f(Ax) = — (\* . A-
TFOR) = o (V1) (A-9)
Aplicamos la regla de la cadena en el lado izquierdo:
f(Ax) d k—1
—(A\z;) = kA . A-1

J

d _ :
Como 4 (Az;) = z;, obtenemos:

K7 o1 (Af‘) = kA f (%) (A-11)

E? OIX) _ v, (A-12)
P al’j
Esta es la ecuacion diferencial de Euler para funciones homogéneas:
K7 O _ (). (A-13)
; al’j

Lo que significa que f(x) satisface una ecuacién diferencial de primer orden en términos de
sus variables z;.

Esta es una ecuacion diferencial de Euler para funciones homogéneas. La solucién general
tiene la forma:

f(x)=Cx{'ay?---aon (A-14)

n

donde los exponentes «; deben satisfacer la condicién:

> a; =k (A-15)
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Esto significa que la funcién f(x) es un monomio de grado k en las variables z;, con coeficiente
C que puede depender de otros parametros adicionales del problema. En el caso mas general,
la solucién puede ser una combinacién de monomios de este tipo.
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