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Resumen

En el presente trabajo de indagacion se relacionan elementos que buscan describir los procesos de
comprension sobre la nocionldaaximoo minimo valor del rangade una funcidén cuadrética,
cuando los estudiantes de grado once de la Institucion Educativa Vicente Borrero Costa, conocida
como AVI BOGW®Iie, sd enfreGtanl airesolvatuacionesnultirregistres relacionadas
conestos conceptofara eldisefio ddas situacioneglidacticas su implementacion y analisis de

los resultadgseste trabajcse desarrollébajo la perspectiva de la teodamidticay cognitiva
propuestapor Duval (1988a, 1988b, 1999, 2006a, 2016), la cual expresa que para generar
comprensionde los objetos matematicass necesario la articulacion de por lo menos dos
registros de representacion, y esa comprension se funda en la actividad de conversion de
registros.En este trabajo se busca contribuir con dicha compreasitavés de la coordinacion

de registros y para ello se plabitel siguiente objetivo generdlisefiar describir y analizar
situaciones multirregisteoque genarancomprension de la nocién del maximoel minimo

valor del rango de una funcion cuadratica en estudiantes de gradibebNtBOCO.

Investigaciones com@&@uesta (2007), Zufiga (2009), Escalante y Cuesta (2012), Moreno y
Cuevas (2004), Carrillo (2013), Pasr (2011), entre otras, muestran que los estudiantes de los
diferentes niveles educativos presentan dificultades para comprender los conceptos de funcion,
extremos de una funcién, maximas minimos de una funcidn cuadratica, construccién y
conceptualizacid de la funciénPor esta razén, en esta indagacion se presenta una propuesta
didactica que permite la articulacién de registros para acercarse a la comprension inicial del
méaximo o el minimo, en la cual, se parte del registro de la lengua natural qlita feci
justificacion de procesos y el registro grafico cartesiano que privilegia la visualizacion e
identificacion de variables que al coordinarlas entrefagilitan los tratamientos para la
objetivacion del concepto matemaético.

Estaindagacion senmarca en el pensamiento variacional y losrmeigsealgebraicos y analiticos

enel cualse observamuchasdificultades de estudiantes al realizar tratamientos de los objetos
matematicos, especialmenten las funciones lineales y cuadréaticg®rque end educacion
basica y media se da una ensefianza monorregsivdegiando los tratamientos numeéricos,
algebraicos o graficos. Por esta razon, en este trabajo se promueve el uso del registro de la lengua
naturalcomo uno de los registros que permitenreggariasideas o razonamientos en la solucion

de un problema matematicpie articulado con otro registro, genera comprengidrquesegun

Ponton (2012)la solucibn de un problema mateméatico depeede gran medidade la
comprensidrdel enunciadaladoen elregistro de la lengua naturdla recoleccion de los datos

se desarroll6 teniendo en cuenta la metodologia investigacion accion participativa (1.A.P), que
hace participe al estudiante y lo toma como protagonista en la construccién de su propio
conocimiend. De este modo, lanvestigacionpermitié que los estudiantes se acercaran a la
comprension iniciatlel maximoo el minimo, identificando variables, hallando el vértice de una
funcién y coordinando registrgarala construccién de su propio conocimiento.

Palabras clavefegistros de representacion semiofigeafico cartesiano, simbdlicalgebraico,
lengua natural y tabular)Perspectiva semioticaransformacion tfatamientoy conversion,
maximos, minimos, funciébn cuadratica, situacionesultirregistres, razonamiento y
visualizacion, comprensionpbjetivacion, variables linguisticas, visuales y categoriales,
aprehensiomglobal y/o local.
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Introduccioén

El cambio de registros entre representaciones y la coordinacién en las disi
representaciones es relevante para alcanzar una determinada comprel
Equivalentementda comprensién comienza por la articulacién, para el sujeto,
al menodos registos de representacigiuval, 2006b, p. 20, 2016, p.89).
Frecuentemente investigadores manifiestan su interés por indagaek campo de la
educaciéon matematicecerca de las dificultadele aprendizajgue presentan los estudiantes en

los diferentes niveles educativos.

EstasdificultadessegunRomero y Lavigne (2005, p.1&p un término general en
el cual se agrupa una serie de trastornos que se manifiestan en dificultades significativas
en la adquisicién y uso de la lectura, escrittazpnamiento y calculo.eSrefiere a un
grupo de problemas denominados problemas escolares, bajo rendimiento escolar,
dificultades especificas de aprendizaje y otros, que se manifiestan como dificultades en

los aprendizajes y adaptaciones escolares

Parabuscar estrategias de ensefianza y aprendizaje que movilicen en los educandos un
pensamiento matematico autbngmgue segun Obando y Mufera (2002, p 195) es un
conocimiento donde el estudiante se desprende (toma distancia) del profesor y toma sus propias
iniciativas para la construccion de uruevo conocimiento matematicalesde diferentes
perspectivase investiga para encontrar alternativas de solucion que potencien en los estudiantes
habilidadegentendida comta aptitud innata, talento, destreza oazagad qudieneuna persona
para llevar a cabo y con éxito, determinada actividad, trabajo u)pfiei@onstruccion de dicho
pensamiento y que les permita validar su propio aprendizaje, a fin de generar comprension de los

objetos matematicos abordados

Desde este punto de vista, uteria encaminada a contribuir con la ensefianza y
aprendizaje de las matematicasque permite la construccion de saberes a través de las

representaciones semioticas la Teoria Semidtica y Cognitiva &aymondDuval' (1988,

! Raymond Duval. Bfesor en la Universidad dEittoral- C - t e ald ye@seia en el Instituto de Formaciohode
maestros de la academia de Lille (Frand®spuégle haber realizado estudios de Filosofia y pedagogia trabajé
1970 a 1995 en el IREM de Estraspo, participando en numerosas investigacioBes trabajos se dirigen sobre
todo a la comprensionedtextos, el aprendizaje de ld$erentes formasle razonamien®y a la visualizacion en
matematicas.
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1988b, 1999, 2006a, 2016), la cual expresa que para generar comprension de los objetos
matematicos es necesario la articulacion pde lo menos de registros de representacion
semidtica y esa comprension degra en la actividad de conversion de regist es decir, la
comprension de un objeto matematico comienza con la coordiregiafianeade al menos dos
registros de representaci@@uval, 2016, p.90)La posibilidad de cambiar en caalier momento

de un registro abtro en la actividad matematica, solo se da en contextos de representacion; que
segun Duval1999) se entiende como los medios semiéticos que utiliza el estudiante para dar

cuenta desuaprehension de los objetos matematicos.

En el presente trabajo se aboua problematica queegun (Cuesta, 2007; Zufiiga, 2009;
Escalante y Cuesta, 2012; Moreno y Cuevas, 2004; Carrillo, 2013; Porra}, @&idnlos
estudiantes con respecto aclamprensiondd concepto de funcion, extremos de una funcion,
construccion y enceptualizacion de la funciply especificamente todo lo relacionado con la
nocién del maxima el minimovalor del rangade una funcién cuadratickn él se encuentra
los resultados hallados en la aplicacibn de dos situaciones didacticas compuesta por una
secuencia de siete tareas que giran en torno a la nocion del né&lmadnimo de una funcion
cuadraticarealizada por estudiantes del grado once de la instituddcagvaVicente borrero
costa de Calvalle. En las producciones analizadas, evidenciatos avances alcanzados por los
estudiantes frente a tomprensiory toma de conciencia de los objetos matematiasis;omo
también los desaciertos o dificultadgge no pudierosuperaral momento del desarrollo de esta

investigacion.

El disefio de las tareas se redldando respuestala pregunta dmvestigaciérbuscando
aquellastareas que permitieragisminuir dificultades y generatcomprensiéren los estudiantes
de grado ongecuando se enfrentaban a resolver situaciones multirregistrosegtarproposito,
se identificaron lagariablesdidacticadel disefidomadasn el andlisis a prigrqueapoyado en
la teoria semidtica y cognitiva de 1l (1988a, 1988b, 1999, 2006a, 20p&ymitieron articular
diferentes registros pataaobjetivacion y comprension del maxiroel minimo valor del rango
de una funcion cuadratic®icha articulacion, admite realizar tratamientos distintos propios a

cadaregistro que posibilitan un aprendizaje explicito de las representaciones.

Estostratamientosstanenmarcados en la actividad cognitik@ conversion de registros
de representacigmotencializando el registro de la lengua natural en la construccion intencional
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de conocimientos. It este trabajo se pronueve la articulacion y utilizacionde los registros
grafico cartesiano, simbdlico algebraico, lengua natytabularpara facilitarlos tratamientos
cualitativosy cuantitativogropios a cadeegistropara la aprehension de variahlss embargo,
prevaleced registro de la lengua natlrel cual requiere que en todmmento donde se lleven
procesos densefianzg aprendizajesea erefiado para la conceptualizacion y comprension de
los objetos matematicos.

La metodologiainvestigacion accionparticipativa [A.P) utilizada en este trabagjo
permitié que los estudiantes se expresaran libremente creando en ellos una toma de consciencia
en los procesos de ensefianza y aprenddajéas mateméaticay que interactuaran para la
construccion de su propio conocimiento logramie ellos pensaran dtintos a la hora de
resolver las tarea®or ello, a pesar déas dificultades que tenian los estudiantes en cuanto a
conocimiento matematicoy otros factores quegenerabanincomprension de los objetos
matematicos,los objetivos planteados para esta investigadiire consistian en disefiar
situacionespara disminuir dificultades y generar comprensida la nocion del méximoo el
minimo valor del rango de una funcion cuadraticacis®mplieron satisfactoriamentgrardo

gue los estudiantes® acercaraa lacomprensionnicial del maximoo el minima
Este trabajo esta organizado en siete capitatosuales se describen a continuacion:

Capitulo 1. En este capitulse presentda contextualizacién y los antecedentes del
problema dendagaciénrelacionando algunas investigaciones que giran en torno a la nocién del
maximo o el minimo de una funcidn cuadratic&e planteanlas dificultadesque tienenlos
estudiantes en diferentesveles educativos, relacionados conpehsamiento variacionase
especifican algungsroblemas planteados &% libros de textos escolarelscual promueven una
ensefianza monorregisty los hallazgos en las pruebasb®r 11 y PISA en el area de
matemé&cas Se plantea la pregunta de indagaaion lajustificacion del problemaseguido de

sus objetivo® hipétesis de investigacion

Se debe tener en cuenta ga@rueba Sabet1°es la evaluacion del nivel de educacion
mediaque tiene comaoobjetivo proporcionar informacion a la comunidad educativa en el
desarrollo de las competencias basmasun estudiante deberia desarrollar durante el paso de su

vida escolar El resultado y analisis de esta evaluacfggrmiten que los establecimientos
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educativos, las secretarias de educacion, el Ministerio de Educacion Nacional y la sociedad en
geneal identifiquen las destrezas habilidadesque desarrollarios estudiantes colombianos

durante la trayectoria escolar.

Del mismo modo, el progranpzara laEvaluacion Internacional de Alumn@BISA), es
un proyecto de la Organizacion para la Cooperacion y el Desarrollo Econémicos (OCDE) para
evaluar la formacion de los alumnos y el rendimiento académico en mateméticas, ciencia y
lectura, cuando llegan al finde la etapa de ensefianza obligatoria, hacia los 15 afios. Busca
ofrecer informacion detallada que permita a los paises participantes adoptar las decisiones

necesarias para mejorar los niveles educativos. Se realiza cada tres afos.

Capitulo 2. En este capitulse relacionan lofundamentodel marco teérico desde la
perspectiva semidtica cognitivadesarrollada pobuval (1988a, 1988b, 1999, 2006a, 2D1&
cual da fuerzas a lasdds planteadas en este trabaje. d@scribe lo que se entiende por
representaciones semiodticas y las transformacialeesonversion y tratamientos desde los
diferentes registros de representacion. Asi misseohace una breve descripcion depecto
disciplinar haciendo énfasis a lo que se entiende por el concefutoci®n y funcidon cuadratica
presentando la justificacion dalgunos tratamientogiue se le pueden hacer a la funciéon

cuadréaticay mostrando algunas formas de representacién de la misma.

Capitulo 3. Se presenta la metodologig las fasesmetodologicasde indagacion
caracterizando la muestde la investigacion y todo lo que implica para la aplicacién de las
situaciones didacticas. Se establece el disefio y construccion de una rejilla analitica,
caracterizando las variables didacticas como las cognithnssales, categoriesy linguisticas;
en ellas se resaltan la aprehensién global y local paraualizacién ycomprensiordel maximo
o el minimovalor del rango de una funcién cuadréatiSa especifican los roles de los actores de
la investigacion yse muestra una metodologia con respecto a la aplicacion de la secuencia de

tareas.

Capitulo 4. En este capitulsepresenta los elementos asociadosdasefio y analisis a
priori de las situacionedidacticas, profundizanden los requerimiensy lo esperado durante la
aplicacion e intervenciéon de las tareBbanalisis preliminade la rejilla realizad&n el tercer

capitulo aporta elementos necesarios para la identificacion de las variables didacticas y la
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determinacion de las unidades sigidhtes de cada uno de los sistemas de representacion
semioticos, los cuales fueron tomados en cuenta en la constry@pfinacionde las situaciones
didactica. Durante el capitulo se da una breve explicacion de cada una de las situaciones
didacticaspropuestay todo lo esperado por los estudiantes de acuswddo presupuestado en

el disefiode las siete tareaSe describe cada tarea haciendo énfasis en las respuestas esperadas
por los estudiantede acuerda@onlo planteadp mostrando unaejilla de andlisis para cada una

de las tareas teniendo en cuenta aspectos gendiiaalsnente, se presenta la fasé elgtudio

piloto la cual permitio redisefiar algunas tareas tefoeen cueta lo analizado en dichestudio

Capitulo 5. En este capitulo se presenta el andlisis a posteriori de los resuleatiss
producciones de los estudiantesl@ifiase de implementacion de las situaciones didactzasa.
la realizacién del analisis de las producciones de los estudiantes se tuentantr@s niveles de
analisis:andlisis descriptivo de las producciones de los estudiaanésisis de los procesos de
acercamientos hacia la comprension inicial de la nocién del maximo o minimo valor del rango de
una funcidn cuadratica gnalisis de ladransformaciones (tratamiento y conversion) que hacen
referencia a las formas de aprehension de@daables para la comprension. Es un capitulo que
hace referencia a un marco interpretativo de los procesos de conversion desde el registro de la

lengua naitral al registro grafico cartesiano, simbdlico algebraico y tabular.

Capitulo 6. En este capitulo se presenta las conclusiones de manera general y algunas
recomendaciones sugerencias que pueden servir gataras investigacionesn relacion con la
comprension de la nocion del maximel minimo valor del rango de una funcién cuadratice,
surgieron en la impmentacion de esta indagacié®e deja por sentado los avances que
alcanzarorios estudiantes y algunas dificultades npesada®n los tratamientos algebraicos de
la funcién cuadratica en su representacion can@npdinémica y todo lo que surgi partir de

la experiencia de aula durante el proa#sdndagacion

Por ultimqg en el capitulo 7 se presentalas referencia bibliograficas que dan soportes a

las ideas plantead en estandagacion.
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Contextualizacion y presentacion del problema de investigacion

fiSe ha probado que cambiar la forma de una representacién es, para muchos alumnos
diferentes niveles de ensefianza, una operacién dificil e incluso en ocasiones imposible
sucede como si para la gran mayoria de los alumnos la comprensién que logran de un co
guedara limitada a la forma de representa@di®uval, 1999, p. 28).

El presenteapitulo busca contextualizatas lectores en el marcde esta indagaciose
inicia con los antecedentetel problema, evidencido algunas dificultades encontradas por
expertosen relacién con la nocién del maxima el minimo valor del rangode una funcion
cuadréticajuego se presenta el problema de indaga@anel cualse amplian ladificultades
que tienenlos estudiantes elos diferentes niveles educativa®n respecto a los conceptos
mencionadosademas de relacionar las dificultades en prushagr y otrosFnalmente se
planteala justificacion que promueve la pesincia de este trabajo, seguida de los objetivos que

dan las rutas a seguir para el desarrollo de esta investigacion.
1.1.Antecedentes deproblema de investigacion

El presente trabajo surge de la necesidad de profundizar en las dificultades que muestran
los estudiantes en la construccién, manejo y tratamiento del concepto de funcién, en especial lo
relacionado con la nocion ldemaximo o el minimo valor del rangode una funcion cuadratica.

Dichas dificultades se evidencian en algunas investigaciones gelagenan a continuacion.

Cuesta (2007&n su tesis doctoral manifiestpe desde su experiencia como docente en
la facultad de economin la Universidad Autonoma de Barcelpha observado dificultadet
comprensioren los conceptos de funcigrdeteminacion de los puntos extremos de una funcion.
De igual manera, expresa que los estudiantes tienen una idea intuitiva sobre orakmmeo de
una funcion cuadratica porque vinculan la existencia del maximo de la funcién con el valor mas
alto y ¢ minimocon el valor mas bajo. Esta idea no es la mas acepadpie la idea de maximo
o minimo nose define comda parte més alta o mas baja de la funcién, sinountodonde la
funcién toma el mayor o menor valposibledel rango para un determinado valor aeen el
dominia También encontré que muchas dificultades estan ocasionadas por interferencias del
lenguaje comun y el desconocimiento de las reglas elementales del algebra; dificultades en

relacion con la misma definicion ldeoncepto de funcién, al traducir (convertir) del lenguaje
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natural al lenguaje algebraico; problemas en la interpretacion del lenguaje literal (lenguaje

iconico) sin comprensidn del significado de los conceptos y expresiones.

Por su parte, Moreno y Cuexg2004 p. 94 y 102 mostraron que debido a una
interpretacion erronea que los estudiantesen en el curso de célculo diferenaalando
resuelven problemas no rutinarios sobre maximos y mininpogporcionan respuestas
inverosimiles; es decir, respugstgque contradicen la solucién intuitiva del problema planteado e
imposibles de resolverAdemas, se les preguntdé a los estudiantes sobre cl@fioian o
entendiarel maximo o minimo de una funcionlgs respuestas en genesalvo un 10%, fu®n
para definir un maximo o un minimo, se requeria que la derivada fuera cero en esos puntos. Es
decir, el maximo o minimo de una funcién solo se puede encontrar a través del criterio de la
segunda derivada; de no ser posible la aplicacion de este cetgrioplema no tiene solucion o

la funcién no tienenaximo.

Esta informaciérevidenciaque los estudiantede célculo diferenciatienen dificultad
para comprender los conceptos de maximos y minimos de una funcién cuadratica porque estos
conceptos, no sainente se calculan a través deségundaderivada, sino que también existen
otras formas de hallarlo e interpretar su significado. Por ejemplo, se puede hallar el mékimo
minimo de una funcién cuadraticajentificando las coordenadasl dertice en una la grafica
cartesiana, expresando la funcion polinébmica de segundo grado en cargaradentificatas
coordenadas del vértice y asi decir si dicho punto es maxiesnanimo de acuerdaon la
concavidad de la parabolal comportamiento de Igrafica cartesiana al signo deparadmetro
i aed la funcion polinbmica candnicale segundo grad@e hecho, en un intervalo cerrado es
posible hallar un valor méaximo o minimo del rango de una funcion cuadrética, sin que contenga

el vértice.

Escalarg¢ y Cuesta (2012plantearonque los estudiantes enfrentan dificultades
cuando intentan realizar una lectura analitica de los enunciados verbales y serios
obstaculos en el proceso de traduccion (conversion) del registro de la lengua natural,
aritmeético y gomeétrico al lenguaje simbdlico algebraico y como consecuencia, no han
desarrollado el pensamiento algebraico que les permite comprender el concepto de

variable.
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Se observa que no solo se presentan dificultadegstudiantes de bésica y media sino
también a universitarios porque aun no han podido realizar conversion del registro de la lengua
natural al grafico aéesiano o simbolico algebraidérente a estsituacion,Pontén (2012, p. 404)
planteague para pensama posible enseflanza y aprendizaje de la comprensgmudeiados de
problemasse debe considerar un cambio de registro semiético (la convedgidepistro de la
lengua natural a una representacion intermediaria no discursiiairo algebraico orgfico

cartesian@or dos razones:

1. La necesidad de salir del circulo vicioso didactico que consiste en explicar el
proposito, el sentido o la organizacion de un texto a través de un discurso, oral o escrito,
que lo parafrasea, lo comenta o simpleméat® que otro lector lo lea en voz alta. Dicho
de otra manera, se explica el discurso de un texto con otro discurso, el cual puede resultar
mas complejo para el auditori

2. La comprension de un discurso (relato, razonamiento, descripcién, explicacion...)
implica su aprehension sindptica, frente a la necesidad de desagregacién analitica para
poderoperar concluye ademasjuehay muchas dificultadgsara comprendeproblemas

expresados en lengua natural.

Seriainteresante pensar que los problemas expossad lengua natural estuvieran con
pocas dificultades para resolver; sin embargo, se requiere satiraéb viciosoy empezar a
plantear de forma distintas las situaciones de aula para lograr una prejoersion en los

estudiantes.

Zufiga (2009)manifiestaque los alumnos no llegan a reconocer el mismo objeto
matematico a través de sus diferentes representaciones semiéticas pgeasiblesa este reporte,
Duval (1988a, 1988b) plantepe la conversion exige discriminias unidades significanteke
cada registrpidentificar bien en el registro grafiaartesiandas variables visuales pertinentes
con sus diferentes valores y en la escritura algebraica de una rdfaciéion), las diferentes
posiciones paradigmaticas que dan significacion aitobolos utilizadosPara ello, es necesario
distinguir o no confundir un objeto de su representacion, porque toda confusion entre el objeto y
Su represeacion provoca una pdida en lacomprension Quval, 1999, p.14)Se entiende por
unidades significantes los valores que pueden tomar las diferentes variables en cada uno de los
registros de representacion, gréficos, algebraicos, lenguaje natural ent(Bwieds1988b).
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De otro lado, Porras (201p. 11y 21) abordacomo problema inicial, la ausencia de
formacion matemética relativa al concepto de funcion en egresados del bachillerato que dé
respuesta a las exgcias de los cursos de calc@o ciencias engenieria. dlentifico que el
escasaconcepto de funcidn coque llegan los estudiantes a la universidad, puede proceder de
limitaciones en la conceptualizacion y constitucion del concepto de fyuacidierteademasgue
dicho concepto es insuficiente para responder a las diexmanatematicas que le plamtdas

cursos de célculo diferencial e integral en casrenaversitaria.

Desde el analisis realizado por Porras (2011), se observa que hay cierta dificultad en los
conocimientos que poseen los estudiantes que salen del bachillerato e ingresan a la universidad
Esto invita a pensar en como mejorar las practicas educativas y la forma como se esta
construyendo el objeto matematico (en este caso, el de funciones) en los estudiantes. Por ello,
para abordar la nocién ldemaximo o el minimo valor del rangade una fuoién cuadraticaes
conveniente articular los diferentes registros de representacion semidética para ayudar a disminuir

las dificultades que mencionan las investigaciones planteadas en este trabajo.

Otra investigacion que trata las dificultades de estuelarglacionadas con la funcion
cuadrética, es la de Carrillo (20148 1) quien desde su experiencia como docente del curso de
matematicas basicas dirigido a estudiantes de pregrado en economia, identificé ciertas carencias
de conocimientos basicos en nmafgica cuando los estudiantes resolvian problemas de
aplicacion relacioados con la funcion cuadréaticaod estudiantes no asociaban correctamente la
expresion simbdlica algebraica con su representacion grafica cartesiana y también presentaban

dificultadespara convertir un problema de enunciado verbal al lenguaje simbdlico algebraico.

Al respecto, Ponton (2012, p. 413) manifiesta que uno de los lugares donde a menudo se
ubica la mayor dificultad en la comprension de textos escritos en lengua naturallees en
comprension de los enunciados de problemas de palabras o de matematizacién, lo que hace mas
complejas las posibles transformaciones de segmentos del enunciado, especialmente cuando no
bastan las transformaciones internas o tratamientos en el mismmoordgita lengua natural, sino
gue es necesaria la conversion de algunos de esos segmentos a otras representaciones semioticas

que permitan los tratamientos que lleven a la solucion.
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La autora Ponto6rf2012) quiere decir que comprender un texto o enunciado escrito en
lengua natural o en otro registro de representacion semiético no es inmediato sino existe una
coordinacién entre los diferentes registros de representacidon semioticos o una actividad de
conversiéren otro registro que permita la discriminacion de las unidades linguisticas implicitas o
explicitas en ese enunciado; por ello, es fundamental que dentro de la actividad matematica,
predomine de manera natural las transformaciones para hacer los tratsamegneridos de los
objetos matematicosn los registros wsi intentar de manera consciente la comprension para

llevar a cabo la solucion del problema.

La complejidad que menciona Pontén (2012) sobre la comprension de los enunciados de
problemas de pdisas o de matematizacion para algunos estudiantes, también se relacionan con
las dificultades que tiendos estudiantes para articular los distintos registros de representacion
semidticatal como lo menciona Carrillo (201,3) en la interpretacion denaxmo o el minimo
tal como lo expresa Cuesta (2007). En consecuencia, las dificultades se evidencian no solo en
estudiantes de bachillerato sino también en estudiantes universitarios que ya han visto cursos de
calculo avanzado y no han comprendido la noddrmaximo oel minimo valor del rangale

una funcion cuadratioggscalante y Cuesta, 2012)

El estudio, la ensefianza y aprendizaje del concepto de fuliré@h, cuadratica, entre
otras, estd propuesto en el curriculo de secundaria y sigue siendo desarrdiadoiersdad
por su gran utilidad en las ciencibasicas dondese congiera no deberia presentar ninguna

dificultad para su aprendizaje y congmsion(Zuafiga, 2009)Sin embargo,

Porras (2011) deja claro que los estudiantes de nuestra region no estan
culminando sus estudios de secundaria con un conocimiento adecuado del concepto de
funcién, en particular la investigao de Alvarez yDelgado (2002)muestraque
porcentajes superiores al 58% de los estudiantes que ingresan a la Universidad del Valle,
no reconocen funciones definidas por partes y que la gran mayoriadiéoeltadesal
establecer relaciones entre los distintos modosepeesentar unéuncion, quedandose
generalmente en concepciones dominadas por algun prototipo como férmula, grafica,
tabla de valores, curva regular, entre otras. Dichas dificultades se evidencian en
recurrentes fracasos al relacionar variables, establecer correspondencias y/o dependencias

entre magnitudes en fenomenos objeto de estudio, analizar fenGmenos de covariacion etc.
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con la natural consecneia de reprobacion de cursosepm algunos casos, hasla
desercidén universitaria; porque se muestra un bajo aprovechamiento en los primeros
cursos universitarios de matematicas con mortalidades entre el 35% y el 70%, porcentajes
gue permanecen como lo confirman estadisticas citadas en el encuentroarealizad
Universidad ICESI en el afio 20Q3p. 1819).

Una posible causa que |l os estudiantes no
concepo de funcion para enfrentaradaactividad matematica como lo menciona porras (2011),
podria ser que en la educacion basica secundaria y media seuntlizasefianza monorregistro
que en términos de Pontdn (2008), es aquella que esta basada o centrada en un solo registro sin
tener laposibilidad de presentar un objeto mateméatico en otro registro para que los estudiantes
tengan la emergencia de ver desde otro punto de vista el mismo concepto matematico. Es decir,
aquella que permite realizar operaciones en el mismo regetacelaprendiaje de un concepto
matematico;no seenfatizaen presentar ese objeto matemate forma distinta aen otros

registrogparala toma deconsciencia y lograrna mejor comprensiéon de los mismos.

Segbunv al (19®&a,app.endlé epjesemret d@aisones gr §f
hacerse en | a perspectiva de un@Estoaorado mracdii n a
se funda en | as transformaciones que seg¥%n el
semi -tico. pPorerelelno,l aalespcruoel a una actividad c
estudi antes comprendan el concepto y den cuen
coordi naci -. 8in anbargo(Bogtons 20E2pps 24imuestraque la solucion e los
problemas de matematizacidllevados al aula de clase depende completamente de la
comprension del enunciado producido erRel (registro de la lengua naturajye permita una

tarea de conversionasunto queo es nada espontane&o

En suma, se hace un llamado a la reflexién de lo que implica la comprensién conceptual
de enunciadosgue estd sujeta a ldiscriminacion de variables linglisticasnocidassegun
Ponton (2012)comolas marcas linguisticas que permiten la segmentacidm @éaunciado para
la comprension del mismo; aquellas quaemitenla articulacion omovilizacion de los distintos
registros de representacj@ondese resalta queicha comprensiono es inmediatgyor lo tanto,
debe ensefiarse para que el estudiante apnemidieda lograr la objetivacion del conocimiento
matematico. Por ello, Duval (199%. 18 plantea quefla comprension conceptual, la
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diferenciacion y el dominio de las diferentes formas del namiento, las interpretaciones
hermenéuticas y heuristicds los enunciados, estan intimamente ligadas a la movilizacion y a la
articulacioncuastinmediatade algunos registros de representacion sem@tiEs decir, que la
movilizacion del conocimiento matematico depende exclusivamente de las transformqa@®nes

se dan en la actividad matematica. Por lo tanto, dicha comprension conceptual de los objetos
matematicos comienza con la coordinacion de al menos dos registros de representaciones

semioticas.

A continuacion se presental problemade investigacionque tiene como propdsito
ampliar la probleméatica descrita los antecedentes que muestran un panorama general de las

dificultades que tienen los estudiantes en los diferentes niveles educativos.

1.2.Planteamientcs del problema deinvestigacion

fi @ando laadquisicion de conocimientos ha estado ligada a la formacion y al tratan

de representaciones efectuadas en un solo registro o ha privilegiaggistro particular,

ésta adquisicion queda limitada a ese Unico registfuval, 1999, p. 75).
El siguiente apartado se centra en exponer las dificultades que presentan los estudiantes en los
diferentesniveles ycontextos educativos, desde las encontradas en algunas investigaaiomes co
las halladas en las pruebdSR, Saber y aquellague se dan ela institucion educativdesde la
mirada de compafieros profesores de matem&tmao desde mi propia experiencia como
docente en la instituciGionde se desarrolla esta indagac&igunas nvestigacioneplantean

Uno de los problemas graves que confeota ensefianza de las matematicas en
todos los niveles educativos @®rque usualmente se ensefia con una fuerte carga
operativa, en detioro de la parte conceptuagnto el docente como el alumno ponen
énfasis en la parte operativa y dejan de lado la parte conceptiggjo, cuando la
ensefianza de las matematicas se da de manera prescriptiva, rutinaria y ajena al entorno
del estudiante, ésta conduce a interpretacidiaésas alrededor de los conceptos
matematicogAmit y Vinner, 1990; Oaks, 1987/1988, 1990; Schoenfeld, 1985; Hiebert y
Lefevre, 1986, citados pdoreno y Cuevas, 2004, pp.-93).
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Por lo anterior, es posible determinar que gran parte de las dificufiegiEntes en la
ensefianza de las mateméticas y mas puntualmente en el pensamiento vaespiomgle se
lleva al estudiante a resolver situaciones por un dedoontextualizadas y por otro mecanicas
donde los estudiantes resuelven problémpsro noson capaces de asociar algun tipo de
significado a lo hallado; es decir, no hay uapropiacion que permita uneomprension
conceptual de los objetos matematicosluidos en el problema.Recordar que situacioneke
aplicacionesnecanicasle algoritmos en un discurso monorregissanaquellas que se realizan
de manera rutinariag sin un razonamiento al respecto, donde el alumno no se involucra en un
proceso que le sea significativo, y no logra comprender, evaluar, cuestionar o ssientar
respuestas a la luz del problema plantg&imton, 2008, 2012, p. 317).

El Grupo Azarquiel (1992, p. 87) muestra quecimos de los problemas que
aparecen en la educacion matematica son debidos a la ensefianza, dado que en ocasiones
se dan reglas que los alumress les dificulta entender mo saben de donde salen y ni
siquiera saben muy bien como utilizarla; sin embadgthas reglas les permite actuar y
resolver tareas como si realmente lo supieran; pero la comprensiéon, asimilacion y

conceptualizacidon de ciertos objetos matematicos no se evidencia.

Para que los estudiantes tengaayorcomprension de los objetos mateitds, entonces,
la ensefianza de las matematicas y en especial, la relacionada con el pensamiento variacional y
mas concretamente con los conceptos de maximos y minimos de una funcién cuadrética, deberia
enfocarse no solamente a la explicacion de conceptagas y estructuras matematicas
preestablecidas, sino también a las transformaciones o cadwiegistrs desdeun sistema
semiobtico de representacion a otro para lpseestudiants tengan la posibilidad de observar,
visuaizar, discriminar y analizalas variables visuales y hacer tratamientos los diferentes

registrogpara resolver el problema.

Cuesta (2007) muestra las dificultades y errores de los estudiantes en el aprendizaje de los
conceptos de funcion y extremos de una fungu@madescribir e interpretar el comportamiento
durante y después de aplicar una unidad didactica a estudiantes de ecBhafitiaa, que al

2"Un problema es una situacion en la que se debe alcanzar un objetivo final para el cual la via de acceso esta
bloqueada'(Kilpatrick, 1985, p. 2). Tomado de Pontén (2012, p. 36). (También se puedatgunas definiciones
de problema a lo largo de la historia en la tabla 1.1 en Pontén, 2012, p. 39).

31



Una Propuesta Multirregistro Para la Comprensién de la Nocién del Maximo o Minimo Valor del Rango de una Funcién Cuadratica e
Estudiantes de Grado Once. José Santiago carabali Rojas. Universidad Nacional de Colombialrsgde€2619.

considerar la funcion como objeto de estudio, encontré algunas dificultades referentes a dos
aspectos fundamentaletes como

Con respecto al concepto de funcion

Existen dificultades en tareas de interpretacion y construccién del concepto de funcion,
producidas por el efecto combinado de los significados que poseen los estudiantes sobre este
concepto y del conocimiento que se tiene sobre los contextos en queeseretlzar dichas

tareas. Ademasgiuesta (2007pudo constatar que:

1 La incomprension de un término del lenguaje comun (ejemplo lados
adyacentes) crea un conflicto en la tarea de concebir la funcion desde un contexto

geomeétrico.

1 El nivel de conocimientsobre el contexto geométrico es muy elemental,
hasta el punto que en muchos estudiantes se crea un conflicto para construir las diferentes

formas de representaciéon del concepto de funcién.

1 Muchos estudiantes no pueden transferir la funcion de la tablgrafica

cartesiana, a la representacgdmbolica algebraicéCuesta, 2007, pp. 12123).

Tomando el primer incisda enunciacién debe selaraa la hora de proponer una tarea
en la actividad matematicasi mismo utilizar un lenguajesencillg permite a los estudiantes
entender lo que se quieegpresar porqueel uso de palabras quizds dadas en un lenguaje muy
técnico hacen que el estudiante comprendda tareaa la hora de resolMar Segun Benveniste
(1978),la enunciacion es poner a fumear la lengua por un acto individual de utilizacién; es el
acto mismo de producir un enunciado y no el texto del enunciado lo que es nuestro objeto. Este
acto se debe al locutor que moviliza la lengua por su cuenta. De ahi que, la relacion entre locutor

y la lengua determina los caracteres linguisticos de la enunciacion.

Con respecto al concepto de extrenmadkimo ominimo) deuna funcidén cuadratica

En algunas ocasiones los estudiantes identifican los valores maximos y/o ndaiomees

funcién cuadraticasin embargoen su explicaciéon (oral o escrita) asocian éstos valores con la
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idea de altura en la representacion gréfica cartesiana; se pone de manifiesto que el estudiante no
puede, en el sentido que lo exponen Lesh y Behr7j188ados por Cuesta (2007), establecer la
relacion entre dos sistemas de representacion semidticana partela representacion grafica
cartesiana del concepto y por la oteadescripcion verbal (lengua natural). En otras ocasiones, el
significado de maximoo minimo se le antepone a la idea de aumentiisgninucion pero
utilizados como sinénimos de altura en la representacion grafica cartesiana; es decir, se identifica
el maximo al mayor aumento de la representacion grafica cartesiana y el raitammoayor

disminucién de la mism@uesta, 2007, pp. 12125).

Lo anterior da cuenta que los estudiantes no han interiorizado el concepto de funcién y en
especial la nocion denaximoo el minimo valor derango deuna funcién cuadrética, porque aun
persiste la idea intuitiva de asociar el maximo a la parte mas alta y el minimo a la parte mas baja
sin comprender que cuando se hablandéximo oel minimo de una funcion cuadréticas el
mayor o menor valor posibleebdrango que puedetoma la funcién cando se le suministran

valores Reales a la variable x.

Cuesta (2007) expresa que el estudio diagnégrefiriendose a un estudio
diagnostico realizado por Cuesta (2005pbre las dificultades de los estudiantes de
economia en el aprendizaje del concepto de extremo de una fudejangntrever las
dificultades (como las ya mencionadas) vinculadas a la comprension de los conceptos de
funcién y extremo de una funcién y el hecho que en los niveles de ensefianzagpl@vios
Universidad se ha trabajado poco, o de manera no significativa, con lenguajes de tipo

simbdlico algebraico, gréfico cartesiano y geométrico.

Esto permite evidenciala manera como se estan desarmala algunosconceptos
matematicos en la escuelagr ejemplo los resultados de los tratamientosaaepresentacion
polindbmica ocandnicade una funcién cuadratien la educacion basica y media no dan cuenta
de la compresion y apropiacion ¢ nocion delmaximo o minimo, porque se operan en
ambientegle aprendizajequizasdescontextualizados de tal manera que el estudiante no logra la
aprehension de los objetos matematicos y por lo tanto, se dificulta representarlos en otros

registros semiéticos.
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Lasdificultadesmencionadas, es un llamado ajlee pantea Duval (1988a, 1993,
1995)cuando dicePodemosrer que, para la construccion de conceptos mateméaticos no
es suficiente trabajar las actividades dentro de un solo sistema de representacion, sino
también realizar tareas de conversion de una representacion a otra, es decir, la
construccion es explicada teavés de los registros de representacion procurando la
articulacion entre las representaciones de esos registros, siendo estas las que propiciaran

la construccion de conceptomtematicos.

Mas claramente, lo que se deberia hacer para generar una pasiipeension de los
objetos matematicos en los estudiantes, es buscar cdmo los diferentes registros de
representaciones semiodticas movilizan ese conocimiento que dé cuenta de la aprehension y
construccion de los conceptos matematicos. Por ejemplo, ladfuratiadratica se puede
representar en lenguaje simbalico algebraico (can@nmolindmim), en el registro de la lengua
natural, grafico cartesiano o tabular, buscando de esta manera una apropiéciba de

consciencialel concept@bordado.

1.2.1 Dificultad esque presentan los estudiantes en la comprensién y construccion del

concepto de funcién y extremos de unfancion.

La construccion y comprensidiel concepto de funcién ha sido un tema de mucha
investigacién en el campo de la educacion matemaBegunEscalante y Cuesta (2012, p. 109)
la carencia de conocimientos basicos, entendido este como el conocimiento que le hace falta al
estudiante para la aprehension de los objetos matematicos, impide que el estudiante pueda
trabajar en tareas de interp@éan y construccion del concepto de funcién, causado por el efecto
combinado del significado que poseen los estudiantes sobre este concepto y del conocimiento que
se tiene sobre los contextos en que se deben realizar dichas tareas; alast@ni serios

conflictos para convertir:

i Las ideas expresadas en lenguaje natural al lenguaje simbdlico algebraico,
1 Las ideas geométricas al lenguaje simbdlico algebraico, y
1 El conocimiento en forma de tabla o grafica cartesiana a una ecuacion algebraica.

Con esta investigacion, se promueve la construccion de un conocimiento matematico de

forma distinta, a como se realiza actualmentelaontexto educativo; es decir, articulando los
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diferentes registrs de representacion semiétigorque como se mencioné antes, se trabaja de
forma mecanica y comna ensefianzemonorregistro que impide al estudiante acercarse a la
comprension del objeto matematico abordado, gneeste casas el maxima minimo valor

del rango de una funcion cuatica.

Por su parte Cuesta (2007, pp. 12 y 15), manifiesta &ee abordan las
representaciones simbolicas algebraicas y graficas cartesianas de una funcion como cosas
independientes. El estudiante asume por funcidn solo la expresion sinadgébaaica,
donde la tabla de valores constituye una herramienta para hacer de la funcion (la
representacion algebraica) una gréfica cartesibas.dificultades permanecen incluso
después que el estudiante cursé y aprobé los contenidos teoricos deleceédoulo |,
durante el cual se estudiaron dos maneras de definir una funcién: como relacion entre dos

variables y como una correspondencia entre dos conjuntos

De acuerdo con lo anterior, si se desea que los estudiantes alaaswereptualizar los
objetos matematicodesarrollado®n la escuela, es importante que los enunciados de problemas
de palabras escritos en lengua natural o en gistro de representacion semidticse
transformen en los distintos registros de representacionaparearse & comprension de los
objetos matematicos y en especial, la nocién del maximainimo valor del rango de una

funcion cuadréaticagomo propoésitale esta indagacion.

Conviene aclarar que la comprension de los objetos matematidogra a través da
articulacion entre los sistemas semioticos de representacion, tanto en el registro grafico cartesiano
como en el simbdlico algebraico canénico o polindmico, lengua natural y otros, en tanto no debe
haber ruptura entre ellos. Por ello, Duval (2006a,8). pfantea quéla comprensién no significa
dar un salto desde el contenido de una representacion hasta el concepto puramente matematico
representado sino en relacionar diversos contenidos de representacion del mismoccdegeepto
decir, en la actividad mamatica resulte de manera natural la coordinacién de registros para que
el estudiante comprenda el mismo objeto matematico de distintas maneras y la comprension no se
logre a través de un ofo registro porque segun Duval (1998ria una comprension

monorregistro.
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Al respecto, Duval (1999, p. 75Expresa que una comprension monorregistro es una
comprension que no permite ninguna transferencia; y concluye dicismidouna comprensién
integrativa, es decir, una comprension fundada en la coordinacion de registros da la posibilidad
de transferenci@a En otras palabras, la articulacion de registros permite transferir conocimiento a

los estudiantes y aprehender losaaptos mateméticos.

La manera de asumir la representacion simbdlica algebraica y la representacion grafica
cartesiana de una funcion de formas independientes, admite articular en la actividad matematica
los diferentes registros de representacion semgtieoun objeto matematico, de tal formee
haya entre ellos una coordinacigrcorrespondencia entre las variables sin que se confunda el
objeto representado con su representacion, porque es ahi donde esta la riqueza de la diversidad de
registros paraceacarse a l@omprensiordel maximoo el minimo valor del rango de una funcion
cuadratica. Esta comprension pretende no solo que no se confunda un objeto con su
representacion, sino que se pueda cambiar naturalmente de un registro de representacién a otro.
Ademas, un aprendizaje de las representaciones graficas cartesianas solo puede hacerse en la

perspectiva de una coordinacide registros de representac{@uval, 1988a, p. 16).

Desde esta miragdano se dehe tomar de forma independiente los registros de
representacion de uwroncepto matematicqorqueéstedebe significar lo mismo en cualquier
registo. De este modo, segun Duval (1888. 1 las representaciones graficas cartes@gmana
funcién cuadratica,son representaciones semidticas en la mismdidaeque lo son las
representaciones geométricas, la escritura simbdlica algebraica o el registro de la lengua natural.
Esto quieredecir, que no puede tomarse l&presentaciones de un mismo objeto de forma
aislada en los distintos registros; al contrailiebe haber una coordinacién entre ellos. En
consecuencia, hay varios registros posibles papaesentarun mismo objeto y cada uno

corresponde a un tipo diferente de tratamiento cogni@bservda siguientdigura 1.1.
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Registro de representacion Registro de representacion Registro de
grafica. de escritura simbdlica. representacion
, lingiiistica.
6 ’ y - . .
) Una funcién lineal.
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8 6 4 -2 . 2 4 6 8 x f(x) =x
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Figura 1.1.La articulacion de registros de representacion del objeto matemético funcion lineal. Tomado de Duval
(1988a, p. 1).

En la figura 1.1 se puede observar tres registros distintos para un mismo objeto
matematico; en ella se evidencia que, aunque los registros son diferentes, la idea de que lo
representado es una funcién lineal no cambia; ademas, estdn completamente articulado un
registo con otro; es decir, la representacion gréafica cartesiana alude a la expresion simbolica
algebraica y ésta a su vez a la expresion linglistica. En suma, no se deben tomar las
representaciones de un mismo objeto como cosas independientes dado queseaymmaan

representar en registros distintos, el significado de lo que ella representa debe sen.el mism

Zufiga (2009, p. 14) plantea que la representacion de funciones todavia se reduce
al trazado de la grafica cartesiana de una funcion dada en uresiérpsimbolica
algebraica, representacion que se hace siguiendo unos pasos previamente determinados
(punto por punto, puntos de interseccién, asintotas, etc.) utilizando técnicas relativas a

algoritmizar el paso del lenguaje simbolico algebralagrafico cartesiano.

Esto permiteinferir que se le proporciona al estudiante una serie de algoritmos o
procedimientos que permitan resolver las tareas o actividades estandarizadas para convertir una
funcién desdeel lenguaje simbolico al gréafico cartesiano, utilizando la técnica del punteo, o
desdeel registrotabular al simbdlico algebraicdta construccion de una grafica cartesiana no
deberia ser una receta ya dada, si@loeriasurgir de manera naturah la actividad matematica
para alcanzar laomprension de los objetos matematicos. Por ello, la falteadsformacioren

la actividad matematica hace que los estudiantes no reconozcan los objetos matematicos en
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diferentes registros deepresentaciones semioticoal contrario, genera una comprension
monorregistro Luegq su capacidad de razonar y comprender los concemtamaticosio va
ser inmediato pogue no existe una actividad matematica que le permita desarrollar

razonamientos interpretar desddiferentegegistros
1.2.2. Algunostextos escolares ¢promueven la comprension de ligetos matematicos?

En ocasiones se piensa que algunos libros de textos escolaressestadas para que un
estudiantede secundaria y media a través de la lectura independiente comprenda los conceptos
matematicos; sin embargo,alalizar algunos libros de textos esoe$ade secundaria, entre ellos
Matemética prdia del grado noveno (1990) yirbension matematica detagplo octavo (1994),
se observa quenlos ejercicios planteados para encontrar el maximo o el minimo valor del rango
de una funcién cuadratica se da mucho énfasis a la parte operativa o tratamientos matematicos
dentro de un solo registro, bien sea simlmddilgebraico o registro gréafico cartesiano, sin tener en
cuenta la articulacion entre ellos. Bstamanera, trabajar con un solo registro, permite que el
estudiante opere de forma mecénica la solucién de problemas y se ponga a repetir algoritmos y
férmulas establecidas, dejando de lado el andlisis y el razonamiento del objeto matematico
abordado. En consecuencia, se evidencia la falta de transformaciones entre registros para facilitar
el tratamiento que contribuya a la interpretacién y analisismd&imoo minimo valor del rango

de dicha funciértuadratica

Ante esta situacién, Ponton (2008) argumentaen los textosescolarese hace énfasis
en problemas que poseen una Unica estrudtmganla misma intencién, marco y finalidad; no
dan pie para quel estudiante razone o compdary desarrolle un pensamiento matematico, sino
gue mas bien lo llevan a mecanizar. Ademas, se utiliza el libro de texto como Unico instrumento
que orienta los procesos educativos, y en algunos casos no se tiene en cuentadsu Este
hecho privilegiauna ensefianza monorregistro, porgee los libros de textos escolares no se
aborda con claridad los procesos de conversién de un registro a otro, sino que se plantean una
serie de actividades para que el estudiante lasrrdésasiguiendo unas pautas&senerar
comprension de los objetos matematicos en los estudiantes no es para nada inmediato, debido a
que las actividadeslanteadas en los textos escolarepermiten que el estudiante desarrolle un
razonamiento o reflexion&rente aello sino él debeque regtir y repetir hasta terminar la

actividad.
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Un caso particulaa lo planteado poPontdon (2008) respecto a centrase en una mirada
monorregistroes el ejemplo que se muestralarfigura 1.2 y 1.3omadas del libro Mtematica
practica del grado noveno (1990Pymension matematica del grado octavo (19€4)la figura
1.2 se observa que después de explicar el signo del par&imaetde la expresion polindomica de
segundo gradgyroponendos ejemplosiados en registreimbdlico algebraic@olinbmico para
que el estudiante halle el maximcel minimo valor del rango de una parabglain ninguna
interpretaciénesperandague condicho ejemplcel estudiantgga compredala idea de maximo o
minimo. Para la figw 1.3 danla expresion algebraica candnica y solo dicen tracemos en un
mismo plano las graficas de dichas expresiones; luego aparecen trazgdasentando que
tienen un punto minimo y un eje de simetria paralelo ay;egtn embargo, no dicen como se
graficé nimucho menos dan una interpretacion del minimo de la funcién, ni explican porque el

eje de simetricDbserve las figuras.2 y 1.3
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Figura 1.2. Ejemplo para hallar el maxima minimo de una parabola, tomado de Olmos y Martinez (1990, p.
115).
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sistema de ejes coordenados, l&
2 |
2(x 3) + 1y s =20+ F KE -+

Figura 1.3. Ejemplo para hallar el minimo de una parabola, tomado de Londofio, Guarin y Bedoya (1994, p. 228).
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De la figura 12 y 1.3 se puede interpretar que el desarrollo de los dos ejesploace
de formamecanicasin producir en él ningutipo de razonamiento o analisis del concepto
porque ademas, no se asocia ningun significado al maximo o al minimo valor del rango de una

funcién cuadratica.

Esto conlleva adecir que el estudiante no alama comprender lo qusignifica el
méaximo o el minimo a través de la identificacid@i dértice de una pardbola porqueesseina
maximo en dogegistres y se continla reproduciendo algo descontextualizado. Ademas, lo
planteado en la actividad no promueve una comprension conceptual y con sentido del objeto
matematicoporgue el ejemplo no esta acompafado de un enunciado en lengua natedd ni
ensefia al égdiante a visualizar a través de varios registros lo que implica el vértice de una
funcién para lograr la aprehensigrobjetivaciondel maximo o minimo valor del rango dea
funcién cuadrética. Madien, con estejemplo,el estudiantese vuelve repefito en desarrollar

ejerciciosque quizas para él no tengan sentido

Enla figura 1.3se pide trazar la representacion grafica cartesiana de |laxpl@siones
canodnicas de una funcién cuadritiea donde no se explita@dmo trazarla y luego aparecen
diciendo que la representacion grafica de cada funcion son las pardholkaabajo y que los
vértices ofp @ ofp son los puntos minimos de cada funcion. Sin embargo, no se muestra qué
se hizo para llegar hasta alla. Mas aun, no se da una explicacion o interpretacién de lo que
realmente significa el minimo valalel rango de dichas funciond3esde este punto de \ast
Pontén (2008, p. 1&xpresa

en este proceso comunmente se desarrollan los temas de una manera expositiva, en
la que se presentan las definiciones de acuerdo a la estructura matematica del concepto,
luego se presentan los ejemplposetermina con una serie de ejercicios sobre el tema
trabajado, los cuales en su mayoria @ drigen al alumno una actividad cognitiva
significativa que le implique un tipo de razonamiento, sino que los lleva a una repeticion
de un modelo determinado, temando en la mecanizacion de algoritmos. Dicho de otra
forma, en este proceso se privilegia el uso de un sélo sistema de representacion semiotico;

es decir, una enseflanza monorregistro, en la lengua natural o en el registro numeérico o en
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el registro simbdto, sin exigir tratamientos u operaciones entre estos y por ende sin los

procesos de conversion entre ellos.

De acuerdacon lo analizado en los dos ejempltmnados del librade matematicas de
grado octavo y noveng lo que se observa antes y después de, elpuedeoncluirque falta
mucho para que los libros de textos escolares promuevan una comprension de los objetos
matematicos y menos una comprension multirregistro tal como ya se mepcioné los
ejemplos propuestos no permiten la articulacion de varios regisso® el desarrollo de

ejercicios en uno o dos registrypse forma mecanica

1.2.3. Dificultades observadas en los resultados de las prueb@ESA, saber grado noveno
y saber grado once

Si los libros de textosescolarescomo una de las fuentes de informacion para los
aprendicesio promueven una comprensiéonceptualde los objetos matematicos, no se puede
esperar que los estudiantes tengan un conocimiento claro de los conceptos matematicos debido a
gue si no se les enseflasde una mirada multirregistio, que ellos aprenden de los libros de
textos escolares no es suficiente para responder a una prueba internacional o nacional. Por ello, al
analizar losresultados de las pruebas PIS$%& muestraun bajo nivel de desempefio de los
estudiantes colombianos en comparacion con estudidatesos paiseporquese observa que
de los 8 paises latinoamericanos que presentaron las pruebas, Colombia es el penultimo de ellos,

Pera el ultimo y chile el primero.

No obstante, la preocupacion por los bajos niveles de desempefios por parte de los
estudiantes es a nivel mundial, goe de acuerdo con la figura 13k nota un retroceso en casi
todos los paises de Latinoamérica entre el afio 2009 y 2012. Esto indlea difieultades que
tienen los estudiantes para comprender los objetos matematicos persisten en todas partes y
merece una atencion especial por parte de las instituciones educativas en todo el pais. Observe la

figural.4.
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Pustaye promadio en matemahca, 2003-2012
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Figura 1.4. Puntaje promedio en matematica de 8 paises de Latinoamérica 2001 (PISA)

De acuerdo con ePtISArdpwa2eg etemmbdorsdéea mae
puede observar que en el afo 2012, ocho pa?se
para | a Evaluaci - n | nt enapraeba quoenesalla Id gue lAd javeneso s (
de 15 afios saben y pueden hacer en matematica, lectura y crefibigistemas educativos. En
las tres materias, los paises latinoamericanos se desempefiaron entre los 20 con peores resultados.
Chile se ubica en la primera posicion de la regién y Peru en la dltima. PISA nos muestra que un
porcentaje alarmante de alumrees desempefié en los niveles mas bajos. En matematica, por
ejemplo, en todos los paises de la region, mas de la mitad eitddsantes no lograram nivel
minimo de aprendizaje (definido por PISA como el nivel 2 en la prueba). Estos alumnos no
pueden hagr tareas basicas, como usar férmulas elementales, procedimientos o reglas para
resolver problemas con nimeros enteros. Los paises con mayor proporcion de alumnos en los
niveles mas bajos en matematica fueron Peru (75%) y Colombia (74%). Para darnosie€uenta
cuan grave es este resultado, solo el 23% de los estudiantes de la Organizacion para la
Cooperacion y el Desarrollo Econémico (OCDE) estan en los niveles mas bajos de desempefio, y

menos del 10% en los 3 paises de mejores resultados

De esta informacid se puede observar que los paises Latinoamericanos presentan un bajo
nivel de desempefio en pruebas PISA comparado con otros paises del mundo, siendo Colombia el
penultimo de la fila con un 74% de nivel bajo. La preocupacion continta porque de acuerdo a la

figura 1.4 se observa que Colombia tiene una tendencia negativa, lo cual implica que se deben
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tomar medidas contundentes para afrontar lo que se viene con la edunacgoio a nivel

nacional,sino en Latinoamérica y el mundo. En términos generalesduaacion colombiana

merece una profunda revision en relacion a los contenidos o insumos y estrategias de ensefianza y

aprendizaje que se dan en todos los escenarios educativos, en tanto que ladzaddyzara

competir en educacion con otros paiges,esta danddos mejoresresultadosdebido a que

Colombia no supera el penultimo luga

De una institucion educativa oficial de Cali, se obtiene un reporte historico en el

desempfio por niveles de las pruebaab8r9° en matematicas para los afios 200®12, 2013 y

2014. El reporte relaciona el afio y la cantidad de estudiantes que participaron en dichay pruebas

se observo que el mayor porcentaje de estudiantes se encuentran en el nivel minimo seguido del

insuficiente y para el nivel avanzado no goréa ningun estudiante gleehaya alcanzaddesto

implicaque los estudiantes no han podgiliperadas competencias impartidas en el aula, que dé

cuenta de su aprehensién y comprension de los objetos matematicos abordados. Esta informacion

se puede observar enfigura 1.5 a continuacion.

Insuficiente Minimo Satisfactorio Avanzado

o 5%
n GO% 57%
: 51%
3 S0% 48% s 47% Aiio | Niimero de
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: s 36% Evaluados.
% 0%
E - 2% 2009 78
4 20% 15%
= 2012 58

o l'm 1% o

- 0% 0% 0% 0%
! 100 - 233 234 - 345 346 - 455 456 - 500 2[}13 gl}
Rango de puntajes 2014 126

Figura 1.5.Comparacion de porcentajes segun niveles de demdios por afio, en relacion al nimero de

estudiantes evaluados en matematicas, grado noveno. Fuente, ICFES.
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Figura 1.6. Comparacion de promedios por afio en el area de matematica segun el promedio Naciona
Elaboracion propia.
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La puesta en evidencia de las dificultades encontradas anteriopeamniteobservar que
el rendimiento de los estudiantes los niveles educativae Cali o el Valle para el area de
matematicano es el mejor. Consecuente con lo anterior, la Secretaria de Educacion del Valle del
Cauca (2013) manifiestaue

Al realizar un andlisis pedagdgico de los resultados, se puede registrar que la
educacién en el Valle del Cauca no es de la mejor calidedrdsultados de las pruebas
saberestan muy lejos de lo esperado, el analisis de las pruebas saber realizado en los afios
2002/2003, 2005/2006 y 2009, aplicados por el ICFES y el Ministerio de Educacion
Nacional, develaron que pocos estudiantes puagdkcar sus conocimientos en lenguaje,

matematicas y ciencias

Este reporte es una clara muestra que evidencia las dificultades que tienen los estudiantes
de todo el paistazdn por la cualse requiere tomar decisionesssponsabley acertadas para
lograr mejoras en los procesos de ensefianza y aprendizaje de nuestros estudiantes. Por tal razon,
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este trabajo se enmarca lantransformacion de registros paractamprension de la nocion del
méximo o el minimo valor del rango de una funcién cuadratica, quyaa®d con la teoria
semidtica y cognitiva de Duval (988a, 1988b, 1999, 2006a, 2016), se esg@@raonsciencia en
los estudiantes generar acercamientos hacia la comprensidisminuir dificultadedrecuentes

en los procesos de ensefianza y aprendieaigs matematicas.

En lasiguientefigura 1.7 seresuma algunas dificultades encontradas en las distintas
investigaciones abordada lo largo de este trabajo. Estas dificultades estan relacionadas con los
conceptos de funcién, extremos de una funcién, maximmnimo de una funcidn cuadratica,
dificultades para expresar las ideas del lenguaje natural al lenguaje simbolico algefréafam

cartesiano, entre otras.
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El concepto de domimio de una funcidn En todos los niveles educativos, usualmente se
cauga dificultad en la comprension del enisefia con una fuerte cargs  operativa en
conwcepto de funcidn. (Cuesta, 2007, p. 117, detetioro de la parte conceptual; tanto el docente

como el alumno ponen énfasis en la parte

operativa ¥ dejan de lado la parte conceptual
Los estudiantes no asocian correctaments ramit y Vinner, 1990 y otros, citados por Moreno
la  expresidn  algebraica con  la ¥ Cuevas, 2004, pp. 83-04).

tepresentacidn  grafica  cattesiana ¥
presetitaty dificdltades para cotrvertis un

problema en etnwiciado vethal al lenguaje Muchos de los argumentos se basan en una

alEtbraic ol (Orrnllo, 015, o1 interpretacidn literal [lengnaje icdticao), sin

una  comprensidn del sigmficado de  los

cotwceptos ¥ expresiones. (Cuesta, 2007, p. 120

Se dan reglas cque los dumnos no saben de
dénnde salen, i sigquiera saben muy biet

como se utilizan; pero gque les permite actuar . .
k ok _p La comprensidn de los conceptos de funeidn
cotmo & realmente lo supieran (Grupo

o P e v extrem oos de una funcidn, muestran gque en

los riweles de enseflatma previos a la

utiversidad ge ha trabajado poco, o de matera

no  significativa, con lenguajes de  tipo

Existen. seril:us. conflictos  para  trasladar algebraico, grafico v geométrica (Cuesta
(convertir) las ideas expresadas en lengua 2007, p. 3)

natural, al lenguaje algebraico;, las ideas

geométricas, d lenguaje algebraico 7 el
copcimiento en forma de tabla o grafica

: - ] Exigte wna idea intuitiva sobre mdximo ¥
cartesiara,  a una  ecuacidn  algebraica

(Escdante v Cuesta, 2012, p. 109). minimo de vna funcidn ouadedtica, que se
] telaciona oot la didea de altura; es deeir, el

estudiante winoula la existencia del méximao

Muchos estudiantes no pueden transferir de la funcidn con el wvalor mds alto, ¥ el

(cotrvertis) 1a funeidn de 1a tabla wo gréfica, a minimo con el valor mas bajo. (Cuesta 2007,

- . : -1

la ecuacidn algebwaica. Ademds, el concepto de PP 2

funcidn en sy representacidn de lenguge

natural no estd presente en ellos, pues no logran

reconocer el mismo objeto matem dico a través Las dificultades para comprender los

de sus difererfes representaciones semidticas

posibles. (Cuesta, 2007, p. 122-123).

conceptos de funcdn ¥ extremos de una
funcidn permanecen incluso después que el

estudiante cursd v aprobd el curso de
caloulo. (Cuesta 2007, o127,

de asume wnomodelo lineal en funciones cuadrdticas
del tipo v=ox’+0b, o ben oque poseen
caracteristicas Uneales. (Cuesta, 2007, £.12).

Dificultades delos estudiantes sobre la comprensidn v conceptualizacién de la funcidn, extremos de una funcidn,
funcién cuadratica v sus partes

Figura 1.7. Resumen de las dificultades de los estudiantes en relacién con la comprensién y conceptualizacio
maximos y minimos de una funcién cuadratica, tomadas de algunas investigaciones referenciadas ealegjte
Elaboracion propia.
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1.2.4. Dificultades en el contexto escolaflonde se desarrolla la investigacion

Luego de analizaen las investigaciones y reportas diferentes dificultades que manejan
los estudiantes eodos los niveles educativiase presentan panorama general de lo observado
como docente y dialogado con comparfedosentessobrelos estudiantes de la institucion

educativa donde se realiz6 esta indagacion.

Los procesos de aprendizaje s estudiants de esta institucioeducativa, se ven
influenciados por muchos factores sociales como la violencia intrafamiliar, familias
disfuncionales, laarencia de recursos de muclpaglres barreras invisiblesgntre otras cosas,
quehacen en ocasionegle éstos estudiantes sufran hastafaltade un almuerzo y en algunos
casos, muchos de ellos acuden a la esadddgoor el refrigerio que se les da en esa institucion.
Todo ello conlleva a pensar que parte del desinterés que se percibe en el gerdadiaa
matematicas por parte de los estudiantes estd relacionado con las situaciones ysociales
econémicagn que viven y quizas porque no hay una propuesta de ensefianza que los movilice o

los involucre en el razonamiento y construccion de un nuevaicoi@mto matematico.

Desdemi experienciacomo docente, se ha percibido que el pensamiento variacional que
se desarrolla en la escuekdo se inicia en secundarizy se centra principalmente en el
tratamiento deuna ensefianzamonorregistro, especialmente en los sistemas algebraicos y
variacional, dejando de lado la parte conceptual y comprensiva del objeto matematico (para este
caso funcion), donde los estudiantes puedan expresar a través de modelos una situacion de la vida
red desde los primeros afios de escolaridad y puedan interpretar una informacion de interés a

partir de diferentes registros de representaciones semioéticos.

Segun el MEN (2006, p. 66§l pensamiento variacional tiene que ver con el
reconocimiento, la percejn, la identificacion y la caracterizacion de la variacion y el
cambio en diferentes contextos, asi como con su descripcion, modelacién y representacion
en distintos sistemas o0 registros simbdlicos, ya sean verbales, iconicos, graficos o

algebraicos.

Paa el caso de esta indagacion, los conceptos matematicos se deben presentar desde los

primeros afios de escolaridad, en diferentes registros de representacién semibtica y tener mayor
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profundidad en los grados superiores para la comprendidejemplotipico en el contexto de
las ecuaciones de segundo grado, es el siguiente: la suma de dos renterses 8 y el

producto entre ellos e$1¢; Cuéales son los nimeros?

Paraeste ejemplo tal como esta planteaoes naddlamativo aun estudiantejue lo
movilice a desarrollarun razonamiento matematicgporque ademas, que no permite la
utilizacion de varios registros para su comprension, con un minimo esfuerzo se puede encontrar

la soluciony su desarrollo 96 se queda en un tratamiento monorregistro.

Cabemencionar ademas, que se ha obseradds estudiantepresentadificultades para
comprender el concepto de funcién (lineal, cuadratica) asi como en los cambios de registros,
debido a que los tratamientos que hagem ejemplo, para representamafuncién cuadréatica
candnica o polinémican el plano cartesiano se cometen errores utilizando la via del punteo; es
decir, a partir de valores dados a la variable independiente se obtienen valores de la variable
dependiente formando parejas ordenadaduggd son ubicados en el plano cartesiano. De aqui,
al momento de verificar si la expresion simbolica algebraica corresponde a la representacion

gréfica cartesiana no se logra evidengarque los calculos realizados son erréneos.

De igual manera prestem dificultad al transformar la representacion grafica cartesiana a
su expresion simbdlica algebraica, bien sea candnica o polinémica. Todo esto sucede porque el
estudiante no entiende cémo identificar cada uno de los valores de las variables wisuales
categorialegDuval 1988a)tanto en el registro gréafico cartesiano como en la escritura simbdlica
algebraica. Similarmente si desean hallar por ejemplo el vértice de una funcién cuadrética, se

nota que los tratamientos utilizando la férmpdaia hallarldambién existen dificultades.

En sus opiniones sobre el tema de funcién cuadréatica, los dodentes Institucion
Educativa Vicente Borrero Costa, también manifiestan que en su préeticadocente en el
momento de trabajar con sus estudiantes, prefiggsan solamente la conversién punto a punto
del lenguaje simbdlico algebraico a la representacion grafica cartesiana y realizar algunos
calculos matematicos de funaescuadratica o lineaks porque el estudiante esta acostumbrado
gue se haga solamente ¢onversion de la funcion cuadratica o lineal del lenguaje simbdlico
algebraico a la representacion grafica cartesiana, pero no a la inversa. Por ejemplo, si se desea

hallar los puntos de cortmn el ejex dela grafica deuna funcion polinémica de segimgrado,
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o las coordenadas del vértice de pasabola a los estudiangese les dificultancontrar dichos
puntos, porque en ocasiones no sepletundiza comdacerloy cometen errores utilizandma
férmula. Estasdificultades que expresan los compaSecon relacion al paso de la escritura
simbdlica algebraica la representacion gréafica cartesiaDaval (1988b, p. 129) menciona

siguiente:

Parair de la escritura simbdlica algebraida una funcién a la representacion
gréfica cartesiana, unpuede contentarse con la sola via del punteo: se dan valores
particularesa la variablex, sin preocuparse de sus propiedades, para encontrar parejas de
nameros, es decir, puntos. Pero para ir de la representacion grafica cartesiana a la escritura
algebrata, estoya no es posible: hay que identificar cada valor de las variables visuales e
integrarlas todadviejor aun,el paso de la representacion gréfica cartesiana a la escritura
simbdlica algebraica candnica o polinbmica, proviene de una interpretgoldal. Por
ello, un analisis de congruenciaquierela discriminacion de las unidades significativas
propias a cada registro depresentacionasi como el examen de las transformaciones

implicitas eventuales requeas para cambiar de regist(@uval, 1988b, p. 12)

Todo esto parece confirmar, gleeensefianza del trazado de una grafica cartesi@ana
deberia quedarse con la sola via del puntgque conduce s estudiantes a interpretaciones
inadecuads del problema. & tal razén Duval (L988b)menciona qudise debe identificar las
variables y hacer una interpretacion globalocal de los diferentes registrgsara analizar la
congruencia entrellosd. Conviene decirque la identificacion de las variables, interpretacion
global, discriminacion yanalisis de congruencia, deberun objeto deensefiaza en la educacion
basica y medipara qudos estudianteaprendara moverse efia actividad matematica.

Por todo lo dicho hasta aqusg hace necesario abordar en la praxis los conceptos
matematicos teniendo en cuenteperspectivalistintaque garantice las transformaciones entre
registros. Como se ha evidenciado, las dificultades pueden ser porque las estrategias aplicadas en
el aulaestan basadas al desarrollo de una ensefianza monorregistro y quizas no se ha dado la
oportunidad de presentar los conceptos matematicos de forma distinta. Pordelkgrealléesta
investigacién basada en situaciones multirregistiee permita dismiriu dificultad y generar

comprension del maximominimo de una funcion cuadratica.
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Para lograr dicha comprensjota investigacionse apoyaen la teoria semiotica y
cognitiva de Duva(1988a, 1988b, 1999, 2006a, 201l&)cual promulgda comprension déos
objetos matematicos emerge a partir de las toamsfciones (tratamiento y conviérs) de las

representaciones semidticas.

Desde esta logicasurgio la necesidad de indagar y disefiar dos situaciones didacticas
multirregistres que permitieran en los tesliantes disminuir dificultades y genesrances en la
comprension de la nocién del maximaninimo valor del rango de una funcidén cuadratica; para
ello, fue importante realizar un estudio piloto en la Institucion Educativa Vicente Borrero Costa
(VIBOCO) en la Ciudad de Santiago de Cali, que a través de las variables del sisefajz6
un andlisis de las producciones de los estudiantes respecto aldbsasitareas. La seleccion de
dicha Institucion radica en que la problematica desaritariormente no es ajena a ella. Desde

esta perspectiva, intereso indagar:

¢, Cuales son algunas tareaslesde laarticulacién entre registos de representacion
semiodtica que permiten disminuir dificultades ygenerar comprensiéintegrativade la nocion
del maximoo el minimo valor del rango de una funcion cuadrética en estudiantes de grado

once?

Este interrogantee constituye en un problema de indagacion, el cual cardlproponer
la importancia de este trabajo. Para ello, se plantpsstificacion del trabajo de investigacign

los objetivosquedan las pautas para el disefio de las tareas.
1.3. Justificacion del trabajo de investigacion

Teniendo en cuenta las dificultades que emergen dia a dia en la educacion,
especificamente logproblemas por mejorar en la educacion matematica, como aquellos
planteados anteriormente, se disefi0 este trabajo, orientado a los procesos de articulagion de |
registros de representacion semiégoda ensefianza y aprendizaje del concepto de funcés; m
concretamente, los relacionados con la nocién del mawimmnimo valor del rango de una

funcién cuadratica.

Este trabajo, se enmarca en la teoria semidtica y cognitiva de Raymond Duval (1988a,

1988b, 1999, 2006a, 2016), con la cual interesa tomarciemigcg& para una mejor puesta en
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escena de los objetos mateméaticos en el aalplanteda importancia de articular los diferentes
registros de representacion semiéticos para la comprension de la nocién del maximmo

valor del rango de una funcion cuadratica.

Durante la consulta de algunas literaturas para profundizar en el quehacer pedagdgico, se
encontraron muchas dificultades que presentan los estudiantes en relacion con el concepto de
funcidn. Algunasestd relacionada con la existencia de una relacion de dependencia entre dos
variables, situacion en la cual, ses kdificulta el aprendizaje a los estudiantes quienes no
comprenden la regla que domina dicha relacion entre las variables de la funcion; adelmas,

incomprension del significado delrmmepto de pendiente de la re@@aiesta, 2007, p. 121 y 126).

Aunque el concepto de fApendiented no es
importante explorar qué esta pasando @lgmensamiento variacional émescuela, en especial lo
relacionado con la nocion del maximaninimo de una funcion cuadraticacgmodiferenciar
una funcion lineal de las cuadraticas pgemerar dindmicas de ensefianza y aprendqpage
garanticen la comprension de un concepto mateq tal comolo promueve eMinisterio de
Educacion Nacional (MEN) a través de los estandares agcoompetencias en matematica

cuando dice:

Es pertinente distinguir las funciones lineales de las no lineales y conectar el
estudio de la proporcionalidad directa con las funciones lingadequeel tratamiento
gue se le da a las funciones lineales es diferente al de las funciones cuakliabicas
(2006)

Las funciones lineales sirven para modelar situaciones de proporcionalidad directa o
inversa; mientras que las funcionesadraticasirven para analizar otsdipos de situaciones
comaq por ejemplo, hallar la maxima ganancia de una cierta cantidad de articulos vendidos. Es
fundamental tener en cuenta que las funciones permiten analizar y modelar distintos fenbmenos y
procesos no soOlo en problemas y situaciones de la vida cotidiandarsibién de las ciencias
naturalessociales y de las matematicas misntasire las razonesgjue interesodesarrollaresta

indagaciorse pueden mencionar:
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Vv En algunos libros deextos escolares (ver figura 1.2 y YIs@proponen actividades
gue no promueveila comprension de los objetos matematicos, pues se trabaja en forma
mecanica coruna ensefianzanonorregistro y se hace énfasis en problemas con una Unica
estructura.
Porque, segun Pontén (2008, pp1¥ se desarrolla un ejercicfgara que
los alumnosconstruyanel concepto y se terminan proponiendo un conjunto de
ejercicios,para que loglumnas mecanicero visto en las actividades; permiten la
aplicacion mecanica de algoritmos en un discurso monorregistro, el cual el alumno
no se involucra en un preso que le sea significativo, y no logramprender,
evaluar, cuestionar o sustentar sus respuestas a la luz de una situacion problema
planteada; tampoco logran generar algun tipo de razonamiento que le permita

plantear o susntar sus hipétesis de trabajo

Vv Bajos niveles de desempeépo pruebas sabéf y 11° y a nivel internacional con
las pruebas PISAverfigural.4; 1.5y 1.8 Pues Colombia esta en la penultima posicion con
respecto a los demas paises de Amdaitaa.

Vv A nivel personal y profesional intefemvestigar en este campo por motivaciones
dadas en los seminarios de la maestria en ensefianza de las ciencias exactas y naturales de la
Universidad Nacional de Colombia, sede Palmira, dictados por la Dra. Teresa Paxdtitio
y por querer indagar mucho mas por la problemética descrita anteriormenteteabagie

\% Porque con la articulacion de los diferentes registros de representaciones
semibticosos estudiantes disminuiragunas dificultadesomo las ya menciodas,y se
generamayor comprension esllosal momento de abordar un concepto matematico. Porque
la razén profunda de estas dificultades nbussa eos conceptos matematicos ligados a las
funciones, sino al desconocimiento de las reglas de correspisdsmiotica entre el
registro de la representacion grafica cartesiana y el de la escritura simbdlica algebraica
candnica o polindbmica o la lengua natural (Duval, 1988b, p. 125). Estas reglas de
correspondencia semidticas se basan en la discriminaciés deidades significativas a los
distintos registros para hacer corresponder un registro con otro y lograr comprender los

objetos matematicoe esta manerdja comprension ségra en los estudiantes con la
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coordinacion de registros de representacion, donde ésfoesentan la claveara el
aprendizaje de las matematicgduval, 2016, pp. 77 y 89).

\% Porque & aprelension de los objetos matematigosga un rol fundamental en la
ensefianza y aprendizaje de loonceptos matematicos. Esta aprehension requiere de una
interpretacion global de las variables visuales o categoricas, la cual dejgend tratamiento
cualitativo, pertinente y de una discriminacion de los valores visuales asociados a una
conversion de registros (Duval, 1988a, p. 11). Esta es una de las razones por las cuales esta
indagacion se llevo a cabo, puesto que la comprension en matematica se logra a tragés d
transformacion entre registros que facilites tratamients entre ellos. Por ello, es de vital
importancia que en la actividad matemética se ensefie como articular los registros de
representacion para identificar, interpretar y reconocer impli@tgplicitamente las unidades
linglisticas en la escritura simbolica algebraica, lengua natural, registro grafico cartesiano y
otros, que corresponde a los valores de las variables visuales pertinentes.

Vv En general, la eleccién del tema de esta indagacdita en quda funcion
cuadratica se ensefia en los curriculos desde secundaria y media hasta la universidad por su
gran importancia que tiene en la vida diaria, en la ensefianza del calculo, en la economia para
maximizar ganancias o minimizar costos dedpixion, en la fisica para modelar situaciones
de fendmenos naturales, en las ciencias sociales o naturales, para ver el compartamiento
crecimiento o decrecimientde una poblacién o ecosistemas, entre otras; y para esto, los
conceptos demaximos y minims de una funcién cuadratica juegan un rol muy importante

en las matematicas

Por estas razongse plantean los siguientes objetigoeguian el desarrollde esta indagacion.
1.4.0bjetivos de lainvestigacion

En acuerdo coma problematica planteadalg pregunta de investigaciptos objetivos

propuestogjue guiaron este trabajo son los siguientes:
1.4.1. Objetivo general

Disefar, describir y analizdossituaciones multirregistro que generen comprension de la
nocion del maxima el minimo valor del rango de una funcién cuadratica en estudiantes de

grado once
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1.4.2.0bjetivos especificos

1 Identificar y describir las variables lddisefiode dos situagones multirregistros
relacionada con la nociéon del maxim@ el minimo valor del rango de una funcion
cuadratica.

1 Disefiar y analizar dos situaciones multirregssabre la nocion del méximwel
minimo valor del rango de una funcidén cuadratica, que genere comprension en los estudiantes
de grado once ¢l 1BOCO.

1 Describir los procesos de transformacion (tratamiento y conversion) que realizan
los estudiantes del grado oncé ¥BOCO, al abordar dos situaciones multirregistsobre

los conceptos del maximmel minimo valor del rango de una funcién cuadratica.
1.5.Hipétesis dé trabajo de investigacion
En términos de lo que se espera, se puede considerar:

a H1. A partir deldisefio ddas dos situaciones multirregistros los estudiamtelk
VIBOCO aprenderatransformaciones (tratamiento y conversion) en la actividad matematica
gueles permitan generar comprension de la nocion del maxored minimo valor del rango
de una funcion cuadratica.

a H2. Con la articulacién de difereag registros de representacion Egita
(registro géfico cartesiano, registro simbolico algebraico, registro tabular y registro de la
lenguanatural) se disminuyen algunas dificultadfecuentes al abordardanociones de
maximoo el minimode una funcién cuadratigesepuedegenera avance®n lacomprension

deestas nocionesn estudiantes de grado ot VIBOCO.

Unavez trazados los objetivos patasarrollaresta investigacion, se procedio a formular
las hipétesis basadas en términos de lo que se espera que los estudiactss @cael disefio y
aplicacion de las dos situaciones didacticas. Se propusieron dos hipotesis que resumen los
objetivos, donde el foco central de ellas son los procesos de articulacion de losediferent
registros de representacion semidtiesados en lasansformaciones (tratamiento y conversion)
para la comprension de la nocién del maximel minimo valor del rango de una funcion

cuadratta.
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Desde esta logica, en el disefio de las dos situaciones didacticas se p®interesda
visualizacion ydiscriminacion de variables para la aprehensién y objetivacion de los objetos
matematicos; sin embargo, no se puede desconocer que el registro de la lengua natural juega un
papel fundamental para la validacion y argumentacion de resultados en los paeEdsos
actividad matematica; tal como lo manifiesta Ponton (2008, p. 24) la lengua natural como registro
semidtico que privilegia la justificacion de procesos y los razonamientos matematicos sirve como
eje transversal queace posible enunciar objetos, citmes, operaciones y propiedades de los
objetosmatematios.

Para aborday sustentael problema planteaden este trabajde indagacionse presenta
el siguiente capitulalonde se desarrollara con detallggan parte de la teoria semibtica y
cognitiva de Duval (1988a, 1988b, 1999, 2006a, 204r6)a cual séundamenta esta propuesta.

A partir de ella, se trazaron los objetivos que permitieron el disefio y andlisis de las situaciones

didacticaddadagporla nocion del maxima minimo valor del rango de una funcion cuadratica.

58



Una Propuesta Multirregistro Para la Comprensién de la Nocién del Maximo o Minimo Valor del Rango de una Funcién Cuadratica e
Estudiantes de Grado Once. José Santiago carabali Rojas. Universidad Nacional de Colombialrsgde€2619.

Algunos Aspectos Teoricos d¢
la Teoria Semiotica y

Cognitiva de Duval:

7z

CAPITULO | |

Marco Teodrico
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Algunos aspectos teoricos de la teoria semiotica y cognitiva de
Duval: Marco teorico

La comprension conceptual en matematica incluye sinergia de
registros yalgunas veces sinergia de tr@uval, 2016, p. 90).

El siguiente capitulo se centrara en fundamentar las bases teéricas que dan soporte a las
ideas plasmadas en esta indagacion, asi comizgaxia importancia de los cambios de registros
derepresentaciésemioti@ para la comprension en la actividad matemattanarco tedrico de
este trabajo se centra principalmente en la teoria semiotica y cognituavde(1988a, 1988Db,

1999, 2006a2016) la cual establecka necesidad de transfornmias registros deepresentacion
semibticade un sistema de representacion a otro, para geaeaaces en l@omprension y

lograr el aprendizaje de los objetos matemati€ssimportante resaltar en eg&oriaque la
aprehension, discriminacion, e interpretacion de las unidades significantes en los diferentes
registos de representacion semiotiea crucial para la comprension y por ende se debe ensefiar

en todos los niveles educativos.

Especificamentsedesarrollarias bases teoricas que dan un panorama general de algunas
ideas centrales, encaminadas hacia la construccion, aprehension y coordipa@gistros de
representaciénsemiotica Se explicara el concepto de representacion que segun la teoria
semidtica y cognitiva de Duv@l988a, 1988b, 1999, 2006a, 201€2 trata de una codificacion

de la informacion la cual gale describirse y tomarse en i@deen un sistema de tratamiento.

Se expresan las relaciones entre las representaciones semjolasigepresentaciones
mentales, haciendo énfasis en sus diferencias o similit@deplantean las transformaciones,
clarificandoel concepto deonversion y tratamiento de los distis registros de representacion
los cuales son necesarios paomprension en matematicde finalizacon una descripcion
sucintadel concepto de funcion tal como kan definido algunos autores, ahondando en la
definicion de funcién cuadréatica desde la mirada de expertos que han aportado sus ideas para la
construccid de et conceptpenfatizanden la nocion del maximo minimo valor del rango de

una funcion cuadratica como foco fundamental de esta indagacion.
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2.1. Bases tedricas de la teoria semiética y cognitiva de Duval

El propdsito de este apartado, es mogieate de la teoria semiotica y cognitiva de Duval
(1988a, 1988b, 1999, 2006a, 2016), la cual expresa que para lograr avances en la comprension de
un objeto matematico o en la solucion de problemas matemagogcesario la articulacion de
los diferates registros deepresentacionesemibtios. La ensefianza y aprendizaje de las
matematicas confrontauchas dificultades de comprensipapropiacion de los conceptos u
objetos matematicos; por ello, eevitablebuscar y plantear alternativas que pronameen el
estudiante el deseo por aprender a modelar situaciones de la vida diaria o de las ciencias sociales,
la ingenieria y de las mateméticas mismas. De este modo, al resolver un problema matematico
seria conveniente realizarlo a travéssds diferente representaciones semiotiqaera que el

estudiante acceda al conocimiento de una forstanthy mas consciente.

Seria interesante preguntarse ¢Qué es comprender en matematica? Se puede decir que la
comprension de un concepto matematico estd dada pootdinaciénsimultdneade almenos
dosregistros de representacion y esta coordinacion se mamifiesa actividad de conversjda
cual requiere una discriminacion de las unidades significantes en los registros grafico cartesiano,
lenguaje natural, simbdlico algebraico, pana comprension del objeto matematico. Bgui,
segun Duval (1999, p. 68a coordinacién de los diferentes registros de representacion es una

condicién necesaria para la comprension en materbatica

La comprension en matematicamienza cuando comienza la coordinacion de
registros y esta coordinacién de registro de representacién semiotica proporciona una
extension de la capacidad men@alval, 2016, p. 89). Dicho de otra forma, cambiar el
registro de representacién es el umbpakra la comprensiébn matematica para los
aprendices en cada etapa del curriculo. Ello depende de la coordinacion de varios registros
de representacion y es solo en las mateméticas donde se requiere fuertemente la

coordinacién de registsqDuval, 2016, p91).

Tuffanelli, 2010, p. 21 (citado por Pontég012, p. 392) dice quacomprender es una
operacion mental, fruto de una elaboracién activa por parte del sujeto, tanto en la fase de
recepcion como en la de mantenimiento. Si se quiere «entender», noctastdquirir

conocimientos, sin@ue si se quiere conservar estos conocimientos, es necesario repetirlos y
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aplicarlo® . arafeste autor la comprension se ve reflejada en la capacidad que tiene el sujeto de
repetir y usar el conocimiento adquirido en otcositextos de representacion, y para ello, es
necesario que la mente esté activa y en funcionamiento para poder aprender un concepto a través

de los diferentes registros: grafico cartesiano, simbdlico algebraico, lengua natural y otros.

Por su parte, €ton(2012) plantea pargue haya comprension de un registro semiotico
como lalengua natural o simbdlico algebraico a otro registro de representacion semiético, es
necesario la conversién o cambio de registro del objeto mateméatico, dado que la conversién es
una transformacion que permite el acceso a la comprension porque brinda la posibilidad de la
aprehension cualitativa o cuantitativa global o local de los objetos matematicos y para ello, hay
que ensefiar al estudiante como hacerlo; ademas, permite reatizaipms de tratamientos para

el mismo objeto matemaético.

Lo anterior conlleva a decir que si se quiere que un estudiante aprenda y comprenda un
concepto matematico, es necesario representar los objetos matematicos en sus diferentes registros
semidticos, de tal manera él tome consciencia de su aprendizajeeparaallla objetivacion de
ese conocimiento; porque segun Duval (1999, p. @%), es posible estudiar los fendmenos
relativos al conocimiento sin recurrir a la nocion de representaciéon; ademas, no hay conocimiento

gue un sujeto pueda movilizar sin unaadfd de representacion

Es importante que el estudiante aprenda a representar el objeto mateméatico en los
distintos registros deepresentacion semibticdenguaje natural, grafico cartesiarsinbdlico
algebraico, entre otsp para lograr el aprendizaje del concepto a lo que se puede llamar
comprension o dar cuenta de. En concordancia con ello, Duval (1999, fdidt#)gue dos
conceptos fundamentalesemiosis,entendida como la aprehensién o la produccion de una
representeion semidtica; es decir, el paso de la representacion mentalprdaartacion gréafica
cartesiana, o de un enunciado a una expresion simbdlica, o de una expresion simbdlica, a una
representacion grafica cartesiagda noesis que son los actos cogribis como la aprehension
conceptual de un objeto, la discriminacion de una diferencia o la comprension de una idferencia
Resulta entonces la gran tesis de Duval (1999, p. 15) expresadacdm@p noesis sin semiosis,
es decir, no se puede aprender uncepto matematico sin recurrir a la nociéon de su

representacion o sin hacer transformaciones de sus diferentes registros de representacion
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semidtica. Dicho de otra formasin mediaciones semioticas no es posible la actividad
matematica(Duval, 2006a, p.158)

Para Duval (1988a, p. 18l aprendizaje de las representaciones grafica cartesiana solo
se puede hacer en la perspectiva de una coordinacion de registros de repregeBstcigniere
decir, que se deben distinguir las operaciones de tratamientgsmpeopias a un registro y las
operaciones de conversion quermitenpasar de un registro a otro. Esa coordinacion incluye un
cambio deanclaje entre los registros de salida y el de llegada, de tal manera se pueda hacer una
discriminacion global de lagariables visuales o categodricas en determinados registros para la

aprehension y conceptualizacion de los objetos matematicos.

A propésito del cambio de anclaje que es poder amarrar o coordinar las variables
de los registros para la comprension del obje&tematico, es una caracteristica de una
forma de aprehension en matemética que requiere, una transformacion de la
representacion de una situacién dada en un registro, en otra representacion de la misma
situacion dada en otro registro; es decir, se prdaisaalizacion de una conversion de

registros (Pontén 2008).

Por ejemplo, se puede observar el anclaje en la concavidad de una parabola, con el signo
del término cuadratico en la expresion algebraica candnica o polinémica; también se puede ver el
anclajeen las coordenadas del vértice de la expresion candnica con el punto roaximiono

de una parabola, entre otras.
2.1.1. Analisis de mngruenciaentre registros de representaciérsemiética

El andlisis decongruencia guesta en correspondencia de los registragpiesentacion
gréfico cartesian@on la escritura simbdlica algebraica candnica o polindmica o lengua natural,
debe hacerse las veces que sea necesario para pedpretar la situacion planteada. Esto,
porque segumuval (1988b, pp. 12930 y 134)

La interpretacion puede ser de dos tipmsa local y otra global La primera se
refiere a la localizacion de puntos interesantes en el plano cartesiano, en la cual se puede
ir de la escritura simbdlica algebraica candnica o polinémica, a la representacion grafica

cartesiana por la via del punteo. La segunda, se emfoc@reas que involucran la
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interpretacion de la representacion gréfica cartesiana; es decir, para ir de la representacion
gréfica cartesiana a la representacion simbdlica algebraica candnica o polinémica, se
requiere una discriminacion e identificaciéregisa de cada uno de los valores de las

variables visuales pertinentes al registro gréafico cartesiano e integrarlos todos; y esto

proviene de una interpretacion global que se haga en el registro grafico cartesiano

La interpretacion global requiere, qse centre la atencién en forma general en un

conjunto de propiedades y no sobre valores particulares tomados uno a umopests e i nduc
medi ante | a construcci-n de |l a gr8fica cartes
polin- micasionac aa- -ni @aa®s de wuna visualizaci -n
propiedades de | a misma.

Por ejemplo, para determinar el vértice de una funcion cuadratica a partir de su
representacion gréafica cartesiana, se debe visualizar las coordenadas de los ejes que generan

dicho vértice; y si la funcibn cuadratica estd representadau expresion cani@a w

®w Q Q basta con visualizar los parametro para hallarlo; sin embargo, en la
expresion polinémiced ¢x§ @ o o hallar el vértice no es inmediato; para ello, debe hacerse

un tratamiento adecuad@onocido como completacion deladrado que mas adelante se
formaliza En resumen, la interpretacion que se realiza a los diferentes registros puede hacerse
dentro de la representacién gréafica cartesiana o bien, a la representacion simbdlica algebraica
candnica o polindmica de la funoi@uadratica teniendo en cuefdapropiedades caracteristicas

a cada registro.

La nterpcetnetcta tambi®n depemdeableatuamireenct
cualitativo pertinente lgausec rsiet ulreasl gheabghad ices alaa 0
regsestas@eciaadma actividad de conversi-n que 1in
|l a apr dleevaisisabPer el | o, un ans8lisis de congr |
di scriminaci-n deatagsasnpdapgieas sagomts& rcegnos't
el examen de | as transformaciones I mplfibei t as
ahz2, qgue el aprendizaje de | as representacio
codirnaci - n dees lroesgicsitfreorsefdbeu Vi I®,8 EBEE&IpD)Aci - n
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Teniendo en cuenta que lasbjetos matematicos no son fisicos, para llegar a la
comprension de los problemas en matemafoaton (2012, p. 402) expresa que

Estadepende no solamente de reglas de la lengua natural, sino también de la
organizacion de los objetos matematicos y de la situacién-reetiematica a la cual se
refiere, al igual que del trasfondo y los conocimientos previos que posean los estudiantes.
Depende de la naturaleza de los objetos y de los enunciados; de que se cuente con el
conocimiento de las palabras empleadas y, mas profundamente, de algunas operaciones
discursivas, que en definitiva, ordenan el empleo y el sentido de las palabras en un
enundado, asi como de la légica inmersa en la pregunta que se formule y en la respuesta

esperada por el autor del problema o por quadgcsiona el problema del texto

Vale la pena aclarar queginSearle (1983/1992, pp. 1488y 192 citado por
Ponton (2012, pp. 35881) ha definido el términdrasfondo (background) como el
contexto dentro detual ocurre el acto intenciondle forma significativa incluye la
comprension del mundo por parte detor, o de quien realiza la enunciaciasi, como la
participacion de otrogcomo los oyentes o lectoresh las actividades intencionaldd.
trasfondo es un conjunto de capacidades mentales no representacionales que permite que
tengan lugar todadas representacione€l trasfondo proporcionaun conjunto de
condiciones capacitadoras que hacen posible que funcionen formas particulares de
Intencionalidad. El trasfondo no es un conjunto de representaciones, pero, como la
estructura de un juego o de la Constitucién, proporciona, a pesar de tadojuno de
condiciones. En términos tradicionales, el trasfondo proporciona las condiciones
necesarias, pero no suficientes, para comprender, creer, desear, intentar, etc., y en ese
sentich es capacitador y no decisivel trasfondo es méas bien un corurle practicas,
destrezas, habitos y actitudes que capacita a contenidos Intencionales para trabajar de las
diversas formas que lo hacen
Con base en lo anterior, no se puede esperar que el estudiante comprenda de inmediato un
concepto o un enunciadiz problemasnatematice porque existen muchos factores que necesita
saber para acceder a ella; factores como: la discriminacion de las unidades significantes,

interpretacion global y/o local de los registros para la aprehension de los objetos matematicos; los
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conocimientos prews, la organizacién del enunciado y los objetos, son fundamepiaias
avanzar en la comprension de problemas matematicos. De este modo, Ponfbex{@@s2 que,

segun el campo de enunciados de problemas, la comprension puede enfocarse sélo a uno de los
dos lados del discurso, por un lado, a la organizacion de la redaccion y por otro lado, a la del
objeto que se trata.

En suma seresaltaque desde el punto de vista cognitivo, las representaciones cumplen
un rol muy importante en los procesos de apragbeny comprension del conocimiento
matematico; por ello, es fundamental no confuredi objeto y su representacidoas decir,
diferenciar entre representante y representado. Al respecto Duva) (i@8@sta diferenciacion
esta asociada a la comprensida lo que representa una representaciopor lo tanto, la
posibilidad de asociar otras representaciones y de integrarlas en los procedimientos de
tratamiento La comprensién pretende no solo que no se confunda un objeto con su
representacion, sino ques pueda cambiar facilmentde registro de representacion Duval
(1988a).

2.1.2. Las representaciones en la teoria semiética y cognitiva Beival

El cambio de registro constituye una variable fundamental
didactica; porque facilita considerablementeagirendizaje y ofrece
procedimientos de interpretacion distinta (Duval, 1999, p. 62).

La didactica de las matematicas se ocupa de problemas que circulan en la educacion
matematica, en la cual, ha sido un campo de estudio por muchos investigadoregaade la
historia; hoy, la busqueda de alternativas hacia la solucién de los distintos problemas que existen
en los diferentes ambientes educativos, llama la atencion por indagar y encontrar una salida que
permita hallar mejores resultados en la ensefgrgg@endizaje de las matematicas. Una de las
alternativas para enfrentar esta problematica, es la propuesta de Raymond Duval (1988a, 1988b,
1999, 20064, 2016) enfocada a comprender el funcionamiento cognitivo del ser humano, la cual
plantea, que el objetmatematico emerge a partir de las transformaciones de tratamiento y
conversion, siendo la articulacion y coordinacion entre los registros de representacion una via de

entrada para la comprensiiicial de los conceptos u objetos matematicos.

Duval (1993)refiere la existencia depresentacionegpara un objeto matematico,

el cual dice una escritura, una notacion, un simbefresentan un objeto matematian;
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namero, una funcion, los trazos, las figuraspresentan objetos matematicas)
segmento, umpunto, un circulo, son objetos mateméticos. gstiere decir que jamas se
deben confundir a los objetos cen representaciona distincion entre un objeto y su
representacion es, pues, un punto estratégie@lpaomprension ematematicagDuval,
1993, p. 1).

De lo anterior sdnfiere, aque toda expresion dada en un registro semiotico cualquiera,
puede ser transformada en otro registro de representacion sin que jamas se confunda tanto el
objeto representado como eepresentaciGnEsto seconvierte en un punto de partida para la
comprensioninicial de un objat matematico;a lo que Duval (2016, p. 63) dice quas
representaciones semiéticas constituyen el Unico medio de acceso a los objetos mateméticos y
plantea el problema cognitivo dehso de la representacion de un objeto a otra representacion de
ese mismo objeto Esto implica que las transformaciones de las representaciones semiéticas son

una estrategia paecceder a la comprension de los objetos matematicos.

Esa estrategia se pueder reflejada en lases actividades cognitivas inherentes a toda

representacion semidtica que menciona Duval (1999, p. 30):

1. Constituir una marca o un conjunto de marcas perceptibles que sean identificables como
una representacion de alguna cosa en un sistema determinado.

2. Transformar las representaciones de acuerdo con las Unicas reglas propias al sistema, de
modo que se obtengaotras representaciones que puedan constituir una ganancia de
conocimiento en comparacion con las representaciones iniciales.

3. Convertir las representaciones producidas en un sistema de representaciones en otro
sistema, de manera que éstas Ultimas peanneitalicitar otras significaciones relativas a

aquello que es representado.

Estastres actividades estan relacionadas de manera directa en las representaciones de un
concepto matematicoPor ejemplo, se puede observar las transformaciones delas
represetaciones semidticas de una funcion lineal dada en diferentes registros sin que se confunda
el objeto de su representacion en la cual se puede realizar distintos tratamientos e interpretaciones

visuales. Observe fgura2.1.
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Descripcion verbal | Expresion Tabla de Diagrama sagital. Representacion grafica
0 enunciado en simbodlica valores. cartesiana.
lengua natural. algebraica « I ° °

polinémica

Dados los conjuntos X |y B .

A={1,23, 4 5} A

B={1,2,3,4,5,6,7,8,9

,10}; definidos en 1 |2 1 2 3

los Reales y o

expresados 2 4 ,

mediante laj

siguiente relacion: ¢ 2 |4 3 »6 .

cada elemento x de 1 y=2z

conjunto A, se le 4 =8

asigna su doble e 3 6 0

el conjunto B. 3 10 a2 4 o1 23

Expresar este

enunciado 4 |8 8

mediante. Lenguaje :

algebraico. Tabla d¢ Conjunto Conjunto .,

valores. Diagramg :

sagital y Gréfico 5 |1 de partida. de llegada.

cartesiano. 0 3

Figura 2.1 Representacion de una funcion lineal en sus diferentes registros de representacion semiética.
Adaptacion propia.

Enl dig22r a, senl absdrovyanas en qgque se puede
mat em8ti co, de ella se evidencia que en cada
gue se confunda el objeto de su representaci

buscandd ocon ae compélahslhj et o mat em8ti co, porqu

obtener otras representaciones de ese mismo o0

Al saber que |l as representaciones semi-tic
mat em8ticos, tambi ®n se debe tener en cuenta
estudiante si ®stas se | es daoselretgn att amisentde
pueda discernir y analizar muy bien | afa uni das
cada registro. Para el l o, es pertinente tambi
semi -ticas eoniaivwaxtdei daad mMatem8t iy@a®ssepaudei sjtoc
constituyen el umbr al para | a comprensi - n.

Duval (19&88proeuwEal 29n8l1 i si s de | os gt oceso
aprendezio@msem8ti cas no puede ol vimiartilcao idmepol
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represeretsadiecneas; | a i mportancia de | a forma 1
tampoco | a diversidad deo | & nBagbDstrirmwsidtma 8
confundir el objeto representado de su repres:c

avanzlaa ceonmpdree rpsrio-bl ema.s mat em8ti cos

La adividad matematica pretende q@inque los individuos empleen diversegistros
de representaamsemiodtica solo elijan uno segun el propdsito de la activid®drque segun
Duval (20064, p. 145Jla actividad matematica requiere una coordinacion interna, que ha de ser
construida, entre los diversos sistemas de representacion que pueden ser \elespdios; sin
esta coordinacién dos representaciones diferentes significarian dos olggitwesdiin ninguna
rel aci - n eEhautorguieaerdécio gual .elegir una representacion, ésta debe estar en
coordinacién al menos cartro registro, puesto que la coordinacién implica congruencia entre

registres para los tratamientos respectivmiciara la comprerién de los objetos matematicos.

Adem8s de Dusal (4999 euestioma: ¢Es esencial la utilizacién de varios
sistemassemidticos de representacion y de expresion o, al contrario, no es mas que un medio
comodo pero secundario para el ejercicio y para el desarrollo de las actividades cognitivas

fundamentales? Ante este interrogante Ddeataca dos argumentos

a).No puede haber comprensiéon en mateméticas si no se distingue un objeto de su
representacion. Desde esta perspectiva, es esencial no confundir jamas los objetos
matematicos, es decir, los nuameros, las funciones, puesto que un mismo objeto
matematico puede darsa través de representaciones muy diferentes y sin dejar de

significar lo mismo.

b). El segundo argumento se basa en la exisgal& representaciones mentaks;
decir, de todo aquel conjunto de imagenes y de concepciones que un individuo puede
tener sbre un objeto, sobre una situacién y sobre aquello que les esta asbeigdo.
representaciones semioticas; decir, aguellas producciones constituidas por el empleo de
signos (enunciados del lenguaje natural, exfpressimbdlica algebraica, gréafica
cartesana figuras geométricel no parecen ser mas que el medio del cual dispone un
individuo para exteriorizar sus representaciones mentalssa para hacerlas vldes o

accesibles a los otrgPuval, 1999, pp. 1-34).
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El autormencionaque la idea intuitia o imagen mental que se tenga de un objeto se debe
visualizar a través de las representaciones semioticasaquéosmedics que los individuos
disponen para exteriorizar sus ideas; ademas, enfatiza en que las ideas y sus representaciones no
se deben cdandir. Por esta razon, Duval (1999, 26) planteafil a noci - n de repr
resulta esencial en tanto quea informacion puede describirse y tomarse en cuenta en un

sistema de tratamiento porque tratadeawmmad i f i caci - n de |l a i nformaci

En consecuencia, la existencia deiva registros de representaciones semiotemnda

actividad matematica influye para el funcionamiento del peigsao humano en lo siguiente:

1 Por la economia de tratamiento La existencia de varios registros permite cambe
registros y de esta manera utilizhmas conveniente para cada objeto en particular.

1 Por la complementariedad de los registrasUn registro semiotico utilizado para
representar un contenido, puede ser cognitivamente parcial con respecto aeljoregenta. De
un registro a otro se representan distintos aspectos de la situacion, por lo tanto, varios registros
pueden describir distintos aspectos de una misma representacion. Es decir, que se complementan
entre si para la comprensiéon en matematica.

1 Por la coordinacion de los registros de representacioha comprension integradora de
un contenido conceptual reposa en la coordinacién de al menos dos registros de representacion.
La ausencia de coordinacién no impide toda la comprension, pero vuelsecantacimientos

adquiridos poco movilizables en otras situacigias/al, 1993).

Al tener la emergencia de representar los objetos matematicos en varios registros de
representacion, se puede pensar en la posibilidad que el estudiante alcance una toma de

consciencia a lo que Duval llanadjetivacion.

Segun Duval (1999, p. 33 bbjetivacion es el pasaje de laeunsciente a la conciencia,
que corresponde a un proceso de objetivacion para el sujeto que toma consciencia. La
objetivacion corresponde al desdunfiento por el sujeto mismo de aquello que hasta entonces no
sospechaba, incluso si otros se lo hubieran explicado. Las representaciones conscientes son

aguellas que presentan un cardcter intencional y que cumplen una funcién de objetivacion.
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La funciénde objetivacion, es necesaria para el desarrollo del control que puede tener un
sujeto no solo sobre sus actividades sino también sobre sus vivencias o sobre las potencialidades
de un mundo imaginario o personal. Es la posibilidad para el sujeto de tomagncia de lo que
hasta el momento no era consciente y de lo que aun no habia podido tener una conciencia clara en
tanto no se habia cumplido un trabajo de exteriorizacién con fines de organizacion. Esta toma de
conciencia se hace a modo de proyecci@m yamodo de una simple explicacigBuval, 1999,

p. 88).

El hecho de tomar conciencia se funda en que es el paso de lo que no era coabcido o
estudianteutilizaba sin aber por qué, o cémo funcionales, decir, la na@onciencia a algo que
realmente se pueda tener claridad, o sea, ser consciente de como funciona tal asunto; y para
lograr el proceso de objetivacion, las representacisaesoticasjuegan un rol muy importante

en el aprendizaje den cortepto matematico o das matematicasiismas.

Las representaciones son psarésencias de la estructura conceptual necesaria para
poder realizar un analisis de los procesos de comprension, aprendizaje y asignacion de
significados que llevan a cabo lostuwdiantes en edprendizaje de las matematig@adford,

1998, citado por Macias, 2014, p. 31). Este autor parece confirmar que las representaciones
permiten que los estudiantes accedan al conocimpare obtener informaciones apropiagas

extraer nueve conocimientos de los objetos, ideas y conceptos representados. Dichos procesos
de comprensién no son inmediatos en tanto no haya una congruencia entre las representaciones y
el objeto representado. Por lo tanto, la invitacion queda manifiesta en téquags se desea

que los estudiantes logren comprender los objetos matematicos es necesario hacer conversion o
cambio de registro en la actividad matematica, porque ésta les permite inferir y sacar
conclusiones o lograr nuevos conocimientos a partir dadovisualizan o razonaSinembargo,

dicha conversidn debe estar en coherencia coepeesentacion y el objeto representads. E

decir, que ds registros de representacion semiotieeese objeto matematico al cualateden

deben ser congruentes erdigpara intentar generar comprension.

Duval (1999, p. 17 y 53)lantea tres criterios de congruencias en la actividad matematica
y dice que el pasaje de una representacién a otra se hace de manera espontanea cuando ellas son

congruentes entre.ddichos criterios son:
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1. Correspondencia semantica entre sus unidades significantes que la
constituyen A cada unidad significante simple de umgresentaciénse puede asociar
una unidad significante elemental de las otras representaciones buscandio con e
anclaje entre las unidades significantes de cada registro. Se considera unidad significante
elemental toda unidad que depende del Iéxico de un registro.

2. Univocidad seméntica terminal. A cada unidad significante elemental de la
representacion de pmla, no le corresponde mas que una uUnica unidad significante
elemental en el registro de la representacion de llegada; correspondencia biunivoca entre
las unidades significantes de cada registro.

3. La organizacion de las unidades significanted.as organizeiones respectivas de
las unidades significantes de las dos representaciones comparadas, conducen la
aprehension de las unidades en correspondencia semanticas segun el mismo orden en las
dos representaciones. Este criterio de correspondencia en el otdamed® de las
unidades que componen cada una de las dos representaciones es pertinente solo cuando

éstas tienen el mismo nimero de dimensiones

Por lo antes dicho, d&ega a la conclusion para quencione la congruencia entre los
distintos registrogle representaciones semioéticos, debe haber a lo que Duval (1999) llama una
coordinacion, que consiste en la movilizacion y articulacion inmediata de registros de
representaciéon semidtico y supone como condicion principal la discriminacion de las unidades
significantes a poner en correspondencia en cada registro. Es decir, la discriminakeién de
unidades significantes permite uanclaje entre los distintos registros de representacion
semidticos movilizados en la actividad matematica, donde se debe observar cuidadosamente la
congruencia. Sin embargo, cuando no hay congruencia, la tarea mueshels dificil y no

accesible para muchos estudiantes.

Por ejemplo, Guzman (1998, p. 3) dice que si pensamos en una fi@eidén w cuya
representacion grafica es una parabola centrada en el origen del plano cartesiano, y se pide
representaen el plano artesiano laparabola que representa a la funcitw w p,
muchos estudiantes fracasan posighomas (+) debido a que se trata de una parabola que esta
trasladada a la izquierda de la dada y con vértice en el punto de coordengufas. El

estudiate ve el signo mas) de la expresion y representa en el plano cartesiano la parabola a la
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derecha de la dada, o una unidad hacia arriba del origen en el eje y. Este ejemplo es uno de los
fendmenos de no congruencia, porque contempla un traslado ditareginbolico algebraico
polindbmico al registro grafico cartesiano, que no es inmediato para muchos estudiantes que aun
no han conceptualizado la traslacion del vértice de este objeto matematico, donde el signo mas
(que para este caso es una unidad sagmife o variable categorial de este registro simbdlico
algebraico), puede confundir al estudiante y representar la grafica cartesiana al lado derecho
trasladada una unidad del origen del plano cartesiano, o hacia arriba una unidad del origen en el

ejey.

Se les pide a los estudiantes que representen en el plano cartesiano la funcion cuadrética
Qo ¢ p, la cual tiene vértice en el punto de coordenadadp , y los estudiantes
representan la gréafica de una linea recta que pasa por el fpuriip del ejew en el plano
cartesianoEste es un caso de -gongruencigporqueno hay coordinacion entre la expresion
simbdlica algebraica polinémica y la representacion grafica cartesiana hecha por los estudiantes;
es decir, las unidades significantes dexXpresion simbolica algebraica no corresponden con las
unidades significantes de la representacion gréfica cartesiana. Al respecto Duval (1999, p. 56)
planteaficon mucha frecuencia, la no congruencia conduce a fracasos en la actividad cognitiva de
convergno. Aunque esta funcion se V@nas sencilla que la funcion anterior, tampoco es
inmediata para algunos estudian@so han tenido una formacion previa a dicbbjeto
matematicpen la cual la expresién es cuadrética, implicasueepresentacién grafies una
parabolague abre hacia arriba porque el signo del término cuadrético es positivo y su vértice esta
sobre el eje vertical en el puntordp . La siguiente figura2.2 muestrael ejemplo de no

congruencia.
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Figura 2.2. Representacion graficaartesiana de la funcion ) lado izquierdo y la funcione« °

lado derecho, del ejemplo de no congruencia Guzman (1998).

Concluyendo el ejemploa no congruencia puede presentarse porque el criterio de
correspondencia semantica no se cumptague los enunciados no sugieren explicitamente
transformaciones en los otros registros tales como opeesc aritméticas o algebraicasao
través de la videl punteo, entre otros, sino que solo se pide representarla en el plano cartesiano.
En efecto, no hay congruencia cuando no se cumple ninguno, dos, o solo uno de los tres criterios
de congruenciagiLa dificultad de la conversién de una representaci@emge del grado de no
congruencia entre la representacion de partida yplesentacion de llegagl@Duval, 1999. P.

53).

A diferencia del ejemplo anterior, cuando hay congruencia, el traslado (transformacion de
registros) puede ser trivial e inmediatar pejemplo: segun Guzman (1998, p.3), dada la
funcion™Qw ¢ al representarla en el plano cartesiano se obtiene una recta que es la bisectriz
del primer cuadrante de dicho plano. Ante una pregunta sobre la monotonia de estadencion,
responde quee trda de una funcion creciente y la mayoria de los estudiantes tienen éxito, pues
hay un fenbmeno de congruencia entre la representacion grafica de la funcion y la percepcion que
se tiene de la nocidon de crecimiento asociada con el hecho de que la repéesgnédica

cartesiana sube, o aumenta. Para este caso, la congruencia es inmediata porque la representaciéon

74



Una Propuesta Multirregistro Para la Comprensién de la Nocién del Maximo o Minimo Valor del Rango de una Funcién Cuadratica e
Estudiantes de Grado Once. José Santiago carabali Rojas. Universidad Nacional de Colombialrsgde€2619.

cartesiana de esta funcion permite a simple vista hacer aprehensiones e interpretaciones de

manera mas eficaz que las dos funciones anteriores.

Ese hecho ratifica la nocidn de congruencia entre la idea de crecimiento y la
representacion grafica cartesiana que alude a la funcion lineal; por ello, para que dos registros de
representacion semioticos sean congruentes, es esencial que entre las sigddidestes del
registro de salida haya un anclaje entre las unidades significantes del registro de llegada; de tal
manera, al discriminar cada una de las unidades entre los registros, se observe una
correspondencia semantica entre ellas. Tal como laesapDuval (1999, p. 51jdos
representaciones son congruentes, si al segmentar cada una de sus unidades significantes, éstas se

pueden poner en correspondencias semanticas entegistso®.

2.1.3. Relacion entre las representaciones semiéticas y l&presentaciones mentales

Los objetos matematicos representados nunca deben confundirse c
contenido de las representaciones s#ioas utilizadas (Duval, 20064, 157).

Existe una relacidn intrinseca en la actividad mateméatica entre las representaciones
semidticas y las representaciones mentales, porgue a través de la articulacion entisdrins regi
se intenta generar comprensiéon en los estudiantes; ademas, el objeto representado y su contenido
0 su representacion debeeflejar lo mismo en cualquier registro semiético sin perder su esencia.
En general, debe haber una coordinacién entre las producciones discursivas y las no discursivas;
entre la lengua natural y el registro grafico cartesiano; entre el registro sinddgéboaico y el
gréfico cartesiano o tabular; buscando con ello la objetivacion de los objetos matematicos a lo

que se le puede llamar comprension.

Segun Duval (1999, pp. 3&/) las representaciones mentales son las que permiten
mirar el objeto en ausencia total del significante perceptible; es decir, es la idea mental
gue se tiene del objeté&s necesario incorporar no solo los conceptos, las nagidas
ideas, sino tambiétas creencias y las fantasias. Li@presentaciones semidticas se
diferencian de las mentales en que éstas permiten tener una variedad de representaciones
para un mismo objeto; dicha variedad es decisiva desde el punto deeVistaacion de

tratamiento como desde el punto de vista de la conceptualizacion.
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Las repesentaciones mentales aunque se diferert@alas representaciones semioticas,
éstas se relacionan entre si porque permiten que la idea mental que se tiene depin con
matematico se haga visible por medio de un objeto, un dibujo o una representacién grafica
cartesiana, el registro de la lengua natural o el registro simbolico algebraico, entre otras, de tal
manera permita ampliar el conocimiento que se tenga deyelacontrar nuevas caracteristicas

del objeto matematico.

Segun Duval (2006b, p. 22), se podria creer que se esta proponiendo un problema
gue no se plantea, porque parece evidente oponer las representaciones semibéticas a las
representaciones mentalesmm las representaciones externas a las representaciones
internas lo que conduce a pensar que haria falta movilizar representaciones mentales para
comprender lo que las representaciones semidticas representan, como si eso que ellas

representan no pudierar sdra representacion semioética en otro registro.

Seriainteresante no pensar que las representaciones semiéticas y las representaciones
mentales son dos polos opuestos que realizan la actividad matematica de manera independiente y
aisladas la una de larot ; al contrari o, por ejempl o, dado
edad de juan es el doble de la edad de pedro y ambas edades suman 36 afios, ¢Qué edad tiene
c ada .\Bnse Quisiera transformar dicho enunciado en un registro simbdlico algebraico,
entonces las unidades significantes de los dos registros, deben ser congruentes entre si; es decir,
debe haber una coordinacion entre el enunciado de la lenguaje natural o la idea mental que fue
pensar qué edad tiene cada uno Yy la escritura simbdlicaaitggebabiendo que la edad del uno,

es el doble de la edad del otro; ademas, ambas edades suman 36 afos.

Debe haber un anclaje entre las unidades significativas de cada registro de
representacion. De este modo, se pum@ecionarque las representacionesnsbticas y las
mentales se relacionan mutuamente porque la una le sirve de soporte 0 complemento a la otra
pudiendo de esta manesmanzar en l@omprension del objeto matematico, a lo que se podria
llamar objetivacion del conocimient®e hechg las repesentaciones semioticas, consideradas
como | as representaciones fdAmaterial eso, no s
mentales. De ahi qudla mayoria de las representaciones mentales en realidad son

representaciones semiéticas interiorizadas que inducen una transformacion dependiendo su forma
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0 su contenido: que un célculo se efectué mentalmente o con la ayuda del lapiz y papel, depende
de laforma dela representacion de los nUmeros que se mowdifBuval, 1988a, p. 2).

Este hecho posibilita la accién de poner en evidencia una idea mental para poder ser
aprehendida por los aprendices que de una u otra manera carecen de estrategiadvpara reso
problemas matematicos. Porque al tener la posibilidad de hacer explicito la idea mental a través
de una representacion, se esta dando la oportunidad de articular varios registros para movilizar un
conocimiento matematico, que como lo menciona Duv@&RB) las representaciones semiéticas

son el unico medio de acceso a los objetos matematicos

2.1.4. Las transformaciones: Una accion fundamental para la comprensiode los objetos
matematicos

La conversion es considerada el umbral para
comprension matematica (Duval, 2006a, p.149).

La comprension de los objetos matematicos no es algo inmediato que se logra a simple
vista; ésta requiere de mediaciones semidticas relacionando los enunciados en lengua natural con
los otrosregistros de representaciones semioéticos, de tal manera haya una correspondencia entre
las variables linguisticas del enunciado en lengua natural y las variables astetksgoriales en

los registros grafico ceesiano y simbalico algebrai¢buval, 199).

Segun Duval (20064, p. 158)a comprension no significa dar un salto desde el contenido
de una representaciéon hasta el concepto puramente matematico representado, sino en relacionar
diversos contenidosdeprg e sent aci - n d.Eb dedrjasomprensi@n matenyaticao 0
requiere de una coordinacion interna entre los divamgistrosde representacién semidticos
posibles que se puedan elegir y usar. De este modo, para que haya comprension es necesario que
en la actividad matematica sealiceconversion entre los diferentes registros de representacion
de un concepto mateméaticdPorquecambiar el registro de representacion es el umbral de la
comprension matematica para los aprendices en cada etapa del curriculo. Ello depende de la
coordnacion de varios registros de representacion y es solo en las matematicas donde se requiere

fuertemere la coordinacion de regist@fuval, 2016, p. 91).

Para cambiar el registro de representacion, de acuerdo con Duval (1993, 1995, 1999) se

debe entender que las representaciones inherentes a un sistema semiético o sistema de signos,
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admiten tres actividades cognitivas que convienen realizar en la activatathatica. Estas tres
actividades son:

1. La formacion de representaciones en un registro semiotico particular, bien sea
para fAexpresaro una representaci-n mental,
implica siempre una seleccion en el conjuntdadecaracteres y de las determinaciones que
constituyen | o que se fAqQquiereo0o representar
datos del objeto a representar en un sistema determinado, lo cual depende de las reglas de

conformidad que son propidsl registro semioético en el cual se produce la representacion.

Las reglas de conformidad son aquellas que definen un sistema de representacién y en
consecuencia, los tipos de unidades constitutivas de todas las representaciones posibles en un
registro. Permiten identificar ademas, un conjunto de elementos fisicos o de trazos y el
reconocimiento de las representaciones en un registro determinado. En general, la formacion de
una representacion semiotica es el recurso a un(os) signo(s) para actualizzddade un objeto
0 para sustituir la vision de ese objeto; implica la seleccion de un cierto nimero de caracteres de
un contenido percibido, imaginado o ya representado en funcion dposisilidades de

representaciongsopias al registro hecho.

Por ejemplo, se tienen dos sistemas simbdlicos algebraicos: el polinémico y el candnico
(W ®w ¢w ow w p T . En estos dos sistemas, se pueden producir diferentes
representaciones; hallar una equivalencia entre ellos y ver que las reglasto@ssiropias a

cada uno cumpn con ldey deformacion. Observia siguientefigura 2.3.

-————

N

|
S L CLECII LELY (| LIIIE

Figura 2.3. Registrogréafico cartesiano de dos objetos matematicos distintos
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En lafigura 2.3 se observa que hay dos representaciones sielyjetosmatematicos
distintos;sin embargo, hacen parte de un misegistro semiético (el grafico cartesiano), porque
son representaciongsie cumplen la ley de conformacion. De este ejemplo se puede analizar los
caracteres en la representacion algebraica polo® la constante, la variable, el exponente,
relaciones aditivas, entre otras & cartesiana, la concavidad, los cortes con los ejes, la curva, la

inclinacion en la lineal, entre otras.

2. Un tratamiento de una representacion semiética, es una tranafwén de una
representacion (inicial) en otra representacion (terminal), respecto a una cuestion, aun
problema o a una necesidad, que proporciona el criterio de interrupcién en la serie de las
transformaciones efectuadas. Dicho de otra forma, un tratm@emuna transformacion de la
representacion interna que ocurre dentro de un mismo registro de representacion o a un
sistemasemiodtico Por ejemplo, realizar un célculo mientras se permanece estrictamente en el
mismo sistema de notacidRor ejemplose pede observael tratamiento que se hace a un
binomio al cuadrado para expresarlo en un trinomio cuadratecizer

W W ® O ® ; Por la proppiedadde la potencia de los nimer{ & ¢

Reales, o simplemente expandimos el binomio.

Binomio Trinomio

cuadrado coco co oou) w; Por la propiedad ,distributiva de | cuadrado
multiplicacién con regecto a la suma de los nimerasales. perfecto

dado. "= == obtenido.
() WwW W o; Agrupamos términos semejantes, sumam
obtenemos un trinomio cuadrado perfecto en el mismo registro.

Figura 2.4: Tratamientcs para expresaun binomio al cuadrado en un trinomio cuadrado perfecto.

En la figura 2.4se observaque la expresion simbolica algebraicavy w , se pudo
transformaren un producto de dos binomio® w @ Y utilizando las propiedades de los
nimeros Realese obiene el trinomio cuadrado perfectoo ¢olJ . Este es un caso
particular de tratamiensgorque se ha obtenido otra expresion simbdlica algebraica polinémica

equivalente con la expresion original y sin cambiar su naturaleza o esemtianismo registro

Para el caso de las funciones cuadréatica, se puede hacer tratamientos con algunas

repregntaciones; a saber.
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La representacion polinomica de una funcién cuadrética, forma desarrollada o forma
estandar,corresponde al polinomio de segundo gréfo ¢ ®w 6 con @, by ¢
ndmeros Reales Yy 1 Su forma factorizada en funcién de sus raices, "8
MW © ® o hsiendoael coeficiente principal de la funcié@w, yw, & sus raices

siempre qu{Qw tenga raices Reales.

A continuacion se presenteel tratamiento que se hace para expresar funaion
polindbmica de segundo grado en una funcion polinbmicarfaatta en funcion de sus raices. Se

recuerda quen esta indagacion se trabaja con funciones que tienen variable y valor real:
QG @ @o @ 1T Funcion dada polinémicamertensdistinto de cero

9 Sacamos factor comun o factorizamos el valogide

o \ Al

W OO W O -0 -.

1 Aplicamos propiedad asociativa de los nimeros Reales; y por sustitucion reemplazamos
el valor - por la suma de las raices del polinojaoteponiendo un signo menos al
binomio @ @ ;yelvalor - por el producto de las dos raices; sieadan las raices

de la ecuacioni GO ® T

1 Por la propiedad distributivde la equivalenciae los nimerofeales desarrollamos el
binomio ® ®

1 Porla propiedad de la potenciacion expresamas €omoousa
M OO0 OB OO OO 08
1 Por la propiedad asociativa de los numdResles, se agrupa y se saca factor comun para

obtener.
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1 Al factorizar sehallala funcion polinomica de segundo grado en su forma factorizada

Por ejemplo. Especificamentéhaciendo tratamientos a la funciQow c¢o» (Yo Y se

puede expresar esu forma factorizadeomo sigue

"Qw ¢w Yw Y Funcién dada polinbmicamente.
1 Se saca factor comun o se factoriza el valor 2.
Cw W Y=¢w T T.

1 La expresion emaréntesis es un trinomio cuadrado perfeS® extragaiz cuadrada al
primer y tercer términoPor la propiedad asociative los nUmeros Realese agrupa y
factorizanlas raices y queda:

GO Y YP=¢® ¢ ® ¢

1 EIl lado derecho dda igualdad, es la expresion factorizada de la funcién cuadratica

MO c¢w yYw Pdonde ®w ¢ rhentonces® ¢ son las raices de la funcion
QO @ Y Y

Para el caso de la funcién cuadraticeepresentda canodnicanente toda funcion
cuadratica se puedexpresar mediante el cuadrado de un miEO'QH GOw Q Q
siendowel coeficiente principal d€®w ; y el par ordenado®Q Has coordenadas del vértice de

la funcién.Observeel siguiente tratamiento para llegar a la expresién candnica.

Considere la funciéod ¢ con vértice en el origen del plano cartesiano. $ean
® Tyw & QCuando la funciénd ¢ se desplazh unidades a la derecha o a la
izquierda del origemlel plano cartesianf@ependiendo el signo dg; k unidades hacia arriba o

hacia abajo del origettel plano cartesian@@ependiendo el signo d@, la funcionw ww se
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transforma enw Q Gw Q, o equivalentementeds Gw Q Q Siendo éstala

representacion canénica de una funcién cuadréaticadntioed Q8

Para el caso cuando la funcién cuadratica no tiene vértice en el origen del plano
cartesiano, la funcidn cuadratica polindmica se puede expresar en canonica siguiendo el método
conocido comacompletacion del cuadrado Este método spresentara de manera formal mas
adelante en este capitufmgra expresar una funcién polindmica de segundo grado en candnica y
viceversa. Por ahora, siguiendo @mejemplo de la funciofow cw Yw Pseexpresaen

canonica:

"Qw ¢w Yw Y Funcién panémica dada

Por la propiedad asociativee agrupafos términos que dependen de la variathdeependientea
GO Yo Y=o Y W

M Se factorizano se saca factor comdaos coeficientes déa variablew o términos del

paréntesis.
Cw Y PY=¢w T E W

1 Se completa el cuadrado de una adiccion dentro del paréntesis, para lo cual se aplica la
propiedad del inverso adictiw la propiedad modulativa; se suma y se resta el mismo
término para no alterar la expresion simbdlica algebraica. Es decir, seesuusdrado

de la mitad del coeficiente de x y se resta por fuera del paréntesis el produgtor

para equilibrar l&xpresion:
Cw Y Y=¢w TW T ¢ ¢ T.

1 Se multiplica la expresiong 1 Yy por la propiedad del inverso aditivo se suman los

términos fuera del paréntesis para obtener.

Cw Yw Y=¢w TW T T
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1 Se factoriza el trinomiocuadrado perfecto (productos notablestrayendo la raiz
cuadradadel primer y tercer término détinomio, para obtener un binomio elevado al
cuadrado Es decir, por la propiedadasociativa se reagrupa y se aplica la propiedad
distributiva de la multiptiacién respecto de la resta y se obtiene.

Gw W Y=qw ¢ T

Luego, la expresiéiQw ¢ @ ¢ T, es la representacion candnica equivalente a la
funcion cuadraticapolindmica Qo ¢ Y ¢ donde® CWQ C¢wQ T son las
coordenadas del vértice de la funcion.

Analizando los tratamientos realizados a la funci@® ¢w (Yw U, se puede
observar:por un lado sdiene™ Qw ¢ @ ¢ w ¢ expresion factorizada y por otro lado
NQw ¢ ¢ Tt expresion candnica. Se infiere, gaanque las expresiones equivalsre
la funcion dada inicialmente sean distintas, el concepto de lo que representa dicha funciéon no
cambia. Por elloa la preguntade Duval (1988a, p. 8} Es suficiente ver un gréaficoartesiano
para tener una interpretacion corredkal objeto matemati¢d Se podria pensar que no es
suficiente porque desde las tres representaciones equivalentes entre si de ladadc#ditael
estudiante puede hacer una aprehension o interpretloidal y/o local distinta de las variables
categoriales o unidades significativas de cada expresion algepeaa&alecir algo al respecto.

Observe.

De la funcion polindmicdQw c¢w Yw |, se puede ver que Su representacion
gréfica cartesiana corta al eec en el punto Ty ; porque el término independiente &
especificael punto de corte con el ejec. De la expresion factorizad®w ¢w ¢ @ ¢ ,
se analiza qusu representacion grafica corta al @pesolamente en el punta;fit Mporqueal
igualar a cero la expresiGa ¢ se obtienen las raices o soluciones@e . En la expresién
canbnicdQw ¢ ® ¢ T, se puede identificayuelas coordenadas del vértisen cht ;
porqueenla expresiony @& 'Q  Qlas coordenadadel vértice estan dadas pa@Q. Se
observa que para este caso, las coordenadas del vértice son las mismas raices de la funcion.
También se puede observgue en las tres expresionssmbolicas hayalgo en comuren la
variable categoriald ¢ 1 éstagenera una concawad de la parabola hacia arriba por ser

positiva,donde se infiere que existe un valor minimo del rango de la funcion.
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Una interpretacion global de las tnepresentaciones de la funciénadréaticaesta dada
en términos del coeficiente y signo del paramedmque determina la abertura y concavidad de
la parabolaporqueen las expresiones simbolicag observaque su representacion gréfica es
una paraba queabre hacia arriba debido a gseesigno es positivo y ademas,) este cas@s
mas estrecha con relacién la grafica d€Qw &w, porque en esta Ultimeé) p. Esta
interpretacion global o local realizada a las tres expresiones algebraicas, regdese
discriminen todas las variables visuales y/o categoriales pertinentes a la escritura simbdlica
algebraicapolinébmica, canodnica o factorizada; o en otros casos, al registioogcaftesiano o
lengua natural. SegufDuval, 1988b, pp. 127 y 132jun analisis de congruencia permite la
discriminacion de las unidades significativas propias a cada registro; porque sin la discriminacion
de todos los valores visuales y las variaciones de la escritura correspondiente, umo hay

reconocimiento de una grééi cartesiana o de una funague para este case cuadratica

3. La conversiones la transformacion de la representacion de un objeto de una situacion
dada en un registro, que se produce en un sistema semiotico de representacion en una
representacidmle este mismo objeto, esta misma situacion o de la misma informacion en otro
registro o en otro sistema de representacioncdraversion es unatransformacion externa
relativa al registro de la representacion de partida Es decir, aquella que produce una
representaciéon en un registro distinto al de la representacion inicial. Mas claramente, la
conversion es una transformacién de representacion que consiste en cambiar de un registro a otro
sin cambiar los objetos denotados; por ejemplo, pasar de la repog&emfrafica cartesiana a la
representacion simbolica algebraica; desde el punto de vista matematico, ella se aisla con el
proposito de elegir el registro en el que los tratamientos necesarios se pueden realizar de la
manera mas econdmica 0 mas poderosde proporcionar un segundo registro que sirva como

apoyo o guia para los tratamientos que se reatizanro registrgDuval 2016, p. 74 y 91).

Por ejemplo,se observan la siguientdigura 2.5 la conversién que se hace desde el

registro de ldengua natural al simbdlico algebraj¢abular y grafico artesiano.

Enunciado lengua Expresion algebraica Registro Registro gréfico.
natural. para hallar el area A(x) tabular
de la figura.
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Considere lag Expresion polinomica. X | AKX) H B [ R N .

longitudes de  und 0 5 LN B o [ VI L

figura rectangular cuyq © @ @ T® L8 1 8 EI—_— i i .

ancho esw cuyo L L. .i___. o J_____L P i__
Py cy Expresion candnica. 2 9 : ! : :

largov @ Hallar una R S deomee N S, ‘S i
. 3| 8 | L |

expresién para calculd 9 ¢ W C w R I R I S, W L
) - 4 | | | |

el &rea A(x) en funcior 5 LN I R S R N W

de la longitud x de ung 0 S N G [ [

de sus lados [ I [ AR N S
graficarla  en el L | i i | ’
intervalo [0, 5]. ﬁ T ﬁ I I I I

Figura 2.5. Conversion del registro en lengua natural al simbdélico algebraico, tabular y grafico cartesiano.

En lafigura 2.5 se ha hecho conversion desdeegistro de ldengua natural hasta el
registro gréfico cartesiano, en la cual se pueden hacer diferentes interpretglibatss y/o
locales, o tratamientos cualitativos visuales distintos a sus variables en los registros que se

articulan en el problemaara la aprehension y comprension inicial de los objetos matematicos.

Siguiendo corel analisis de la funci6fQw c¢w w Y, se puede hacer conversiéon
transforméandoleen otro registro. Es decidesde el registro simbdlico algebragi@ registro
tabular,mostrando quepara dos pares de puntos con coordenadas distintas en el dominio, se
obtienen el mismo valor del rangm el codominio. Chien, en una representacion de pares
ordenados, en la cual se evidencia que en la segunda caontgdeelas parejas ordenadas hay
dos elementos que se repiten para elementos distintos de las primeras compOtamigen se
puede transformar en un registro grafico cartesiano, \paualizarlas interseccioneson los
ejes, el punto minimo, o puntos de interseccién entre la figura fondo y la parabola. Por lo tanto,
aunquelos registros de representacion son diferentes, la idea que lo representado es una funcion

cuadratica (o relacién), no cambhfacontinuaciérsehaceconversiorde™Qw ¢ (w |

Dado el registro simbdlico algebraico polindmico'Qw cw Yw Y se puede

transformar efos siguientes registrdgciendo los tratamientos respectivos.

Registro tabular. La siguiente tabla 2.se obtiene dando valores arbitrarios a la variable
wen la funciéiQw cw Y Y y a partir daunostratamientos respectivos se obtienen los

valores de la variabl& Esta via segun Duval (1988a, 1988b) es llamada la via del punteo donde
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el estudiante puede hacer transformaciones a través de la localizacion de puntos para obtener el
registro de representacion buscado (registro tabular).

° 0 1 2 3 4

II ° ° ° 8 2 0 2 8

Tabla 21. Registro tabular de la funcion cuadréatica dejJemplo.

Registro de pares ordenadolLa primera componente la forman todos los elementos que
pertenecen al dominio de la funcién y la segunda componente las imagenes o elementos del

codominio y especificamente, la forman los elementos del rango de larfunci
@&  mhp N phe Nchmn ofg Nthy .

Registro grafico cartesiano.Al representar en el plano cartesiano los datos de la tabla
2.1, o simplemente las parejas ordenadas, teniendo en cuenta que la primera componente le
corresponde al ej@y la segunda componente al €jese obtiene Iparabola dada en la figura
2.6 que corresponde a la funcidQw cw Yw Y En efecto, el interés para mostrar la
representacion grafica cartesiana, es porque permite hacer tratamientos distintos pgistroel
simbdlico algebraico u otros no se pueden haPerque en ese registro se puedwrcer
aprehensiones de las variables visuales propiasegistro grafico. P o r g posibilitéin
tratamientos m8s #Aintuitivoso, m8s r8pidos vy
registros de escritura simbdlica, lengua natutabalad (Duval, 1988a, p.2).
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Figura 2.6. Representacion gréfica cartesiande la funcidoncuadratica del ejemplo

Este es un caso particular de conversion, poraueque las representacionssn
diferentes, la idea de que alli hay una funcién cuadrética pies#e porque se ha obtenido
distintos registros de representacion en diferentes sistemas semidticos para un mismo objeto
matematico. Luegoiila conversiénes una actividad cognitiva diferente e independiente de la

transformacion de tratamiemt(Duval, 1999).

De este ejemplo se puede observar, que el paso de una expresion simbdlica algebraica a la
representacion grafica cartesiana para este caso, se ha hecho a través de una serie de pasos que de
una u ot noaha pnesen@doanaydr complejidad a t rlaatécidca detpeinteo. Sin
embargo, Duval (1988b, p. 12@enciona quéipara ir de la representacion gréafica cartesiana, a
la escritura simbdlica algebraica, es donde esta la mayor complejidad; porque para efectuar este
paso la aproximacién punto ppunto no solamente es inadecuada sino que se constituye en un
obstacula. Concluye queia conversién es mas compleja que el tratamiento porque cualquier
cambio de registro requiere primero que entre dos representaciones cuyos contenidos no tienen

nada ercomun, se reconoa al mismo objeto representad®uval, 2016, p. 74).

Este doble salto a menudo no se comprende por su complejidad; lzocgueersion del
sistema simbdlico algebraico al gréfico cartesiano, es mas facil que a la iDugeda1988a).
La conversion de la representacion grafica cartesiana a la escritura simbolica algebraica vy
viceversa, requiere que se discriminen muy bien las unidades significantes propias de cada
registro, es decir, es necesario identificar en el registro graficsieadelas variables visuales
pertinentes con sus diferentes valores categoriales, y en la escritura simbdlica algebraica de una
relacion (funcion) las diferentes oposiciones paradigmaticas que dan una significacién a los
simbolos utilizados, que inducen aunnterpretacion para la aprehensién de los objetos
matematico. Dicha interpretacion esta relacionada con los tres tipos de tratamientos que requiere

un registro de representacion grafico cartesiano, que segun Duval (1988a, p. 5) son:

1. Una localizacién dgosiciones por seleccion de puntos en los que la figunaa
coincide con los puntos de interseccion del campo cuadriculado. Esto permite una lectura

de dupla de nimero.
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2. Una aprehension global de los valores visuales de la figurea (trazo recto,
trazocurvo, inflexion, concavidad,...). Es esta aprehension perceptiva global que da a la
representacion gréafica cartesiana su poder intuitivo o heuristico. Este tipo de tratamiento
es esencialmente cualitativo.

3. Una maodificacion de la figurforma que cambida aprehension global de los
valores visuales, jugando con los grados de libertad que da la-fiigi@ Se puede
modificar la figuraforma, no tomando por ejemplo, la misma unidad de graduacion en los
dos ejes. Es decir, se puede modificar lafigarma ef ect uando un fAzoom
sus partes: esto hace que se divida localmente la unidad de graduasiola gupdricula

sea mas fina.

Cada uno de estos tres tipos de tratamserston esenciales en la representacion grafica
cartesiana para la disgrinacion e interpretacion cualitativa de las variables visuales pertinente al
registro grafico cartesiano u otros; ellas presuponen una lectura exhaustiva a cada registro para la
aprehension y comprension de los objetos matematidesde el punto de vistamatematico,
segun Duval (20086 p. 149.

La conversion y el tratamiento son un todo en la resolucion de problemas. Es mas,

|l o qgque i mporta es un tratamiento cualitat:i

cambio de registro para resolver el problema dado. La conversion y el tratamiento son

fuentes totalmente independientes de problemas en el aprendizaje de las matematicas, y

parece ser que la conversion es un proceso cognitivo mas complejo que el tratamiento. El

problema que la mayoria de estudiantes encuentran es tan profundo que ladonversi

puede ser considerada comaeibral de la comprensidn

Como biense observa en las transformaciones realizadas,simacion puede estar
expresada en cualquieegistro de representacioBi se tiene una situacidiadaen lenguaje
natural y se quieré¢ransformar en unaepresentaciorsimbolica algebraica ¢Qué hacer para
obtener dicha representacioBfi este caso se debe reconocer lgusonversion defegistroen
lenguaje natural al lenguaje simbdlico algeto no es trivialse debe discriminare identificar
las unidades significantes, o variables linglistea®l enunciadpara transformala situacion

en el registro requerido.
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SegunDuval (2006a, pp. 14647) la transformacion de una expresion linguistica
en una ecuacion esute dos requisis especificos. Eprimer lugar, usar menos simbolos
gue objetos para referirse a ell@araello se debe escribir una nueva expresion usando
una operaciéon aritmeética y explicitar una relacion para traducir el significado de la frase
mediante unacuacion; asi no obtenemos la misma segmentacion semantica de datos
probleméticos en la expresion linglistica y en la expresion simbolica algebraica. En
segundo lugar, en el tratamiento de la expresion simbolica algedoscsimbolos de

operaciones pralecen sobre los simbolos que representan a los numeros.

Existenconflictos y dificultades en relaci@onlas transformaciones que igalizanen la
solweién de un problema matematjdas cualesuscitan un profundo problema de comprensién
en el aprendiaje de las matematicas. De acuerdo con Duval (2006a, pilb#@ctividad
matematica debe satisfacer dos requisitos que entran en conflicto: (1) las representaciones
semidticas deben ser usadas necesariamente, incluso si se elige el tipo de representacion
semidtica; (2) los objetos matematicos representados nunca deben confundirse con el contenido

de las representaciones semioéticas utilizadas

De estos dos requisitos conflictivos yace la paradoja cognitiva con la que se trégpieza
mayoria de estudiags.fEllo suscita un profundo problema de comprension que es especifico del
aprendizaje de las matematicas, donde la mayor piedra de toque para la comprension es la
posibilidad ddransferir lo que se ha aprendido a nuevos y diferentes contextos dentraydie

las matematicas, por lo cual implieaconversidn de representacid®uval, 2006a, p. 158).

La siguiente paradoja cognitiva del pensamiento matematico expresa que para los
estudiantes en estado de aprendizaje pueden confundir el objeto corsa tajpyesentacion en
el momento de desarrollar la actividad matematica, siendo esto una parte del proceso en la

construccion y comprei® del conocimiento matematico

Afde wuna part e, el aprendizaje de | os obje
aprerdizaje conceptual, y de otra, es solo por medio de representaciones semiodticas que es
posible una actividad sobre los objetos matematicsta paradoja puede constituir un
verdadero circulo vicioso para el aprendizaje. ¢ COomo sujetos en fase de aprendmajean

no confundir los objetos matematicos con sus representaciones semiéticas si ellos solo pueden
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tener relacion con las representaciones semidticas? La imposibilidad de un acceso directo a los
objetos matematicos fuera de toda representacion sesmiuelve la confusion casi inevitable, y

por el contrario, ¢Como pueden ellos adquirir el dominio de los tratamientos matematicos
necesariamente ligados con las representaciones semidticas, sino tienen un aprendizaje
conceptual de los objetos represelus? Esta paradoja es aun mas fuerte si se identifican
actividades matematicas y actividades conceptuales y si se consideran las representaciones

semidticaxomo secundarias o extrinsegzas( Du v a | 1993, p. 38).

Esta paradoja pone de manifiesto la comgiéajidel aprendizaje de las matematicas o de

un concepto u objeto matematico en particular, si no se tiene en cuenta la importancia de la
diversidad de registros de representaciones semidticos en el aprendizaje de los objetos
matematicos, puesto que si snknte los estudiantes se le ha dado una ensefianza monorregistro
de los conceptos matematicos, por ejemplo, la funcidén cuadratica en su expresion polinébmica, no
es posible que ellos interioricen el concepto ni mucho menos alcancen una comprension sin
nuncahaber tenido contacto con otros registros de representacion de la misma funcion. Por ello
se requiere quen la actividad matematica, se trabaje articulando los diferentes registros para la
comprension y objetivacion de los objetos matematicos. Estoceampha toma de consciencia

por parte de los estudiantes porque como se ha dicho, la actividad mateméatica solo se da en

contextos de representacion.

Finalmentesi se quiere avanzar éamcomprensionnicial de losobjetosmatematicogon
los estudianteses necesarigue en la actividad matematica se realicen transformaciones desde
un registro de representacion a otro registro para la aprehension y objetivacion de un concepto
matematico tal como se ha realizado en este apartado.

2.2.Aspectos disciplinaesalrededor del concepto de funcion

En este apartado seresentade forma general el concepto de funcignfuncién
cuadratica Se hace umreve repaso de sus definiciones delsdplanteado en algunos textos
escolaresle mateméaticag textosde matematicasmostrando algundsrmas de representacion y
los elementos que la componéin la funcion cuadraticegseanalizaé el vértice para encontrat
punto maximo ominimo vdor del rango de dicha funcién; ademas, chracteriza los

procedimientogara transformar una funcion cuadrética polinGmiceagnica y viceversa
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2.2.1. El concepto de funciérde dominio Real

El concepto de funcion ha sido desarrollado y evolucionado a través de la historia donde
muchos investigadores han aportgdmala construccion y formalizacion de este concepto, para
ser utilizado de la manera como se trabh@y en la escuely universidad EI concepto de
funcion es una de las ideas fundamentales en mateméafimaguncion expresa la idea de que
una cantidad degnde o estd determinada por otra. Se puede decir que en matematicas y en la

vida diaria, la nocién de correspondencia se presenta con frecuencia en muchos aspectos.

Algunos ejemplos que aclaran el concepto de funai@nacuerdo coArya y Lardner

(2009)son los siguientes:

a. Silatemperatura del aire se registra durante todo el dia, entonces a cadalénstante
corresponde una temperatura.

b. El area de un circulo depende de la longitud deadio; si se conoce la longitud
del radio, podemos determinar et@ Decimos que el area es una fumaél radio

c. El costo semanal de producir cualquier articulo depende del nimerocdéosarti
producidos. Decimos que el costo es una funcién del nimero de articulos.

d. Las prestaciones otorgadas por el sistema de sadwsatial de un paidependen
de su tasa de desempleo.

e. La cantidad de cierto articulo que el fabricante ofredef@ende del precio que

pueda lograr. La cantidate articulogs una funcién del precio.

A continuacion se presentaelvementeel conceptode funcién de manera formaltal
comoesta planteado eslgunos libros de textos escolares utilizadosnatematicay los libros

de calculogiela universidad.

Definicion 1. Segun Edwards y Penney (1996, P.upafuncion ralw "Qw definida
en un conjuntdd de nimerosRealas, es una regla (relacién) que asigna a cada numenO

exactamente un nimero real, denotado cdo queperteneceal rango de la funcion.

El conjuntoO de todos los numeros Reales para los cu&es esta definida, es el

dominio de la funcioiQw . La expresionQw , que se le&de es el valor de la funcion re&
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en el niamero (o punto cartesiaro El conjunto de los valorad "Qw es el rango de llegada

de"Qw MNesdecir, el rango d&w es el conjunto o "Qw para algiroenC}.

Definicién 2. ParaSwokowski y Cole (2009una funcion™Qde un conjuntdO a un
conjuntoOhdefinida en el conjunto de los nimeros Readssuna correspondencia que asigna a

cada elementaQ ‘M exactamente un elemenb® @8

El elementowQ '@ es elargumento de "BEI conjuntoO es eldominio de la funcién. El
elementowde Oes elvalor de "(Q &v (0 la imagen de wbajo™Q) y se denotado poiQw 8EI
rango de "@s el subconjuntdy’'Q ‘@formado por todos los posibles valoresal@ €§08Notese

gue puede haber elementos en el conj&dae no estan en el rangd X

Definicién 3. SegunStewart Redlin y Watson (2012una funcién@®s una regla que
asigna a cada element®d de un conjuntodhexactamentaun elementdlamado "Qc hde un

conjuntod. Los conjuntos A y Bstan definidoen los nimeros Reales.

Al conjunto0 se le denomina dominio de la funcién. EI nim&a es el valor deQ
encly se leecQ '@e. El rango de'Qes el conjunto de todos los valores posibles de
"Qw conforme wvaria a través de todo el domini&@l elementow se llama variable

independiente; y al elemern@w se llama variable dependiente.

Comprender estatres definicionestal como esta expresads en lenguaje natural
combinadas con simbologs un proceso bastante complejporque requiere de una
discriminacion del enunciado para entender la simbologia egu@lgo abstracto en estas
definiciones lo cualno es inmediato. Pogsta razon, la necesidad de cambiar de registro de
representacion, articulando un registro con otro para intentar que los estudiantes se acerquen a

comprension inicial de este conceptatematico

Descaves 1992 (citado por pontén, 2012, p. 400), afirmafigueomprension de la
relacion existente entre las matematicas y los fenbmenos, pasa por la conceptualizacién; donde
los alumnos tienden a relacionar los simbolos con las palabraggptasentaciones iconicas
pueden momentaneamente ayudarles a categorizar ciertas situaciones que se pueden

matematizas. El autor plantea que palacomprension de estos concep{esde funcion) los
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estudiantes deben relacion@rticular) la definician con su representacion de tal maners le
permitan conceptualizar para comprender todo lo aguplica el concepto de funcién.

Al observar las tres definiciones de funciones, se nota que la diferencia entre ellas es poca
porqueparten desde un conjunto & con lamisma forma de definirlo que cambia es la
notacion de los simbolpsunquelos conjuntosestandefinidos enlos nimeros Reale®e
acuerdocolPont - n seglroel émpo fle enunciado de problemas, la comprension puede
enfocarse solo a urde los dos lados del discurso; por un lado, a la organizacion de la redaccion
y por otro lado, a la del objeto que se tatasto invita a reflexionar aterpretartantoen la
organizacion del enunciado como la definicion del concepto de funpingueson muchas las
variablesa las que hay que acudir en el concepto de funcién pamgurension.

El siguienteejemplo muestra leepresentaciografica de dos funciones y dos relaciones
gue no son funciones. En dicho ejemplo se puede eviden@aroqioé relacion es funciorsin
embargo, toda funcién es una relacion porque guarda unapmrdesicia entre sus variabl&s
la siguientefigura 2.7 las representaciones graficas cartesianas A y B, acompafiadas de sus
expresiones algebraicas polinomicaepresenta funciones de dominio y rango definiédm los
nameros Raks donde,para cualquier valor de@en el dominio, le corresponde un Unico valor

"Qw en el rango.

Lasrepresentaciones graficas cartesianas comxquesiones simbdlicadgebraicas B y
D, corresponden a relaciones entre variabdesque para algunos valores de la variable
independientew(en el dominio) le corresponde mas de un valor en la variable deperdiemnte

el rango). Por ejemplo, para la representacion griccuandow o, a"Qw le corresponden
tres valores que soiQo pNQoc ¢y Qo -. Para la relacién D, se observa que la

representacion graficeartesianaal tomar el valor deo p, tendra' Qw dos valores que son:

Qp 1Ty Qp T80 T Por lo tanto las relaciones B y D no son funciones.

93



Una Propuesta Multirregistro Para la Comprensién de la Nocién del Maximo o Minimo Valor del Rango de una Funcién Cuadratica e
Estudiantes de Grado Once. José Santiago carabali Rojas. Universidad Nacional de Colombialrsgde2819.

Ay C representan una funcion de x. B y D no representan una funcién de x.

A W W Tw p B.w ¢co uvw w p
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Figura 2.7: Ejemplo de gafica cartesianaderelacionesentre dos variables

Las funciones por su gran variedad de definiciones y riqueza conceptual, se pueden
representar en diferentes formas o representaciones semiéticas. Estas representaciones se pueden
observar de acuerdo con Ugalde (2013) en la siguignie 2.8

Descripcion Relacion simbdlica | Tabla de Diagrama sagital Representacion grafica cartesiana
verbal o algebraica valores
enunciado en polinémicay
lengua natural canonica » o0 @ p
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Figura 2.8. Diferentes registros de representacion de una funcion. Fuente Ugalde (2013). Adaptacién propia.

En la figura 2.8se puede ver las diferenfiesmas derepresentaciones semioticas de una
funcion, en la cual se esperaria que en la actividad matematica se tomara en cuenta para la
comprension de los objetos matematicos. Cada registro infunde un tipo de tratamiestabien
cualitativo o cuantitativo, con el fin de lograr una toma desci@mcia en los estudiantes gda

apropiacion de los conceptos matematicos.

Cada unade estas maneras de expresar una funcion modelizetionesen contexto
real o matematico con &h de comprender y analizar mejor la relacion edte magnitudes de

un problema; es decir,

a. El enunciado en lengua naturatepresenta la forma discursiva en la cual se plantean los
problemas de aplicacion.

b. La expresion simbolicaepresenta el lenguagembolico algebraico a través de simbolos
y nameros que se expresan mediante una formula mateméatica, ecuaciones.

c. Tabla de valore®esuna tabla en la que se organizan fitasolumnascon el valor dew

dado,y su valor correspondiente "Qw .
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d. Diagrama sagital se representa a través de dos conjuntos en la cual se hace
correspondencia entre los elementos del conjunto de salida con los elementos del conjunto
de llegada.

e. El registro graficose representa a través dediloujo o bocetode los pares ordenades

el plano cartesiano o en cualquier otro sistema de coordenadas
2.2.2. Dominio y rango defunciones Reales

El dominio de una funcién"Qes el mayor subegunto del conjunto de los numeros
Reales para los qu&w es un niamero RedVill y Dewar, 2012, p. 201)Es el conjunto de
valores que puede tomar la variable independi@ciela relacion o correspondenéil y Diaz,
2013, p. 51).

Rango (Imagen) de una funcidnEs el conjunto de valores que puede tomar la variable

dependientey al asignarlesalores a la variable independieni€Gil y Diaz, 2013, p. 51).

Para efectos de esta indagacion, el andlisifuncionesn este trabajose centraen la
funcion cuadratica por su gran importancia que tiene en la humamidalbs calculos, en
economia, en las ciencias sociales y en muchas otras ramas de las ciencias, como en la ingenieria,
porque permite modat situacionesmaximizar gananciag minimizar costos de produccion. En
la biologia para ver el maximo crecimiemtalecrecimiento de urespecie, entre otras. Para este

casq identificarel vérticede la funciércuadraticees algdfundamental.

2.2.3. La funcién cuadratica de dominio Real

Ademas de la funcién lineal, la cuadratica de dominio real, es una de las funciones que
mas se trabaja en la educacién basica, media y universitaria por sus diferentes funcionalidades y
aplicaciones en el mercado y en la vida real. Por ejemplo, en los célculos se analiza la concavidad
de la curva para hallar el maximo o el minimo fimndolos puntos de inflexi6nen economia
para maximizar ganancias y reducir (minimizar) costos de produamotisica para analizar el
movimiento de objetos como el tiro parabdlilanzamiento de un proyectil. Envida real para
analizar el lanzamientoeduna pelota de basquetbol, de futbol, entre otros fenbmenos que se

pueden modelar utilizando funciétuadraticaEn general, todo objeto lanzado con un angulo de
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inclinacion o, i ®J 57 w1 don respecto a la horizontal, puede seguir una trayectoria

parabdlica debido a los efectos de la gravedad.

Una aplicacion importante de las funciones cuadraticas es describir la trayectoria o
recorrido, de un objeto cerca de la superficie terrestnedouka Unica fuerza que actia sobre el
objeto es Igprovocada por laccionde la gravedad que es el peEs el caso de una pelota de
béisbo] al ser lanzada por un bateador, si se desprecia la resistencia del aire, entonces la
trayectoria dejada por la pelota, coincidecon la trayectoria de la representacion grafica
cartesiana de la expresién @ @ ® GOpara alginHhlk nimero Real = ; ademas,

« variable dependiente representaria la altura de la pelotjable independiente representaria

el tiempo.A la funcion determinada por esta expresion, se le denomina funcion cuadratica.

Definicion 1. Segun Soler y Nuafiez (2009, p. 478 funcién polinémica de segundo
gradod @ @O® &w O, usualmente se nota pR® G ®o wdonde a, by c
son numeros Reales,dy 1 Como en toda funcién polinémica el dominio de una funcién

cuadriticaese@onj unt o de | os nYamer os Real eso.

Definicion 2. ParaStewart, Redlin y Watson (2012, p. 2Z#na funcién cuadraticaes
una funcién polinomial de grado 2, en la cual su representacion algebraica polinGmica es

QO 6w ®o 6 donde a, b, y ¢ son nimeros Realés yTt 8

Definicion 3. Swokawski y Cole (2009, pp. 21323) fiuna funcién™Qw es funcion
cuadratica siQm @ Qo & donde a, b y ¢ son nimeros Realds, Tty sudominb son
todos los numeros Reales. decir, no tiene restriccion alguna por lo que todo valowatendra

una imagen enpo .

Analizando la definiciébn 1, se puede observar goeesmuy clarala definicion el
conceptoporquesolo se habla de una funcion polinébmica de segundo grado, haciendo énfasis en
su representacion simbdlica algaiba polindmica, pero realmente dicha definicdarece de
elementos para una toma de consciedeldector Desde este punto de viska,comprension del
conceptade funcionpara nada es inmediatgualmente la definicibn Z2s muy basica porque se
piersa que corel solohecho deexpresar algebraicamente la formaud@funcion cuadratica, ya

se entiende el concepto. Lo que si parece ser cierto es que toda funcion polinomial de segundo
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grado es una funciGcuadratica. Por todas estas ambigiiedades eefiagciones de un concepto
matematico, se quiere platear una propuesta alternativa de trabajo en el aula que en sus tareas o
actividades a realizar se puedan articular los diferentes registros de representaciones semiéticos

para la comprension de un concepto matematico.

La representacion grafica cartesiana de la funcién polinédicax @ @ Ges una
parabola vertical que abre hacia arriba o hacia abajo y tiene un eje de simetria paralelo al eje y;
ésta se puede obtenmur desplazamientos verticales u horizontales de la representacion grafica

cartesiana dé& ¢ de la siguiente manera:

De la funciénd @ @ o @ haciendo®y wiguales a cerap Tt se obtiene la
funcion equivalented X en la cual, su gfica es una parabola con vértice en el origem
del plano cartesiano, tiene un eje vertical o eje de simetria y abre hacia agsiba si hacia
abajo si®d TU Las representaciones gréaficas cartesianas comunes de esta funcién cuadratica en
|l os casos en Mueeal ppart § me tdranen la gadic@Oi v o

S € mu e .

Coéncava

) hacia a‘bajo.

ECéncaila
hacia arriba

|
!
!
'
!
1
1
'
|
|

Figura 2.9. Representacion grafica cartesiana de la funcijjpe

+o parat y+

En efecto, dada la funcién polinémit@® ¢w @ ® ¢ haciendo los tratamientos
respectivos se puede obtener expresiones equivalentes de este objeto matematico, asi:
Sio ® Ty ® T entoncesQ® Gw Yy la representacion grafica cartesiana es una

parabola con vértice en el origen del plano cartesiandi¢uza 2.9.
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Sid Mo Ty T entoncesQom G @y por tanto, la representacion grafica
cartesiana es una parabola con vértice en el pafdpo mh &, sobre el eje y del plano

cartesiano segunada traslacion (ver figura 2.18do izquierd.

Si® TP MO T entoncedQ®  (w  ®cen la cual, su representacion gréafica
cartesiana también es una parabola que su vérticee mstdr sobre el e@ o0 en uno de los

cuadrantes del plano cartesiano, segaraéraslacion (ver figura 2.18do derechp

B e A e R et )

___________

S

o

i~

o

(=]

(=R
SRR DR PR

|

|

|

]

1
qmmmmmemmm

|

|

|

1

]

4

|

decssadecaa!
A= m

]
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Figura 2.1Q Representacion grafica de la funcién cuadratica trasladada su vértice sobegealertical,
horizontal o en uno de los cuadrantes del plano cartesiano. 1 S€e

desplaza2 unidades horizontalmente a la derecha y 3 unidades verticalmente hacia arriba, se
obtiene una representacion grafica cartesiana de la misma naturalég2aoquew . La figura

2.11lado izquierdo ilustra la situacion.
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Al desplazar la funcioiQw  w verticalmentancantidades gl coeficiente del término
cuadratico es positivo, entonces su representacion gréafica cartesiana abre hacia arriba y la funcion
"Gtiene un valominimoen el punta) "BQhdonde’Q'Q  "Q Por ejemplo, ver la figura11 del

lado derecho con funcié@w @ ¢ ylado izquierdo que abren hacia arriba.
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Figura 2.11 Representacion grafica de la funci6@w @ desplazada horizontal y verticalmente (2, 3)
unidades respectivamente, que corresponde a la funé{m W q oparte izquierdo. Y representacion
gréfica de la funciénl W @ con a=1,desplazada verticalmente hacia arriba 2 unidades; y hacia aliajo
unidad, con® ¢ parte derecha.

Si el coeficiente del término cuadratico es negativo, la parabola abre hacia abajo y el
puntod "MQ es el punto méximo de la parébola, donde el valor maximo ed&@n "Q Por

ejemplo, ver la figura 2.1del lado derecho con funciéQw Cw pque abre hacia abajo.

En términos generales, la funcién polinébmica de segundo grado con un eje vertical, se
puede expresar de forma estandar o candnica dada pés® Q  "Qlo cual se tienedos

cosas.

f Sid T entonces la representacion grafica cartesiana déd @ Q  Qes

una parabola que tiene un vértice en el pdnf®Q y un eje de simetria vertical.
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 Si® T entonces la representacion grafica cartesiana dédw Q  Qabre
hacia arribay el valor minimo de la funciénQw estd en"Q'Q8 Analogamente, si
® Tentonces la representacion gréafica cartesiana dedw 'Q  Qabre hacia abajo y

el valor méaximo de la funcién esta €5Q8

De igual manera en la expresién polinémiéa ¢ ®w & el vértice de su

representacion grafica tiene coordenada — (Swokowskiy Cole, 2009).

Teorema sobre el valor maximo o minimo de una funcién cuadratica
SiQew o 0o odonded €, entonced) — es:
1. El valor maximo déQw , si wes menor que cero.

2. Elvalor minimo déQw , si wes mayor que cero.

La siguiente definicion y teorema son tomadogktbvards y Penney, 1996p.131132).

Definicién. Valores Maximos y Minimos.Si @ est4 en un intervalo cerraddfh
entoncesQ® es el valor minimo dé&Q® en fw, si'Q® Qo para todowen o8
Similarmente, sQesta en iy, entoncedQQ es el valor maximo d&€®w en ¢fo si"QQ

"Qa para todaven (hn8

Teorema. Propiedad de lowalores maximosy minimos. Si la funcién'Qes continua en
un intervalo cerradocfid, entonces existen nimerasy ‘Qen i tales quéQam es el valor

minimo, y"QQ es el valor maximo d€en ¢fto 8

En resumen, una funcion continua en un intervalo cerrado y acotado alcanza un valor

minimo y un valor maximo en los puntos del intervalo.

Teorema del valor medio Suponga que la funci6if2ew es continua en el intervalo

cerrado ¢ftd y derivableen el intevalo abierto ¢fto . EntoncesQan Q0 QO @ O;

es decirff 4 % para algimimero®en ¢fo (Edwards y Penney, 1996. 201).

Este teoremastablece que la recta secante que une los puntos extremos del intervalo
cerrado ¢, esparalela a la recta tangente de la curva en el punto maximaiman y que

ademas, la derivada en el punto maximo o minimo es &sron teorema sobrenciones
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continuas realedefinidasenunintervala Intuitivamente, el resultado afirma que, si una funcién
es continua en un intervaterradg entonces toma todos lealoresintermedios comprendidos

entre los extremos del intervaldho .

En este trabajo no se tendra en cuenta el concepto de derivada para el desarrollo de las
situacionesporque no se trabajara en efaso es parte de Ique se alcanza a construir en esta
indagacion para ese gradsin embargojos teoremas y definicion planteada recientemente,
garantizan que una funcion de segundo gsadontinuaen un intervalo cerradalebe tener un
valor maximoo minimo valor del ango para un determinado valor deen el dominio. Es

fundamental tenerlo en cuenta para el momento de resolver las situaciones.

En algunos casos, no es inmediato encontrar el vértice de una grafica cartesiana que
representa la funciéon cuadratica, cuathmo cuadriculas del plano o figura fondo no coinciden
con los puntos de la grafica cartesiana; de igual manera, si la expresion algebraladaesta
polinémicaQ®w (w w® ¢ en este caso, conviene expresarlauea representacion
canonia & W& 'Q  Qpara identificar de forma inmediata las coordenadas del vértice. A

continuacion, sexplicitael siguiente procedimiento.

Tratamiento para transformar una expresion simbdlica polindmica a una expresion

simbodlica candnica de una funciéon cuadratia.

Para transformar una funcién cuadrética polindmica en una expresion equivalente
canonica, se utiliza el siguiente procedimiento conocido como el método de completacion de
cuadrados. Este método se fundamenta en las propiedades de la estructuraaaldebics

numeros Reales.

1 Por la propiedad asociativa de los nimeros Reateagrupa en paréntesis los
términos que contengan la variable

1 Se factorizaos términos del paréntesis; es desér sacdactor comun.

1 Se elevaal cuadrado la mitad del coeficiente @gara completar el cuadrado de
una adicion dentro del paréntesis; por la propiedad del inverso aditivo y el nUmeroseeutro,

suma y se restl mismo término para no alterar la expresion simbdlica algebraica.
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1 Por la propiedad asociativase reagrupa ge factoriza el trinomio cuadrado
perfecto; luegose aplica la propiedad distributiva de los niumeros Realss yealizarias
operaciones de los términos independientes o fuera del paréntesis para obtener la expresio
algebraica canonica.

Observe el siguiente ejemplo:

MO © o oo ® Funciéno expresion simbdlica algebraica polindmica dada.

1 Por la propiedad asociativa, se agrupan en paréntesis los términos que dependen de

la variable independienta
1 Se factorizan o se saca factor comun los coeficientes de la vabiablérminos
del paréntesises decir, se sadactorizaal coeficienten
W 0w -0

1 Se completa el cuadrado de una adiccion dentro del parémgdicando la

propiedad modulativa de la sumia w T de los niumeros Realesl nUmero que se

debe sumar y restar para completar el cuadrade-es Para encontrar este nimese toma

el coeficiente de la variabbpie se encuentra elevada a Ia)ly se divide entre dos (es decir,

se halla la mitad)esto es porgue el coeficiente de la variable elevada a la 1 es el resultado de

sumar los términos semejantes en la solucién de un binalincicadrado perfecto, esto da

como resultado— ). Esteresultado se eleva al cuadrado y se obtiere —). Porla
propiedad del inverso aditivo o modulatida los nUmerofReales se sumal término—y

se resta— multiplicandolo por el coeficientew o factor comin parabtener®d— y no

alterar la expresiéon simbolica algebraica.

O ho -d — B O—
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1 Por la propiedad asociativa, se reagrupa (se factoriza) el trinomio cuadrado

perfecto y se aplica la propiedad distributiva de los nUmeros Reales al térdépendiente

y se obtiene.
O O — O —
1 Se hacen los tratamientos a los términos independientes, o fuera del paréntesis

para obtener la expresion simbdlica algebraica candnica.

v TR

w Ww — E—

1 Por la propiedad del opuedel opuesto, se introduce gsigno menoy se obtiene

la representacion algebraica canénica de laidmncuadraticad @ w — —_—

donde seconcluyequeQ —vyQ ;siendow G® Q  Qla representacion

simbdlica algebraica candnica de una funa@adratica y0 "WQ son las coordenadas del

vértice que corresponde a un punto maximo o un punto minimo segun sea la concavidad de la

parabola.
De la expresion simbdlic Gw — ® —,Ssi — T entoncesw —,
luegoQ — y Q @ —. Porlo tanto la expresiéon canénicaies M@ ® Q  Qdonde

0 "MQ son las coordenadas del vérti®ar lo tanto,si'Q mhentoncesd G w Q es una
funcion cuadratica tal que su representacion grafica cartesiana tiene vértice sobue ®1'@je
T, entoncesd G Qes una funcion cuadrética tal que su representacion gréafica cartesiana

tiene vértice sobre el eje

Es de anotar que el vértickee una parabola se define como el punto donde la parabola
corta el eje de simetria. Es decir, el punto donde se encuentra el maximo o minimo valor del
rango de una funcién cuadratica. Cuandalo 1, entonces la pardbola abre hamidba, en cuyo
casose obtienain minimo valor del rango de una funcion cuadratica, para un determinado valor
de wen el dominio; sid T, entonces la parabola abre hacia abajo, para loseuabtienaun

maximo valor del rango de una funcién cuadrgpiaea un determinado valor deen el dominio.
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Tratamiento para transformar una expresion simbolica algebraica candnica en una

expresion simbdlica polindmica de una funcién cuadratica.

Para el caso inverso, es decir, para expresar la funcion cuadeatica forma
canbnicad W 'Q  "Qen unarepresentacion algebraipalindmiac » O ® @ se

hace el tratamiento conocido como completacion del bindmiia siguiente manera
Mo ® ®w Q QFuncion dada en representacion simbdigabraica candnica.

1 Al resolver (expandir) el binomio cuadrado, se titamexpresion simbdlica algebraica

equivalente.
W O ¢cQ Q 1Q
1 Al aplicar la propiedad distributiva de la equivalencia, se tiene.
W W D dQ Q
1 Reacomodando esta expresion, tenemos la funcién cuadratica polindmica dada por:
MO © o oo ®Dondew Ay ® Q@ Q

Al trabajar con funciones cuadraticas, frecuentemente se esta interesado en hallar el
vértice y los puntos de corte cah eje x o ceros del polinomio. Tipicamente, una funcién
cuadratica determinada se asemeja a una de las tres representaciones que se indican en la
siguiente tabla 2.(Swokowski y Cole, 2009, P. 222).

Representacion simbolica algebraica de una funcion cdeitica.

Expresioén polinébmica Expresién canénica Expresion factorizada

No siempre factorizable en los nimeros Reales

Tabla 22. Diferentes epresenta@nessimbdlicas algebraica de una funcién cuadratica.
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Aunque el foco principal de esta indagacion son los procesos de comprension de la nocion
del maximoo minimo valor del rango de una funcién cuadratica, es pertinente considerar algunos
factores relacionadocon la solu®n de una ecuacion cuadréatica, dado paes encontrar los
puntos de cortes con el ej@ es necesariwerificar si dicha ecuacion tiene solucioras el

conjunto de los niumeroseRles o no

Solucionar una ecuacién cuadratica es igualar a cero la fupalihémicaQw
® Wy encontrar los ceros, raices o cortes con el eje x que pueda tener esa funcubnalsi
la ecuacion cuadratica as trinomio cuadrado perfecto, se puede resgleerfactorizacion; y si

no lo es, se puede resolver mymétalo de completacion de cuadradautilizando la formula

) n . Lo
generaloo ———; €n cuyo caso se tiene lo siguiente:

A la expresiomo 16 e le llama discriminante de una ecuacion Gitiwr, en la cual
permite determinar la naturaleza de sus soluciondepgndiendale su resultado se presentan

tres casos:

1 Siw 1O T entonces la representacion gréfica cartesianao dedxo
® ® Gcortaal eje x en un solo punto y su vértice esta sobre el eje x. En este caso se dice que
la solucién es un Gnico valor real y corresponde al punddit o0 1t dependiendo la
traslacion del vértice.

q Si® TO®T entonces larafica dew ¢ cw  ®corta & eje x en dos
puntos distintos; luegda funcion tiene dos soluciones reales dada@orw © L

T Si® T ® T entonces lgraficaden ¢ @ ® ®no corta al eje X, en este
caso se dice que la funcién nene soluciones en los nimeros Reales. Lugg®raices son

complejas.

Segun Swokowski y Cole (2009, P. 216Jusa parabola tiene crucesy w con el ejen

el eje de la pardbola o eje de simetria es la recta veaitical—— que pasa por el punto medio

de wht @ o ht. Es decirJa coordenad&sobre el eje x del vértic&hQ es’Q ——. Dicho

de otra formafiel eje de simetrias la recta que pasa por el vértice de la parabola y es paralela al
eje w3 recibe este nobre porque al doblar el plano por esta recta los dos brazos de la parabola

coinciden en todos sus punidgill y Dewar, 2012, p. 219).
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Vale la pena resaltar qeéveértice es el punto donde se intersecta la parabola con el eje de
simetria, el cuapuedeser un punto maximo o minimo dependie la concavidad de la misma.
En la siguientefigura 2.12 se muestra la representacion grafica cartesiana de una funcion

cuadratica que permite identificar visualmente todas sus partes.

Eje de Simetria

Ramas de
la Parabola

3 s x

Raiz (3.0)

Ordenada

al origen (0,-3) 4] L
weértice (1,-4)

_5

Figura 2.12 Representacion grafica de una funcién cuadratica con todas sus partes.

Al interpretar cualitativamente la represemntaccartesiana de la figura 2,12 puede
observar e identificar algunas s especificas como el vértigaetiene un minimo eiw p,

cortes con los ejes, eje de simetria, entre otras.

En relacién con la interpretacion que se puede hacer a una gréafica cartesiana, que como ya
se dijo, puede ser global o local; Duval (1988a,1988b) expresa que la interpretaciéon global es un
tratamiento emientemente cualitativo, que consiste en identificar los distintos valores visuales
en una representacion grafica cartesiana, explorando la forma y orientacién de la gréfica
cartesiana para establecer relaciones con los valores categoricos de la exprasidinasi
algebraica polinbmica o candnica; es decir, con las unidades significativas propias de la
expresion simbdlica algebraica polindmica o canoénica, fortaleciendo de esa manera la

aprehension global del contenido de la representacion grafica cartesiana.

Duval (1988a, 1988b)esiala ademas que la modificacion en la expresion simbdlica
algebraica canonica o polindbmica, corresponde a una variable visual pertinente para interpretar

una gréfica cartesiana, lo que permite asociar una variable visual ceariafdecategorialen la
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expresion simbdlica algebraica candnica o polinbmica, que contribuya a la identificacién y
establecimiento de relaciones enambos registros de representagna su articulaciorPor
estarazon, la interpretacion global juega rol muy importante porque permite explorar de
manera general los diferentes registros de representacion para identificar variables y plantear

relaciones entre ellas.

Para acercarse a la comprension inicial deotdon del maxime minimo valor del rango
de una funcién cuadrética tal como se ha planteado ecagstalg se requiere g mas alla de
las definicionesse articulen los diferges registros de representaciosemiotics, donde en
todo momento esté presemieanalisisdel conceptola interpretacion y formas de razonamientos

paraaprehension del concepto matematico; por lo tanto:

En nuestro intento de definir las condiciones basicas de comprension del concepto
de funcion, trataremos de guiarnos por una exploracidasdeeferentes de la definicion
de funcidn. Nos hacemos la pregunta: ¢A qué se refiere en realidad la definicion? ¢Qué
objetos presentes se pueden identificar o discriminar en medio de ellos? ¢Qué clase de
ordenaciones pueden ser encontradas que puedandaita extension de la realidad por
discernimiento, generalizaciones y siige@gPorras, 2011, p. 32).

De acuerdo con &ras(2011) una estrategia que debe estar presenteguaraarse a la
comprensiorinicial y toma de consciencia en los estudiantes al abetdayncepto de funcign
especificamente la nocion del maximaninimo valor del rango de una funcién cuadrates,
plantearse preguntas que permidentificarvariables propiedades para reflexionarsglacionar

los diferentes registros de representaciones semidticos en la actividad matematica.

Para finalizar con esteapitulo, a continuacigrse propone la metodologia del trabajo de
investigaciénja cual especifica el disefio y construccion de undarefe andlisigpara alcanzar

los objetivos propuestos en esta indagacion.
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Metodologia del Trabajo de
Investigacion

v e

CAPITULQO | I
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Metodologia del Trabajo de Investigacion

La metodologia de este trabajo se ha desarrollado teniendo en cuenta los objetivos que se
persiguen en esta investigacion y sus fases metodolégicas que la caracterizaioPaea
presenta una descripcion de la metodologia con respecto al trabajo dgaovesten la cual se
especifican logres momentogle las fases metodoldgicae la I.A.R luego se presenta la
muestra del trabajo indagativo, dorske caracterizéa poblacion de estudiantesn los quese
realiza esta investigacio®e muestra la corgiccion dela rejilla de analisiglescribienddas
variables que dieron las pautas para el disefio de las taeemeplicita el rol de los actores de la
investigacion y lo que implica el disefio de las situaciones didacticas, teniendo en cuenta la
diversdad de registros. Por ultimo, se plantea lo quiebe teneen cuenta para la aplicacion de

las tareas.
3.1.Metodologia con respecto al trabajo de investigacion

Para lograr los objetivos propuestos en este trabajo, fue necesario apoyarse de una
metodologiale tipo cualitativa, que permitiera describir e interpretar los datos obtenidos durante
el proceso de recoleccion a través de distintos métodos que brinda dicha metodologia. La
seleccién de la metodologia cualitativa radica en que es descriptiva y lmmspeerder y
profundizar los fendmenos, desde la perspectiva de los participantes en un ambiente natural y en

relacion con el contexto.

Segln Ruiz, 2009, p. 51 (citado en Naupas et al., 2014, p. @80)nvestigacion
cualitativa es interpretativa porgse sostiene en una concepcién hermenéutica, sus métodos de
recoleccion le permiten acceder a datos para ser observados, descritos e interpretados; su interés
no es medir las variables componentes de un fendmeno social, sino ensendddgretarleo.

Por tal razén, el foco central del andlisis cualitativolea fAb%s queda Hlel S i
significado en los estudiantes se busco a través de dos situaciones multirrdgistrasgdo con
ello un acercamiento hacia la comprensioaial delos conceptosld maximoo el minimo valor

del rango de una funcion cuadratica.

Desde esta mirada y en acuerdo con la teoria semiotica y cognitiva de DAR@d,(

1988b, 1999, 2006a, 2016&n la cual promulga la comprension de los objetos matematicos a
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través de la riculacion dediferentesregistros de representaciones semiéticos, fue necesario
hacera los estudiantegarticipe y protagonisseen la construccién de su propio conocimiento.
Para ello, el analisis de este trabajo se fundament6é en una parte de lgaicieestualitativa

conocida comanvestigacion accién participativa(l.A.P).

Segun Sandino (2009), la I.A.P. es ante todo participativa porque ayuda a la poblacién
investigada a identificar sus problemas, analizarlos, buscarles soluciones, ensayar éstas
ponderar sus resultados. De esto se espero que los estudiantes pudieran comprender para inferir,
sacar conclusiones y tomar decisiones con las respuestas halladas a los problemas dados,
teniendo en cuenta los diferentes registros de representacionésiceentue brinda la teoria
semibtica cognitiva de Duval988a, 1988b, 1999, 2006a, 2D16

La ILA.P. es unalternativa para saltte muchos problemas en la educacion, porque trata
de integrar a los investigados, permitiéndoles interactuar criticamentelosoconceptos
matematicos; por ello, todos los participantes fueron investigadores y objeto de investigacion a la
vez, asi como productores de conocimiento y aplicadores del mismo. De igualffaddd,P.
sirve para transformar su practica e innovar nsedio, no pretende crear conocimientos
universales, pero si dar a cada quien instrumentos para transforipacticagnsayar cambios,
tratamientos o acciones mejoradoras o superadtzr#as condiciones existeri¢Sandino, 2009,

p. 118).

En generaglla 1.LA.P. es una metodologia que busca la autorreflexién de los participantes
en situaciones sociales para perfeccionar y comprender mejor dichas practicas; por,talirazén
finalidad es lograr que los objetegjetos de la investigacion sean autogedtrproceso de
autoconocimiento y transformacion de si mismo, asi como la realidad estudiada, teniendo un
control operativo, l6gico y criticde la misma forma, en la |.A.Iinteresa de manera especial
dinamizar la capacidad del sujeto de la investigapigra asumir el curso de su vida, ya que los
individuos y las comunidades van construyéndose a partir del reconocimiento que estas hacen de

ellas mismas y de sus posibilidades y potencialida@@esnal, 2010, p. 62).

Considerando la I.A.P. como una et#gga didactica para investigar los problemas en el
aula, ésta se desarrolla a partir dedisefio metodoldgicodondeexpertos afirman que es un

proceso complejo por su especificidad para cada estudio, lo cual hace imposible e inconveniente
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un modelo o estema metodoldgico rigido, Unico y estandarizado. En consecuencia, (Bernal,
2006, pp. 662 citado enNaupas et al. 2014, p. 370) y (Bernal, 2010, p. @8senta tres

grandes fases de la |.A.Relacionada eralsiguientefigura 3.1, la cual se seguira ehdesarrollo

de este trabajo

Fases detlisefio metodoldgico de la LA.P.

1

A 4

A

1. Fase inicial o de contacto cc
la comunidad.

2. Fase intermedia o d
elaboracion del plan de accidr

3. Fase de ejecucion
evaluacion del estudio

/En esta fase, los expertos}

investigacion entran en contac

con los sujetos (objetos d
investigacién), grupo social «
comunidad en donde se preten
llevar a cabo el estudio; motivan
la comunidad para alcanzar

interés por investigar su realida
para lueg dar solucién a algur
problema, o satisfacer algur
necesidad a favor de una mejo
continua. Ademas, se dek
identificar y definir el o los
problemas de investigacion o le
necesidades de interés con

objeto de conocerlos y darle

Qlucién. /

l

Se estructura administrativamente
investigacion, comenzando por defin
las responsabilidades del grupo, |
objetivos que se pretenden alcanzai
el procedimiento a seguir, par
analizar el problema y encontrarl
solucion. En esta etapa desde
colectvidad se definen las accione
por llevar a cabo y la manera c
hacerlo; asi mismo, se definen I
técnicas y las herramientas para
obtencion de la informacion, el andlis
y la solucién del problema. Para ello
utilizan técnicas como reunione:
regidros de diarios de campo que Vi
elaborandosedurante el proceso de
estudio, sociodramas, cuestionaric
grupos focales, filmar eventos o hac
videos, grabar entrevistas, observaci
participante estructurada, experienci

autobiogréficas, dialogos anetdos,
Qistorias de vida. etc. /

A

ﬁ)e manera sistemética)

comienza con la

participacion de la
comunidad o el grupo quse
va ainvestigar para busca
una solucién al problem:
objeto de estudio.
Necesariamente es de lleg
a la solucidn del problema e
cual debe ser evaluado

aceptado por la comunida
en conjunto y por supuest
llegar también a |la
transformacion de la realida
gue enese momento vive le

poblacién objeto de estudio.

Figura 3. 1. Fases del disefio metodolégico de la I.A.P. adaptado de metodologia de la investigacién cuantitativa

cualitativa y redaccion de la tesis. Elaboracion propia.

Siguiendo la secuencia de las tres fases metodoldgicas de la investigacion, una vez

tenierdo las variables de analisis que permitieron disefiar las situaciones, el disefio y aplicacion
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de las tareas de esta investigacion tuvo tres momeatogrimer momentofue entrar en
contacto con los estudiantes, motivarlos y hacerlos participes del topleage iba a realizar;
haceruna exploracion de los conocimientos previos a través de una prueba piloto para tener una
idea intuitiva de sus conocimientos y poder identificar alguladencias en las tareas o
dificultades que tenialos estudiantesespeabd del tena; luegoredisefiarmaquellastareas que no

promovieran comprension en los estudiantes.

Un segundo momentéue dar a conocer los objetivos que se persiguen en la investigacion
con las situaciones propuestas que se iban a realizar dse@sesimes de trabajdandoalguna
claridad en el momento de resolver las tareasgnformaciona ser analizadse obtuvo a través
de las producciones escritas por los estudiantes y por medio de dialogos o expresibie ceal
realizd después de terminar d@licacion de la secuencia de tarebmcialmente se hizo un
analisis a priori que en términos generales consiste en anticiparse o dar respuesta a las preguntas
planteadas en cada tarea. Lueg® aplicaronds dos situacionescompuestas por una serie de
siete taregslesarrolladas en horarios extlases con estudiantes deado oncalela Institucion
Educativa Vicente Borrero CosfdIBOCO).

Un tercer y ultimo momentdue recoger toda la informacion del trabegalizadocon los
estudiantes durante el proceso, a travésndesecuencia de tareasna entrevista exploratoria
grupal (que consiste en organizar grupos de 6 a 10 estudiantes a la vez, dosdeazdmn
preguntay se les pidié que deran su apreciaciorsobre el trabajo realizadel cual se expresan
libremente y de manera espontanea dando distintas soluciones o puntos de vistas de acuerdo a su
conocimiento o experiencias con el tema)una observacion participanteque tiene como
objetivo comprenderle&eomportamiento y las experiencias de las personas en su medio natural;
observar y registrar la informacién de los estudiantes con un minimo de estructura y sin

interferencia del investigador.

Con las variables del disefi@ Iszo el analisisa posteriarque consistié en analizar tod
el trabajo de los estudiantes donde se pudo verificamprobar la teoria semidtica y cognitiva
de Duval (988a, 1988b, 1999, 2006a, 2D1Bs decir, selescribid,analzé e interpred todas las
produccionesde los estudiantesnostrando avances ela compresion de los objetos

matematicosmaximo o minimo de una funcion cuadrétic8e redacté el informe final y se
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plantearon las conclusionesimplicaciones futuras, dejando abierta la posibilidad para futuras

investigaciones.
3.1.1. Muestra del trabajo indagativo

Esta indagacion se desarroll6 con los estudiantes de grado once de la Institucion
Educativa Vicente Borrero Costa de la ciudad de-@allie, institucion de caréacter oficial
ubicada en el oriente de la cadj cuenta con una poblacion aproximada de 2.500 estudiantes
distribuidos en cinco sedede la cual dos de ellas tienen doble jornada y con jornada $isa
estudiantes pertenecen a los estratos uno, dos y tres y sufren de muchisimas nesesialades
familiares, académicas y culturales. El sector donde esta ubicada la institucion es un lugar donde
se presentamuchas violencias de diferentes indoles, familiares, sociales y demas por lo que los
estudiantes viven inmersos en este espacio sdtical viéndose en ocasiones afectado su
proceso de enseflanza y aprendizaje por toda esta problematica que vive hoy [Ecipais.
ambiente sociocultural, permite en ocasiones que el rendimiento académico no sea el mejor
porque en sus experiencias vivides su entorno, se dan otras cosas que hacen que los

estudiantes se direccionen distintos.

La mayoria de los estudiantes de esta institucion viven en ese sector, sin embargo, existen
otros estudiantes que vienen de Pizamos, Marroquin, Manwesap&rbarios que quedan en el
oriente de la ciudad, comuna 14 y 2hire otros sectores, por lo que la convivencia a veces se
torna pesada debido a las mdltiples situaciones adversas que viven los estudiantes en diferentes
partes de la ciudad. Son estudiantegstEasos recursos y los que viven en el sector en muchas
ocasiones sufren de inundaciones por el desbordamiento del rio cauca. Por tal razén, esta
poblacién de estudiante merece una atencién especial y una educacion que los lleve a la

construccion de un i futuro en su comunidad.

Actualmente la institucion en la sede central, cuenta con cuatro grados once, dos en la
jornada de la mafana y dos en la jornada de la tarde. De los dos grupos de la jornada de la tarde,
que tienen 28 y 31 estudiantes respeactignte y un promedio de 17 afios diladck se
seleccionaron al azar Zktudiantes para la aplicacion de las tareas. Se hizo de esta manera por

comodidad, espacio y tiempo, porque en la etapa&statio pilotose observpoque muchos se
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dedicaban hacer otr@®sas y dejaban de lado el trabajo que se estaba realizando; es decir, se

notaban muy dispersos frente a los intereses de la investigacion.

A los dos grupos se les aplico una prueba pili#olas mismas tareas que iban ser
aplicadaspara examinar el gdo de conocimiento que tenian respecto al tema tratado y para ver
si las tareas movilizaban conocimiewige generaran acercamientos adenprensionnicial del
concepto matematico(més adelante se muestran los hallazgb® esta prueba piloto se
obtuvieronresultados interesantes logrando detectar algunos errores de calculo para despejar una
variable o encontrar el maximo o minimo valor del rango de una funcidn cuadratica, asi como
para encontrar una expresion algebraica; dificultades para hafleaemaxima de un cuadrado
una vez construida la tabla. Sin embargo, algunos estudiantes entendieron claramente la actividad

porque mostraron amaes para articular registrocgmprender latares.

Basado en la descripcion planteada, se podria pensarmguposible causa para que los
estudiantes no obteng&duenos resultados en los simulacros de prueddaes $l como se mostré
en paginas anteriores en el primer capitulo de este dradmjla situacién en que viveor los
diversos problemas socialdamiliares y demas, o porque quizds no ha habido una ensefianza
qgue los motive a buscar estrategias de aprendizaje. Por tal razon, se desea contribuir con este
trabajo para ayudar a la problematica social y cultural del pais y en espeesiudiantede la

institucion.

Desde mi experiencgiay o observado como docente en las clases de matematicas, se
puede decir que un gran numero de estudiantes se muestran muy dispersos y apaticos frente a la
clase; esto se evidencia en las actividades realizadasplasidion o posturas de sentarse, la
actitud y falta de compromiso con sus obligaciones académicas, reflejan el bajo nivel de
desempefio que tienen. Asi missompafens profesores de la institucidnanifiestan la falta
de voluntad, responsabilidad o cammiso que tienen muchos estudiantes en sus areas, para los
trabajos que deben realizar en sus casas o en la clase; por ejemplo, en espafol, inglés, fisica,
filosofia y otras, expresan el desanimo que tienen algunos estudiantes, viendose reflejado todo lo
anterior erlos simulacros de las pruebasb®r que deben presentar akfide cada periodo y en
prueba 8ber grado 11° (afio, 2017, 201i§ura 1.6.

115



Una Propuesta Multirregistro Para la Comprensién de la Nocién del Maximo o Minimo Valor del Rango de una Funcién Cuadratica e
Estudiantes de Grado Once. José Santiago carabali Rojas. Universidad Nacional de Colombialrsgde€2619.

Se sospecha el consumo de sustancias psicoactivas en muchos estudiantes a temprana
edad (comentarios ereuniones de profesores de la institucion), lo cual puede ser un factor de
riesgo para la salud mental, la convivencia pacifica en la institucion, labores académicas, baja
autoestima, entre otras nociones que hacen que las personas desperdicien ¢l tiejapale
hacer algo mejor para su futuro. Esto puede ser una consecuencia de las familias sin un hogar
determinado dado que muchos estudiantes se ven afectados por esta situacion; ademas de la
informalidad a la que estan sometidos los padres, muchodiaggés viven con personas

distintas a papa y mama.

El propésito de presentar esta descripcion de la probleméaticaftgjanlos estudiantes y
demds casos de desinterés, entre otras cosas, es porque al momento de aplicarskeddbecas
teneren cuata el ambiente y la situacidén que viven los estudiantes para que el profesor conozca,
brinde las herramientasecesarias, sea un mediador en el aula pam® los estudiantes
comprendary desarrollercada una de las tareas encomendalamntinuacion se presental

disefio y construccién de la rejilla de analisis, la cual permitié disefar las situaciones.
3.2.Disefo y construccion de la rejilla de analisis

Como parte del disefio metodoldgico de la investigacion, a continuacién se realiza la
descripcion detallada de cada una de las variables que se tuvieron en cuenta para el disefio y
construccion de la rejilla de analisis, como también para el disefio y aud@ita secuencia de
tareas contenidas en dos situaciones didacticas. De igual manera se da claridad a lo que se
entiende por situaciéon didactica y porqué se optd por disefiar tareas en esta investigacion.

Segun Feixas y Cornejo (1996haurejilla de anadis es una técnica que sirve
como instrumentos de evaluacion de las dimensiones y estructuras de significado personal
gue pretendeaptar la forma en la que una persona da sentido a su experiencia en sus
propios términosLa técnica de rejilla es en su digidad de formas, un método para
explorar la estructura y el contenido de teorias implicitas o redes de significado a través
de las cuales percibimos y actuamos en el acontecer cotidiano. George A. Kelly, poniendo
su formacién matematica al servicio detanprension del ser humano, creo la técnica de

rejilla (llamada RepTest en su forma original) como instrumento para la obtencion y
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andlisis de constructos personales. Esta técnica es un procedimiento estructurado para

captar un repertorio de estos consting y explorar sus interrelaciones y estructura

En sintesis, una rejilla consta de una serie de elementos representativos del area de
construccion a estudiar, unos constructos personales que sirven para discriminar entre los
elementos y un sistema de puwarciones que valondos elementos en funcion de la dimension
bipolar que representa cada constructo. Por lo tanto, los parametros a determinar en el disefio de
una evaluacion mediante la técnica de rejilla son la eleccion de elementos, la de constructos,
sistema de puntuaciones a utilizar y el numero de rejillas a adminBaexeste caso, se
construyeuna rejilla de andlisis en la cual permite visualizar cada una de las variables tenida en
cuenta para el disefio de las dos situaciones didacticasrdfii se plantea en el siguiente

apartado explicitando con detalles cada una de las variables.

3.2.1. Caracterizacion de las variables del disefio para la construccion de la rejilla

de analisis

Con el propésito de dar cumplimiento a los objetivos propuesiesta indagacion y
buscando ideniifar algunas tareas que genemacdmprension de la nocion del maxircel
minimo de una funcidn cuadratica, sgleccionaroralgunas variables que guiar&l disefio y
andlisis ddasdos situaciones didacticasultirregistrospara responder la pregunggCuéles son
algunas tareasdesde laarticulacidon entre registros de representaciomsiética, que permiten
disminuir dificultades y generar comprensidntegrativade la nocion del maxime el minimo
valor del rango de una funcion cuadratica en estudiantes de grado orEsta pregunta se
convirti6 en un problema de investigacitam cual se desarroll6 teniendo en cuelataeoria
semidtica y cognitiva de Duvall988a, 1988b, 1999, 2006a, 2p1é\ continuacion se
especificanas variablegjue fueron pertinentes para la elaboracion de la rejilla de angligs,

acuerdo con Duval (1988a y 1988b) se describen algunas de ellas.

Las variables estan determinadas por aquellos aspectos que eltigads puede
controlar dentro de latsacion,que son fundamentales para que aparezca el conocimiento que se
desea ensefiay que se perciben como pertinentes caacion al problema estudiadd. 8
distinguen dos tipos de variablesad_variables macrodidacticas o globales, concernientes a la

organizacion global y las variables microdidacticas o locales, concernientes a la organizacion
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local, es decjrla organizacion de una secuencia o de unefgstigue, 1995, p. 42, citado por
Pontdn, 2008, p. 116).

Variables visuales. Son aquellas que permiten una interpretacion cualitativa o
cuantitativa espontanea del problema, la cual se evidencian en el registro de representacion
grafico cartesiano; aunque también se pueden observar ergistsoe simbadlicos algebraicos
canonicos o polinémico o lengua natural, debido a que estan estrechamente relacionadas entre si.
Algunas variables visuales son la concavidad, el vértice, entre otras. Estas variables se pueden

obtener a través de:

1 La aprehersion global. iPermite centrar la atencion sobre un conjunto de
propiedades y no sobre valores particulares tomados un@@unal, 1988b, p. 130). Estan
relacionadas con la percepcidbn o asimilacion inmediata de la representacion grafica
cartesiana, para un reconocimiento cualitativo de la misma, a través de la discriminacion de
todas las variables visuales en los registroeh® de otra forma, es la percepcion o
asimilacion que consiste en un reconocimiento espontaneo de todas las propiedades

caracteristicas o variables visuales en cada registro.

Por ejemplo, se hicierotratamientos cualitativos de forma espontdnea queistensn
discriminar y analizar visualmente todas las caracteristicas de la representacion grafica cartesiana
para analizar la concavidad de la parabola, traslaciones en los ejes, coordenadas del vértice, entre
otras variables que permitieran interpretarectamente la solucién del problema; porque segun
Duval (1988a, p. 11jla interpretacion correcta depende de un tratamiento cualitativo pertinente
y de una discriminacién de los valores de las variables visuales pertinentes asociado a una
conversidn, ques necesaria para hacer relaciones entre los registros

{1 La aprehension local.Hace referencia a la discriminacion de los valores de las
variables visuales categoricas en la escritura simbdlica algebraica canoénica o polinémica de
una funcidn cuadratica; sea se hace un reconocimiento mas especifico al registro simbdlico
algebraico canonico o polindmico de una funadadratica@uval, 1988a, 1988b).

Por ejemplo, se verificd el signo y coeficiente del término cuadratico, para ver la
concavidad y aberturde una parabola. Esto permite analizar si lo que se visualiza en el registro

simbdlico algebraico candnico o polindbmico, esta relacionado con la representacion grafica
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cartesiana; es decir, queya correspondencia entre las variables de cada regiiicha
aprehension, también esté relacionada con la localizacion de puntos en el plano cartesiano, en los
que la figura forma (parabola) coincide con los puntos de interseccién del campo cuadriculado de

la figura fondo (cuadriculas), para obtener duplasideeno® (Duval, 1988a, p.5).

Variables categoricas.Estan relacionadas con los valores de las variables visuales en el
registro simbalico algebraico canénico o polinbmico, que tienen una representacion en el registro
gréfico cartesiano; permiteademasjdentificar algunas caracteristicas en el registro simbélico
para la claridad del problema. Asi, el signo del coeficiente del término cuadratico es una variable
visual categodrica que se coloca en correspondencia con el registro grafico cartesianoipara anal

la concavidad de una parabola.

Por ejemplo, para la representacion simbdlica can@bicadow Q  Qde la funcion
cuadratica, spuedever si el coeficiente directdiad es positivo 0 negativo y relacionarlo con la
concavidad de | a par8bol a;a0sesteB emtdmep@abgolu
la pardbola estaria mas expandida con respecto al eje de sirsetlavalor absoluto del
coef i ad eensorequelil 5 p , la pardbola estaria mas estrecha con respecto al eje de
simetria. Todo esto para analizar en la representacion grafica cartesiana una correspondencia
entre las variables de cada registro; ademas, identificar las coordenadas del vértice y verificar que

correspondan al cuadrante indicado.

Similarmente para l@xpresion aebraicapolindmicaw ¢x§ @ ® wde la funcion
cuadratica, sanalizanel término cuadratico y el término independiente y ver que cada variable
categérica corresponda con la variable visual del registro grafico cartesiano. Es decir, se compara
de tal maneraque se evidencie un anclaje entre los valores de las variables categodricas del
registro simbdlico algebraico y el registro grafico cartesiano; y si hay una variacion entre las
unidades significantes del registro de partida, esas variaciones o gpdesgias también se

observen en el registr@dlegadgDuval, 1988a).

Por tanto, queda de manifiesto que el caracter pertinente o no pertinente de una variable
visual y de un valor visual, esta determinadolpaiguiente fila modificacion de un valarisual
en el registro gréafico cartesiano, provoca una modificacion del valor categorial en la escritura

simbdlica algebraica, canodnica o pdimica de la relacion (funciodjDuval, 1988a, p. 9).
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Variables cognitivas Estan asociadas a las transformadote los diferentes registros
de representaciones semioticos que permiten movilizar conocis@nta actividad matematica

para la aprehension y comprension de un objeto matemético. Implican:

1 Una formacion de las representaciones en un registro semig@écbcular, bien

sea para expresar una representacion mental o para evocar un objeto real. Implica siempre una
seleccion en el conjunto de los caracteres, de contenido percibido, imaginado o ya
representado en funcion de las posibilidades de represengaoidia al registro hecho y de

las determinaciones que constituyen lo que se quiere represdlraaformacion esta
determinada por las reglas de conformidad que son aquellas que definen un sistema de
representacion y en consecuencia los tipos de unidadastitutivas de todas las
representaciones posibles en un registro. Ademas, permiten el reconocimiento de las

representaoines en un registro determinad®uval, 1999, pp. 424).

1 Un tratamiento que = refiere a las transformaciones propias que sezaeadl
interior de cada registro en el desHarde la actividad matemati¢®uval, 1999, p. 44; 2016,
p. 72; 1988a, p. 3 y 16). Observe el tratamiento que se hace en el siguiente ejemplo que
aparece en léigura 3.2, el cual en el lado izquierdo de Ibltase representa la funcién en
registro canonico para expresarla en polindmico; en el lado derecho se da en registro

polinbmico para expresarla en candnica.
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1. Expresar en registro polinébmico la siguie| 2. Obtenga una expresion canodnica equivalente

funcion cuadratica representada algebraicam dada para hallar las coordenadas del vértice ¢

en registro candniceo ¢ w p c. funcion polinémicaw ow @@
W (w p C; Funcion dada| @ 0w @ Funcién dada polinbmicamente.
candnicamente. W OW Cw; Factor comin a los términos en

W Cw Cw p G Expansion del variable x.

binomio. W 0w Cw p G Completacion del cuadrado.
W GW Tw ¢ o; Propiedad distributival ¢y oo p 0; Reagrupamos y factorizamos pa
de los nimeros reales. obtener la expresi6nanonica.
W Gw Tw p; Desarrollo de operacione Esta Gltima es una expresion canoénica equivaler

matematica. la expresion polinémica dada; donde las coorden
Esta Ultima es una expresion polinée §e| vértice sor ph o 8

equivalente a la expresion dada.

Figura 3.2. Ejemplos de transformacion de tratamiento

Al hacer los tratamientos requeridos erigaira 3.2, lado izquierdo, se ha obtenido una
funcién polinbmica equivalenteon la funcion dada inicialmente, donde el estudiante puede
observar que leepresentaciografica cartesiande esafuncion es una parabola que intercepta al
ejewen el punto Tip , abrehaciaabajo y tiene un valor maxindel rango para un determinado
valor dewen el dominio. Asi mismo, para la funcion polinémica del lado derecho, se Ibace
tratamientos necesarios y se transforma dicha funcién en una funcion candnica equivalente a

dada; en la cual, no es dificil identificar las coordenadas del vértesafimcion.

1 Una conversionquefise refiere a las transformaciones que se realizan desde un
registro de representacion de salida, a otro registro de representacion depéagddailitar los
tratamientos propios a cada registro. Es decir, es una transformacion externa relativa al registro
de la representacion de partida. Son transformaciones de representaciones que consisten en
cambiar un registro sicambiar los objetos detado® (Duval, 1999, p. 46; 2016, p. 74; 1988a,

p. 3 y 16). Veamos la conversidon que se hace desde el registro de representacion grafico
cartesianoy el registro de la lengua natural, al registro simbdlico algebraico candnico y

polindbmico en el siguientejemplo de ldigura 3.3.
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La parabola que se muestra en
representacion gréfica cartesia
representala altura en funciéon de
tiempo de un objeto que ha sid
lanzado verticalmente hacia arri
desde ua cierta altura Encuentre
una expresioralgebraica canodnica
polinbmica que relaciona |

situacion.

Llamemos™ 0 el eje vertical o variable dependiente que relacion
altura del objeto. Seai el tiempo en segundos que relaciona el
horizontal o variable independiente de la situacién

Se observa quéa repesentacion grafica cartesiana @sa parabolz
céncavahacia abajo y tiene un punto maximo del rango para un ¢
tiempo t; luego su repersentaciaigebraicgpolindmicaserade la forma
Q0 M O 'Q o equivalentementda expresién candnic
QO wo o 'Q, donded 6 'Q es su vértice.

Segunla gréfica, el vértice esb pft . Un punto que pertenece a
parabola es) cho . Asi, conla expresiornQo Wo 0o Q se
encuentrael valor del parametrédy se hallala expresion algebraic
candnica o polinbmica que relaciona la trayectoria del objeto que h
lanzado verticalmente hacia arrildacienddos tratamientos el valor d

@oes:
o ®W¢ p T, luegoc ® T1,entoncesy  p.

Por lo tanto la expresiéon candnigaerepresentda alturadel objeto que
ha sido lanzado verticalmente fmarribaes™Qo o0 p T;0
equivalentement& expresion polindmic&20 0 ¢O o; siendo

o el punto de corte con el ejertical Qo .

Figura 3.3. Ejemplo de conversién desde el registro grafiestesianoal registrosimbaolicoalgebraico.

En la figura 3.3 se ha realizado una conversion desde el registro grafico cartesiano al

simbdlico algebraico, la cuahuestra quepara dicha transformaciése debe tener algunos

elementos o0 conocimientos previpgrque éstano es espatdnea ni inmediata y por tanto debe

ser ensefiada

De acuerdo con Duval (1988a, p. 16)n aprendizaje de las repeasaciones graficas

cartesianagfectuada en la perspectiva de una coordinacion de registros de representacion, debe

estar centrada en las operaciones de conversion con sus variables coghititess variables

cognitivas no se limitan solamente a la interpretacion de la gréfica an#esi escritura

simbdlica algebraica, candnica o polindmica, sino también que conciernen a la comprension de

los desarrollos matematicos y los procedimientos intelectuales que van a permitir el desarrollo de

la actividad matematica.
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Esto implica que la coptension de los objetos matematicos debe hacerse en la
perspectiva de una coordinacién de registros y esa coordinacion de registros, implica un
aprendizaje procedimental para el desarrollo intelectual del sujeto en la actividad matematica. Por
ejemplo, enla figura 3.3 se hizo un cambio de registro desde el grafico cartesiano al registro
simbdlico algebraico, candnico o polindmico, buscando de esta manera poder ver un mismo
objeto matematico ediferentes representacionpara lograr la objetivaén del coocimiento
matematico. Esto facilita los tratamientos cualitativos o cuantitativos para la aprehension de las

variables y por tanto la comprensién de los objetos matematicos.

Las variables linguisticas en el registro de la lengua naturastan relacionada®n las
marcas linguisticas en los enunciadizs la lengua naturadonde se analiza la légica de las
preguntas y las respuestas esperadas por los estudiantes, las presuposiciones, lo aseverado y el
trasfondo de las preguntas o del enunciado para encaitnédad en la solucion de las
situaciones problemas. En este caso, se debe analizar muy bien aquellas palabras que permiten
dar claridad y entender la situacion planteada para llegar a una solucion final. Por,ejemplo
analizarqué se dice, como se diogyadndo se dice, discriminar, segmenta relacionar el

enunciado para interges correctamente la situaci@Pontén, 2012, p. 476).

Teniendo en cuenta la descripcion y puesta en escena de estas variables desandalisis,
elaborauna rejilla analitica que comprende ejes orientadores y fundamentales a tener en cuenta
en el disefio y analisis de ldsssituaciones didacticas. Esta rejilla de analisis, es adaptada de
elementos mpuestospor Duval (1988a, 1988b) y (Pontén, 2012) donsk aalizan las
exigencias cognitivasen las situacionedlidacticas exigencias como lo matematico, lo
linglisticq la visualizaciony los procesos de transformacion qulanteala teoria semidtica y
cognitiva de Duval (@88a, 1988b, 1999, 2006a, 20J@Ya la coneptualizacion y comprension
del maximoo minimo valor del ango de una funcion cuadrati¢a siguiente figura 3.4 muestra

la rejilla de analisis
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Discriminacion de las Variables Significantes en los registros.

Variables Visuales. Variables Categoricas. Vanable.s,Cognmvgs
(Transformacion de registros).
Tratamientos Cualitativos en los diferentes registros de representacion Formacion.

Variables . , Valores de las Variables Visuales Es la seleccion de las
, Tratamientos Visuales , ]
Visuales. , , _ : representaciones y estan
Signos relacionales: mayol ( 0 determinada oor las relas de
Concava hacia arriba S YSY2N) o v 2 P , g
, L conformidad
.| al0; hay un minimo. —= , ,
Concavidad Simbolos ( +, - ) de las operacione Tratamiento.
de la de los coeficientes (b, ¢), 0 del|  Transformacion al interior del
pardbola. | Concava haciaabajog término cuadratico o coeficiente registro.
a nT  Kbé director (a) enla expresion Conversion
algebraica. Transformacion de un registro de
Via del punteo o Localizacion de posicion@ermite la lectura de dupla d representacion a otro.

nimeros en el plano cartesiano

Congruencia semantica entre lag
unidades significantes

Modificacion de la figura.

Organizacion semantica
. ) g Del registro algebraico
Tener en cuenta los grados de libertad de la figura fondo. 8¢ g. g,.
0,2 registro grafico
. . . . . & 2 8 |Delregistro de la lengy
Se puede modificar |a figura forma sin tomar la misma unidad de gradu -8 < d . J
. @5 % | naturalal registro
de los ejes. oo ,
T8 algebraico
- , , o , o2 el registro grafico al
Reconocimiento de la parabola segln las caracteristicas de |a situag 8 , gisto g ,
oroblema registro algebraico
' Comprension del objeto matematig
Desplazamiento Vertical Variables Lingiisticas.

La parabola esta sobre el eje "y" arriba 0 abajo del origen
plano cartesiano. Verificar el parametro ( ¢ ) en la expresi
polindmica que sea mayor o igual a cero.

Desplazamiento Horizontal

La pardbola esta sobre el eje "x" a la derecha o a la izquier

Respecto a los enunciados que s
propongan de Maximo y Minimo dé
una funcion cuadrética, se analiza

trasfondo para identificar marcas

lingtiisticas que permitan dar clarid
alasolucion de las actividades.

origen del plano. Verificar que el pardmetro "h" sea may9
menor que cero y el "b" en algunos casos.

Aprehensidon o Interpretacion Global y /o Local Cualitativa de las Variables Visuales de cada Registro

Discriminar; Segmentar; Relaciong
Comparar.

Diagonal con respecto al origen del plano.

Desplazamiento o posicion de la parabol
respecto al origen del plano cartesiano.

La parabola no esté sobre los ejes. Verificar que los param

(h,k) sean mayor 0 menor que cero.

Qué se dice; Como se dice; Cuand
dice.

Exigencias Matematica&sta determinada por los tratamientos realizados a la funcion cuadratica, para hallar el vé
analizar el maximo y minimo de dicha funcion; puntos de corte con los ejes y el eje de simetria.

Procesos de Comprension del Objeto Matematico.

Figura 3.4. Rejilla de anélisimdaptada de elementos de Pontén (2012) y Duval (1988a, 1988b).
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Ademas de la rejilla mostrada enflgura 3.4 que permitié disefar las situaciones
didacticas, también se tuvo en cuenta para el disefio de las tareas, algunas ideas sobre la teoria
de situacioes didacticas de Brousseau (1986) y otros expertos en el campo de la educacion
matematicazomo Duval (1988a, 1999) y Pontdn (2012¢gun Panizza (s.f. p. 2) la teoria de
situaciones, busca las condiciones para una génesis artificial de los conocimientos
matematicos, bajo la hipotesis de que el conocimiento matemético no se construye de manera
espontanea. Esta teoria, esta sustentada bajo los argumentos de Piaget; argumentos que fueron
formalizados por Brousseau (19 &tlyseazunanedobo di c
que es factor de contradicciones, de dificultades, de desequilibrios, un poco como lo hace la
sociedad humana. Este saber, fruto de la adaptacion del alumno, se manifiesta por respuestas

nuevas que son | a prueba del aprendi zajeo.

No se dbe desconocer questaindagacion, tiene commnarco tedrico la teoria
semidtica y cognitiva de Duval (1988a, 1988b, 1999, 2006a, 2016) donde afirma que la
comprension de un objeto matematico se logra con la articulacion de al menos dos registros
de represntacion; esta compresion se funda en la actividad conversion de registros que es el
umbral para la aprehension y conceptualizacion del objeto matemético. Sin embargo, la teoria
de situaciones, busca que los estudiantes interactien con un saber, uniddeticodun
sistema educativo y entre ellos mismos, con el propdsito de que los estudiantes aprendan un
conocimiento nuevo (Brousseau, 1999). Asi, las situaciones se disefiaron de tal manera que
los estudiantes pudieran interactuar entre pa@s el sabey con el profesqgrteniendo en
cuenta sus conocimientos previos hasta el punto que lograran validar sus acciones. Se definen

algunos conceptos que son pertinentes en este trabajo.

Para Munera (2000, P. 2) una situacion problema es un espacio para la
actividad matematica en donde el estudiante al interactuar con los objetos de
conocimiento, con su profesor y sus compafieros tiene la oportunidad de hacer uso de
su saber previo para exteigar una serie de ideas asociadas a los conceptos

implicitos en la situacion.

A continuacién, se presentan las definiciones que se plantean desde la teoria de
situaciones didacticas relacionada con el concepto de situacion, teniendo en cuenta que la
interaccion de los estudiantes con el saber y el profesor es fundamental en la construccion de

un nuevo conocimiento matematico.
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Segun Brousseau (2003, p. 2) usituacion es por una parte, un juego
hipotético (que puede ser definido matematicamente), quieiexpn sistema minimo
de condiciones necesarias en las cuales un conocimiento (matematico) determinado,
puede manifestarse por las decisiones (respecto) a los efectos observables (de las
acciones) de un actuante sobre un medio. klh&cion es caractézada en una
institucién por un conjunto de relaciones y papeles mecfis de uno o de varios
sujetos(alumno, profesor, etc.) con un medio, apuntando a la transformacion de este
medio segun un proyecto. El medio esta constituido por los objetos (figittasales,
sociales, humanos) con los cuales el sujeto obra reciprocamente en una situacién. El
sujeto determina una cierta evolucion entre estados posibles y autorizados de este

medio, hacia un estado terminal que juzgaf@ome a su proyecto.

Observeque una tarea es una accion aceptada a priori por el actuante como que esta
determinada, en una situaciéongenida. La situacion permite comprentder decisiones del

profesor y los alumnos, erronas o convenientes.

Una situacion modela lo que esta en ge y las posibilidades de decision de un
actuante en un determinado medio. Se elige de tal manera que la estrategia de resolucién no
pueda aplicarse sino gracias a un determinado conocimiento matematico, la aparicion de esta
decision sin el uso por el aatte del conocimiento contemplado es altamente improlizble.
este trabajo se toma el concepto de situacion porque permite a los estudiantes construir su
propio conocimiento a partir del desarrollo de sus capacidades mentales y de las decisiones
que puedaromar teniendo en cuenta sus conocimientos previos. Ademas, en las situaciones

planteadas existe la interaccion entre los tcésres del contracto didactico.

SegunBrousseau (1999) citado en Panizza (s. f., se3hallamadosituacién a un
modelo deinteraccién de un sujeto con cierto medio que determina a un conocimiento dado
como el recurso del que dispone el sujeto para alcanzar o conservar en este medio un estado
favorable. Algunas de estas fisituaodo®loses 0 r ¢
conocimientos y esquemas necesarios, pero hay otras que ofrecen una posibilidad al sujeto

para construir por sS2 mismo un conoci miento

La intencion de disefiar situaciones que ofrezcan al alumno la posibilictahsteuir
el conocimiento didugar a la necesidad de otorgar un papel central (dentro de la organizacion
de la ensefianza), a la existencia de momentos de aprendizaje, concebido este como el

momento en los cuales el alumno se encuentra solo frente alleci@s de un problema, sin
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gue el maestro intervenga en cuestiones relativas al saber en juego. El reconocingsoso de
momentos de aprendizaje diagar a la nocidén de situacidmdidactica, definida asi por

Brousseau (1986) citado en Panizza (s. #)gomo

El término desituacion adidactica designa toda situacién que, por una parte
no puede ser dominada de manera conveniente sin la puesta en préactica de los
conocimientos o del saber que se pretende y que, por la otra, sanciona las decisiones
guetoma el alumno (buenas o malas) sin intervencion del maestro en lo concerniente

al saber que se pone en juego.

En suma, unaituacion adidactica se da en el momento en que el profesor se despoja
de la situacion y logra que el alumno asuma el problema goopio, e intenta resolverlo

generando un proceso de busqueda autonomo.

La situacion adidactica es el proceso en el que el docente plantea al estudiante un
problema que asemeje a situaciones de la vida real que podra abordar a través de sus
conocimients previos, y que le permitiran generademas, hipétesis y conjeturas que
asemejan el trabajo que se realiza en una comunidad cientifica. En otras pékdbras,
estudiante se vera en una micamunidad cientifica resolviendo situaciones sin la
intervencon directa del docente, con el propdsito de msitinalizar el saber adquirido
(Chavarria, 2006, p. 2).

A partir de la teoria de lasituaciones didacticasde Brousseau, se plantea la
situacién didactica,la cual se define como un esquema de modelizacién para un aprendizaje
en particular, que incorpora el sistema del estudiante y el sistema del conocimiento y el
sistema de problemas que los ponen en relacion (Brousseau, 1982, citado por Pontén, 2008, p.
26). Ese aprendizaje en particular, estad determinado por la comprension de la nocion del

maximoo el minimo valor del rango de una funcion cuadratica.

Unasituacion didactica,es aquella donde el maestro esta implicado en un juego con
el sistema de interaames del alumno con los problemas que él le ha planteado; en la cual,
contiene intrinsecamente la intencion de que alguien (el estudiante) aprenda algo; es decir,
son objetos tedricos cuya finalidad es estudiar el conjunto de condiciones y relacioress propi

de wn conocimiento bien determina@@anizza, s.f., p. 5y p. 10).
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Las sitaciones didacticasse refieren al conjunto de interrelaciones entre el profesor,
estudiantes y medio didactic&@omprendenademas, el proceso en el cual el docente
proporciona el medio didactico en donde el estudiante construye su propio conocimiento. De
esto se deduce que $#tuacion didactica engloba las situaciones-didacticas porque la
situacidn didactica consiste Eninteraccion de los tres sujetos que la compoestndiante,
profesor y el medio didactico. En resumen, la interaccion entre los sujetos de la situacion
didactica acontece en el medio didactico que el docente elabor6 para que se lleve a cabo la
construcion del conocimiento (situacion didactica) y pueda el estudiante, a su vez, afrontar
aquellos problemas inscritos en esta dinAmica sin participaciodogehte (situacion-a
didactica)(Chavarria, 2006, p. 2).

SegunBrousseau (1982b) citado por Parra aizS(1997, p. 4) y Brousseau (1982)
citado por Panizza (s. f., p. 4) una situacién didactica es el conjunto de relaciones que se
establecen de manera implicita o explicitamente entre un alumno o un grupo de alumnos, un
entorno o medio (que puede incluirterdales, instrumentos u objetos) y un sistema educativo
(representado por el profesor), con la finalidad de lograr que los alumnos se apropien y
aprendan un saber construido o en vias de construccién; es decir, que reconstruyan un
conocimiento nuevo. A par de esta triada que genera una interaccion entre los actores de la

investigacion y el medio, se construye el conocimiento.

La teoria de situaciones didacticas de Brousseau (1986) citadloagarria (2006, p.
5), plantea la existencia de tres tipas situaciones didacticas, donde cada una deberia
desembocar en una situaciordidactica; es decir, en un proceso de confrontacion del
estudiante ante un problema dado en el cual construirgrapio conocimiento. Estas
situaciones de acuerdo cBmousseay2003, pp. 34), Brousseau (198&)jtado enChavarria
(2006, p. 6) y en Panizza.{,, p. 10)son:

1 Situacion de accién Es una situacion donde el conocimiento del sujeto se
manifiesta solamente por decisiones, por acciones regulares y eficaces swii® ¢l donde
es insignificante para la evolucion de las interacciones con el medio que el actuante pueda o
no identificar, aclarar o explicar el conocimiento necesario. Consiste en que el estudiante
trabaje individualmente con un problema, aplique susaonentos previos y desarrolle un
determinado saber. Es decir, el estudiante individualmente interactiia con el medio didactico,
para llegar a la solucion del problema y a la adquisicion de conocimientos y debe darse sin la

intervencion del docentsifuadon a-didactica).
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Las situacionesle accion,son aquellas relaciones establecidas entre el alumno y un
medio material o simbdlico, que requiere solamente la puesta en actos de conocimientos
implicitos por parte del alumno. Los alumnos abordando el proldenmaanera individual,
deben tomar las decisiones que hagan falta para organizar su actividad en la resolucion del

problema planteado.

1 La situacion de formulaciono comunicacion Es una situacion que pone en
relacion al menos dos actuantes con un meslinéxito comun exige que uno formule el
conocimiento en cuestion (bajo una forma cualquiera) con la intencion del otro que lo necesita
para convertirlo en decision eficaz sobre el medio. La formulacion consiste para esta pareja de
actuantes en utilizar unepertorio conocido para formular un mensaje original, pero la
situacion puede conducir a modificar este repertofie. puedededucir tedricamente y
verificar experimentalmente que una formulacion «espontanea» de conocimiento exige que

este conocimiento &ta previamente como modelo implicito de accion en los dos actuantes.

La situacion de formulacién consiste ademas, en un trabajo en grupo, donde se
requiere la comunicacion de los estudiantes, para compartir experiencias en la construccion de
un nuevo coocimiento. Es enfrentar a un grupo de estudiantes con un problema dado, donde
todos los estudiantes se vean forzados a comunicar las ideas e interactuar con el medio
didactico. Son situaciones en las que un alumno o grupo de alumnos (emisor), debem formul
explicitamente un mensaje destinado a otro alumno o grupo de alumnos (receptor) que deben
comprender el mensaje y actuar (sobre un medio, material o simbdlico) con base al

conocimiento contenido en el mensaje.

1 La situacion de validacion Es unasituacion cuya solucién exige que los
actuantes establezcan conjuntamente la validez del conocimiento caracteristico de esta
situacién. Su realizacion efectiva depende pues también de la capacidad de los protagonistas
de establecer juntos explicitamenttaaslidez. Esta se apoya en el reconocimiento por todos
de conformidad con la norma, de una constructibilidad formal en un cierto repertorio de reglas
o de teoremas conocidos, de una pertinencia para describir elementos de una situacién, y/o de
una adecuadn verificada para resolverla. Implica que los protagonistas confronten sus
opiniones sobre la evolucion del medio y se pongan de acuerdo segun las reglas del debate

cientifico.
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La situacion de validacién,es aquella que se pone a juicio de un intertmcet
producto obtenido de esta interaccion bien sea de forma individual o grupal. Es decir, se
valida lo que se ha trabajado, se discute con el docente acerca del trabajo realizado para
cerciorarse si realmente es correcto. Consiste en que dos alumgagpds de alumnos)
deben enunciar aserciones y ponerse de acuerdo sobre la verdad o falsedad de las mismas. Las
afirmaciones propuestas por cada grupo deben ser sometidas a consideracién de otro grupo,
gue debe tener | a capacgsedcamhz dé acepiadas, mechazanas r | a ¢
pedir pruebas u oponer otras aserciones. Se trata de convencer a uno o varios interlocutores de
la validez de las afirmaciones que se hacen. En este caso, los alumnos deben elaborar pruebas

para demostrar sus afirgianes.

De acuerdacon la descripcion de las situaciones didacticasdydacticas planteadas
anteriormente, y a la dinamica de las tareas propuestas en esta investigacion, el trabajo de
indagacién abarca aspectos de una situacion didactica (didactiqaepeste se funda en la
construccion de conocimientos con base a una secuencia de tareas que aunque requieren de un
conocimiento previo, es necesat@ mediacion del docentpara dar claridad a algunas
preguntaso las tareas. Ademas, son situaciones que intervienen los tres actores (profesor,
medio didactico y alumno) y requieren de interpretacion y decisiones de los estudiantes; por
esta razén en algunos momentos las situaciones didacticas se convierteidd&ticas,
debido a que los estudiantes deben en ocasiones alejarsentkdiasioneslel profesor y

tomar sus propias decisiones para valitlaaber y resolver las tareas.

En consecuencia, en esta indagacion se tomaran situaciones didacticas, porque éstas
engloban a las situacionesl@acticas, ademas, en el momento de la aplicacion de las tareas,
los actores (profesor, estudiante) tomaran diferentes roles donde el profesor debe explicar en
algunas ocasiones Yy los estudiantes deben apartarse de lacExmaomar consciencia y

decidir por sus propios medios cual es la mejor opcidasdtespuestaenlas tareas.

Variables didacticas. Estan relacionadas con las variables visuales, categoriales o
unidades significantes de cada registro; porque segtal[1988a, 1988b) dichas variables
producen un cambio en los registros de representaciones semioticos y poroifitan las
estrategias de solucion y el conocimiento necesario para resolver los probistoss
cambios se pueden observar en la repmexion grafica cartesiana o en la expresion
algebraica, canonica o polinébmica de una funcion cuadratica, o simplemente en el enunciado

en lengua natural de las tareas.
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En contraste corBrousseau (1995) citado eiPanizza, s.f., p. 10), las variables
didacticas segun los valores que toman modifican las estrategias de solucion y en
consecuencia el conocimiento necesario para resolver la situacion. De estelrdodente
puede utilizar valores que permiten al alumno comprender y resolver la situani®us
conocimientos previos, y luego hacerle afrontar la construccién de un conocimiento nuevo
fijando un nuevo valor a una variable. La modificacion de los valores de esas variables
permite entonces engendrar a partir de una situacién, ya sea un cangpobldenas
correspondientes a un mismo conocimiento, o0 ya sea un abanico de problemas que

corresponden a conocimientos diferentes.

De lo dicho anteriormente, se puede mencionar que el docente tiene la facultad de
modificar la situacion o plantear preguntd estudiante, para producir cambios de estrategias
de solucion en el momento que estésolviendo un problemasi el alumno puede llegar al
saber matematico deseado que en este caso es la nocién del maximo o el minimo valor del

rango de una funcion adratica.

Desde esta mirada, el docente juega un papel fundanental desarrollo déas
tareas, porque €l puede hacer que los alumnos comprendan o no la situacién planteada al
cambiar su rol protagonico del que maneja el saber o por ser un mediadial. rAa6n a

continuaciorse expresal rol de los actores de la investigacion.

3.3.Roles de los actores de la investigacion

Para cumplir los propdésitos en la aplicacién de las tareas, para esta investigacion se ha
designado roles a los actores profesostudiantes Teniendo en cuenta la funaiG@ue le

corresponde a cada ursg tiene lo siguiente.

1 El rol del docente (Investigador).Las situaciones exigen que los maestros
puedan elaborar un discurso que acompafie y aliente los procedimientos de los atususos
intentos por solucionar las situaciones que permitan la conversion de registros para la

comprension de la nocion del maximel minimo de una funcion cuadratig@onton, 2008).

Desde esta Optica, el docente cambia su rol protagonico, respediea e ser el
poseedor unico del saber y se hace par del alumno, tejiendo una relacion de corte horizontal,

dado que las nuevas formulaciones y preguntas de los aprendices conllevan a una re
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configuracién de sus conocimientos y asumir otra actitud aul&| de tal manera que oriente

los procesos en funcién del aprendizaje, mas no solo a través de procesos de ensefianza. Asi
que las interacciones entre el docente, estudiante y conocimientos se mueven en un ambiente
de aula bastante activo y de mucha exeidon quese puedenterpretar en las siguientes

ideas: fiLa interaccion entre el estudiante, el objeto a conocer y el docente seben
fuertemente participativagMunera, 2000, P. 3)

El papel del docente se ve redimensionado, pasando de la persona que ensefia a
aquella que propicia y conduce situaciones de aprendizaje en los alumnos; es decir, el docente
es un mediador, en tanto éste admita el desarrollo de la actividad matematicendel a
permitiéndole la construccion de su propio conocimiento, donde la interaccidbn comunicativa
entre el profesor y sus estudiantes, y entre pares permita avanzar al desarrollo de las tareas
(Obando y Murfiere2002).

Después de revisar las situacionessie trabajo, se considera importante la funcion
del profesor en el proceso de ejgidm de las tareas para lograomprension en los
estudiantes y poder alcanzar los objetivos planteados. El docente debe incitar a los estudiantes
al analisis y reflexion aravés de preguntas que generan discusiones para que observen e
identifiqguen variables y puedan tomamejor decisioral momento de resolverddareas.

De este modo, para el desarrollo detiaeas.el docenteen susnediacioneexplico
en gué constiacada undaciendo una lectura previa y ejemplificandersinecesario parka
claridad de las preguntasl docenterecoge las producciones de los estudiapties agrupa
de acuerd con las similitudesen las respuestas para realizarmahlisis. Acontinuacion se

presenta el rol de los estudiantes como protagonistas de la construcciéon del saber.

1 Rol del estudiante.Al igual que el docente, el estudiante también juega un
papel protagdnico en el desarrollo y aplicacion de las situaciones, dadoé&jupien ejecuta
cada tarea y logra construir un conocimiento a través de la puesta en marcha de la misma. Por
tal razén,es importante que analicen cada situacion planteada y utilicen la diversidad de
registros de representacién que propone Duval (198888b), para realizar cambios de

registros (conversion) y facilitar los tratamientos que les son propios a cada uno.

Desde esta mirada, Manera (2000, p. 3) plantea que el estudiante orienta sus acciones
desde sus saberes previos, hacia la construcei@stilategias para resolver las situaciones
planteadas; porque sus modos de pensar conjugan desde la exploracion de significados para

las ideas conceptuales implicitas y negociacion de los mismos con sus compaifieros, lo que los
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pone en situacion de debatecgnfrontacion como pares. Es decir, en estos procesos el
estudiante necesita usar niveles de representacion y diferentes argumentos para comunicar sus
resultados y convencer a sus oponentes.

Al ser protagonicos de un saber en construccion, se requiereada estudiante tome
consciencia de su aprendizaje y aprovechen la interaccidn entre ellos, porque por medio de la
confrontacion de saberes basado en la argumentacion, también se puede construir un nuevo
conocimiento y alcanzar la competencia materaattsta competencia segtn Bruno, A. et al
(2012)fimplica resolver problemas, pensar, razonar y argumentar, comunicarse utilizando el
lenguaje matematico, utilizar las representaciones y simbolos propios de las mateméticas,
elaborar e interpretar modelogplicar los conocimientos y procesos matematicos a
situaciones practicasPor tal razon, para realizar algunas tareas, a los estudiantes se les
recomenddue formaran grupos de tres personas para que realizaran un trabajo cooperativo,
buscando con ello guinteractuaran, discutieran y sacaran conclusiones de aawmrdas
decisiones porque el aprendizaje también se logra a través del intercambio simultaneo de
conocimientg entre pares y la participaci@mtre grupos.

En este trabajo seno en cuenta ks opiniones de los estudiantes cuareidizaronlas
aplicaciones de toda la secuencia de tareas. Como metodologia se har4 una mesa redonda para
que los estudiantes se expresen libremente y mencionen como fue su experiencia con relacion
al desarrollo y ajtacion de cada tarea. Esto servira de apoyo y reflexion para futuras
investigaciones en pro de una mejora continua. Desde los grupos se les preguntard acerca de
cOmo se sintieron con el desarrollo de las tareas, desde el principio hasta el final, e&uode fu
mayor dificultad y cudes tareas les parecid mas entendiBkd. mismo se les preguntara si
algunas dificultades que presentaban inicialmente fueron superadas o no y porqué. De cada
grupo hablara uno o dos estudiantes para recoger las opiniones o percepciones de todos los

grupos de trabajo y asi tener mejor claridad en el analisis de los resultad

3.4.Disefo de las situaciones didacticas

Para el disefio de las situaciones didacticas se tuvo en cuenta la diversidad de registros
de representaciones semiéticos que plantea Dug&i8a, 1988b) y algunos elementos de
Brousseau (1986)on base en elldodas las situaciones parten de un enunceadtEngua
natural ercontexto, donde se mod&in situaciones que permitemerger el conocimiento en
el ambito escolar y en la vida diaria. Considerando las transformacjoaésan a realizar

los estudiantes, sdisefiaron las tareas de talanerageneraran acercamientos hacia la
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comprensioninicial del maximoo el minimo de una funcién cuadratieatravés de la

articulacion de registros.

Buscando dicha comprension, en todas las tareas se twm® registro inicial la
lenguanatural, porque es el medio por el cs@lcomunican las personapor el que se tiene
mas acceso a la comprension de los objetos matematicos. Basados en ello, la secuencia de
tareas incorporé entrana y dos variables didécas, con el fin de ir avanzando en la
apropiacion y construagn del conocimiento matematico y hacienchmbios de registros

para la comprensionapropiacion de las variables.

El analisis y revision que se hizo a algunas bibliografiacionadas coros
conceptos de maximos y minimos de una funcion cuadréatica, permiti6 ver cual era la
problematica que se abordaba con relacion a dichos conceptos. Luego se pensoé en disefiar dos
situaciones didacticas multirregistros quermitierancumplir los objetivose hipétesis desde
el marco teoric@ara la construccién de conceptos matematicos. Asi, el trabajo se centra en el
analisis de las producciones de los estudiantes, en las transformaciones y procesos para la
obtencién de resultados, lo que permite verifitas hipdtesis planteadas. Ademas, la
descripcion detallada de las transformaciondssyprocesos utilizados por los estudiantes,
facilita identificar los elementos semidticos y cognitivos que se tendran en cuenta para la
ensefianza y aprendizaje de ladidn cuadratica, especificamente el maxiongl minimo, a

partir de la articulacidderegistros.

La primera situacion didactica esta compuesta por tres tareas; una se desarrolla con
material concreto, el cual los estudiantes toman consciencia de lan Weticmaximopor
medio del concepto de argdas otras requieren para su desarrollo papel y lapiz donde los
estudiantes aplicaran sus capacidades y conocimientos ppavada solucion de cada tarea.
En cada una de las tareas se debescriminar las vaables visuales, categoriales o

lingUisticas pararticular los registros golucionar el problema

En la segunda situacion didactica se plantearon cuatro tareas encaminadas a la
comprension del maximo el minimo valor del rango de una funcion cuadratdoade la
coordinacién, visualizaciéon y discriminacion de las variables linguisticas, visuales y
categoriales, juegan un rol fundamental para la eleccién del tipo de tratamiento y la

comprension del tema. En las dos situaciones propuestas, la compremdims abjetos
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matematicos se logra con la articulacion lds registros de representacignrealizando

conversion desde un registro a otro tal como lo (feesal, 2006a, 2016).

De otro lado, en el campo de la educacidon matematica, el disefio y anélas de
tareas estd recibiendo una atencion especial para la investigacion, por tal razén, en esta
indagaciéon se pensé en disefar tareas que de acuerdo con Watson y Mason (2007, p. 206)
citados en Godino (2013pp2-3),

Una tarea en el sentido ampliancluye la actividad que resulta cuando los
aprendices se comprometen con una tarea, incluyendo como alteran la tarea con el fin
de darle sentido, $amanera en que el profesor dirige y reorienta la atencién del
aprendiz hacia los aspectos que surgemyrgaclos aprendices son estimulados para
reflexionar o aprender a partir de la experiencia de comprometerse en la actividad
iniciada por la tarea. Los autores concluyen diciendo que una tarea (no rutinaria, sino
problemética) seré la actividad de indagaciéalizada en el seno de un sistema

didactico (estudiantes, profesor, medio) para dar respuesta a una cuestion.

Esta fue la razon por la cual se optd por disefiar una secuencia de tareas comprendida
en dos situaciones didacticas multirregistros, @upeopiandose de las transformaciones de
tratamients y conversion, se espera que los estudiantes del grado once de la Institucién
Educativa Vicente Borrero Costa comprendan la nocion del méaigianinimo valor del

rango de una funcion cuadrética.

Ampliando lo gie significa e implica el disefio de tareas, ellas estan destinadas a ser
usadas por un profesor usualmente en un contexto de aula, de marsrangeesario tener
en cuenta una secuencia de momentos didacgobsndido como aquellos espacios donde el
profesor explica con ejemplos a los estudiantes cada proceso de realizacion de las tareas; hace
intervenciones o preguntas para la comprension de la misntarea puede ser resuelta por
el profesor y mostrada a los estudiantes para que aprendan la demesalver ese tipo de
tareas; o por el contrario la tarea es presentada para que los estudiantes la asuman como
propia, exploren posibles soluciones, las formulen, comuniquen y vaidertal razonfiel
foco de atencion en el disefio de las tareas oébetarse a mostrar como la realizacion de las
mismas influye o determina el aprendizaje matematico, el cual depende de multiples factores,

no solo de las taas matematicas seleccionani@odino, 2013, p. 12).
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Con base en lo anterior, una herramienta util que propone i8&8a, 1988b) es la
discriminacion de las diferentes variables en cada registro (visuales, categoriales, linguisticas,
etc.), para la aprehension de los objetos matematicos. Dicha disciimjnaermite elegir el

mejor registro para realizar tratamientos adecuados en la solucién de problemas matematicos.

3.5.Metodologia con respecto a la aplicacion de las tareas

La aplicacion de las tareas se realinid pequefios grupos de tres estudiactesé
proposito debuscar un aprendizaje coopératcolaborativo Azorin, 2018; Osalde, 2015;
Calzadilla, s.f.)entre paresyer la interaccion intragrupos, que permitiera la discusion para
validar el conocimiento en formaolectiva. Lastareas se realizaroen seis (p sesiones
distribuidas asi: las primeras tres tareas que conforman la situacion waeo(ljna duracién
de 8 horas, 25 minutokas siguientes cuatro (4) tareas que conforman la situacién I, tuvo
una duracién de 6 horas, 40 minutos. Es degie la aplicacion de las dos situaciones durd

aproximadamente 15 horas reloj.

La aplicacion de las tareas, desaroll6 en horarios extralasesen la Institucion
Educativa Vicente Borrero Costa porque en las horas de clase el tiempo no era spéceéente
suaplicacion Se hizo de esta manera por comodidad, espacio y tiempo, porque en la etapa del
estudio piloto,se observé que muchos se dedicaban hacer otras cosas y dejaban de lado el
trabajo que se estaba realizando; es decir, se notaban muy didpemg® a los objetivos de
la investigacionSe seleccioneon al azar 20 estudiantes de los 59 que comprendian los dos
grados once (119)ara realizar la aplicacion de las siete tareas y analizar los avances que iban

logrando en la comprension de los ebgematematicos.

Basicamente ebrden en que se aplicaron las situaciones fue el siguiente: Un primer
momentofue realizar un estudio piloto cdos estudiantes para analizgre las variables se
cumplieran y generaran compresion del maximel minimo; analizardificultades que
generaban las tareas para rediseéquellas que presentaban inconvenienp@sa su

aplicacion final.

Un segundo momento fue aplicar las tareas que se seleccionaron después della fase de
estudio pilototeniendo enwenta las variables didacticas en la cual se iban a movilizar. Para
esta fase fue importanten@ediaciénactiva del profesor en todo momentola@eplicacién de
las tareaspara que los estudiantpsdieran desarrollar plenamente las situacioResa est

etapa hubo mas orden, mayor participacion de los estudiantes y un mayor compromiso (quizas
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porque los estudiantes eran menos y fuera de clases en el horario habitual) logrando hacer un

trabajo colaborativo.

Se realiz6 en muchas ocasioadgunalectura ndividual de las tareas a desarrol&r
cada grupoparadar claridad del temaJna vez terminada la aplicacion de aaituacion, el
docente recogifas produccionede los estudiantes, las organizdas agupo para hacer el
respectivoanalisis de lasespuestas dadas en cada tarea. Luego al finalizar el desaerollo d
cada tarea, el docente realizda plenaria para socializar y discutir las producciones de cada
grupo, sacar conclusiones y corregir algunos errores para las proximas tareas. De este modo,
el andlisis de los datos recolectados se hizo a partir de la teoria semiotica y cognitiva de Duval
(1988a, 1988b, 1999, 2006a, 2DI@dactandoel informe final con sus conclusiones e

implicaciones futuras.

En el siguiente capitulo se plantea el disefiangilisis a priori de las situaciones
didacticas propuestas para esta indagaciéon, donde se analizan las variables y las posibles
respuestas esperadas por los estudiantes. Se plaaltpma alternativa de solucion,
haciendo un recorrido desde los difégemnregistros de representacion sobre todo lo que

implica el desarrollo y puesta en escena de las tareas.
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Disefio y analisis a priori de las situaciones didacticas

Introduccién

En este cpitulo se presenta el disefio y andlisispriori de las dos situaciones
didacticas multirregistrosompuestas por una serie de siete tage@sgiran alrededor de la
nocion del maxima minimo valor del rango de una funcion cuadratiisefiadas a partir de
las variables didacticagefinidasen la rejillade andlisigpresentada en ehpitulo anteriorSe

explica el propdsito de cada tarea y las posibles respuestas esfdetadastudiantes.

4.1.Disefioy analisis a priori de las situaciones didacticas: construccion de la nocion del

maximo o el minimo valor del rango de una funcién cuadratica

El disefio de las situaciones didacticas esta orientado hacia la compneicgadde la
nocion del maximoo el minimo valor del rango de una funcion cuadratmaando los
estudiantes de grado once se enfrentan a resolver situaciones multisegigiaziones que
les permiten a los estudiantes construir la nocion del maxireb minimo,a través ddas
transformaciones en los diferentes registros de representaciones sentifticada tarea, se
parte del registro de la lengua natural hasta leesemtacion grafica cartesiana, simbdlica
algebraica polinomica o candnica ldduncion cuadraticaidentificando el vértice, puntos de
cortes con los eje® el signo del término cuadratico para analizar la concavidad de la

parabola.

Se pone en evideia el registro algebraico polindmico o candnico con el registro
grafico cartesiano, para que los estudiaptesdanidentificar, analizar y relacionarariables
entre los registrog establecer unaorrespondencia entre ellassi mismo, éregistro de la
lengua naturaks fundamentalpara la comprension, asimilacion y desarrollo de las tareas
porque permitejustificar respuestas @firmacionesy expresar de manera cladas
aprehensionegle los objetos matematicos, logrando r@zonamientocognitivo en los
estudiantesDe este modo, los estudiantes haran tratamientos que les permitan la construccion

de la nocién del maximo el minimo valor del rango de una funcién cuadratica.

En algunas tareas se coordina el registro de la lengua natural con el registro gréafico
cartesiano o tabular; en otras, el enunciado en lengua natural con la expresion simbdélica
algebraica canonica o polinomica, o simplemente el enunciado en lengua petargle los

estudiantes realicen las transformaciones correspondientes para facilitar los tratamientos
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propios a cada registro y poder resolver el problema. Cabe resaltaRivpra (2009)
manifiesta que se puede lograr un aprendizaje significativofdad&n cuadratica a partir de

las transformaciones; por esta raz@s, necesario que los estudiantes comprendan las
propiedades basicas en cada registro (reglas constitutivas propias de cada registro), para
discriminar variables, establecer relaciones anegiones y verificar que haya una

correspondencia entre ellas.

El disefio de las situaciones didactidasesta indagacioniene la intencion como lo
llama Brousseau (1986)que los estudiantes aprendan algoie construyan su propio
conocimiento a partide un medio didactico que es suministrado por el docente en el aula de
clasesEs decirel disefio de las tarepermiteque los estudiantes de grado once construyan
la nocién del maximo el minimo valor del rango de una funcion cuadratica, a srdeébs

situaciones didacticanultirregistrosque incluyeruna secuencia deete tareas

4.2.Disefio y analisis de la situacion didactica I: variables linglisticas, cognitivas,

categoriales y visuales

Esta situacidén estd compuesta por una serieeddareada cual tiene como propdsito
identificar en los registros gréficos cartesiano, lengua natural, tabular o sondigibraico
variables visuales, linguisticas categoriales para realizar transformaciones entre registros
gue permitan la comprension inicidel problema. Analizala actividad matematica de los
estudiantes dmle un punto de vista cognitivo, teniendo en cuentdréas caracteristicas

especificasiguientes segun Duval (2016, p. 89)

1. La actividad mateméticaranscurre a través dkis transforraciones de
representaciones semiéticas que involucra el uso de algun sistema semiético.

2. Parague se den estas transformaciosespueden usar registros bien diferentes
de representaciones semioticas.

3. Los objetos mateméticos nunca se deben confundir corefaesentaciose
semioticas utilizadas, aun sio hay acceso a ellos, diferentes del uso de una

representacion semiotica.

En esta situacion se introduce una taregue involucra un trabajo con material
concreto para la comprension del maxinkn otras, se deben visualizar, discriminar

identificarlas unidades significantes en los enunciagasaresponder las preguntas, articular
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los registrosy acercarsa la comprensidmicial de la nocién del maximo el minimo valor

del rango de una funcion cuatica.

De acuerdaonPortén (2012 p. 49) o crucial enlos enunciados d#s problemas
planteados en este trabags, queimplican unatarea de conversiodel registro de la lengua
natural a otro registro semioticpie permitan la comprension de &sunciados y lacducion
del problema. Es decir, requiereconvertir almenos una representacion semiotica dada en
lengua natural, en otra representacion semidtica que permita seleccionarnizaordm
informacion pertinenteademasplantear y ejecutaun tratamiento matematico querlleve a

la solucion del problema.

Es importante resaltar que @sta indagacion es mgignificativala articulacionde
registros de representacion semigtparque,desde el marco tedrices el e principal para
la conprensiénde los objetos matematicd3orestarazon, erla situacionl, la coordinacion
del enunciado en lengua naturan los registros tabulares grafico cartesiano, serdos
pilares fundamentads parallevar a los estudiantes a la construcciénaleomprension del
méaximo o el minimo valor del rango de una funcion cuadradbéeho esto, erel registro

gréfico cartsiano, se pueaalistinguir varias caracteristicapmpositos:

V Permite identificar las reglas constitutivas propias a ese redigtgistro grafico
cartesiang) es decir,identificar puntosen el plano cartesiang concavidad para
obtener un punto maximo o minimo, cortes con los ejes, crecimiento o decrecimiento.

V Identificar si los puntos que estan registrados en una tabla, tasebiélacionaen la
grafica cartesiana; es deajye haya una coordinaciéncongruencieentre registros
para la comprension

V Permite verificar que haya una correspondencia biunivoca entre los puntos, la gréfica
cartesiana, el registro tabular y el algebo. Es decir, admite una coordinacién entre

los registros.

La discriminacién de las variables categoriales en el registro simbdlico también
permite obtener una ideantuitiva acerca del comportamiento de representacion grafica
cartesianaPor ejemplo, al analizar @i gno del adoerala 8xprestom algebfaica
canénicaw w® Q Qo polinémicaw B ®® ) se puede decir algacercade
la concavidad denaparabde; y alidentificar el valor dén y k, permite obtener el vértiae

la funcién.Esto es con el propdsito de busagiculacién entre registros, el cual se espera sea
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una constante para la comprension del maximo o el minimo valor del rango de una funcién

cuadratica.

A continuacion se muestra un resumete las trestareasde la primerasituacion

dondecada una se plantea con un grado de exigencia diferente de acoiefo® objetivos

de la investigaciorip cualse resumen en la siguiente tabla 4.1.

Situacion didactica |

Tareas. Descripcion.
El principal objetivo. Que los estudiantes puedartialar o coordinar diferentes registros dgresentacior
semidti@ para acercarse al pensamiento variacidograrla comprensionnicial de la nocion del maximo valg
del rango de una funcién cuadrética en contextos de medicién por medio del concepto de &rea. Para ell
del registro de la lengua natural (LN) y el registro tabular (RT) para coordinarlos con el regigtmagndésiand
Tarea 1. (RGC) vy el registro simbolico algebraico (RSA). Esta disefiada para hallar area maxima a travé
manipulacién de objetos concreté®rmite que los estudiantes interactien activansetr@vés dein trabajo en
Concurso grupo.La tarea tiene tre:iomentos:
para
maximizar Un primer momento donde cada grupo de estudiantes deben formar varias figuras rectangulares, cada

espacio. ¢Er
donde cabe
mas?
variables
lingulisticas.

120 cm de longitud de cinta de enmascarar. Luego recubriran la figura con los trozos de cartulina, de t
no se traslapen ni quedearfes de elapor fuera de la figura; es decir, el boid&erno. Se midda longitud de
cada lado de la figura recubierta para calcular el &rea y poder encontrar el &rea maxima del rectangulo.

Un segundo momentoconsiste en contrastar el area maxima réetangulo con el vértice de la parfb
construida. Esto les permitanalizar como varia el area del rectangulo con respecto al largo y cdmg
comportamiento del rango de la funcion cuando aumenta o disminuye el largo o el ancho del rectangulo.

Un tercer momento consiste en construir una representacion graficesiana con el ancho y el arpara
contrastarla con la representacion grafica cartesiana que se les ha dado; verificar que tiene la misma ¢
el mismo vértice y encontrar alguna rigidad con los otros registros. Es decir, los estudiantes hara
coordinacion entre los registros grafico, tabular y algebraico; luego analizan si la expresion simbélica a
canénicaw @ oT T eorresponde a la grafica cartesiana.

Tarea 2.

Encerrar el
area maxima
de un corral

para la cria A partir del enunciado en lenguanatural, el registro auxiliar y la representacién grafica cartesiana
de animales. estudiantegesuelvenla primera parte que requiere completar una tabla y verificar que la grafica cart
(variables corresponde con los anchos de la tabla.

linglisticas

y La segunda partees analizar(coordinar)la tablacon la representacion grafica cartesignaerificar que las
cognitivas). reglas constitutivas propias en esos registros se correspondan entre si.

El propodsito fundamental. Articular los diferentes registros de representacién semioticos y expresar en le
simbélico algebraic@andnico o polinthico una funcién de area maxima, pa@ercarse a la comprensidicial

dela nocién del maximo a través del concepto de d&ee ello, se parte de un enunciado en lengua natura
una figura auxiliar (corral rectangular) y una representacién gréfidasiana, para articularla con el regis
tabular, donde los estudiantes deben verificar que el registro tabular corresponde a lataeidresgrafica
cartesiana dada.ukego se les presentalos graficas cartesianas para coordinarlas con el registtlgo

algebraico candnico o polinébmico, buscando de esta manera una congruencia entre las variables

registros o que las reglas constitutivas de cada registro se cumplan (verifigugmgaconsiste en:

En la tercera parte, se les da dos representaciones gréaficas cartesianas que aluden al ancho @gnetlango
conrelacion al &rea del corral. Agsé quiere que los estudiantes comparen las dos gréficas y odservemin
entrela concavidad y elréa méaxima y verifiquen que haya correspondencia biunivoca entre los punto
gréfica y el registy tabular. Por ultimpse hace una coordinaci@ntre la gréaficacon el registro simbdlicg
candnico o polinédmico.
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Tarea 3.

Pérdidas |
ganancias de¢
una empress
de servicios
telefonico
(variables
linguisticas,
categoriales
y visuales).

El objetivo. Que estudiantesse acerquen a la comprensién ldenocion del minimo valor del rango de u
funcién cuadratica a partir de la identificacion de variables lingtisticas en el registro de la lengua nat
identificacion de variables visuales en el regigrafico cartesiano. Para ello, se parte del registro de la le
natural y el simbdlico algebraico polinbmico, para articularlos con el registro gréafico cartesiano, ta
simbdlico algebraico candnicba tarea se desarroléte la siguiente manera.

La primera parte pretende que los estudiantes analicen y relacionen las dos representaciones graficas c
con la tabla que ha sido construida a partir de una de las dos gedfitsana dadp determinen cual de ell3
corresponde con la tabla.

La segunda partepermite hacer una coordinacién entre los registros simbdlico algebraico polindmico y ca
para analizar el vértice de la funcién, articularlo con el enunciado en lengua natural y luego idéai
variables categoriales que permitdentificar la concavidad.

Tabla 4.1. Resumen de las tres tareas de la situacion |

4.2.1. Disefo de la tarea 1 de la situacion | (T1/SIXZoncurso para maximizar espacio.

¢En dénde cabe mas? (variables linglisticas)

En estatarease espergue los estudiantesticulen o coordinediferenes registros de

representacion semiotiqeara acercarse al pensamiento variacional y lograr la comprension

inicial de la nocién del maximo valor del rango de una funcién cuadréatica en contextos de

mediciénpor medio del concepto de area. Para ello, se parte del registro de la lengua natural

(LN) y el registro tabular (RT) y se coordina con el registro gréfico cartesiano (RGC) vy el

registro simbalico algebraico (RSA).

Esta tarea adéada de Aranzazu (2013. 43), consiste en que el grupo de

estudiantes, con 120 centimetros (cm) de longitud de cinta de enmascarar, logre construir en

una superficie plana una figura rectangular en la que peedhbrirla corel mayor nimero de

tarjetas cuadradas posible detglma que ha sido tomada como patrén de medida, donde al
momento de recubrir la figura rectangular, las tarjplase traslapemi queden partes de

ellas por fuera de la superficie rectangular, entonces ganara la competencia. Es decir, ganara

el grupo deestudiantes que logre hallar el rectangulo de mayor area posible.

Parael desarrollode la tarea, el docentiebeorganiza los estudiantes en grupos de
tres o cuatro personas, donde a cada grupo se le entrega un kit compuesto por una cinta de
enmascarna un flexdbmetro, tijeras, tarjetas cuadradas de cartulina (patron) y una tabla para
registrar los datos obtenidos en la practica. Los estudiantes organizados en grupos discuten la
solucion de la tarea para lograr una mejor comprension e interpretadedmdema y tomar

la mejor decisia al responder las preguntdsa tarea se llevara a cabo en varios momentos:
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a. Un primer momentodonde cada grupo de estudiantes deben formar varias
figuras rectangulares, cada una con 120 criowelgitud de cinta de enmascarar (es decir,
con perimetro de 120 cm de longituldien sea adhiriéndola al piso o sobre una superficie
plana de madera que permita formar la figura. Luego deben recubrir la figura formada con
los trozos de cartulina de forncaadrada, de tal manera no se traslapen ni queden partes
de ella por fuera de la figura; es decir, el borde interno. Unareadizadoesto, los
estudiantes comienzan a medir la longitud de cada lado de la figura recubierta para

calcular el area gallarel area maxima del rectangulo.

b. Un segundo moment@onsiste eranalizar los datos de la tabtpe deben
completar con algunos datos daduea responder unas preguntas como la identificacion
del rectangulo de area maxima y otras que giran en torno d.edgo se muestrana
representacion gréfica cartesiana con la intencién que los estudiantes puedan contrastar el
area maxima del rectangulo con el vértice de la pardbola construida. Esto les, permite
ademas, analizar como varia el area del rectAnguloespecto al largo y cémo es el
comportamiento del rango de la funcion cuando aumenta o disminuye el largo o el ancho
del rectangulo. En suma, analizan un concepto de dependencia y regularidades que van
desde el registro tabulanalizando la coordinaci@on el registro grafico cartesiano hasta

el registro simbdlico algebraico.

C. Un tercer momentaconsiste en que partir de los datos de la tabla, ancho y
areadel rectangulplos estudiantes construy@na representacion grafica cartesiana para
contrastarlacon la representacion gréfica cartesiana que se les ha dado. Verifieae
la misma concavidadel mismo vértice y encontrar alguna regularidad con los otros
registros.De este modolos estudiantes haran coordinaciéntre losregistres grafico
caresiano, simbdlico algebraico candnicn la cual, deben verificar si la expresion
() W OoT wTrmorresponde o no a la representacion grafica cartesiana dada
dandole algunos valores a la variallg obtenendo sus respectivas imagenese tal

manera, dihas imagenes sean puntos del rango de la gréfica.

Basicamente, desde el registro tabular se desea ver la variacion entre el largo del
rectangulo y el area, asi como también el ancho y el area del mismo para identificar en ese
registro un punto que peita obtener el area maxima. Identificar y observar qué pasa con los

rectangulos que se encuentran antes y después del rectangulo de area maxima. Es decir,
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familiarizar a los estudiantes con la variacion desde el registro tabular al registro gréafico
cartegano, que en esos registros puedan ver una regularidad entre el largo y el area del
rectangulo, asi como el ancho y el area del mismo. Mas claramente, verifiquen que existe un

anclaje entre las unidadsignificantes de cada registiuval, 1999).

Desde el registro grafico cartesiano se espera que los estudiantes identifiquen parejas
cartesianas (variables visuales) que designen un valor méximaanedida maximaje area
y que guarden una regularidad de variacddérmanera coordinad&nto en ele&gistro tabular
como en el registro grafico cartesiano. De igual modo, se analizan los derdagyrafica
cartesianaon el ejewen términos del largo con el ardel rectangulpdonde los estudiantes

deben argumentar cudl es el &rea del rectangutadauno de esos cortes.

Es necesario resaltaadenas que en esta tarea se les ditms estudiantes un registro
grafico cartesiano que relaciona el largo del rectangulo con el area del mismo, para
familiarizarlos(ambientarlosyon las leyes de corggsndencias propias en esos registros. Asi
mismo, deberan construir una representacion gréfica cartesiana que establezca la relacién
entre el ancho con el area del rectangulo donde puedan ver que el comportamiento sigue
siendo cuadratico, que es una paralmgincava hacia abajo y con el mismo punto maximo de
area. Esto les permite realizar un andlisis desde el registro grafico cartesiano para el mismo
objeto matematico y argumentar sus afirmaciones desde una perspectiva distinta. Ademas, se
les preguntara paalgunos puntos que pertenezcan a la grafica cartesiana y por otros que no

cumplan con la regularidad para que muestren su comprension al respecto.

Finalmente, s les dara a los estudiantes una expresion simbdlica algebraica candnica
para que realicenoordinacion entre las variables significantes categoriales de ese registro
con el registro grafico cartesiano y el registro tabular. Deben comprobar que la representacién
gréfica cartesiana corresponde la expresid algebraica canonicas ®Ow Q Q
idertificandoen dichaexpresionos valores dé&Qy ‘Qpara relacionarlos con el punto méaximo

de la representacion grafica cartesiana y el@d@amadel rectangulo registrado en la tabla.

Lo anterior, debido a que, las variables visuales en la representacion grafica cartesiana
y las variablegategoriale®n la escritura simbdlica algebraica de una funcién cuadratica, son
de gran importancia en la interpretacion global y/o puntual de estpstros para la
conversion. Para ello, se espera que los estudiantes discriminen las unidades significantes en
la escritura simbdlica algebraicpie estan determinadas pdiferentesvalores visualey

tienen unarepresentaciéren el registro grafico caesiano(Duval, 1999. Identificar los
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signos de las variablesategorialesimplica analizar los cambios que se dan en la

representacion grafica cartesiana y viceversa.

Se proponeesta tarea porque s#eseaque los estudiantes movilicen diversas
representaciones semiodticas en forma coordinada y puedan elegir el mejor sistema de
representacion para la interpretacion y la comprension del objeto matematicen qste

caso, es la nocion del maximo o el minimo valor del rango de una funcion aaadrati

Al respecto, Duval (2006a, p. 158firma que la habilidad para movilizar
diversas representaciones conjuntamente de manera interactiva o en paralelo depende
del desarrollo de una coordinacion y la comprension conceptual no es la condicion de
tal coordinacion sino que surge de su desarrollo. Eas gialabras, lo que primero
importa para la ensefianza de las matematicas no es la eleccién del mejor sistema de
representacién sino lograr que los estudiantes sean capaces de relacionar muchas

maneras de representar los contenidos matematicos.

Esa manerde relacionar los contenidos matematicos, se funda en la discriminacién e
identificacién de las variables visuales y categoriales en los diferentes registros. H$adecir,
coordinacién de los diferentes registros de representacion es una condicionanpeesda

comprension en matematw@uval, 1999, p. 61).

Con esto se espera que los estudiantes |lagrercarse a la comprension de la nocién
de un valormaximo de area o un valor maximo del rango de la funcion cuadcaticéos

valores que toma el ardan la siguiente figura 4.4e muestra la tarea 1 de la situacioén 1.

Nota: Ver en los anexos las situaciones completas para una mejor visualizacion.
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Nombre del Eztudiante:
Edad: Grado: ______________ Fecha: Tiempo estimado: 1 hora, 40 minutos.
Si: Tarea 1. Concurszo para maximizar espacio. ;En dénde cabe mas? (variablesz lingUisticas).

Construir y encerrar la mayor area posible de una figura rectangular con una cinta de enmascarar de 120 cm de
longitud y luego recubrir la superficie con tarjetas de cartulina de forma cuadrada de 5 cm de largo.

Procedimiento.

a.  Formar grupos de 3 o 4 estudiantes.

b Con tus compafneros de grupo, construye rectangulos sobre el piso o una superficie plana, utilizando la
totalidad de la cinta asignada; es decir, 120 cm de longitud.

< Varia cada una de las dimensiones de la cinta para construir el rectangulo (recuerda s un rectangulo), de tal
manera que ol ancho aumente y ol largo disminuya y vicoversa.

d Recubre con los cuadrados de cartulina la totalidad del area enmarcada en cada figura rectangular sin que seo
traslapen ni queden partes de ellas por fuera o encima de la cinta (recuerda, ol borde interno de la cinta).

- Ahora utiliza un metro para medir el largo y ancho de cada figura rectangular que haya construido y registre
los datos en la tabla adjunta.

f Realiza ol procedimiento anterior para cada rectangulo que desee formar. Tenga en cuenta que para cada
rectangulo debe utilizar 120 cm de cinta,

Con base en los resultados obtenidos en la actividad responda las siguientes preguntas. Recuerde que el perimetro es
la medida del contorno de una figura (en algunas figuras, se puede hallar sumando las longitudes de sus lados) vy el
area os la medida de la superficie (para el rectangulo se halla, multiplicando las longitudes del largo por el ancho). Ho
olvide ademas, que todo cuadrado es rectangulo, pero no todo rectangulo es un cuadrado.

1. Toma una de las tarjotas entregadas como patréon y calcula ol area de la tarjota. R/. Area. cm*.
2. Para cada uno de los rectangulos construidos, llene la tabla anexa de acuerdo a cada pregunta.

a. Determina ol numero de tarjetas que pudieron acomodarse on el interior de cada rectangulo.

b. A partir del area de las tarjetas utilizadas como patrén, os posible determinar el area del rectangulo.

2Como lo harias? Utiliza el area de la tarjeta para hallar el area de cada rectangulo.

c. Cudles serian las dimensiones de los lados (largo y ancho) que tendria cada rectangulo?

d. Para cada rectangulo realizado con la cinta, calcule el area de los rectangulos.

©. jCudl s ol perimetro en cada uno de los rectangulos formados?

3. Obsorva los rosultados do La tabla v solocciona ol rectangulo con ol Aroa Mmudxinae v rosponca.

A, Rosalte on la tabla, la fila donde 50 logre s mayor area deol rectangulo. JCualoes son Las
dimonsionos (Largo, ancho) v droa dol rectangulo do Aroa mdoxcina?
R/, Largo <. Ancho cm. Aroas cm',

B, JCuAl Tue Lla cantidad do tarjotas utilizadas? R/ Tarjotas,

C. JANALICOe on Lla tabla, Que pasa con Lo recCtangulos QUe 20 ONCUONtran antes do lograr ol rectangulo
GO Aroan mAxinma vy QU pasa con los rectangulos dospuds do lograr ol rectangulo do Aroa mdxinma?
rRs

. JCUANGO Llos Lados dol rectangulo, pormiton tonor un Aroa mdxima? rs .,

@, Comparen los rosultados do su grupo, con los rosultados do los coMmpaNnoros o Los Otros grupos.,
JExiston diferoncias o similitudoes ontre los datos doe tu PFuUPo v los datos Que obtuvieron los
COMMPAaneoros do Los Otros grupos?
®’s. % 2CuMlon?

reo 2POr qua?

f. 200 cONCcluyon CoOn rospocto o los rosultados obtonidon?

R/
2May un valor Nl o Aroea? 7. S JCuAlL o oso valor?
o 2Por guol

% s posible Que con Los 120 cm do longitud do cinta v Las tarjotas utiliZzadas COMO PAtIonN, %O pPuoedas
Cconstrulr un rectangulo do Aroas coro’?
R/, ST IBa0 U condiclonos so pociria construin 7

rio 2POor quor

M. Analiza Las varfiablos Largo con rompocto al Areoa dol rectangulo v ancho con relacidn al aroea dol
roctangulo: os docir, obsorva Jquse sucodo con ol Aroa dol rectangulo cuando amonta o disminuyo
ol Largo o ol ancho dol rectangulo? vy,
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4. La sigulente representacidn grafica cartesiana, hace referencia a 1os datos registrados en la tabla adjunta.
Responda las preguntas con Dase en ella,

Tabia de datos.

Largo - | 10 ' | 20 25 3o 3s “0 an ’ 50 “e
Area 274 | 800 67% 800 | 8a7s 900 azs 800 67% 500 27%
| |

wod
Arececr(.A)

aco

reod

Py

~o0 4

ecod

04

e 4

veod

- - = o . o PO -~ . -— - - o~
Largo(2X)

- Ubigue ¥y sefiale on la grafica seis (6) parelas cartesianas utilizando 0s datos de la tabla @ Iincluya el punto
MAXIMO del rango. NoOta, ese pUnto se llama vértice.
b Identifigue Qué suceode on la Tuncidn de Area, antes deol PUNto MAXIMOo del rango.

¥ Qué sucede con la TuNcIon de Area despuds del DPUNtO MAXIMOo del rango.

- Ubica Los cortes con ol @je ~ on la grafica @ interpreota culdl o5 la relacion gque existe entre ol Area y ol largo
on es0s puntos, R/,

a JODserva v determina, Que Torma O Que concavidad tiene la graficat
R/, La grafica os (a] U porQue.

- JPOdria esta grafica ser coOncava hacia armiba U y tener un punto maximo del rango’
ns.S8 Forquer
o IPor quer
r AL punto (%0, 200) pertenece a la representacion grafica cartesianal
R/7: %Y . Identifiguelo v subrAyelo on la grafica cartesiana.
o 1Por quert

5. Construya una representacion grafica cartesiana que relacione el Ancho (y) con Area (A) del
rectangulo de acuerdo a la tabla anexa que usted Ueno en la pregunta 2.

rood

o]

oo

<o

>

a. Con respecto a las variables: Largo, Ancho yv Area, :Cual es la variable dependiente yv cual es la
wvariable independiente?
I Largo Ancho Area
Explique su respuesta.

zQue encuentras de similitud o diferencia entre la representacicon grafica cartesiana del punto
anterior (4) v la graftica que obtuviste?r R/ .

b. ::Observa y determina quée nom bre, queée form a ¥y queé concavidad Sene la representacicon grafica
cartesiana que obtuviste?r K/

< zExpresa cuales son las coordenadas del punto maximo? R/. V ( s )-

d. :Se conservaelmismo punto m aximo del rango que elrango de la representacion grafica anterior?
R/ Si No zPor que?

. 2Que relacion encuentras entre el vertice de la parabola y el area max<ima obtenida en el
rectangulo seleccionado en la pregunta 37 R/.

PR Con base a la expresion » = a(x — 2)~ + &k, identfica en la e>xpresicon y» = —(x — 30)“ + 900 cual es
elvalor de i yv k. Rs. n ~ - Recuerde que la pareja V(. &) es el punto donde se

encuentra el valor m axim o o minim o del rango de la funcicon.

=- Verifica si la expresion algebraica candnica vy = —(x — 30)~ + 900 corresponde a la representacicn
Srafica cartesiana. Nota, reem place en la expresion algsunos valores del ancho y obtenga las
im agenes.

148




Una Propuesta Multirregistro Para la Comprension de la Nocién del Maximo o Minimo Valor del Rango de una Funcién Cuadratica e

Estudiantes de Grado Once. José Santiago carabali Rojas. Universidad Nacional de Colombialrsgde€2619.
————————————————————————————————

Heoja de Respuesta de la Tarea 1 (T1/51)

a. b. c. d. e.
Dimensiones.
Area del Area del rectangulo
Rectangulo Cantidad rectansulo a traveés de la
de utilizando como Largo | Ancho formula Perimetro
tarjetas patron de (x) (v) Area = Largo = (P)
cuadradas medida, el area Ancho
de las tarjetas

1 55

2 10

3 15

4 40

5 35

[3) 30

7 25

8 20

9 45

10 50

11 5

12

13

Tabla de respuesta de la tarea T

2. b. Describa aqui cdmo determinaria el Area del rectangulo a partir del area de la tarjeta
utilizada como patron de medida.

Figura 4.1. Tarea 1 de la situacion 1 (T1/Sl): Concurso para maximizar espacio. ¢ En donde cabe més?
(variables linguisticas).

V Analisis a priori de la tarea 1, situacion I(T1/SI).

La implementacién de esta tarea permite que los estudiantes interactien y participen
de un trabajo en equipo para la introduccién y construccion de la nocién del maximo valor del
rango de una funcidén cuadrética, a través del concepto de area. En colmrerglia, la
pregunta 1 de la tarea 1 de la situadigR1T1/Sl),requiere que los estudiantes trabajen en
conjunto paraalcular el &rea de la tarjeta utilizada como patrén de medate base en ella
puedan encontrar el area de cada rectangulo farroad los 120 cm de longitud de cinta.
Dicha tarjeta, tiene una longitud de 5 cm de lado y forma un area de?28icmmbargo, en
la tareasolamente skes dala longitud de los lados y a partir de ahi, los estudiantes calculan
el &rea con la expresiéa’l "HHE 'H"l ZHAT "Hi Gon esto se requiergue ellos mismos
hallen el area de la tarjetacpn esepatron midan y encuentreel area de los rectangulos

formados. Es una pregunta de ambientacion y manejo de los conocimientos previos.
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La pregunta 2 d&1/Sl, estd encaminadac@mpletara tabla a partir de una secuencia
de interrogantes que permiten hallar los datos para su analisis e interpretacion. Por tal razén,
en el literalfiad de P2T1/S|, se pide que los estudiantes después de haber construido los
diferentes rectangulos de acuemm las condiciones requeridas, cubran cada uno de ellos
con las tarjetas cuadradas utilizadas como patron y realicen el conteo de la cantidad de tarjetas
que puderon acomodarse en el interior de cada rectangulo. Aqui se debe tener cuidado que en
cada rectangulo no pueden estar superpuestas ninguna tarjeta, ni quedar por fuera de la
superficie rectangular, ni sobre la cinta, sino que deben acomodarse en el deledcea
enmarcada por la cinta; es decir, el borde interno de la cinta. La siguiente tabla 4.2 registra el
namero de rectangulos posibles a construir y la cantidad de tarjetas que pueden acomodarse

en cada uno de ellos.

Rectangulos 1 (2|3 ,4|5|6|7|8] 91011

Cantidad de tarjetas| 11 | 20 | 27 | 32 | 35|36 | 35| 32| 27| 20| 11
acomodadas

Tabla 4.2. Cantidad de tarjetas que se pueden acomodar en cada rectangulo de acuerdo a sus dimensiones:
Literal a de P2T1/&

Es importante que los estudiantes hallen correctamente el &rea de la tarjeta porque a
partir de ella, es posible determinar en forma practica o empirica el area del rectangulo por
medio de una sumatoria o conteo de areas; porazia,el literal b de PZ1/Sl requiere que
los estudiantes determinen el area de cada rectangulo a partir del area de la tarjeta utilizada
como patron yademas, expliquen las estrategias que utilizaron para hallar eDérelo se
espera que los estudiantes digan que como el areatdgeta es de J|If [, entonces cada
rectangulo tendria un area igual a multiplicar%'ft?por el niUmero de tarjetas acomodadas

en cada uno; o simplemente sumar las areas de cada tarjeta.

De marera semejante, diteral d de P2T1/Sles similar alliteral b de P2T1/S],
porque se les pide a los estudiantes que calculen el area de cada rectangulo utilizando la
férmula para hallar el area de un rectangulo. Aqui se requiere que los estudihdézs va
(comprueben) que el area calculada a través de la forfiule'HE 'H "l ZHA1 "Hj para este
caso, es la misma que la qualaronen el literal b de P2T1/SIpor medio de sumatoria de

areas. En tal caso, en la tabla 4.3 se tendria los siguientes resultados:

Rectangulos 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 11
Cantidad de tarjetas 111 20| 27|32 |3 |36 |3 |32| 27| 20| 11
Area del rectangulo por medio

de suma de areas 275|500| 675| 800| 875| 900| 875|800 | 675| 500| 275
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Area del rectangulo por medio
de la formula 275|500| 675| 800| 875| 900| 875| 800| 675| 500 | 275

Tabla 4.3. Area de los rectangulos sumando las &reas de las tarjetas, en contraste con el area de un
rectanguloutilizando la formulg literal b/d de P2T1/Sl

Para elliteral ¢ de P2T1/SlIse requiere que los estudiantes midan (comparen) las
longitudes de los lados de cada rectangulo con un flexbmetro y regissrelatos en la tabla
adjunta, para que con estasdidas hallen el area de cada rectangui se pide eal literal

d de P2T1/SlLa siguiente tabla 4.4, registra las dimensiones que tendria cada rectangulo.

Rectangulos 1 2 3 4 5 6
Dimensiones X y X y X y X y X y | X |y
(cm) 5 55 10 50 15 45 | 20 | 40 | 25 | 35| 30| 30
Rectangulos 7 8 9 10 11
X y X y X y X y X y

Dimensiones
(cm) 35 25 40 20 45 15 50 10 55 5

Tabla 4.4. Dimensiones que tendria cada rectangulo construido con las condiciones dadds®in

Con elliteral fied de P2T1/S|, se busca que los estudiantes analicen la parte invariante
de esta actividadel perimetrd. Es decir, que puedan ver quinque obtengan diferentes
rectangulos con los 120 cm de longitud de cinta y diferentes areas, el perimetro sghpre
mismo porge la longitud de la cintaesnpre serda de 120 cm. Para edrequiere que los
estudiantes sumengliongitudesdelos ladcs en cada rectangulo para probar que su perimetro

siempre es 126m.

La pregunta 3 de la tarea 1 desituacion | (P3T1/Sl),estaencaminada a analizar los
datos de la tabla y a la discriminacion de las variables visuales y categeniag®gistro
algebraicoParaver cdmo es la aprehension y acercamiento de los estudegsnetenguaje
tabular,€dl literal fad de P3T1/Slpretende que los estudiantes observersualicenla tablg
y resalten la fila donde se encuentra el rectangldomayor areaseleccbnando sus
dimensiones y el aresgvidenciandoun acercamiento hacia la comprensigncial del
maximo. Se pide, ademasgue relacionen la cantidad de tarjetagizadaspara recubrir el
rectangulode mayor area, nstrado enel literal b de P3T1/Sdonde no es complejealizar

el contegporque ya lo hicieron en preguntas anteriores.

Parael literal ¢ de P3T1/Ske espera que los estudiantes analicen en la tabla qué pasa
con los rectangulos que se encuentran antes y después de lograr el rectangulo de area maxima.

Es una invitacion a que puedan observar la variacion del area con respecto a la longitud del
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lado decada rectangulo; donde los estudianteben justificaguea medida que aumenta el

largo y disminuye el ancho del rectangulo y viceversa, el area del rectangulo aumenta hasta
un punto dondéa longitud delargo y el ancho del rectangulo son iguallegjando a obtener

en ese punto el rectangulo de area maxima. Desde este punto dd liista) d deP3T1/S|,

se vuelve inmediato debido a que en él se pide que los estudiantes respdndanos lados

del rectangulo permiten tenen &rea maxima. Se psra que los estudiantes observen la tabla

y digan que cuandias longitudes dés ladosson de30 cm, se tiene el rectangulo de mayor

area iguato Tt @ . Es decir, un cuadrado de lado 30 cm.

Enel literal fied de P3T1/Slse pide que los estudiantes comparen los resultados de su
grupo con los reswdtlos de los otros grupos y pueddecir si existe algha diferencia o
similitud entre sus respuestaSi realizaron los tratamientos correctamente, no va haber
diferenciaalguna, porque la longitud de la cinta es la misma para todos; maseijgumeden
encontrar diferencias en el orden de construccién de los rectangulos. El propésito de esta
pregunta eparaque los estudiantes socialicen sus respuestas y hagan un ¢abbrativo
entre ellos,y si algun grupo no pudo construir los rectangulos, entonces puedan ayudarse
mutuamenteDeben concluilacerca de los resultados obtenidos y resposichay un valor
minimo deareaenel literal iifdo de P3T1/S] para este casoasta con discriminar y analizar
en k tabla las variables visualesopservar cuando el largiel rectangulcesv wo Ay el
anchoes v @ G0 viceversa, entonces se tiene un rectangulo de menor area iguak
Otra conclusion que puedetiar los estudiantes es que el rectangulo de mayor area es un

cuadrado de 30 cm de lado y area 908.cm

Es de aclarar queegunEscobar (s.f. pp. 13540) y Pogorélov (s.f. pp. 780)
las siguientes definiciones son equivalentesrectangulas un cuadrilatero en el que
todossusangulos son rectosJn cuadrilatero convexo es un rectangudonde todos
sus angulos son rectoBodo rectangulo es un paralelogramo equiangulo en el que sus
diagonales son congruentes y se bisecan. El cuadradorestangulo y rombo a la
vez con todos sus lados igualgs cuadradoges un cuadrilatero regular o figura plana
gue tiene la medida de la longitud de sus cuatro lados iguales y sus cuatro angulos

interiores rectos.

Por esta razgros estudiantes deben considegare todo cuadrado es un rectangulo,
pero no todorectangulo es un cuadrado. Estoplica, no confundir en el momento de

seleccionar la figurg elegir laopdén correctaPor lo tanto, entender este concepto es una
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via hacia lacomprensiorinicial del problema. Al respecto Pontén (2012, p. 402) afirma que

fla comprension de los problemas no solamente depende de las reglas de la lengua, sino
también de la organizacion de los objetos y de la situacion-restiematica a la cual se
refiere, al igual que del trasfondo y los conocimientos previos. Ademas, depende de la
naturaleza de los objetos y de los enunciados, de que se cuente con el conocimiento de las

palabras empleadas

En el literal figd de P3T1/S| se busca que los estudiesmtanalicen y justifiquen la
pertinencia o no de poder construir un rectangulo de area cero con las condiciones dadas. Es
claro que si se toma la tarjeta como pattancual tiene 5 cm de lado, no seria poslale
construcciorde un rectangulo de area cgporque al construir un rectangulo cuando uno de
sus ladoses la longitud de un lado de la tarjeta, se tendria un rectangulo cuyos lados
adyacenteson 5 cm y 55 cm respectivamente; donde se concluye que de las once (11)
posbilidades de rectangulos que se pueden construir con esas condiciones, ésta seria la de

menor area que es 275tm

La importancia de esta pregunta estad en quedasdiantes puedan dar sus razones,
justificar, proponer o plantear hipétesis, mieder o @ construirun rectangulo de area cero.
Sin embargo, si se considera el caso de no utilizar la tarjeta como patroripsiar de uno
en uno los lados de cada rectangulo hasta obtener las distintas posibilidades de construccion,
entonces con esas condigs si seria posible construirlo, porque se podria tomar un
rectangulo cuyo largo sea 120 cm y ancho sea cero cenp@ireste caso, se tendria un
rectangulo degenerado con altura cero centimetro y base 120 cm que es la longitud de la cinta
Sin embarg, con la definicibn de rectangulo adoptada, y las condiciones del problema
tomando como patrén de medida a la tarjeta, no se consigue construir un rectangulo de area

cero.

Este andlisis conduce a pensamueaformulapara hallar ebrea de un rectanguhl
expresar que > g+4 £ »f =+ - Jouandotenemos toda la cinta se ha considerado que
la altura es cero, debido a que el ancho de la cinta es la longitud normal de ella. Por lo tanto,
para tener rectangulos reales se debe considedwnsimio para todos los valoree&lesw

mayores que cer@dwards y Penney, 1996).

En el literal iho de P3T1/S|, sepide analizarlas variables largo con relaciéon al area
del rectangulo y ancho con respecto al &rea del missdeé&ir, analizaqué sucede con el

area, cuando aumenta o disminuye el largo o el ancho del rectangulo. Esta pregunta requiere
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gue los estudiantes visualicen y analicen las variables visuales en la tabla y realicen una
aprehension puntual y/o global para observar el caamp@nto o las regularidades de las

areas de los rectangulos. De ahi se espera que los estudiantes digan que a medida que aumenta
el largo y disminuye el ancho del rectangulo y viceversa, hasta claandalida déos lados

del rectangulcseaigual, el ar@ aumenta hasta el punto donde se obtiene el rectangulo de
mayor area y luego disminuyen las mismas. En consecuencia, se espera que los estudiantes
observen una relacién de dependencia en el registro tabular, donde analicen que el area del
rectangulo depeate de la longitud de sus ladog;cuando aumenta el largo, el area del
rectdngulo aumenta y el ancho disminuye y viceversa; y cuando el largo y el ancho tienen la

mismamedida ddongitud, entonces el area del rectangulo es maxima.

La pregunta 4le la taea 1 dela situacion | (P4T1/Sl), estadireccionada hacia la
discriminaciony aprehensionde las variables visuales en el registro tabular y gréafico
cartesiano parda comprensioninicial de la nocion del maximo valor del rango de una
funcién cuadréticala idea fundamental de esta pregunta, radica en la coordinacion de estos
dos regigros de representacion semidtidande los estudiantes deben relacionar las variables

y responder los interrogantes que se presentan alrededor de ellos.

Desc esta miradael literal fiad de P4T1/SI, requiere que los estudiantes analicen la
tabla y ubiquen en la representacion grafica cartesiana seis parejas cartesiayendo el
punto maximo del rango de la funcién.ebPan reconocer que el largo como variable
independiete es la primera componerdel punto cartesiang el area o variable dependiente
es la segunda componentsto implica que para un determinado valor del largo en el
dominio, siempre habra un valor de area en el rango. De este modo ubicarian en la

representacion grafica cartesiana, los seis puntos pedidos.

El literal fibo de P4T1/S) busca que los estudiantes reafirmen lo exeseon enel
literal fico de P3T1/S] donde analizaroqué pasaba con los rectangulos que se encontraban
antes y después del rectangulo de area maxima. Aqui deben hacer Iq p@smoon el
registro grafico cartesiano; pues se les pide que identifiguérsucede en la funcion de area
maxima antes y después del punto maximo del rango. Haciendo una aprehension global en el
registro gréfico cartesiano, no es dificil observar que a medida que el largo aumenta, el area
también aumenta proporcionalmente,thdlegar al punto maximo de area y desde ese punto,
aungue aumenta el largo, el adgsminuye llegandoa concluir que tanto en la tabla como en

la grafica cartesiana, se conserva la misma regularidad de variacion.
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Parael literal fico de P4T1/S] se espera que los estudiantes identifiquen los cortes con
el ejex e interpreten qué relacion existe entre el largo y el area del rectangulo en esos puntos.
Desde la grafica cartesiana, se puetservarque cuando el largo es cero o sesenta
centimetrosel area resulta ser cero centimetros cuadradals. la pena aclarar que como es
un rectdngulo donde su perimetro es de 120 cm, al tener un par de lados con sesenta
centimetros cada uno, esto significa tutotalidad de la cinta termin®, que implicaque los
otros dos lados no tendniginta, luegoal hallar el arealel rectangulpcomo es el producto
del largo por el ancho, ésta resultaria de cero centimetros cuadrados; es decir, no habria
rectdnguloReal Por lo tantg para tener rectdnguld®eales,el largo y el ancho deben ser
mayores que cero y menor que sesenta centimetros; es decdi, dprainio de la funcién

debe ser los nimeroeRles entret afto @ 1 donde x es ancho, y es el largo.

En el literal ido de P4T1/Sise pide a los estudiastgue determinen la forma y la
concavidadde la gréafica cartesiana, a lo que se espera que respondda gpédica esuna
parabola céncava hacia abajo; es una pregunta de visualizacapreliension de la
concavidad Lo mismo sucede corel literal fied de P4T1/S] porque requiere de la
observacién de la gréfica cartesiana para decir que dicha gréfica no puede ser concava hacia
arriba y tener un valor maxinde area paue en preguntas anteriores de esta misma tarea, ya

encontraron un valor maximo de atel como se muesten la gréfica cartesiana.

El literal fifo de P4T1/S] requiere de la localizacion de puntos en el plano cartesiano
y para eso se les pide a los estudiantes que verifiquen si el puitort Tpertenece a la
representacion grafica cartesiana. No es dificil proyectar en el eje x, etwalorm dde
largo y ver en la gréfica cartesiana que esta proyeccion esté relacionadargdn que es
el area del rectdngulo que relaciona esta longal@mas si se observa la tabla la respuesta

es inmediata, porque no hay una pareja cartesiarig T Tque pertenezca a ella.

La pregunta 5 de la tarea 1 deslauacion | (P5T1/S), requiere que los estudiantes
realicen la representacion grafica cagrai del ancho con relacion al area del rectangulo de
acuerdo con los datos de la tabla realizada en la primeralparéras palabrase quiere ver
como los estudiantes realizan el proceso de conversion desde el registrodialegdsstro
grafico carésiang dondepermite ademas, realizar tratamientos visuales distintos desde otro
registro de representacion semiétiBara ello, debrelocalizar parejas de niameros o puntos

en el plano cartesiano y luegbtener & parabola que tendra la misma forma, concavidad y el
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mismo punto maxno que la parabola anteride P4T1/Sl Luegoresponderamas preguntas

evidenciando comprension Getarea.

Con baserlo anteriorenel literal fia0 de P5T1/S] sesolicita a los esidiantes cual
de las variables largo, ancho y area, son variables dependientes o indeperiRheatal fin,
deben analizar los ejes del plano cartesiano e interpretar cual es la variable que se ubica en el
eje horizontal y cudl en el eje vertical, loegspecificar que el area depende de los largos y de
los anchos del rectangulo, porgésta toma diferentes valores de acuerdo a la longitud del
largo y del ancho. De este modo, se espera que los estudiantes identifiquen que las variables
independientesos el ancho y el larggorque el perimetro es un valor fijo en esta tarda
variable dependiente es el area por que a medida que aumenta o disminuye el largo o el ancho

del rectangulo, entonces el area va amentando hasta su punto maximodydogaye.

El literal ibo de P5T1/S) se encamina a encontrar las diferencias o similitudes entre
la representaén grafica del punto anterioP4T1/Sly la graficaque construyeron en
P5T1/SlL Al comparar las dos graficas cartesms, se observa que no #gininguna
diferencia porque son idénticas (equivalentes) entre si; es una parabola que tiene el mismo
vértice o punto maximo, la misma concavidad y la misma representacion simbdélica algebraica

gue la parabola anterior. Esto respqradkemasel interrogate del literal fico deP5T1/Sl

Parael literal fido de P5T1/Slse busca especificamente que los estudiaigaalicen
la grafica cartesiana y realicen una aprehension puntual y/o global para identificar las
coordenadas del vértice de la pardbola, identificando que el punto maximo (vértice) tiene unas
coordenada® o fw Tt Al expresar que las coordenadas wéitice sond ¢ tw Tt TTes
inmediato respondedl literal fied de P5T1/Slporque al comparar las dos graficas cartesianas,
se observa que ambas tienen el mismo punto maximo. Por lo tanto, se espera que la respuesta

de los estudiantes sea inmediata.

En € literal Afo de P5T1/Slserequiereque los estudiantes comprendan la relacion
gue existe entre el vértice de la parabola y el area maxima del rectangulo que seleccionaron en
P3T1/Sl Para ello, ssolicitaobservatla representacion grafica cartesiana y aaaljue las
coordenadas del vérticeon 0 ¢ fw 11 TDe modo similar,obsenen la tabla de datos e
identifiquenla fila resaltadalonde se encuentra el rectangulo de mayor area (R)@ktoual
se logra cuando el largo y el ancho del rectangulo tienen una longitud de 30 cm. Esto permite

analizar que el mayor valor del rango de la parabola, le corresponde al area maxima del
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rectangulo y viceversa. Es decir, que el vértice de la parbotareferencia al area maxima

del rectangulo donde se puede observar las dimensiones de los lados con respecto al area.

Para el literal figo de P5T1/Slse necesita que los estudiantes discriminen e

identifiquen las variables categorialeé§hQ en el regigb simbdlico algebraico canonico

w

W OT

o tw 1t Tisiendo este punto, el vértice de la funcion.

"Qpara hallar las coordenadas del vértisgartir de la expresion algebraica

w 11, MmO es dificil identificar quéos valores déQy ‘Qson respectivamente

Finalmente,e literal fiho de P5T1/SI tiene como propdsiteelacionarla grafica

cartesiana con el registro simbdlico algebraico candnico, dsed@uedaanalizar las

coordenadas del vértice, el signo del patamé a @l cual da la concavidadentre otras.

Tambiénse buscaque los estudiantes realicen tratamieatéesexpresion algebraica candnica

v

w

W OT

w Tt para verificar sicorresponde o n@on la representacion gréfica

caresiana de la pregunta 4 @é T1/Sl Para ello, se sugiereemplazaalgunos valores del

dominio en la expre8n algebraica candnica y obtet&s imagenes. De esto se espgue Si

los tratamientos son correctos, entonsesratificaque las dos representaciones graficas

cartesianas hacen referencias a la expresion algebraica caonicaw o Tt

la siguiente tabla 4.5 se muestra la rejilla de analisisLégl.

w TL.TEN

Preguntas Justificacion. Exigenciasmatematicas, Transformacién y/o Procesos de
O literal. cognitivas, lingtiisticas y/o | tratamientos requeridos comprension.
visual.
Ambientacion e

interaccibn de log
estudiantes, el cual lo

Saber tomar medida con
flexémetro y hallar area.

Medir la longitud el largo y
el ancho de la tarjeta; lueg

A partir de la tarjetg
utilizada como

P1 invita a trabajar e calcular su éarea. patrén de medida
equipo de formg podran hallar el are
coordinada Vi de los rectangulo
participativa parg formados.
calcular el area de |
tarjetaporque con bas
en ella hallardel area
de los rectangulos.

Seguir instruccioney - Saber realizar operacionq -Contar la cantidad d{ Obtencion de la tabl
paracompletarla tabla| aditivas o multiplicativas parj tarjetas acomodas en cal con todas Sus
de acuerdo a los| determinar el area de cadq rectangulo. regularidades,

requerimientosle cada rectangulo. -Determinar el area de Iq teniendo en cuenta |

P2 pregunta. - Saber comparar una magnit| rectdngulos a partir del arq tarjeta cuadrady

con otra para hallar Iga de latarjeta utilizada comq utilizada como
dimensiones de los lados ( patron de medida y a parf patron de medida.

cada rectangulo.

de la férmula.
- Calcular la medida de lo
lados de cada rectangulo

hallar el perimetro de cag

157



Una Propuesta Multirregistro Para la Comprension de la Nocién del Maximo o Minimo Valor del Rango de una Funcién Cuadratica e
Estudiantes de Grado Once. José Santiago carabali Rojas. Universidad Nacional de Colombialrsgde€2619.

rectangulo.

Tiene como propésit

-ldentificar variables visuales €

-Determinar el rectangulo d

Comprensién de la

fundamental, analizal el registro tabular. area maxima y el de men{ regularidades dg

la tabla, donde se| -Analizar el comportamiento d area. dependencia y

podra identificar el| los rectangulos antes y despy -ldentificar variableg obtencion de ur

rectangulo de mayor ] del rectangulo de area maxima dependiente e | valor maximo y un
P3 menor arealdentificar | -Proponer conjetura. independiente valor minimo de

las variableg -Observar el comportamiento ¢ -Observar la relacién di area.

dependientes los rectangulos cuando aumer dependenea del area cof

independientes  par o disminuye el largo o el anch respecto al largo y el anch

analizar la variabilidag del mismo. del rectangulo.

del area on relacion al

largo y el ancho de

rectangulo.

Su objetivo eg Coordinar variables visuales d Conversion del registr{ Iniciacion a la

coordinar el registrq registro tabular con el grafic| tabular al registro grafic¢ compension de I3

tabular con el registr¢ cartesiano que guarden u| cartesiano. nocion del mayor

grafico cartesiano par| correspondencia entre si. Identificacion de puntos e| valor del rangog
P4 analizar la variaciénl Analizar el comportamiento d el plaro cartesiano que| (area) de una funcié

del area del rectdngull la gréfica cartesiana, antes | pertenezcan o no a la gréfi{ cuadratica.

en relacion con 1g después del punto méximo. cartesiana. Objetivacion de g

longitud de sus ladog Aprehension puntual y/o globg variacion del area dg

Identificar puntos en |g del registro grafico cartesiano rectangulo con

gréfica cartesiana pai tabular. relacién a la longitug

realizar  tratamiento de sus lados.

distintos deun mismo

objeto matematico.

Tiene como propdsitg Haber construido bien la tabla.| Obtencion de ung Acercamiento hacia

analizar los procesd ldentificar puntos en el plan| representacién gréfic| la comprension de

de transformacion cartesiano, luego unirlos cq cartesiana con las mism¢ maximo valor del

(tratamieno y | una linea suave hasta obter caracteristicas que la de § rango de una funcio

conversién) qug una parabola. (conversion. cuadrética.

realizan los estudiantg Identificar variableg Coordinar el registrq Comprension entre ¢
P5 en la construccion d{ dependientes e independientey simbdlico algebraicd 4rea maxima de u

una grafica cartesiang ldentificar el punto maximo deg canénico con el graficq rectangulo y el puntg

Ademas de coording rango de una funcion cuadratid cartesiano y tabulal maximo (vértice) de

los registros tabulanq Hallar la relacion entre € (regresion). Es decil una pardbola.

grafico cartesiano
simbélico algebraicq
canonico.

vértice y el area maxima de
rectangulo.
Verificar si la  expresion
simbdlica algebraica candniq
corresponde o no a |
representacion grafic
cartesiana.

verificar que la expresio
algébrica corresponda a
representacion grafic
cartesiana.

Obtener el punto maximo d
del rango de la funcién.

Articulacién  entre
los registros
simbdlico algebraicg
canénico, graficq
cartesiano y tabular.
Objetivacion del
concepto de maxima

Tabla 4.5. Rejilla de analisis del disefio de la tarkgasituacion |

animales: variables linguisticas y cognitivas

4.2.2. Disefo deT2/Sl. Encerrar el area maxima de un corral para la cria de

La siguiente tarea es una ¢muacion de la anteriof1/Sl porque en ella seabaja la

nocion de area maximen un contexto meétrico, por medie un corral rectangulafuerade

los registros iniciales y las variables que hacen la diferegiciasta tarese trabaja de faa

abstracta en contraste coh/Sl que se desarroll6 con material concrgtorque no se utiliza

una tarjeta como patron de medila. ella, Io que se esta variando es el vértice, la situacion,
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la expresion algebraica y la representagydafica cartesiana; sin embargo, se conserva la
concavidad porque se desea que los estudiantes manejen muy bien el concepto del maximo, a
través de la nocion de area. Al respecto segun Ou98Ba, pp. 13) afrmaqiees esenci a
poder construir tareasgye movi | i cen sol o ;wesdeciraquetdenrodkéa d c
la elaboracion de las tareas es pertinente no introducir varias variables para que los

estudiantes tengan la posibilidad de ir construyendo paulatinamente el concepto.

El proposito fundamntal de esta tarea es articular o coordinar los regiEnggia
natural, grafico cartesiano y tabylaxpresanden lenguaje simbolico algebraicandnico o
polinémico una funcién de area méxima, paeercarse a la comprension ldenocion del
maximo através del concepto de area. Para ello, se parte de un enunciado en lengua natural
con una figura auxiliar (corral rectangular) y una representacion grafica cartesiana, para
articularla con el registro tabular, donde los estudiantes deben verifical @uenciado y el
registro tabularcorresponde a la represdacion grafica cartesiana dada. Lueg®e les
presenta dos graficas cartesiana para coordinarka con el registro simbdlico algebraico
candnico o polinébmico, buscando de esta manera una congrurialas variables de

dichos registros o que las reglas constitutivas de cada registro se cumplan (verifiquen).

La razdén de darles dos registros graficos cartesianos, radica,gracpel largo y el
ancho comparado con el area, se tienen expresioniegligeas algebraicas distintas y el punto
maximo no estaria en el mismo vértibeegq las graficas no son las mismas. Ademas, se
quiere que los estudia¥vean que las dos expresiones simbdlicas son cuadratisas y
representaciones cartesiasas cicavas hacia abagjpero son distintas. En consecuencia, se
desea analizar cuales son los procesos de transformacién que realizan los estudiantes para

comprender la nocién del maximo valor del rango de una funcion cuadrética.

Debido a lo anterior, se hatzevariacion del anchg el largodel corral con el area y
se analizan las dos repratkciones gréficas cartesianas, verificarglee dichas gréaficas
tienen variables constitutivas diferentes; y a pesar de @stan mismo registro semiotico
(registro grafico),no son congruentes entre si poramn representaciones distintas. Sin

embargo, tienen elementos comunesspresl area maxima y la concavidad.

Basicamente la tarea se llevara a cabo de la siguienteanarpartir del enunciado
en lengua natural, el registro auxiliar y la representacién grafica cartesiana, los estudiantes
resolveran la primera parte que consiste en completar una tabla igaveyiie la grafica

cartesianacorresponde con los anchos ldetabla.La segunda partaadica en analizar la
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tabla y la representacion grafica cartesiana y verificar que las reglas constitutivas propias en
eso0s registros se correspondan entre si; es decir que haya una congruencia entre las unidades
significantes deregistro gréafico cartesiano y el registro tabuRatra la tercera partese les

da dos representaciones gréaficas cartesianas que aluden al ancho con el area y el largo con
relacion al area del corral. En esta parte, se quiere que los estudiantes rdapalies
representaciones graficas y observen algo en comdn que es la concavidad y el &rea méaxima.
Debenverificar que haya una correspondencia biunivoca entre los puntos, la grafica y el

registro tabular.

Por ultimg se hace una coordinacion con el regisimbolico algebraico candnico o
polinbmico donde se espera guen esta articulacion, los estudiantes pueatzrcarse a la
comprensiodninicial de la nocion del maximo valor del rango de una funcién cuadrética,
puesto que la comprensién de un concepibematico estd dada por la coordinacion de los
distintos registros de representacion y esta a su vez se manifiesta en la actividad de
conversion. Dicha coordinacion, debe ser congruente entre las unidades significantes de los
diferentes registros de rgsentacion grafica cartesiana, lengua natural, simbdlica algebraica,
entre otros. Mas claramenfa comprension en matematica comienza cuando comienza la
coordinacién de registros y esta coordinacion de registe representacion semidtica
proporciona unaxension de la capacidad medtdDuval, 2016, p. 89)A continuacion se

plantea la siguiente tareada en la figura 4.2
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CONTEXTO. Toda funcion cuadratica, se puede expresar como una funcion polindmica vy —ax< + bx + ¢, donde a. b, c son
numeros reales ya & 0. La representacion grafica cartesiana de esta funcién €s una parabola tal que sia > 0, entonces la
parabola es concava hacia arriba, en este caso, hay un valor minimo del rango de la funcidon. Si a < 0 entonces la parabola
esconcava hacia abajo, en cuyo caso hayun valor maximo del rango de la funcion. Ese valor maximo o minimo se encuentra
en el vértice de la parabola. Una representacion simbdlica equivalents a la funcidon cuadratica polinédmica y = ax“ + bx + c,
es la expresion algebraica candnica, la funcidon cuadratica y — a(x— h)“ + k, donde (h. k) son las coordenadas del vértice.
Esta representacion se obtiene completando el cuadrado a la funciédn polinédmica, o simplemente conociendo las
coordenadas del vertice de la parabola y un punto de lagrafica, se reemplaza en la expresion canonica y se obtiene el valor
de “a”. Finalmente se halla la expresion. Aqui, para un determinado valor de "h", se dice que la funcién toma un valor
maximo o minimo del rango dependiendo la concavidad de la parabola. Dicho valor es la coordenada “k™.

Nombre det Estudiante:
Edad: ______ Grado: ________________ Fecha:
Si: Tarea 2. Encerrar el area maxma de un corral para la cria de b4

animales (variables linguisticas y cognitivas).

Un agricultor tiene 40 me tros de malla ydesea construiren un terreno, un
corral rectangularpara la criag de animales. Uno de los lados del terreno x 5
cuentaconunaparedde unestablo, es decir, no lleva malla para ahorrar
material. El agricultor hizo varios intentos para optimizar el terreno a
cercar (es decir, tener la mayor cantidad de area) ylas areas variaron
dandole la siguiente representacion grafica cartesiana que se muestra Establo.
abajo.
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1. Con base al enunciado en lengua natural y la representacion grafica cartesiana el
agricultor registré algunos intentos que hizo para maximizar el terreno. A
continuacion se muestran los anchos del corral, donde usted debe completar la tabla
registrando los intentos que le tuvo que haber dado al agricultor para realizar la
grafica cartesiana. Describa el procedimiento que utilizé para encontrar los datos.

Ancho (x) -2 4 8 10 16
Largo (y)
Area del corral (A)
Tabla 7.
a. Ancho (0 = —2: Largo (y) = Area (A)= .
b. Ancho (x) = 4: Largo (y) = S Area (A)= - .
c. Ancho (x)= 8: Largo (y) = _ Area (A)= N
d. Ancho (x) = 10: Largo (y) = _ _ Area (A)= _ _
|

e. Ancho (x) = 16: Largo (y) = ___ = . Area (A)= e

f. :Observe la grafica cartesiana y diga cual es el area maxima del corral, con qué ancho
se obtiene y a qué punto cartesiano corresponde?

R/ Area maxima _ _ Ancho

Punto cartesiano VvV ( = )-
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2. Observe y analice la tabla 1 y la representacion grafica cartesiana para resolver las siguientes
preguntas.

a. ¢El agricultor pudo haber construido un corral cuyo ancho seade 25mo 43 m?R/ Si No
Explica tu respuesta

b. sAnalizando la representacion grafica cartesiana, cual es la mayor medida que puede tomar el ancho
del corral y por quée? R/,

c. ¢Al analizar la parabola, es posible que el agricultor haya construido un corral cuya area sea de 72

m3?
R/ ST . Si es posible, ;Cuales serian las dimensiones del corral?
No iPor que?
d. ;Observando la grafica, es posible que el agricultor construya un rectangulo cuya area sea 400 m??
R/. Si Si es posible, argumenta tu respuesta desde la tabla y la representacion grafica

cartesiana y diga cuales son sus dimensiones.

No es posible ;Por que?
e. ;Sera posible construir el corral de mayor area? R/ Si é¢Cual seria su area y cual la medida del
largoy el ancho para que su area sea maxima? Area Largo
Ancho
No iPor que?
£ JEN iargo del corral es el mismo del ancho para que su area sea maxima?zR/ Si No

éPor que?

g. ¢Donde se ubica el vértice de la parabola y qué relacion tiene con la medida del area maxima del
corral? R/

sbesssebloccsnclaccnnndaccnnccbhocccccbocascedonnnced

whunnnnpbannnnnfunnn

3. Toda funcion definida en un conjunto, debe tener un dominio el cual hace que dicha
funcion tenga sentido en ese conjunto. Se llama Dominio de una funcion f(x). al
conjunto de todos los valores para los cuales la funcion esta definida en ese conjunto.
Se llama Rango de una funcion f(x), al conjunto de todos los valores que toma dicha
funcion.

a. Con base en la explicacion. ;Cual es el dominio y el rango de cada representacion
grafica cartesiana (funcion)?

R1 /. Dominio y rango de la funcion (Ancho - Area).
Dominio

Rango

R2 /. Dominio y rango de la funcion (Largo - Area).
Dominio

Rango
b. ;Cual es la diferencia que caracteriza a las dos representaciones graficas cartesianas?
R/
c. :;Quée tenen en comun las dos representaciones graficas cartesianas?
R/.
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d. Ubica en el eje horizontal el valor de x = 5. ;Tienen la misma area (A) las dos
representaciones graficas cartesianas cuando el x = 57

R/ S1 iCual es? Al= A2= (Sugerencia, arme los

rectangulos para cada grafica cartesiana).

MNo ;Por que? Explique su respuesta

e. ;Discrimine y analice que pasa en la interseccion de las dos representaciones graficas
cartesianas en el punto P? Es decir, ;Explique como son las areas de las dos
representaciones graficas cartesianas comparadas con el ancho vy el largo de las mismas?
RS

f. ;Observa y compara como es el area de la representacion grafica cartesiana {Ancho -
Area) cuando x = 20, con relacion al area de la representacion grafica cartesiana

(Largo-Area) cuando y = 20? R/

4. Halle una expresion algebraica candnica o polinomica para cada representacion grafica
cartesiana: una que relacione el (Ancho con el Area) v la otra el (Largo con el Area) de
la funcion. (Sugerencias. Tome el vértice y un punto que pertenezca a la parabola vy
halle el valor de “a”, luego obtenga la expresion algebraica canonica. O tome tres
puntos de la parabola y halle los valores de a, b v ¢; luego obtenga la expresion

algebraica polinomica).

Figura 4.2. Encerrar el &rea méaxima de un corral para la crie animales (variableBnglisticas, cognitivas
y visuales) en T2/Sl.

V Analisis a priori de la tarea 2, situacion I(T2/SI).

Especificamente esta taréi@ne como propésit@ue los estudianteanalicen el
enunciado en lengua natural, la figura auxil{egctdngulo)y la representacién grafica
cartesiana panagsolver la primera pregunta de la tarea 2 de la situa¢®hT2/SI). Por esa
razonenlosl i t er al es ddePli2Siserequisreé que |dsd@agliantes completen
una tablacon los anchos dadopara que halleda medida €l largo y el area del corral
rectangular describiendo el procedimiento que utilizaron para endanBar les da estas
medidas porque se desea continuar@omismo procedimiento de la tarea anteriRara tal
fin, es necesario observar la figura auxiliar teniendo en cuenta que el perimetro es de 40
metrosy solo se debe encerrar tres lados porque el otro lado esta cubierto por urnke pared
establo;luego con el ancho dado, debérwllar la medida delargo para completar los 40

metros y calcular el area del corral. En uno de los anchos dados, aparece un valor negativo
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para ver si los estudiantes analizan y descartan dicho valor teniendo en cuenta que las
longitudes no son negativas. La siguiente tabla 4.6 muestra los resaltmdogue podrian

llegar los estudiantes

Ancho (x). -2 4 8 10 16
Largo (y). o 32 24 20 8
Area del corral (A). *ox 128 292 200 128

Tabla 4.6.Registro de algunos intentos qurézo el agricultor para realizar la grafica cartesiana.

En € literal iifo de P1T2/S) se debe observéda represeracion grafica cartesiana y
decir cual es el area maxima del cor@n qué ancho se obtiene y a qué punto cartesiano
corresponde. Al disaminar las variables visuales de la tafil medida del ancho, largo y
area) que realizaron y haceraucoordinacion entre el registro tabular y el grafico cartesiano,
no es dificil observar que el area maxima del corral esit? y se obtiene con un ancho de
p 10 . De este modo, el punto cartesiano donde se encuentra el area maxima esta dado por el
vértice de la pardbola que &sp fr, T TEs de anotar que a los estudiantes se les da la
representacion grafica cartesiana, porqudesea que ellos visualicen y analicen en la gréafica
el valor maximo del rango que corresponde al area maxima y la comparen con los datos de la

tabla que ellos mismos completaron.

La pregunta 2 de la tarea 2 ldesituacion | (P2T2/Sl),se encamina a hasualizacion
y discriminacién de variables visuallesgo, ancho y arean el registro tabular y el registro
grafico cartesiano, para identificar y analizagularidades entre ellossta focalizada a la
articulacion de estos dos registros en la cuala ggenerar comprension, se les da a los
estudiantes algunos puntos que pertenecen a la parabola y otros que no pertenecen para

observar los avances con relacién al maximo valor del rangoafancién cuadratica.

Desck esta miradael literal fiad de P2T2/S] permite qudos estudiantes observen la
representacion gréfica cartesianalyregistro tabular, para quigan si el agricultor pudo
haber construido un corral cuyo ancho sea 25 m o 43 m. Al analizar la parabola y
especificamente los cortegrcel eje horizontal, se evidencia que el anchoimaxjue toma
el corral es 20 m.iSe construye un corral cuando el ansea20 m, sepuede comprobar
que la suma de la medida de los dos lados es. 3 wheir, se completa el perimetrpor lo
tantq €l largo quedaria de cero metros en la que resulta un area de cero metros cuadrados y en

consecuencia no habria corral. Ademas, en la figura auxiliar se muestra que un lado del corral
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esta limitado por una pared de un establo, implicagjmlamente seava encerrar tres lados

del corral, la suma de la medida de esos tres lados deben ser 40 m.

De otra parte, sse tomardos lados de 25 m, la suma de la medida de esos dos lados
es de 50 m y excede en 10 m la cantidad de malla que tiene el agricultocomstrair el
corral. Por tal razén, el agricultor no pudo haber construido un corral cuyo ancho sea de 25 m

0 43 m porque excede la totalidad de la malla.

A partirdell i t er al ant er isepuede aanclud gue IR B2Iplests del,
literal i b 0 P2T2/Slesmas asequiblporque la mayor medida del anatpee pudautilizar

el agricultor para constru@l corral es de 20 m, porque el perimetro del corral es de 40 m.

En d literal fico de P2T2/S]) se puede realizagiprehension local y/o global en la
gréfica cartesiana yerificar si el agricultor construyé un corral cuya area sea de %2 m
Haciendo aprehension global, se puede ver que a medida que los anchos aumer28f de [0
el area del corral o el rango de lagimla aumenta hasta llegar al area maxima o su rango
maximo que es 200 ines decir, que el agricultor construyé un corral de area Z2 m
Haciendo aprehension local o puntual, se puede observar que cuando el ancho es de 2 m, el
area esta entre 502ny 100 m? llegando a evidenciar quexiste la posibilidadque el
agricultor haya construido un rectangulo cuya area sea dé. Esrdecir, sconstruimos un
corral de ancho 2 m, implica que el largo es de 36 m; es decir, que al hallar el area de ese
corral resulta de 72 Por lo tantosejustifica la existencia que el agricultor construy6 un

corral cuya area sea de 72, mionde el ancho ee® my largo 36 m.

En el literal Aido de P2T2/S] sedebe visualizala gréfica cartesiana e identiéir que
el area méaxima del corral es de 200 Esto debido a que en la parébola con eje de simetria
vertical, el vértice se encuentra en el punto maxonel punto minimo y como es una
parabola concava hacia abajo, entonces tiene un punto maximo; ese punto, tiene coordenadas
0 p T T BImplica que cuando el ancho es de 10 m, la funcién toma su méaximo valor que es
200 nf. Ademésen el registro tabulase observa que si se construye un corral cuyo ancho
sea de 4 y 16 metros, se tiene que el area es de?I28parctivamente; y cuando el ancho es
de 10 m, el area es de 206; siendo ésta la maxima area del corral como se puede ver en la
gréfica cartesiandor lo tanto, no es posible que el agricultor haya construido un corral cuya
area sea 400 fnporque a partir del punto maximo, a medida que el ancho se aproxima a 20

m, el area disminuye.
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El literal fied de P2T2/S] tiene como propdsito que los estudésnencuentren el
corral de mayor area y cualssnsus dimensionesComose cuenta con 40 m de malla,
idea es construidos diferentes tipos de corrales de uno en uno haciendo variar las
dimensiones deada ladpsabiendo que la sundie la medida de Idados debeser 40 m. De
este modo, el corral con mayor area tendria un ancho de 10 m y largo de 20 m; por lo tanto,
como el area es el producto del largo por el anehdendria un aree®00 M. Ensuma se
requiereque los estudiantes discriminen laariables visualesargo, ancho y area eel
registro tabular y gréafico cartesiano y encuentren una regularidaccas;ballando de esta
maneraun area maxima del corral de 20G,roondimensiones 10 m y 20 m respectivamente.
Esto demuestra que largo del corral es diferentiel ancho, en la @l se respondel literal
fifo de P2T2/S] donde se pregunta que si el largo es el mismo del ancho pagbagea del

corral seanéxima

El literal figd deP2T2/S|, invita a los estudiantexpresaddndese ubica el vértice de
la parabola y qué relacién tiene con la medida del area maxima del corral. Este interrogante de
alguna manera s#esarrolléen P5T1/S] sin embargo, se espera dog estudiantedigan que
el vértice de la parabola se encuentra gguato maximo o minimo de la misma. Ademas, al
observar la gréfica cartesiana, el punto maximd estfr, 1 Tty si se analiza la tabla6, el
area maxima del corral es de 200eunando el ancho es 10 m y el largo 20 m. Estdencia
gue el mayor valodel rango de la parabola, le corresponde al area maxima del corral y
viceversa. Es decir, el vértice de la pardbola hace referencia al area maxima del corral donde

se puede observar las dimensiones de los lados con respecto al area.

El propésito dda pregunta 3 de la tarea 2 di situaciéon | (P3T2/Sl)es observar y
discriminar las variables visuales en el registro gréfico cartesiano, para identificar y analizar
puntos quese relacionaron el registro tabular; analizar que haya una correspondencia entre
el punto maximo de cada gréfica cartesiana y el area maxima hallada en tGaBkra tal
efecto, se inicia hallando el dominio y el rango deulecion enel literal fiad de P3T2/S)
donde los estudiantes deben leer e interpretar la definicién queabmidéo de esta pregunta
para decir que el dominio de flancién conrepresentaciografica (Anche Area) son todos
los nimeros Bales que estan en el intervalo(8e20) y el rango, aquellos numeroe&es
que estan en el intervalo @@ 200]. Parala grafica cartesiana (Largdrea), su dminio lo
conforman los niumerosdales que estan en el intervalo(@e40) y su rango lo toman todos
los nimeros RBales que se encuentran en el interval@d200]. Esto es lo que se esperaria

que los estudiantesspondan en el liter&aho.

166



Una Propuesta Multirregistro Para la Comprension de la Nocién del Maximo o Minimo Valor del Rango de una Funcién Cuadratica e
Estudiantes de Grado Once. José Santiago carabali Rojas. Universidad Nacional de Colombialrsgde€2619.

Los literales fibo y fico de P3T2/S] permiten que los estudiantes analicen las dos
graficas cartesianasencuentremas diferencias wg las caracterizan, asi cotaccomunalidad
ellas. Analizanddos cortes de las graficas con el @ese puedebservalque las dos graficas
cartesianas se diferencian enasuplitud oel dominioque las definende modo similar|o
comun entre ellagesta en tenda misma area maxima, para valores distintos| elominio y
la misma concavidaddnalogamentehaciendo aprehensién puntual, se observa que para un
mismo valor dewen el dominiose tieneel mismo valor deirea tal como se muestra en la

interseccion en el puntd

El literal fido de P3T2/Slpermitequelos estudiantes armen rectangulos para verificar
si las areas son las mismas cuando el largo y el aschale 5 m.Al construir los
rectangulosse puede mostrar queando el ancho es de 5 eh largoequivale &30 m,luego
el producto de estos dos valores resultangade 150 m, tal comose observa ela parabola
(Ancho- Area). Siseformaun corral cuando el largo es de 5 m y el ancho 17.5 m, entonces
al multiplicar estos dos valores genera un area de 87,3ontual se puede observar en la
parabola (Large Area). Por lo tanto, cuando el largo y el ancho son de 5 m, lasténeas

diferentessalores

Visto de otra manera, haciendo una aprehensién puntual o local en la interseccién de
las dos graficas cartesianaon |& cuadricula o figura fondp se puede observar que la
grafica (Ancho- Area) intersecta con $acuadrtulas en el punto (5150); esto quiere decir,
que cuando el ancho es de 5 m, el area vale 25@imilarmente para la parabola (Largo
Area), se observa que cuando el largo es de 5 m, ésta intersecta caadecula entre 50
m?y 100 nt. Es decir, que cuando el largo vale 5 m, el area se encuentra en el intervalo [50
m? - 100 nf]. Por lo tanto, se espera que los estudiantes encudatdifierenciaentre las
area porgue tienen varias opciones de verificar que las areas no son iguales cuamtiel

y el largo del corral sode 5 m.

En ell literal fied de P3T2/S) serequiere discriminalas variables visuales y anadr
gué pasa en lmterseccidon de las dosaiicas cartesianas en el punto P.aAblizarel punto
P, se espera que los estudiantes interpretenequeicho punto, las areas de las dos parabolas
son iguales, cuando el largo y el ancho es el mismo valor. De aa@rtis escalas de los
ejes, no es claro identificar exactamente cuales son los valores del largo, ancho y area; sin
embargo, cuando el largo y el ancho son de 13 m, el area de las dos parabolas es’de 178 m

aproximadamente.
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En el literal Afo de P3T2/S] se quiere que los estudiantes analicen y comparen las
areas de las dos gréficas cartesianas cuandedida deancho y el largo son 20 m. Para este
caso, se debe observar los cortes con edoeje la grafica cartesiana (AnclicArea) enla
cual se muestrque para esa medidal, area es cero metros cuadragosjue el largo es cero
metros. Esto se puede evidenahrconstruirun corralcuando la medida delnchoes20 m
que de acuerdo con la figura auxiliae alcanzaria a encerduos ladoglel corra] quedando
un lado sin mallalgualmente cuandda medida @l largo es de 20 m, se tiene un area de 200
m? tal como se muestra en la parabola (Lardrea). Esto implica quela medida del ancho

serial0 m paa un perimetro de 40 m.

La pregunta 4 de laarea 2 de la situacion | (P4T2/Sl}iene como propdsito que los
estudiantes obtengan una representacion simbdlica algebraica candnica o polinémica de cada
representacion grafica cartesiaia. decir,se espera que los estudiantes realicen conversién
desaé el registro grafico cartesiano, o desde el registro tabular al registro simbdlico
algebraico; siendo éste proceso, el umbral paescarse & comprension de la nocion del

maximo o minimo valor del rango de una funcién cuadratica.

Para tal caso, se gieretomarel vértice y un punto que pertenezca a la parabola y
haciendo los tratamientos necesasesobtienesl valor del parametrdiao ;luego hallarla
expresion simbdlica algebraica canoénica para cada grafica cartesiana; que para este caso,

serian las expresiondsw Cw PTT CMHWW - W ¢T ¢ T para las
graficas (Anche Area) y (Largoi Area) respectivamente. La otra opcion es ideifires
puntos que pertenezcan a cada parabola y a travagudestratamientos hallen los valores

de los parametros, by c para obtener la expresion simbdlica algebraica polinémica de cada
gréfica cartesiana; o simplemente expandir el binomio erpigegion candnica para obtener

las expresiones polindbmiced w Cw T Ww -w ¢ ™ para las graficas
(Ancho- Area) y (Largoi Area) respectivamente. Por lo tanto, se espera que los estudiantes
encuentren la expresion algebraica canonica cdjedivo final de estéarea En la siguiente

tabla 4.7 se muestra la rejilla de analisis de la tarea 2.

Preguntas Justificacion. Exigencias matematicas, Transformacion o Procesode
O literal. cognitivas, linguisticas y/o tratamientos comprension.
visual. requeridos.

Su objetivo es completal Exigencias aditivas para calcull Conversion del registr¢ Coordinacion  entrg

la tabla a partir del anch| la medida @l largo y area partir| en lengua natural g los registros lengu

P1 dado, explicando ¢ dela medida de loanche dadcs. | registro tabular. natural y el registrg
procedimiento  utilizado| Analizarla grafica cartesiana paj Correspondencia entre { tabular.
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Identificar el area maxim:;
y relacionarla con ¢
vértice de la parabola.

identificar el punto maximo.

punto maximo y el
vértice de la parabola.

El propésito de esti
pregunta es analizar |
tabla y la representacid

Discriminar, observar e iddficar
variables  visuales que se
relacionan en el registro gréfig

Construir un corral par
verificar si cumple Ia
condiciondada

Comprobacién de
puntos y variables
visuales.

P2 grafica cartesiana, pal cartesiano y tabular. Analizar y visualizar la Comprension inicial
identificar  regularidade: grafica cartesiana. del vértice en
entre los dos registros. relacion con el éare

maxima.
Tiene como  objetivg Analizar de donde y hasta don( Identificar el dominio y| Coordinacién entre I
P3 identificar 'y analizar) va la grafica cartesiana para| el rango de una funcién.| grafica cartesiana
variables que cumpla| identificar el dominio y rango d{ Construccion de ur las cuadriculas de
cierta condicion en € la funcion. corral para verificar qu¢ plano o figura fondo.
registro gréafico cartesiand ldentificar puntos de la grafic| cumpla con la condiciél Acercamiento hacia
gue intersecten con la figul dada. la comprension de
fondo. Aprehensién global y/q area méaxna del
Comparar las dos parabolas pq local en el registrd corral.
identificar similitud o diferencias, gréfico cartesiano.

El proposito es expresyg Identificar el vértice de Ig Conversion del registr¢ Objetivacion del

P4 en registro simbdlicqd pardbola y un punto qu grafico cartesiano y concepto de maxim
algebraico candnico ( pertenezca a ella. tabular al registrg a través de Iz
polinémico la funcién d¢ Identificar tres puntos de | simbdlico algebraicd coordinacion y/o
area para cada grafid parabolay hacer tratamientos. | canoénico o polinémico. | articulacién de
cartesiana. registros.

Tabla 4.7.

Rejilla deandlisis del disefio de la tare® situacion I.

4.2.3. Disefio de T3/SlPérdidas y ganancias de una empresa de servicios telefénico:

variables linguisticas, categoriales y visuales.

Esta tarea tiene como propdsito quedstidiantes comprendan la nocion del minimo

valor del rango de una funcion cuadratica a partir la identificacion de variables linglisticas en

el registro de la lengua natural y la identificacion de variables visuales en el registro gréfico

cartesiano. Parallo, se parte del registro de la lengua natural y el simbdlico algebraico

polindbmico, para articularlos con el registro grafico cartesiano, tabular y simbdlico algebraico

canonico. Esta taressta dividideen dos partes fundamentales:

La primera parte pretende que los estudiantes analicen y relacionen las dos

representaciones gréaficas cartesianas con la tabla que ha sido construida a partiiede una

ellas,y determinen cudl de las dos graficas se corresponde con |aAtadaletir de la grafica

cartesiaa seleccionada, los estudiantes deben responder una serie de preguntas que permiten

la construccion de la nocion del minimo, aunque también se establece la relacion de la nocion

del maximo. Igualmente,deben identificar lasvariables visuales erl registo grafico

cartesiano, para coordinase registro con el tabularerificando una correspondencia entre

ellos. Mas claramente, se requiere que los estudiantes realicen aprehensiérergylebal
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registro grafico cartesianpara identificar variables visuale®no la concavidad punto
minimo, porque de ella dependeercarse a laomprensiordel minimo valor del rango de

una funciéncuadratica.

Lo anterior porque segubuval (1988b, p. 134)isin la interpretacion global, no hay
utilizacion posible de las §ficas cartesianagpara dar un valor intuitivo a la escritura
al gebrai cao. ,Buwtlainterpretacsdn global pecmite la utilizacion de las
gréficas, al identificar sus variables visuales, y éstas a su vez, generan una articulacion entre
el registro simbdlico algebraico y el registro gréfico cartesiano, porque las variables
categoriabs del registro algebraico, tienen una representacion en el registro gréfico.

La segunda parte de esta taregermite hacer coordinacién entre los registros
simbdlico algebraico polindbmico y candnico para analizar el vértice de la funcién; articularlo
con el enunciado en lengua naturaldentificar el signo de la variable categoriala gara
analizarla concavidad de la paraboldgentificar punto de corte con el djey, @ntre otras

variables, paral desarrolladela tarea.

En esta parte, los estudiastdeben discrimindas variables visuales en el registro
gréfico cartesiangyorquees de gran importancia para la interpretacion de una grafica y para
la conversion desde el registro grafico al registro simbdlico algebmsto, debido a que
segun Dual (1999, p. 76)fila discriminacién de las unidades significantes propias a cada
registro, debe ser el objeto de un aprendizaje especifico. Tal discriminacion es la condicion
necesaria para toda actividad de conversion, y lpotantq para el desarrollo de la
coordinacién de los registros de representaci&m tal caso, se espera que los estudiantes
identifiquen las variables categoriales y visuales para alcanzar los objetivos de esta tarea

cual se muestra en s&guiente figura 8.
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Nombre del Estudiante:

Edad: Grado: Fecha:

SI: Tarea 3. Pérdidas y Ganancias de una Empresa de Servicios Telefonico (variables linguisticas,

categoriales y visuales).

Un grupo de inversionista cuenta con un capital de 3 mil millones de pesos en efectivo; para invertir
dicho capital, crean una empresa de servicios telefonicos y durante los primeros meses de estar en
el mercado, sus ganancias disminuyen sustancialmente debido a la competencia y al poco tiempo

que llevan en el mercado.

El gerente de la compania hace un balance de las ganancias en el mes décimo del ano y observa que
en el cuarto mes, la compania llegd a tener el mayor desequilibrio en sus ganancias porque tuvo un
déficit de mil millones de pesos; al darse cuenta de esto, decide plantear nuevas estrategias de
mercado para mejorar sus servicios e incrementar sus ganancias. El gerente cuenta con un modelo
algebraico g(t) = %tz — 2t + 3, el cual le permite obtener las ganancias de cada mes. Para ver como
ha evolucionado la empresa durante los primeros 10 meses del ano, es decir [0-10], decide calcular
las ganancias de algunos meses y realizar un analisis de las mismas para ese periodo. A partir de

esta situacion, responda debidamente cada pregunta y justifique su respuesta.

Recuerde. En el modelo algebraico g(t) = %tz — 2t + 3 [ g(®), representa las ganancias en miles de

millones de pesos y t representa el tiempo en meses].

1. Una de las dos representaciones graficas cartesianas modela el comportamiento de las
ganancias que la empresa tuvo durante los primeros 10 meses del ano; a partir de ella se
construyo la tabla para ver numeéricamente dicho comportamiento. Analice cual de las dos
representaciones graficas cartesianas corresponde a los datos de la tabla y responda las
kiguientes preguntas.

A B.
oot e ' A
= Miles Se Miliones - - 3 s s < > - <
H H - l’
s s
- - g
- ”
7
: - B
: . E E .. :
: : -
: 5 : ®
. . - -
\\ "
: 3 ~ : 3 - :
~ -
: : = < - - = - - =
: 3 i 2 ‘\‘ 3 l/’l(wf)-‘l’\o-n\oo Cdesen) :
'?’a’? tHrg = Tienpo n‘f----) '_ e S
Tiempo (Meses). o 1 2 s 6 4 8 10
Ganancias
(En miles de millones de 3 -25 o —1 o 1.25 3 8
pesos).

a. Los datos de la tabla estan relacionados con la representacion grafica cartesiana A

B ¢Por quée?

b. ;;Cual es la variable independiente y cual la variable dependiente?
R/

c. Analice la representacion grafica cartesiana que selecciond en el literal “a” y diga cual es

el dominio y el rango de la funcion? R/

Continua en la pagina siguiente. 9
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d. ;Para qué meses entre [0-10], la empresa tuvo pérdida, cual fue el mes de mayor pérdida y

cuantos miles de millones de pesos perdido? Recuerde, aqui las variables son discretas™™.

e. ;En qué mes entre [0-10], la empresa vuelve a tener como ganancias el mismo valor del
capital inicial?
R/
f. Cuantos meses tienen que pasar entre [0-10], para que la empresa obtenga su maxima

ganancia y cual es esa ganancia maxima?
R/
g. :;Con base en la grafica cartesiana, en queé mes la empresa no tiene ni péerdida ni ganancias?
R/
h. Analice la grafica cartesiana y describa como es el comportamiento de las ganancias de la

empresa entre [0-10] meses.

R/
i. :;De acuerdo a la grafica cartesiana, es posible que la empresa haya tenido una pérdida de 3
mil millones de pesos? Si No ;Por queée?
R/
j. :Explique qué ganancias representan para la compania la relacionada en los meses 2 y 62
R/
k. sInterprete las ganancias que obtuvo la compania en los meses 0 y 8 del ano?
R/

L. ;Segun la tabla, el resultado del mes 10 entre [0-10], representa la mayor pérdida o la

maxima ganancia para la empresa?

porque

R/ Maxima ganancia

Mayor péerdida porque

®® . Una variable Discreta. Es aquella Que no puede tomar algunos valores dentro de un minimo conjunto numerable; es decir, Que no acepta

cualqQuler Valor, umcamente agQuellos Que pertenecen al CON JUNTO. AMas Claramen te, Se Jetermina UNa vanatle discreta Como la vanable que hay entre
COs valores observables. FOr e)emplo, & NUMero Oe anIMales en UNa Sranja, & NumMmero de QUejas de LOs CllIentes, 1OS NUMeros enteros, etc.

Figura 4.3. Pérdidas y Ganancias de una Empresa de Servicios Telefonico: Variables ISticas,

Categoriales y Visuales en T3/SI.
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