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Resumen

Defino un producto fibrado (el producto %) para la K-teoria Orbidad, de una Orbidad del
tipo [M/G] dada por la accién casi libre de un grupo de Lie compacto sobre una variedad
compacta y casi compleja. Todo el desarrollo es presentado en términos de K-teoria equi-
variante debido a la consideracién de la K-teorfa de la Orbidad inercia A[M/G] asociada a
la Orbidad [M/G]. Después, generalizo el producto x a la K-teoria torcida Orbidad de la
Orbidad cuando el torcimiento estd en la imagen de la transgresion y G' es un grupo finito.
Finalmente, Presento un isomorfismo de anillos entre las representaciones del algebra de
Drinfeld torcida y la K-teoria Orbidad torcida.

Palabras clave: Orbidades, K-teoria torcida, anillos de representaciones, haces vecto-

riales, obstrucciones.

Abstract

I define a stringy product (the x product) for the Orbifold K-theory of an Orbifold structure
[M /G| given by the almost-free action of a Compact Lie group on a quasi-complex compact
manifold. All this is performed in the equivariant K-theory setup by considering the K-theory
of the inertia Orbifold A[M /G| associated to [M/G]. After, I generalize the product * to the
twisted Orbifold K-theory wherever the twist comes by transgression from an element and G
is a finite group. Finally I present ring homomorphism to the twisted Drinfeld double algebra
D¥(G) where the x product gives an explicit isomorphism from the K-theory “K ([*/G]) to
the Grothendieck ring of representations over D*(G), for G a finite group.

Keywords: Orbifolds, Twisted K-theory, representation ring, vector bundles, obstruc-

tion.
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Introduccion

Todos mis estudios en topologia algebraica han estado motivados por esa maravillosa rela-
cién que describe entre los objetos topologicos y las estructuras algebraicas. Las propiedades
topoldgicas, que tienen que ver con la naturaleza geométrica de los objetos, son traducidas
por medio de invariantes topoldgicos en propiedades algebraicas. Cuando asociamos el grupo
fundamental, de Homologia o de Cohomologia, estamos buscando capturar las diferencias
entre los objetos topoldgicos que no serian facilmente diferenciables por otros invariantes,
estamos cambiando la perspectiva de un problema volviendolo al calculo de una estructura
algebraica. De esta manera, como los objetos fisicos tienen naturaleza topoldgica pueden
ser estudiados por grupos, médulos y anillos. Estos conceptos no son nada nuevos, ya en el
inicio del siglo XX se introdujo el estudio de estas relaciones; con la introducciéon de nuevos
conceptos como el de variedad topoldgica, el camino logico ha sido el adaptar y estudiar la
incidencia de estas estructuras algebraicas como invariantes de las variedades.

Gracias a los trabajos de Atiyah y Grothendieck a medidados del siglo XX se introdujo un
nuevo invariante de la misma naturaleza, el grupo de K-teoria asociado a un espacio topolégi-
co en el caso de Atiyah o una variedad algebraica en el caso de Grothendieck. Este nuevo
invariante reescribe de alguna manera la informacién contenida en el grupo de Cohomologia
pero presenta algunas ventajas desde el punto de vista tedrico y en un cierto sentido permite
un analisis mas sencillo de las propiedades topoldgicas o algebraicas del objeto. La K-teoria
fue en su momento una disciplina muy activa y muchos de sus avances lograron resolver y
replantear problemas de vieja data.

Ademas de los resultados clasicos, durante los ultimos veinte anos ha ocurrido un suceso
poco habitual en matematicas. Se ha iniciado un gran flujo de nuevas ideas en esta rama por
influencia de la apariciéon de nociones fisicas que relacionan unos objetos llamados Orbida-
des! y los invariantes topoldgicos que se pueden asociar, grupos de homotopia, de Homologia,
de Cohomologia y de K-teoria, entre otros. Particularmente la teoria de cuerdas ha susci-
tado gran cantidad de importantes trabajos e ideas matematicas, gracias a la introduccién
del modelo de teoria de campos conformes sobre espacios singulares por Dixon-Harvey-Vafa-
Witten [9, 10] en 1985. Después de esto el auge de trabajos sobre Orbidades y sus invariantes
ha reactivado el interés por obtener resultados y reformular problemas en términos de este
novedoso punto de vista.

Pero como los invariantes que se le asocian, las Orbidades no son objetos recientes. Una
Orbidad es un espacio que localmente se comporta como el cociente de un espacio vectorial

IPalabra que en este trabajo usamos como correspondiente en espaiiol al concepto de Orbifold del inglés.
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por la accién de un grupo finito. Ya habian sido estudiados en geometria algebraica bajo
el nombre de variedades con singularidades cocientes y su estudio consistia en intentar re-
mover las singularidades por deformaciones o por levantamientos. En esa direccién existe
una gran cantidad de problemas que hacen que esta rama de la geometria algebraica tenga
un interés actual por si misma. Empero, el animo de este trabajo es usar las Orbidades
como una forma de generalizacion de la nocién de variedad topoldgica en lugar de tratar de
hallar desingularizaciones. Esta forma de generalizar las variedades fue primero instaurada
por Satake [20] en los anos 50 quien las llamé V-variedades considerandolas como espacios
topoldgicos que generalizaban las variedades diferenciales y procedié a generalizar el grupo
de Cohomologia de De Rham, las clases caracteristicas y el teorema de Gauss-Bonnet para
estos espacios. Posteriormente Kawasaki [16] demuestra una versiéon del teorema del indice
para V-variedades expresado como una suma en términos de puntos fijos. Al termino de los
anos 70, Thurston logra obtener la primera estructura de un invariante topolégico asociado
a una Orbidad, define el grupo fundamental para la Orbidad.

Como ya he mencionado, las ideas fisicas han jugado un importante papel en el desarrollo
reciente de la teoria de Orbidades y de sus invariantes topoldgicos. Los primeros logros en
esta direccion se obtuvieron después del trabajo de Dixon-Harvey-Vafa-Witten, quienes usan
béasicamente intuicién fisica para obtener invariantes topoldgicos como la caracteristica de
Euler, nimeros de Hodge y lograr entre otras cosas la primera idea de una cohomologia para
la Orbidad que se obtenia como cociente de la accién de un grupo finito sobre una variedad.
Empero, estos métodos no son los més indicados para trabajar y deducir los invariantes
topoldgicos para las Orbidades por cuanto sélo traducen algunas propiedades fisicas de las
Orbidades méas no permiten el estudio de una teoria cohomoldgica adecuada. Chen-Ruan [7]
definieron una estructura Cohomoldgica asociada a una Orbidad siguiendo las mismas ideas
usadas en la definicién de la cohomologia cuantica e introduciendo los llamados sectores tor-
cidos junto con la definicién de Orbidad de Inercia. Uno de los avances més interesantes en
esta nueva teoria cohomoldgica para la Orbidad es la obtencién de un nuevo objeto llamado
el Haz de Obstruccion.

Cuando tenemos una variedad topolégica en el sentido clédsico, lo que tenemos es un espacio
topoldgico donde algunas vecindades de puntos se comportan exactamente como espacios
R™, lo cual nos aporta mucha informacion. Pero aunque toda esta informacién se acople bien
cuando reunimos las vecindades, esto no quiere decir que la variedad completa también sea
un R”. Lo que podemos hacer es: dadas dos vecindades U y V' de la variedad que localmente
son R"™ intentar usar la informacién concentrada en U y en V para inducir una propiedad en
U U V. Ahora bien, en el caso de una Orbidad, la estructura local son cocientes de R™ por
la acciéon de un grupo finito. Tal grupo finito puede cambiar al movernos a otra vecindad,
lo cual complica atin mas la idea de observar propiedades globales de la Orbidad usando la
estructura local. El haz de obstruccién aparece dentro de los trabajos de Chen y Ruan como
la manera de medir la dificultad de inducir, partiendo de la informacién de dos vecindades,
propiedades de su unién. Este es un proceso que requiere de nuevas consideraciones. Por
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una parte, que cada vecindad provenga de una acciéon de un grupo finito sobre otro espacio
implica que la topoldgia de la vecindad tendra concentrada tanto la topoldgia del espacio
origen, como su interacciéon con el grupo que actiia. Por otra parte, ;cémo acoplar toda
esta informacion para poder observar propiedades globales de la Orbidad? El primer impace
se resuelve en parte gracias a la utilizacién de métodos de la topoldgia algebraica que son
llamados equivariantes, los cuales conjugan ambas cosas, tanto la acciéon de un grupo como
la topologia del espacio origen. Para el segundo en cambio, se necesita de nuevas ideas, por
ejemplo, como el haz de obstrucciéon de Chen y Ruan.

En virtud de las discusiones anteriores, este trabajo estara distribuido en cuatro partes. Una
parte incial de preliminares y recolecciones sobre algunos conceptos basicos de la teoria de
Orbidades y de haces vectoriales sobre Orbidades. Una segunda parte donde estudiaremos
la construccién de un anillo de K-teorfa sobre una Orbidad cociente [M/G] con M una va-
riedad casi compleja y compacta, y G serda un grupo de Lie compacto actuando de manera
casi libre sobre M. Una tercera parte donde se estudiara la generalizacién de la construccion
presentada en el capitulo II al contexto de K-teoria torcida equivariante. Un cuarto capitulo
donde se considera de manera bastante pragmatica la aplicacion de nuestras construcciones
a las algebras de Drinfeld torcidas D¥(G) donde es posible hallar relaciones no evidentes de
la K-teorfa torcida y las representaciones de D“(G) y se logra conectar la K-teoria torcida
Orbidad para dos grupos distintos, mostrando que bajo ciertas condiciones, estos anillos
resultan isomorfos. En particular, se logra mostrar la equivalencia de las K-teorias torcidas
Orbidad para un p-grupo no abeliano extra especial (p un nimero primo) y un p-abeliano
del mismo orden.

Al final, presento un apéndice donde reino muchos de las herramientas que podrian no ser
tan habituales en los textos clasicos de topologia y que en cierta medida utilizo para justificar
algunos de los procesos que desarrollo durante la escritura de este trabajo.



1 Orbidades

1.1. Generalidades

Este trabajo ronda en todos sus aspectos el concepto de Orbidad, su definicién y propiedades
son basicas para todos los resultados presentados en este escrito. Orbidad es el término en
espanol que he elegido como correspondiente para el concepto de Orbifold del inglés. Una
Orbidad es un espacio topoldgico modelado localmente como el cociente de una variedad di-
ferenciable por un grupo finito. La estructura de una Orbidad fue definida inicialmente por
Satake en [20] y posteriormente retomada en una definicién equivalente por Chen y Ruan en
[7] vy por Adem y Ruan en [2]. En este trabajo se considera la definicién tomada por estos
ultimos.

Como ya adelanté en la introducciéon una Orbidad puede ser presentada en muchos contex-
tos y con nociones de estructura relativamente diferentes, segin la propiedad que se desea
estudiar. En virtud de la amplia gama de posibilidades que hay para una Orbidad, es preciso
considerar una definiciéon que nos permita una presentacion adecuada para los resultados en
cuestién, por lo cual, el espiritu de este trabajo es considerar las Orbidades como genera-
lizaciones de variedades diferenciales y por tanto, este primer capitulo deseo dedicarlo a la
presentacion de algunos resultados que simplificaran el desarrollo y permitiran orientar al
lector sobre el objetivo central de este trabajo. Con lo anterior, es conveniente iniciar con
una discusion que nos lleve a la definicion de Orbidad.

La idea principal en la definicién de Orbidad es la idea de sistema uniformizante de dimensién
n: dado un espacio topolégico conexo U, un sistema —o atlas uniformizante n-dimensional
para U—, es una tripla (V,I',7) donde V' es una variedad diferenciable de dimensién n do-
tada con una acciéon de un grupo finito I' tal que 7 : V' — U es una funcién continua que
envia homeomorficamente el cociente V/T" sobre U. Dos sistemas uniformizantes (V;, 'y, )
y (Va,T9,m5) son isomorfos si existen un difeomorfismo ¢ : Vi — V5 y un isomorfismo
A Iy = Iy tal que ¢ es A-equivariante y m o ¢ = my. Dado i : U' — U un sub-
conjunto abierto conexo de U, y (V’/,T”,7’) un sistema uniformizante de U’, decimos que
(V' T',7’") es inducido desde (V,I',7) si existe un monomorfismo 7 : IV — T', tal que si
v € I es tal que y(x) = x para todo = € V' entonces, 7(y) = h es tal que h(y) = y
para todo y € V; ademads, debe existir una inmersién T-equivariante ¢ : V' — V tal que
ior’ =mop, el par (¢, 7): (V' T",7') — (V,T', ) es llamado una inyeccién. Dos inyecciones
(1,71) : VI, T, ) — (V,T,m) y (e, 7) = (V4,Th, ) — (V,T,m) se dicen isomorfas si

existen, un isomorfismo (¢, \) entre (V{, T, 7)) v (V4, Ty, 75), y un automorfismo (¢, \) de
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(V,T,7) tal que (¢, \) o (1, 71) = (2, 7) o (¢, ). De esta manera se tiene que para para
cualquier subconjunto abierto U’ de U, dado un sistema uniformizante de (V,T', 7) sobre U,
este define una clase de equivalencia de isomorfismos de sistemas uniformizantes de U’. Con
la discusion anterior se puede ahora formalizar la definicion de Orbidad:

Definicién 1.1.1. Un espacio topologico Haussdorf y segundo contable X es llamado una
Orbidad si para cada punto p € X existe una vecindad U, y un sistema uniformizante
(Vp,T'p,mp) de U, tal que para todo punto ¢ € U,, (V,,I'y,m,) v (V,, 'y, m,) son sistemas
equivalentes en ¢. Se notara por i la coleccién de tales sistemas uniformizantes para todos
los puntos de X. Un subconjunto U de X se dice uniformizado por (V,T',7) si para todo
p e U, (Vp,I',,m) y (V,I',m) son equivalentes. El espacio X dotado de la estructura de
Orbidad, serd notado X = (X,4) o si el contexto lo permite sin dar lugar a confusion,
simplemente se notarad como X.

Nota 1.1.1. 1. Observe que dada la acciéon de un grupo I' sobre un espacio topolédgico U,
siempre se tiene un subgrupo I'y de I" tal que para todo g € I'y y para todo p € U,
gp = p. Tal grupo es llamado el nicleo de la accién. Si el niicleo de la accion es trivial,
la accion es llamada efectiva. Una Orbidad X se llama efectiva si las acciones de las
cartas locales (U, I',, m,) para cada p € X, son efectivas. Esta nocién da lugar a la
definicién de Orbidad correspondiente a una V-variedad definida por Satake [20)].

2. No debe confundirse el grupo I';, de la definiciéon de un sistema uniformizante con el
grupo de isotropia o estabilizador de un punto p (ver Definicién 5.2.3). Sin embargo en
el contexto de este trabajo, se asume que se tiene una accién casi libre de un grupo de
Lie compacto G sobre una variedad compacta M, caso en el cual es posible hallar un
sistema uniformizante para el cociente M /G donde el grupo I', coincide con el grupo
estabilizador de un punto especifico en cada carta (cf. Ejemplo ).

3. En el mismo contexto del numeral anterior, es posible asumir que las cartas locales son
de la forma (R™,T', ¢) donde I' actua sobre R" via una representacién ortogonal. Con
esta observacion, una Orbidad puede ser considerada como un espacio topolégico que
localmente es el cociente de un espacio vectorial por la accién de un grupo finito de
matrices ortogonales.

Es posible que para una misma Orbidad X se presenten dos sistemas uniformizantes dis-
tintos. Al igual que con variedades diferenciales, se puede considerar la nocién de sistema
uniformizante maximal, con lo cual dos sistemas uniformizantes seran equivalentes si estan
contenidos en el mismo sistema uniformizante maximal.

Definicién 1.1.2. Dadas dos Orbidades X = (X, ) y 2 = (Y,¥), una aplicacién dife-
renciable f : X — Y se llama suave si para cada punto x € X existe una carta (U, T, ¢)
alrededor de x y una carta (V, H, ¢) al rededor de f(z) tal que f aplica ¢p(U) sobre p(V') de
tal manera que podemos levantar f a una aplicacién f : U — V con © f = fé. Similarmente,
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dos Orbidades X = (X, ) y 9 = (Y,V) son difeomorfas si existen dos aplicaciones suaves
f: X—=>Yyg:Y — Xtalesque fg=1xy gf = 1y.

Ejemplo 1. Considere GG un grupo de Lie compacto actuando sobre una variedad compacta
M, de manera que la accion sea casi libre. Recuerde que una accion casi libre se refiere a una
accion donde todos los grupos estabilizadores son finitos. Para cada m € M, consideramos
G, €l grupo estabilizador de m. Como se asume que la accion es localmente diferenciable,
pues proviene de un grupo de Lie, existe una rebanada U,, de m la cual es GG,,-equivariante. El
sistema U = {(Upn, G, Tm) mens, donde m,, : Uy, — U, /G, es la proyeccién natural, forma
un sistema uniformizante de X = M/G, por lo cual la Orbidad se denota [M/G] = (X, )
y se llama Orbidad cociente. Cuando el grupo G es finito, su acciéon es en particular casi
libre. En este caso la estructura de Orbidad inducida se llama un cociente global. Con estos
criterios, es posible hallar interesantes ejemplos, de los cuales he seleccionado dos de facil
presentacion:

= Considere M una variedad compacta. Consideramos el grupo de simetrias en n letras
S, actuando sobre el producto cartesiano M™ por permutacion de las coordenadas.
Los puntos de M™ tendran grupo estabilizador acorde a cuantas coordenadas se repi-
ten en el producto cartesiano. Como el grupo S, es finito, el cociente [M"/S,] tiene
una estructura de cociente global, la cual es no trivial pues algunos puntos tienen
estabilizador diferente del grupo trivial.

» Considere la variedad compacta S*"*! = {(zq, ..., z,) € C"™| Y, |z|* = 1}. Considere

la accién del grupo de Lie compacto S! sobre S?**1 dada por:
AMzoy ey 2n) = (A20, ..., A" 2y)

donde ay, ..., a, son nimeros enteros primos relativos. Observe que, el estabilizador de
los puntos {(0,...,0,z;,0,...,0) € S*T1} = Sl para esta accién es {1,7, -+ ,y% 1}
Este es un primer ejemplo de una accion casi libre, cuyo cociente adquiere una es-
tructura de Orbidad sin ser un cociente global. El cociente topoldgico S?"™1/S! es
habitualmente llamado espacio proyectivo con pesos y notado WP(aq, ..., a,).

1.2. Cohomologia de Chen-Ruan

Este capitulo presenta construcciones fundamentales para los resultados consignados en es-
te trabajo. Sin embargo la ideas que han inspirado estas construcciones no son totalmente
nuevas, de hecho para algunos campos como la fisica los procedimientos y técnicas utilizadas
aqui son bastante naturales. Particularmente, el resultado clave del siguiente capitulo, la
definicién de un producto fibrado en K-teorfa de una Orbidad, es semejante a los trabajos de
Chen y Ruan en [7] y de Adem y Ruan en [2]. Sin embargo la manera como son retomadas
las ideas, permite mostrar algunos ejemplos que ilustran los resultados y que abren la puerta
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al tercer capitulo donde podremos comparar resultados consignados en [3] con los incluidos
aqui y establecer las correspondientes relaciones entre un planteamiento y otro. Para moti-
var la naturaleza de las ideas utilizadas en esta investigacion, deseo presentar con una breve
exposicién de los resultados de [7], y se introducen algunas ideas de interés en los desarrollos
que seguiran, tales como los sectores torcidos y los k-multi sectores. De manera especifica,
se desea mostrar el espiritu de la definiciéon de un producto en K-teoria de una Orbidad, que
aparecera como contraparte de la definicion cohomoldgica presentada en esta seccion.

En toda esta seccién se toma como referencia el trabajo de Chen y Ruan en [7] aunque tam-
bién es posible consultar [1] para obtener una exposicién muy amplia del mismo desarrollo.
Sea X una Orbidad compacta con (V,,Gp, m,) un sistema uniformizante para cada p € X.
Se define el k-multi sector de X, denotandolo X}, como el conjunto:

{(p.(@)lpe X;g=(g1,...,9r) € Gp x--- X G}

donde (g) denota la clase de conjugacién tal que (g1, ..., gx) = (h1,..., hg) si existe g € G,
tal que gg;g~' = h; para cadai =1,...,k.

Proposicién 1.2.1 (Lema 4.1.1 en ([7])). El conjunto Xy, tiene una estructura de Orbidad
dada por:

{mpg: (V7,C(g) = V,7/C(g)}

donde Vg = Vi N ... NV, C(g) es el centralizador de g en G, para g € G, y C(g) =
Clgr) NN Clgr)-

Demostracién: Primero se identifica un punto (¢, (h)) € X con un punto en Uy, g))ex,} ViE/C(8)-
Dado un punto ¢ € U, elegimos un punto y € V,, tal que m,(y) = ¢. Con la eleccién anterior
se obtiene un monomorfismo asociado A, : Gy — G,,. Si se toma ademés un elemento h como
representante de la clase (h) y se define entonces g = A, (h) tal que y € V8. Se obtiene de
esta manera una aplicacién 0 : (¢, (h)) — (y,8).

Si se cambia el representante h por algin h’ = e 'ha con a € G, entonces de la misma
forma se cambia g por g’ = \,(h') = A\, (¢ 'ha) = \,(a) 'g)\,(a) y también la asignacién
0: (g0 'ha) = (3, \,(a) ‘g, a).

Si se cambia el elemento y € V, por algin otro y' € V,, tal que existe b € G, con y' = by,
entonces A,y = bA\,b~! y se obtiene una identificacién distinta de G, como subgrupo de
G,. En este caso la asignacién estd dada por 6 : (q,8) — (v/,bgb™'). En el caso de que
g = bgb™!, entonces b € C(g). Con lo anterior se ha construido una aplicacién de X}, a
Ui (e)exiyVy/C(8)-

Se elige sobre X}, la topologfa que hace a los V#/C(g) abiertos y se uniformizan con
(V&,C(g),m), (m, la proyeccion natural). Sélo resta mostrar que todos estos sistemas uni-
formizantes forman una estructura de Orbidad sobre Xj. Considere » € Vg/C(g) y un
representante ' € V. Sean B, una vecindad suficientemente pequena de 2’y H, el grupo
de isotropfa de 2’ en C(g). Se toma m,(2’) = ¢, y se considera el monomorfismo inducido
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Ao : Ty — T, Defina h = X' (g). Entonces H, = \,/(C(h)) y se puede entonces identificar
B, con V' /C(h) lo cual muestra que esta es una estructura de Orbidad sobre X;.0J

Es posible ahora identificar las componentes conexas de cada k-multi sector X, usando la
clase de conjugaciéon de monomorfismos m,, : G, — G}, descritos en la condicién de pegado
para cada ¢ € U,. Se define una relaciéon de equivalencia entre las clases de conjugacion
(8)a, ~ (mp(g))a, v se considera T}, el conjunto de todas las clases de equivalencia. En
general se puede escribir (g) para referirse a un elemento del conjunto Tj. Entonces X}, se
puede expresar con la unién de componentes conexas:

Xe= || X@
(8)ETk
donde
X =1{(p,(&)e,)(&)c, € (8)}-
En particular, cuando & = 1, cada componente conexa X, es llamado sector torcido de X;
si g es un elemento diferente de la identidad. Se puede definir ademads el conjunto

T = {(g) € Tx|lg = (g1, . .. gr) satisface g, --- g = 1},

con lo cual
Xl(c) = |_| X(g)-
(8)€Ty
Ahora bien, sea p € X y suponga una estructura casi compleja J sobre X. La estructura
casi compleja J induce una representacién p, : G, — GL,(C), donde n = dimc X . Para cada
g € G,, se considera p,(g) como la matrix diagonal:

i2mmy g i2wmn, g

diag(le ™ ,...,e ™ ),

donde my es el orden de p,(g). Una tal matrix sélo depende de la clase de conjugacion (g)q
por lo cual es posible definir una funcion d : X; — Q dada por:

p?

n

d(p,(9)a,) = Y

i=1

m; g
my
Proposicién 1.2.2 (Lema 3.2.1 en ([7])). La funcion d : X — Q es localmente constante.

El valor de la funcién sera notado como dg) y es un nimero entero cuando p,(g) € SL,(C).

Definicién 1.2.1. Los grupos de cohomologia de Orbidad de X son:

Hk: (X): @ Hk—2d(9)<X(g))

orb
(9)€Th

donde cada H*(X(4)) es la cohomologia singular de X(, con coeficientes en R, la cual es
isomorfa al grupo de cohomologia de de Rham.
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Por lo anterior, es posible considerar las clases de cohomologia como clases de formas diferen-
ciales sobre X (4. Una forma diferencial w sobre una Orbidad U con sistema uniformizante
(V,G,7), es una forma w G-equivariante. Se define la integraciéon de w sobre U como:

/orbw._i/w
v Gl v

En general, si X es una Orbidad con un sistema uniformizante {(V,,Gp, )}, entonces se
considera una particién de la unidad subordinada al cubrimiento {U;} y se define la integral

orb orb
/ w = / w.
X U;

Considere la aplicacién C* I : X5 — X(,-1) definida por (p, (¢)) — (p, (¢™")) la cual es un

de la forma w como:

automorfismo de X; en si mismo.

Proposicién 1.2.3 (Proposicién 3.3.1 en ([7])). Para todo 0 < k < 2n el par (,>£“2} ;
HE—2d() (X(g)) X H2n_k_2d(9‘1>(X(971)) definido por:

orb
@8 = [ anr),

X(g)

es no degenerado.

1.2.1. Orbidades 2-dimensionales reducidas

Una Orbidad 2-dimensional cerrada y reducida es una estructura que consta de los siguientes
datos: Una superficie de Riemann 3 con estructura compleja J y un conjunto finito de puntos
distintos z = (21,. .. 2x) sobre 3, cada uno con multiplicidad m; > 2, tal que la estructura
de Orbidad en el punto z; esté dada por la cubierta ramificada z — 2z™. Una aplicaciéon
7 de clase C*° entre dos Orbidades 2-dimensionales cerradas y reducidas es llamada un
cubrimiento de Orbidades si los levantamientos locales de 7 son o bien difeomorfismos o bien
cubiertas ramificadas. Es posible mostrar que existe un cubrimiento de Orbidades universal
cuyo grupo de transformaciones de Deck es definido como el grupo fundamental de la Orbidad
y es notado 7¢"*(¥). Para cada subgrupo I' C 7¢"*(2) es posible hallar un cubrimiento de
Orbidades 7 : ¥ — ¥ tal que 7 induce un monomorfismo 7¢"*(%) — 7¢"*(X) con imagen
el subgrupo I'. El grupo fundamental de (X%,z, (m4,...,m;)) una Orbidad 2-dimensional

cerrada y reducida tiene la representacién:
Wfrb(Z) = {.I'i, Yi, >\]77/ = 1, e ,g,j = 1, ey k’l H,L .Z'Zyz.%;ly;l Hj )\J = 1, )\;’n] = 1}

donde ¢ es el género de Y. Considere la esfera de Riemann S? con tres puntos marcados
z = (0,1,00). Tome (g) € T¥ representado por g = (g1, g2, g3) tal que el orden de g; es
m; para cada ¢ = 1,2,3. Se determina una estructura de Orbidad 2-dimensional cerrada y
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reducida sobre S? poniendo (my,ms, m3) como las multiplicidades de z. Entonces el grupo
7o (S?) tiene la forma:

ﬂ_frb(82) = {)\17 )\27)\3’)\?% = 1, )\1)\2)\3 = 1}

y cada generador \; puede ser representado geometricamente como un lazo rodeando el
punto marcado z;. Ahora por cada punto (p,(g)s,) € X(g) se escoge una representacion
g = (g1, 92, 93) de (8)c,, la cual define un homomorfismo p,g : 7™(S?) — G,, enviando A; a
g;. Considere H C G, la imagen de p, . Existe una Orbidad 2-dimensional reducida ¥ y un
cubrimiento de Orbidades 7 : ¥ — S? induciendo la siguiente sucesién exacta:

1 —m(8) = 79%S%) - H — 1.

El grupo H actia sobre Y como el grupo de transformaciones de Deck cuya finitud implica
que ¥ es cerrada. Con lo anterior, se ha obtenido un sistema uniformizante (X, H, 7) sobre
(S?,z, (my1, ma, m3)) que depende de (p, g) pero que es localmente constante.

Sobre la carta local (V8 C(g)) de X(g), se considera el haz Eg) definido como:

(H'(2) @ TV,)" x VF = VE,

donde (H'(X) ® TV,)" es el espacio invariante por la accién de H. Considere la accién del
grupo C(g) sobre H'(X) ® TV}, que es trivial en el primer factor y la usual sobre TV,
Esta accién del grupo C(g) conmuta con la accién de H, luego (H'(X) @ TV,)" es un
espacio invariante para el grupo C(g). Luego tenemos un haz Eg) sobre X(g) que es C(g)-
equivariante.

Definicién 1.2.2. Para o, 8,7 € H} ,(X), considere la funcién de tres puntos:

orb
<Oé, ﬁv 7>orb == Z /X €>{C¥ A 6;5 A 6;’}/ A €<E(g))7
( (&)

g)eTy

donde e; : X(g) — X(y,) es la aplicacién (p, (g)g,) — (0, (9i)q,) paracadai = 1,2,3y e(Eg))
denota la clase de Euler del haz Eg. Esta funcién determina un producto en H} ,(X) [1].

1.3. Grupoides

La inclusion de grupoides en esta seccion tiene el proposito de generalizar, en cierta manera,
las Orbidades dentro del contexto de estructuras muy ricas en cuanto a resultados y gene-
ralidad de conceptos. Como cuando se tienen acciones de grupos, los grupoides generalizan
las ideas de orbita de la accion y de grupo de isotropia de un elemento. Sin embargo su es-
tructura tedrica es bastante mas general y las construcciones evaden algunos problemas del
trabajo con acciones de grupo, en particular cuando el grupo es no abeliano. La referencia
para esta seccién es [1].

Un grupoide topoldgico es una estructura & que consiste de un espacio Gy de objetos y un
espacio GG1 de flechas, dotado con cinco morfismos estructurales:
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= Una aplicacion s : G; — Gg, que asigna a cada flecha g € G su origen.

= Una aplicacion t : G — G, que asigna a cada flecha g € G su llegada. Asi para dos
objetos z,y € Gy, se escribe 2 2 y para decir que ¢ es un elemento en G; con s(g) ==z

y t(g) =v.

» La aplicacién de composicién m : Gy x G; — Gy. Si g,h € Gy, con s(h) = t(g), es
posible componer a h y ¢ pidiendo que s(hg) = s(g) y t(hg) = t(h). La aplicacién
composicién define entonces un producto asociativo sobre el conjunto:

G1° X Gy ={(h,9) € Gy x Gy : s(h) =t(g9)}.

= Existe una aplicacion identidad u : Gy — (G la cual es una unidad para la composicion.
Esto quiere decir que su(z) = x = tu(z) y que gu(z) = g = u(y)g para todo z,y € Gy
yg:ixr—y.

» Una aplicacién inversa i : G; — G escrita como i(g) = g~*. Entonces, si g : & — y se
tiene que =" 1y — xy g9 = u(x), g9~ = u(y).

Definicién 1.3.1. Un grupoide de Lie es un grupoide topolégico & donde Gy, Gy son va-
riedades diferenciables y las aplicaciones s,t, m,u, ¢ son diferenciables. Adicionalmente, las
aplicaciones s,t deben ser submersiones sobreyectivas.

Ejemplo 2. Suponga que tenemos un grupo de Lie G actuando sobre una variedad diferen-
ciable M. Dada la accién, podemos defnir un grupoide de Lie asociado G x M considerando
(GxM)y=My (Gx M), =G x M, cons:Gx M— M la proyeccién en la segunda
componente y t : G x M — M es la accion. La aplicacion de composicion es definida a partir
de la multiplicacion en el grupo G. Note que si M se reduce a un punto, es posible ver el
grupo de Lie G como un grupoide de Lie.

Dado un punto x € G en un grupoide de Lie &, se puede considerar el conjunto de todas
las flechas en GG; que parten de = y terminan en z. Este conjunto es un grupo de Lie notado
por G, y es llamado el grupo de isotropia de x. Se considera también el conjunto ts—!(x)
la llegada de todas las flechas en GG; que parten de x llamado la 6rbita de x. El conjunto
de todas las dérbitas de elementos en Gy es notado con |G| y a su vez el grupoide G x M es
llamado una representacién grupoide de |G x M]|.

Definicién 1.3.2. Sea & un grupoide de Lie.

= & es propio si (s,t) : G — Gy X Gg es una aplicacién propia, esto es, si la imagenes
inversas de conjuntos compactos son compactas.

= & es llamado un grupoide de foliacién si cada grupo de isotropia G, es discreto.

s & es étale si s, t son difeomorfismos locales.
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Proposicién 1.3.1. Si el grupoide de Lie & es de foliacion y propio, entonces todos los
grupos de isotropia G, para x € Gy son finitos.

Si se tiene un grupoide étale &, dado x € Gy, existe una vecindad suficientemente pequena
U, de x en la cual G, actua de la siguiente manera: dado g € G, considere ¢ : U, — V,
la inversa local de la aplicacién s. Es posible asumir también que la aplicacion t envia V
difeomorficamente sobre U,. Se define entonces el difeomorfismo g : U, — U, como la
aplicacién § = t¢. Se tiene entonces una aplicacién G, — Dif f(U,).

Definicién 1.3.3. Un grupoide orbidad es grupoide de Lie que es propio y étale.

Note que en el caso de una Orbidad cociente [M/G], es posible considerar muchas estructuras
equivalentes de Orbidad sobre el mismo espacio M /G, lo cual da lugar a varias representa-
ciones grupoides &. Por lo anterior, es necesario considerar las aplicaciones entre estructuras
grupoides, con el fin de determinar cuando son equivalentes como representaciones grupoides
del mismo espacio.

Definicién 1.3.4. Sean & y $ dos grupoides de Lie. Un homomorfismo ¢ : $§ — & consiste
de dos aplicaciones ¢g : Hy — Gy y ¢1 : Hi — G las cuales conmutan con todos los
morfismos de estructura de ambos grupoides.

Dado el grupoide Orbidad &, un G-espacio es una variedad F equipada con dos aplicaciones
m: E — Gy y una accién p : Gy Xg, E — E definida sobre las parejas (g,e) tales que
7(e) = s(g), de manera que la accién es definida como: u(g, e) = ge.

Ejemplo 3. Considere un grupoide &. Se define el conjunto |&*| := {(z, (g1, ..., 9x)c, )|z €
|8, g; € G,}. Ahora tome el espacio:

Se = {(g1,- -, 91)19: € G1,5(91) = t(g1) = 5(g2) = t(g2) = - - = s(gk) = t(g)}-

Este espacio es una variedad diferenciable. Se define entonces la aplicacién B : Sk — G
por

Prlgus -+ gx) = s(g1) = tgr) = s(92) = t(g2) = -~ = s(gk) = tgr)-
Luego se considera la accién definida para cada h € G como la aplicacién h : 3, (s(h)) —
B 1 (t(h)) tal que
h(gl7 A 7gk) - (hglh_17 ctt h)gkh_:l)'

Con esta accién el espacio S§ es un -espacio, luego podemos formar el grupoide & x S%
cuyo espacio de orbitas es el espacio |&*|.
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1.3.1. Haces vectoriales Orbidad sobre Orbidades y grupoides

Dada una Orbidad X = (X, 4l), es posible comparar su estructura con la estructura de una
variedad diferenciable. Particularmente, la manera como se pegan las cartas locales del atlas
uniformizante 1. Por ejemplo dadas las cartas (U, G, 7)) y (V, H, p) de un punto = € UNV. Al
rededor de  podemos hallar una tercera carta (W, K, i) y dos inyecciones A1, A de esta carta
en las otras dos respectivamente, tal que W C U N V. Estas inyecciones pueden ser usadas
para obtener un difeomorfismo A A7t : Ao(W) — Ao (W). Con lo anterior, podemos proceder
a pegar los cocientes de las cartas de acuerdo a la relacién 7(%) ~ p(0) si \pA] ' (4) = © para
definir el espacio:
y= || @/6)/~.

(f],G,ﬂ)E}J

Naturalmente, tenemos un homeomorfismo ® : ¥ — X. Con esta misma idea podemos
construir un haz tangente para la Orbidad X. Sobre cada carta (U , G, m) podemos considerar
el haz tangente TU. Si la accién de G sobre U se supone diferenciable -como es el caso de las
acciones de grupos de Lie sobre variedades-, entonces esto induce una accién diferenciable
sobre TU, dada por g(@i,v) = (gii, Dya(v)) para cada elemento (@,v) € TU. De hecho,
la proyeccion p : T U — U es equivariante, por lo cual se obtiene una aplicacién proyeccion
p:TU /G — U al componer con 7. Ahora, si x = (%), las fibras son homeomorfas a cocientes
de la forma T;U /G, donde G, es el grupo de isotropia de la accién de G sobre Z. Es posible
suponer que localmente se tienen cartas de la forma (R", G, ), donde G’ C GL,(R). Ahora
siguiendo el proceso discutido para una Orbidad, podemos construir una Orbidad con cartas
locales de la forma (TU, G, p) sobre TU = TU /G para cada carta (U, G, 7) € 4. Notamos
el espacio resultante de la identificaciéon por TX = I_l(U,G,Tr)ELl(Tﬁ/G)/ ~. Este espacio no
es un haz vectorial en el sentido usual de variedades diferenciables, pero puede considerarse
como su analogo en Orbidades. Puede llamarse entonces, un haz vectorial tangente de una
Orbidad y notarlo por TX = (T'X,T), con T8 = {(TU, G.p)}.Gmyeu- Este es un caso
particular de una clase de objetos generalizan la idea de haz vectorial para un Orbidad, y
que se conviene en llamar haces vectoriales Orbidad.

Por propositos practicos se acostumbra a introducir este tipo de objetos de manera més
amplia y considerarlos dentro del lenguaje de grupoides.

Definicién 1.3.5. Un &-haz vectorial sobre un grupoide Orbidad & es un &-espacio E tal
que 7 : E — Gy es un haz vectorial y tal que cada flecha ¢ : * — y induce un isomorfismo
lineal en las fibras g : £, — F),. Particularmente, cada F, induce una representacién lineal
del grupo de isotropia G, para cada x € Gj.

Cada ®-haz vectorial induce un grupoide € = & x E y considerando la proyeccién natural
g : € — &, se obtiene el andlogo de un haz vectorial en términos de grupoides, donde
la proyeccién inducida mg : [€] — |&| induce la estructura de haz vectorial Orbidad, de
manera que ﬂl;;I(w) =FE,/G,.
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Ejemplo 4. = Suponga GG un grupo de Lie actuando diferencial, propia y casi libremente
sobre una variedad M, y sea F un G-haz vectorial. El espacio F/G admite una estruc-
tura de Orbidad cociente de manera tal que p : E/G — M /G tiene estructura de haz
vectorial Orbidad. En el otro sentido, si p : F' — M/G es un haz vectorial Orbidad,
entonces p*F' es un G-haz vectorial sobre M. Ahora, la accién de G sobre M induce
una estructura grupoide de Lie G x M y desde la definicién de un G-haz vectorial, se
tiene que un haz vectorial equivariante es naturalmente un G x M-haz vectorial.

= Suponga que en el ejemplo anterior M = %, es decir, que nos reducimos al caso de
un punto. Considere el grupoide que se genera el cual puede denotarse *“. Un x%-haz
vectorial es entonces una representacion de G.

1.4. K-teoria de una Orbidad

Definicién 1.4.1. Sea & un grupoide Orbidad tal que |&| es un espacio compacto. Se define
Kop(®) como el anillo de Grothendieck de clases de isomorfismo de &-haces vectoriales
sobre &. Para una Orbidad X, se toma & una representacién grupoide y se define K,,,(X) =

Korb(qs)‘

Ahora si se tiene un morfismo F : $) — &, es posible definir un pullback de los haces vecto-
riales Orbidad sobre & a haces vectoriales Orbidad sobre $. De hecho, dado un tal morfismo
esto induce una aplicacién de anillos: F* : Ky (&) — Ko (9).

Ejemplo 5. Considere GG un grupo de Lie compacto actuando de manera casi libre sobre una
variedad compacta M. Como ya noté antes, esto induce una estructura de grupoide de Lie
asociada G x M, donde los haces vectoriales Orbidad son haces vectoriales G-equivariantes

sobre M. Es decir, se tiene una identificacion de K,.,(G x M) := K, ([M/G]) = Ka(M).

1.4.1. Foérmula de descomposicion para K-teoria

Considere ahora el caso especifico de la Orbidad cociente [M /G|, donde M es una variedad
compacta y GG es un grupo de Lie actuando de manera casi libre sobre M. En este caso es
conveniente presentar una férmula de descomposicion para la K-teoria de Orbidad, la cual se
basa en la existencia de un caracter de Chern equivariante, y que fue demostrada por Adem
y Ruan en [2]. La férmula es presentada en la siguiente Proposicién (ver [2] Teorema 5.1):

Proposicion 1.4.1. Sea G un grupo de Lie compacto, actuando sobre una variedad com-
pacta M de manera casi libre. Existe un caracter de Chern equivariante el cual define un
isomorfismo racional de anillos:

Koo ([M/G) =g T [H*(M€) Ca(C)) @ Q(¢ep)] o
(@)
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donde (C) wvaria sobre todas las clases de conjugacion de subgrupos ciclicos de G, (c| es
una raiz primitiva de la unidad y We(C) = Ng(C)/Ca(C) -para Ng(C) el normalizador,

Cs(C) el centralizador de C' en G-, es necesariamente un grupo finito.

Corolario 1.4.2. Sea G un grupo de Lie compacto, actuando sobre una variedad compacta
M de manera casi libre. Existe una descomposicion aditiva:

Ko([M/G]) ® Q = Ko(M) @ Q= P K(M?/Calg)) ® Q.
(9)



2 Definicion de un Producto Fibrado

2.1. Introduccion

En vista de las construcciones presentadas en el capitulo anterior para llegar a la definicién
de la cohomologia de Chen-Ruan para una Orbidad, se desea presentar las construcciones
dentro del contexto de K-teoria equivarariante que permitan obtener una estructura similar
para la Orbidad. Intuitivamente, las construcciones en K-teoria son mas interesantes que
las construcciones en cohomologia, debido en parte a que las construcciones cohomoldgicas
presentadas en el Capitulo 1 utilizan coeficientes en un cuerpo sin torsion, mientras que
las construcciones en K-teoria aparecen con coeficientes enteros. Lo anterior implica que la
K-teoria no puede ingnorar la torsiéon que puede aparecer, mientras que las construcciones
cohomoldgicas pierden toda esa torsiéon, la cual puede representar una importante suma de
informacion topoldgica de la Orbidad. Lo anterior permite suponer que es la K-teoria, y
no la cohomologia, el contexto natural para intentar obtener la informacién topolégica de la
Orbidad. Ahora bien, teniendo en cuenta la relacién clasica entre cohomologia y K-teoria —via
el caracter de Chern—, la informéaciéon concentrada en la cohomologia puede ser recuperada
con la K-teoria. Esto implica que las construcciones en el lado de la K-teoria para una
Orbidad deben estar presentadas en forma dual a las de la cohomologia de Chen-Ruan, lo
cual permitiria de forma natural —via algun tipo de caracter de Chern adecuado— recuperar
la informacién dada por la construccion cohomoldgica pero para las Orbidades. Esto no es
muy simple desde el punto de vista topolégico puesto que en general cuando se tiene una
estructura de Orbidad X, las cartas abiertas locales en cada punto sélo son compatibles de
acuerdo a la accion local de los grupos en cada carta, pero al pensar las cartas abiertas como
sub-estructuras topoldgicas, no necesariamente podremos definir, de la misma manera que
para una variedad, una K-teoria para la uniéon. Cuando tenemos una variedad clasica, el que
dos subvariedades se intersecten transversalmente implica que podemos pegar la informacién
contenida en cada una de ellas para obtener informacion global de la variedad. En particular
este es el requisito que ponemos a las cartas locales de la variedad para tener la estructura de
variedad. En el caso de una Orbidad, esto genera un problema de obstrucciéon que se muestra
en la necesidad de construir haces que concentren ese posible defecto de la estructura de
Orbidad, generado por la no trasversalidad de las cartas.
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2.2. El Producto Fibrado

A partir de este momento, la presentacion estara enmarcada dentro del contexto equivarian-
te determinado por una acciéon de un grupo de Lie compacto actuando sobre una variedad
compacta M dotada con una estructura casi compleja. El objetivo es definir una estructura
de K-teoria para [M/G], la Orbidad obtenida por la accién de G sobre M. Como se dijo
antes, las definiciones y construcciones en la parte K-teorética deben ser duales a las defi-
niciones cohomoldgicas y por lo tanto, es esperado que una tal relacién se mantenga en el
contexto de las Orbidades. Por lo anterior, algunas de las construcciones son andlogas a las
presentadas por Chen y Ruan en [7] y reescritas en el capitulo anterior. Un inicio intuitivo
podria ser construir pequenos grupos de K-teoria sobre cada sector torcido de la Orbidad,
para luego, en analogia con las construcciones de [7], lograr definir un producto sobre la
suma directa de estos grupos de forma que el resultante grupo sea ademas un anillo gracias
al producto definido. Lamentablemente, la mejor alternativa no es simular las construcciones
cohomoldgicas al pie de la letra, pues las consideraciones para el trabajo con haces vectoriales
son bastante mas dificiles que en la contraparte cohomolégica donde las formas diferenciales
son una herramienta muy provechosa. Sin embargo, la idea es la misma, definir una estruc-
tura de K-teoria a partir de grupos de K-teoria maés simples y luego definir un producto
que convierta la suma directa de esos grupos en un anillo. Naturalmente, para mantener
la relacién clasica entre K-teoria y cohomologia, serd necesario que las estructuras al final
estén relacionadas por dualidad.

Considere el siguiente espacio vectorial:

orb M/G @KC Mg

donde C' es un conjunto de representantes de las clases de conjugacién de los elementos
g € G para los cuales el conjunto Stab(g) := {x € M|gx = x} es no vacio (ver Apéndice
A ecuacién 5.1) y C(g) denota el centralizador de g en G. El objetivo de este Capitulo es
dotar este espacio vectorial de un producto asociativo que lo convierta en una estructura
de anillo. Se podria elegir una definicién del producto que sea intuitivamente mas sencilla,
simplemente definiendo el producto de dos haces en este espacio vectorial por el producto
tensorial usual, pero es notado, en virtud de la cohomologia para Orbidades definida por
Chen y Ruan que una definicién como esa no es la mas indicada para la contraparte de K-
teorfa. Como se noté en la introduccién de este capitulo, observe que dos subvariedades' M"
y MY para cualesquiera h, g € GG no siempre se intersectan transversalmente, lo cual genera
un problema de obstruccion en los haces. Por esta razon, para definir un producto adecuado
y que corresponda por analogia —en principio— con la contraparte cohomolégica de la teoria
de Orbidades definida por Chen y Ruan, es necesario adicionar un factor de correccion

'Note que los puntos fijos de un elemento son subvariedades de M gracias a la compacidad del grupo G y
de la variedad M.
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topoldgica dentro del producto. Se presentan entonces algunos resultados de interés para los
desarrollos posteriores.

2.2.1. Algunas anotaciones sobre grupos de Lie

Sea G' un grupo de Lie compacto. Dados K, H subgrupos cerrados de GG, note que H actia
sobre el espacio GG, mediante la accién natural (h,a) — ah, para h € H y a € G. A su vez,
observe que K actia sobre el espacio G/H, mediante la accién natural (k,aH) — kaH, para
ke KyaH € G/H. Como G es compacto, el espacio G/H es un espacio compacto. En
virtud del Lema 5.2.2 demostrado en el Apéndice A, existe sélo un numero finito de tipos
de 6rbita para la accién de K en G/H. Por lo anterior, el espacio de érbitas K\G/H es la
union de tipos de orbita (G/H) ;) con K; C K, cada uno de los cuales es la unién de un
numero finito de componentes conexas. Por lo anterior, se puede suponer que el espacio de
6rbitas K\G/H es una suma finita de componentes U*_,U;, de tal manera que a;H € G/H
es un elemento en la componente conexa Uj siy sélo si K, pertenece al tipo de 6rbita donde
vive la componente conexa. Habitualmente el espacio K\G/H es llamado el cociente doble
de G por los grupos H y K.

Proposicién 2.2.1 ([19], Lema 2.2). Sea G un grupo de Lie compacto y H un subgrupo
cerrado de G y para cada elemento g € G, sea (G/H)? el espacio de puntos fijos de la accion
de g sobre G/H. Un elemento aH € G/H vive en (G/H)Y si y sélo sia 'ga € H. Sia1H y
asH wiven en la misma componente conexa de (G/H)?, entonces, ayH = xasH para algin

z € C(g).

Ahora bien, para H un subgrupo cerrado de G, dado M un G- espacio, este espacio natural-
mente tiene una H accion via la restriccion a la accion de los elementos de H, la cual induce
una aplicacién

Rest : Kg(M) — Ky(M),

tal que a cada G-haz vectorial, se le asocia el mismo haz vectorial pero con la accién de
G restringida a los elementos de H. Analogamente, dado un H-haz vectorial E sobre un
H-espacio M, se puede definir el G-haz:

GopFE,

de manera andloga a la definicién del G-espacio de la ecuacién (5.2) en el Apéndice A (cf.
[21] Capitulo I). Este G-haz define entonces una aplicacién

Ind$; . Ky(M) — Kg(M).

Las aplicaciones Rest$ e Ind$, definidas arriba satisfacen algunas propiedades que serdn de
algin interés en los desarrollos posteriores, para una exposiciéon completa de estos topicos se
sugiere remitirse a [22, 13, 19].
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Teorema 2.2.2. St K C H C G, entonces las aplicaciones restriccion e induccion satisfacen:

Ind$ Ind (V) =2 IndS(V)

Restf RestS (W) =2 ResS (W)
para todo K-haz vectorial V' y G-haz vectorial W.

Teorema 2.2.3 (Reciprocidad de Frobenius). Sea G un de Lie compacto y H, K dos subgru-
pos cerrados de G. Para V. un H-haz vectorial y W un K-haz vectorial se tiene la siguiente
formula:

Ind$(V @ RestS(IndS-(W))) = Ind$ (V) @ IndS(W) (2.1)

Para mayor simplicidad en las férmulas las aplicaciones Rest$ e Ind$ se notardn respec-
tivamente R% e IS. Considere f : M — N una aplicacién continua G-equivariante entre
G-espacios. Esta funcién define homomorfismos de pullback de G-haces vectoriales:

f* : Kg(N) — Kg(M)
y pushforward de G-haces vectoriales:

Lema 2.2.4. Los siguientes diagramas son conmutativos:
RG RS
Ke(N) = Kpu(N) Kq(N) = Ku(N)
fl L ol LS. (2.2)

G G
R R,

Kao(M) = Kg(M) Ke(M) — Kg(M)

Ke(N) B Ky(N)  Ke(N) B Kn(V)
£l L £l L (2.3)
Jist Jist

Kao(M) & Ky(M) Kao(M) & Kgy(M)

2.2.2. Construccion del producto

Considere el espacio vectorial:

Kon([M/G]) = @D Kcg) (M?) (2.4)

gGC

donde C' es el conjunto de representantes de las clases de conjugacién de los elementos g € G
tales que el conjunto Stab(g) := {z € M|gx = x} es no vacio (ver Apéndice A, ecuacién
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(5.1)) v C(g) denota el centralizador de g en G. Para cada par de elementos ¢g,h € G
considere las inclusiones

g MI" = MINM" — M9 e, : M9" = M9 M" — M"

egn : MO = M9 M" — M.

Las dos primeras aplicaciones inducen pullback en K-teoria equivariante, particularmente
ef: Ky(M9) — Ky(M9") y ep : Ky(M") — Ky (M%"), donde H es un subgrupo cerrado de
C(g)NC(h). Por otra parte, la aplicacién ey, induce el pushforward en K-teoria equivariante
(egn)s : Kg(MI") — Kg(M9").

Note que el centralizador de un elemento g € GG es siempre un subgrupo cerrado de GG. Como
G es un grupo compacto de Lie, C'(g) es también un grupo compacto de Lie. Dadas las
inclusiones de grupos de Lie:

ig : C(g)NC(h) = C(g),in: C(g) NC(h) = C(h) eig, : C(g) NC(h) = C(gh)
se generan las aplicaciones:

clo) . C(h
R ot Kew(M?) = Kogyncg)(M?), Reg

. h h
o  Kem(M™) = Komneg) (M")

c(gh) . n n
Loiynom - Kemnog) (M) = Kegn (M)

en K-teorfa equivariante. Con estas aplicaciones a la mano, se define para cada o € K¢(g) (M)
y B € Koy (M") el producto:

C C C
% B 1= (egn) I o (Re o cim (€5(0)) ® Ro o (€n(8) © Ai(Bon) ® vgn)  (2.5)

donde y, 5, es la representacion definida mas abajo en la ecuaciéon 2.7.

2.2.3. El haz de obstruccion

Dado g € G, sea X C MY una componente conexa de MY, considere EX el haz normal a la
inclusién de M9 en M restringido a la componente X. EX es un haz C(g)-equivariante, el
cual, suponiendo una métrica G-equivariante (y en particular C'(g)-equivariante) sobre M,
puede considerarse como el haz tal que:

EX & TM? = RG ;) (TM|y).

Es posible descomponer EX en términos de los autovalores de la accién de g es decir expresar
EX como la suma de espacios propios:

r—1

X
D £
k=1
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donde r es el orden de g y la accién de g sobre E;¥ es multiplicar por e+ . Considere el haz
F, tal que al restringirlo a la componente X resulta:

r—1
k
Fjlx =P ;E,f .
k=1
Definicién 2.2.1. Para g, h € G se define el haz de obstrucciéon B, por la férmula:
By == TM*"oRS, TM RS/ F, REM . (F Rt o (B
gh = © C(g)NC(h) ( ’M‘J h)@ C(g ( g’MM>@ C(g9)NC ( h‘M‘ih)69 mc(h)( (gh)—lyM-‘%h)
Nota 2.2.1. Observe que siempre se tiene la siguiente féormula para los haces Fy, Fj-1:
F,® F,-n = EX.

Esto se debe a que si la accién de g sobre EiX es multiplicar por e . la accién de g~! sobre
E;X es multiplicar por e , luego:

r—1 1{7 r—1 r_ k’ r—1 1{7 r_ k r—1
Fg@Fg_lz@;E,f - E,‘f:@(; —) ¢ =P ES=EY
k=1 k=1 k=1

k=1

La relacién anterior en ocasiones sera mas conveniente escribirla como:

Fy @ Fyor @ TM? = RG (T M |p0). (2.6)

2.2.4. Pushforward en K-teoria

Considere el isomorfismo de Thom equivariante:

Proposicién 2.2.5 ([20], Proposicion 3.2). Sea M una G-variedad compacta yp: E — M
un G-haz vectorial complejo sobre M. Ezite un isomorfismo

¢ Ko(X) = KG(E, B\ E),
donde Ey es la seccion cero. La aplicacion ¢ es dada via multiplicacion por la clase A_1(E).

Ahora, se procede a definir el pushforward f. : K5(X) — KZ(Y) para una aplicacion
diferenciable f : X — Y entre G-variedades casi complejas: Sea 7 el haz normal associado a
la aplicacion f, el pushforward associado se define como la siguiente composicion

K&(X) S Ki(r,m\ ) D KoY,V \ f(X)) 5 Ka(Y),

donde ¢ es el isomorfismo de Thom, la aplicacién j esta dada por la excisién y 4 es el
pullback inducido por la inclusién. Este pushforward puede ser extendido a K-teoria torcida
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(ver [6]).
Ahora, considere el siguiente diagrama de inclusiones:

G K

H~——HNK

del cual se induce el diagrama de sobreyecciones:

G/G 1 G/K

L

G/H ~2— G/(HNK)
Usando este diagrama se obtiene:
Ja 0 iy s Kg(G/H) = Ko(G/K)

Jox 0 i5([E]) = [A-a(75,) @ i3 (p" ()],

donde 7}, es el haz normal de j,, y la aplicacién
iy o i Ko(G/H) = Ko(G/K)

i o ju([E]) = [in(A-a(7,) @ 41 (0™ (E))]-
Al comparar las dos aplicaciones anteriores se define una forma de haz de exceso dado por
A_1(#5(5,)/75,)). Lo anterior quiere decir que se tiene:

i1 0 ji([E]) = Jax 0 i5([E] @ Aa(i1(751) /732)))- (2.7)

En particular cuando H = C(g), K = C(h) y G = G, para g,h € G se denota el haz de
eXCeso COmo Yy p.

Férmula equivariante de Quillen

Sean Y y Z dos sub variedades cerradas de una variedad compleja y compacta M las cuales
se intersectan limpiamente, es decir, W =Y N Z es una subvariedad de M y en cada punto
x € W, el espacio tangente de W en z es la interseccion de los espacios tangentes de YV y Z
en x. Sea I’ el Haz de exceso de la interseccién, es decir, el haz vectorial sobre W definido
como el cociente del haz tangente, de M en x € W, por la suma de los haces tangentes de
Y v Z en z, restringido a W.
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Si M tiene una accién de un grupo de Lie compacto G, considere i : Z — M un embebimiento
entre las G-variedades Z y M. La subvariedad

MY = {z € M|gz =z Vg € G}

y Z se interesectan limpiamente, entonces tenemos el siguiente diagrama:

z¢ 7
i¢ | i (2.8)
ME Iy M

donde r; v rx son las respectivas inclusiones e i“ es la restricciéon de i a Z¢. Considere
el pullback generado por rz. Como para cualquier z € K(Z), r5(z) es un G-haz sobre un
G-espacio trivial, por la proposicién 5.3.1, se tiene que una descomposicion

ry(2) = zic ©

donde u; es la suma de los vectores propios correspondientes a las representaciones irreduc-
tibles no triviales de GG. En este caso pu; coincide con el haz de exceso que se obtiene del
diagrama de arriba.

Lema 2.2.6. Si z € K(Z), entonces

rari(2) = (1) (Aoa (i) (2))

Demostracion. Por el teorema 5.2.1 en el Apéndice A, se puede reemplazar M por una
vecindad tubular equivariante de Z¢, luego es posible suponer que el diagrama 2.8 toma la

forma:
z¢ g Ey
i% | Li (2.9)

E, B E,®Edpy

donde E} es un haz vectorial (real) equivariante sobre Z ' con seccién cero 5, Ey es una haz
vectorial (complejo) equivariante con cero seccién ¢ y las aplicaciones ry; e i son inclusiones.
Sea 1y : By - Ey ® FEs, 19 By - F1 & Eyyk: Ey® Ey, — Fy & Ey ® p; las aplicaiones
inclusion. Es posible considerar el haz vectorial £} & FEs @ p; como un haz vectorial sobre
E, @ E,, donde la aplicacién k es la seccién cero. Por supuesto, se tiene que 5, = (kiz)* y
i. = (ki1)s, por lo cual junto con las observaciones anteriores, se obtiene que:

rat(2) = (Kiz)" (Kir)«(2)
= 05k ki (11)4(2)
= i5((12)« (2) A1 (p4)) ( por 5.3)
«(2)

= i5((i1)+(2))i5 (A1 (1))
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/M\
ke/J\ /\\@.

Por la definicion de las aplicaciones inclusion y propiedades del pullback y pushforward se
tiene que: i%(i1).(2) = (i%).r%(2). El dltimo término puede ser escrito como:

i5((11)+(2)i3(A1 (1)) = (1) (2) (3321 (12)
o A-1(Hi)) (2.10)
)

y asi la prueba esta terminada. [

Nota 2.2.2. En este momento es conveniente introducir una notaciéon mas simple para
la presentacion de los resultados que seran descritos en el resto de este capitulo. Sean
(9, 95, 9> 1) € G* tales que g;9;9r9: = 1. Se introducen las siguientes convenciones:

» MY := M (andlogamente para j, k, ).
» M9 N M9% := M (anidlogamente para todas las demds combinaciones de 1, j, k, [).
= M9 N M9 N M = MbF

= Denotamos el haz de obstruccién By, ,, simplemente por B; ; (andlogamente para todas
las demés combinaciones de i, j, k, ).

. Rgggm(,*(gj) = R} ; (analogamente para todas las demds combinaciones de j, k, ).

R%Egz;mc’(gj)ﬂc’(gk) = R}, (andlogamente para todas las demds combinaciones de j, &, 1).

C(9:95)

ClargINC(ge) RU . (andlogamente para todas las demds combinaciones de j, k, ).

]g((gii))ﬂC(gj) = I} ; (andlogamente para todas las demds combinaciones de j, k, ).

C(gig;) — Ji

ClagnClon) = Lij (andlogamente para todas las demdas combinaciones de j, k, [).
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El haz de exceso

El haz de exceso fue presentado en el preambulo al lema (2.2.6) y es 1til para describir algunas
propiedades de los haces vectoriales que consideramos en la definicién del producto x. Mas
precisamente, es necesario estudiar algunas relaciones entre los pushforwards y pullbacks
definidos sobre varias K-teorfas equivariantes. Suponga un elemento g = (g:, 9;, g1, gx) € G*
tal que g;g;919x = 1. Primero, considere el diagrama en la parte superior de la pagina del
cual deducimos las siguientes relaciones, vélidas para todo elemento F' € Ky (M%“*), con H
un subgrupo cerrado de G tal que M“* es una H-variedad.

eiil(ei)«(F)] = u[o"(F) © A1 (A )] (2.11)

donde el H-haz A; ; es el llamado el haz normal de exceso. Este haz aparece por una aplicacion
de la ecuacién 2.10 presente en la demostracién del lema (2.2.6). Cuando H = C(g;)NC(g;)N
C(gr), y como

Mz]k Mz,j y Mzgk N MZ,] Mz,]k

son subvariedades de M¥, para cada punto z € M%7 "‘, el haz TM%* en z es la intersec-

cién de las restricciones de los haces szjkk(TM kY y RO o (T M) sobre z. El haz vectorial

A, ; es entonces el cociente del haz Rfj’k(TM ) por la suma de los haces Rz]]kk(TM kY y

Rij (T M%7) restringidos a Mk,

Por un célculo sencillo en K-teorfa, el haz A;; es igual a
RY((TMY) & REL(TMP) © By ((TM'Y) & TM™* |y € Kotgncteyncia) (M™").

Este haz aparece para medir la diferencia entre la imagen via é;?‘j(eij)* y via 1,0* de un
mismo C(g;) N C(g;) N C(gx)-haz definido sobre M+,

Lema 2.2.7. Sea (gi, 9j, gk, 1) € G* tal que g;g;grg, = 1, entonces se tiene que:

(Aiy ® By (Big) ® By (Bra))larar = (Ajp @ RIJ(Big) ® By (Bua)) laria (2.12)

1,7,k
en Kognewneie) (M.
Demostracion. Primero note, en virtud de la ecuacién (2.6), que:
(RZJJ k(F(gigj)*l) S Rkl]k<F (gr91)~ ) S R” k(TMij>>|Mivjvk
=R (RE(TM))|ppioe = RE (T M) pin

1,7,k 1,5,k

Con lo cual el lado izquierdo de la ecuacién (2.12) es igual a:
(TMZ’J ‘ D Rzg k(ng) 2 Rz] k(F ) S Rz] k(TM) S Rz] k(ng) D Ré,j,k(ng)”Mivjvk'

Aplicando célculos similares en el lado derecho de la ecuacién (2.12), la identidad se tiene. [
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Teorema 2.2.8. El producto x es asociativo.

Demostracion. Considere el elemento (o, o, o) € Koy (M) X Kegg,y(M7) x Keg) (MF).
Al calcular el producto de estos tres elementos en el orden (o; x ) * a ¥ en términos de
inducciones, restricciones, pullbacks y pushforwards se obtiene:
(i x aj) * o =(er) { Iiy]',k(Ri;,k (ei; [ (i) [ LR, (67 (i) @ R j(€f(ay)) @ A1 (Bij) @ vig] ] 1)
® Rij i (ex(ar)) © A1 (Bijr) @ vije) }
(2.13)

Ahora bien, por el Lema (2.2.4) el lado izquierdo de la ecuacion (2.13) se transforma en la
expresion:

(e0)« { I (er; [(eap)e [RE, (I21RE (€5 (q)) ® RL(e5(0)) ® A1 (Bi) ® 7i,])] ]

® Rfj,k (er(ar)) @ A1(Bijr) ® Yijk) } (2.14)

Un C(g;) N C(gj)-haz V', puede ser inducido a un C(g;g;)-haz y al restringirlo al grupo
C(gi9;) NC(gx) se obtiene un C(g;g;) NC(gx)-haz. Pero para obtener un C(g;g;) NC(gy)-haz,
también es posible primero hacer la restriccién de V' al grupo C(g;) N C(g;) N C(gx) y luego
inducir el haz resultante a un C(g;g;) N C(gx)-haz. La diferencia estre estas dos maneras de
obtener un C(g;9;) N C(gx)-haz debe entonces ser un elemento que nivele las dimensiones,
es decir, un elemento v € R(C(g;9;) N C(gx)). Con lo cual es posible reescribir la expresién
(2.14) de la siguiente forma:

(e0)s L I5(els | ) [T (R IR e (00)) © Rl (€ () @ Aa(Buy) © 7)) @] |
® Rfj’k (er(ar)) ® A_1(Bijk) @ Yijk) }-
(2.15)

Haciendo uso de las propiedades de la aplicacion restriccion, la anterior expresién se torna
en:

(e0)s { LIS (€5 [(ea)a R alef(00)) ® R (€5(0y)) ® R (A1 (Big) ® R (vig)]])
®7® Ry (er(ar)) @ A_1(Bijx) @ vijn) }
(2.16)

Por otra parte, en virtud de la ecuacién (2.11), la expresién (2.16) es igual a:

(e { TIIES (0 [ 6 (R i(ef () @ RL (e5(0y) ® Ry (A_1(Biy)) @ Ry (7))
®A_1(Aij) 1) @7 ® Ry (ex(on)) @ A_1(Bijk) ® Yijk) } -
(2.17)
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Usando propiedades del pullback y del pushforward de haces, la expresion anterior es lo
mismo que:
(elw)*{ [Z]]];C(IZJJIZ( zgk(¢ (al)) 1] k(¢ ( )) ®Rz]k(¢*)\—1( ))®R1]k(fyl])
®A_1(Aij) ) ©7® R, (Vrep(an)) @ A1 (Y*Bijx) @ vijw) }
(2.18)

Gracias a la reciprocidad de Frobenius (Teorema 2.1) la expresion (2.18) se reescribe como:

()« { L L 0 ( Bijr(@7el () © R (67¢5(0)) ® Ry (6" A1 (Big)) © A1 (Aig)
® R (1) ® Ry (vig) ® R (U7 eg(an)) @ Rz”fk(A 107 Bija)) ® R (viie) ) }

Por 1ltimo, usando las propiedades de la induccién I, se obtiene la siguiente expresion:

® Rzg k(fylj> ® R?ji(VU k) ® Rzy k((b*)\*l(BiJ)) ® )\*1(141 ]) ® szjkk()\ (QZJ*Bz],k)) ) } '
(2.20)

(2.19)

Por otro lado, considere el producto de los mismos tres elementos «;, o, pero en de la
forma a;(a; * o). Procediendo de manera andloga a como se realiz6 el producto en el orden
de la primera parte de la prueba, se obtiene la siguiente expresion:

ai x (o % ag) = (@) { I (R ju(87€l () @ R] (e (0)) ® RYjp (7€ () @ RYS (1)

QR (i) ® RIS (i) @ RET (6" A4 ( j,k))®)\—1(A k) ® RS (A1(6"Biji)) ) },
(2.21)

donde, similarmente a la primera parte, 0 y 7 son aplicaciones analogas a 1 y ¢ (respectiva-
mente), y p es andlogo a 7. Por otra parte, los pullbacks topolégicos que aparecen cuando se
calcula el producto en cualquier orden, actuan por restricciéon del espacio base, lo cual hace
que ambas férmulas tengan las mismas restricciones. De la misma forma, los pushforwards
(e19)« v (€;6)4 son equivalentes. Ahora bien, note que gracias al Lema (2.2.7) y tomando en
cuenta que B;;, = By, B; jix = B, se tiene que:

Ry (67(Big) ® Aij @ RS (0" (Bijx)) = RIS (T°(Bj)) @ Aji @ RN (Bigr).  (2:22)

0,7,k

Al aplicar la operacién A_; em ambos lados de la ecuacion (2.22) se observa que:

A (B (07(Big) @ Ay @ RS (U7 (Byik))) = Aa (RIS, (T°(Bjx) @ Ajg @ R (5%(Bij))
(2.23)

Y por las propiedades de la operacién A_;, se obtiene que:

Ry (A-1(67(Big)) © Aa(Aig) @ RS (A" (Bisa))

_Rjk

+ (2.24)
P A (T (Bix)) @ A_1(Ajn) @ RyZS (A_1(67(Bige)))
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Para terminar, note que se debe probar la igualdad entre las representaciones
Ri,]j,k(’Y) ® Rz‘?j,k(%’,j) ® Rz’,]j,k(%'j,k) = Rg,j,k(ﬂ) ® Rg,j,k(%}k) ® Rz;k(%ﬂc) (2.25)
Para ver esto considere:

R? () @ R (7i) ® R (viji) = Clor, -, gs] ® Clhy, ..., hy] @ Clky, ... k)
donde ¢j,...,gs son los representantes de los tipos de drbita de la accién de [C(g;) x
C(95)]/(C(g:;) N C(g;)) sobre G, hq, ..., h, son los representantes de los tipos de drbita de la
accion de [(C(g9;)NCg1)) X (C(g;)NC(gi))]/ (C{g)NClg5)NCge)) s0bre Clgigy) y ki - ., b
son los representantes de las érbitas de la accién de [C(g;g;) x C(gx)]/(C(gi9;) NC(gx)) sobre
GG. Tensorizar estas representaciones es equivalente a tensorizar los elementos basicos, que
corresponden a los representantes. Note entonces que g, ® hy ® k, = a ® b donde (a,b) es
un representante de la accién de C(g;) x C(g;) x C(gx)/(C(g:;) N C(g;) N C(gx)) sobre el
grupo G x G definida como (g, h, k)(g1,92) = (9g1h, g2k) para (g, h, k) € [C(g;) x C(g;) X
C(gr)]/(C(g:)NC(g;)NC(gr)), (91, 92) € G xG. Luego ambas representaciones en la ecuacién
(2.25) son equivalentes a esta tultima. Con lo anterior, la demostracién estd terminada. [

Observe que todavia no hay una buena definicién de una K-teoria para la Orbidad determi-
nada por [M/G] debido a que dados dos elementos del grupo G, g y h tales que g = khk™1,
para algin k € G, las K-teorfas K¢y (M™") y K¢ (g (M9) son isomorfas. Lo anterior dice entre
otras cosas, que se repite mucha informacién. Observe que si x € M" entonces k(x) € MY,
luego se tiene un homeomorfismo k : M" — M9, el cual induce con un isomorfismo determi-
nado por la aplicacion

ko Ko (M9) = Ko (M") = Kegy (M™").

Para obtener una estructura de K-teoria definida sobre los sectores torcidos de la Orbidad es
necesario que el producto esté bien definido sobre las clases de conjugacion de los elementos
en G.

Considere GG actuando en si mismo por la acciéon conjugacion de GG sobre si mismo. Denote
la accién de k € G sobre h € G por h¥, entonces el estabilizador de h serd el conjunto G =
{k € G|n* = h} = C(h). Observe que existen isomorfismos ¢y, : Koy (M") — Kc(hk)<th>
para cada h y cada k. Por otra parte se tiene definido un producto asociativo:

*g,h - Kc(g)(Mg) X Kc(h)(Mh) — Kc(gh)(Mgh>.

Se define la funcién ¢ : PK([M/G]) == @D, nropo Ko (M?) — PK([M/G]) tal que ¢
es la funcién ¢, en la componente Koy (M"). Si v € PK([M/G]), se puede escribir como
a = Ygeq,Mo£00 con oy € Keig)(MY). La aplicacién ¢, satisface que c. = id, e la identidad
de G, cpocs = cps para todo k, s € G, pO%gn = *c,(g),er(h) © (Ck X ¢i) Para cada g, h, k € G, es
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decir, ¢ define una accién del grupo G sobre el médulo PK ([M/G]), para la cual el producto
* es G-equivariante. Se define entonces el conjunto:

PK([M/G])% = {a € PK(IM/G])|cx(r) = a para todo k € G}.

Ahora, observe que como ¢ © %45 = *¢,(g).cx(h) © (cx X cx), entonces el siguiente teorema es
evidente:

Teorema 2.2.9. Sea G un grupo de Lie compacto, actuando de manera casi libre sobre una
variedad casi compleja y compacta M. El conjunto PK([M/G])¢ con el producto inducido
sobre las clases de equivalencia bajo la accion de G sobre PK([M/G]) es un anillo asociativo.

De esta forma es posible definir:
PK([M/G))? = Kou([M/G]) = P Ko (M?) (2.26)
geC

Donde el producto de dos elementos «, 5 € K,.,([M/G]) es expresado en cada sumando por
la férmula:

(axB)y = B s (2.27)

(h,k)EGX G, hk=g

Ahora bien, siguiendo las ideas presentadas en [24], es posible definir un nuevo producto en
el anillo K, ([M/G]), segtn la férmula:

(a@p), = & ap * i (2.28)

(h,k)EGXxG/C(g),hk=g
Proposicién 2.2.10 (Ver [24], Teorema 2.2 (ii)). El producto ® es un producto asociativo.

Considere el conjunto T, como el conjunto de clases de equivalencia en {(d, e, ) € G3|def =
g} determinado por las 6rbitas de la accién de C(g) sobre los pares (de, f) y de C(de)
sobre los pares (d, ). Note que la asociatividad del producto * sobre K,.,([M/G]), induce la
siguiente propiedad de asociatividad mas debil:

D (uxB)xp)= @ (aux(Bxp).
(d767f)6T9 (d,(i,f)GTg
Esta propiedad de asociatividad mas debil, implica la asociatividad del produto ®.

Nota 2.2.3. Cuando el grupo G es finito, el producto inducido en la ecuacién (2.27), se
relaciona con el producto definido en la ecuacion (2.28) mediante la férmula:

(axf)g = @ o * P = @ M@h*ﬁk,

(h,k)EG X G, hk=g (h,k)EGXG/C(g),hk=g [C(h) N C (k)]

1C(g)]

es decir, los dos productos difieren en los enteros ORI
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Sean ¢, ..., g; un conjunto de representantes de cada tipo de érbita de la accion de G sobre
si mismo por conjugacion (son finitos tipos debido al Lema (5.2.2) en el Apéndice A). Existe
una manera alternativa de describir el producto ® usando el isomorfismo aditivo:

k
Kon([M/G]) = PE([M/G))? = €D Ko (M#)) (2.29)

=1

Corolario 2.2.11 (ver [24] Corolario 2.5). Sean a; € Kc(g,) (M%) y o € Koy, (M9)C90),
entonces:
(i © aj)g, = @ Qygiy=1 © Qyag; (ya) -1
z€D

donde D es un conjunto de representantes del doble cociente K\G/H vy el elemento y es
elegido tal que ygixgjx—'y™" = gi.
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3.1. Introduccidén

En este capitulo se desarrollan las nociones de K-teoria torcida (por un elemento o €
H?(G; S')) para una variedad y se procede a dar una versién torcida de la K-teoria torcida
(por un elemento w € H*(G;S')) para una Orbidad del tipo [M/G], con M una variedad
compacta casi compleja y G un grupo de Lie compacto actuando de manera casi libre sobre
M. Para introducir esta seccién deseo presentar el desarrollo de la teoria de representacio-
nes proyectivas o también llamadas torcidas, comoun preambulo para la nocién de K-teoria
torcida y debido a que muchas de las construcciones se inspiran en estos desarrollos. Como
referencia para esta seccién se sugiere [1].

3.2. Representaciones proyectivas

Definicién 3.2.1. Sea V un espacio vectorial complejo de dimensién finita. Una aplicacion
p: G — GL(V) es llamada una representacién proyectiva de G si existe una funcién « :
G x G — C* tal que p(g)p(h) = a(g, h)p(gh) para todo par de elementos g, h € G, y ademés
p(e) = Idy para e la identidad del grupo G. Se dice que dos representaciones proyectivas,
p1: G — GL(Vy), p2 : G — GL(V3) son linealmente equivalentes, si existe un isomorfismo
de espacios vectoriales f : Vi — V5 tal que po(g) = fpi(g)f~! para todo g € G.

Note que « define un cociclo sobre G con valores en C*. Dada una representacion proyectiva
p del grupo G asociada a una funcién «, se dice que p es una a-representacion del espacio
V. Dadas dos a-representaciones p, 7 de V, la representacién p + 7 es también una a-
representacion. Ahora considere dos representaciones proyectivas linealmente equivalentes
p1 Y p2 asociadas a las funciones oy y as respectivamente. Entonces existe un isomorfismo
f: Vi — Vs tal que pa(g) = fpi(g)f~t. Ahora sean g, h € G. Note que se tiene que:

az(g, h)pa(gh) = p2(g)p2(h) = Fpi(g) f for(h) f71)
= fpi(g)pr(R)f 1 = faa(g, h)pr(gh) f~" = calg, h) for(gh) f
= au1(g, h)p2(gh)

con lo cual se obtiene que a; = as.
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Definicién 3.2.2. Considere, para « fijo, M, (G) el monoide de clases de equivalencia lineales
de a-representaciones. Su grupo de Grothendieck asociado, serd denotado como R, (G).

Ahora considere el espacio C*G, definido como el espacio vectorial sobre C, con base {g|g €
G} v con estructura de algebra definida por el producto gh = a(g, h)gh, extendido por
linealidad. Esta dlgebra sera llamada el dlgebra de grupo a-torcida de GG. Ahora, tenemos el
siguiente resultado:

Definicién 3.2.3. Dados a y 3 dos cociclos, sus dlgebras torcidas C*G y C?G son isomorfas
si existe un isomorfismo de C-dlgebras ¢ : C*G — C’G y una funcién t : G — C* tales que
#(g) =t(g)g, donde {g|g € G} y {glg € G} son sus respectivas bases.

Proposicién 3.2.1. Dos algebras C°G y CPG son isomorfas si y sélo si sus respectivos
cociclos o y 8 son cohomologos, es decir, si definen la misma clase de equivalencia en el
grupo de cohomologia H*(G;C*).

Ahora bien, se puede entonces definir una correspondencia o — C*G. Esta correspondencia,
define una aplicacién biyectiva del grupo H*(G; C*) en el conjunto de clases de equivalencia
de algebras de grupo torcidas de G sobre C. Este conjunto de clases de equivalencia de
algebras de grupo torcidas tiene un importante papel en la determinacién de R, (G) para un
a fijo, debido al siguiente resultado:

Proposicion 3.2.2. Existe una biyeccion entre el conjunto de a-representaciones proyectivas
de G y el conjunto de C*G-modulos, de manera que preserva sumas y envia representaciones
linealmente equivalentes en C*G-maodulos isomorfos.

Definicién 3.2.4. Sea a un cociclo. Un elemento g € G se llama a-regular si a(g,h) =
a(h, g) para todo h perteneciente al centralizador C'(g) de g € G.

Note que para todo cociclo «, la identidad del grupo es un elemento a-regular, pues a(g, €)p(g)
p(g)p(e) = p(e)p(g) = ale, g)p(g) para todo g € G, con e la identidad de G. Por otro lado
observe que dado un elemento a-regular g € G,y h € G, s € C(g), el elemento hgh™! satisfa-
ce que a(hgh™ hsh™) = a(hsh™', hgh™') y como hC(g)h~" = C(hgh™'), esto muestra que
hgh™! es también a-regular, luego es posible hablar de clases de conjugacién a-regulares.

Proposiciéon 3.2.3. Sea r, el nimero de C*G-mddulos irreducibles, es decir, que no poseen
C*G-submaodulos distintos de cero y de él mismo. El nimero r, es también el nimero de
clases de conjugacion a-requlares.

Ahora, en adelante se consideran los cociclos como elementos en H?(G;S') = H?(G;C*).
Por lo anterior, a cada elemento o« € H?(G;S') le corresponde una clase de equivalencia de
extensiones de grupo de la forma:

15S' -G, -G —1
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donde el grupo G, tiene estructura de grupo de Lie compacto, y por tanto la aplicacién
St — @, es una inclusién como un subgrupo cerrado. De hecho, los elementos de G, pueden
verse como:

{(g,a)lg € G,a e S"}

y su estructura de producto se define como:

(917 al)(g2>a2) = (9192, 04(91,92)%@2)-

3.3. K-teoria torcida equivariante

Considere un cociclo a € Z?(G;S!') y su respectiva extensiéon de grupo que representa:
1-5S'">G,—G—1.

Retomando la idea de las a-representaciones y observandolas como representaciones aso-
ciadas al grupo de Lie G, que extiende la accién de G las cuales restringen a S' como
multiplicacién escalar, es posible definir una versién torcida de K-teoria asociada a un G-
espacio compacto X, considerando los haces vectoriales sobre X que son G,-equivariantes y
que restringen a S' como multiplicacién en las fibras.

Definicién 3.3.1. Un G-haz vectorial a-torcido sobre X es un G-haz vectorial complejo
p: E — X el cual estd dotado con una accién del grupo G, que extiende la accion de G, tal
que S' actia sobre las fibras por multiplicacién escalar.

Ahora, note que estos a-haces vectoriales torcidos sobre X que restringen a S! como multi-
plicacion en las fibras pueden ser sumados al considerarlos como G,-haces vectoriales sobre
X formando un monoide.

Definicién 3.3.2. La K-teoria a-torcida G-equivariante de X, notada como *K¢g(X), es el
grupo de Grothendieck de clases de isomorfismo de G-haces vectoriales a-torcidos sobre X
que restringen a S' como multiplicacién en las fibras.

Este grupo puede ser considerado como el subgrupo de Kg (X) generado por clases de
isomorfismo de haces que restringen a multiplicacién escalar sobre S'. Esto es posible hacerlo
debido a que dada la G-accién sobre X se tiene una Gu-accién sobre X, que restringe a una
accion trivial de S! sobre X.

Proposicién 3.3.1. Considere a y B dos cociclos cohomdlogos. Entonces existe un isomor-
fismo:
k:Kg(X) = PKg(X).

Lema 3.3.2. St G actia de manera trivial sobre un espacio compacto X, existe un isomor-
fismo natural:
K(X)® R,(G) = “Kg(X).
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Proposicién 3.3.3. Sea X un G-espacio compacto. Para cada cociclo o € Z*(G;SY), se
tiene una descomposicion:

“Ke(X)eQ= @ (K(X?) @Q(()“Y.

(9),9€G
3.4. Extension del producto fibrado a K-teoria torcida

3.4.1. Aplicacién transgresion inversa

Sea a € H¥(G;Z), cuyo representante sera notado por la misma letra o en un abuso de
notacion. El objetivo de esta seccion es definir una aplicacién

7yt HYG;Z) — H* ' (C(9); Z)

para cada elemento g € GG, denominada transgresion inversa.Considere la accién del grupo
C(g) x Z sobre el espacio MY definida por:

(h,n)-x = xhg",

junto con el homomorfismo:

¢g:C(9) XZ — G

definido por:
(h,n) — hg".

La inclusion 44 : MY — M es una aplicacién ¢4-equivariante e induce un homomorfismo
iy HG(MZ) — Hegyxz (M2 Z).

Como la accion de Z sobre el espacio MY es trivial, se tiene un isomorfismo:

Hg(g)xz(Mg;Z) = H*(M? x¢q) EC(9) x BZ; )
y como BZ = S', usando el isomorfismo de Kunneth se obtiene que:

Hz‘(g)XZ(Mg; Z) = Hé’(g)<Mga Z) ® H*(Sl; Z)

y por lo tanto la aplicacion i; se puede ver como una aplicacion

iy HS(M9Z) — Hf (M9 2) ® HE ;) (M9 Z).
Tomando la proyeccion en el segundo sumando se define la aplicacion:
7yt HG(M;Z) — HE (MY Z) (3.1)

llamada la transgresion inversa sobre el elemento g € G.
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Nota 3.4.1. = Observe que si M = {x} es la variedad con un sélo punto, entonces
HE({*};Z) = H*(G;Z) con lo cual el elemento o puede verse como un elemento
en la cohomologia del grupo G. Ahora bien, si se considera la aplicacion transgresion
inversa para este caso particular, resulta en un morfismo

7, H*(G;Z) — H"(C(9);Z).
= Por otro lado considerando la sucesion exacta corta:
1-Z—-C—-C"—1
e induciendo la sucesién exacta larga en coeficientes:
o= HE(XGZ) — HE(X;C) — HE(X;CY) — HETN(XGZ) — -+

se tiene que HE(X;S!) = HE(X;C*) = HEM (X Z), debido a que HE(X;C) = 0 para
k> 1.

3.5. Construccion del producto fibrado en K-teoria torcida

Considere los siguientes hechos generales para cualquier par de grupos G,G’ y cualquier
aplicacion continua entre espacios topolégicos f : X — Y, tal que fh = hf. Dado un
homomorfismo de grupos h : G — G’ y dados X un G-espacio, Y un G’-espacio. Considere
una clase a € H%(G';S') (con representante o por abuso de notacién), se puede inducir una
aplicacién:

af* . aKG/(Y) N h*(a)Kg(X), (32)

construida de la siguiente forma. Note que si Y es un G’-espacio es posible darle estructura
de G-espacio usando la aplicacién h : G — G, definiendo la accién como ¢(y) = h(g)y para
cada g € G. Ahora, el morfismo % induce una funcién h* : H*(G';S') — H?(G;S'), la cual
induce a su vez un morfismo de *K (V) en (™ K4 (Y). Por otra parte, la aplicacién f indu-
ce un pullback f* : @ K4;(Y) — M@ K4(X). Al componer estos dos morfismos obtenemos
la aplicacién “f* en 3.2.

Nota 3.5.1. En particular, cuando H es un subgrupo de GG, el homomorfismo inclusion define
una aplicacién Res% : H*(G;S') — H?(H;S') y dados Y un G-espacio, X un H-espacio, se
tiene para cada o € H*(H;S') y cada aplicaciéon f: X — Y una aplicacién restriccién

af* . aKg(Y) N Resg(a)KH(X).

Como caso particular note que si X C Y y f es la aplicacion inclusiéon i : X — Y, la funcion
definida en 3.2 resulta en una aplicacion

Ko (Y) = B | (X)),
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3.5.1. Producto en el caso torcido

Sea o € H3*(G;Z), cuyo representante serd notado por la misma letra a en un abuso de
notacién. Sea G un grupo finito, actuando sobre una variedad casi compleja M de forma tal
que la accion es casi libre. Considere el modulo:

Ko (M/G)) = @D Koy (M), (3.3)

geC

donde MY denota el conjunto de puntos fijos de g, el grupo C(g) es el centralizador del
elemento g y o, € H*(C(g);Z) denota la aplicacién transgresién inversa del elemento a. El
objetivo de esta seccién es definir un producto asociativo que convierta el médulo 3.3 en un
anillo. Para comenzar, considere las aplicaciones inclusion de grupos

ig: C(g) N C(h) = C(g),

in : C(g) N C(h) = C(h)

igh : C(g) NC(h) — C(gh)

para g, h € (G. Estas aplicaciones inducen las aplicaciones restricciéon:
i« HA(C(g);S") — H*(C(g) N C(h);SY),

iy« H*(C(h);S') — H*(C(g) N C(h);S).

El morfismo i,4, induce una aplicacién (ig). : H*(C'(g) N C(h);S') — H?*(C(g);S'), la cual
es el morfismo induccién en cohomologia de grupos.

Dado E € “7K¢(4)(X7), este haz puede verse como un haz C(g),,-equivariante que restringe
a multiplicacién en las fibras sobre S', luego para la inclusion i, y s la identidad en S',se
induce un diagrama conmutativo:

1 - st o C(9)a, — C(9) — 1

Ts T (s, i) T g (3.4)
L5 8 o (CONCe — CNCH) — 1

mediante el cual todo haz C'(g)a,-equivariante restringe a un haz (C(g)NC(h));x (a,)-equivariante,
el cual puede ser notado como 4} (E). Entonces para cada (E, F) € 9 K¢(g)(M9)x** Koy (M"),
se tiene la aplicacion:

9 Kg) (M?) x Koy (M") —= 5% Kegnem (M?) x O Kogynem (M")
(B, F) = (ig(E),i,(F))

g
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Por otra parte, en virtud de las inclusiones de espacios e, : M9h — M9 e, + M9 — M"
inducen aplicaciones pullback de haces vectoriales:

599 Keggnem (M?) x W Keggnom (M") = 99 Keggnem (M) x W Kognom (M)
(A, B) = (e4(A), e (B))

Ahora, dadas las extensiones centrales:
1= 8" = (Clg) NC(h))iz(a,) = Clg) NC(h) = 1,

1 —=S'"—= (C(9) N C(h)it(ay) — C(g) NC(h) =1

h
inducidas por i}(a),i; () € H*(C(g) N C(h);S")) respectivamente, se tiene la extensién
central:

1= ST x 8" = (C9) N C(h))is(ag) X (C(9) N C(R))iz ) = C9) N C(R) x Cg) N C(h) = 1

Dados dos haces E € %) Koynom (M) y F € iz(ah)Kc(h)mC(h)(Mgvh) el producto tenso-
rial £ ® F es naturalmente un (C(g) N C(h))ix(a,) X (C(g) N C(h))i; (ay,)-haz que restringe a
multiplicacién en las fibras en S'. Restringiendo la accién a la diagonal A(C(g) N C(h)) C
C(g) N C(h) x C(g) N C(h), se obtiene una extensién central de la forma:

1= 8" = (Cg) N Ch))iztais (o) — AC(g) N C(R)) = 1

la cual corresponde al elemento 4} (ay)ij () € H*(C(g)NC(h);S'). Con lo anterior, se tiene
una aplicacion:

i;(ag)KC(g)mC(h)(Mg’h) < ii(ah)KC(g)nC(h)(Mg’h) N i;(ag)ii(ah)KC(g)mC(h)(Mg,h)
(E,F)— E®F.

Ahora bien, notando que 4} (ay)ij(an) = ik, (agn) en H?*(C(g) N C(h);S") (son cociclos
cohomologos), entonces se tiene que:

(05N K gy a0 (MOP) 22 1an @) Koo (M),
con lo cual es posible hacer la inducciéon

i;h(agh)KC(g)mC(h) (Mg,h) — (igh)*izh(agh)KC(gh) (Mg,h)
A~ Ind(A).
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Por tltimo, se considera el pushforward topoldgico inducido por la aplicacién e,y : M9" —
M?9" para obtener un morfismo:

(igh)*i;h(agh)KC(gh)(Mg,h) N (igh)*i;h(agh)KC(gh)(Mgh)
E— (egh)*(E)‘

Con la discusion previa, es posible entonces definir un producto sobre el médulo 3.3 definido
por la composicion de los morfismos previamente descritos, para obtener el producto:

Ay @ h Qg h
Ky (M) x Ky, (M?) — KC(Zh)(Mg ) (3.5)

definido por:
(E,F)— Ex, F := (egh)*(fnd(e;iZ(E) ®epip(F) @ A_1(Bgh))) @ Ygoh-

Es posible describir el anterior producto en términos de restricciones analogas a como se
definié el producto * en el capitulo anterior:

E %apna F = (egn)o(“" 123, R ,(E) @ e, Ry, (F) @ A_1(Bq,n))) © Yo (3.6)
con lo cual se tiene la siguiente proposicion:
Proposicién 3.5.1. El producto E x, F' es asociativo.

La demostraciéon se induce directamente de la asociatividad del producto =, debido a que
los haces que generan la K-teoria torcida Orbidad pueden considerarse como haces de las
K-teorias equivariantes sobre los grupos G, los cuales restringen a multiplicacién en las
fibras sobre S'. Ahora bien, usando los resultados de [5] es posible obtener una formula de
descomposicién para la K-teoria torcida. Sea z € C(g), para g € G. Considere el siguiente
conmutador:

(2. D(g, D1 1) (g7 1) = (29, (2, 9))(z "' g™ Oé(Z ))
= (29(92) ", alzg, (z9) "
= (e, a(z,9)alg, 2) 7).

Segtin lo anterior, se puede definir una aplicacién 7 : C(g) — S' por la formula 77 (2) =
a(z,9)alg, )71, la cual es trivial si y sélo si g € G es un elemento a-regular.

Nota 3.5.2. Observe que en el célculo anterior se supone que a(zg,(zg)™!) = 1. Esta es
una propiedad de los cociclos llamados standard, los cuales satisfacen que para todo g € G,
a(g,g ') = 1. Siempre es posible suponer que para cada clase en H?(G;S!), existe un cociclo
standard que la representa. En adelante asumiré este hecho.
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Dejando por un momento la aplicacién 7, definida antes para considerar una representacion
lineal del grupo G, es decir, un homomorfismo ¢ : G, — GL(V'). Esta representacién lineal
define una a-representaciéon de G usando la férmula: p(g) := (g, 1). Note que para g, h € G,

p(g)p(h) = (g, 1)ib(h, 1) = ¥ ((g,1)(h, 1)) = ¥ (gh, a(g, h)) = alg, h)Y(gh, 1) = alg, h)p(gh).

Lo anterior, asumiendo que la representacion ¢ restringe a multiplicacion escalar en el subgru-
po S!. De la misma forma, dada una a-represntacién p es posible definir una representacién
lineal de G,. Considerando (g, a) = ap(g), observe que:

¥((g,a)(h, b)) = ¥(gh, alg, h)ab) = (g, h)abp(g, h) = abp(g)p(h) = (g, a)ib(h, b),
para g,h € Gy a,b € S'. Es decir se tiene una biyeccién entre R, (G) y el subgrupo de R(G.,)
generado por las representaciones que restringen a multiplicacién escalar en el subgrupo S!.
Considere el caso particular en que g € G es un elemento tal que g" = e, e la identidad del
grupo G. Considere (g) el subgrupo ciclico generado por g, (é)a la correspondiente extensién
de grupo para un cociclo a y tome ¢ una representacion del grupo <g~7>a Para cualquier
elemento (x,b) € <§>a se define una aplicacién para cada (z,a) € C (g)a por la férmula:

(Zv a)¢(xv b) = gb((Z, a)(x, b)(z7 a’)_l)'

Note que esta aplicacion satisface:

(2,0)(x,0) = 6((2,a)(x,0)(2,a)")
= ¢((2,a)(2,b)(2,a) " (2,0) " (z,0))
= ¢((2,a)(2,0)[(2,b)(2,a)] 7 (2, b))
= ¢((e, alz, x)a(r, 2)7")(2,b))
= ¢(z,a(z, 2)a(z, 2) ')
= a(z, 7)oz, 2) " o(x,b)

Este valor es precisamente 72(z)¢(x,b), de lo cual se tiene una accién del grupo C' (g)a sobre
el subanillo de las representaciones en R((g),) que restringen a multiplicacién por escalar en
S, es decir en Rpes(a)({g)), donde Res(a) es la imagen de a por la aplicacién

i+ H(G;SY) — H*({g);S")

inducida por la inclusién i : (g) — G. Ahora note que para cualquier (x,b), (y,c) € (g),, se

(63
tiene que:
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(Z,a)cb((af,b)(ym)):(z a)p(xy, bea(r,y) ™)
oy by, bea(z, y) ™)

—¢>((2 a)(z,b)(y, ¢)(z,a)7")
((z,a)(x,b)(2,0) (2, a) (y, ©)(2,0) ™)
=¢((Z7a)( b)(z,a) " )o((2,a)(y, c)(z,a)7)

=7, 0(x,b)7,d(y, c)
= 7,7, 0((x,b)(y, c))
= 1075 ((wy, bea(z,y) ™)

\]

con lo cual la aplicacién z +— 72(z) define un homomorfismo. Ahora bien, como H?({g);S') =
0, la clase Res(a) es cohomologa a cero, debe tenerse que Rpesa)((9)) = R((g)). El iso-
morfismo puede darse explicitamente considerando que una Res(a)-representacion de (g)
estd dada por una aplicacién ¢ : (g) — GL(V) tal que ¢(x)d(y) = Res(a)(x,y)p(xy), para

z,y € {g). Como Res(a) es cohomdloga a cero, debe existir una aplicacién 7 : (g) — S tal
que Res(a)(z,y) = v(z) " 1v(yx)y(y) ™!, con lo cual se tiene que

o(x)p(y) = Res(a)(x,y)¢(zy) = v(x) 'y (yx)v(y) " o(zy)

de donde se induce que y(x)p(x)y(y)p(y) = v(zy)d(zy), con lo cual y¢ es una representacion
de (g). Lo anterior define el isomorfismo: Aq 4 @ Rpes(a)((9)) = R((g)) tal que ¢ — v¢.

Por otra parte, tome ¢ una raiz n-ésima de la unidad. Se define la aplicacién x, : R({g)) —
Q(() definida como x,(¢) = traza(¢(g)). Con esta aplicacién y el isomorfismo A, 4, se puede
dotar al anillo R({(g)) y al cuerpo Q(¢) de una C(g)-accién. La C(g)-accién en el cuerpo Q(()
es dada como multiplicacién por 7*(2), para z € C(g), es decir, z(p(¢)) = 75(2)p(¢). Note
que las aplicaciones A,  y x4 son C(g)-equivariantes.

Lema 3.5.2. Sean 31,3 : C(h) x C(h) — S* dos elementos en Z*(C(h);S'). El siguiente
diagrama:

RRES(ﬁl)(<g>) 1( RRES(52)(<9>) RR65(51f2)(<g>>
R({9)) s, I R({9))s, = R((gi)ﬁl,@g
Q(¢)g, x Q(C)g, : Q€)1

es conmutativo y ademds C(h)-equivariante. El simbolo (g) denota el subgrupo de C(h)
generado por g € C(h).
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Demostracidn. Sea ; : (g) — Aut(V;) un elemento en Rpes(s,)((g)). Como H?({g);S') es
trivial, existe v; : C'(h) — S!, una funcién tal que v; = f3;. Se tiene entonces que Ag, 4(¢;) =
Y:W; y por tanto

Ap, g(V1) ® Ag, g(12) = 1191 @ Yath2 = 1172(V1 @ a) = Ay, ¢(11 @ 1))

donde la ultima ecuacion se sigue de que:

6(1172) = Bi e

La conmutatividad del segundo diagrama viene de la propiedad:
traza(A ® B) = traza(A)traza(B).
Ahora, para cada k € C'(h) se tiene que:

(k- p1) @ (k- p2) = 17481(k) p1 @ 7y Ba (k) pa

Como la aplicacién 7, es un homomorfismo de grupos, lo anterior es igual a:

To0182(k)p1 @ p2 =k - (p1 ® p2)
O

Sea X un C(h)-variedad compacta y sea 3 : C'(h) x C(h) — S' un elemento en Z2?(C(h);S!).
Como antes, sea XY el conjunto de puntos fijos de g € C'(h). Considere los siguientes homo-
morfismos:

PKom(X) = T O K 5 (X9) 5 K(X?) @ Rpess)({9) = K(X7) @ Q(¢)s,

donde el el primer morfismo es el inducido por la restriccién de la clase § al subgrupo de
C'(h) generado por el elemento g € C'(h), el segundo es el isomorfismo natural debido a la
accién trivial de (g) sobre X9 y el dltimo es la composicién con x, 0 Ag,. La composicién de
estos morfismos tiene imagen en los invariantes bajo la accién del grupo C'(h). Lo anterior,
nos lleva al siguiente resultado:

Teorema 3.5.3 (Descomposicién para K-teoria torcida). Sea X un C(h)-CW complejo
finito, sea C(h) un grupo de Lie compacto y B : C(h) x C(h) — S' un elemento en
Z3(C(h);SY). Sea T un subconjunto de C'(h) tal que cada elemento de T representa una
clase en C = {(g) € C(h)| X9 # B}. Entonces, se tiene una descomposicion:

f Kem(X) ©Q 2 [T (K(X9) @ Q(Gy)s) "

g€eT

donde (g es una raiz |g|-ésima de la unidad, |g| es el orden del elemento g.
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En virtud del lemma (3.5.2) se tiene el siguiente resultado:

Teorema 3.5.4. FEl siguiente diagrama es conmutativo:

ﬂlKC(h) (X) x ﬂQKC(h)(X) ® ﬁlﬁgKC(h) (X)

(K(X9) @ Qg)a) ™ % (K(X9) @ QG)z) " — (K(X9) @ Q(G)pu.) "
donde la aplicacion en la linea inferior envia el par (Fy @ p1(C), By ® p2(C)) al elemento
(B @ E2) @ (p1(Q)p2(C))-

El anterior teorema exhibe la manera en que el producto %, se relaciona con la férmula de
descomposicién del Teorema (3.5.3) y cémo esta férmula puede ser utilizada el calculo de la
K-teoria torcida. Note que si se toma X = M", entonces la férmula de descomposicién del
Teorema (3.5.3) puede ser utilizada para obtener:

Ko (M") © Q== [T (K" @ Qo) " (3.7)
geT

donde la accién de C'(h) sobre Q((jn|)g,a, €s multiplicar por la doble transgressién inversa

To(Th(@)) = Ty(an).

Ejemplo 6. En este ejemplo se va a calcular la transgresién inversa para el grupo G =

(Z/pZ)" = (Z,)", con p un nimero primo diferente de 2. Considere las siguientes sucesiones
exactas cortas:

0o -z 2% 7z 5z, - 0

) ) ) (3:8)
0 - 2, ¥ 2, 5 2, — 0
donde las aplicaciones m y 7 son las proyecciones naturales. Las flechas hacia abajo también

son proyecciones. Estas dos sucesiones exactas en el diagrama de arriba inducen sucesiones
exactas largas de coeficientes:

- HY(BG;z,) 5 BYBG;2) "Y B (BG;7) T HY(BG;Z,) & HY'(BG;Z) — - -
(3.9)

y

(X—p>)* Hk(BG; Zp2) (T—); Hk(BG§Zp) i HkH(BG?Zp) —

(3.10)

.= H*Y(BG;Z,) 5 H*(BG;Z,)

El grupo H*(BG; ) es un p-grupo siempre que G sea un p-grupo, luego los morfismos ( xp),
en las sucesiones exactas largas 3.9 y 3.10 son la aplicaciones cero. De alli que 7, y 7, son
morfismos inyectivos y por tanto H*(BG;Z) = H*(BG;Z,:). Por otro lado, por la exactitud
de la sucesién 3.10, H*(BG; Z,2) = Ker(8 : H*(BG,;Z,) — H*"'(BG;Z,)), es decir,

H"(BG;7Z) = Ker(3 : H*(BG;Z,) — H*"'(BG;Z,)).
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Calculo de la transgresion inversa

Por definicién, la transgresién inversa 7, es una aplicacién definida entre los grupos H"(BG; Z)
y H*Y(BCg(g);Z). Como el grupo G es abeliano, se tiene que la trangresién inversas puede
factorizarse como la composicion de aplicaciones:

7, Ker(3: H*(BG;Z,) — H**Y(BG;Z,)) — Ker(3 : H*'(BG;Z,) — H*(BG;Z,)).

Ahora, considere el anillo de cohomologfa de grupo H*(BG; F,) = Fy[z1, ..., 2,|@A[y1, . ., Y]
donde los grados son |z;| = 2y |y;| = 1 paracadai = 1,...,n, F, es el cuerpo con p elementos.
En virtud de los calculos efectuados, se debe hallar un polinomio q(xy,...,Zn, Y1, .., Yn) €
Fylz1, ..., 2] @ Altn, . .., ys] de grado k, tal que B(q) =0y 7,(¢q) # 0 para algin g € G.

Nota 3.5.3. El morfismo de conexiéon 3 de la sucesion exacta larga 3.10 se llama la aplicacion
de Bockstein. Este morfismo induce una aplicacién 8 : H*(BG; Z,) — H*(BG;Z,) la cual
tiene la propiedad multiplicativa:

Blaiys) = Blas)y; + (1), 5(y;).

Por otro lado los elementos z; son elegidos tales que 5(y;) = ;.

Para hallar un tal polinomio, se procede a calcular la transgresion inversa. Tome un elemento
g = (ai,...,a,) € Gy considere la aplicacion:

GXZ—Gx{(9) =G

donde
(h,m) = (h,g™) — hg™.

En cohomologia se tiene:

H*(BG;F,) — H*(BG x B(Z,);F,) — H*(BG x BZ;F),)
T — T + a;w — xr; + a; (3.11)
UYs — Y; +a;z — Y; +a;z
donde

H*(BG x B(Zy);F,) =Fylxy, ..., 20w @ Ay, ..., Yn, 2]

H*(BG x BZ;F,) =F,[z1,...,2,] @ A[ya, ..., Yn, 2]

Asi, para los productos z;y;, z;x;, y;y; € H*(BG;F,) se obtiene el célculo de la transgresién
inversa:

(iy;) = (2 + a;w)(y; + a;2) = 2y, + a2z + a;wy; + a;a;wz en H(BG x B(Z,);F,)

= 2y + 302 en H*(BG x BZ;F),).
(3.12)
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De la definicién 3.1 se tiene que 7,(z;y;) = x;q;.

(wiz;) = (z; + aw)(z; + a,w) = xx; + z0;w + a;wr;  en H(BG x B(Zy);F,)

(3.13)
=TT en H*(BG x BZ;F)).

y entonces se obtiene 7,(z;x;) = 0. Por ltimo, para el producto (y,y;) la transgresién inversa
es:

(yiy;) = (i + a;2)(y; + aiz) = yiy; + via;z + a;zy;  en H*(BG x B(Z,);F,)

(3.14)
= yiy; + (a9 — aiy;)z en H*(BG x BZ;F,).

v To(yiy;) = (a;y; — a;y;). Ahora es posible presentar algunos ejemplos de la transgresion
inversa, para los casos n = 2 and n = 3 y para los propésitos de este trabajo, en polinomios
de grado 4. En el caso n = 2 la aplicacion transgresion inversa en trivial. En el caso n = 3
la aplicaciéon es un poco méas interesante.

» n = 2. Como para p # 2 un numero primo, se tiene que H*(BG;F,) = F,[z1, 23] ®
Alyr, y2] con |y;| = 1y |Byi| = |zi] = 2, es suficiente considerar: p; (21, T2, y1,Y2) = T122,
p2($1, T2,Y1, ?/2) =Ny y p3(9€1, T2,Y1, yz) = Tay1Y2. Para p; el célculo de la ecuacion
(3.13) muestra que 7,(p1) = 0. Entonces, es necesario hallar un elemento ¢ para el
cual sea posible hallar una (Z,) combinacion lineal de los polinomios ps y ps tales que
B(q) = 0. Pero:

B(p3) = 22(B(W1)y2 — 118(y2)) = z2(@1y2 — Y172)

B(p2) = v1(By1)y2 — 118(12)) = 21(21y2 — Y122).

Es decir, no existe una tal combinacién lineal.

= n = 3. Analizando el grado de los polinomios y las opciones de todas las posibles
combinaciones lineales se considera el siguiente elemento:

q(x1, T2, T3, Y1, Y2, Y3) = T1Y2Y3 — T2Y1Y3 + T3Y1Yo,

el cual satisface que 5(q) = 0. Para ver esto, se usa la propiedad multiplicativa de
resaltada en la nota 3.5.3.

Bla) = B(zryays) — B(xayrys) + B(wsyryz)
= B(x1)y2ys + 218(Y2ys) — B(w2)y1ys — 228(y1y3) + B(@3)y1ye + 238(y1y2)
= 216(y2)ys — ©1928(ys) — 226(y1)ys + 2231 8(ys) + x38(y1)ye — x3y16(y2)
= T1T2Y3 — T1Y2T3 — TaT1Y3 + T2Y1T3 + T3T1Y2 — T3Y1T2
= 0.
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(3.15)

La transgresion inversa para un elemento g = (ay, as, a3) € (Z,)? evaluada en el polino-
mio ¢ da como resultado:

7b(Q) ==7y(x1y2y3)——7y(x2y1y3)%—7y(x3y1yz)
= 21(asys — a2ys) — xa2(asys — a1ys) + w3(asys — arys) (3.16)
::a1($2y3'—'I3y2)‘+’a2($3y1'—'Ilys)‘+’a3($1y2-—~ﬁ2y1)

Lema 3.5.5. Sean g = (a1,as,a3) y h = (b1, b, b3) elementos en G = (Z,)*. La doble
transgresion inversa del polinomio q es

Tth(Q) = [(a1>a2,a3) X (bl,bz,bs)] : ($1,$2,$3)-

Demostracion. La demostracion es reducida al calculo directo de la composicion de las
transgresiones inversas 7,7, sobre el elemento g. O]

Nota 3.5.4. Se desea resaltar que el ejemplo para n = 3 muestra de paso que para n > 3
la aplicacion transgresiéon inversa no puede ser trivial. Siempre es posible considerar en
H*((Z,)™;Z) el elemento q(z1,...,Tn, Y1, Yn) = TiYiYe — TjYiYk + Tryiy;. Realizando
célculos similares a los efectuados en la ecuacién 3.16, se puede probar que 5(g) = 0 mientras
7,(q) # 0 para g € (Z,)" distinto de cero.

Usando el calculo de la transgresion inversa para el grupo Z, presentado arriba y usando la
féormula de descomposicién del Teorema (3.5.3), es posible dar la estructura explicita de la
K-teorfa torcida Orbidad para la Orbidad [*/(Z,)"], para n = 3. Note que en este caso

“Kor([#/(Zp)") = @D “Kap(+) = P Ra,((Z
9€(Zp)? 9€(Zp)?
Ahora, para cada g € Z,, la férmula de descomposicion implica que:
~Y ZP 3
Rag((ZP>3) & @ = H (@(Cp)h,ag)( : )
gvhe(ZP)g

donde ¢, es una raiz p-ésima de la unidad. Si se nota que la accién de (Z,)* sobre Q((p)n,a,
es multiplicar por la doble transgresion inversa evaluada en k € (Z,)?, m,(a) (k) y se utiliza
el Lema (3.5.5), se tiene que:

ig=M, \eZ —00h=0
(Q(gp)hv%)%) = {@(Cp) sig s A€Zypog=0o0 : (3.17)

0 en otro caso.

Entonces para h # 0, se tiene que

Ro,((Z,)") Q= [ Q(G).

AEZy
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mientras para g = 0, se tiene que:

Ral((zp)3) ®Q= H @(Cp)

AE(Zp)3

Ahora en virtud del Lema (3.5.4) la estructura del producto en K, ([*/(Z,)?]) queda definida
via la multiplicacién de elementos en Q((,).



4 El algebra de Drinfeld torcida

4.1. Preliminares

En esta parte se desea introducir las dlgebras de Drinfeld torcidas y mostrar la relacion
explicita con la K-teoria Orbidad torcida. En todo este segmento la referencia principal
es [25]. Algunas de las definiciones presentadas en la primera parte son para explicar la
naturaleza de tales algebras y en gran parte no seran utilizadas en el desarrollo.

Sea GG un grupo finito y k un cuerpo algebraicamente cerrado. Dado un elemento w €
Z3(G, k*), es decir, una funcién w : G x G x G — k* tal que

w(a,b, c)w(a,be,d)w(d, c,d) = w(ab, ¢, d)w(a, b, cd) para todo a,b,c,d € G,

se define el dlgebra quasi-tridngular, quasi-Hopf D¥(G) como el espacio vectorial (kEG)* ®
(kG), donde (kG)* es el dual del élgebra de grupo kG [11]. Considere la base canénica de
elementos {d; ® T}, eq de D¥(G) , donde 6, es la funcién tal que 6,(h) =1si h =g, 0 en
otro caso. Para abreviar, puede escribirse 6, ® T = d,Z. Sobre esta base se define el producto:

(6gf) (5hg) = Wy (ac, y>6g5xhx—1x_y (4.1)

donde wy es la imagen de w via la transgresién inversa en el elemento g € G presentada
en la definicién (3.1). Con este producto, el elemento 1pw(c) = @,c, 9,1 es la identidad
multiplicativa. Asi puede usarse la notacién d, para referirse al elemento 6,1. El coproducto
A: D¥(G) — D¥(G) ® D¥(Q) en el algebra D¥(G) es definido por la aplicacién.

A(0,2) = €D e (b, h ') (0hT) @ (Sp-14T), (4.2)

heG

donde

w(h,l,x)w(z,x" he, x )

x h7l =
e (hs) w(h,xz,z"x)

Usualmente el dlgebra D¥(G) con estas operaciones, es llamada el doble de Drinfeld torcido.

4.1.1. Representaciones de D“(()

Sean U, V mdédulos sobre el dlgebra D (@) (que también pueden verse como representaciones
(m,U), (p, V) del algebra D¥(G)), se considera el producto tensorial U ® V' como un D*(G)-
médulo con la accién de D¥(G) inducida por el coproducto A. Note que el cuerpo k puede
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considerarse como un D¥(G)-médulo el cual resulta ser trivial y salvo ismorfismo, es la
identidad multiplicativa del producto tensorial de D¥(G)-médulos. Se toma el caso particual
k = C y se define entonces el anillo de representaciones Rep(D“(G)) de D*(G) como la
C-algebra generada por el conjunto de clases de ismorfismo de D¥(G)-médulos con la suma
directa de modulos como adicién y el producto tensorial como producto. Se define ahora,
el ideal Ry(D*(G)) generado por todas las combinaciones U — U’ — U” donde 0 — U' —
U — U"” — 0 es una sucesién exacta corta de D*(G)-moédulos. Se define entonces el anillo
de Grothendieck R(D“(G)) como el cociente de Rep(D¥(G)) con el ideal Ry(D¥(G)).

El dlgebra D“(G) es quasi-tridngular con:

R= @ 6,1 @04,y R = @ Wang-1(g, 97 1) 16,1 @ Spgt.
9,heG 9,heG
Entonces, RA(a)R™ = o(A(a)) para todo a € D¥(G), donde o es el automorfismo que
intercambia las imagenes en el coproducto. De este modo, si U y V' son D¥(G)-médulos,
esta ecuacién implica que U ® V' 'y V ® U son isomorfos como D¥(G)-médulos, es decir, el
algebra Rep(D“(G)) es conmutativa. Ahora, suponga que : G x G — C* es una cocadena
con cofrontera:

68(a,b,c) = B(b, c)B(a, bc)B(ab, c) *B(a,b) ",

entonces el dlgebra D*(G)“°?(G) es isomorfa a D*(G), con un isomofismo dado por la apli-

B(g,x)
Bz, xzgr1)

caciéon:

v(0,T) =

0y
y en particular se tiene el isomorfismo:
v* : Rep(D**%(G)) S Rep(D*(G)).

Teorema 4.1.1 (cf. [23] Teorema 19). El anillo Rep(D¥(G)) es isomorfo aditivamente al
anillo @, cq Ra(C(g)), donde (g) denota la clase de conjugacion del elemento g € G

Demostracidn. Paracadax € G considere los subespacios S*(x) := @ ec(y) Co29 y D?(2) =
D, c C.g de D¥(G). Se tiene que S¥(x) es una subdlgebra de D*(G) con elemento unidad
9.1, tal que, en virtud del producto definido en D¥(G), S¥(z) = C¥(C(g) con la definicion
de C*C(g) dada en el Capitulo anterior. Dada (g) C G, considere D*((g)) = @y,¢(, D (h).
Observe que D*(G) = D, cq D”((9)) (aditivamente). Por otra parte, para un elemento h
en una clase de conjugacién (g) fija, considere un S¥(h)-mdédulo U, es decir, un C*»C(h)-
modulo, y defina la aplicacion:

U—U ®Sw(h) Dw(h),

cuya imagen es una D*((g))-médulo si se considera la accién de D“((g)) sobre U ®gw iy D (h)
como la multiplicacién a derecha en el segundo factor. Por otra parte, para V un D“((g))-
modulo, se define la aplicacion:

V = Vil
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Note que la imagen de esta aplicacién es un C*»C'(h)-médulo, con lo cual las dos aplicacio-
nes anteriores definen una equivalencia entre C*»C(h)-médulos y D“((g))-médulos, la cual
debido al Teorema (3.2.2), implica que para cualquier h € (g):

Ry, (C(h)) = Rep(D*((g)))

y de alli que

Rep(D“(G @ R, (
(9)cG

]

Fue notado en [8] que es posible describir el isomorfismo explicito usando la asi llamada
induccion DPR, la cual es definida sobre cada R,(C(g)). Sea (p,V) una representacién
torcida del grupo C(g). Se define entonces la representacion ¢ ((p, V) := (m,, A) de D¥(G)
por la férmula:

A ::Indg(g)(V)

y (4.3)
] i, 3,)

Tp(0kT)T; @ v =040, 401 mxs ® p(r)v.

donde x; es un representante de una clase en G/C(g), r € C(g) y el elemento x4 es un

representante de una clase en G/C(g), elegido tal que zx; = z,r.

4.2. K-teoria torcida para la Orbidad [x/G]

Se toma la estructura de Orbidad definida por la accién trivial de G sobre el espacio M = {x}.
Para esta accién, y para cada elemento w € Z3(G;S!), la expresiéon de la K-teoria torcida
Orbidad dada en la definicién 3.3 en el Capitulo anterior, y segin el Lema (3.3.2), es el
anillo:

Ky ([%/G)) = @D “Ke(+) = € R, (C (4.4)

(9)CG (9)cG

Por el Teorema (4.1.1) se tiene entonces un isomorfismo aditivo entre Rep(D*(G)) y la
K-teorfa torcida Orbidad “ K, ([*/G]). Aunque se puede establecer una relaciéon ain maés
estrecha:

Teorema 4.2.1. La iduccion DPR es un isomorfismo de anillos:

(K ([#/G1), %) = (Rep(D¥(G)), @)



4.2 K-teoria torcida para la Orbidad [*/G]| 51

Demostracion. El objetivo es mostrar que si se dota el anillo ¥ K,.([*/G]) del producto tor-
cido *, entonces la induccion DPR es de hecho un morfismo de anillos. Para esto, considere
dos elementos (p, V) € R,,,(C(g)), (v,W) € R,, (C(h)) y se observa que:

1§ (B) ® Iy = 16 (E @ RE (16 (F)))

>~ G (E® Ig(g)(RgEZ))OC( ) (F) @ 79,n))

= Ig(g)<]g((gg))mc*( )(Rgg ;OC(h)(E) ® RC(g)mo h)(F) ® VQ,h))
= Ig(g)ﬂC(h)(Rg( gmcm (E) ® RC(h ancm F) ®vgn)
= I6om Ueiyem (Benen (B) © Regneqy (F) © 7))
= Ig(gh)(E o F)

Con lo cual el resultado queda demostrado. O

4.2.1. K-teoria torcida para un p-grupo extra especial.

Dado un primo p impar, un p-grupo es considerado extra-especial cuando su centro Z(G) y su

subgrupo derivado G* son isomorfos a Zp, es decir Z(G) = Z,,. Todo p-grupo extra especial

2ntl para algin nimero natural n. Reciprocamente, para cada n existen dos

2n+1

tiene orden p
grupos extra especiales de orden p diferenciados tan solo en que uno de ellos tiene indice
p v el otro p?. El objetivo de esta seccién es relacionar la K-teorfa torcida Orbidad para el
Orbifold [*/H] y [*/G], con H un grupo extra especial de exponente p y orden p***!' y G =
(Z,)*"*1. Este tipo de relaciones estdn motivadas por trabajos como [14] donde se estudian
estas relaciones para p = 2 y en alguna medida, los resultados obtenidos por A. Duman en
[12]. Empero, existe un interés mas profundo en estudiar este tipo de relaciones estableciendo
una correspondencia con las dlgebras de Drinfeld torcidas, y es el de intentar observar una
posible generalizacion de este resultado a Orbidades [M/H] y [M/G] con H y G dos grupos
posiblemente no abelianos. Sin duda ese sera un interesante tépico de investigaciones futuras.

Bésicamente, se considera el siguiente resultado debido a D. Naidu y D. Nikshych [18]:
Teorema 4.2.2 (ver [18], Corolario 4.20). Sea H un grupo finito, ' € Z3(H;S") tal que
= contiene un subgrupo K normal y abeliano,
» W\ gxrxx €s cohomoldgicamente trivial (en H?(K;S')),
» eziste una 2-cocadena p H-invariante sobre H tal que 0(p)|gxrxxx = W' ks xk-

>~

Entonces se construye un grupo G y un elemento w € Z*(G;S') tal que Rep(D¥(Q))
Rep(D¥ (H)).
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En virtud de la relacion establecida en la primera parte de este Capitulo entre las dlgebras
de Drinfeld torcidas y la K-teoria torcida Orbidad, se tiene el siguiente Corolario, establecido
en las mismas hipdtesis que el resultado inmediatamente anterior:

Corolario 4.2.3. Eziste un isomorfismo de anillos:

Y Kar([+/G]) = o str([x/ H]J).
Finalizamos entonces este Capitulo con una bonita aplicacién de estos resultados:

2n+1

Proposiciéon 4.2.4. Sea H un grupo extra especial de orden p e indice p. Se tiene

entonces que:

K[/ H]) 2= * Koo ([+/(Z,)*" 1))

para algun torcimiento no trivial w.

Demostracion. Considere H un grupo extra especial. Desde la definicién, es posible consi-
derar K = Z(H) = Z,,. Ahora, suponga que existe un u € C*(H;S") tal que §(u)|kxrxx =
W |kxrxk €l cual es H-invariante, es decir, si se considera la accién de H sobre las 2-
cocadenas C?(H;S"') definida por Y := p(yx1y~', yxray '), entonces debe tenerse que Yu =
en C?(H;S'), para todo y € H. Ahora, como K es normal, naturalmente Yu|x = p|x para
todo y € H. Debe existir entonces para cada y € H, una l-cadena 7, sobre H tal que

Y . . . . . .,
ony = 7" = 1. Como K es abeliano, lo anterior permite entonces definir una aplicacién:

v:H/K x H/K — C'(H;S")
Y2
Ty1 Tlya _

Yy1y2

(ylayl) —

Lema 4.2.5 (ver [17] Lema 4.2, Corolario 4.3). La funcién v define un elemento en H*(H/K; K)).

El simbolo K denota el grupo de homomorfismos del grupo K a S'. Ahora bien, este elemento
representa una sucesioén exacta corta:

15 K-> Kx,HK— H/K —1,

donde el producto en KNUH/K es definido por la férmula (py, 21)(pa, x2) := (v(21, T2) p1p2, T122).
Se define entonces el elemento w € Z3(G;S'), con G := K x,H/K para cada (py, 1), (p2, Z2), (ps, x3) €
K x, H/K, por la férmula:

w((p1, 21)(p2; 22)(p3, x3)) = (V(1, 22) (u(23))) (1) p1 (kg ,5),

donde u : H/K — H es una funcién tal que al componer con la proyeccién natural
p: H — H/K resulta p(u(z)) =  y kyyays € H es un elemento tal que u(zy)u(zy) =

Koy aou(p(u(zy)u(zs))).
Claramente, cuando w’ es el 3-cociclo trivial, se puede elegir p trivial y por tanto v es
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trivial también. Como desde la definicion de un grupo extra especial, su grupo deriva-
do H' C Z(H) = K, entonces H/K es un grupo abeliano y si v es trivial, claramente
K %, H/K = (Z,)**". Sélo resta entonces mostrar que w no es trivial en H*(G;S'). Consi-
dere H = {hy, ..., hypmnir }, K = Z(H) = {z,..., 2}. Sea K ={p1,...,pp}, con p; no trivial
para ¢ # 1. Denote el grupo cociente H/K = {x1K,..., 2,2 K}, con 21 = 1y/k. Se define
la funcién u : H/K — H tal que u(z;K) = z;(z; ") para ;K € H/K, z; € K. Considere el
elemento ((p, z;K), (p, 2:K), (p, 2;K)) con p € K fija y no trivial. Como se elige v trivial, el
elemento w queda reducido a p(ky,k2;x) = p(2:) # 1, lo cual asegura que w es no trivial. [
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El espiritu de este segmento es presentar las herramientas tedricas provenientes de la topo-
logia algebraica que justifican y fundamentan los desarrollos incluidos en los capitulos ante-
riores. Por otra parte contiene un gran nimero de ejemplos de gran utilidad en los cédlculos
y para simplificar las ideas generales de esta tesis. Iniciamos con una seccién dedicada a la
presentacion de dos invariantes topoldgicos clasicos, los anillos de cohomologia y K-teoria
asociados a una variedad diferencial X. A continuaciéon presentamos algunos conceptos de
grupos de Lie y acciones de grupos sobre variedades. Esto con la intencion de introducir una
forma general de los anillos de cohomologia y K-teoria, los anillos de cohomologia equiva-

riante y K-teoria equivariante. Finalizamos con una seccién que desarrolla el concepto de
Orbifold.

5.1. K-teoria

5.1.1. Haces vectoriales

Las construcciones presentes en esta seccion son de gran interés para este trabajo, por lo
cual, la intencién es de concentrar un gran ntimero de herramientas que justifican algunos
de los calculos y que mas adelante se reconsideraran con el contexto de alguna estructura
adicional como acciones de grupos y equivarianza. La mejor referencia que ha sido posible
hallar en el libro de A. Hatcher de Haces vectoriales y K-teoria [15].

Definicién 5.1.1. Dados E, B espacios topoldgicos, una aplicacion continua p : F — B es
un haz vectorial de dimensién n si para cada b € B, p~!'(b) C E tiene una estructura de
espacio vectorial de dimensién n de tal manera que se cumple la siguiente propiedad llamada
trivialidad local: Existe un cubrimiento de B por abiertos U, para cada uno de los cuales
existe un homeomorfismo h,, : p~1(U,) — U, x R™ que aplica a p~!(b) isomorficamente, como
espacio vectorial, sobre p x R™. Se puede considerar en el lugar de R", el espacio vectorial
C™ y se obtiene la nocion haz vectorial complejo.

Ejemplo 7. Recuerde que el espacio proyectivo real RP™ es el espacio de todas las rectas
que pasan por el origen en R"™. Se puede definir un haz vectorial candnico sobre RP"
determinado por el conjunto de puntos

E = {(1,v)|l es una linea en RP", v € [} C RP™ x R,
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Se puede definir la aplicacién P : E — RP™ como p(l,v) = [. Para definir las trivializaciones
locales, considere una vecindad U; de un punto [ en RP". Entonces se define:

h:p ' () = Uy x p~ ' (1) 2 U x R™!
como hy(s,v) = (s,m(v)), donde 7 es la proyeccién ortogonal sobre p~*(1).

Un isomorfismo entre dos haces vectoriales p; : 1 — By ps : Fs — B se define como un
homeomorfismo h : E; — E, que envia a cada p;*(b) en el correspondiente p,*(b) via un
isomorfismo lineal.

Ejemplo 8. Considere el espacio E obtenido como el cociente de I x R bajo las identifi-
caciones (0,t) ~ (1,—t). La proyecciéon I x R — I induce una aplicacién p : £ — S! que
esun haz vectorial 1-dimensional sobre S'. Note que como RP! = S, E puede considerarse
como haz vectorial sobre RP! que resulta ser isomorfo al haz canénico definido en el ejemplo
anterior.

Secciones. Una seccion de un haz vectorial p : E — B es una aplicaciéon s : B — E que
asigna a cada b € B un vector s(b) € p~*(b). Todo haz vectorial tiene una seccién canénica
asociada, cuyo valor en todo punto es cero. Esta seccién candnica se le llama la seccién cero
del haz vectorial.

5.1.2. Operaciones entre Haces vectoriales

La idea de las operaciones entre haces vectoriales es generalizar de forma natural las ope-
raciones que se definen usando algebra lineal sobre los espacios vectoriales. Particularmente
se estd interesado en estudiar las generalizaciones de la suma directa, el producto interno, el
producto tensorial y el productor exterior de espacios vectoriales.

Suma directa de haces vectoriales Dados dos haces p; : E1 — By py : E5 — B sobre el
mismo espacio base B se define un nuevo haz vectorial como el conjunto:

E1 @ Ey = {(v1,v2) € By X Ey : p1(v1) = pa(ve) }.

La aplicacién p; @ py : F1 @ Es — B, que aplica a cada punto (vy,v2) en pi(vy) = pa(vs),
junto con las trivializaciones locales naturales, define un haz vectorial sobre B.
Producto interno. Un producto interno sobre un haz vectorial p : E — B es una aplicacién

():E®E—-R
que restringe en cada espacio vectorial p~'(b) con b € B, a un producto interno.

Proposicién 5.1.1. Si B es un espacio paracompacto, siempre existe un producto interno
sobre un haz vectorial p: £ — B.
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Un sub haz de un haz p : E — B, se define como un subespacio Fy C FE tal que Ej
intercepta p~1(b) para cada b € B y la restriccién de p : Ey — B es un haz vectorial sobre
B. Si el espacio B es paracompacto, la proposicion anterior nos permite definir la nocién de
ortogonalidad entre sub haces de un haz vectorial p: £ — B.

Proposiciéon 5.1.2. Dado p : E — B un haz vectorial sobre un espacio paracompacto B,
existe un sub hazp: Ey — B tal que By ® Ef = F

Si adicionamos compacidad al espacio B, obtenemos el siguiente resultado sobre los haces
vectoriales:

Proposicion 5.1.3. Para cada haz vectorial p : E — B sobre un espacio compacto B existe
un haz p' : E' — B sobre B tal que E & E' es un haz trivial sobre B.

Producto tensorial. Dados p, : £y — By py : E5 — B dos haces vectoriales sobre el
mismo espacio B, definimos el conjunto:

E1 ® By = yeppy ' (b) ® py ' (b).

Se eligen las aplicaciones h; : p~}(U) — U x R™ i = 1,2, para cada abierto U C B en donde
E; vy E5 son haces triviales respectivamente y se consideran las aplicaciones inducidas:

hi@hy:p H(U)@p HU) = U x (R™ @ R™).

Se considera sobre F; ® F5 la topologia que hace continuas estas aplicaciones inducidas.
Potencias exteriores. La protencia exterior A*(V') de un espacio vectorial V' se define co-
mo el cociente del producto tensorial V' ® --- ® V| k-veces del espacio V', por el subespacio
generado por los vectores de la forma v; ® - - - ®@ v, — Sz’g(a)vg(l) ® -+ ®Vg(k) donde o es una
permutacién de los elementos (1,...,k) y Sig(o) representa el signo de la permutacién. Si
V tiene dimensién n, entonces el espacio A*(V) tiene dimensién (Z)

Ahora bien, para un haz vectorial p; : E — B considere la uniéon disyunta de la potencias
AF(E) := |, A¥(p71(b)). Se define sobre A*(E) la topologia inducida por las trivializacio-
nes locales. De esta manera se obtiene un haz vectorial sobre B.

5.1.3. Pullback de haces vectoriales

Se nota el conjunto de clases de isomorfia de haces vectoriales reales de dimensiéon n sobre
B como el conjunto Vecg(B).

Proposicién 5.1.4. Dada una aplicacion continua entre dos espacios f : A — B y un haz
vectorial p : B — B, existe un haz vectorial p’ : E' — A de manera que en cada punto a € A,
p~Ya) es isomorfo a p~(f(a)). Este haz E' es inico salvo isomorfia.
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En virtud de la aplicacién anterior tenemos que dada una aplicacion continua f : A — B,
podemos inducir una aplicacién f*: Vecg(B) — Vecg(A). Una tal aplicacién es llamada el
pullback de haces vectoriales y satisface:

= (o) (E) =g (" (E)).

[H(EL© Ey) = f*(E1) @ f*(Ea).

[H(EL® Ey) = f*(Ey) @ f*(E2).

Proposicién 5.1.5. Si f : A — B es una equivalencia homotopica entre espacios paracom-
pactos, entonces f*: Vecg(B) — Veck(A) es una biyeccion.

K-teoria

Note que es posible considerar en lugar de haces sobre R, los haces complejos, es decir haces
sobre el cuerpo C. Estos son haces vectoriales p : E — B tales que para cada b € B, el
espacio vectorial p~!(b) tiene dimensién n sobre C. Naturalmente las trivializaciones locales
tienen la forma h, : p~'(U,) — U, x C". Sobre estos haces estdn definidas las mismas
operaciones que sobre los haces reales y los pullback de haces complejos tienen las mismas
propiedades. En adelante un haz vectorial sobre B significara haz vectorial complejo sobre
B salvo alguna mencion explicita.

Definicién 5.1.2. Considere K(B,Z) el grupo libre generado por clases de isomorfismo de
haces vectoriales sobre B partido por el subgrupo generado por todos los elementos de la
forma

[Elo ([E"] @ [E"])

tales que los haces vectoriales F/, E', E” sobre B forman la susecién exacta corta
0—-F —-FE—>E"—=0
y ©, @ denotan la sustraccion y la suma en el grupo libre, respectivamente.

Si se pone K (B) := K(B,Z)®zQ tenemos el grupo de K-teorfa de B. La operacién producto
tensorial de haces da a K(B) la estructura de anillo conmutativo mediante la operacién
multiplicacion

[E]® [F] :=[E® F].
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5.2. Acciones de grupos

5.2.1. Acciones de grupo

En todo este trabajo G representa un grupo. Los resultados son enfatizados sobre grupos con
estructura adicional por ejemplo los grupos de Lie compactos, pero el desarrollo intentard ser
lo més general posible.

Definicién 5.2.1. Un grupo G es llamado de Lie si sus elementos como conjunto tienen una
estructura de variedad difereciable que es compatible con la operacién producto del grupo.
Es decir, si para cada par de elementos g,h € G la aplicacién (g,h) — g~'h es una apli-
cacion diferenciable. Un grupo de Lie serda compacto cuando sea una variedad diferenciable
compacta.

Para un grupo general G y una variedad diferencial M, una acciéon de G en M es una
aplicacién G x M — M, donde (g, m) — g(m) para cada elemento g € G y cada elemento
m € M, tales que para cada g, h € G, g(h(m)) = gh(m), para todo m € M. Cuando el grupo
G es de Lie, lo que se tiene es un homomorfismo del grupo G en el grupo Dif f(M) pero que
por simplicidad en la notacién se expresa como g(m) o simplemente gm cuando no hay lugar
a ambigiiedades. Cuando se tiene una acciéon de un grupo G sobre una variedad M, ésta
es llamada una G-variedad. Una aplicacion ¢ : M — W entre G-variedades diferenciales se
llama equivariante o una G-aplicacion, si para cada g € Gy cadam € M, p(g(m)) = gp(m),
es decir, si es compatible con la accién.

Definicién 5.2.2. Para cada punto m € M, se define el conjunto G-m = {gm € M : g € G},
llamado la érbita del elemento m.

Dada la accién de un grupo G sobre una variedad diferenciable M, donde cada elemento
del grupo genera un difeomorfismo de la variedad en si misma, se puede definir el conjunto
cociente de la acciéon como la variedad M por la relacion de equivalencia definida como:
para cada par de puntos m,n € M, m ~ n, sin € G- m. El cociente de esta accién,
es decir, el conjunto de orbitas de la accién no siempre conserva la estructura de variedad
diferenciable de la variedad inicial. Que el cociente de la accién sea o no una variedad
diferenciable dependera incialmente de los puntos fijos de la accién de GG sobre M. Un punto
fijo de la accién es un elemento de la variedad que es punto fijo de todos los difeomorfismos
determinados por el grupo, donde para g € G se dice que m € M es un punto fijo de ¢ si
g(m) = m. Si algin elemento del grupo tiene puntos fijos, esto impide que la condicién de
ser variedad diferenciable sea heredada al conjunto de érbitas de la accion.

Sin embargo, cuando se esta interesado en la accién de un grupo de Lie compacto G, actuando
sobre una variedad diferenciable compacta M, y se adiciona alguna condicién sobre la accion,
es posible obtener ciertas propiedades de gran interés.
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Definicién 5.2.3. Dado un elemento m € M, definimos el grupo estabilizador de m como
el conjunto

G ={g € Glg(m) =m}.

Como es facil observar desde la definicién, si g € G,, entonces g=! € G,,, y como ademéds
e € G, para todo m € M (donde e la identidad de G) tenemos que G, es un subgrupo de
GG, a menudo llamado grupo de isotropia de m. Para algunos elementos este subgrupo puede
reducirse a la identidad de G y si esto ocurre para todos los elementos de M, la accion se
llama libre. Cuando existen elementos m € M con G,, # {e} y adicionalmente con |G,,| < oo
para cada m € M, la accion se llama casi libre. Si la accion del grupo es libre, es en particular
casi libre. Si el grupo G es finito, su accién es siempre una accion casi libre. A continuacién
se presenta un ejemplo de un grupo de Lie infinito actuando de manera casi libre.

Ejemplo 9. Considere el grupo G = S' y M = CP" con la accién definida por: A([z :

< zy]) = [APozg oo+ 0 APrzy] con py, ..., p, nimeros primos diferentes. Observe que
los elementos de la forma [0 : --- : 0 : 2 :0:---: 0] son puntos fijos para el conjunto
estabilizador {1,£,£2,... P71}, Este grupo es el conjunto de raices p;-ésimas de la unidad

que es isomorfo al grupo Z,, con estructura aditiva. Todos los elementos de CP" que son
punto fijo de la accién de S' que han sido considerados tienen grupos estabilizadores de
cardinal finito, entonces se tiene un primer ejemplo de una accion de tipo casi libre y que no
proviene de la accién de un grupo finito.

Los estabilizadores de dos puntos en la misma érbita son grupos de isotropia conjugados, es
decir, si m,n € M, con M una G-variedad, son tales que n € GG-m, entonces existe un g € GG
tal que G, = gG,,g~*. Cada drbita tiene asociada una clase de conjugacién de subgrupos de
GG nombrada como el tipo de érbita.

Para m € M fijo, consideramos la aplicacién 6 : G — M definida por 6(g) = gm. Entonces
tenemos una aplicacién inyectiva 0’ : G/G,, — M que es de hecho una inmersién, cuya
imagen es la érbita de m. Particularmente, cuando GG es un grupo de Lie compacto tenemos
que la aplicacion es propia, por lo tanto es una submersién. De lo anterior, la imagen de 6’ es
una subvariedad de M. Es decir, si el grupo de Lie G es compacto, las érbitas de los puntos
son subvariedades de M.

Sea m € M. Considere un elemento g € GG,,. La aplicacion:

T, : TyM — T,,M

es un isomorfismo del espacio vectorial tangente a la variedad M en m sobre si mismo. Por
lo anterior, el espacio vectorial T,,(G - m) es un espacio invariante del anterior isomorfismo.
Por lo tanto, se puede descomponer el espacio tangente T;, M como:

TM = To(G - m) & Wiy,

donde W, es el espacio T,, M /T,,(G - m). Pero como el espacio T,,,(G - m) es invariante, la
aplicaciéon Tj define un isomorfismo de W, en si mismo. Se tiene entonces para cada punto
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m € M una representacién lineal del grupo G,, como un subgrupo de GL(W,,). El grupo
G,, actua sobre G x W, mediante la accion:

h(g,w) = (gh™", hw)

la cual es una accién libre debido a que es libre en el primer factor. Entonces, se puede definir
el cociente (G x W,,,) /G, denotado G X¢,, Wi,. Se tiene ademaés la accién natural de G sobre

G X G Wm

inducida por la multiplicacién del grupo G. Es posible considerar entonces a G /G, como
una subvariedad de la variedad G' x¢g, W,,, llamada la seccién cero.

Proposicién 5.2.1. Ezxiste un difeomorfismo equivariante desde una vecindad equivariante
de la seccion cero en G X¢g, W, a una vecindad abierta de G - m en M, la cual envia la
seccion cero G |G, sobre la drbita G - m por la aplicacion natural ' : G/G,, — M.

Dos elementos tienen el mismo tipo de érbita, si son grupo de isotropia de dos elementos en
la misma Orbita.

Lema 5.2.2. Si G es un grupo de Lie compacto actuando sobre una variedad compacta M,
entonces solo existe un numero finito de tipos de orbita.

Corolario 5.2.3. El conjunto:
C:={(9) C GIM* # 0} (5.1)

es finito. El simbolo M9 denota el conjunto {m € M|gm = m}.

5.3. Cohomologia equivariante

Definicién 5.3.1. Definimos el espacio EG(n) como el cociente
G X A" = {(z0,t0; - - 5T, ta)|Ti € Git; € [0, 1],2@- =1}
por la relacién de equivalencia:

t; =t Para todo 1,

(0, to; -+ 3 Ty b)) ~ (g, by . @l 1) <=

Se puede escribir (xg, to; .. .; T, t,), 0 mas brevemente (x,t), para la clase de equivalencia de
los elementos bajo consideracién. Para cada n la inclusiéon EG(n) C EG(n + 1) es definida
como

(o, to; .. 5 xn, tn) — (To,to; -+ T, tn; Tps1, 0),

por lo cual se puede definir el espacio EG :=lim_, EG(n).
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El grupo G actua sobre EG(n) y EG por g(z,t) = (gz,t). Esta accién es libre, por lo cual
los cocientes seran notados repectivamente BG(n) y BG. Si M es una G-variedad, el espacio
de orbitas puede ser bastante complicado si la accion no es libre. Para intentar tener un
sustituto razonable de este espacio de orbitas, se considera G actuando sobre EG x M por
g(p,x) = (gp, gx) lo cual es una accion libre porque la accién sobre EG es libre. Por lo cual
el espacio de érbitas es

MG = (EG X M)/G = FG XgM

. Si se consideran las dos proyecciones p; : EG x M — EG y Mg — BG se induce una
aplicacién continua o : Mg — M/G. Si G es un grupo de Lie compacto y la acciéon de G
sobre M es libre, esta aplicacion es una equivalencia homotoépica. Esto es una ventaja pues
si la accién de G sobre M tiene puntos fijos el espacio cociente M /G podria no tener las
propiedades deseables, mientras que Mg es siempre un cociente proveniente de una accién
libre.

Definicién 5.3.2 (Cohomologia equivariante). La cohomologia equivariante de una variedad
M dotada con una accién de un grupo G, notada H} (M), es la cohomologia de M.

5.3.1. K-teoria equivariante

5.3.2. Haces vectoriales equivariantes

Como consecuencia de la accion de un grupo G sobre una variedad M se puede introducir la
nocién y herramientas basicas del trabajo con haces vectoriales equivariantes. Los principios
y buena parte de los resultados que se presentan aqui corresponden a los trabajos logrados
por M. Atiyah y G. Segal en [4] y por Segal en [22, 21].

Definicién 5.3.3. Dada una G-variedad M, un G-haz vectorial sobre M es un G-espacio F
junto con una G-aplicacién p : E— M, es decir tal que p(g(¢)) = g(p(¢)) para todo g € G,
¢ € E y que cumple con siguientes propiedades:

(i) p: E — M es un haz vectorial complejo sobre M, es decir, las fibras E,, = p~!(m),
para m € M, son espacios vectoriales complejos.

(i) Paratodo g € G,laaccién g : E,,, = Egy(,) es un homomorfismo de espacios vectoriales.

Naturalmente, estos haces equivariantes heredan la equivarianza al hacer construcciones co-
mo la suma de haces y el producto tensorial de haces, debido a que estos estan definidos
sobre los espacios vectoriales p~'(m) para cada m € M. En particular para cada haz equi-
variante p : £ — M existe un producto interno equivariante (x,%)s. Por otra parte, el
producto exterior de haces equivariantes se mantiene equivariante, de hecho da lugar a una
aplicacién equivariante en el anillo K'(M). Se considera K (M), construido reemplazando
en la construccién de K (M) los haces vectoriales por G-haces vectoriales, como la K-teoria
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equivariante de M. Si f : N — M es una G-aplicacién de G-variedades compactas, el pull-
back E — f*E induce un morfismo de anillos f* : Kg(M) — Kg(N) ([21], Capitulo 2).
Si se tiene H otro grupo de Lie compacto y un homomorfismo de grupos o : H — G este
induce un morfismo de restriccién Kg(M) — Kgy(M). Més generalmente, si f : N — M es
una aplicacién continua desde una H-variedad a una G-variedad compatible con «, se tiene

f*: Kg(M) — Kg(N).

Si G es trivial, se tiene que la K-teorfa equivariante K (M) coincide con la K-teoria usual
K(M). Cuando M = {x} es un punto, se considera los haces vectoriales equivariantes por
la accién de G sobre el punto, esto es, todas las representaciones lineales del grupo G. Por
lo cual K¢g(x) = R(G), el anillo de representaciones del grupo G. En general, Kg(M) es un
modulo sobre el anillo R(G), debido a la aplicacién natural de un G-espacio a un punto.
Para cualquier G-variedad compacta M, la proyeccién de M sobre su espacio de 6rbitas por
la accién de G, M/G induce un morfismo pr* : K(M/G) — Kg(M).

Si H es un subgrupo cerrado de GG, y M es una H-variedad compacta, se puede formar un
G-espacio compacto

(GxM)/H:=Gxy M (5.2)

donde la accién desde H es definida en cada coordenada como h(g,m) = (gh™!, hm). Existe
un embebimiento

fIM—>GXHM

que identifica M con el H-subespacio H Xy M de G xy M.

Por otra parte, si la accion del grupo G sobre M es trivial, se puede considerar la aplicacion
pr* de K(M) a Kg(M) la cual aplica sobre cualquier haz vectorial E sobre M la accién
trivial de GG. La aplicacién de M a un punto induce ¢ : R(G) — Kg(M). Se pueden juntar
estas dos aplicaciones para definir una aplicacion:

o K (M) ® R(T) — Kp(M)

dada por (E ® x) — (pr*(E)p(x)).

Proposicién 5.3.1 ([21] prop. 2.2). Si M es una variedad con una accion trivial de G, la
aplicacion:

Wt K (M) ® R(T) — Kp(M)

es un isomorfismo.

5.3.3. J\-anillos

Una importante propiedad del anillo K'(M) es que tiene una estructura de A-anillo. Esto
es, para cada entero no negativo i, existe una aplicacién \* : K(M) — K(M) definida por
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AN(E) := [A’E], donde A’ es la i-ésima potencia exterior del haz vectorial E y donde E denota
la clase de E en K (M). En particular, \°(E) = 1, A\'(E) = E, y M(E) = 0 si i es més grande
que la dimensién de E. Naturalmente se espera que en K-teoria equivariante se conserve esta
propiedad, aunque algunos detalles deben ser verificados.

M-anillos equivariantes. Para las construcciones que se presentaran en este trabajo, las
cuales son todas equivariantes, es necesario verificar en primer lugar que todas propiedades
de la A-aplicacién toman sentido en un contexto equivariante.

Sea E un G-haz vectorial sobre una variedad M, la potencia exterior A’(E) es un G-haz
vectorial sobre M por cuanto las operaciones usadas para definir la potencia exterior son
equivariantes. Luego la aplicacién \' : K(M) — K (M) se puede extender al anillo K¢ (M).
Mas precisamente podemos definir la aplicacién

AG(E) = [AY(E)]

asi como también podemos considerar la A-aplicacién:
(M)c(E) = PN (E).
i=0

Por simplicidad estas aplicaciones se notaran sin el sub indice G, si esto no da lugar a
confusion. Si F' es otro GG-haz vectorial sobre M, la suma E @ F es un (G-haz vectorial. Sin
embargo es posible considerarlo como un haz vectorial ordinario sobre M y aplicarle \; en
el anillo K(M). Es posible entonces obtener

M(E®DF) = N(E)N(F).

De esta manera es suficiente verificar que el lado derecho de la ecuacion anterior es una
G-aplicacion, si tanto £ como F' lo son. Pero usando nuevamente que los haces equivariantes
son en particular haces de alguna clase en K (M) se concluye que esta férmula multiplicativa
vale en K-teoria equivariante.
Sea p : E — M un G-haz vectorial sobre M. Si s es una seccién equivariante de E es posible
formar el complejo:

0 -LC SANE) SA*(E) L. ..

donde las aplicaciones d son definidas por d(§) = & A s(z) si € € AY(E,). Si se considera
s como la seccién natural dad por la aplicacién diagonal § : £ — E X, E = p*(F) esta
seccion es naturalmente equivariante. Sea p : E — M un G-haz vectorial sobre M. Si se
considera F' algin otro complejo sobre M, entonces podemos tomar el pullback de cada haz
en el complejo y definir p*(F) como un complejo sobre E. La asignacién F — A*(E) @ p*(F)
induce un homomorfismo aditivo

Px - Kg(M) — Kg(E)
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el cual es llamado el homomorfismo de Thom ([21] Capitulo 3). Si ¢ : M — FE es la seccién
cero, entonces se tiene que:

P Pa(€) = EA(E) (5.3)
para todo £ € Kg(M). Se define asi la clase de Thom equivariante ¢.(1) = A\g € Kg(FE).

Proposicién 5.3.2 ([21] Prop. 3.3). El homomorfismo de Thom ¢, : Ka(M) — Kg(FE) es
un isomorfismo para todo G-haz vectorial sobre una G-variedad compacta M.

Por simplicidad, en el resto de este escrito, si esto no da lugar a confusién, no se hara dife-
rencia entre el haz vectorial E y su clase E en la K-teoria de M.

Ejemplo 10. Suponga que p : E — M es un G-haz vectorial tal que £ =L, @ --- @ Ly, y
cada L; es un G-haz vectorial lineal sobre M. El calculo de la aplicacién \; en el haz E da
como resultado:
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