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Introducciéon

En este documento trataremos con el buen planteamiento en los espacios de
Sobolev H*(R), y en los espacios de Sobolev H*"" con pesos del problema de

Cauchy asociado a la ecuacion diferencial parcial

Up — OCUgy + Uy — P ULy = 0 (0.1)

que es una perturbacion no lineal de la ecuacion de Burgers (¢« = 0 ) y mod-
ela fendmenos que ocurren en teoria de fluidos. Tratareremos con el buen
planteamiento local y global en el caso no periédico de la ecuacion, es de-
cir, queremos saber si dicho problema tiene solucién tnica y si esta depende
continuamente del dato inicial u(0) = uy € H*(R). Especificamente estudi-

aremos el problema de valor inicial

Up — OPUggy + Uy — P UUGey =0 T ER,E >0

(0.2)
u(0) = ug € H*(R),
donde a« > 0

Para tratar el buen planteamiento de (0.2) en H*(R), y H*"(R) usaremos
Teoria de Kato (|2], [3], [4]), que cuando es posible aplicarla, ha mostrado



ser una técnica potente y util en ecuaciones de evolucion cuasilineales y nos
permite obtener resultados atin en el caso o = 0 sin necesidad de usar técnicas
de regularizacion ni de compacidad empleadas en ([1]). Una parte interesante
en el estudio del buen planteamiento de (0.2) es que la solucion persiste en
todo tiempo

La razon de utilizar Teoria de Kato es que observamos que (0.2) puede trans-
formarse en una ecuacion del tipo de la ecuacion de Camassa-Holm (vea (|7]))
y seguimos las ideas de [7], obteniendo resultados semejantes, salvo que en
este caso no hay soluciones que explotan en tiempo finito como ocurre con

la ecuaciéon de Camassa-Holm.

El trabajo esta organizado como sigue: Un primer capitulo referente a una
pequena revision de la teoria de Kato, un segundo capitulo donde se establece,
via teoria de Kato, el buen planteamiento local de (0.2) en los espacios de
Sobolev y en el capitulo cuarto establecemos el buen planteamiento de (0.2)
en espacios de Sobolev con pesos. El tercer capitulo es dedicado al buen
planteamiento global de dicho problema. Por tltimo, el apéndice recoge una

serie de resultados basicos que son ttiles en el desarrollo del trabajo.
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Notacion Utilizada

La siguiente notacion sera 1util en la lectura del presente trabajo:

1. Z(R), notara al espacio de Schwartz, y se define como el conjunto de
todas las f € C*(R), de tal manera que ||f|las = sup,eg |220° f(x)] < oo,
para todo «, 3, € N

2. .7’(R), notara al espacio de las distribuciones temperadas. Una distribu-
cion temperada es un funcional lineal continuo en .(R). Dicho funcional
pertenece a ./(R) si y solo si, existen constantes C' > 0y [ € N, tales que
(00 < O30 15 [1€llag, para todo ¢ € S (R) A

3. Para s € R, el espacio H*(R) := {f € ' (R)|(1 +£?)3f € L>(R)} es el

espacio de Sobolev de orden s y es un espacio de Hilbert con el producto

~ [

interno < f,g .= [, (1+€2)° /(€)3(E)e v

4. Para f € Z(R), f notaréa la transformada de Fourier de f y f notara la
transformada inversa de Fourier de f.

5. Para s € R, r = 1,2,..., el espacio H*" := H*(R)(L*R), donde
L2(R) = {f € L*(R)|2"f € L*(R)} es un espacio de Banach con la norma
IS = LIS+ 11122

6. Si X, Y son espacios de Banach, B(X,Y) es el espacio de los operadores
lineales continuos de X en Y dotado de la norma ||T'||g(x,y) = supjz|=1||7z|.
Si X =Y escribiremos B(X) en vez de B(X,Y).

7. A% = (1 - 0?)3.

8. [A, B] notara el conmutador de los operadores A y B.

9. G(X, M, B) es la coleccion de todos los operadores A tales que -A genera
un semigrupo fuertemente continuo U(t), que satisface ||U(t)|lpx) < Me.
Si A(u) € G(X, 1, ), donde 3 es un ntmero real, entonces ||U(t)||rx) < e’
para todo t € [0, 00).

10. Sea X un espacio de Banach. Un semigrupo fuertemente continuo es una
aplicacion. V' : [0,00) — B(X), tal que:

(a)V'(0) =1 (la identidad en X)



(b)V(t+t) =V (t)V(¢') para todo t, ' € [0, 0)
(c)limy ¢ ||V ()9 — V()| x = 0 para todo ¢ € [0, 00), para todo ¢ € X



Capitulo 1

Teoria de Kato

Consideremos el problema de cauchy asociado a la ecuaciéon de evolucion

cuasilineal:

Oy A= f(w), fweX, t>0.

ot (1.1)

uw(0) =ug, ug €Y
donde A(u) es un operador lineal que depende unicamente de u y wug es el

valor inicial.

Para estudiar el buen planteamiento del problema de cauchy (local en el

tiempo) asociado a (1.1) necesitaremos de las siguientes hipotesis:

(X)- X y Y son espacios de Banach reflexivos, donde Y C X , con inclusion

continua y densa, y existe un isomorfismo S de Y sobre X |, tal que

lolly = ||S¢||xVe €Y.

(A1)- Sea IV una bola abierta centrada en cero y contenida en Y. el operador
lineal A(u) € G(X,1,/), donde 5 es un numero real, es decir, —A(u)



genera un C,-semigrupo tal que:
le™> 2l px) < €” (1.2)

Note que si X es un espacio de Hilbert, entonces A € G(X,1,5) si y

sélo si:

(a) (A¢,¢)x = —B([0]*)x, V¢ € D(A)
(b) (A + A) es sobre para algun o todo A > (.

Bajo estas condiciones, A(u) es llamado cuasi-m-acretive
(A3)- La aplicacion
weW — B(w) =[S, A(w)]S™" € B(X) (1.3)

es uniformemente acotada y lipchitz continua, esto es, existen con-

stantes A1,y > 0 tales que:

| B(w)]|zx) < A1,

(1.4)
1B(w) = B(y)llzx) < mllw—ylly,Vw,y € W.

(A3)- Y C D(A(w)) para cada w € W (o que A(w) | Y € A(Y,X) cumple
con el teorema del grafico cerrado). Ademas, la aplicacion w € W —
A(w) € B(Y, X), satisface la siguiente condicion de Lipschitz:

[A(w) = A)|lzvx) < paflw = yllx (1.5)
para todo w,y € W, donde py es una constante no negativa.

(f1)- Lafuncion f : W — Y es acotada, es decir, existe una constante Ay > 0
tal que

[f(w)lly < A (1.6)
para todo w € W, y la funcion w € X — f(w) es Lipschitz en X

(respectivamente en Y'), es decir

1f(w) = fWlx < psllw —yllx, Yw,y € W, (1.7)
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(respectivamente, |f(w) = F(y)lly < pallw — ylly, Y,y € W), (L8)
donde p3 y pq son constantes no negativas.

Observaciéon 1.1. En la practica, podemos ver que los valores de

0B, A1, Aa, 1, to, i3, g, son funciones de r el radio de la bola .

Ahora estudiamos un resultado tutil para el buen planteamiento local.

Teorema 1.1. (Kato) Supongamos que las condiciones (X), (A1) — (As) vy
(f1) se satisfacen. Entonces, dado ug € Y, existen T > 0 y una unica solucion
uwe C(L,Y)NCYI, X) para (1.1), con u(0) = ug, donde I = [0,T]. Ademds,
la aplicacion ug € Y — u € C([0,T],Y) es continua en el siguiente sentido:
suponga que s — lim, o Ap(w) = A(w) en B(Y, X), s —lim, oo Bp(w) =
Boo(w) en B(X), lim, o fo(w) = foo(w) en Y, lim, oo tup, = Upeo en Y,
donde s — lim representa el limite fuerte.

Considere la sucesion de los problemas de Cauchy

8tun + An(un)un = fn(un)a

U (0) = ugn, 7n€ZU{oo} (19)

Supongamos ahora que (X), (A1) — (As), (f1) se satisface para toda ecuacion
en (1.9), con los mismos X, Y, S y W, y las constantes 3, A1, A, fi1, fi2, {3
pueden ser elegidas independientemente de n. Sea T,, el tiempo de existencia
de la solucion u,. Entonces todas las u,’s, conn < oo suficientemente grande,

pueden ser extendidas (si es necesario) a [0, Tx], y

lim sup ||u,(t) — uoo(t)||ly =0
Observacion 1.2. Las condiciones (1.4) y (1.8) no son necesarias para pro-
bar la existencia y unicidad de soluciones. Estas son s6lo usadas para probar

la dependencia continua.



Capitulo

Teoria Local

En este capitulo aplicaremos la Teoria de Kato para establecer la buena colo-
cacion local, del problema de Cauchy asociado a la ecuacion (0.2).

La notacion a utilizar es A3 = (1 — a20?)3, V = A2u.

Dicha ecuacion, puede transformarse en dos formas diferentes, las cuales uti-

lizaremos para nuestro proposito. El procedimiento para ello es:

Up — Uyt + ULy — P UUppy = 0
Op(u — 0Pgy) + u(ty — P tgey) = 0
(U — 0Pugy) + ud,(u — aPug,) =0

hacemos V = u — a’uy,

=(1-a*??)u
= Au
porque A% = (1 —a?d?)3,
u=A*V

entonces 0,V +ud,V =0
Vi+ A2V, V =0
Vi = —A2VO,V



Por tanto

% — —(A&QV)V:C

(2.1)
Ahora
U — Uyt + ULy — AP Uy = 0
Uy + Uy = O Uggy + Uy
Uy + Uty = O (Uggr + Utlggy)
Como 0, (uty) = u? + Uty
derivando 02 (utly) = 2Uplpy + Ullpyy + Uplpy
0% (utly) = 3Uplyy + Ullgey
02 (utly) — BUpllpy = Ullygy
Entonces uy + utty = o2 (Uggr + Ullpey)
uy + ut, = (02 (up) + 02 (wtly) — 3gtiyy)
3
up + ut, = 0% (up + uu,) — (wuy) — azax(iui)
3
Uy + utly — 0% (uy + uuy) = —§a28m(ui)
3
(ug + uug)(1 — a?9?) = —§a28m(u§)
3
entonces A2 (u; + uu,) = —éaQGx(ui)

3
Uy + Uy = —5042(993/\;2(%20)



U = —UUyp — %&203;(1 — 042(‘9%)_1@%)

u(0) = ¢.
(2.2)

Teorema 2.1. Sea uy € H*,s > 2. Existe T > 0 que depende de ||uol|s, y

una unica solucion u de (1.1) (o de (77?)). tal que:

N

u € C([0,T], H) N C([0,T], H?)

Ademds, la aplicacion uy € H* — u € C([0,T], H®) es continua en la forma

descrita en el Teorema 1.1.

Note que u € C([0,T], H*) N C*([0,T], H*~') porque la ecuacion diferencial

en (??) implica que % € H*.

Para probar este resultado, aplicamos el Teorema 1.1, con X = H %, Y = H?,
S =A72 = (1= )5, A(u) = udy, f(u) = —§0,(1 — @?0) 7 ()
W ={pec H*: |¢|s <R} = B(0,R) y comenzamos con el siguiente lema:

Lema 2.1. (hipdtesis A1) El operador A(u) = ud,, con v € H* s > 3,
pertenece a G(H%, 1,03).

Demostracion. Primero mostramos que

(ud,.6)1, > —Bl|6I1 (2.3)

Para ver esto, escribimos el lado izquierdo de (2.3) como sigue:

(o, )1 = (A2 (ud,6), A2

1
2
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I
S

N|= [SIE [NIE

)0y + udy A2, A2 )
u]D, 0, A2)o + (ud,AZp, A2 )
]9, 6, A2)o — (D, (A2 )% (2.4)

(A
(A

Podemos mostrar que cada uno de los términos de la derecha de (2.4) puede

ser acotado por cl|lu||s||@]|3, donde ¢ es una constante positiva. Entonces ten-
2

€1nos:
(A2, u]0p, A2)o| < [[[A2, u]uo]lol A2 0]l
1 1,1 1
= ||[[A2, u]A2A720,0]o||A2 o
< Jull[AZ8]15 = llullslI¢l3
Donde aplicamos el lema A.2 con 5 =0y t = —%.

Puesto que |Jug ||z < [|ulls si s > 2, el segundo término es acotado por:
1 1
(0w, (A26)%)o| < [luallz=[AZ* < flull[lgII

Esto prueba (2.3)

Para completar la prueba, debemos mostrar que (A(u) + ) es sobre H 3
para algin (equivalentemente para todo) A > (. El hecho de que A(u) es
un operador cerrado, junto con (2.3), prueba que (A(u) + A) tiene rango
cerrado para A > (. Asi, es suficiente probar que (A(u) + A) tiene rango
denso para A > 3. Sea ¢ € Hz tal que: ((A(u) + N)o, )
¢ € D(A(u)) = D(ud,) = {¢p € Hz | ud,¢ € Hz}.
Entonces ¢ € D((ud,)*) = {g € H2 : uAg € H2} C D(A(u)) y satisface la

ecuacion:

= (0 para todo

1
2

— A0, (uAY + M) = 0

Aplicando A, multiplicando por A%w, integrando por partes y recurriendo a
(2.3), obtenemos:

0 = (A2 (udp)) + AT, A3)g > (A—B)[[]|2, con A > B. Como (A— ) > 0,
por tanto se concluye que ¢ =0 ’

[



1

Lema 2.2. (hipdtesis Ay) B(u) = [A2,ud,|A2~° € PB(Hz) para u €
H? s > %

Demostracion. Note que:[A* 2, ud,]A2 5w = [A*" 2, u]Az~*d,w, por tanto

1

1Buyw]y = [[AZ[A*2, u]A>~*0,ullo
= | A2[A* 2, u] AP AT 20,0
< Jlull A2 0w]lo
< JJull A== w]lo
= JJull/Jw] s (2.5)

Nuevamente usamos el lema A.2 (con § = —31, t=s5—1).

Observacion 2.1. Note que reemplazando u por u — v en la desigualdad
(2.5), se obtiene ||(B(u) — B(U))U)H% < ||w||%||u —vlls, s > 3.

Lema 2.3. (hipdtesis As)

() H* C 2(ud,) = {f € H? : ud,f € H3},5 > 3.
(i) ud, € B(H*, Hz),s >3

2

(i) 0o —v0ull, 3, < pllu— vl

Demostracion. Sea w € H®, s > % Entonces
[udawlly < [lull1]|Oxwl]ls—1 < [lullylJwls,

usando el lema A.1 probamos (i) y (ii). la parte (iii) se prueba con la de-

sigualdad anterior, reemplazando u por u — v.
|
Lema 2.4. (hipdtesis f1) Sea f(u) = —3a?0,(1 — a?92)'u2. entonces:

9



@) If@ls < cllull?,s > 3.
(i) [[f(w) = fF)lly < cllu=wvll;,s >
(i) [1f (u) = f(0)lls < cllu = vlls; s >

N

N

Demostracion. Empezando con (ii) tenemos

1f () = )15 < ellA™2 (@ = 0)Du(u +0)) o
< s — )0, (u+ )|
< |0 (u = )| -1 10 (u + v)) s
< cllutvlslu =l
< c(flulls + lvllfle — ol 1
donde se uso el lema A.1, la desigualdad de Cauchy-Schwartz y el teorema
de inmersion de Sobolev. Ahora note que (iii) es una consecuencia del hecho
que H? es un algebra de Banach para s > % en efecto:
10:(1 = ?02) ™ (ug — vi)ls < lluz — vzlls—s
< (e + v2) Uz — v2)[|s-1
<102 (u 4 0) 5110 (u = v) |51
< c(flulls + lvlloflw = vlls, s > g
Finalmente, observe que (i) es una consecuencia inmediata de (iii) cuando

elegimos v = 0
|

Demostracion del teorema 2.1. El resultado se sigue del Teorema 1.1,
los Lemas 2.1 a 2.4 y de la Observacion 2.1.
|

Teorema 2.2. La existencia de tiempo para (1.1) (o de (??7)) puede ser
elegido independiente de s en el siguiente sentido: si uw € C([0,T], H*) N

10



CL([0,T], H*™Y) es la solucion de (2), con u(0) = uy € H", para algun r #
s,r >3 entonces u € C([0,T], H")NC*([0,T], H™™"), para el mismo tiempo
T. En particular, siuy € H>® entonces u € C([0,T], H*™).

La prueba de este resultado, es esencialmente la misma de la parte (c) del

Teorema 1 en [3], por esta razon, solo haremos un breve esbozo.

Observacion 2.2. Observe que es suficiente probar el caso r > s ya que
el otro caso es consecuencia de la unicidad. También, podemos suponer que
s <r < s+ 1, puesto que si r > s + 1 el resultado se obtiene por iteracion
de este argumento.

Si aplicamos el operador A? a (?7), obtenemos la siguiente ecuacion de evolu-

cion para w(t) = A%u(t):

ow

Donde u € C([0,T], H*) es vista como una funciéon conocida . Observemos

que la expresion anterior, tiene la forma:

d

d—é” + A(tyw + B(t)yw =0 (2,3)
donde A(t)w = —0,(u(t)w) y B(t)w = u,(t)w, ademas w € C([0,T], H*?)
y w(0) = (1 — a?0*)uy € H"2, nuestro objetivo es probar que w €

C([0,T], H7?), lo cual implica que u € C([0,T], H"). Para llevar a cabo
esto, debemos probar que problema de cauchy para la ecuacion lineal (2,2)

es bien puesto en H¥ con 1 — s < k < s — 1.

Lema 2.5. Eziste un unico propagador {U(t,s)} asociado a la familia {A(t)}
con el correspondiente espacio X = H", Y = H* en el sentido de [4], donde

—s<h<s—-21-s<k<s—1 y k>h+1.

En particular, U(t,s) es una aplicacion de H" en si mismo, para —s < r <
s—1

11



Demostracion. Necesitamos probar lo siguiente:

(1)

A(t) € G(X,1,0), para esto debemos probar que (A(t)w,w), >
—f||wl?. Pero esto es:

(A0 (u(t)w), AMw)o = —Blwll; (2.6)

Iniciamos por escribir el término de la izquierda de esta desigualdad de

la siguiente manera:
—(A"(uw), 9, A"w) (2.7)
pero

A (uw) = A" (uA™" (A w))
= A" (A "(uN"w) — [A™" u]Aw)
= ulN"w — A"[A™" u]Aw

usando esta identidad en (2.7), obtenemos:

—(N"(uw), O, A"w)o = (A"[A™" u]A"w, O, A"w)o — (uA"w, 0, A"w),
= (A"HATP w]APw, 0, A" w)o — (uA w, A w)
(2.8)
Estimar el segundo término de la derecha de (2.8) es facil ya que es una
consecuencia de la desigualdad de Cauchy-Schwartz e integraciéon por
partes. Para el otro lado se aplica la desigualdad de Cauchy-Schwartz
3

y el lema A.2. (conr =s > 35,5 = —h—1, t = 0), asi (2.6) queda

demostrado.

AMOL AP u(t)]A™F es uniformemente L2-acotado, pero esto nueva-
mente es una consecuencia del lema A.2. Aqui usamos el hecho que

AF=" eg un isomorfismo de Y sobre X.

12



(iii) A(t) € B(Y,X) es fuertemente continuo en ¢, pero esto es una conse-

cuencia de la continuidad de u y de la siguiente desigualdad:

102 ((u(t + h) —u(t)w)l[n < [|(u(t +h) = u(t))w]|hm
< lut + h) = u(@®)ls-1l|wl[n
< [lu(t + ) = u(®)|lsl[wl]]

donde usamos el lema A.1 en la segunda desigualdad.

Entonces, (i)—(iii) prueban la existencia y unicidad del propagador {U (¢, s)}
para la familia {A(¢)}.
|

Observacion 2.3. Escogiendo h = s — 3, kK = s — 2 y usando que
w € C([0,T], H*2) N CY([0,T], H*™3), tenemos

w(t) = U(t, 0)w(0) +/0 U(t, )B(T)w(T)dr (2.9)

Lema 2.6. w € C([0,T], H~?).

Demostracion. Observe que w(0) € H? y que B(t) = u,(t) € B(H?)
es fuertemente continua en [0,7) si 7 < s+ 1 ya que u € C([0,T],H®) y
Hs' H™2 C H"? para s — 1 > 1 (esto es consecuencia del lema A.1).
Puesto que la familia {U(t, s)} es fuertemente continua en H"~2 en si mismo
(Lema 2.5.), el resultado se obtiene de (2.9); simplemente observamos que
(2.9) es una ecuacion integral de tipo Volterra la cual puede ser resuelta para
w Por aproximaciones sucesivas.

13



Capitulo

Problema Global

En esta seccion vamos a mostrar que el problema (2) es globalmente

bien puesto en H?® s > %, siempre que wug satisface ciertas condiciones de

positividad.

Teorema 3.1. Suponga que ug € H®, s > % Entonces la ecuacion (2) es

globalmente bien planteada en H*(R).

La prueba de este teorema es consecuencia de los siguientes lemas:

Lema 3.1. Sea ug € H*(R) con s > 32

27 entonces, ||V||L°°(R) = ||‘/0||L°°7 donde
V=01-a%*?u

Demostracion. Sea S(t) = V(t,p(t,y)) donde p(t,y) satisface la ecuacion:
Oy

— (7 = ul(t, p(t
5 (1Y) = ult, ot y)), (3.1)
p(0,y) =y
De (2) obtenemos:
as
T 0

14



S(0) = Vo(y)

Entonces S(t) = Vo(y). Para completar la prueba, necesitamos mostrar que
la funcion y € R — ¢(t,y) € R es sobre, pero esto es consecuencia de la

continuidad de ¢ y de la desigualdad:
t
ot y) —yl < / lu(r, (1, y))|dr < Mt
0

que se obtiene al integrar (3.1), con M = supjon||U(t)||s
|

Observe también que la aplicacion
yeR—op(t,y) eR

es un difeomorfismo, para cada t € [0, 7] fijo, pues derivando (3.1) respecto

a X tenemos que

00p %

Por lo tanto,

aﬁ(yat) = ef0+ uy (P(Ty),7)dT 0,

oy

luego
y— o(ty)

es inyectiva.

Lema 3.2. Sea ug € H, s > 3, entonces existe M tal que ||0yul|pry < M

15



Demostracion. Observe que u = (1 — a?9?)™'V | entonces

Uy = 0,(1 — ?02) 'V = 0, K,V

y
0. K, € L'(R)
donde .
Koo =100

del lema anterior con ug € H*(R), s > %, tenemos que

[zl < N|0eKallL [V [[zoe < Koot [V][Le = M

A continuacion obtenemos una cota para || |5, con s > 3. Primero escribi-

mos (?77?) de la siguiente forma
U = —uuy, + f(u) (3.2)

donde f(u) = —3a%9,(1 — a?2) " (u2). Aplicando el operador A® a (3.2) y

multiplicando por A*u e integrando sobre R, se obtiene

d o
ol = =26, weg) + (u, f (), (3.3)

En vista del Teorema A.2, tenemos

[, )| < esllugl o [Jull: (3.4)

Ahora acotamos el segundo término de la derecha de (3.3). La desigualdad

de Cauchy-Schwartz implica

[(w, f(@))s] < Nulls|f )5 (3.5)
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Nuestro siguiente paso es estimar || f(u)]|s

3
IF@lls < 5wl < elluzllsa

3 (3.6)
< clluellp=lluslls—1 < cllucllz<lfulls, s> 5
donde usamos el lema de Kato-Ponce (Teorema A.3).
De esta forma en (3.2) se obtiene
d 3
el < cllwalliellulls, s> 5 (3.7)
Integrando (3.7) y utilizando el Lema 3.2, obtenemos
¢ 3
lully < fluoll3 +K/O lu(m)3dr, s >3 (3.8)

El teorema se sigue al combinar la desigualdad de Growall y el Teorema 2.2.
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Capitulo I

Teoria en H?"" v en .

En esta seccion probamos el buen planteamiento en espacios de Sobolev con
pesos H*" = H? N L?(pdz) donde p(z) = (1+22)", r = 1,2,.... Utilizando
Teoria de Kato, consideramos la ecuacion (2) y escojemos X = L)Y = H?""
r=1,2,..., 8= (=D +(1+22)3, A(y) = —(A;%y)0. v f(y) = 0.

En [2] Kato muestra que S es un operador autoadjunto positivo en L? con
dominio D(S) = H?™" y que satisface (X). Ahora verificaremos las otras
condiciones (A;)—(As), (f1) del Teorema 1.1. Las condiciones (A;)—(Aj3)

son consecuencia inmediata de los siguientes Lemas
Lema 4.1. El operador A(u) = (AL?u)d,, con uw € H*, s > 1, pertenece a
G(L%1,3).

Demostracion. Note que ||0,Aulloo < cslul|s para u € H®. Ademéas

(A6, 0)o = & (AZ20,8:6%)0 = 3 (0N, 6%
> 10l (+1)

> —cqllulls[lll5

18



Para finalizar la demostracion, necesitamos mostrar (A(u)+\) es sobre L*(R)
para algin (todos) A > (. Puesto que A(u) es un operador cerrado, y la
desigualdad (4.1) muestra que (A(u) + A) es de rango cerrado para A > [3.
Ahora, es suficiente mostrar que (A(u) + A) tiene rango denso para A > [.
Sea 1) € L? tal que ((A(u)+ N\, 1)o = 0, para todo ¢ € D(A(u)). Entonces,
Y € D(0,((A;u)-)) C D((A;2u)0,) y satisface la ecuacion —0,((A;%u)y) +
A = 0. Multiplicando esta ecuacion por v, integrando por partes y aplicando
la desigualdad (4.1) se obtiene

0= (=0:((AL"w)v) + X, ¥)o
= (¥, A(u)¥)o + AW, ¥)o

> (A =D)lvls,  A> 8.

Puesto que (A — 3) > 0 concluimos que ¢ = 0. |
Lema 4.2. (i) H* C D((A%y)0.) :={f € L*: (A?y)d.f € L*},s > 1.
(ii) (A;?y)0, € B(H?® L?),s > 1.

(ii1) [[(A529)00 — (A522)0 oo sy < pilly = 2oy s > 1.

Demostracion. Sea f € H®. Entonces

1(AG*1)0afllo < ALyl s+20102lo
< cllyllsIAllx
<cylslflls,  s=1,

aqui usamos el Lema A.1, para la primera desigualdad. Esto implica (i) y
(ii).
Para probar (iii) note que
1A Y0uf — AL20: fllo = [IAL*(y — 2)0:.f 1o
< 1A%y = 2)lle=110: £ o
< ly = #llol I
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<[ fllslly = zllo, s> 1.

Las condiciones (Ay) y (f1) son consecuencia de los siguientes lemas.
Lema 4.3. (i) B(y) = [S,(A%y)d,]S™! € B(L?*), r = 1,2,... y S =
(=D + (1 +a%)2.

(ii) [|B(w) = Byl < pllw = yllare, r=1,2,....

Demostracion. Reescribiendo B(y) como
B(y) = (=D, AZ%]0: 87" + (Ay)[(1 +27%)2,0,)57 (4.2)

Ahora debemos probar que cada término en esta expresion pertenece
a L?. Consideremos primero [(—D?)", A;?y|0,S~!. Puesto que 9,571 €
B(L?, H* 1), es suficiente mostrar que [(—D?)", A %y] € B(H* ', L?). Esto
es consecuencia del Lema A.3, en efecto
(=D, APylwllo < APy larllwllze + 110yl oo [wll2r—1

< lyllar llewllr—1 + gl llwll2r-

< [[yllarl[wll2r—

< [yllzrrllwll2r— (4.3)
Para el otro término de (4.2), observe que [¢,0,] = —¢' = O(|z["™") y que
D(S) € D(¢'), donde q = (1+22)z y que A %y[(1+22)2,0,]S~! es acotado.
La condicion (ii) es una consecuencia de (i). En efecto,
I(B(y) — B(z))wllo < [[(=D*)", A% (y — 2)10.5 wllo + A% (y — 2)lg, 0:]S~ wllo

< c(lly = 2llzrllwllo + lly = 2ll2ellwllo)

< clly = zll2r[[wllo
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Lema 4.4. Sea f(y) = 0. Entonces

@) 1f@Wllarr <Az, 7 =1,2,..,
(ii) [ f(y) = f(2)llo < pally — 2llo,

(i) 1£(5) = Fllare < ially = 2llnes 7= 1,2, .

Estos Lemas implican el siguiente resultado:

Teorema 4.1. Sea & € H*", conr = 1,2,.... Entonces, existen T > 0, que

depende solo de la H*"—norma de @, y una tnica solucion de (2) tal que
vV e C(o,T]; H*")
Ademds, la aplicacion ® € H*" — V € C([0,T]; H*"") es continua.

Teorema 4.2. Si & € H?", conr = 1,2,..., entonces podemos escoger
T = o0.

Demostracion. Necesitamos estimar ||V ||3,,. Puesto que conocemos de la
Teoria en H*® (ver Capitulo 3) que ||[V||a, = ||u||2r+2 es globalmente estimado
para r > 0, solo resta analizar ||V||;z. Multiplicando (2) por V(1 4+ z*)" e

integrando, de (2) obtenemos la siguiente expresion

d 1
GWVIE = =5 [u@v)(+ 2y da.
donde u = A2V = (1 — 9?)7'V. Integrando por partes esta expresion,
obtenemos
d 1
EHVHi; = 5/%1/2(1 +:z:2)’“dx+r/uv2x(1+x2)”dx
< K(lluallzIVIIZz + el IVIIZ2)
< K|IV|%a

donde hemos usado que ||u,||r~ < K,y que ||ul|r~ < K las cuales son con-
secuencia del teorema (3.1).Asi concluimos con la demostracion del Teorema.
n
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Note que H?""—normas para r = 1,2,... son un sistema fundamental de

seminormas en . (vea [2]), de lo cual consideramos el siguiente resultado

Teorema 4.3. Sea ug € .. Entonces existe una unica solucion u de (0.1)

tal que
u € C([0,00);.7)

Ademds, la aplicacion uy € ¥ — u € C([0,00);.) es continua. Realmente

u e C*((0,00);.7).
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A

Apéndice

Lema A.1. Sean s, t nimeros reales tales que —s < t < s. Entonces

_ 1
I£glle < cllFllslglle, s s> 5,

1 (A.1)
1£9lls+e-mse < cll fllsllglle, st s> 5
donde ¢ es una constante positiva que depende solo de s, t.
Demostracion. Ver [4] |

Lema A.2. (Kato [2]) Sea f € H", r > 2 y My el operador de multiplicacion
por f. Entonces A [N MA" € B(LA(R)) si [t],[f] <r — 1. Ademds,

A AT MAA wllo < el f/lle—1llwlo (A-2)
que es,

AT AT MAA™ | p2my) < el fllr-
Demostracion. Ver [3]. |
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Teorema A.1. Sis >0y 1 < p < oo, entonces LX N L™ es un algebra.

Ademas,
[fglsp < Ul fllzeelglsp + 1 lspllgllize)

Teorema A.2. (Kato-Ponce) Sean s >0 y 1 < p < oo. Entonces
1A, flgllee < e(llOnf L= IA glle + A fllzollgll )
donde c es una constante que depende solo de p y s.
Teorema A.3. El operador
S = (=D*N 4+ (1 + 22N

satisface las siguientes propiedades:

(i) S con dominio H* "N es autoadjunto en L2,
(ii) Cg° es un centro (dominio minimal) para S,

(iii) ||(1+22) "N 2Dk 2 < ¢||Sul| 2, w € D(S), k=0,1,...,2N; 0 < h <
1 — K/2N,

(iv) SD"S!, DPN+ns=l Dn(1422)N2S~1 ¢ B(H", H°), n=1,2,...,2N.

Demostracion. Ver [2] |

Lema A.3.

D% flgllo < (Il llgllzoe + 1LF 1z gl 1)

para todo o« < K, con K entero positivo.
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