ENSENANZA DEL CONCEPTO DE MATRIZ A ESTUDIANTES DE GRADO NOVENO, A
TRAVES DEL PROGRAMA COMPUTACIONAL DERIVE.

JENNY PATRICIA JIMENEZ ALBA

Director

HUMBERTO SARRIA ZAPATA

UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA
FACULTAD DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE CIENCIAS BASICAS
BOGOTA D.C.

2013



A mis padres



11

AGRADECIMIENTOS

Agradezco a Dios primordialmente. por haberme acompanado y guiado a lo largo de este proceso, por

ser mi fortaleza en los momentos de debilidad y por brindarme una vida llena de aprendizajes.

Un agradecimiento especial al profesor Humberto Sarria Zapata, quien con su profesionalismo y gran
calidad humana me apoy6é incondicionalmente; por su tiempo y motivacién para la construccién y
culminacion de este trabajo de grado. De igual forma agradezco al profesor Ivan Castro Chadid, quien
hizo aportes con el fin de complementar la unidad didactica, dando mayor sentido a la practica del

trabajo con Derive.



111

Resumen

Este trabajo propone una unidad didactica, que desarrolla el concepto de matriz, el dlgebra de matrices
y su aplicacién a las transformaciones en el plano. Esta dirigido a estudiantes de grado noveno de
educacion basica secundaria. Para su disenio se han considerado las distintas fases del aprendizaje segtin
Van Hiele. Estad compuesta por ocho actividades secuenciales, que introducen de manera progresiva el
concepto de matriz como eje central para el estudio de los movimientos rigidos en el plano, a través del
programa computacional Derive y GeoGebra. En la parte disciplinar se estudian las transformaciones

lineales que preservan simetria y antisimetria.

Palabras clave: Matriz, transformaciones lineales del plano, operador de transposicién, matri-
ces simétricas y antisimétricas, propuesta didactica, pensamiento espacial, programa computacional

“Derive”, modelos de Van Hiele y movimientos rigidos del plano.

TEACHING THE CONCEPT OF MATRIX A NINTH GRADE STUDENTS THROUGH THE
SOFTWARE DERIVE.

Abstract

This piece of work proposes a didactic unit that develops the concept of Matrix, the Matrix Algebra,
and their application to transformations of the Plane. It is aimed at students of the Ninth Grade of
Basic Secondary Education. Its design is based on the different phases of learning according to Van
Hiele.

It is composed by eight sequential activities, which intruduce in a progressive manner the concept
of Matrix as the main axis in order to study rigid movements on the plane, by using the computer
programs Derive, and GeoGebra. On the disciplinar part the Linear Transformations that preserve

Symmetry, and Antisymmetry are studied.

Keywords: Matrix, linear transformations of the plane, operator of transposition, symmetric and
antisymmetric matrices, didactic proposition, spatial thinking, computer program “Derive”, Van Hiele

models and rigid movements on the plane.
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INTRODUCCION

Las matrices son imprescindibles para comprender las amplias aplicaciones de tipo tedrico y practico
y fundamentales en la tecnologia digital . La Teoria de matrices es un tema cuyo contenido puede
ser impartido en varios niveles de complejidad, los cuales dependen de las necesidades particulares
de los estudiantes que cursan la asignatura en cuestién. Esta area, se ha tomado como un medio de
calculo; es importante reconocer no sélo el buen dominio que hay que tener para calcular matrices
sino adaptar razonamientos o extender conclusiones a problemas particulares que estén en estudio.
En este trabajo encontramos las matrices como medio para transformar puntos sobre el plano (la
traslacion y las simetrias). Teniendo presente los principios basicos que ayudan a organizar el curriculo
de matematicas, en ellos se resalta la importancia de procesos que contribuyan al aprendizaje de los
alumnos, tales como el razonamiento, el planteamiento y la resolucién de problemas, la comunicacion,
la modelacién, la elaboracién y comparaciéon de procedimientos, ademéas de resaltar la importancia
de los contextos como ambientes que dan sentido al aprendizaje. Se reconoce el papel fundamental
de las nuevas tecnologias para dinamizar y propiciar esos cambios en el curriculo de mateméticas.
(Ministerio de Educacion Nacional. Lineamientos Curriculares(1998)) [3]. La resolucion de problemas
podria convertirse en el principal eje organizador del curriculo de matematicas, pues las situaciones
problema proporcionan el contexto inmediato en donde el quehacer matematico cobra sentido, en la
medida en que las situaciones estén ligadas a la cotidianidad. (Ministerio de Educacion Nacional.
Estandares curriculares (1998)). En este sentido y en lo que concierne especificamente al concepto de
matriz, es evidente partir de un problema de aplicaciéon, por lo tanto para modelar las situaciones, se
toma como medio las matrices, entendiéndose como un sistema figurativo grdfico, el cual reproduce o
representa la realidad en forma esquemdtica para hacerla mds comprensible. Ello con miras a que el
estudiante logre tener una adquisicién del concepto. El presente trabajo pretende de alguna manera
aportar una propuesta que junto a la implementaciéon de las Tics (tecnologias de la informacion y la
comunicacién), logre evidenciar mejor las aplicaciones de las matrices, de tal manera que el estudiante
logre familiarizarse con una gran cantidad de aplicaciones. Ahora bien, el programa computacional que
se utilizarad como medio es Derive, apoyados en un segundo plano del programa Geogebra, con el fin de
visualizar los movimientos en el plano; esta herramienta computacional busca introducir al estudiante
de grado noveno en el aprendizaje significativo en lo que concierne a la generacién de procedimientos
que permiten construir diferentes tipos de matrices y se muestre didacticamente los cambios que se
producen en ellas al efectuar operaciones algebraicas para que asi puedan entenderse de una manera
novedosa, que muchos de los procedimientos que se aprenden mecanicamente no son sino consecuencias
de efectuar operaciones algebraicas con una matriz, lo cual permite establecer un enlace que facilita

entender los movimientos internos que se pueden producir en las matrices.
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La presente propuesta, pretende generar razonamiento geométrico a partir del concepto de transfor-
maciones geomeétricas, potenciando el pensamiento espacial, ademas, por ser el concepto de matriz el
eje central para el desarrollo de la propuesta, es evidente referirnos al pensamiento variacional. Ello
de acuerdo con los lineamientos curriculares fijados por el Ministerio de Educaciéon Nacional para el
area de matematicas [3]. De igual forma, se profundiza en la historia de los conceptos mateméticos
en cuestion, asi como en la necesidad de retomar los conceptos béasicos desde diferentes perspectivas
teodricas. Lo cual permite hacer la transposicion didactica de los objetos matematicas de una manera

sencilla.

Esta propuesta la componen tres capitulos: En el primero, se encuentra el marco histérico. Se da a
conocer el origen de las matrices desde los babilonios, los aportes de los chinos, asi como la regla para
resolver sistemas de ecuaciones, llamada Regla de Cramer. Ademas, la aparicion de los conceptos de

Determinante y Matriz. [7, 8, 6].

El segundo capitulo, trata sobre el algebra de las transformaciones lineales y las matrices,y, asi los

operadores lineales que preservan simetria y antisimetria. [5, 15].

El tercer capitulo, inicia con el sustento tedrico, didactico y metodolégico bajo el cual se construyé
la propuesta didactica [17],[3][4][16] y finaliza con una cartilla titulada: “ Ensenianza de las Matrices a

través de Derive”, la cartilla se encuentra como un anexo del trabajo.

Las actividades propuestas en la cartilla se construyeron en forma secuencial, teniendo en cuenta
cémo evoluciona en los estudiantes el razonamiento geométrico y variacional, las distintas fases del
aprendizaje segin el modelo de Van Hiele. Ademéas, buscando acceder a distintas representaciones
de las transformaciones en el plano a través de las matrices, se hizo uso de las Tics, enfatizando el

programa computacional Derive [2] y con apoyo visual del software mateméatico Geogebra [11].



Capitulo 1

Historia de la Teoria de Matrices

1.1. Babilonios

El surgimiento de las matrices datan del siglo IT AC, aunque hay indicios desde el siglo IV AC. Fue hasta
finales del siglo XVII que las ideas reaparecieron y se desarrollaron con fuerza. Las matrices surgen del
estudio de sistemas de ecuaciones lineales. En Babilonia, tras diversas excavaciones arqueolégicas, se
hallaron tablillas de arcilla, en las que se plantean y solucionan ecuaciones lineales. Por ejemplo, una
tablilla que data alrededor de 300 anos AC contiene el siguiente problema:

"Hay dos terrenos cuya drea total es de 1800 metros cuadrados (yardas). Uno produce granos en una
proporcion de % de una medida por yarda cuadrada mientras el otro produce granos en una proporcion
de % de una medida por metro cuadrado. Si la produccion total es 1100 medidas, £ Cudl es el tamano

de cada terreno?"

1.2. Aportes de los chinos

Los chinos, entre los afios 200 AC y 100 AC, estuvieron mucho més cerca de las matrices que los
babilonios. Segin Boyer [17] el texto “Nueve Capitulos de Arte Matematico”, ejerci6 una gran
influencia sobre los posteriores libros de matematicas de los chinos. Esta obra incluye 246 problemas
sobre agrimensura, agricultura, compaiia, ingenieria, impuestos, resolucién de ecuaciones y propiedades
de los tridngulos rectangulos. Especificamente en el capitulo ocho, se muestra un gran interés por la
resolucién de problemas que conducen a sistemas de ecuaciones lineales,que usan nimeros positivos y

negativos. Este tema quedara como uno de los favoritos dentro de los pueblos orientales.

En éste libro, se encuentra el siguiente ejemplo relacionado con los sistemas de ecuaciones lineales:

"Hay tres tipos de cereal, de los cuales tres fardos del primero, dos del sequndo, y uno
del tercero hacen 39 medidas. Dos del primero, tres del sequndo y 1 del tercero hacen 34
medidas. Y uno del primero, dos del seqgundo y tres del tercero hacen 26 medidas. £ Cudntas

medidas de cereal estdn contenidas en un fardo de cada tipo?"[16]

Para resolver el problema, el autor coloca los coeficientes del sistema de tres ecuaciones lineales,

ordenados por columnas en una especie de "tablero contador"”. Actualmente, se escriben las ecuaciones

3
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lineales por medio de filas méas que por columnas, sin embargo, el método es el mismo. Es sorprendente
observar que, hace 2200 afios, el autor escribi6 instrucciones al lector. A continuaciéon mostramos la

tabla y una adaptacién moderna de dichas instrucciones.

1. Multiplicar la columna dos por tres y la columna tres por dos, restar la nueva columna
tres a la columna dos, generando una nueva columna dos. Luego, multiplicar la columna
uno por tres y restarle la columna tres generando una nueva columna uno. El tablero

contador queda asi:

2. Multiplicar la columna uno por cinco y la columna dos por cuatro, restar la nueva co-
lumna dos a la columna uno, generando una nueva columna uno. El tablero contador

queda asi:

HH
HH

w
D
EH

[ 24]

Con esto, tenemos la solucién para el tercer tipo de cereal. De este modo, se puede encontrar la solucién
para el segundo y por ultimo para el primero por medio de una sustitucién hacia atras. Este método,

conocido ahora como Eliminacién Gaussiana, se volveria a redescubrir hasta inicios del siglo XIX.

En gran medida, se ha tomado como base para el desarrollo de esta seccion, el documento hallado en la
pagina de internet hittp://www-history.mcs.st-andrews. ac.uk/history/Hist Topics/Matrices _and_ determinants.html,

por considerarse un texto completo en cuanto al proceso histérico de este tema.

1.3. Regla de Cramer

El médico y matematico Girolano Cardano, en su libro “Ars Magna” (1545), da una regla para resolver

un sistema de dos ecuaciones lineales que llama Regla de Modo. Esta regla, es en esencia la conocida
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Regla de Cramer para la resoluciéon de un sistema (2 x 2). El método de Cardano conduciria hacia la
definicién de determinante. La nocién de determinante aparece en Japén y Europa casi simultanea-
mente; aunque Seki, en Japon lo publicé primero. En el ano 1693 Seki escribié “Métodos de Resolucion
de Problemas Disimulados” que contienen métodos matriciales escritos exactamente como en las tablas

del método chino. Seki atin no tenia una palabra referente a “determinante”. [6].

Alrededor del afio 1730, Maclaurin escribi6 “Treatise of Algebra” publicado en 1748, dos anos después de
su muerte. Este tratado contiene los primeros resultados publicados sobre determinantes que prueban

la regla de Cramer para sistemas 2 x 2 y 3 x 3 e indican cémo trabajar con sistemas de 4 x 4.

Cramer da la regla general para sistemas de (n x n) en "Introduction & l’analyse des lignes courbes
algébriques” (1750). Su motivacion fue el deseo de encontrar la ecuacion de una curva plana que pasa
a través de un nimero dado de puntos. La regla aparece en un apéndice del documento, aunque su

prueba no aparece:

"Se encuentra el valor de cada incognita formando n fracciones de las cuales el comin denominador

tiene tantos términos como permutaciones de n cosas.”

Cramer explica precisamente el cédlculo de estos términos como el producto de ciertos coeficientes en
las ecuaciones, y haciendo algunas consideraciones sobre los signos. El también explica cémo los n
numeradores de las fracciones pueden ser encontrados reemplazando ciertos coeficientes en este célculo

por términos constantes del sistema.

Bezout también hizo contribuciones en este campo: por ejemplo, en 1764, mostré que en un sistema
homogéneo de ecuaciones lineales, existen soluciones no nulas, si el determinante asociado al sistema

se anula.

En 1772, Laplace afirma que los métodos introducidos por Cramer y Bezout eran impracticables, y en
un escrito donde estudiaba las 6rbitas de los planetas, discutia la solucién de sistemas de ecuaciones

lineales sin calcularlos pero, usando determinantes.

El término ‘determinante’ fue introducido por primera vez por Gauss en “Disquisitiones Arithme-
ticae” (1801) en la discusién sobre formas cuadraticas. Gauss usé el término porque ‘determinante’

determina las propiedades de la forma cuadratica. [8].

ax? + 2bxy + cy?.

La Eliminaciéon Gaussiana, que primero aparece en el texto " Nueve Capitulos de Arte Matemético"
escrito 200 anos AC, era usada por Gauss en sus estudios de la érbita del asteroide Pallas. Usando
las observaciones de Pallas tomadas entre 1803 y 1809, Gauss obtuvo un sistema de seis ecuaciones
lineales con seis incognitas, ideé un método sistematico para resolver tales ecuaciones, que se conoce

actualmente como “Eliminacién Gaussiana’.

Cauchy en 1812 us6 el término ’determinante’ en el sentido moderno. El trabajo de Cauchy es el més

completo de los primeros trabajos sobre determinantes.

En 1826 Cauchy, en el contexto de formas cuadraticas en n variables, usé el término ‘tableau’ para
la matriz de coeficientes. El encuentra los autovalores de las matrices y dié algunos resultados sobre
diagonalizacién de una matriz en el contexto de convertir una forma cuadratica a la suma de cuadrados.
Cauchy también introdujo la idea de matrices similares y mostré que si dos matrices son similares,

ellas tienen la misma ecuacién caracteristica. Probo6 el teorema de la multiplicacién para matrices, dio
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los autovalores, ofrecié resultados en la diagonalizacion de matrices (para convertir formas a la suma

de cuadrados) y prob6 que una matriz simétrica real es diagonalizable.

Jacques Sturm di6 una generalizacion del problema de los autovalores en el contexto de resolver sistemas
de ecuaciones diferenciales ordinarias. De hecho, el concepto de autovalores aparecié 80 afios antes
en trabajos sobre sistemas de ecuaciones diferenciales lineales, hechos por D’Alembert acerca de la

generalizaciéon del movimiento de una cuerda con masas pegadas en diversos puntos a la cuerda.

Desafortunadamente, ni Cauchy ni Jacques Sturm realizaron la generalizaciéon de las ideas que ellos
estaban introduciendo, las mostraron sélo en los contextos especificos en que ellos se encontraban
trabajando. Jacobi, alrededor 1830 y luego, Kronecker y Weierstrass en los anos 1850 y 1860 también
miraron resultados matriciales pero otra vez en un contexto especial, esta vez relativo a la idea de una

transformacion lineal.

Jacobi publico tres tratados sobre determinantes en 1841. Esto fue de gran importancia, ya que por
primera vez la definicion de determinante fue hecha en forma algoritmica y las entradas en los deter-
minantes no fueron especificadas. Asi, sus resultados fueron aplicados igualmente bien a casos donde
las entradas eran numeros o funciones. Estos tres escritos de Jacobi difundieron ampliamente la idea
de determinante.

Cayley, también publicé en 1841, la primera contribucién inglesa a la Teoria de determinantes. En este
escrito, us6 dos lineas verticales en ambos lados del arreglo para denotar el determinante, una notacion

que ahora es comin.

Eisenstein en 1844 denotd las transformaciones lineales con una letra y mostré como sumarlas y
multiplicarlas como niimeros ordinarios excepto porque no hay conmutatividad. Es pertinente decir
que Eisenstein fue el primero en pensar las sustituciones lineales como la formacién de un algebra.

Esta acotacion se evidencia en la siguiente cita de su escrito de 1844:

"Un algoritmo para cdlculo puede ser basado en esto, consiste en aplicar las reglas
normales para las operaciones de multiplicacion, division y exponenciacion a ecuaciones
simbdlicas. Entre sistemas lineales, ecuaciones simbdlicas correctas son obtenidas siempre,

teniendo en consideracion que el orden de los factores no puede ser alterado.”

1.4. El Término “matriz”

El primero en usar el término "matriz" fue Sylvester en 1850. Sylvester definié matriz como un arreglo
rectangular de términos y mostr6é como algunas matrices contenian dentro de ellas varios determinantes
representados como arreglos cuadrados. Después de dejar Ameérica, Sylvester volvio a Inglaterra en
1851, y se form6 como abogado. Méas tarde compartié con Cayley sus intereses matematicos. Cayley
rapidamente vio el significado del concepto de matriz y en 1853 publicé una nota dande, por primera

vez da la definicién de la inversa de una matriz.
Método Dialéctico de Sylvester para eliminar una incoégnita entre dos ecuaciones

Cayley, en 1858, publicé “Memorias sobre la teoria de matrices” que contiene la primera definicién
abstracta de matriz. El muestra que los arreglos de coeficiente estudiados para formas cuadraticas y
para transformaciones lineales son casos especiales de su concepto general. Cayley daba una definicion

algebraica sobre adicién de matrices, multiplicacién, multiplicacién por un escalar y matriz inversa.
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Proporcionando ademés, una construccién explicita de la inversa de una matriz en términos del de-
terminante. Cayley también prob6 que, en el caso de matrices de orden (2 x 2), la matriz satisface su
ecuacion caracteristica propia. El declaraba que habia comprobado el resultado para matrices de orden
(3 x 3), diciendo:

"Yo no tengo la condicion necesaria para llevar adelante el trabajo de probar formalmente el teorema

para el caso general de una matriz de cualquier grado.”

Que una matriz satisfaga su ecuacién caracteristica propia es lo que se conoce como el "Teorema de
Cayley-Hamilton". Es razonable preguntarse qué tiene que ver el teorema con Hamilton. En efecto,
él también probd un caso especial del teorema, para matrices de orden (4 x 4), en el curso de sus

investigaciones sobre cuaterniones.

Un importante texto que abre un espacio a las matrices dentro de las mateméticas fue “Introduccion
al élgebra lineal” escrito por Bocher en 1907. Turnbull y Aitken escribieron textos influyentes en los
anos 1930 y Mirsky con “Una introduccién al algebra lineal”, en 1955, introdujo laTeoria de Matrices

estableciéndola como uno de los mas importantes temas matematicos para estudiantes de pregrado.[16]



Capitulo 2

EL ALGEBRA DE LAS
TRANSFORMACIONES LINEALES
Y LAS MATRICES

2.1. Introduccion

En el presente capitulo se introducird la nocién de transformaciéon lineal, asi como ciertas nociones
basicas relacionadas a estas funciones y ademés, se presenta una caracterizacion de los operadores
lineales que preserva simetria y antisimetria.

Gran parte de este capitulo, se ha tomado de Las Notas de Clase: Teoria Avanzada de Matrices, del
profesor Humberto Sarria Zapata, quien ha basado el documento en textos tales como Matriz Analysis
[13] y de la tesis de maestria de la estudiante Alvarez, Y [15].

Las transformaciones lineales se consideran una de las funciones mas importantes, que intervienen en
variadas situaciones en matemaéticas. Por ejemplo, en Geometria modelan las simetrias de un objeto; en
Algebra, se pueden utilizar para representar ecuaciones; en analisis, sirven para aproximar localmente
funciones. [14]

Es oportuno indicar que el algebra de las transformaciones lineales es la misma que el algebra de
las matrices, hecho que descubrié Cayley en 1858; siendo las matrices un modelamiento de funciones

especiales, llamadas transformaciones lineales. Las cuales seran el eje central a abordar [5].

Definicion 1: Diremos que un par de espacios vectoriales U y V sobre un cuerpo K son isomorfos,

st existe una transformacion lineal biyectiva T : U — V| tal que para todo uy,us, € U y todo a € K.
T(au; +ug) = aT(u1) + T'(us2)

En este caso escribiremos U~ V que se lee "U es isomorfo a V",

Lema 1: S5i V es un espacio vectorial de dimension n sobre un cuerpo K y B ={vy,...,v,}, es una

base para V, entonces para cada v € V existe una unica coleccion de escalares {aq, ...,an}C K, tales
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UV =a1V1 + ... + anpUp

Demostracion: Sea ve V cualquiera.

Entonces, como B es una base, existe una coleccion {aq, ..., o, } CK tales que

v =aqv] + ... + apvuy, (2.1)

Supongamos que existe una colecciéon {all, e a;}gK, tal que

v= a;vl + v (2.2)

Entonces, de (2.1) y (2.2)

(a1 — all)vl + .o+ (o — a;)vn =0 (2.3)

Ahora, como B es una coleccién de vectores linealmente independiente, entonces (2.3), implica que
a;= of parai=1,2,...,n.
Definicién 2: Sea B = {v1, ...,v,} una base para V' y v €V. Entonces, el vector [aq,az, . .. an]Te K"

tal que
V=V + ... + a,v,

se denomina el vector de componentes de v respecto a la base B. Este vector lo notaremos mediante
[v]5-

Lema 2: La funcion

es una transformacion lineal biyectiva, y en consecuencia V~K",

Demostracion: Por el lema 2 sabemos que [|p es uno a uno y es claro que esta funcion es también

sobreyectiva.

Veamos que [-|p es una transformacion lineal. Sean v,u € V' y a€K. Supongamos ademés que

V =Q1U1 ... QU

u :Blvl+---+ﬁnvn

autv = afvi+...+Fabpv,+ avi+...Fag v,
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= (af1 + ar)vi+ ..+ (af, + ap)v,.
Por lo tanto
afi+ o
[au+v]p = . =al|l |+ | | =aust [vs

afy, + ay

Bn Qp

Concluimos de lo anterior que V ~ K",

Probaremos a continuaciéon que a toda transformacion lineal entre espacios vectoriales de dimension
finita, sobre un mismo cuerpo se le puede asociar una colecciéon de matrices, dichas matrices se deno-

minan las matrices de representacion de la transformacidn lineal. [5].

Se consideran dos K-espacios vectoriales V' y W de dimensiones finitas n y m respectivamente, tomando

dos bases para estos espacios, B1= {v1,..., v, }y Ba= {w1,..., wn }, bases para V' y W respectivamente.

Observemos el siguiente grafico:

A continuacién se da una explicacion de los términos utilizados en el grafico anterior, se toma v €
V y w € W . Por el Algebra lineal, se sabe que existen colecciones de conjuntos {a1,0,...;an},
{B1,B2,..., Bm }C K, unicas tales que v = vy + ... + Qpv, y W = frw1 + ... + BWn,. Se define la
representacion de v en la base Bj.

[v]p1=

Qg

El operador [-],, se denomina operador de representacion respecto a la base By. La representacion de

w respecto a la base By es:
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1
B2

A
Proposicion 1: Para cualquier K-espacio vectorial V' de dimension finita, y para cualquier base B
de V, el operador de representacion en la base B, [-]p es una transformacion lineal biyectiva entre los
espacios vectoriales V y K™.

La proposicién anterior muestra que V ~ K™ y W~ K™ (isomorfismos entre espacios vectoriales). El
problema que ahora se propone, consiste en encontrar una transformacion lineal f, tal que T'(v) =
[f [U]Bl] _132. Se sabe que T' queda definida por T'(v1), T(v2), ...,T(vy), ademas, existe para cada

i =1,2,...,n una coleccion {t1; , 2, ..., tm; } C K tal que

Entonces,

ty;
to;
n
=D
i=1
_tmi_
aq
t11 e tln
(&%)
tnl tnn
Qp
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La anterior igualdad la podemos escribir en forma compacta de la siguiente manera
[Tv]B,= B,[T]5,[v]5:,

donde g, [T]5,= [tijlmxn se denomina la matriz de representacion T en las bases By y Bo. SiV =W

y B1 = Bs, entonces p,[T]p, , se denomina la matriz de representacion de T en la base B.

Consideremos ahora la transformacion idéntica Id : V— V definida por Idv = v, para todo v € V.

Entonces, por lo expuesto anteriormente,

[U]Bz = [Id U} B>
=5, [Id] B, [v]B1.

Esta dltima igualdad permite relacionar la representacién de un vector v, en las bases By y Ba, si se

conoce la matriz g,[Id]p,, es por esta razon que ésta se denomina matriz cambio de base, deBya Bs.

2.2. Coémo caracterizar operadores lineales que preservan sime-

tria y antisimetria via matrices

Esta secciéon del capitulo 2, tiene como eje central una importante area del Algebra lineal, llamada
“Problemas de preservacion lineal”. Cabe decir que la informacién aqui suministrada ha sido tomada de
forma textual de la tesis cuyo titulo es “Operadores Lineales que Preservan Simetria y Antisimetria”
[15] . El capitulo a abordar lleva el titulo de esta seccion, el cual se fundamenta en tres teoremas, que
caracterizan a los operadores lineales, los cuales preservan matrices simétricas y antisimétricas.

Definicién 3: Sean, ¢ : M, (C) :— M, (C) un operador lineal, y, S, (C) y AS,, (C), los subespacios
de matrices simétricas y antisimétricas, respectivamente. Se dice que ¢ preserva simetria y antisimetria,

si y solamente si,

©(5n (C)) € 50 (C)

Para simplificar la sintaxis en la escritura de las ecuaciones, se denotard de la misma manera al operador
lineal ¢ 90, (C) —M, (C) y a la matriz de representacion de ¢ en la base candnica de M, (C). La

matriz de representaciéon descrita por bloques tiene el aspecto siguiente:

Y11 P12 - - . Pin
Y21 Y22 . . . P2

Pnl  Pn2 Pnn
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donde ¢;; = (gazjl)nxn , los subindices indican la posicién en el bloque y los superindices se refieren al

bloque correspondiente.

Para hallar ¢(A), la matriz A se vectoriza mediante
vec(A) = [AMD AP AT,

donde AU) denota la j- ésima columna de A. De aqui, se tiene que

o1 12 - . . i) (AW

Y21 P22 . . . Pon A®
p(A)=

Qonl (PnZ (Pnn A(n)

(pllA(l) —|—<)012A(2)—|— ot (plnA(n)
en AWM 4o AP+ L+ A

2.2.1. Tres Teoremas Generales sobre Caracterizacion

Teorema 1. Sea ¢ = (pfl) un operador lineal definido sobre 9, (C), ¢ preserva simetria y antisi-
metria, si y sélo si, gozjl = gof]l para i,5,k, 1l =1,2,...,n.
Prueba =) Sea ¢ un operador lineal que preserva matrices simétricas y antisimétricas.

Considere la base canénica de M, (C), y de alli, las matrices simétricas E;; + E;; y las matrices
antisimétricas Ej; — Ejj. Por hipotesis, p(E;; + Ej;) es una matriz simétrica y ¢(Ej;; — Ej;) es una

matriz antisimétrica. Notese que

o Teth el et el e
oy + i) = Pl f@%ﬁ- 1 ﬂ'w%é- o onl f@?}
o ony em AR ol
y
o — ety el el el el
Pol — Phy o — PRy e 5 — B

o(Eju — Eij) =

g u 25 _ 2l nj _  nl
Sonl 901’7,] Sonl SD’H,] et Sonl Sonj
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De donde se concluye que

g : i
Pt iy =i + (24)
y
ij i kj
ol — ol = — (el - ¢l) (2.5)
De (2.4) y (2.5) se deduce que
i =l

<) Como cp?l:gofj parai,j, k,l =1,2,..,n. Por (3,4) ¢ (E;;+ E;;) es una matriz simétrica y por (2.5)
¢(Ej; — Ej;) es una matriz antisimétrica. Esto prueba la afirmacién para los conjuntos de matrices
{E;; + Eji}i<j A FEij — Ejiticj, {Ej;} donde i, j = 1,2, ..., n que conforman las bases para las matrices
simétricas y antisimétricas. En consecuencia, ¢ preserva matrices simétricas y antisimétricas.
Corolario 1. Sea ¢ un operador lineal simétrico sobre 9t,(C), ¢ preserva simetria y antisimetria, si
y solo si, gpf}chz: gaé-’f:go{,i, para i,j,k,l=1,2,...,n.

Prueba: La prueba se sigue del Teorema (1)

Corolorio 2. Sea ¢ un operador lineal antisimétrico sobre 9, (C). ¢ preserva matrices simétricas y
antisimétricas, si y s6lo si, off = ) = —@!% = —@y/, para i, j, k,1=1,2,..,n.
Teorema 2. Sea ¢ un operador lineal sobre M, (C). ¢ preserva matrices simétricas y antisimétricas,

si y solo si, existen numeros complejos dy, ds, ..., ds y matrices reales A1, Ao, ..., A, tales que

p = ZdiAi®Ai:
i=1

S
1= =

d; A%?
1 1

K2

Prueba:= Sea ¢ = (go;gl) Notese que ¢ puede escribirse

o= > @Ei;®Eu (2.6)
ijkl=1

Como ¢ preserva matrices simétricas y antisimétricas, wzjlzapf; para i,7,k,l = 1,2,...,n. De (2.6) se

tiene que

o= > @ff(Eij(@EkﬂrEkl@Ez‘j)
i,5,k,1=1

=_le0?iEi?2 + Y o(Ey®En+En®E;)

v
1,]= 1<i<k,1<5<1
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n

= Z PIES? + 1<_<k2‘1< _<l90kz(E®2 + Eij ® By + En © Eyj + EJY) -
1,j=1 1<k, 1%g

> ‘Pkl(E®2 + E )
1<i<k, 1<5<d

= Z O ES?+ > e (Eij + En)®2- Y o(BS?+ EF).
ij=1 1<i<k,<1<j<l 1<i<k1<j<l

Con esto se prueba que un operador que preserva simetria y antisimetria puede descomponerse en

sumas de cuadrados de Kronecker.

< Sea A€ S,,

o (A)]" = [ifiAi ® A;Vec (A)} '
“[gaann]

— 5 A AAT

=1
= ¢ (4)

La prueba se realiza de forma similar, cuandoA es antisimétrica.

Teorema 3. Sea ¢ un operador lineal sobre 9t,(C). ¢ preserva matrices simétricas y antisimétricas,
si y solo si, existen nimeros complejos d;; con i, j = 1,2, ..., s tales que la matriz (d;;)sxs €s simétrica

y matrices reales Aq, Ao, ..., As tales que

QD— Zd'L]A ®A

i,j=1

Prueba: =) Por hipotesis, ¢ preserva simetria y antisimetria, y por el Teorema anterior existen

S

nameros complejos di, ..., ds y matrices reales Ay, Ag, ..., A, tales que o= > d;A; ® A;. Como
i=1

diag(ds,..., ds)es simétrica, todas las condiciones del teorema 2 se cumplen y se tiene el resultado.

<) Ahora, si d;j= dj; para 1 <4, j <s, para cualquier A € S,, se tiene:

T

o (A))" = XS: dijA; @ Ajvec(A)

7,j=1

= | X di; A;AAT

ij=1

= 3 di A AAT

ij=1

vec (A)

Jj=1

[0 (AT [Z dijAj @ A;
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= | 2 diA; @4

i,j=1

vec (A)

vec (A)

1,j=1

:l 2 dijAi @ A,

=¢(A)
Si la matriz es antisimétrica, la prueba es similar.

Corolario 3. Sea ¢ (X) = AX B, ¢ preserva simetria y antisimetria, si y solo si,
aijbrr = aiby;

Prueba:
o(X) = AXB
(BT ® A)Vec(X)
Notese que off=a;;br y @ —aikbji, y © preserva simetria y antisimetria @f}zap%, de lo anterior se

sigue que aijbkl :alkbji.

2.2.2. El operador de Transposiciéon

El ejemplo clasico de un operador que preserva simetria y antisimetria, es el operador de transposicion,

T : 9, (C) — M, (C)

A— AT

La matriz de representacién de T, estd dada por

Toy Toe --- Top
T= _
Tnl Tn2 Tnn
en donde Tij:<t§$) ,_ > con
n<xXn
. 1 si i=kyj=1
= v

0 enlosdemascasos

Proposicion 1. El operador de transposiciéon es un operador ortogonal cuyos Gnicos vectores propios
son las matrices simétricas y antisimétricas no nulas, con valores propios 1 y -1, respectivamente.
Prueba: (i) Sea A€ M, (C). Como ||AT||r = ||A||F, T es unitaria y dado que sus entradas son reales,

se tiene que 7T es ortogonal.
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(ii) Sea V un vector propio de T, es decir, T(V)= AV. Si se aplica nuevamente el operador T se tiene

T(T(V)) = T(\V)

V =\V
V-X\V=0
(1-A) V=0

Como V es vector propio de T, V # 0. Luego, 1-\? = 0, esto indica que A = £1. Asi, si A = 1,
T(V)=V yV essimétricay si A= —1, T(V) = -V y V es antisimétrica.
En el siguiente corolario se afirma que un operador preserva simetria y antisimetria, si y sélo si, conmuta

con el operador de transposicion.

Corolario 4. Si ¢ preserva simetria y antisimetria, entonces

¢ (AT) = [0 (A)".
Prueba:

P(AT) = 36,4, © AVec (A)
=1

(2

=S G A AT AT
=1

s T
= {ZéiAiAAiT]
=1

= [p (A)]F



Capitulo 3

PROPUESTA DIDACTICA

3.1. Introduccién

Durante el aprendizaje escolar se trata de manera aislada los conceptos de matriz y transformacion en el
plano. La presente propuesta didactica estd cimentada concretamente en el pensamiento geométrico y
variacional, cuya intension es la apropiaciéon del concepto de Matriz de manera estructurada, utilizando

como eje central las transformaciones geométricas, dejando en claro la relacién entre los mismos.

En este capitulo, se daréd a conocer la definicién de Pensamiento espacial y Pensamiento Variacional, asi
como lo expuesto en el curriculo de Matimaéticas en cuanto a estos dos tipos de pensamiento. Asi como
las herramientas tecnologicas para la planeacién de la mayoria de las actividades. concretamente se

hace referencia al uso del Programa computacional Derive y como apoyo grafico el software GeoGebra.

3.2. Algunas definiciones de Pensamiento Espacial y Pensamien-

to Variacional

3.2.1. El pensamiento espacial

“Todo lo pensado y actuado tiene origen espacial”[16]. Esta corta frase recoge el sentido del pensamiento
espacial. Los elementos basicos de la geometria han sido abstraidos de lo que palpamos y observamos
del mundo real. Es evidente la armonia que guarda la naturaleza, a través de la simetria de las telas
de una arana, en los panales de las abejas, las celdas hexagonales; en geologia, la simetria que permite

la clasificacién mediante la cual se reconocen los minerales: la Cristalografia.

18
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Al igual que en la naturaleza, el hombre a través de la historia ha querido plasmar en los lienzos lo
que observa, lo que estd a su alrededor. Algunos artistas como Filippo Brunelleschi, Leonardo Da
Vinci, Durero, entre otros, han mostrado su interés por extraer la naturaleza, de forma precisa. De
esta manera la perspectiva se va transformando en objeto de estudio de la geometria. Leonardo Da

Vinci plasmé la simetria del cuerpo humano en su obra El hombre de Vitrubio
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En los estandares de matemaéticas [3], el pensamiento espacial es entendido como: “ El conjunto de los
procesos cognitivos mediante los cuales se construyen y se manipulan las representaciones mentales de
los objetos del espacio, las relaciones entre ellos, sus transformaciones, y sus diversas traducciones o
representaciones materiales(...). Giros, rotaciones, traslaciones, estiramientos, acortamientos , movi-
mientos en el eje coordenado, comparaciones de caracteristicas en figuras similares, etc. Son aspectos
que permiten desarrollar el pensamiento espacial y aplicar el conocimiento geométrico en diferentes

contextos.”.

La anterior cita nos conduce a reconocer uno de los aspectos del pensamiento espacial, las simétrias en
el plano. El estudio de las isometrias y las transformaciones en el plano es una interesante y atractiva
manera de desarrollar competencias, en cuanto a la relacién con nuestro entorno, tal y como se mencion6
inicialmente.

Con respecto al curriculo, los Estdndares proponen un aumento en la exploracion abierta y en el
planteamiento de conjeturas, y una mayor atencion a temas de la geometria de transformaciones.
[17].

A continuacion se presentaran las etapas del conocimiento espacial segin Piaget, no podriamos
dejar atras los aportes de Piaget sobre cémo el individuo conoce el espacio. Brevemente se describira
una subdivision del espacio, que presenta Maria Agustina Garcia, considerandolo esencial en cuanto

al desarrollo del pensamiento espacial. [16]:

1. Espacio orgdnico postural: Hace referencia al espacio que se vive sin razonarlo. Ejemplo: cerrar

los ojos para dormir.

! Tomado de http://centros.edu.xunta.es/iesramoncabanillas/cuadmat /indhv.htm
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2. Espacio sensorio- motor: Se va conociendo, su uso presenta caracteristicas de grupo. El nifio lo

aprende en la cotidianidad.

3. Intuicion de imagenes: Se vive con representaciones. La imagen mental es una imitacion interio-
rizada que sirve como significante simbdlico de las acciones ejercidas sobre los objetos o de estos

objetos en tanto metas de las acciones .
4. Operaciones concretas: Se hacen composiciones utilizando un determinado tipo de elementos.

5. Operaciones formales: Alli se sitian las representaciones esquemdticas de los objetos. Las cons-

trucciones sobre éstos son imaginadas.

6. Espacio Axiomdtico: Estin vinculado con las operaciones légicas-aritméticas, eliminando el es-

pacio real. El mundo tridimensional se hace lineal.

3.2.2. El pensamiento variacional

Los lineamientos curriculares (MEN, 1998) [3], permiten interpretar una nueva manera de reorganizar
todos aquellos contenidos que se han constituido en los desarrollos curriculares para el area de las
matematicas en los grados 8z y 9z, tradicionalmente, etiquetados con el nombre de algebra. Por lo
tanto es importante acercarnos a la comprensién del pensamiento variacional al interior de los sistemas
algebraicos y analiticos. Solo asi podemos continuar comprendiendo el por qué de la necesidad de
una propuesta curricular que mejore los desempenos de nuestros estudiantes en lo relativo al algebra

escolar.

En los estandares de matemaéticas el pensamiento variacional tiene que ver con el reconocimiento, la
percepcion, la identificacion y la caracterizacion de la variacién y el cambio en diferentes contextos,
asi como con su descripcion, modelacion y representacion en distintos sistemas o registros simbdlicos,

ya sean verbales, iconicos, grificos o algebraicos.

En este texto, indica que este pensamiento es fundamental en cuanto a la resoluciéon de problemas,
especificamente los que tienen que ver con la variacién y el cambio, asi como en la modelacién de

procesos de la vida cotidiana y en otras ciencias.

3.3. Desarrollo del Pensamiento Geométrico y los Niveles de
Van Hiele

Las nuevas investigaciones sobre el proceso de construcciéon del pensamiento geométrico indican que
éste sigue una evolucion muy lenta desde las formas intuitivas iniciales hasta las formas finales, cabe
decir que los niveles finales corresponden a niveles escolares muy avanzados que los que se dan en la

escuela, es el caso del nivel 5.

El modelo de Van Hiele es la propuesta que parece ser mas acertada en cuanto a la evolucién y que

adquiere cada vez mayor aceptacion, en lo referente a la geometria escolar.

El modelo de Van Hiele abarca dos aspectos:

= Descriptivo: Mediante el cual se identifican diferentes formas de razonamiento geométrico de los

individuos y se puede el progreso de éstos.
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= Instructivo: Marca unas pautas a seguir por los profesores para favorecer el avance de los estu-

diantes en su nivel de razonamiento geométrico.

Van Hiele propone cinco niveles de desarrollo del pensamiento geométrico que muestran un modo de
estructurar el aprendizaje de la geometria. Estos niveles son:

= El Nivel 1: Es el nivel de visualizacién, denominado también de familiarizacién, en donde el
estudiante percibe las figuras como un todo global, sin detectar relaciones entre tales formas o
entre sus partes. En este nivel, los objetos sobre los cuales los estudiantes razonan son clases de

figuras reconocidas visualmente como de “la misma forma’”.

= El Nivel 2: Es un nivel de anélisis, de conocimiento de las componentes de las figuras, de
sus propiedades béasicas. Dichas propiedades van siendo comprendidas a través de observaciones
efectuadas durante trabajos préacticos como mediciones, dibujo, construccién de modelos, etc. En
este nivel los objetos sobre los cuales los estudiantes razonan son las clases de figuras, piensan

en términos de conjuntos de propiedades que asocian con esas figuras.

= El Nivel 3: Llamado de ordenamiento o de clasificacién. Las relaciones y definiciones empiezan a
quedar clarificada, pero sélo con ayuda y guia . Los estudiantes pueden clasificar figuras jerarqui-
camente mediante la ordenacién de sus propiedades y dar argumentos informales para justificar
sus clasificaciones. Se empiezan a establecer las conexiones logicas a través de la experimentacion
practica y del razonamiento. En este nivel, los objetos sobre los cuales razonan los estudiantes
son las propiedades de clases de figuras.

= El Nivel 4: Es de razonamiento deductivo; en este se entiende el sentido de los axiomas, las
definiciones, los teoremas, pero atn no se hacen razonamiento abstractos, ni se entiende suficien-

temente el significado del rigor de las demostraciones.

= El Nivel 5: En este nivel el razonamiento se hace rigurosamente deductivo. Los estudiantes
razonan formalmente sobre sistemas matematicos, pueden estudiar geometria sin modelos de
referencia y razonar formalmente manipulando enunciados geométricos tales como axiomas, de-

finiciones y teoremas.

Algunos estudios han mostrado que la poblacién estudiantil media no alcanza los dos tltimos niveles,
en especial el nivel 5, ya que exige un nivel de cualificacién matemético elevado. Cabe aclarar que los

niveles de Van Hiele, deben ser secuenciales, no es posible alterar el orden.

3.4. El Computador como Herramienta DidActica

El sentido de utilizar la tecnologia en el aula, segun la revista ALTABLERO, del MEN, en uno de sus

apartes indica textualmente:

Un programa multimedial interactivo puede convertirse en una poderosa herramienta pedagdgica y
diddctica que aproveche nuestra capacidad multisensorial. La combinacion de textos grdficos, sonido,
fotografia, animaciones y videos; permite transmitir el conocimiento de manera mucho mds natural,

vivida y dindmica, lo cual resulta crucial para el aprendizaje. Este tipo de recursos puede incitar a la
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transformacion de los estudiantes, de recipientes pasivos de informacion a participantes mds activos

de su proceso de aprendizage. [17].

Es evidente como el estudiante puede vivenciar otra manera de aprender conceptos matematicos, de
manera interactiva, con ello se sigue un camino sin vuelta atras sobre el uso de las Tics en el aula.

Este camino va en pro del mejoramiento del proceso ensenanza-aprendizaje.

En la educacion matemadtica existe un objetivo primordial en cuanto al proceso de ensenanza-aprendizaje
de la matemdtica en todos los niveles, consiste en potenciar en el estudiante las capacidades intelectua-
les que intervienen en el procesos de resolucion de problemas, por ello se cree que un aprendizaje activo
de la matemadtica debe estar ligado a la resolucion de problemas, sustentado por todos aquellos recur-
sos que puedan incidir sobre el desarrollo de destrezas para interpretar la informacion, estructurarla,

organizarla, formular hipdtesis, verificarlas, sistematizarlas y generarlizar conclusiones. [11].

El objeto de utilizar el computador como herramienta se evidencia en la tercera fase, segun las fases
establecidas por Polya?

3.4.1. Asistentes Matematicos

Segun el articulo sobre Actividades para el Aula con Derive, lo primero que hay que tener en cuenta
es qué tipo de programas fueron disenados para realizar calculos y operaciones de manera automatica
y eficiente, no han sido disefiados para la educacion. Inmediatamente cabe la pregunta £Para qué
usarlos en el mundo de la educacion?, teniendo en cuenta que el célculo ha sido y es uno de los pilares
fundamentales, no es banal, més bien al contrario, completamente necesaria en primer lugar para

aclarar los objetivos que se quieren alcanzar y posteriormente precisar como se pueden conseguir.

Cuando se pretende aplicar un concepto es indispensable comprenderlo, es decir identificar en qué
situaciones aparece y qué ventajas puede aportar su uso. Su significado no es inmediato, sino que
se requiere el reconocimiento en diferentes situaciones, lo que significa dar relevancia a la verdadera

comprensién, por encima de aplicaciones mecanicas que no tienen gran valor.

En el caso de los procedimientos de calculo, ademéas de dominar el proceso a seguir es necesario conocer
en qué situaciones se puede aplicar y saber interpretar sus resultados. Estos programas ofrecen facilidad

y rapidez de calculo.?

Teniendo una idea sobre lo que son los asistentes mateméaticos. Nos centraremos en hacer una breve

descripcién del programa computacional Derive y en segunda medida la aplicacién Geogebra.

3.4.1.1. Programa de Algebra Computacional Derive

Es un programa de matematicas para computador. Procesa variables, expresiones, ecuaciones, fun-
ciones, vectores y matrices al igual que una calculadora cientifica, sirve para trabajar con nimeros.
Derive puede realizar célculos numeéricos y simbodlicos; con algebra, trigonometria y andlisis, asi como

representarciones gréaficas en dos y tres dimensiones. Derive se encarga de los aspectos mecanicos y los

2T.a tercera fase consiste en llevar a cabo el plan, para ello se debe disponer de una estrategia disefiada, es decir se
debe describir el plan ideado en términos precisos, de tal manera que cualquier persona novata en cuanto al manejo
de los computadores, pueda seguir al pie de la letra las instrucciones para llevar a cabo las actividades, En cuanto al
computador, se debe construir algoritmos, que debe expresarse en términos de un lenguaje concreto, muy conciso y
formal.

3Garcia, A y Otros. Nuevas Tecnologias y Ensefianza de las Matematicas. Ed. Sintesis.
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algoritmos de la resolucion de problemas. Los estudiantes pueden concentrarse en el significado de los

conceptos matematicos. [2].

3.4.1.2. GeoGebra

GeoGebra es un software matematico interactivo libre para la educacion en colegios y universidades.
GeoGebra esté escrito en Java y por tanto estd disponible en miltiples plataformas. Es basicamente
un "procesador geométrico" y un "procesador algebraico", es decir, un compendio de matematica con
software interactivo que retne geometria, algebra y célculo. Su categoria més cercana es "software
de geometria dinamica" [del inglés: DAS]. Con GeoGebra pueden realizarse construcciones a partir
de puntos, rectas, semirrectas, segmentos, vectores, conicas, entre otras. GeoGebra permite el trazado
dinamico de construcciones geométricas de todo tipo asi como la representacion grafica, el tratamiento

algebraico y el calculo de funciones reales de variable real, sus derivadas, integrales, etc. [11]

3.5. Marco Metodolégico

3.5.1. Constructivismo y Aprendizaje Significativo

El principio fundamental es el conocimiento, siendo el conocimiento una construccion del
ser humano en comunidad. Construccion que depende de las creencias y suposiciones bdsicas

que se poseen acerca de si mismo, de la naturaleza y la sociedad (Rémulo Gallegos, 2005).

l4]

Diversos autores han manifestado que es mediante la realizacién de aprendizajes significativos que el
estudiante construye “significado” que enriquece su conocimiento del mundo fisico y social, potenciando
asi su crecimiento personal. Se postulan tres aspectos claves que favorecen el proceso instruccional:
el logro del aprendizaje significativo, la memorizaciéon comprensiva de los contenidos escolares y la

funcionalidad de lo aprendido.

Desde esta teoria, se rechaza la concepciéon del educando como simple receptor o reproductor de los
saberes culturales; la escuela juega un rol importante como generadora de espacios que permiten que
el estudiante construya una identidad personal en el marco de un contexto social y cultural especifico,
cuya finalidad es que el educando desarrolle la capacidad de realizar aprendizaje significativo, por si
solo en medio de una variedad de situaciones y circunstancias, lo que se denominaria “Aprender a

aprender”.

3.5.2. Aprendizaje Significativo

Para clarificar méas la idea sobre aprendizaje significativo, es pertinente citar a Ausbel(1983), quién

manifiesta que:

Un aprendizaje es significativo cuando los contenidos son relacionados de modo no arbitra-
rio y sustancial (no al pie de la letra) con lo que el alumno ya sabe. Por relacion sustancial

y no arbitraria se debe entender que las ideas se relacionan con algun aspecto existente
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especificamente relevante en la estructura cognoscitiva del alumno, como una imagen, un

simbolo ya significativo, un concepto o una proposicion. [4]

Ausbel plantea que el aprendizaje del estudiante depende de la estructura cognitiva previa que se
relaciona con la nueva informacién, debe entenderse ‘estructura cognitiva’, al conjunto de conceptos,

ideas que un individuo posee en un determinado campo del conocimiento, asi como su organizacién.

Lo que quiere decir que en el proceso educativo, es importante considerar lo que el individuo ya sabe,

de tal manera que establezca una relaciéon con aquello que debe aprender.

El aprendizaje significativo ocurre cuando una nueva informacién ‘se conecta’ con un concepto relevan-
te, es decir que las nuevas ideas, conceptos o proposiciones pueden ser aprendidos significativamente
en la medida en que otras ideas, conceptos o proposiciones relevantes estén adecuadamente claras y
disponibles en la estructura cognitiva del individuo y que funcionen como un punto de anclaje a las

primeras.
A continuacién se dan a conocer a groso modo, las fases del aprendizaje significativo.

Fases del Aprendizaje Significativo en el proceso aprendizaje:

= Primera fase: El estudiante percibe nueva informacion y la interpreta utilizando su conocimiento

esquematico.

= Segunda fase: Encuentra relacion e inicia una reflexién acerca de estos nuevos conceptos, siendo

posible utilizarla en la solucién de tareas.

= Tercera fase: El estudiante acumula la informacién y puede hacer uso de ella cuando lo necesite.

Es fundamental tener presente que el aprendizaje debe ser continuo y que estas fases deben ser gra-
duadas. Tanto docentes como estudiantes debemos tener claro en qué fase nos encontramos para ir

reforzando y disciplinindonos en este proceso de aprendizaje significativo.
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3.6. Tematica de la propuesta

La tematica a abordar en la propuesta se enfoca en el trabajo de las transformaciones en el plano,
a partir de las matrices. Para ello se lleva a cabo una serie de actividades de forma sistemaética, que
inducen al estudiante a la adquisiciéon del concepto que se pretende desarrollar; teniendo en cuenta el
aprendizaje significativo, los nivel establecidos por los esposos Van Hiele y apoyados en una herramienta
poderosa como lo son las Tics, se plantea una serie de actividades disenadas para proponerlas a

estudiantes de grado noveno de bésica secundaria.

3.6.1. Objetivo

Introducir al estudiante de grado noveno, en el aprendizaje significativo en lo que concierne a la genera-
cion de procedimientos que permiten construir diferentes tipos de matrices y se muestre didacticamente
los cambios que se producen en ellas al efectuar operaciones algebraicas, de esta manera se pueda en-
tender de forma innovadora, que muchos de los procedimientos que se aprenden mecénicamente no son
sino consecuencias de efectuar operaciones algebraicas con una matriz, lo cual permite establecer un
enlace que facilita entender los movimientos internos que se pueden producir en las matrices, utilizando

como herramienta el programa computacional Derive.

3.6.1.1. Objetivos Especificos:

= Desarrollar en el estudiante de grado noveno el concepto de matriz y posteriormente la aplica-
bilidad de ésta en transformaciones geométricas, a través del programa computacional Derive y

GeoGebra, este ultimo como ayuda visual.

= Guiar al estudiante tanto en el aspecto técnico del manejo del programa computacional Derive,
como en el aspecto pedagogico de la ruta a seguir para lograr los objetivos didacticos de cada

actividad.

= Siguiendo la corriente constructivista en cuanto al aprendizaje matematico se refiere, el programa
computacional Derive, a lo largo de la cartilla se toma como una herramienta util para descubrir
resultados, comprobar conjeturas, comparar hipétesis, entre otros. Todo ello con la orientacién

del profesor.

3.6.2. Estructura de las actividades

Para el diseno de los talleres se tiene en cuenta los procesos generales de la actividad matematica
que se contemplan en los Lineamientos Curriculares de Matematicas , los Niveles de Van Hiele, asi
como las Fases del Aprendizaje Significativo en el proceso aprendizaje. Las actividades planteadas se
combinaran con el manejo del programas computacional Derive y en los dos tltimos talleres el software
GeoGebra. Las actividades presentan una estructura general acorde a las fases: Objetivo, recuadros
informativos o de conceptualizacion, en algunos talleres se presentan ejemplos para iniciar los ejercicios,

posteriormente los ejercicios propuestos, entre ellos tenemos “Hazlo con Derive”

= Objetivo: finalidad de la actividad
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= Recuadros Informativos: Definicién del concepto matematico que se pretenda formalizar.
= Ejemplos: Se muestran ejercicios resueltos, previos a los ejercicios propuestos.
= Ejercicio: Se propone aplicar lo visto, presentado de manera didactica.

= Hazlo con Derive: Son ejercicios propuestos para realizar en Derive de forma rapida, dichos

ejercicios primero se realizan manualmente y luego se comprueban mediante este programa.

= DERIVE: Aparece de forma llamativa, alli el estudiante bajo la guia del docente debe realizar
los ejercicios propuestos, con el fin de generar matrices especiales. El estudiante se vera abocado
a conjeturar posibles resultados, a realizar un andlisis elemental de la funcién expuesta, asi como

de llegar a conclusiones.

3.6.3. Descripcion e intensionalidad de algunas de las actividades propues-

tas.

A continuacion se dan a conocer algunas actividades que contienen la propuesta y la ubicacién dentro
de los Niveles de Van Hiele:

En el primer nivel de razonamiento se entra en contacto con el objeto de estudio, en este caso las
matrices, el razonamiento se basa en la consideracién global del concepto, como modelo de situaciones,
haciendo un acercamiento utilizando como estrategia el juego. La primera actividad es fundamental-

mente visual y manipulativa.

La necesidad de un razonamiento de tipo visual motiva a que el estudiante logre una mejor comprension

del concepto.

Indicadores

1. Identificacion de caracteristicas de localizacion de objetos en sistemas de representacion carte-

siana.
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1. JUEUEMOSII

Objetive: identificar lez slementer de uma matriz, utilizands al juege
"Batalla Maval”.

Matertales: Carpeta de cortdn, dos hajas con fermate (Figura 1), marcador o esfero.

Ejercicio 1:

Conforma un equipo de juego con
wno de by companeros [Quisn serd
v confinconte en el pego). Ahoro
vhbiquense fal y como 52 muasira en

la Tigrra,
8

7 4

Una vez se ubiquen une frente al otra,
cada jugodor debe tener su respective
material. €l cual consta de una carpeta
de cartdn, asi como se indica.

= ; - BN CUYRS COMOS
internas se encuentra el fermato, que
se muestra en la figura 1.

28
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Las reglos para jugar: Construye barcos con las siguenfes coracteristicss
4 barcos de un casillero . . . '

s Em EBC
2 de 3 1 I I I

| de 4 _

(Total diez barcos)

2. Percepcion global de la ubicacion de objetos, teniendo en cuenta las reglas para la posicion de los

mismos sobre el plano cartesiano.
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Matrices y Transformaciones

o El barco mds pequefio que dibujé Homero, se encuentra ubicado en la
casilla

o Para impacta el barco grande. hasta hundirlo completamente. se
debe apuntar hacia las siguientes casillas:

o 5i el contrincante lanza su ofensiva sobre la casilla que tiene como
coordenadas, horizontal 10 y vertical 8. éLogra impactar el barco?

o Con una equis (‘] se muestran los impactos que uno de los barcos
enemigos produjo.

o Identifique las casillas de los barcos hundidos completamente.

= El Nivel 2: Es un nivel de anélisis, de conocimiento de las componentes de las figuras, de sus
propiedades béasicas. Dichas propiedades van siendo comprendidas a través de observaciones efec-
tuadas durante trabajos practicos como mediciones, dibujo, construcciéon de modelos, etc. En el
nivel 2, los objetos sobre los cuales los estudiantes razonan son las clases de figuras, piensan en

términos de conjuntos de propiedades que asocian con esas figuras.
Indicadores

1. Descubrimiento, reconocimiento y utilizacion adecuada de las propiedades que caracterizan las

matrices.

2. Utilizacion de la notacion y vocabulario matemdtico para identificar o referirse al tamano de la

matriz, para dar a conocer un tipo especial de matriz, para nombrar los elementos de la matriz.
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4, PRACTIQUEMOS LO APRENDIDO

CATETIVG: REFORIAR COMCEFTOS AMRENGIDOS BN LOS AMTERIORES TALLERES E IR
IPORBUALTF AMBG HOTACTOMN PROPTA BE LAS MATRIORS.

Ejercici 1
a.  De acuerde a la informacion
suministrada.  Relaciora con
urn, flecha la coluwna de la
izquicrda con la colerna de la
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s (s, £5 deor ol nimero 5 ostd
i la Fila 2, colemna 3. Continia
_"tﬂﬂl{fl‘l:! tmdﬂh’ﬁci!.

okl 3

Chaerva ka matriz got o6 musstra enla
Figura 2 y de ocvendo o este confeste:

& £ 5o cuddrads migice?
Mt qut ke somg de sus
eolumegs, filas y diogonaies san
iqualkes.

5 pasn si se motfiphon coda
cosmponente por 24 Sogurd
siondo cuodrado magice?,

D & coracer o peicide de coda
componente. de la matriz.
Ejemple: o32.9.

La imagen que se muestra a continuacién es un pantallazo del programa computacional DERIVE,
corresponde a una secciéon de algunas actividades propuestas, con el fin de que el estudiante genere

matrices especiales, a partir de una funcién dada.
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| Archivo Edicién Insertar Editar (Autor) Simplificar Resolver Calculo Definir Opciones Ventana Ayuda

NEHS| @B X (e =» &% ma J TT|+&|%

l
2 : DIAGONAL PRINCIPAL DE UNA MATRIZ

RANDOM(5)
#:  tri_inferior{r. n) := UECTOR(VUECTOR(IF(i < j. 8. (-1) RANDOM(r)}. j. 1. n}. i. 1. n)
RANDON(5)
E:  tri_superior{r. n) := UECTOR(UECTOR(IF(i > j. 8. (-1) RANDOM(r)}. j. 1. n}. i. 1. n}
RANDOM(5)
diagenal(r, n) := UECTOR(UECTOR(IF(i < j v i > j, B, (-1) RANDOM(¥)}, j. 1. n}. i, 1. n}

EJERCICIOS

iB: diagonal{6. 13}
11: diagonal{3. 5)
12: diagonal{5. 2)
13: diagonal{4. 18)
14: diagonal{8. 4)
i15: diagonal{12. 12)

= El Nivel 3: Llamado de ordenamiento o de clasificaciéon. Las relaciones y definiciones empiezan a
quedar clarificada, pero sélo con ayuda y guia . Los estudiantes pueden clasificar figuras jerarqui-
camente mediante la ordenaciéon de sus propiedades y dar argumentos informales para justificar
sus clasificaciones. Se empiezan a establecer las conexiones logicas a través de la experimentacion
practica y del razonamiento. En este nivel, los objetos sobre los cuales razonan los estudiantes
son las propiedades de clases de figuras.

Indicadores

1. Obtener y aplicar directamente transformaciones en el plano, a partir del concepto de matriz

estudiado.

2. Extender la relacion directa entre operaciones de las matrices con las transformaciones en el

plano.
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un WeCTor ¥ URd matriz

D& esta manera:

Frimers debes aprender como se
multiplica un vector por una matriz.

Observa €l & jemplo:

)

Al multiplicarla matriz por cl

m[él. gste se transforma on o

El vector se multiplica por la matriz

¢

wector. '
e e L L L ____ L ___L .

i.  Se troncforma em &l

| 6. TRANSFORMACIONES Y MATRICES

Objetive: Aplicar trarsformaciorss en sl plaro, cperande matrices entre si, asi como

Colcular = produco

H

Para obtener la pimera enbrada se
muttipliza ta primera fa de la matnz (3, -
&), por el vectar:

1
s
Aqui se sefigla el procedimienta:

Realizando las operaciones
indicadas, se obtiene el valor de la
primera  componente del wector

resultante.
|’x«—ﬂ$ o (£ E PO 3 LY A s-]
III.:' 114 : ) [ J'I {

Para obtener la entrada en la

1 -6y
segunda  fila :Ii-u{.r' L }.3'].. se
multiplica la segunda fila (5.2) de la

34
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matriz, por la segunda fila del
wvector, o sea 2.

(l'é‘:f:jtr‘ (u T w--n}

Realizando bas operaciones
indicadas, se obtfiene la segunda

componente del vector resultante-

[:m;- |'.'.-2'1) [_ 1] {-E

Se concluye que:

G )

(o

1

) (7)

Grificamente, se puede observar la
transformacidn:

[ZZPINSN

LT e NN S

Ejercicio 1

(-1 7 3
s-mh:*“' 1) pdve.crw[ﬂ]_

Hallor el wector gque resulia,
calculande el preducto

(Realiza el procedemiento indicado
en &l ejemplo anferior).

35



CAPITULO 3. PROPUESTA DIDACTICA

Ejercicio 2
‘. Hazlo en Derive
)
1. &Senera lo matriz 31 n
Derive. El siguiente paso es
generar &l vector.

. .
Imtroduccién de un Vector... IE

2.  Oprime ¢l icono B, con &l fin B )
[11-] Elementcs: E
de genera el wector 5. -
Aparecerd sl recuadro
- o amel ' | 2l I Cangekr |

Cundro 1

3. Selscciona "2°, como ndmero de

Bl o 't e i i

clemertos, Y lusge oprims

K1)

A continueciin HIG

aparscerd el recuadro. En el cual
s6 oolecon los elementos  del

wector, Cuadro 2 Cundro 2

4. 5S¢ oprims E ]

inmediatamerts aporsce on o wliaw FL poes e a s
parralla el wecter [3. B). < = 2w i [[Fi- 2= 3. 4303- 51
reproscntode como wn purto. Tl milwl il il mlla Dl § el il r il a ]l il

Cusdro 3

B. Una vez gemerada lo matriz v el
woctor, =6 sclecciomam y se
oprime F3. Emn o borra sc
terdria: Cuadro 3.

36
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6. Posteriormesats was o la borra

superior, oprimes = | &n lo
parralla aparecerd £l vector que

G DB

resulta de

. Compare ¢l resultede obtenide

gqus obfuwiste redlizands los
ciboules de momera maroal y el

Ejercicis 3

Haz kb mizmo con los siguientes
productes gque 6 muestran a

corfinuacide. M

Ejercicio 4 G&RAFICA EM
EE'DGEIMQ

Grafica el wector inicial y <l
wector rosultante que obtuviste
el ufilizar Derive en € Ejercicio
2, Hazlo pora coda wne de los
cjercicios prepucstes on ol
Ejercicio 3.

Sigue las instraccioncs:

Reconoce SEQOGEERA

—2 Fa

1 i ]'[3- |

"]m-u
a -3 -

=k

21 . =2
_151[-]

[
[
[
[

1“]13
1u[-]

ST L e

B

OO P L Lo lal @ —

B B s =L

| EE TR

PRESENTACTON PANTALLA DE
EECEERRA

A

L]
2. I:luh-nadurclicﬁnﬁlicml. 1.

pora whicar &l punto  sobre &l
plamo cortesiano qus mosstra la
pantalla del programa.

. npl-inal j-| perc unir el origsm

(00) con el punte (x, y) ol
obtemdrds el vactor.

. Ubica el wector gue se da

micialmente y tambifn &l wector
gus  resultd de realizar el
producto matricial.
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ANEXOS

CARTILLA: ENSENANZA DE LAS MATRICES A TRAVES DE DERIVE.

La cartilla se compone de las siguientes actividades:

1. JUGUEMOS!!!

2. CUADRADOS MAGICOS

3. DESCUBRE LA DIAGONAL DE UNA MATRIZ

4. PRACTIQUEMOS LO APRENDIDO

5.£QUE ES UN VECTOR?

6. TRANSFORMACIONES Y MATRICES

7. MATRICES Y TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS
8. DIVIERTETE
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