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Resumen

Esta tesis aborda la estructura matematica de las teorias cudnticas de campos (QFTSs), par-
tiendo de una base sélida en las teorias clasicas de campos. Se comienza con una revisién
de los conceptos fundamentales de las teorias clasicas, incluyendo las ecuaciones de Euler-
Lagrange, la geometria diferencial del espacio de campos, y las simetrias en teorfas clasicas
de campos, incluyendo el importante teorema de Noether y sus consecuencias. A partir de
aqui, se hace explica cémo se pueden construir QFTs a partir de teorias cldsicas de cam-
pos. Se explora la integral de caminos de Feynman incluyendo su derivacién heuristica. Por
ultimo se analiza una QFT en dimensién cero, un caso simplificado en el que es posible
definir todo formalmente y que permite explorar aspectos generales de las QFTs: la teoria
¢*. Se introduce la idea de la regla de Wick y los diagramas de Feynman, para explotar las
propiedades combinatorias de la teoria.

Palabras clave: Teoria cudntica de campos, Teoria cldsica de campos, Teoria ¢*, Ecuacio-
nes de Euler-Lagrange, Teorema de Noether.

Mathematical foundations of quantum field theories

Abstract

This thesis addresses the mathematical structure of quantum field theories (QFTs), starting
from a solid foundation in classical field theories. It begins with a review of the fundamen-
tal concepts of classical theories, including the FEuler-Lagrange equations, the differential
geometry of fields space, and symmetries in classical field theories, including the important
Noether’s theorem and its consequences. From here, it explains how QFT's can be constructed
from classical field theories. Feynman’s path integral is explored, including its heuristic deri-
vation. Finally, a QFT in zero dimensions is analyzed, a simplified case in which everything
can be formally defined and which allows for the exploration of general aspects of QFTs:
the ¢* theory. The idea of Wick’s rule and Feynman diagrams is introduced to exploit the
combinatorial properties of the theory.

Keywords: Quantum field theory, Classical field theory, ¢* theory, Euler-Lagrange equa-
tions, Noether’s theorem.



Justificacion

El estudio de las Teorias Cuanticas de Campos (QFTs) no solo es necesario para entender los
fendmenos fisicos a nivel fnudamental, sino que también representa un desafio matematico
considerable. A lo largo de su evolucién, la QFT ha demostrado ser una herramienta que
permite descripcidénes empiricas extremadamente precisas. Sin embargo, la formalizacién ma-
tematica de la QF T sigue siendo incompleta y, en muchos aspectos, insuficiente para abordar
de manera rigurosa y sistematica todos los fenémenos que podria describir.

El desarrollo de una comprensién matematica mas profunda y estructurada de la QFT no
solo es necesario para resolver cuestiones fundamentales que aiin permanecen abiertas, sino
también para mejorar la consistencia interna de la teoria y su aplicabilidad en nuevos con-
textos, tanto dentro como fuera de la fisica. En particular, la formulacién matematica de la
QFT en términos de una variedad y un conjunto de campos viviendo en ella presenta una
relacion entre la geometria, la topologia y el dlgebra dando lugar a una rica interseccién
entre distintas areas de las matemaéticas y la fisica tedrica.

Este trabajo se justifica en la necesidad de explorar las herramientas matematicas que permi-
tan una mejor comprension de los conceptos subyacentes en las QFT's, y de como estos pueden
ser aplicados para extender la teoria mas alla de sus aplicaciones tradicionales. Ademas, al
abordar la QFT desde una perspectiva matematica rigurosa, este estudio busca proporcionar
un marco conceptual que permita a futuros investigadores enfrentarse a los desafios actuales
y emergentes en la fisica tedrica, con una base matematica sélida que facilite el avance en la
comprension de los fendmenos cuanticos en el espacio-tiempo.
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Objetivos

Objetivo General

= Exponer detalladamente la estructura matematica sobre la que se construyen las teorias
cuanticas de campos.

Objetivos Especificos

» Estudiar cémo los principios matematicos de la teoria clasica de campos se extienden
y modifican en el contexto cuantico.

» Resaltar las conexiones profundas entre las formulaciones clasicas y cuédnticas de las
teorias de campos.

= Investigar las ecuaciones de Euler-Lagrange que describen el comportamiento de los
campos cuanticos y entender su relevancia en el marco de las teorias cuanticas de
campos.

= Presentar ejemplos y modelos conocidos que permitan ilustrar los conceptos introdu-
cidos.
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Introduccion

En el vasto terreno de la fisica tedrica, la Teoria Cuédntica de Campos (QFT, por sus siglas
en inglés) emerge como un intento de reconciliar la teoria cudntica con la relatividad espe-
cial, que gracias a su relevancia practica y precisiéon experimental rapidamente convirtié en
un formalismo que excedié ampliamente el escenario original para el cual fue concebido, la
electrodinamica cuantica. Sin embargo, a pesar de sus notables éxitos empiricos, la investi-
gacion actual resalta la urgente necesidad de una comprensién matematica més detallada y
profunda, ya que persisten multiples cuestiones fundamentales sin resolver.

La evolucién acelerada de este ambito se caracteriza por un flujo constante de progresos y
descubrimientos, presentando un desafio significativo en la bisqueda de fuentes actualizadas
y rigurosas desde el punto de vista matematico. Este trabajo se posiciona en la confluencia
de la fisica y las matematicas, tratando la QFT como un fenémeno que sobrepasa las limi-
taciones disciplinares.

La QFT, conocida por su complejidad, valida su reputacion conforme se exploran sus intrin-
cados detalles. Contrario a las mecanicas cldsica y cuantica, que permiten tratar problemas
de particulas individuales o grupos aislados, en la QFT esta distincién resulta inaplicable.
Es necesario dejar a un lado la intuiciéon atomista para concebir a las particulas fundamen-
tales como meras excitaciones de campos que abarcan la totalidad del espacio-tiempo. Es
asi que el verdadero reto consiste en la necesidad de abordar la interconexion de fenémenos
en su conjunto, sin separarlos para su andlisis individual, por tanto, desarrollar un marco
matematico que pueda encapsular esta complejidad y lugar a una teoria que no presuponga
un numero definido de particulas desde el principio, emerge como un desafio importante.

Dejando momentaneamente de lado el impulso hacia la anhelada unificacién fisica, profundi-
cemos en la cuestiéon de cudl es el dominio matematico que la QFT abarca. Este interrogante
no admite una respuesta sencilla. No obstante, dos enfoques arrojan luz sobre el contexto en
que opera la teoria:

1. La QFT como una extension del cadlculo en dimension infinita: La Teoria
Cuéantica de Campos se distingue por tratar los campos como sistemas con infinitos
grados de libertad, aplicando el calculo integral en un escenario de dimension infinita
a través de herramientas como la integral de camino de Feynman. Por su parte, una
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Teoria Clasica de Campos puede entenderse como calculo diferencial de dimensién
infinita.

2. La teoria puede ser vista como un functor que vincula la geometria con el dlgebra.
Consideremos una variedad M dotada de una estructura o especifica (por ejemplo, de
orientacién, riemanniana, lorentziana, compleja, de spin, G, etc.) y dos componentes
de frontera, ¥ y Y. Este conjunto se denomina espacio-tiempo.

La Teoria Cuéantica de Campos opera a través de una asignacion Z, que adjudica a los
componentes de la frontera, ¥ y X', espacios vectoriales complejos correspondientes,
Z(¥) y Z(¥'), de manera que considera el espacio-tiempo M -entendido como un co-
bordismo entre ¥ y ¥'— como una transformacion lineal desde Z(X) hasta Z(X'). El
mapeo Z se fundamenta en principios de functorialidad, los cuales se explicaran con
mayor detalle mas adelante.

La complejidad del analisis aumenta al abordar variedades cerradas, es decir, aquellas
sin frontera (OM = @). Aqui, consideramos a M como un cobordismo del conjunto
vacio @ a si mismo, donde el espacio vectorial asociado, Z(&), se reduce al conjunto
que contiene solo el vector cero. Esto nos permite asignar a M una transformacién
lineal Z(M), la cual se enfoca en capturar propiedades invariantes de M.

En resumen y de forma muy general, podemos concebir a la Teoria Cuéantica de Campos
como una herramienta para estudiar la topologia y geometria en una variedad, conexion que
se presenta como un terreno muy fértil para el estudio y la exploracion matemética. En lo
sucesivo de estas paginas se expondra la teoria de campos clasica ampliamente desarrollada
en funcién del principio variacional como un soporte estructural para abordar luego las ideas
basicas de la estructura de una teoria cuantica de campos.



1 Teorias Clasicas de Campos

La formulacién y comprensién de las Teorfas Clésicas de Campos (TCC) son fundamentales
en el avance de nuestra descripciéon matemaéatica de fenémenos fisicos. Desde la mecani-
ca clasica hasta la teoria electromagnética, las TCC proporcionan un marco conceptual y
matematico sélido para modelar la dindmica y las interacciones de sistemas fisicos en el
espacio-tiempo. Este capitulo se dedica a explorar los fundamentos matemaéticos de las TCC
y a establecer la notacién que se utilizara a lo largo de este texto. Se analizara la estructura
matematica que subyace a estas descripciones, subrayando la importancia de cada compo-
nente dentro del marco tedrico global.

1.1. Ingredientes de una teoria clasica de campos

El espacio-tiempo

Definimos el espacio-tiempo como una variedad M que incorpora las dimensiones espaciales
y temporales de una TCC. Algunos ejemplos ilustrativos incluyen:

M = {punto} (una variedad 0-dimensional)

» M =R? (un espacio euclideo de dimensién d)

U C R? (un subconjunto abierto de R?)

M =10,1], donde OM = {0,1} (una variedad con frontera)
» M =0,1]¢ (una variedad con fronteras y esquinas)
» M = S! (la circunferencia unitaria)

Coordenadas del Espacio-Tiempo: Utilizaremos {z!, ..., 2%} para designar las coordena-
das de una carta &/ C M. Ademds, asociamos a estas coordenadas los campos vectoriales

Oy = a%w con u € {1,...,d}, para facilitar la descripcién de fenémenos en el espacio-tiempo.
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El espacio de configuraciones y campos

El espacio de configuraciones representa todas las posibles configuraciones o estados de un
sistema fisico, modelados a través de un espacio vectorial real V. La dimensién de este es-
pacio se denota por m, distinguiéndola de d, la dimensién del espacio-tiempo.

Dados M, el espacio-tiempo, y V, el espacio de configuraciones, definimos el espacio de
campos, F, como el conjunto de aplicaciones ¢ : M — V. Estas aplicaciones pueden ser
suaves (de clase C*°) o pertenecer a alguna clase de aplicaciones de Sobolev, ofreciendo una
gran flexibilidad para modelar sistemas fisicos, esta discusién se profundiza en [1], [2].

F = Map(M,V)

Nota: Es importante considerar las fronteras y esquinas de la variedad M, ya que la
definicién de F debe especificar el comportamiento de los campos ¢ en estas regiones. Algunas
condiciones comunes incluyen:

= que el soporte de ¢, definido como Supp ¢ = {x € M | ¢(x) # 0}, sea compacto

= 0, condiciones tipo Dirichlet: ¢(z) = 0 para todo x € OM.

Evaluacién de Campos: La evaluacién de un campo ¢ en un punto x de la variedad se
define mediante la aplicacién

ev: MxF—V
(z,0) — é(z),

destacando la interaccion entre los elementos del espacio-tiempo y los campos definidos sobre
él.

Conclusion: La estructura matematica subyacente a las TCC ofrece un marco rico y flexible
para modelar sistemas fisicos. La eleccion adecuada del espacio de campos, en particular, es
crucial y debe ser adaptada al contexto especifico de cada teoria por lo cual no es posible
dar una prescripcion particular aqui.

Proyecciones naturales

Con el espacio-tiempo M y el espacio de campos F ya definidos, introducimos dos proyec-
ciones que nos permiten relacionar estos conceptos de manera efectiva. Estas proyecciones
son fundamentales para construir y entender las dindmicas y relaciones en una TCC.

pMxF —— M
T MxF —F
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La proyeccién p nos permite obtener el punto del espacio-tiempo asociado a un par (x,¢) €
M x &, mientras que la proyeccion m nos devuelve el campo especifico asociado a ese par. Estas
proyecciones permiten entender cémo los campos se relacionan con puntos especificos del
espacio-tiempo y viceversa. A partir de estas proyecciones, podemos estructurar el siguiente
diagrama, que encapsula la relacion entre el espacio-tiempo M, el espacio de campos F, y el
espacio de configuraciones V:

Mx¥F ——V

nh

Multi-indices

Para facilitar los calculos que se realizaran directamente sobre las cartas del espacio-tiempo,
introducimos la notacion de multi-indices. Un multi-indice es una lista de indices I =
(i1,...,14), con cada i, € Zx(, que permite una notacién compacta y conveniente para ope-
raciones repetitivas y estructuras algebraicas en multiples dimensiones.

Dados dos multi-indices I = (i1, ...,4q) y J = (Jj1, -, Ja), definimos las operaciones y relaciones
siguientes:
1. Orden de un multi-indice:
|| =11+ ... + a4, (1.1)
indicando la suma total de los indices en 1.
2. Factorial de un multi-indice:
Il =iyl dg!, (1.2)
definiendo el producto de los factoriales de los indices en 1.

3. Coeficientes binomiales para multi-indices:

nN___ I8 J<I 1.3
J) T T — P =4 (13)

permitiendo la combinacion de indices en operaciones algebraicas més complejas.

Una ventaja de la introduccién de multi-indices es que simplifica la expresién de monomios

4 como x! == (z)...(x%)% y de operadores diferenciales de orden

en las coordenadas z!, ...,z
arbitrario como J; = 0;'...0;, sin embargo, esta notacién no solo facilita los célculos, sino

que también cumple propiedades que nos seran tutiles mas adelante, como por ejemplo:
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(+y) = G) T (1.4)

J<I

donde z = (2t,...,2%) v y = (v}, ...,%), y la férmula de Leibniz para la derivacién de

productos:

0r(fg) = (D 85 fr_s9. (1.5)

J<I

1.2. Espacio Local de k—jets

Las teorias clasicas de campos requieren una comprension detallada de como los campos y
sus derivadas interactiian localmente. Para este fin, el concepto de k-jets es una herramienta
matematica esencial, permitiéndonos estudiar la variabilidad de los campos y sus derivadas
hasta un cierto orden k. Un k-jet puede ser visto como una “huella digital” matematica de
una funcién en un punto determinado, capturando no solo su valor sino también cémo cambia
en las inmediaciones de ese punto hasta un grado de diferenciacién k. Mas formalmente, para
funciones diferenciables de una variedad M a otra N, el k-jet en un punto x € M representa
la clase de equivalencia de todas las funciones que tienen el mismo desarrollo de Taylor de
orden k en el punto x. El k-jet de una funcién en un punto es, esencialmente, la coleccién
de todas sus derivadas hasta el orden k£ en ese punto, consideradas como un solo objeto
geométrico. Una discusién detallada se encuentra en [3].

Construccion local del espacio de k-jets

Supongamos inicialmente que nuestro espacio-tiempo M es un dominio abierto de R?, es
decir, M = U C R?. Este enfoque simplifica la discusién sin perder la generalidad necesaria
para entender la esencia de los k-jets.

Definimos el espacio de k-jets J*(R%, V') como el espacio vectorial de todos los polinomios
de Taylor de orden k con valores en un espacio vectorial V. Esto se formaliza como:

JRLV) ={fR' = V| f(2)= ) Fa!. CreV}, (1.6)
1<k
donde I es un multi-indice.
Consideremos una base {ey,--- ,e,,} para V, podemos expresar cada coeficiente C; en esta

base utilizando el convenio de sumas de Einstein:
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Cr = ZC?ea = CYe,, (1.7)
a=1

lo que nos permite inmediatamente definir un conjunto de funciones que toman un polinomio
y nos devuelven sus coeficientes {u§ | 1 < a < m, |I| < k} es decir un conjunto natural de
coordenadas en J*(R? V)

up(f) = Cf, (1.8)
donde uf(f) representa la coordenada a—ésima del vector de coeficientes asociado al multi-
indice 1.

La dimensién del espacio de k-jets J*(R?, V) resulta ser:
d+k
dim JH(RY V) = m( Z )

dado que (dzk) representa el nimero de multi-indices I = (iy, ..., i4) tales que |I| < k.

Otra manera de conceptualizar el espacio de k-jets es notar que J¥(RY, V) = S<K(RY) @ V,
donde S=F(R?) representa la suma directa de los espacios de polinomios simétricos hasta el

grado k, SSF(RY) = SO(RY) @ ... @ S*(RY), y tiene dimensién (dzk).

Continuando con la discusién, asociaremos a cada ¢ € F = Map(U, V') un mapeo de U en
JE(RY, V) a través de la aplicacién:
"o U — JFRE V)
T ji¢ = j"6(x) (1.9)
con
jio: RV
g o= S AU (s (1.10)

I
1<k

lo cual nos indica que j* asigna a cada punto y € R? el polinomio de Taylor de ¢ alrededor
de x, truncado a orden k.

Consideremos ahora la representaciéon de un campo dentro de este marco tedrico. Sea ¢ :
M — V un campo definido sobre la variedad M. Para un punto especifico x € M, analizamos

lo siguiente:
m

$(x) =) ¢"(x)ea = ¢ (2)eq, (1.11)

a=1
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donde ¢* denota las componentes del campo ¢ en la base {e,} de V. Para calcular las
coordenadas de j¥¢ usamos:

uf(jy) = 01" (=), (1.12)
lo que implica que para el multi-indice I = (0, ...,0), se tiene:
uf(jy) = u®(jy) = ¢*(x). (1.13)

Asi, j* mapea cada campo ¢ a su representacion local como un polinomio de Taylor trunca-
do, encapsulando los valores de ¢ y todas sus derivadas hasta el orden k en cada punto x € U.

Definicion de una Teoria Casica de Campos de dimensiéon d

Con el entendimiento previo del espacio de k-jets y cémo se representa la variabilidad local
de los campos a través de j¥¢, estamos ahora en posicién de abordar el nticleo de una teorfa
clasica de campos de dimension d, su estructura y dinamica pueden ser formalmente definidas
considerando tres componentes principales:

Definicién 1. Una teoria clasica de campos de dimension d consta de la siguiente informa-
cién:

1. Un espacio-tiempo M con dimM = d.

2. Un espacio de configuraciones V' =2 R™.

3. Una densidad lagrangiana, es decir, una funcién analitica £(u®, u¢) : J*(R%, V) — R.

Nota: La dindmica asociada al sistema descrito por la TCC esta encapsulada en una
funcién que depende del campo y sus derivadas hasta el orden k, de forma maés precisa, si

M=UCRysipeF = Map(M,V), entonces se tiene una funcién (j%¢)*L(u®, u?) :
U — R que para cada x € U se define como:

(7°0)"L(u", uf)(x) = L(u" (570), uf (30))
= L(¢"(x), 09" (). (1.14)

De ahora en adelante, denotaremos a (j%¢)*L(u?, u¢)(x) simplemente por £(¢,d;¢).

En el desarrollo de teorias clasicas de campos, hay varias consideraciones importantes que
afectan la estructura y aplicacion de la teoria:

1. Resulta beneficioso, en ciertas circunstancias, dotar al espacio de configuraciones V'
con un producto interno. Esto facilita la definicién de normas y métricas dentro del
espacio.
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2. Generalizacion de V: Aunque se ha tratado a V' como un espacio vectorial real, es
posible y, en algunos casos, necesario, considerarlo como una variedad, similar a M.
Esta generalizacién requiere una atencién especial en la definicién del espacio J*(M, V),
ya que la estructura de coordenadas no es directamente aplicable cuando los elementos
de V' no residen en un espacio vectorial convencional. En tales situaciones, se linealiza
la variedad V' recurriendo al uso de espacios tangentes. Concretamente, se considera
el fibrado trivial sobre M, E = M x V, y se piensa en el espacio de campos F =
Map(M, V') como secciones globales de E. Asf, el espacio de k-jets relevante es J*(E),
el espacio total del fibrado de k-jets, donde la densidad lagrangiana se define de manera
mas general [4].

3. Aplicabilidad Fisica del Formalismo: Si bien el formalismo desarrollado ofrece una
estructura matematica rica y general para las teorias clasicas de campos, es importante
reconocer que, desde una perspectiva fisica, muchas teorias relevantes no requieren de
la complejidad de considerar derivadas de orden superior a uno en sus densidades
lagrangianas. Notables excepciones a esta regla son las teorias que incluyen gravedad
porque la curvatura de la métrica incluye derivadas de orden dos [5].

Ejemplos
1. Teoria clasica de campos 0-dimensional

Un ejemplo introductorio y fundamental es considerar una teoria clasica de campos en la
cual el espacio-tiempo estd compuesto tinicamente por un punto, es decir, M = {punto}. En
este escenario particular:

= El espacio-tiempo M se reduce a la variedad mas simple posible, un tnico punto.
Esto simplifica significativamente nuestra concepcion del espacio-tiempo, ya que no
hay dimensién espacial o temporal sobre la cual variar.

= El espacio de configuraciones V', en este caso, se puede identificar directamente
con el espacio de campos F = Map({punto}, V). Dado que solo hay un punto en M,
cualquier campo en este contexto es simplemente una eleccion de un elemento en V.

» Para cualquier k = 1, el espacio de k-jets J*(M,V) se identifica con V mismo, dado
que las derivadas de orden superior no tienen significado en un espacio de un solo
punto.

» La densidad lagrangiana en esta teoria es entonces una funcién analitica £ : V —
R, que asigna un valor real (la accidn) a cada configuracién posible en V.
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2. Teoria clasica de campos 1-dimensional

Pasemos ahora a un caso ligeramente mas complejo, pero ain profundamente instructivo:
una teoria de campos donde tanto el espacio-tiempo M como el espacio de configuraciones
V' son unidimensionales, especificamente M = R y V' = R, ambos con dimensién d = m = 1.
Aqui, t representa la coordenada del espacio-tiempo, interpretada cominmente como el tiem-
po en fisica.

Los campos en esta teoria, denotados por ¢, son aplicaciones suaves de R en R, es decir,
¢ € F = Map(R, R). El espacio de k-jets J*(R,R) se caracteriza por funciones de la forma
f(t) = ¢o + c1t.

En este marco, el espacio de 1-jets queda identificado con solo dos funciones coordenadas,
{u,u;}, correspondiendo a la posicién y la primera derivada temporal del campo, respecti-
vamente.

La densidad lagrangiana £ para este espacio de 1-jets se define como:

1
L= §mu? — Ul(u), (1.15)

donde m € Rs( actiia como un pardmetro positivo, interpretado fisicamente como la masa
de una particula puntual, y U : R — R es una funcién que representa el potencial en el que
la particula se mueve.

Para un campo ¢ € F, el mapeo asociado a jl¢ desde el tiempo t al espacio de 1-jets se
describe por:

jlo: R— JYR,R)
t— jlo, (1.16)

donde jl¢ asigna un punto y € R al valor del polinomio de Taylor de ¢ alrededor de t,
truncado al primer orden.

De esta forma, la accién lagrangiana evaluada para el campo ¢ y su derivada temporal se
expresa como:

L(¢,00) = (5'0)* L(u, uy)
= Sm(00) ~ U(0). (1.17)
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3. Teoria clasica de campos d-dimensional

Explorando ahora el caso mas general de una teoria clésica de campos en un espacio-tiempo
de dimensién d, tomamos M = R? como nuestro espacio-tiempo y consideramos V = R
como el espacio de configuraciones. En este contexto, los campos, denotados por ¢, son apli-
caciones suaves de R? en R, cominmente referidos en fisica como campos escalares.

Para describir completamente esta teoria, es esencial considerar la estructura geométrica del
espacio-tiempo a través de la introduccion de una nocién de distancia, que se expresa como:

ds® = g, (x)dz" © dz”, (1.18)

donde g, (x) es una métrica invertible para todo punto x € M, permitiéndonos definir el
inverso g"(z) = (¢7") -

El espacio de 1-jets J'(R? R) se compone de funciones del tipo ¢ : R — R que se pueden
representar como una combinacién lineal de las coordenadas 2 tal que ¢ = >, Ciz" , con lo
cual las coordenadas en J'(R% R) son {u,u, | 1 < u < d}, teniendo asi una dimensién de
d+1.

La densidad lagrangiana £ para este espacio se define como:

1 1
L= §g’wuuuy - §m2u2, (1.19)

donde m € R>( es un parametro que representa la masa del campo escalar.

Para un campo ¢ en el espacio F = Map(R% R), la lagrangiana se expresa como:
L(¢,0,0) = (5'9)" L(u, uy)
1 1
— §g“'j8u¢&,¢ — §m2¢2. (1.20)

Nota: Utilizando una métrica euclidiana y si m = 0, derivamos la ecuaciéon de Poisson
desde L(¢, 0,¢). Con una signatura de Minkowski, tipica de espacios lorentzianos, obtenemos
la ecuacién de Klein-Gordon, esencial para describir particulas relativistas libres.

4. Teoria clasica de campos 2-dimensional

Explorando un espacio-tiempo M = R? con coordenadas (¢, x), consideramos aqu{ una pers-
pectiva interesante al tomar el espacio de configuraciones V' como el conjunto de los niimeros
complejos C, tratado como un espacio vectorial real 2-dimensional. En esta configuracion,

interpretamos C como C, z) = R?

(z.9)° donde z es un niimero complejo y z su conjugado.
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Los campos en esta teoria, denominados campos escalares complejos, son aplicaciones sua-
ves de R? en C, ¢ € Map(R? R). De esta manera, el espacio de 1-jets, J'(R?, C), incluye
funciones ¢(t, ) que pueden expresarse como una combinacién lineal de t y x, y funciones

¢(t, ) que pueden expresarse como una combinacién lineal de los conjugados de t y z, t, T
con coeficientes en C.

Por lo tanto, en J*(R?, C), nos encontramos con coordenadas {u, @, uy, i, U, U, } La densidad
lagrangiana L se define entonces como

{ 1
L= §(ﬂut — Ully) — %ﬂxux — U(z)uu, (1.21)

donde m representa un parametro asociado a la masa, y U : R — R es un potencial que
depende solo de la coordenada espacial.

La aplicacién de esta densidad lagrangiana a un campo ¢ € Map(R?, C) nos lleva a una
formulacion que recuerda la ecuacién de Schrodinger:



2 Ecuaciones de Euler-Lagrange

La busqueda de las ecuaciones de movimiento para un sistema fisico representa uno de los
objetivos centrales en el estudio de la dinamica de sistemas en fisica tedrica. Estas ecuacio-
nes, que describen cémo evoluciona el sistema en el tiempo y el espacio, se obtienen a partir
de la formulacién lagrangiana del sistema, en el marco de las teorias clasicas de campos, se
conocen como las Ecuaciones de Fuler-Lagrange y no solo codifican la evolucién del sistema
sino que encapsulan los principios fundamentales que lo rigen, [6], [7].

Consideremos una teoria clasica de campos donde el espacio-tiempo M es un dominio abierto
del espacio euclidiano d-dimensional. Las coordenadas en este espacio-tiempo se denotaran
por {z* | 1 < u < d}. Supongamos también que el espacio de configuraciones V' de nuestra

teoria es isomorfo a R™, siendo asi un espacio vectorial real de dimension m con una base
B ={e,|a€{l,..,m}}yunabase dual B* = {e” | a € {1,...,m}}.

La densidad lagrangiana £(u?, ug,), definida en el espacio de 1-jets J (R4, V), es el punto de
partida para la derivacion de las ecuaciones de Euler-Lagrange.
Notacién

Dado un campo ¢ € F = Map(M, V) y la densidad lagrangiana £ : J*(M,V) — R, diremos
que:

oL .. 0C
Ope =)y ou®
oL ..o
W = (j ) D

(2.1)

S o= 9L, \
; a¢a =00 €V
LNPYe oc

¢ = et eV,
50,0~ 2= 00,0 = 000

Para establecer la interaccién entre elementos del espacio V' y su dual V*, si tenemos a =
ag.et € V¥ y v =%, € V, definimos:
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2.1. La accidén de una teoria clasica de campos

El concepto de accion es la cantidad fundamental para las teorias clasicas de campos. Este
solo funcional encapsula de forma compacta toda la informacién necesaria para describir la
dindmica de los campos a través del espacio-tiempo [§]. Al integrar la densidad lagrangiana
sobre todo el dominio del espacio-tiempo, la accién ofrece una vision global de como el sistema
evoluciona, guiada por principios variacionales. A continuacién, formalicemos la nocién de
accion:

Definicion 2. La accion de una teoria cldsica de campos es el funcional
st = [ oy uate = [ .0, (22)
M M

donde d%z = dx' A --- A dx? es el elemento de volumen en el espacio-tiempo M.

Variacion de la accion

Tras establecer el concepto de accion dentro de una teoria clasica de campos, dirijamos
nuestra atencion hacia el analisis de cémo las variaciones en los campos afectan a esta accién,
un paso crucial para derivar las ecuaciones de Euler-Lagrange. Procederemos a establecer un
marco conceptual que nos permita identificar las condiciones que estos campos deben cumplir
para reflejar la evolucion del sistema. Para tal efecto, consideremos la siguiente proposicién:

Proposicién 2.1. Sea v € Map(M, V') un campo con soporte compacto y tal que ¥|ap = 0.
Entonces

t_05[¢+t¢]=/M<%, >ddx (2.3)

donde % es una funcion unica que depende de ¢, 0,¢,0,0,¢ en el espacio V*.

d
boS[0) =

Demostracion. Sea v € Map(M, V) un campo con soporte compacto y tal que 1|gp = 0,
entonces podemos calcular la variacién de la accién S[i] con respecto al campo ¢ como

d
0pSIY] =

d

Slo + ty]

t=0

il [ e myeae wi (24

-J. .

t_oﬁ (u (G (0 + t)) ,uss (51 (6 + t)) ) }ddaj
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Si hacemos u®(t) = (u® (j' (¢ + 1)) = ¢* + 1"y @, (t) = (uf, (' (¢ + t)) = 0ud® +
t0,1%, entonces, la expresion final en queda

5ol = | {%
-/ {3;‘( “(8),1,0)
= [ B G50 0) v+ G (1) -0

L(ua(t), 4, (1)) }ddx

d
=0t ] i—g

Sy (O 520)| 5]

t=0

y ahora es conveniente utilizar la notacién que establecimos anteriormente,

sustol = [ { (0o ae) v+ (010 50 ) 2o
:A{%wu%.aﬂw}m (2.6)
LA ) (G o)
En este punto podemos notar que 9,,( 53 59 ¢),¢> (0525 5 a“ 5 w>+<8(‘3—f¢),8#¢>, por lo tanto
sl = [ \(5) - () + )
:/M<g—§—au%,w>d%+/Mau<%,w>ddx (2.7)

rjoL oL N\, <ac >d
‘/M<a¢ a“a<aﬂ¢>"”>d“/w 00,0 )"

Donde hemos usado el teorema de Stokes para reexpresar la ultima integral de forma que se

anula, puesto que se ha considerado como una hipotesis que 1 se anula en la frontera. Y con
esto podemos concluir que la variacién de la acciéon con respecto al campo ¢ estd dada por

Aprovechamos este resultado para definir la variacién de la densidad lagrangiana con respecto

la expresién:

al campo ¢ como:

oL_ oL, o
op 9 "0(0u9)

de manera que obtenemos la variacién de la accion

dpS[Y] = /<5¢ ¢> (2.10)

(2.9)
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Resta ver que la funcién definida es unica. Por lo tanto, supongamos la existencia de otro

Oy S[1] = /M<§7f,w> d'z (2.11)

Luego, como §,S5[¢)] fM <6¢, > Y ) dx, se tiene que

oL
/M <% 5¢"¢> (2.12)
L

y si llamamos a 6L = %= s 5 ¢, € V*, entonces

campo ¢’ tal que

/ (6L,9) d%z =0 (2.13)

como JL no depende de 1 entonces la integral es cero para todo campo ¢ € Map(M, V') con
soporte compacto y por el lema fundamental del cdlculo de variaciones 6L = 0. O

Definicién 3. Las Ecuaciones de Fuler-Lagrange, en el contexto de una teoria clasica de
campos, se definen mediante el sistema de ecuaciones diferenciales parciales:

0L (2.14)

00

Estas ecuaciones se conocen también como Fcuaciones de Movimiento y establecen las condi-
ciones que los campos deben cumplir para describir adecuadamente la evolucién del sistema
fisico representado por la teoria.

Nota: Se considera que un campo ¢ € F = Map(M, V) es solucién de las ecuaciones de
Euler-Lagrange si, y solo si, la primera variacion de la accién 0,5[¢] es nula para cualquier
campo ¢ € F = Map(M, V') que posea soporte compacto. Esta condicién se expresa como:

5¢5[@/}]=/ < ¢,¢> (2.15)

de manera que, por el lema fundamental del calculo de variaciones, se tiene que =0 [9].

Denominaremos M al conjunto de todos los campos en F que constituyen soluciones de las
ecuaciones de Euler-Lagrange. Matematicamente, se define M como:

{¢> ff‘ ig } (2.16)
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Tomando en cuenta la discusiéon anterior, el conjunto M también puede ser caracterizado de
la manera alternativa:

M = {gb eF ‘ Vi) en F con soporte compacto, se tiene que 045[¢)] = O} )

En el ambito de la fisica, a los campos que pertenecen a M se les llama campos on-shell,
contrastando con aquellos que no satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange, denominados
campos off-shell.

Segunda variacion de la accion

Supongamos ahora que el espacio de configuraciones V' de la teoria esta dotado con el pro-

ducto interno (-,-) : V x V — R. Dado que se puede identificar V' con su espacio dual V*

a través de este producto interno, podemos considerar a ‘;—g € V* como un elemento dentro

del espacio vectorial V' mismo. Por lo tanto, la variaciéon de la accién en direcciéon del campo

0 S[¢] :/M (%w) d'z, (2.17)

donde el producto interno en V' permite interpretar el funcional derivado % de manera que

¢ se puede expresar como:

tenga un correlato directo en el espacio V. En este punto serd conveniente introducir una
notacion andloga a la introducida al principio del capitulo.

PL .. 0L
0605~ ) guigus
oL ., 0L
5007~ V) Guzau
2L 1, 0L
. m= 00 5y
0(0,0*)0(0,0") QugOw, (2.18)
82£ o (92£ ea ®€b c SQV* '
0>~ D¢rdg
0°L 0*L b
— a ® c S2V*
90,000~ (0,0099° = °
2L 0*L

_ o *
50000, e 0 €5V

Proposicién 2.2. Supongamos que el espacio de configuraciones V viene equipado con un
producto interior (-,-) : V. xV — R y sea v € F = Map(M,V) un campo con soporte
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compacto y tal que V|gnr = 0. Entonces,

1 d?

2 -
5¢>S[¢] T 2dt2 o

Slo + ty] = %/M(w,DW)ddx (2.19)

donde Dy es un operador diferencial unico de orden menor o igual que 2.

Demostracion. Sea 1) € F = Map(M, V') un campo con soporte compacto tal que ¥|sy = 0.
Calculemos entonces

1 d?
Sa2 t:05[¢ + 1]

| | e
= 55|, [ G oy L gt (220)
_la& / L(u® (7 (6 + 1)) ,u? (51 + t)) )dla

donde usaremos el siguiente cambio de variables

05S[v] =

(2.21)

d
dt

|

+

a(t) = u (5 (¢ +19)) = 6" + ¢
us(t) =g, (71 (¢ + 1)) = 00" + 91p°
Oﬂ”(t) -
25 <ﬂ“<twﬂ<t>>
d

aplicando la regla de la cadena obtenemos
251 [ { s o) (5 )
(G| mo-g| ww) (222)
+ % (a“(t),aﬁ(t)) . L

1 0*L
2510 = [ { oo (GO v

) ajg (ue(j10), us (j19)) B0y (2.23)

2

+ .
dutdul,

+

(u ('), u (') auw“aywb}ddx

y dejando de mostrar explicitamente la dependencia de la densidad lagrangiana

7Sl =5 [ {(( 0 Gt w”)+2<0’1¢> ajgub o wb)

2
+ ((ﬂb)* Fucpp OO ) s

(2.24)
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Ahoram, usando la notacién introducida anteriormente :

1 oL 0L o
%Sl =3 /M { <a¢aa¢b¢ ¥ > * Z(a@maw‘m v )
825 a b d
" <a<au¢a>a<au¢b>a” v >}d g

(2.25)

1 0L 0L

2 — = (9, 0,0) d?

=3 M{a¢2 290,096 T e, Y ‘“} g
1 0L 0L 0%L

— 0 —_ 0, d°
=3 M{< rra ) (“‘”’ <au¢>a¢¢>+<“w’a@m)a@qﬁ) ‘”)} g

(2.26)

1 0*L
=31 [, (»5) dd“/ (9250, 0°) e

! (2.27)

0*L
o, —————— 9 b | d?
*/M(“w’a@@a(m ‘”) ' }

~
11

Teniendo en cuenta que nuestro objetivo es encontrar un integrando de la forma (¢, Dy1)),
tratemos algebraicamente los términos [ y Il de la iltima expresion, asi, tras integrar por
partes I sera

[ (o) |, (o ] o Lo

=0
2L 2L ]
- [, (v 2 <8u¢>6¢8“¢)df

III

(2.28)

Anélogamente,

/M (auw, W&’@ dly = — /M (w, 9, {W(Mb g

0*L
0 — 0 )d?
*L (v sgasaa™) i

-~
=0

B L e PL a
‘/A4(¢’ O 50,0)00,9)" <au¢>a<ay¢>a“a”¢)“

.

" (2.29)
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De manera que si reemplazamos [ y II por III y IV, respectivamente, obtendremos

51— o (%) (.- S5~ 5 )
05[] 5 /M Y, &bw + | ¥, 2aua(a“¢)8¢w 23(3ﬂ¢)3¢8uw (2.30)

0L 0*L
0,0 — —————0,0, d
*(‘”’ 1 50,0000,9) " ” 3(0,0)0(0,9) " ‘Z’) }
1 0L 0L 0L
028 = = —20 -2 )
st = [, (|5 - a0 ~2ams0e® s

0L 0L
—0 0, — 0,0, d¢
4 9(0,0)00,0) "~ 90,0)0(0,9) " M "””}

Asi, definiendo
0*L 0*L 0L 0*L 0*L

) - 0,—0 9, 9,0, (2.
Do = 55 =P g@,0006 200,006~ % 3@,000,0) > " da10@,9) P (232
tenemos ]
B8l =5 [ (0. Do) d's (2.33)
]

Nota: Observemos que si un campo ¢ € M representa un minimo local de la acciéon de
la teoria, entonces la segunda variacion de la accion, 5(;255 [¢], es positiva para todo campo
1 € F = Map(M, V) con soporte compacto y que ademads se anula en la frontera del espacio-
tiempo. Esto sugiere que el integrando (1, Dyt)) es positivo para cada 1 bajo las condiciones
mencionadas. Dado que la implicacién en sentido contrario es directa, establecemos la rela-
cion:

¢ € M es un minimo local <= (¢, Dy1)) > 0 para todo 1.

Ejemplos
1. Teoria clasica de campos 0-dimensional

Consideremos un escenario donde el espacio-tiempo M consta tinicamente de un punto. En
este caso, el espacio de campos F = Map({punto}, V') se identifica directamente con el es-
pacio de configuraciones V', implicando que ¥ = V' y, consecuentemente, J'(M,V) = V. La
densidad lagrangiana £ : V — R, en este contexto, se convierte en una funcién analiti-
ca dependiente unicamente de las componentes de los vectores en V. De esta manera, la
densidad lagrangiana no es una funcién en V| sino que coincide con la accién de la teoria,
S :V — R, de modo que para cualquier ¢ € F, tenemos que S[¢] = L(¢).
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Dado que M = {punto}, la derivada funcional % se equipara a la derivada parcial %. Por
9L _
¢ :
El conjunto M, que contiene los campos que satisfacen estas ecuaciones, coincide con los

ende, las Ecuaciones de Euler-Lagrange en este contexto simplificado se reducen a
puntos criticos de la funcién £ : V — R.

El operador diferencial correspondiente a la segunda variacion de la accién se identifica con

el hessiano Dy = g%, relativo al producto interno (-,-) en V. En términos de componentes,
este operador se expresa como
0?L , .
(Dg)ab = =5 donde a,b varfan en {1,...,m} y dim(V) =m.
a¢aa¢b

2. Teoria clasica de campos 1-dimensional.

Consideramos ahora un escenario en el que el espacio-tiempo M se identifica con R, y el
espacio de configuraciones es también V' = R. En este marco, los campos de la teoria son
campos escalares ¢ € F = Map(R, R), donde ¢, la coordenada en M = R, juega el papel de
una coordenada temporal. Elegimos como densidad lagrangiana £ : J'(R,R) — R, definida

por
1
L= m(@s - V), (2.34)
donde m € R representa un parametro asociado a la masa, y U : R — R es una funcion
que se interpreta como el potencial. Al calcular % obtenemos:
oL oL oL
— == — Oy = —U'(¢) — mI?9, 2.35
lo cual nos lleva a las ecuactones de movimiento:
mdip = —U'(¢), (2.36)

que se corresponden con la segunda ley de Newton en este contexto. Por ultimo, el operador
diferencial asociado a la segunda variacion de la teoria resulta ser:

0L 0L 0L 0L 0L
D, = — =20 -2 o, — 0 — 0?
¢ 9¢? L0(0:0)00  ~ (0r0)dp T 9(0id)?  0(0,0)2 "
N 7 (. ~~ o . ~~ h/—’ h/—' (237)
=-U"(9) =0 =0 =m =m
= —md? —U"(¢).

3. Teoria clasica de campos d-dimensional.

En este escenario, consideramos el espacio-tiempo como el espacio euclideo d-dimensional
M = R?, y el espacio de configuraciones es V = R, con lo cual los campos de la teorfa son
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campos escalares ¢ € F = Map(R?, R). Introducimos una métrica en M, ds? = G (x)da* @
dz”, cuya inversa es g" = (g7'),,. La densidad lagrangiana, en términos de esta métrica, es
definida como

1 1
L= 59"0,00,¢ - §m2¢2, (2.38)
donde m € R>. Las ecuaciones de movimiento se derivan como
¢ (9.9) (2.39)

1 174
m?6? + 30,9 0,0) = 0.
Consideremos los siguientes casos particulares de una teorfa no masiva (m = 0):
» Con la métrica euclidiana en M = R¢,

Guv = 5;1,1/7

la densidad lagrangiana se convierte en

L= %6,@8“@5. (2.40)
y las ecuaciones de Euler-Lagrange se reducen a la ecuacién de Laplace
6oL, or
56~ 90 " 0(0,0) (2.41)

= 20.0%) = Ao=0

donde A es el operador laplaciano. El operador diferencial para la segunda variacion

es
0*L 0L 0*L
D, =—-20 -2 0
T a¢r T A(0,0)00 ~ 0(0,0)00 "
N T T
B - - 2.42
) 82—53 _ 82—53 o ( )
"0(0,0)0(9,0) "~ 0(0.0)0(d,0) "
h =0 . —gn
Dy = —6"8,0, = —A. (2.43)

» Consideramos la métrica de Minkowski 7,,,, en el espacio-tiempo d-dimensional, definida
como
1, sipu=v=0,
Nw =1 —1, siu=v+#0,
0, sip#uv,
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en este contexto, la densidad lagrangiana toma la forma simplificada:

1
£ = 5" 0,00,0, (244

las ecuaciones de Euler-Lagrange, resultantes de esta densidad lagrangiana, se pueden
expresar como

0,0"p =0, (2.45)

donde 9,0/ denota el operador d’Alembertiano, [0 = 9,,0". El operador diferencial Dy,
asociado a la segunda variacion de la accién en este marco no masivo, es simplemente:

Dy = —00, (2.46)

4. Teoria clasica de campos 2-dimensional.

Consideramos el espacio-tiempo de la teoria como M = R? con coordenadas (¢, z). El espacio
de configuracion es V' = C, tratado como un espacio vectorial real de dimension 2. Los
campos de la teoria son ¢ € F = Map(R?, C), referidos como campos escalares complejos. La
densidad lagrangiana £ : J'(R?,C) — C se define por:

i 1 _

donde m € R5p y U : R — R. Las ecuaciones de Euler-Lagrange para este sistema se
simplifican a la conocida ecuacion de Schrodinger para campos escalares complejos en este
contexto:

~i0i6 = U(2)6 — 5 026, (2.47)
100 = U(x)p — ﬁa};(p. (2.48)

Para calcular el operador Dy asociado a la segunda variacion de la teoria, observemos que las
segundas derivadas parciales de la densidad lagrangiana que no se anulan son las siguientes:

0’L 0’L
(9(;_53¢ = _U(x) (9(;53(]3 = _U(I)
PL i PL i
0(0,0)00 2 0(0,0)00 2
PL i PL i
000(0,0) 2 000(0:0) 2
0L 1 0L 1

0(0:0)0(0x0)  2m 8(0,0)0(0,0)  2m
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como no podemos directamente aplicar la expresién [2.32] podemos calcular Dy hallando
la segunda variacion 5;5 (4] con 9, ¢ € Map(R?,C) campos con soporte compato y que se
anulan en la frontera,

1 d?
0S¥l =573
r=0

1 d? , . R T
- 5@ /2(j1<¢+71w>> E(u7u>ut7ut7uﬂf7um)d2x
r=0JR

_1/ &
_2 RZ d?“2 r=0

tras aplicar la regla de la cadena y quedandonos solo con los términos que no se anulan

S+ ry]

(2.49)
L(p+ 1Y, b+ 1, 01 + 1O, 0,
+ 100, 0y + 100, O + r@x@/_))de

tendremos

DL - 0*L - 0*L
655101 = 5 [ { bt + om0l + 55 e

950"+ amoe " B5ata)
0*L - 0*L 0*L
————————— 0,900, ——0, 2.50
S 535 S 2
*L - 0*L
Lo L o\
* gt

donde utilizando las segundas derivadas parciales que habiamos calculado anteriormente
resulta

5¢S [¢] = %/RQ { ( )¢¢ - _atd”vb + ¢at¢ - x¢8xw

—5 [ {oevans+ wéat)w n @z<§at>w+ (2.51)

@(%ag)w O (—U(x)) + @(%aaw + &(%aaw + &(%azw}d%

= %/W {1;(22@ + %&% - 2U(:L‘))¢}d2x

lo que implica que el operador diferencial Dy asociado a la teorfa se puede expresar como
sigue
, 1
Dy = i0; — %83 — U(x). (2.52)
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Nota: En situaciones donde la densidad lagrangiana es, a lo sumo, un polinomio cuadrati-
co en ¢ y 0,0, la teoria clésica de campos se considera libre. Esto conduce a que las ecuacio-
nes de movimiento resultantes sean ecuaciones diferenciales parciales lineales, como quedo
en evidencia en los ejemplos anteriores.



3 Geometria diferencial del espacio de
campos

La geometria diferencial es una herramienta esencial en el estudio de la fisica matematica,
especialmente para comprender las estructuras sofisticadas de las teorias clasicas de cam-
pos. Este capitulo se centra en el espacio de campos F = Map(M, V'), donde M representa
el espacio-tiempo y V' el espacio de configuraciones. Nos adentraremos en las propiedades
geométricas de &F, comenzando con la identificacién de los espacios tangentes en un campo
¢, explorando formas diferenciales y aplicando técnicas del calculo de variaciones para in-
vestigar la dindmica de los campos.

Para las discusiones siguientes, la construccién de un marco diferencial e integral para el
espacio de campos, F, sera crucial para las discusiones posteriores. Por ejemplo, si conside-
ramos el espacio de campos como el conjunto de funciones suaves C*°(M, V') podemos ver
que se puede dotar, en general, de dos topologias: la topologia de convergencia compacta y la
topologia de Whitney, mientras que si a C*°(M, V') lo dotamos con una norma definida por
9]l = supgenr Yo 101¢(x)|? obtenemos para el espacio de campos una estructura de variedad
de Fréchet [10].

3.1. Espacio Tangente de &

Comenzamos fijando un campo ¢ € F = Map(M, V'), y nos planteamos identificar el espacio
tangente a F en ¢, denotado como T4J. Para abordar esta cuestiéon de una forma intuitiva,
podemos inspirarnos en la analogia con la definiciéon de vectores tangentes en variedades de
dimensién finita, entendidos como vectores velocidad de una curva que atraviesa un punto
dado en un instante especifico.

En el contexto del espacio de campos F, consideramos una curva suave que pasa por el campo
¢ ent = 0, representada por una familia uniparamétrica de campos {; }te(—e,¢), con ¢pg = ¢ y
donde la aplicacién t — ¢; es suave, una descripcion detallada de esta estructura diferencial
se puede encontrar en [4]. Cada ¢y : M — V puede visualizarse dentro del espacio vectorial
V. Fijando un punto = € M, examinamos la curva en V' dada por ¢,(z) para t € (—¢,€), la
cual es suave y pasa por ¢(x) en t = 0. Dado que V' es un espacio vectorial real de dimensién
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Figura 3.1: Visualizacién de un elemento %|t:0gbt(:ﬁ) c T, F

finita (aunque el argumento se extiende a variedades generales), el vector tangente en ¢t = 0
para ¢(x) pertenece a Ty, V. Esto implica que a cada x € M se le asigna el vector tangente

%|t:0¢t(ﬂ7)-

Permitiendo que x varie a través de M, y empleando la terminologia de fibrados, esto se
traduce en que 4|,_o¢(x) es un elemento del espacio de secciones I'(M, ¢*TV). Y asi po-
demos concluir que el espacio tangente a F en ¢ se identifica con el espacio de secciones
['(M, ¢p*TV), es decir,

TyF =T(M,¢*TV) (3.1)

Nota: Dado que hemos identificado el espacio tangente a F en ¢, T,F, con el espacio
de secciones I'(M, ¢*T'V'), emerge naturalmente una accién de las funciones suaves C* (M),
sobre TyJ. Esta acciéon se puede conceptualizar de la siguiente manera:

C®(M) x T,F —s T,F
(f,¥) — fo

donde f1) implica la multiplicacién punto a punto de la funcién f con cada vector en la

(3.2)

seccién 1, resultando en otra seccién dentro de I'(M, ¢*T'V).

3.2. Formas Diferenciales sobre F

Aunque nuestro enfoque no se extendera a explorar todas las formas diferenciales posibles
sobre el espacio de campos JF, es instructivo considerar un marco general para comprender
estas entidades. Para ello, retomamos el diagrama fundamental en el contexto de una teoria
clasica de campos:
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MxF ——V
”U
M F

Este diagrama es importante para nuestra discusion sobre las formas diferenciales en F por
el rol que juegan la evaluacion ev : M x F — V y la proyeccion a la segunda componente
m: M x3F — F, puesto que el objetivo serd comprender las formas diferenciales sobre F
examinando las formas diferenciales sobre M x &.

Derivaciones

Designamos M como la direccion “horizontal” y F como la direcciéon “vertical” en nuestro
analisis. Esta distincién nos permite aplicar operadores de De Rham especificos: d actia
en la direccién horizontal sobre Q°*(M), mientras que ¢ opera en la direccién vertical sobre
Q°*(F). Introducimos un operador total de De Rham, D, definido como D = d+ 4, que actia
sobre el espacio de formas combinadas Q**(M x F).

Imponiendo la condicién de anticonmutacién entre d y 6 (dd 4+ dd = 0), establecemos un
complejo doble que facilita la comprension de la geometria subyacente a F. Este complejo se
representa como sigue:

Q (M x F) —L—s Qr+Ls(M x F)

|

QrstH M x F)
Fijémonos en la aplicacion evaluacién:

ev: M xF —V,
(z,0) — ¢(),

que asocia cada par (z,¢) en M x F a un elemento en V' evaluando el campo en ese punto
especifico. En el caso simplificado donde M = R, la aplicacion evaluacion se manifiesta natu-
ralmente como una funcion sobre M x F, que, de manera mas general, puede ser considerada
como un elemento dentro de Q%°(M x F), permitiéndonos aplicar los operadores d y § a esta
forma.

Derivacion horizontal d ev

Primero aplicamos el operador de derivada exterior d en la direccion horizontal del espacio
producto M x &F. Considerando que ev € Q"°(M x F), la aplicacién de d a ev nos proporciona
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una forma diferencial en Q'0(M x F). Para entender este proceso con detalle, consideremos
un vector §(0) = v € T, M, que representa la velocidad inicial de una curva y(¢) en M en el
punto z:

(d eV)(ac,¢) (U> ) = E eV(fY(t% ¢)
dtﬂ (3.3)
— | ot = deno

donde - indica que los componentes verticales asociados a variaciones en ¢ se mantienen
constantes. La expresion resultante es:

(dev) e = dop(x) = 0,p(x)dx”, (3.4)

lo que muestra cémo cambia el valor de ¢ al desplazarse infinitesimalmente a lo largo de M,
descrito a través de las coordenadas locales dz*. Este calculo subraya la simplicidad derivada
del hecho de que M es una variedad de dimensién finita, una propiedad que no se replica
siempre en el espacio de campos F, el cual puede poseer estructuras de dimension infinita.
A continuacién, examinemos qué sucede al aplicar el operador ¢ a la aplicacién evaluacion.

Derivacion vertical § ev

Al explorar la derivacién vertical, dev, reconocemos que ¢ opera dentro del espacio de formas
Q%(M x F). Sin embargo, dado que determinar directamente dev(, 4 = d¢(x) es complejo
debido a la naturaleza potencialmente infinito-dimensional de &, utilizaremos una meto-
dologia alternativa basada en la nocién de espacios difeolégicos que nos permite manejar
estructuras complejas en espacios de gran dimension; para una discusion exhaustiva del tra-
tamiento de los espacios difeoldgicos se puede consultar [11].

Para facilitar la manipulacién de dev(, ¢y, definimos un objeto auxiliar utilizando un conjunto
de aplicaciones especificas. Consideremos ¢ € F y un entorno abierto & C R" alrededor del
origen en el espacio euclidiano. Este entorno parametriza las aplicaciones:

UCRY ——— F
y=(" ., y") —— ¢(-,y)
En este esquema, y actia como un plot de ¢, representando familias de campos en F pa-
rametrizadas por U. Es crucial entender que diferentes plots pueden parametrizar el mismo

campo desde distintos entornos abiertos en varios espacios euclidianos, permitiendo que la
dimension N varie segin el caso. Con esta configuracion, se establece la aplicacion:
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(Idy xy): M xU —— M xF
(ili',y) — (SL‘,(ﬁ(',y))

La funcién Idy; X y convierte a dev en una forma en Q%' (M x U, V), especificando que:

\ \ d¢ i
(Ldu X y)*devyy = y*oo(z,y) = a—yi(:c,y)dy (3.5)
Esta expresion resalta como dev,, depende de la seleccion del plot y, y sugiere la necesidad
de condiciones de compatibilidad entre diferentes plots:

Si existen dos dominios, U’ C RN y Y C RV, que parametrizan dos plots distintos de ¢, y
hay una transformacion suave h : U’ — U que conecta ambos plots, la composicién yo h crea
un nuevo plot que satisface:

(yoh)d¢ = (Idy x (yoh)) dev
= (Idn x h)*(Idy X y)*dev (3.6)
= h'y" 09,

La metodologia para tratar con los espacios difeolégicos y las formas diferenciales implica
el uso de una coleccién de plots P(X). Esta estructura, compuesta por el par (X, P(X)),
facilita la aplicacion de funciones suaves desde espacios euclidianos hacia X. Las formas
diferenciales se definen mediante los pullbacks asociados a estos plots, asegurando coherencia
y compatibilidad a través de transformaciones suaves entre dominios de plots [5].

Nota: Especificamente, si el espacio-tiempo M es un dominio abierto & C R, y con-
sideramos F definido en J'(R? V'), entonces cualquier funcién F sobre F se expresa como

F(¢,0,0) = (7'¢)"F.

Dado que F' es una funcién en J*(R?, V), podemos derivar a partir de F' una forma F en
Q%9(M x F), es decir, una funcién en M x F, definida de la siguiente manera:

F(z,6) = (Foj'¢)(z) = F(¢(x),d,6(x)) (3.7)

Localidad de las Formas Diferenciales

Antes de abordar el cdlculo de variaciones en el espacio de campos F, es esencial definir qué
significa que una forma diferencial sea local. Este concepto se refiere a formas que dependen
unicamente del campo ¢, un numero finito de sus derivadas, y de ciertos vectores tangentes
y sus derivadas, todos evaluados en un punto especifico.
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Definicién 4. Una forma a € Q*%(M x F) se denomina local si para cualquier punto
(z,0) € (M x J) y para vectores tangentes 11, --- ,¢s € TyJF, el valor de a(z4) (Y1, -+, ¥s)
depende exclusivamente de los valores de ¢ y sus derivadas en x, asi como de los valores y
derivadas de 1, --- , ¥4 en el mismo punto.

Esta definicién nos permite comprender mejor la estructura de las formas locales en la
practica. Por ejemplo, si consideramos una forma local o € 2**(M x F) evaluada en cualquier

conjunto (x, @) y vectores 11, - , 15, entonces el soporte de « es el siguiente:
SUPD (. g (Y1, -+, ¥5) C supp ¢ N (| supp ey, (3.8)
i=1
donde el soporte de ay. 4y (1, -+ ,1,) indica la regiéon en M donde a es no nula cuando se

evalia en el campo ¢ y los vectores ;. Esta relacién nos muestra que la localidad de «
se manifiesta en la interseccién de los soportes de ¢ y los v;, reflejando que « solo tiene
valores significativos en las regiones donde tanto el campo ¢ como los vectores tangentes
estan definidos.

3.3. Calculo de Variaciones en

La finalidad de esta seccion es explorar el calculo de variaciones dentro del espacio de campos
F, pero abordando esta tarea de manera indirecta, estudiandolo a través del producto M x &.

Comenzamos con la densidad Lagrangiana £(¢, 0,¢), un elemento central en las teorfas clasi-
cas de campos, que como sabemos es una forma en Q%°(M x F). Al multiplicar esta forma
por el elemento de volumen de M, obtenemos una forma en Q%°(M x F), que denotaremos
como L = L(¢,0,¢)dz, y a la cual nombraremos a partir de ahora como la forma Lagran-
giana de la teoria.

Integrando a L a lo largo de la fibra, se recupera el funcional de accién, S[¢], como una
0-forma en Q°(F):

Sl =L = [ Lo.0.0) (3.9

La cuestién en este punto es reinterpretar el calculo de variaciones identificando los pun-
tos criticos de esta O-forma sobre F. Para ilustrar este concepto, consideremos la siguiente
proposicion:

Proposicién 3.1. Sea ¢ un campo en F tal que 5¢|8M = 0. Entonces,

5S[¢] = /M <§—g,6q§>/\ddx, (3.10)
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donde recordamos que <5¢,5¢> = 56451 0p°.

Demostracion. Notemos que 0S5[¢] = 0w, L, y recordando que el operador de De Rham y la
integracion sobre la fibra conmutan, tenemos que,

dS[¢] = om L = m0L. (3.11)

Calculemos entonces dL:

0L = 6(L(¢,0,0)d"x)
= 6L(¢,0,0)d"x (3.12)

() (e

En este punto podemos pensar en reescribir a 6L = (6L — dvy) + dy para un ~y escogido
apropiadamente, como veremos a continuacion. Sea :

donde i, d?z es el resultado de aplicar la contraccién al p-ésimo elemento de la base, resul-

tando en
ig,d’r = (1) Yda' A Adat A A da?, (3.14)

donde da# representa la ausencia del elemento dx*. Asi, es evidente que v es una forma
definida en Q4 LH(M x F).

Calculamos d, para ello hay que tener en cuenta la acciéon de la derivada exterior y la regla
de Leibniz, asi:

(e
< 4

= _d<a(a£ ,5¢> A ig, d%a (3.15)
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notemos aqui que podemos reexpresar las diferenciales de esta expresién como:

oL oL
d =0, dx”
20,0) 00,0
do = 0, pdx”

de tal manera que

8d = 5(0,0)da” + (8,0)8(dz")
= 5(8,¢)da”

donde hemos utilizado que —ddz” = 0. Luego, el calculo de dv sigue como

dy = {— <a oL dm”,5¢> + <8—£ 5(ay¢)dx”>] Aig,d'x

7 0(0,0) 9(0u9)’
— K@%,é@ + <a(?)—i¢)’a”(5¢)>] Ada¥ Nig,d.

Ahora teniendo en cuenta que da” A ig,d%x = da” A ((=1)Fdazt A--- A dat A -

puede escribir como:
0, sip # v,

dz¥ Nig die =
g iz, sip=uv,

por cuanto podemos concluir que:
Coad . svoad
dz” Nig,d"x = d,d"x

y con ello, el inico término que sobrevive es aquél donde i = v, por lo cual:

dy = [<au%j¢),5¢> + <%ﬁ¢>,@(5¢)>} A dia.

Calculado dv podemos ver cémo se expresa el término 0L — dy:

(3.16)

(3.17)

A dz?) se

(3.18)

(3.19)

(3.20)

/oL oL B oL B oL d
it = [(580) + G99 ) = (O g7 ) = L2090 )|

(/oL N\ /. oL .
- _<a_¢’5¢> <a“a<au¢>’5¢>} N

[ /0L oL
— (&9, 5 d
_<a¢ O 50,0) ¢>} N

/oL .

(3.21)
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Asi, puede escribirse la variacion de la accién en términos de las 0 L y dy como sigue :

0S[¢] = m.OL
= m (0L — dy) + mudry

:/M<%,5¢>Addx+/Md7 (322)
JRCTI .

como 5¢‘8M = 0, entonces faM7 =0y por lo tanto
oL
0S :/ <—,(5 >/\ddx
o= [ (5500

La discusién precedente conduce a una conclusién esencial: existe una correspondencia di-

]

recta entre los puntos criticos del funcional de accién, donde 6S[¢] = 0, y aquellos campos
que satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange, expresada como

oL _
56

Recapitulando, dada una densidad Lagrangiana especifica, durante el proceso de calcular

S[p) =0 <= 0.

0S, se identifica la necesidad de incorporar una forma diferencial adicional, nombrada ~
y conocida como forma wvariacional o forma de Poincaré, que no se habia anticipado en
el planteamiento inicial de la teoria. En los casos estudiados, v emerge como una entidad
unica, plenamente determinada por la densidad Lagrangiana de la teoria. Sin embargo, esta
unicidad no es aplicable de manera universal; por ejemplo, en teorias de campos gauge, ~y
depende de elementos tedricos adicionales.

3.4. Forma simpléctica de &

Una estructura simpléctica es una 2-forma diferencial cerrada y no degenerada en una varie-
dad diferenciable, lo que permite definir un volumen que es invariante bajo transformaciones.
En particular, este capitulo se dedicara a construir y examinar una 2-forma especifica en el
espacio M de soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Consideremos una teoria clésica de campos definida en un espacio-tiempo M, con un espacio
de configuraciones V' y un espacio de campos F. Partiendo de una densidad lagrangiana,
podemos construir la forma lagrangiana L = £(¢,d,¢)d, y al definir también una forma
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v € QLY (M x F), observamos que la variacién de L, tal como se dijo anteriormente, es una
forma en Q%' (M x F), dada por:

)
§L = <£ 5¢> Ad%z + dy. (3.23)
Aplicando el operador de De Rham en direccién vertical a ambos lados de esta ecuacién,
obtenemos: ”
0=6L=9 <<@, 5¢> A d%) + ddry. (3.24)

Dado que 6(d?z) = 0 y que § y d anticonmutan, tenemos que:

oL
oo’

Aunque el espacio de campos F, siendo un espacio vectorial, puede adoptar diversas es-

déy = 5< 5¢> Adiz € QM x F) (3.25)

tructuras de Banach que lo convierten en una variedad infinito-dimensional, no posee inhe-
rentemente una estructura diferencial definida. No obstante, asumiremos su existencia para

los propésitos de nuestra discusion. Bajo esta premisa, y recordando que en el espacio de
5L

56— 0, concluimos que:

soluciones M se satisface que

déy =0 € QP (M x M) (3.26)

Figura 3.2: Visualizacion de la variedad truncada M

Para darle una interpretacion a esta ultima ecuacion, haremos dos suposiciones:
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1. Supondremos que la variedad espacio-temporal M es un cilindro, es decir, M =
la,b] x 3, donde t € [a,b] actia como una coordenada temporal y ¥ es una varie-
dad de dimensién d — 1 sin borde (0¥ = @).

Esta estructura permite definir 3, = {t} x X como una rebanada de simultaneidad, y
considerar un espacio-tiempo truncado M; = |a,t], de tal modo que OM; = ¥, U (—X,).
Notese que integrando la expresion [3.26| sobre M; y aplicando el teorema de Stokes,
encontramos que la integracién de ¢ sobre cualquier rebanada de simultaneidad es
constante a lo largo del tiempo, veamos,

0:/ doy

M
oM,

= / oy — / oy
%y %4

/Zt 5oy — /a57 (3.27)

2. Definamos una familia uniparamétrica de aplicaciones

y por lo tanto,

oM — Fy, = Map(X,,VaV)

(3.28)
¢ — 0t(¢) = (¢(t7 ')7 at¢<t7 ))

supondremos para cada instante ¢ € [a, b] que la aplicacién o;(¢) es una biyeccion.

Esta relacion entre los campos en M y el espacio de campos restringido a una rebanada
de simultaneidad, Jy, , es fundamental ya que garantiza una solucién tnica al problema de
Cauchy, definido por las ecuaciones de Euler-Lagrange y las condiciones iniciales menciona-
das, lo cual puede ser interpretado como una forma del principio de determinismo fuerte. No
obstante, es esencial demostrar la unicidad de la solucién para cada caso especifico dentro
de una teoria clasica de campos.

Este enfoque nos permite examinar la naturaleza de las 2-formas que deseamos establecer
en M, teniendo en cuenta que 6y € Q4"12(M x M) y dim(3;) = d — 1, lo que lleva a:

Wgy, = (Ut_l)*/z 5y € QA(TF), (3.29)
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lo cual nos permite establecer que:
(0 Vs, = [ 1= [ 7= (0", (3.30)
Et a

indicando asi que para todo t € [a,b], la aplicacién es consistente a través de distintos t,
reafirmando la coherencia y la fortaleza de nuestras suposiciones iniciales.

De lo anterior podemos extraer una conclusion que se puede enunciar de tres formas distintas,
las cuales son conceptualmente equivalentes:

I. Como la existencia de una 2-forma canénica w en Q%(M) tal que
W= (at_l)*wgzt = / 9, para todo t € [a, b], (3.31)
p3M

es decir, esta 2-forma es independiente de t.

IT. Como la existencia de una ley de conservacién, es decir,

d d d
—wi=— [ 6y =—(o; ) =0. .32

ITI. O definiendo un operador entre las superficies de Cauchy en dos instantes, es decir, si

definimos
uthtz =01, © 0-;1 : ?Ztl — 9:2],527 (333)

* _
entonces (U, +,) Wy, = Wry, -

Ejemplos
1. Teoria clasica de campos 1—dimensional

Consideremos una teoria clasica de campos en la cual el espacio-tiempo esta dado por M =
la,b] v el espacio de configuraciones V' = R. Analizamos dos casos: el movimiento libre de
una particula y el caso mas general cuando esta sujeta a un potencial.

I. Particula Libre: La densidad lagrangiana de la teoria se expresa como
1
L(¢,019) = §m(at¢)2, (3.34)
resultando en una forma lagrangiana

L= %m(@tqb)th, (3.35)
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II.

y una forma variacional

oL :
v = —8(at¢)5gb/\zatdt
1= —5m(20.0)00 A (dt, )
(=) v = —md,pod

Por lo tanto, tenemos

0y = —0(0p) N ¢
=mdp A 0(0).

El espacio de soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange se describe por
M={¢eF|0¢=0},

implicando que
M:{¢€?|gb(t):q+£t, conp,qER},
m

y asi,
~ T2
MR

Finalmente, la forma simpléctica en M = Rg’p resulta ser
w=0d(q) N (p),

que corresponde a la forma simpléctica estdndar de R2.

(3.36)

(3.37)

(3.38)

Particula bajo la influencia de un potencial. En este contexto més general, la

densidad lagrangiana se expresa como

£(6,06) = ym(06)" = U(0),

(3.39)

donde m es la masa de la particula, y U : R — R representa el potencial que influye

sobre la particula. Asi, la forma lagrangiana es

L= [ gm(00)* ~ U(6)] dt

(3.40)

De manera andloga al caso de la particula libre, definimos la forma variacional como

o
7T T 009)

0 A ig,dt,

(3.41)
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lo que nos lleva a que

0y =mop A 6(0,9). (3.42)
Para determinar la forma simpléctica en este caso, es necesario identificar el espacio
M de soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange, definido como

oL oL
M:{ cF ——8—:0},
€715~ %500

donde @% = 0(mo), y % = U'(¢). Asi, tenemos que

M={peF|mdo=-U'(9)}

Este escenario ilustra como la capacidad para resolver las ecuaciones de Fuler-Lagrange
depende de la forma especifica del potencial U(¢). Sin embargo, el Teorema de Exis-

tencia y Unicidad asegura que, para condiciones iniciales dadas, existe una solucién

2
(g:p)°

Similar al caso de la particula libre, pero considerando la influencia del potencial,

Unica a la ecuacién, implicando que M = R

concluimos que la forma simpléctica sera

wipm = 0y = mdo A 6(0;0) € Q*(M) =2 Q*(R?, ), (3.43)

(a,p)
aunque sin expresiones explicitas para ¢ y 0;¢ porque estas estdn asociadas a un
potencial arbitrario. Lo tnico que podemos afirmar, a priori, sobre w|y € Q%(M) es
que es independiente del tiempo t.

2. teoria clasica de campos 2—dimensional

Dada una teoria clasica de campos escalares bidimensional, donde el espacio de configura-
ciones es V' = R y definimos el espacio-tiempo como M = [a,b] x ¥, con a,b € R. En este
contexto, X representa una variedad unidimensional que puede ser, por ejemplo, S' o R, con
(t,x) sirviendo como coordenadas en M. La densidad lagrangiana para esta teoria se expresa
como:

1
lo que nos lleva a la forma lagrangiana correspondiente:

L= % [(009) — (0:0)%] dt A d. (3.45)

A partir de esta, podemos calcular la forma variacional de la teoria. Dicha forma se obtiene
como:

N = <a—£,5¢> Aig, (dt A de)

0(0,9)
_ 9L s o | (3.45)
V=590 Mot N dn) = 566 Nia, (di A de)

v = 0ypdp N\ dx — 0, pdp N dt
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derivando de las relaciones % = 00y % = —0,¢, asi como de las identidades

io, (dt N dx) = —dt y ip,(dt A\ dx) = dx.

Procediendo con la variacién de «, obtenemos:

0y = —06(010) A5 A dx — (D) A G A dt,
=3¢ AN 5(0,0) A dx + 5 A 5(D,0) AdL. (3.47)

Finalmente, la forma simpléctica w para esta teoria se define mediante la integracién de -y
sobre una rebanada de simultaneidad Y en el espacio-tiempo, resultando en:

w:/b¢A&@@Ad@ (3.48)
>

puesto que en cualquier seccién de simultaneidad X, el término dt se anula al ser ¢ constante.
Analicemos ahora las dos posibilidades que tenemos para una variedad unidimensional >:

» Si ¥ =S entonces, la forma simpléctica w se calcula como
w= / 3 N §(0rd) N d. (3.49)
Sl

En este caso, la compacidad de S! garantiza que la integral que define w estd bien
definida.

= Si, por otro lado, ¥ = R, la situacién requiere una consideracion adicional ya que la
integral que define w puede no estar bien definida debido a la no compacidad de 3.
Para abordar esto, debemos imponer condiciones adicionales en los campos:

I. Podemos requerir que los campos ¢ tengan soporte compacto, es decir, ¢(t, )
pertenezca a

CP(R) ={f € C*(R) | supp f es compacto}.

II. Alternativamente, podemos exigir que los campos tengan decaimiento rapido en
el infinito en la direccién espacial, es decir, lim, 1, ¢(-, z) = 0. Esto significa que
para todo ¢ en el intervalo [a,b], ¢(t,-) esté en

C(®) = {f € C~(®)| lim_f(x) = 0}

Bajo estas condiciones, las soluciones ¢ de la ecuacién de Euler-Lagrange se reducen a
los campos que satisfacen la ecuacién de onda unidimensional

0 — 92p =0, (3.50)
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que son de la forma ¢(t,z) = f(x —t) + g(x + t), donde f, g son funciones que perte-
necen a C° o C§°, dependiendo de la condicién impuesta.

La forma simpléctica w en el espacio de soluciones M se convierte entonces en

wlpm = / o N 0(0) N dx
& (3.51)

_ / O(F(@ =)+ g+ 1) AS(—f(x =)+ g'(z+1) Ada

Introduciendo el cambio de variable £ = x —t, de modo que f(x—t) = f(§) y g(x+t) =
g(& + 2t). La integral se transforma en:

Wl = — /5 F©) nde+ [ S(F(E)LASeTI) A de
A/ZL)M# g(€ +20)) A 3(g/(€ +26)) A d
=~ [ aten naren nde+ [ dlole +20) Adg € +20) A

(3.52)

donde podemos notar que tras cambios de variable la segunda integral se puede escribir
como sigue

/R 5(glE +26)) A B(g/ (€ +20)) A dé = / 5(g(N) A 85 (X)) A dA

(3.53)
- / 5(g(€)) A S(4'(€)) A de

con lo cual la forma simpléctica resulta ser

ol = [ B(6(©) N85 = 8(7(€)) A 3] A dg
* (3.54)

(=) W|M=/R(5g/\5g’—5f/\5f’)/\dx

mostrando que es independiente de t.



4 Simetrias en Teorias Clasicas de
Campos

El concepto de simetria, en su esencia, representa una invariancia: la idea de que ciertas
propiedades de un sistema permanecen constantes bajo cierto conjunto de transformaciones
y no solo revela la belleza de las estructuras matemaéticas de las teorias sino que actiia como
una piedra angular en la formulacién y entendimiento de las leyes naturales.

La finalidad de este capitulo consiste en profundizar en el estudio de las simetrias presentes
en las teorias clésicas de campos. Centraremos nuestra atencion en la formulacién y demos-
tracion del teorema de Noether, para ello consideraremos una teoria clasica de campos, para
lo cual debemos precizar la siguiente informacion:

= Un espacio-tiempo M,

= Un espacio de configuraciones V/,

Un espacio de campos F = Map(M, V),

Una forma lagrangiana L = Ld% dada por una densidad lagrangiana £(¢, d,9),

Una forma variacional v € Q411 (M x F), que cumple que

_ oL d
5L = <%,5¢>/\da:+d% (4.1)

Y un funcional de accién S : F — R dado por

S[¢] = /M L(¢,0,0)d"x. (4.2)

4.1. Grupos y algebras de Lie

Para poder describir matematicamente el concepto de simetria, resulta esencial definir con
precision el concepto de accién tanto de grupos de Lie como de dlgebras de Lie sobre el
espacio de campos. Son referencias para la discucién [12], [13].
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Consideramos primero la accién de un grupo de Lie G sobre la variedad F. Esta accion
se describe mediante un homomorfismo que asocia a cada elemento g del grupo G una
transformacién diferenciable de F en si misma.

G — Diff(J)
g—> N : F—F

¢ @7 = Ag(9)

donde A, es la transformacién asociada a g y ¢? representa el campo transformado bajo la
accion de g.

De manera analoga, definimos la accién de un &lgebra de Lie g sobre J. En este caso,
el homomorfismo vincula a cada elemento & del algebra g con un campo vectorial en F,
indicado por &5. Se expresa como

g — X(9),

€P—>§3~7

donde X(F) denota el conjunto de todos los campos vectoriales en J.

Cuando el dlgebra de Lie g integra al grupo de Lie G, la accién de g se expresa a través del
homomorfismo que asocia cada elemento £ € g con un campo vectorial en F, explicitamente:

d

_ exp(t) 4
iR (4.3)

§7(9)

definiendo asi el cambio infinitesimal de ¢ bajo la accién generada por &.

4.2. Tipos de simetrias

Partiendo de la base establecida por la convencién previa, estamos ahora preparados para
explorar el concepto de simetria dentro de una teoria clasica de campos. Las simetrias se
pueden clasificar en términos generales de dos formas, simetrias del espacio-tiempo (o exter-
nas) y simetrias internas, alusivo a las simetrias propias de los campos. Algunas simetrias
envuelven operaciones discretas y son llamadas simetrias discretas, mientras que otras son
simetrias continuas. Sin embargo, considerando la localidad inherente a nuestra discusion,
nos centraremos en el hecho de que estas simetrias también se diferencian entre globales y
locales, [5], [14]. De hecho, sera pertinente que definamos entonces tres tipos de simetrias.
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Definicién 5. Consideremos la teoria clasica de campos fijada previamente. Definimos en-

tonces:

L.

IT.

I1I.

Una simetria de la teoria cldsica de campos como un grupo de Lie G, junto con una
accion de G sobre el espacio de campos F de la teoria. Esta accion satisface que, para
todo campo ¢ € F y todo elemento g € GG, se cumple que

Slel = S[¢7], (4.4)

Una simetria infinitesimal de la teoria cldisica de campos como un algebra de Lie g,
junto con una accién de g sobre el espacio de campos F, de tal manera que para todo
elemento £ € g se verifica que

Le,S =0, (4.5)

donde L, representa la derivada de Lie respecto al campo vectorial 5.

Una simetria infinitesimal generalizada de la teoria cldsica de campos como un algebra
de Lie g, junto con una accién de g sobre el espacio de campos F y una coleccion de
formas ag € Q1O(M x F) para cada £ € g, tal que para todo £ en g se cumple que

L&FL = dag, (46)

con L la forma lagrangiana.

Nota:

= Es importante reconocer que cuando un algebra de Lie g integra al grupo de Lie G,

los conceptos de simetria y simetria infinitesimal coinciden. Ademas, en el caso en que
el espacio-tiempo es una variedad sin frontera, esto es, OM = 0, para cualquier £ € g,

ngS = Lé‘?/ L _/ L&IL _/ dOég _/ Oég = O, (47)
M M M oM

demostrando que la simetria infinitesimal generalizada implica la simetria infinitesimal

tenemos:

cuando el espacio-tiempo tiene una frontera no trivial.

Un punto esencial en el estudio de las simetrias infinitesimales generalizadas dentro
de las teorfas cldsicas de campos es el principio de linealidad [13]. Esto se observa
claramente cuando consideramos dos generadores infinitesimales &,&' € g, para los
cuales la combinacion lineal de sus acciones sobre el espacio de campos F se suma de
manera correspondiente: (£ + &)y = &5 + & Esta propiedad de linealidad facilita la
representacion de la dependencia de las formas ¢ en { de manera lineal, lo que nos
permite expresar esta relacién mediante una forma especifica a € Q4=10(M x F,g*),
donde a¢ = (o, §).
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= Una terminologia que adoptaremos es llamar simetria infinitesimal generalizada local
originada por un &algebra de Lie g a aquella donde, para cualquier forma local «, la
derivada de Lie Lg, preserva la localidad de la forma.

Ahora bien, veamos que la conexién entre la simetria infinitesimal generalizada y la preser-
vacién de las ecuaciones de Euler-Lagrange no es inmediata a partir de su definicién. Sin
embargo, esta correspondencia es esencial para considerar una transformacién como una si-
metria fisicamente significativa, por lo cual, sera la localidad de la simetria quien asegure la
preservacién de estas ecuaciones criticas, como se afirma en el siguiente teorema.

Terminologia: Diremos que una simetria infinitesimal generalizada de una teoria clésica de
campos generada por un algebra de Lie g es local cuando, para toda forma a € Q**(M x F),
L¢,oo = 0 es también una forma local.

Teorema 1. Si una teoria cldsica de campos posee una simetria infinitesimal generalizada
local inducida por un dlgebra de Lie g, entonces, para todo generador infinitesimal & € g y
cualquier configuracion de campo ¢ € M, se cumple que:

oL

Observacion: En el caso de que g sea integrable a un grupo de Lie GG, este teorema nos indica
que cualquier configuracion de campo ¢, que satisfaga las ecuaciones de Euler-Lagrange, es
decir, ¢ € M, se transformarad en otra configuraciéon ¢9 que también las satisface bajo la
accion del grupo G sobre J.

Demostracion. Consideremos inicialmente la variacion de la forma lagrangiana dada por:

_[oL y
5L<5¢,5¢>/\dx+dfy. (4.9)

Dado un elemento arbitrario £ € g, aplicamos la derivada de Lie correspondiente al campo
vectorial fundamental {5 a ambos lados de la ecuaciéon. Gracias a que la derivada de Lie y
el operador de derivada exterior conmutan, obtenemos:

Le,0L = 6Le, L. (4.10)

Bajo la presencia de una simetria infinitesimal generalizada, sabemos que L¢, L = da¢ para
alguna forma ag € QT 19(M x F). Por tanto,

Le, 0L = ddove, (4.11)
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y debido a la anticonmutatividad de ¢ y d, resulta en:
L&F(SL = —d(SOég. (412)

Al aplicar la derivada de Lie al lado derecho de la expresion y considerando que la forma
de volumen d?x es invariante bajo la accién de campos vectoriales, derivamos que:

oL oL
Le (< 5o 5¢> Adr + d'y) <L§§ 5o 5¢> Adir + <(qu L§?5¢> Adz + dLg,y. (4.13)

Al combinar las ecuaciones y se obtiene que:

—dboe = <L§?%, 5¢> Adz + <§ 5 L§$6¢> Ad% + dLg,y (4.14)

y por lo tanto

<L§f 55" 5¢> Adz + <§¢ L5f5¢> A d%r + d(Sae + Le,y) =0 (4.15)

Notemos que todas las formas implicadas en la igualdad anterior son de grado d en M. Esto es
evidente para todos salvo el iltimo término, sin embargo, recordemos que o € QLM xTF),
por lo tanto, dag € QT 11 (M x F) de donde se sigue que doag € Q4 (M x F). También sabe-
mos que la forma variacional de la teorfa cldsica de campos v es una forma en Q4~11(M x F),
por lo tanto, L¢,y también es una forma de este espacio. Luego, dL¢, v € Q¥ (M x F).

Con esto en mente podemos integrar las formas involucradas en la ecuaciéon anterior sobre
el espacio-tiempo y, aplicando el teorema de Stokes sobre el primer término, obtenemos

d oL q.
/BM(5Q§+L§5’Y)+/]\4<L§?6¢ 5¢>/\d $—|—/ <5¢ L£¢5¢>/\d$—0 (416)

una forma en Q!(F) ya que integramos sobre M. Ahora bien, notemos que si el espacio-tiempo
es una variedad sin frontera, entonces la igualdad serfa:

5L
/M <L£T 50 5¢> A d'x +/ <5¢ L57<5¢> ANd'z =0 (4.17)

y al restringir estas 1—formas en Q'(F) al espacio de soluciones de las ecuaciones de Euler-
Lagrange, M, se cumple que % = 0, por lo cual el segundo término de la expresion se anula
y del lema fundamental del calculo de variaciones probaria el teorema. Sin embargo, resta
analizar el caso donde la frontera del espacio tiempo es no trivial, supongamos entonces que
OM # 0y consideremos £ € X(F) un campo vectorial sobre F tal que para cualquier ¢ € &,
se tiene que ((¢) = 9, donde ¢ € TyF = Map(M, V') y ademéds, suppy N OM = &
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Ahora, evaluemos la ecuacion calculando la contraccién con ¢ € X(F), asi:

; oL g 5L O\
ZC(/6M(50‘5+L55’Y)+/M<L§g%,5¢> Ad :c—i—/ <§¢ L§5,(5¢> Ad x) =0, (4.18)

como la contraccién ¢ conmuta con integrar a lo largo de la fibra, tenemos que:
. d oL d
ic(0ag + Le,y) + L& 8¢ ) Ndx , L0 ) NdPx ) = 0.
oM 5¢ 50
(4.19)

Notemos que la forma de volumen sobre M no estd afectada por los campos vectoriales sobre
JF, entonces la igualdad anterior queda como sigue:

5L 6L
/ ic(0ae + Le,y) + / ¢<<L§,35—, 5¢> Ad'z + / < 5 L£§6¢> Ad'z =0, (4.20)
oM M ¢ ¢’

y COmo tanto % ¢

Yy ¢ (ng%> = 0 de donde se sigue que

€como Lg 555 Son funciones sobre el espacio de campos, entonces i, (%) =0

/ (7;((50(5 + i(L&F’}/) +/ <L5¢%, 245¢> A ddl' + / <5 ZcL§¢5¢> VAN ddiL' = O, (421)
oM M " 09 0¢’

Y considerando la relacién i:d¢p = ((¢) = 9,

. . d 0 d,.
/aM(zCéag +icLe,y) + /M <L§f 5¢,1/)> Ndz / <5¢ ZCL5f5¢> ANd'z=0. (4.22)

Ahora, debemos notar que las formas dag y Lg,7, siendo formas en Q1M x V), se
transforman a través de la contraccién i a formas en Q" 10(M x V). Esto nos indica que la
acciéon de i¢ sobre estas formas depende directamente de 1), el vector en el espacio tangente
asociado a ((¢), expresado como:

(icdae)(z,9) = (00e)(2,6) (C(9)) = (dte) (w0 (¥) (4.23)
(icLeyv) (@, 0) = (LeyV) (2,0) (C(0)) = (Leg V) (a,0) (V) 4.2

Dado que suponemos localidad en la simetria infinitesimal generalizada, el soporte de estas
formas contractadas es subconjunto del soporte de v, es decir,

supp (icdag) (-, @) = supp (doxe)(.9) (1) C supp (1)
supp (i¢Le,7) (-, @) = supp (Le,v)(.0)(¥) C supp ()
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lo cual es crucial ya que supp () N 9OM = @&. Esto nos permite inferir que la integral sobre
OM se anula, simplificando nuestra ecuacion a:

5L . 5L .
/]V[ <L£g%,w> Adx + /]\4 <%,ZCL£5.5(]§> ANdx = 0.

Concentrandonos ahora en M, el espacio de soluciones de las ecuaciones de movimiento,

donde % = 0, la ecuacién se reduce a la evaluacion de la derivada de Lie de g—i a lo largo de

1, lo que conduce a que L@f% =0en M. O

Nota: Con base en la prueba anterior, podemos considerar lo siguiente:

» Notemos que de la prueba hemos aprendido que si restringimos la ecuacién para
campos en M obtenemos que,

/ (6 + Ley,v) =0, en QY(M), (4.25)
oM

y podemos reexpresar esta condicion aplicando la contraccién con (,
ic (/ (0o + Lfgv)) =0, en Q'(M). (4.26)
oM

» Considerando un espacio-tiempo con p componentes en su frontera, es decir, OM =
"_, M;, la integral sobre el borde se descompone en una suma sobre estas componen-

tes,
p
| Gac+Lem) =Y [ Gac+ L), en (9. (4.27)
oM i=1 M;
Para cada j € {1,...,p}, elegimos campos vectoriales (; con soportes disjuntos de

todas las componentes de OM, excepto M;. Esto simplifica nuestra expresiéon a la
contribucién de la componente M; relevante, dado que la hipétesis sobre los soportes
de los 1; implica que el tinico término no nulo es para i # j, asi

icj/ (00 + Le;7) = icj/ (Ocg + Les7)- (4.28)
oM M;

Considerando la restriccién a M y utilizando el argumento de densidad de los campos
(;, concluimos que para todo ¢ € X(¥), la integral sobre cada componente M; es cero,
y por lo tanto,

/ (6ce + Leyv) =0, € QY(M)  para todoi € {1,...,p}. (4.29)
M;
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4.3. Teorema de Noether

Una caracteristica importante de estas simetrias continuas es la existencia de corrientes

localmente conservadas. Este es el contenido del siguiente teorema, debido a Emmy Noether
[14]:

Teorema 2. (Teorema de Noether) Consideremos una teoria cldsica de campos que
presenta una simetria infinitesimal generalizada, asociada con un dlgebra de Lie g. Para
cada elemento € € g, definimos la corriente conservada

e =g + g,y en QUM x F). (4.30)
Entonces, en este espacio, la derivada exterior de je se anula, es decir,

dje = 0. (4.31)

Demostracion. Consideremos la formulacion lagrangiana y variacional en una teoria clasica
de campos, donde la variacion de la accién lagrangiana, § L, satisface:

_ 5‘6 d
5L—<5¢ 5q§>/\daz—|—d’y (4.32)

Al aplicar la contraccién con el campo vectorial fundamental asociado a £ € g, y utilizando
la identidad de Cartan, el lado izquierdo se transforma como:

ie,0L = Le, L — Sig, L (4.33)

Dado que la forma lagrangiana es una forma en Q%°(M x F) tenemos que i¢, L = 0 y como la
teorfa clasica de campos posee una simetria infinitesimal generalizada, entonces, L¢, L = do,
donde ag es una forma en Q4 "10(M x F).

Por otra parte, el lado derecho de la igualdad (4.32), al considerar la invariancia de la forma
de volumen en M bajo la accién de campos vectoriales sobre &, obtenemos:

<< gg 5¢> A d%z + dfy) = g, <5 55 ¢> A d% + i, dy (4.34)

Como % es una funcién en el espacio de campos entonces i&% = 0 y la anticonmutacién
de la contraccién con la derivada exterior implica que i¢, dy = —di¢, 7, por lo tanto, tenemos

oL oL
<< 7% 5gz§> A dz + dv) <5¢ 1515¢> A d'z — dig,. (4.35)

que:
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Sustituyendo en (4.32)) concluimos que:

d(oe +ig, ) = <% ¢§§5¢> Adz (4.36)

De donde se concluye que
dje = <% ¢§§5¢> ANd'z  en QM x F) (4.37)
y por lo tanto, dje = 0 en M x M. m

El Teorema de Noether es de especial relevancia en fisica tedrica por proporcionar una base
matematica para definir la existencia de leyes de conservacién en los sistemas fisicos. Esta
conexion, sin embargo, no es evidente a partir del enunciado del teorema, lo que justifica
una exploracién més detallada.

Supongamos, como previamente establecido, que el espacio-tiempo de una teoria clésica de
campos estd descrito por M = [a,b] x X, donde X no tiene frontera. En cualquier instante
t dentro del intervalo [a, b], definimos la rebanada de simultaneidad correspondiente 3; y
los espacios-tiempo truncados por M, := [a,t] X ¥. Observamos que la frontera de M; no es
vacia, siendo OM; = ¥, U (—%,), donde el signo negativo refleja la orientacién opuesta de
la variedad en el tiempo ¢t = a.

Consideremos ahora la forma je € Q7 19(M xF) dada por el Teorema de Noether y definamos
para cualquier ¢ en [a, b]:

Qe(t) = /Z Je (4.38)

Dado que j¢ es una (d — 1)-forma en Q4"10(M x F), Q(¢) resulta ser una funcién en el
espacio de configuraciones F. Del Teorema de Noether, que afirma dje = 0 en M x M, se
sigue usando el Teorema de Stokes que:

/ Jje=0en M (4.39)
oM,

lo que implica:

/ jg - / jg =0en M (440)
Et a
Asi, Q¢(t) = Q¢(a) en M para todo ¢t € [a, b], indicando que %Qg =0en M.

Nota: En fisica, comtinmente se denomina a je como la corriente de Noether, a ()¢ como
la carga de Noether, y la condicion %Qg = 0 como la ecuacion de continuidad.
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4.4. Geometria Hamiltoniana

La geometria hamiltoniana, provee un marco invaluable para describir la dinamica de siste-
mas fisicos en teorias clasicas de campos mediante sus estructuras simplécticas. Este enfoque
matematico es particularmente til para formular ecuaciones de movimiento y leyes de con-
servacion [15]. El siguiente teorema aborda el caso especifico donde el espacio-tiempo, defini-
do como el producto de un intervalo temporal y una variedad sin fronteras (M = [a,b] x X):

Teorema 3. Considere una teoria cldasica de campos cuyo espacio-tiempo sea de la forma
M = [a,b] x &, con 0¥ = &. Supongams que esta teoria posee una simetria infinitesimal
generalizada local, generada por un dlgebra de Lie g. Entonces, para cualquier elemento & € g,

se establece que:
i&w = —(5@5 (441)

donde w = fEt dvy es la 2—forma en QQ2(M) definida anteriormente.

Demostracion. Por la definicién de la forma w tenemos que

ifngi&/z 572/2 lgs 0y (4.42)

Utilizando la férmula mégica de Cartan, sabemos que i, 07 = L¢,v — dig,y, por lo que
podemos reescribir la expresion de la siguiente manera:

Ty = / (Leyy — Oigyy) (4.43)

Recordando que la corriente de Noether, je, estd definida como ag + i¢,y, podemos deducir
que ig, Y = j¢ — . Sustituyendo en la ecuacién obtenemos:

lgsw 2/ (Lesy — 0(je — )
:/ (Leyy — 0je + dae)
> (4.44)
=/ (Leyy +dag) — | 0Je

a E(l

:/ (Leyy + dove) _5/ Je
Ya Ya

Dado que la frontera del espacio-tiempo truncado es OM = ¥, U (—=%,;), y que por las
condiciones de frontera y la simetria de la carga conservada, tenemos que:

/ (L + baxe) = / (Leyy + ba) = 0 (4.45)
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Por lo tanto, concluimos que:

Z'&;a) = —5/ jg = —(5@5. (446)
Ea
[]

Nota: Segun el Teorema 1, cuando una teoria clésica de campos dispone de una simetria
infinitesimal generalizada local generada por un algebra de Lie g, tal simetria induce una
accion g ~ M sobre el espacio de soluciones de las ecuaciones de movimiento.

Recordemos que Q¢ = ¢ + i¢,7 es una forma en Q°(M) y que cada término de esta suma
es lineal respecto a £. Esto implica que )¢ depende linealmente de los elementos de g,
permitiéndonos definir las aplicaciones momentum Q) : M — g*, tales que Q¢ = (Q,§). Asi,
el resultado del teorema puede reformularse como:

iggw = —0(Q, ) (4.47)

Si logramos demostrar en una teorfa cldsica de campos particular que la forma w € Q%(M)
(que definimos anteriormente) es no degenerada y que las aplicaciones momentum son equi-
valentes, entonces podra decirse que el espacio de soluciones de las ecuaciones de movimiento
estd dotado de una estructura geométrica hamiltoniana de dimension infinita.

Ejemplos de simetrias

Consideremos una teoria clésica de campos provista de un espacio-tiempo M y un espacio
de configuracion V. Discutiremos diferentes ejemplos en los cuales mostraremos explicita-
mente la simetria que la accién de un grupo G particuar induce en el espacio de campos
F = Map(M, V) de la teoria a través de la accién del grupo y su algebra de Lie sobre el
espacio-tiempo y el espacio de configuracion:

La accién de un grupo de Lie G sobre el espacio de configuracién V' y el espacio-tiempo M
induce una accion sobre el espacio de campos F. Consideremos las siguientes acciones:

= Accién sobre el Espacio de Configuracién V

GAV=GnNTF: ¢ (x) =g ¢(x) (4.48)

Aqui, g € G actia sobre el campo ¢ € F en cada punto x € M aplicando la transfor-
macion g a los valores del campo en V.
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= Accién sobre el Espacio-tiempo M

GAM=GATF: ¢ x)=0¢(g " ) (4.49)

En este caso, g € G actia sobre el espacio-tiempo M, transformando el punto x € M

a g~ - x. Luego, se evalia ¢ en este nuevo punto.

De manera andloga, la acciéon de un algebra de Lie g sobre el espacio de configuracién V' y
el espacio-tiempo M induce una accion sobre el espacio de campos F.

= Accién sobre el Espacio de Configuracién V

gV =gnTF: (o) (x) = &v(e(r)) (4.50)

Aqui, un elemento ¢ € g actia sobre ¢ € JF aplicando la accién correspondiente de g
en V' a los valores del campo ¢ en V.

= Accién sobre el Espacio-tiempo M

g M=g~TF:(&9)(x) = do.(—En(x)) (4.51)

Aqui, £/ es el campo vectorial en M generado por €. La expresion deo,(—&y(z)) repre-
senta la derivada direccional de ¢ en la direccién —&y/(z), describiendo cémo cambia
¢ cuando nos movemos en la direccién opuesta al flujo generado por &.

Ejemplos de simetrias en el espacio de configuraciones

1. Teoria Unidimensional

Consideremos la teoria clasica de campos en la que el espacio-tiempo M es unidimensional
representado por R, y el espacio de configuraciones V' también es R. Tomamos ¢ como la
coordenada temporal y definimos un potencial U : V' — R. En mecanica clésica, la forma de
la energia en estos sistemas se expresa a través de la energia cinética y potencial vinculadas
por la forma lagrangiana:

L= %m(8t¢)2 ~U(6)| d (4.52)

Para introducir simetrias, consideramos la accién del grupo aditivo de los niimeros reales R,
actuando como traslaciones sobre el espacio de configuraciones:

G=RAV=R:s-u=u-+s
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La accién infinitesimal asociada a esta simetria, representada por el algebra de Lie R, toma
un elemento £ = 1 en R, y se define como:

d
g=RnV=R: (fg)(u)za e u
=0
d t
= — :1
o t:O(u—i—e)

Esto implica que (5¢)(x) = 1. Asumiendo que esta simetria se mantiene, es decir, U(s+u) =
U(u) paratodo s € R, lo cual implica que la derivada de Lie L¢, U = 0. Al calcular la derivada
de Lie de la forma lagrangiana, obtenemos:

LﬁvL = [mat¢ ’ L§v0t¢ - LEVU(¢)] dt =0, (453)

donde L¢, 0;¢p =0y Le, U(¢) = 0. Por tanto, se verifica que R es una simetria infinitesimal
de la teoria.

La forma variacional de la teoria se expresa como:

oL
= ——= _6p Nigd
1T T 0(0.9) # Aot (4.54)

= —mdypd¢p
y la corriente de Noether asociada se calcula como:
Jg = lggY
~——

Er9=1
= —m@tgb

(4.55)

lo que corresponde a la forma esperada del momento lineal en la teoria.

2. Teoria d + 1-dimensional

Consideramos la teorfa cldsica de campos donde el espacio-tiempo M es R4*!, y el espacio
de configuraciones V' es R. Usando (¢,x) como coordenadas en M, la forma lagrangiana se
define por:

d
1 1
L= [2(00)*— =) (0:¢)| dt Ad'x. 4.56
5007 =530 x (4.56)
Introducimos simetrias mediante la accién del grupo aditivo de los nimeros reales R, y
definimos la accién infinitesimal por el algebra R con & = 1. La accién infinitesimal sobre V'

es:

Er(9) () = &v(o(x)) = 1. (4.57)
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La derivada de Lie de la forma lagrangiana es entonces:

d
Le, L= 016 Le, 010 — Y 0o Le, 0,0 | dt A d'x =0,

=1

donde L¢, 0,¢ = 0y donde L¢, 0;¢ = 0. Mostrando que R es una simetria infinitesimal de la
teoria.

La forma variacional de la teoria se define como:

d
v = 0o Nd'x =8¢0 N, (dt A dx), (4.58)

=1

y la corriente de Noether asociada es:

d
Je = —0p Nd'x — Y Bipdt A ig,d’x. (4.59)

i=1

Donde hemos tenido en cuenta que £5¢ = 1. Ahora, considerando una rebanada de simulta-
neidad ¥, = {to} x R? con dt = 0, la carga conservada se calcula como:

Qs =— | Ohod'x, (4.60)

R4
3. Teoria d + 1-dimensional compleja

Consideramos la teoria clasica de un campo escalar complejo en un espacio-tiempo M =
R, con el espacio de configuraciones V = C y coordenadas (¢,x) en M. La forma lagran-

giana es:
. d
1, - - 1 —
L=z - - — .0)(0;0) | dt A d'x. 4.61
Lwam 00,6) — 5~ ;@ 6)(0 ¢>] A d'x (4.61)
La accién del grupo S*, el circulo unitario, sobre el espacio de configuraciones es definida
por:
SEPAC: €Y. 2=¢"2,
. z=e"z

La accién infinitesimal del dlgebra de Lie abeliana £ =7 en R = iR es dada por:

d ‘
g=iIRnAV=C: Ev(z)=—=| €% -z=iz
dt|,_,
d )
Ev(z) = pr tzoew z = —iz
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Aplicando estas transformaciones a los campos ¢ y ¢, obtenemos:

(@) (t, %) = v (o(t, x)) = id(t,x)
(&50)(t.x) = &v(0(t,x)) = —id(t,x)

Calculando la derivada de Lie de la forma lagrangiana, encontramos que se anula:

ngL = ng ( [3 (Q_ﬁatﬁb - ¢3t¢_5) - L Z(@é&gb)] dt A ddX>

(2

= - (Lgs,qbat(b + @0 Le, ¢ — Ley 010 — $0,Le, d) dt A dx

o S (O, B00 + 0,00, 6) i A d'

[\]

- 5 (—i6016 + 601(i0) — (i9)Dr — 6dh(—id)) di A d'x
o (8:(—i)0;0 + 0;00i(i)) dt A d™x

Qmi

=0

indicando que g = iR es una simetria infinitesimal.

Ahora bien, considerando la forma variacional

e oL
T T 9(0,0) 0(0r9)
d

d
oL
5¢ Nig,(dt A dox)
;8(8@ @ Mo Z

=1

5é N g, (dt A dox) — 5 N g, (dt A\ d'x)

(dt A d?x)

~3(B00 = 60) Nt — 5 570460 — B:606) Nt '

podemos calcular la corriente de Noether:

Je = gz

1 - 1 — - .
= —(9ie, 06 — i, 06) A d'x — o zi:(aiélfg(ggb — D;ie, 0@)dt A ig,d'x

Teniendo en cuenta que ig,6¢ = i¢ y ig, 00 = —id.

= God'x + > (0,300 — 0,060)t A in

1 - .
= |¢PPd'x + ~ Z Im(¢0;d)dt A i, d'x

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)
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Considerando una rebanada de simultaneidad en t = ¢, la carga conservada se calcula como:

Q= [ i~ [ lofax (1.66)

Ejemplos de simetrias en el espacio-tiempo

1. Teoria Unidimensional

Consideremos la teoria clasica de campos donde el espacio-tiempo M es unidimensional,
representado por R, y el espacio de configuraciones V' es también R. Utilizamos ¢ como la
coordenada temporal y definimos un potencial U : V' — R. La energia del sistema se describe
a través de la forma lagrangiana que vincula la energia cinética con el potencial:

L= %m(@t(b)Q —U(e)] dt. (4.67)

Introducimos simetrias mediante la accion del grupo aditivo de los numeros reales R, ac-
tuando como traslaciones en el espacio-tiempo:

G=R~M=R : s-t=1t+s.

La accién infinitesimal correspondiente, representada por el dlgebra de Lie R, toma el ele-
mento £ = 1 de R y se define como:

g=RAM=R :  &u)=1,
lo cual implica que:
() () = don(=Em(t)) = —dy(1) = —0,p(1). (4.68)
Calculamos la derivada de Lie de la forma lagrangiana:

Le, L = —Lo, L
= —dipL

1
— —d Qém(a@)? — U(gzﬁ)} iatdt> (4.69)
1
~a|-gm@7 + Ue)]
Esto implica que existe una forma 0-dimensional a; en el espacio-tiempo, dada por:

o = sm(Bi6) ~ U(0). (4.70)
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lo que demuestra que g = R es una simetria infinitesimal generalizada.

La forma variacional de la teoria es:
v = —mpd¢. (4.71)
y la corriente de Noether asociada:
Je = Qg + gy

= S m(@6) +U(9) — mdigie, 59

2 (4.72)
= —5m(99)* + U(9) + m(D19)*

= Sml@6 + ()

2. Teoria d + 1-dimensional

Consideramos la teorfa clasica de campos donde el espacio-tiempo M es R4*!, y el espacio
de configuraciones V' es R. Usando (¢,x) como coordenadas en M, la forma lagrangiana se

define por:
d

> (0:9)7| dt A d'x. (4.73)

=1

1 1
L=1|=(0,0)*— =
5(0:0)" = 5
Introducimos simetrias mediante la accion del grupo aditivo de los numeros reales R, y

definimos la acciéon infinitesimal por el dlgebra R con & = 1. La accién infinitesimal sobre
M = R es:

de manera que
€5t<¢> (ta X) = d¢(t,x)<_£M(t7 X)) = d¢(t,x)<1a O) = _8t<t7 X)' (475>
Ahora, calculando la derivada de Lie de la forma lagrangiana:
LeyL = —Lo, L
= —diyg L

= (— 5(3@)2 —3 Z(ai¢)2 o, (dt N ddX))

_y (— %(3@)2 _ %Z(@@)? ddx>
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Esto implica que existe una forma d-dimensional o en el espacio-tiempo, dada por:

d
1 1
ag=—|5(00)" — 5> _(0:i0)*| d', (4.76)
i=1
lo que demuestra que g = R es una simetria infinitesimal generalizada.
Ahora bien, la forma variacional de la teoria se define como:
d
v =—0hd Nd'x = 0ip6¢ A dt Nig,dx, (4.77)
i=1
y la corriente de Noether asociada es:
Je = Qg + gy
Bl 1 1 d
S §(at¢)2 -3 D (0:9)*| d'x — 0u0ie, 6d'x — Y Dipie, Spdt Mg, dx
i i=1 | i=1
i d 1 d
1 2 1 2| sd 2 1d R (4.78)
1_ L& ) d
_ 2 2| d - ad
= |5(00)° + 5 ;(a@) d'x + g&@%d)dt A g, dx
Donde hemos teniendo en cuenta que {5¢ = —0;¢ vy considerando una rebanada de simulta-
neidad ¥, = {to} x R? con dt = 0, la carga conservada se calcula como:
Qe = / Je
S
(4.79)

= /R ) [%(@@2%2@@2 d'x

i=1



5 Teorias Cuanticas de Campos

5.1. ;Qué es una Teoria Cuantica de Campos?

La Teoria Cuéntica de Campos representa uno de los pilares fundamentales de nuestra com-
prension del universo a nivel microscopico, ofreciendo un marco teérico para describir las
particulas elementales y sus interacciones. Este viaje conceptual comenzé como sabemos en
los albores del siglo XX, con el desarrollo de la mecanica cudntica y la teoria de la relatividad
especial, que sentaron las bases para una nueva fisica que necesitaba reconciliar estos dos
pilares.

Los primeros intentos por desarrollar una teoria cuantica consistente con los postulados de
la relatividad concluyeron con el trabajo de Paul Dirac sobre la teoria del electrén, que senté
las bases para la primera teoria cuantica del campo electromagnético. Sin embargo, fue en las
décadas de 1940 y 1950 cuando fisicos como Richard Feynman, Julian Schwinger, Shin’ichiro
Tomonaga y Freeman Dyson dieron forma definitiva a la electrodindmica cuantica a través
de la introduccién de técnicas perturbativas y el concepto de renormalizacion, resolviendo
los problemas de infinitos que plagaban a la teoria.

Paralelamente, los axiomas de Wightman establecieron un marco matematico riguroso para
la QFT, definiendo propiedades fundamentales que deben satisfacer los campos cuanticos.
Estos axiomas, introducidos en la década de 1950, ayudaron a formalizar la teoria, enfatizan-
do la importancia de la causalidad, la localidad y las simetrias de Lorentz, y pavimentaron
el camino para estudios mas profundos sobre la estructura matematica de la QFT.

A medida que la QFT evolucionaba, la necesidad de un marco coherente que pudiera des-
cribir todas las fuerzas fundamentales se volvié apremiante. La introduccion de las teorias
de gauge y el modelo estandar en las décadas de 1960 y 1970 marcé un hito en este sentido.
La unificacion de las interacciones electromagnéticas, débiles y fuertes bajo un mismo marco
tedrico no solo demostré la potencia de la QFT sino que también llevé a predicciones ex-
traordinarias, como la existencia de los quarks y los bosones de gauge, muchos de los cuales
fueron posteriormente confirmados experimentalmente.

Sin embargo, la busqueda de la inclusion de la interaccién gravitatoria en el marco de la
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QFT ha sido uno de los desafios mas persistentes. Teorias como la gravedad cuantica de
bucles y, més prominentemente, la teoria de cuerdas, han intentado abordar estas cuestio-
nes extendiendo y, en algunos casos, reformulando los principios de la QFT para incluir la
gravedad de manera consistente, sin embargo, este aparente estancamiento no menoscaba el
valor intrinseco de las estructuras matematicas que emergen de tales investigaciones.

Con lo anterior en mente, definamos mas formalmente aquello a lo que llamaremos teoria
cuantica de campos:

Definicién 6. Una Teoria cudntica de campos de dimension d consta de la siguiente infor-

macion:
[. Un espacio-tiempo M con dimensién dimM = d.
II. Un espacio vectorial de “observables” Obs(U) para cada abierto U C M

ITI. Una prescripcién para calcular funciones de correlacién, es decir, para cada coleccion
de abiertos Uy, --- , U, C M una aplicacion multilineal

Obs(Uh) ® --- ® Obs(U,,) — R
(Obsy, - -+, Obs,) — (Obs; - - - Obs,),,

Nota: Aunque no ampliaremos al respecto, el conjunto de observables, Obs(-), define un
algebra de factorizacion sobre M que asigna a cada abierto U C M un algebra conmutativa
[16].

5.2. Construyendo una QFT a partir de una TCC

Definida una Teoria Clasica de Campos, con espacio-tiempo M, espacio de configuraciones
V = R", espacio de campos § = Map(M — V) y forma lagrangiana L = L£(¢,9,¢)dx,
podemos construir una Teoria Cuantica de Campos asociada de la siguiente forma:

1. Se construye para cada abierto U C M el conjunto de observables Obs(U) como fun-
ciones F(U) —> R junto con ciertas relaciones de equivalencia, donde usaremos la
notacién F(U) para referirnos a las aplicaciones Map(U, V'), en particular, F(M) = F.
Con esto podemos definir la accién como un elemento de Obs(M)

S:FM)—R
6 — Slg] = /M L= /M £(6,0,0)d%
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2. Se escoge una “medida” D¢ en F(M).

3. Para cada coleccién de abiertos disjuntos Ui, -- U, C M y de observables O; €
Obs(U;) se tiene que el valor esperado de los observables se calcula mediante la siguiente
prescripcion

(Oy---0,) = / O1 -0, 5Dy
F(M)

En el ambito de la fisica existe una notacion especial para los siguientes valores esperados:

= Funcion de Particiéon, Z: que retne la contribucion de todas las configuraciones del
campo

7 = <1>M:/ e Dy
F(M)

= Funcion de correlacion, Zo: que expresa el valor esperado de un observable especifico

O
Zo = {O)y = / Oe¥IDg
F(M)

5.3. Invarianza bajo traslaciones

En espacios de dimension finita, es bien sabido que podemos definir una medida de Borel u
que sea unica (hasta un factor constante) e invariante bajo traslaciones [17]. Sin embargo, al
adentrarnos en el dominio de los espacios de dimensién infinita, particularmente los espacios
de Hilbert separables, emergen mayores desafios.

Teorema 4. En un espacio de Hilbert separable H, no es posible definir una medida aditiva
1 que sea invariante bajo traslaciones.

Demostracion. Consideremos un espacio de Hilbert separable H con un sistema ortonormal
completo {e; }ien. Procedemos por reduccién al absurdo, suponiendo que existe una medida
1 definida sobre el o-algebra de Borel de H, invariante bajo traslaciones. Esto significa que
para cualquier conjunto Borel E C H y cualquier v € H, tenemos p(FE) = u(E + v), donde
E4+v={a+v:a€E}.

Definimos las bolas abiertas centradas en cada e; con radio 1/2:

B, :={x e H||z—el <1/2}.
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Por la propiedad de ortogonalidad de los vectores e; y e; (para i # j), tenemos que
le; — ej|l = /2. Esto implica que las bolas B; y B; son disjuntas, ya que la distancia
entre sus centros es mayor que la suma de sus radios (1/2 + 1/2 = 1), lo que impide cual-
quier interseccion.

Asumamos que p(B;) > 0 para algin ¢ € N. Dada la invariancia bajo traslaciones de p, todas
las bolas B; tendrian la misma medida positiva. Considerando la unién infinita contable de

[_OJ Bi>
=1

la medida de esta union seria la suma de las medidas de las bolas individuales, cada una de

estas bolas disjuntas:

las cuales es positiva y constante. Esto implica que p (U;2; Bi) = > ooy #(Bi) = 00, lo que
contradice la suposicion de que p es finitamente aditiva y bien definida en todo H.

Por lo tanto, nuestra suposicion inicial de que existe tal medida p invariante bajo traslaciones
debe ser falsa. O

Los fisicos han desarrollado una estrategia para abordar este problema, introduciendo un
pardmetro formal, la constante de Planck reducida A, para deformar las integrales de Feyn-
man. Esta aproximacion, aunque carece de rigor matematico desde la perspectiva tradicional
de la teoria de la medida, ha probado ser extremadamente 1til considerando su éxito empiri-
co.

Deformacion mediante &

La “deformacion” se refiere al proceso de introducir el parametro formal h en las integra-
les alterando las contribuciones de las distintas trayectorias. En el limite clasico (A — 0),
solo las trayectorias que minimizan la accion contribuyen significativamente. En el contexto
cuantico, todas las trayectorias pueden aportar, pero las cercanas a las de accién minima
son las mas relevantes por la interferencia constructiva, mientras que las trayectorias mas
alejadas suelen interferir destructivamente.

Una QFT puede puede ser perturbativa y no perturbativa. Nos centraremos en la primera,
que es mas accesible y ha sido més desarrollada que su contraparte. La estrategia perturbativa
implica modificar las integrales de Feynman mediante la introduccién de un parametro formal
h para facilitar el cdlculo de observables y funciones de particion, de manera que vamos a
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redefinir estas cantidades como:

Z(h) ::/ e S/ D (5.1)
F(M)
Zo(h) = /(f - Oe /Dy (5.2)

La esencia del enfoque perturbativo radica en la capacidad que brinda para manejar calculos
que de otro modo serian intratables, especialmente en contextos donde la invarianza bajo
traslaciones de la medida en el espacio de configuraciones no se sostiene. Esta metodologia
implica la formulacién de una expresion que, aunque no converge en el sentido convencional,
sirve para revelar el comportamiento intrinseco de la teoria. La incorporacion del parametro
h en las integrales de Feynman origina una serie formal en términos de h:

Z(h) = an(h"). (5.3)

n=0

Este mecanismo de deformacion apoyado en el pardmetro A y complementado por la Regla
de Wick, transforma el desafio de computar integrales de Feynman en un procedimiento
accesible para el analisis perturbativo en las teoria cuanticas de campos.



6 Intermezzo: Integracion sobre caminos

La integral de caminos de Feynman revoluciona la manera de entender la mecanica cuantica
al considerar todas las trayectorias posibles que una particula puede tomar entre dos puntos,
en lugar de una unica trayectoria deterministica como en la mecénica clasica. Cada trayec-
toria contribuye a la amplitud de probabilidad de la particula para transitar de un estado
inicial a un estado final, con una fase asociada proporcional a la accién clasica a lo largo de
esa trayectoria. Este enfoque muestra como las propiedades fundamentales de los sistemas
fisicos a nivel cuantico emergen de la contribucién de todas las historias posibles, marcando
una desviacién significativa de la descripcién clasica basada en trayectorias tnicas y deter-
ministicas. Vamos a considerar a manera ilustrativa tanto la particula clasica como cuantica,
descripciones mas elaboradas al respecto se encuentran respectivamente en [7], [18].

6.1. Particula clasica

Consideremos el caso de una particula clasica de masa m € R+ en un espacio-tiempo unidi-
mensional M = R, cuya coordenada temporal es t. El espacio de configuraciones de la teoria
es R?, y un camino o trayectoria de la particula v € P = Map(R, R3) serd parametrizado
por t, tal que ¢t — (t) representa el vector de posicién de la particula en cada instante ¢.

Particula libre

La forma lagrangiana de una particula libre, segtin la mecanica clasica es
1
L= Sml|o (1) ds

donde 0;y(t) denota la velocidad de la particula. Veamos que las ecuaciones de Euler-
Lagrange aplicadas a la lagrangiana £ = $m||9;v(t)||* dan cuenta del movimiento rectilineo
uniforme de la particula,

oL oL ,
_ - _ _ 1
5~ 03 a0 = 02y =0 (6.1)

una ecuacién diferencial que con las condiciones iniciales para la posicién y(tg) = xo y
velocidad 0yy(tg) = vo, se puede resolver como

’}/(t) = Xp —|— (t — to)Vo.
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Particula bajo la influencia de un potencial

Introduciendo al caso anterior un potencial V : R® — R, la forma lagrangiana se modifica

& 1

L= smlloy O = V(x(®)dt, (6.2)
combinando la energia cinética y potencial. las ecuaciones de Euler-Lagrange aplicadas a la
lagrangiana £ = m||8yy(t)||* =V (7(¢)) describen la influencia del potencial en la trayectoria
de la particula.

oL oL
2y " %8y ="
oV
8_’)/ + m@fv =0 (6‘3>

1
VV4+mily=0 = 0y= _EVVW)

ecuacion diferencial que, bajo las mismas condiciones iniciales del caso anterior v(ty) = X
y Oyy(to) = vo, se puede verificar por el teorema de existencia y unicidad que su solucién,
~(t), existe.

6.2. Particula cuantica

Consideremos una particula de masa m € R>( en un espacio-tiempo que se modelado por
M = R x R3, donde R representa la dimensién temporal y R? las dimensiones espaciales.
En este espacio, V = C representa el conjunto de valores que los campos cuanticos pueden
asumir. Las coordenadas en este espacio-tiempo se expresan como (t,x). Y £ es la constante
de Planck reducida.

Los campos en esta teoria son descritos por funciones de onda, 1, que son mapeos del
espacio-tiempo a los niimeros complejos:

Y € F = Map(R x R? C)

La interpretacion fisica de estas funciones de onda es profundamente significativa: el médulo
cuadrado [¢(t,x)|* representa la densidad de probabilidad de encontrar la particula en la
posicién x en el instante t. Y como aseguramos que en algiin punto del espacio encontraremos
la particula,

/R ltx)Pdx = 1. (6.4)
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Particula libre

Consideremos la forma lagrangiana

. 3
L= %(&@tw — Oy) - f—m S 00| d A di (6.5)
=1

si aplicamos las ecuaciones de Fuler-Lagrange a la lagrangiana £ (w, W, 0, O, D), 6215)
obtendremos como ecuaciones de movimiento para los campos ¢’ y ¢ dos formas andlogas
de la conocida ecuacion de Schrodinger:
oY h?
h— = ——A
ot 2m v

En este punto es necesaria la introduccion del espacio de Schwartz, un espacio funcional
que cumple con requisitos estrictos de regularidad y decaimiento, lo cual es crucial para el
estudio de las propiedades asintéticas de los campos. Este espacio incluye todas las funciones
infinitamente diferenciables en R"™ cuyas derivadas de todos los 6rdenes decrecen mas rapido
que cualquier potencia inversa de la coordenada cuando ésta tiende a infinito [19]:

f e SR :={f € C™(R®) | sup |x'9;f(x)| < oo para todo multi-indice I, J}

x€R3

Ahora bien, para resolver la ecuacién de Schrodinger veamos que dada la siguiente funcién
de onda

Y(t,x) = Y(t, k)e™*d*k (6.6)

1
(2m)3/2 Jg:
se tiene que su transformada de Fourier es

~

o 1 —ik-x 33
U(t, k) = @n)n /]RB U(t,x)e” " d%x (6.7)
y teniendo en cuenta que

@(u k) = 8t7$<t, k)
@(tv k) = _HkH%;(tv k)

obtenemos una forma de la ecuacién de Schrodinger que podemos resolver
hdb(t, k) e Ik[[*4) (2, k)
1 = —
t ) m ) )

~

V(to, k) = f (k).
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Asi pues, una solucion general es
Dt k) = Ce oM (6.9)
Y como
Dlto k) = Ce Ml (=) O = f(k)esm k™o

obtenemos que

b(t, k) = fk)e kIt (6.10)
Ahora bien, consideremos la antitransformada de Fourier de la soluciéon que obtuvimos
W(t,x) = W 9 F(k)e Kl (t—t0) gikex g3 (6.11)
donde
709 = s [ Fwye vy (6.12)
Por lo cual podemos escribir que

1 1 —ik-y j3 — k2 (t—to) ik-x 13
vitx) = W/Rg (W/Rgf(we Yd y) e 2 IKIPt0) gilex g

1 ih (2 .
_ — o IK[I# (t—to)+ik-(x—y) 73 3
= e 2m I’k ) f(y)dy

Teniendo en cuenta que podemos evaluar la integral que esta entre paréntesis en la expresion

(6.13)

anterior luego de completar cuadrados mediante integracién gausiana como

2mm

] 3/2 im||x-
/ o~ 3 [KlI (t—to)+ik-(x~y)* 73] _ _— e% (6.14)
- ih(t — to)

tenemos que

1 2 32 iyl
o0 = o [, ) < HE ey

m 2 iy 3
— 2R(t—tg) d
/Rs {QWih(t—to)} e )y

de manera que podemos definir el propagador de la particula libre desde el instante ty y

(6.15)

posicién y al instante ¢ y posicién x como

m 3/2 i;r;\(tc-z“f (6 16)
_— Wt—=1p .
omih(t —to)] ©

y asi, la solucién fundamental viene dada por:

vit.x) = [ GOl xitoy) fy)dy (6.17)

GO (t,x;t,y) = [
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Propiedades del propagador

Es importante recalcar que el propagador anteriormente definido cumple con las siguientes

propiedades,
Propiedad 1, [P1]

h
ZhatG(O) (tv X3 t07 Y) = _%AG(O) (ta X3 th Y)

2

(6.18)

Demostracion. Calculemos 0,GO(t,x;t0,y) y AGO(t,x;t0,y):

atG(0)<t7X;t0;Y> = 0, ([

|

m

m

m

3/
_ e
2mih(t — to)}

1

2
z’mx—y2>
2h(t—tg)

]3/2 9 im |y
_— —to
ominl P\ —t,)32¢

i 3 im|jx-y||? imlxyi?
e B — —+ e 2h(t—tg)
(6.19)
0,0.0V 1 xstory) = | ] 0,0, (e
; U, y X510, P~ xz;Vx; t=to
T xtoy | 2miR(t — 1) | iGri | ©
[ m 13/2 5 im iy
- ) R — ) W(t—tp
Omih(t—to)| T\ Rt —t)" €
[ m 13/2 im m2(w; — x40)?  imlxey)?
- —_ e h(t—tq)
_27Tlh(t - to)_ h(t - to) hQ(t - t0)2
(6.20)
Teniendo en cuenta que A¢ = §79,,0,,, de tal forma que
3/2 . 2 2 : 2
3im m?||x-y]| im|x-y]
AGO (¢t x: ¢ I _ A(t—tg) 6.21
(bxito,y) = | o m e —40) M=t o) C Y (62
y con esto podemos escribir la ecuacién de Schrodinger como:
o3 il R 3im ey
—1 i —
3i  omfx=ylP 3 mfx-y|? '
2(t —tg)  2h(t —to) 2(t—ty)  2h(t —tg)?
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Propiedad 2, [P2]
lim GO (t,x;t,y) = d(x — y) (6.23)

t—to

Demostracion.

/ lim G© (t,x; to, y)f(y)d3y = lim GO (t,x; to, y)f(y)d3y
R

3 t—to t—=to R3

= lim ¢ (¢, x)

= Y(to, x)
= f(x)

Por lo tanto concluimos que

lim GO (t,x;t0,y) = 6(x — y)

t—to

Interpretacion fisica

Supongamos que la particula se halla inicialmente en (9,X), tenemos entonces que podemos
expresar esta condicion inicial mediante una funcién delta de Dirac:

Y(to,y) = 0(y — Xo)- (6.24)

Luego, la funcién de onda (¢, x) un tiempo posterior ¢ se puede calcular usando el propa-
gador GO (t,x;ty,y)

¢(t,X) = / G(0)<t7x7thY)¢(t07y)d5y
R3
- G(O)(t7X7t07y>5(y - XO)d3y
R3

= GO(t,x;t,%0)

Por lo que podemos concluir que G (¢, x; ¢y, Xo) representa la amplitud de probabilidad de
hallar la particula en (¢,x) sabiendo que estaba en (tg, Xg).

Particula bajo la influencia de un potencial

Consideremos la existencia de un potencial V : R® — R y la forma lagrangiana

. 3
L= | B (G0 —vod) 13 adow - Viiu| dad (625
=1
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Obtenemos la ecuacién de Schrodinger

ihop) = {—%A - V(x)} Y,
Y(to,x) = f(x).

(6.26)

Notacién: Denotaremos al conjunto de todas las posibles trayectorias entre (#',x’) y (¢,x)
como P(t',x';t,x) ={y € P |y({') =x',7(t) = x}

Postulado de Feynman

La amplitud de probabilidad G(¢, x;t',x) de hallar la particula en (¢,x) sabiendo que estaba
en (¢,x’) viene dada por

G(t,x;t',x') = / eIy (6.27)

P(t,x;t! x’)

Nomenclatura:

_ait(h2
= El operador evolucién definido por el operador %A, que indicaremos como e " (2m ) =
e~am? se define como sigue: Si f € S(R?), entonces e~ 22 f € S(R?) es tal que

A~

(e/an\f> (k) = e~ 2 ¥’ f(K) (6.28)

Observacion: Aqui podemos notar que, para la particula libre, la evolucién de 1) (t, x)
a partir de ¥(ty,x) = f(x) viene regida por

vitx) = (75 F) (%)

= / GO (t,x; to, x) f(x')d*x’ (6.29)
R3

= El operador evolucion definido por el operador (multiplicacio’n) V', que indicaremos
como e~ 1V, se define como sigue: si f € S(R?), entonces e~ 7"V f € S(R?) es tal que

(7#V7) (x) = e 1V f(x) (6.30)

Ahora bien, la evolucién de ¥(t,x) a partir de ¥ (g, x) = f(x) viene regida por

Bt x) = e T (ARAY) () (6.31)
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. ., . 2 .
de manera que aspiramos a la construccion del operador combinado —Qh—mA—i—V. Sin embargo,
debemos notar que

_it[_n2 iht it
e ﬁ[ 2mA+V] 7& e_%Ae_%V

por lo que la construccion de este operador requiere de un andlisis mas profundo de las
propiedades de los operadores en espacios de Banach, en particular, consideremos el siguiente
resultado [13]:

Teorema 5 (Férmula de Trotter). Si A y B son operadores acotados en un espacio de

Banach, entonces N
et = lim (eANeP/N) (6.32)

Demostracion. La demostracion de este teorema se basa en la comparacion de dos secuencias
de operadores, Sy y Ty, v en el andlisis de sus normas y diferencias. Sean Sy y T definidos

como sigue:
Sy = eWHBIIN g Ty = AN BN (6.33)

Observamos que las normas de Sy y T son iguales y pueden ser expresadas como:
1S ||, | T|| = eAFIBIN — (eHAHH\BH)l/N (6.34)

Esta igualdad se basa en la propiedad de que la norma de una exponencial de un operador
puede ser acotada por la exponencial de la norma del operador. Ahora expandimos Ty
utilizando la serie de Taylor para las exponenciales de A/N y B/N. Como queremos evaluar
la norma:

1Sy — Tl = ||eATBIN — eA/N BNV (6.35)

Expandimos las exponenciales en series de potencias:

Para Sy:
1 /A+B\'
(A+B)/N — N7 — 6.36
‘ z;ﬂ( N ) (6.36)
Para T'y:
1A =, 1 B’
AN B/N —— —— 6.37
e = (L) (S 5w) 030

Expandiendo el producto:

1 Asz—z
ANBIN =3 " 3" 6.38
c e £ NE 22 i1k — )] (6.38)
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Asi que la diferencia entre Sy y Ty es:

X 1 (A+B) N1 g AIBE
ZJT_ZTZW

i=0 k=0 i=0

1Sy = In|l = (6.39)

Dado que los términos para ¢ = 0y ¢ = 1 son idénticos en ambas series, restamos los términos

X 1(A+B) N1 g AIBF
ZJT_ZTZW

=2 k=2 i=0

comunes:

1Sy = Tn|l = (6.40)

Ahora, notamos que cada término de la serie tiene al menos un factor ya que i > 2y

N2 )
k > 2 en ambas sumas. Podemos entonces factorizar # fuera de la expresién completa:

00 0o k
1 1 A—I—B 1 At Bkt
Sy —Tn|| = — g : E g 6.41
H N NH N2 P Ni— 2 il pt Nk 2 — Z'( ‘ ( )

Tengamos en cuenta que podemos reescribir la suma interna utilizando el coeficiente bino-

k
Az Bk i A z
Z; TRt Z( )AB (6.42)

Entonces, por la desigualdad triangular para la norma, y notando que las series restantes
involucran términos de la forma ﬁ 0 #,

# podemos acotar toda la expresion por:

IS~ Tl < 1 (Z B 25 ()i ) (6.43

k=2 =0

mial:

que son aun mas pequenos por un factor de

Reconociendo que las sumas en el lado derecho son series exponenciales a partir del segundo
término, podemos escribir:

Z ”A+B“ elA+Bl _ 1 — |A+ B|| (6.44)

(Al + 1B]D* H+H D* _ prarimn _

k=2

M

— ([[A[[ +1IBI)) (6.45)
Por lo tanto, la expresion completa se puede acotar por:
1Sn — Tyl < % L ISR (6.46)

Dado que ||[A + BJ| < ||A]| + || B||, podemos combinar los términos exponenciales:
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2
1Sy — Tl < meIIAII+IIBII (6.47)

Teniendo en cuenta que si S 'y T son operadores acotados, se cumple que su diferencia viene
dada por la siguiente expresion

N-—1
SN —TN =) "85S - T)TN R (6.48)
k=0
y por lo tanto la norma sera
N—
HSN_TNH: Z SN_TNTNkl
Ny
ISnl¥[ISx — Tw[[[1 T [ ¥~
]’;:01 (6.49)
< §7 HUAIHIBIAN 2 JLA+1B] (N—k-)(AI+H 1)/
N2
k=0
9 N-1
_ 2 1Bl N LAl (N-1)/8
= Y .

Notemos que el argumento de la suma e{lAIFIBDN=1/N < o(AI+IBD " entonces se tiene que

1Sy — V| < %QIIAIIHBIINeIIAIIJrIIBII

\ (6.50)
— = 2Al+I1BI)
N
De manera que que podemos concluir
lim [[et8 — (eMYNeB/MN|| = 1im ||SY — TV
N—o00 N—o0
_ lm 2 2aAl+ 1Bl (6.51)
N—o0
=0
mostrando que efectivamente que la secuencia (e/NeB/NM)N converge a eATE cuando N tiende

a infinito. O

6.3. Derivacion heuristica de la integral de caminos

Para la construccién del operador combinado

o - AV]

N
, in(t—t') )
= lim <@ amN- DT RN V)
N—o0

(6.52)
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D : in(t—t') it—t)) .,
partamos de la aplicacion iterativa del operador (e 2N DT AN V) sobre una funcién f €

S(R?). Tras aplicarlo una vez tenemos:

/ 3/2 i 52 . /
ih(t—t )A (-t )V) :| o mN / szHxﬁ 3,: I (=t )V(X/) N 13
2mN AN = | — 2h(t—t") RN d
[G /] ) LmMﬁ%ﬁ - ‘ J)dx

Al aplicarlo una segunda vez:

{(elé‘;;% ~ ”V) f} (x)

3-2/2 : 2 . ’2

mN imNllx—xi 17 i—t!) Nl =xT)17 - i@—t')

— : e 20—t T TAN Vi(x1) e 2n(t-t') T ThN Vix )f(X,)dgxl
2mih(t — ) RS R3

De manera que aplicandolo N veces se obtiene
ih(t—t') i(t—t N
(2055
mN 3N/2 imNlx—xy 112 g )
S e e zma—th e V(XN-1)
2mih(t — ) R3

imNlIxn_1—xn_212 s imN || xg—x1 || t—t
% e (=T e_l(nN JV(xn-2) ... e 2i-t) e~ ’(W LV (x1)
R3 R3

imN|lx x| =D () pr N\ Bt g3 3
% e 2(—¥) e AN fEYEX'd°xq - dPxn_q
]R3

(6.53)

Notacion: En este momento es adecuado introducir la siguiente notacién que nos hara
mas sencilla la interpretacién de la expresion que acabamos de obtener. Asumamos que el
intervalo temporal [t — ¢'] estd dividido en N partes, tal que

ot

¥ (6.54)

de manera que para j = 1,2,--- , N cada t; viene dado por la expresion t; = t' 4+ je. Con
esto y fijados los valores tg = t, txy = t, X9 = X' y Xy = X, podemos reescribir la expresién

0.09 como

N
[(em;;m ) f] (x)

_ i1 (|2
_ / (2 m >3N/2/ o i [%mH%MH 7V(xj71)}€d3xl . -d3XN—1f(X,)d3X/
wihe R3N-3
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L EWNEY

De tal manera que podemos definir la accién del operador combinado e™ % sobre

una funcién f € S(R?*) como

(o= ee) o

3N/2 i N_ lm m 27Vx,7 .
- /]R3 {J\}vl—{noo (275715) /]RgN_3 ehzjil {2 H - H b 1)} d3xq - - ngN_l} F(x)dPx

.

donde
3N/2 PN e ]
G(t,x;t',x') = lim ( mn ) / eﬁZH[Q [=== v 1)} d*xy - dPxy_q
N—oo \2mihe R3N-3
(6.55)
representa la suma de todas las contribuciones proporcionales al factor
) xi—xs 1112
ol DO [%mH%ﬂH —V(xj—l)}E (6.56)

aportados por todas las trayectorias poligonales que unen (¢, x’) con (¢,x) en el limite N —
00, es decir, lo podemos equiparar a la integral de caminos del postulado de Feynman

G(t,x;t',x)“="7 / eh ftt’[%m“aﬂ(s)\\Q—V(W(S))]dst (6.57)

P(t,x;t! x")

Interpretacion

Desde el punto de vista fisico, podemos interpretar la cantidad
X5 —Xj-1
€

como la velocidad media en cada lapso (t;_1,t;). Mientras que la cantidad

[1
—m
2

representa la accién definida sobre la trayectoria rectilinea que une a (t;_1,%;-1) y (¢;,%;).

Xy —Xj-1

- — V(Xj_l)] 9 (658>

. . . _in—t")
Notemos que mediante aplicar sucesivamente el operador (e~ 2m~ 2) podemos correr a lo

largo del camino, que es interpretado como una trayectoria poligonal, desde (¢',x') y (t,x),
de manera que

GOt x; 1, x') = / et fi 50 6)?lds
P(t,x;t',x")

w () [ s
= lim ( - ) eh 2je1zm € d3X1 s d3XN,1
N—oo \2mihe R3N-3

Por tltimo, veamos que G(t,x;t',x’) cumple con las propiedades del propagador:
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Figura 6.1: camino posible para ir de (t',x’) a (t,x)

G(t,x;t',x") satisface [P1]

consideremos

Gn(t,x;t',x")

( m >3N/2/ 6%Zﬁil[%m)(w‘f‘v("j‘l)}edi”xl---d3XN—1
R3N73

2mihe
(Y m oy / AT [ B v )

2mihe 2mihe RN

i L NN
% en[z H B H (xN 1)]6d3X1 o 'd3XN72d3XN,1
m 3/2 im ie
- (27m'7i5> / eﬁl\x}v_x}VilHQe_ﬁV(XJVil)GN—I(tN—laXN—l;t/7X/)d3XN—1
R3N-3

Aqui conviene introducir la siguiente notacion, definamos el vector n = xy_; — X, tal que
d*xy_1 = d?n de manera que podemos escribir el propagador en términos de la variacién
con respecto al parametro 7

Gro1(ty—1,xn-1;t',X") = Gn_1(tn-1,x + 1 ', %)
=Gy 1(tv1, %, %) + Gy 1 (tn_1, x;t', X )’

1 . .
+ §ai8jGN—1(tN—17 x;t, X’)n’n] +-e
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y teniendo en cuenta
Vixy_1)=V(x+n) =V +oVE)n +---

obtenemos que el propagador G'x(t,x;t',x’) se puede escribir como

m \3/2 im )2 1€ 1€ ~
Y — sre Il _ = _ = LA
Gt ¢, x) <2wih5> ]QMW%‘EH (1 RV ) = Vo + )

X (GN—l(tN—la x;t', X' )+ 0,GN_1(tn_1,x; 1, X,)Ui

1 o
+ éﬁiajGN—l(tN—lvx; t/7 X/)U”?] +- ) d377

1€ m \3/2 im 2
—(1-=V Gn_1(tn 1. x:t '( ) / ane 1117 3
< h (X>> N 1( N1 X, X ) 2mihe R3N-3 e "

[\ J/
-~

=1

+ l (1 - %V(x)) 0;Gn_1(tn_1,%;t', %)

1€ m 3/2 . amoy 12
— 0V (%) Gy (ty1,x: 1, X ( ) / iRl g3
h (X) N 1( N-1,% x ):| 2mwihe R3N-3 me "

(. /

v~

=0

' 1
+ |: (1 — %V(X)) §8i8jGN,1(tN,1,X; t/,X/)

] 3/2 . im
_ Eaiv(x)ajGNfl(thl,X; t’,x’)] ( m ) /3N 3 nzngeﬁlnlzd:an
R3N—

h 2mihe
—ihe s5ij
/ / 7’8 / / Zhe 17 / / 2
= GN_l(tN_l,X;t , X ) — %V(X>GN_1(tN_1,X;t , X ) + Eé”&»ajGN_l(tN_l,x;t , X ) + 0(6 )
donde conviene reescribir ty_; como
tno1=t'+(N—1)e=t—Ne+ (N—-1)e=t—c¢ (6.59)

de tal forma que obtenemos:

ih

ty, x: ', x") — Gy (ty_1, x; t, X h?
GN( N, X, 7X) GN l(N 1, X 7X) _ {——A+V(X>‘| GNfl(thl,X;t/,X/)“—O(EZ)

€ 2m
(6.60)
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y en el limite cuando N — oo tenemos que Gy,Gy_1 — G, ¢ — 0, ty_1 — t, de manera

que
2

iho,G(t,x; ', x') = {—Zh—mA - V(X)} G(t,x;t',x) (6.61)

G(t,x;t',x") satisface [P2]

En el limite donde t — ¢’ el valor del parametro ¢ tiende a cero, luego

3N/2 R T [ e S N LRV
lim G(t,X, t/,X/) — lim lim ( m > / " 2j=1 {zmH B H (x; 1):|Ed3X1 o d3XN_1
R3N-3

t—t! t—t' N—oo \ 2mihe
i i (7 [ R
= lim lim <2 - ) el ~i=12M|| 7% dPxy - dPxy_y
t—t’ N—oo mTine R3N-3
= lim GO (t,x; ', x')
t—t/
= 0(x — x')

6.4. Rotacion de Wick

Podemos analizar la euclidianizacion de la integral de caminos considerando el cambio de
variable t — —it que en la jerga de los fisicos se conoce como rotacion de Wick. Bajo esta
modificacién revisemos los casos anteriores:

Particula libre

Para la particula libre la ecuacién de Schrodinger venia dada por
oy h?

T A
at  2m 4

U(to, x) = f(x).

El convertir el tiempo a un parametro imaginario nos lleva a una ecuaciéon que recuerda la

(6.62)

ecuacion del calor. Asi, el propagador con el que podemos escribir la solucién fundamental
de esta ecuaciéon transformada es, como veremos, analogo al nicleo del calor:

G(t,x;t',x') = / e~ 50Dy

P(t,x;t! x)

1t 1
:/ e w v imllaw(S)IIQdSny
P(t,x;t! ,x")

6.63)

3N/2 x;—x;_1||2 (

— lim < m ) / / RS Ll e I N NI
R3N*3

N—oo \27he

m 32 mjxx)?
e 2n(t—t') |
2rh(t —t)



6.4 Rotacién de Wick 82

Particula bajo la influencia de un potencial

De manera similar, con la existencia de un potencial V', se tiene que la ecuacién de Schrodin-
ger para una particula resulta ser:

o — B—ma -V .
Ulto,x) = ()

Y de nuevo, el convertir el tiempo a un parametro imaginario nos lleva a una ecuaciéon que

(6.64)

recuerda la ecuacién del calor, esta vez con una fuente V' de radiacién asociada. Asi, la
solucion fundamental se puede escribir con el propagador que viene dado por la integral que,
ahora si, converge en todo su dominio:

Gt x: 1, %) = / e~ S [FmIa -V )]ds .,
P(t,x;t!,x")

— lfm ( m >3N/2/ e’%zﬁl[%m”
N—oo \2mhe R3N-3

x. 2
w” A/(xj,l)]s 3 3
d Xl"'d XN-1-

(6.65)




{ Teoria Cuantica de Campos
0—dimensional

Consideremos una Teoria Cuantica de Campos de dimension d = 0, esto es, ocurriendo
sobre un espacio-tiempo M constituido por un tnico punto. Consideremos que el espacio de
configuraciones es V' = R, de manera que el espacio de campos viene dado por:

F = F(punto) = Map(punto, V) =V =R (7.1)

tal que el conjunto de observables queda determinado por el conjunto de funciones realva-
luadas

Obs = Obs(punto) = Fun(F(punto)) = Fun(V) = Fun(R).

Nota: Del conjunto de funciones Fun(R) nos importa su estructura como espacio vecto-
rial, su estructura como anillo no sera relevante.

La accién en esta teoria serd simplemente una funcion realvaluada
S € Obs = Fun(R), (7.2)

y la medida en el espacio de campos F = V = R serd sencillamente la medida usual sobre
R, tal que D¢ = d¢. Por ultimo, especifiquemos la prescripcion para calcular funciones de
correlacién

Z(h) = (1) = / e 5D/ g (7.3)
Zy(0) = (1) = [ (@) O, € Obs = Fun(R). (7.4)

Redundancia en el espacio de Observables

Notemos como existe una equivalencia en Obs = Fun(R) inducida por integracién por partes.
Veamos que para cualquier f € Obs = Fun(R), se tiene que

(f —hsf) = / (F'(6) — B () f(8)) e~ @dg

R

= [ (@)= @m as
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de manera que podemos concluir que (f’) = (i=*S’f), por lo que eliminando la redundancia
que existe tendremos el conjunto de observables reducido

Obs’ = Fun(R)/gen{f' — h™*S'f | f € Fun(R)}. (7.5)

7.1. Teoria ¢*:

Para construir una idea intuitiva de lo que estamos tratando consideremos la llamada teoria
¢*, un caso muy simple de teoria cudntica de campos que considera las interacciones del
campo ¢ con sigo mismo. Restringiremos para ello el espacio de observables a funciones cuyo
crecimiento esta acotado por una funcién exponencial:

Obs = Fun(R) = {funciones analiticas ¥ : R — R con a lo mds crecimiento exponencial}.

Ahora bien, escojamos la accién de la teorfa ¢* o
S(g) = 267~ 2t (77

con a, A € Ry. Por ultimo, la prescripcién para calcular funciones de correlacion:
Z(h) = (1) = /Re—%<‘z‘¢2—ﬁ¢4>d¢ (7.8)
2y = (1) = [ fe)e ka0, (79

En este punto podemos ver que que solo tres elementos son necesarios para la construccion
del conjunto completo de observables de la teoria.

Lema 1. El conjunto de observables restringido tiene dimension 3 y es generado por 1, ¢,
¢? € Obs.

Demostracion. Se sigue directamente de considerar la redundancia en el espacio de observa-
bles que induce la integracién por partes, veamos:

()
- <h1 (oazﬁ - %(bg) %¢”> (7.10)

) A s
—<nhgZS 6nh¢ >
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De tal manera que podemos expresar {¢"*3) como

(%) = 22 (o) = O gy, (7.11)

Y siguiendo la prescripcién podemos construir cualquier autointeraccion del campo, es decir:

n=0: (@) ="
n=1 <¢4>:6—0‘<¢2>—6—h1
=2 ()= - 2= (BB

36c 18h

_y <¢6>=§<¢4>—T<¢2>=(A2 )

36ah

(1)

Con lo cual el lema queda probado. O

Ahora, consideremos reescalar el campo ¢ con el proposito de eliminar la contribucién de A
en el término cuadrético de la accién: sea entonces el cambio de variable ¢ — ¢ = ¢/ VA,
de manera que el diferencial transforma como d¢’ = h~'/2d¢, con lo que podemos reescribir
la funcién de particién [7.§] como

Z(h) :/8_ (ah¢/2 >\' d)/4)h1/2d¢
R

(7.12)
— h'/? / e 5T gy
R

Del comportamiento de la integral I(h) = fR e~ 39"+ VL‘i’ﬂld(b’ podemos afirmar lo siguiente

1(0) = /Re—qus = \/% < 0 (7.13)

. h=0

II. h<0

La integral

I(h):/Re Ah¢4d¢<éeﬁ¢4d¢ (7.14)

que es finita porque sabemos que son finitas integrales de la forma

o o 1 [ 1 1
/ e dr = 2/ e dr = —/ tite ldt = =T <—> (7.15)
o 0 2 /o 2 4
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Figura 7.1: Gréfico de la funcién ¥ = ¢ — ’\4—?#4

III. A>0

Si consideramos la forma de la accién en funcién del campo ¥ = f(¢), podemos ver
que existe un intervalo [—k, k] CR, k € N tal que

%¢2 — %qﬁ”‘ <0, para todo ¢ ¢ [—k, k], (7.16)

de tal forma que para cualquier ¢ que no esté en el intervalo [—k, k] se tiene que
e~ 39+ 1% > 1 con lo cual se tiene que la integral I(h) = [ye2 “+31¢" 4 diverge.

Ahora, sin embargo, intentaremos darle sentido a la integral,
I(h) = / e 50 g
R
— / 6_%¢2€%¢4d¢
R

donde podemos sustituir la exponencial que lleva la contribucion de A por su expansién en

(7.17)

serie de potencias

o2 o A"
I(h) = /R e3¢ Z@ (4!)nn!¢4”h"d¢. (7.18)
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Ahora nos tomaremos la libertad de intercambiar el orden de la integral y la suma de la
anterior expresion, de tal manera que obtenemos:

I(h)“=" i { ( 43:71! /R e_3¢2¢4”d¢} " (7.19)

n=0

(13 2

Para darle significado al signo “ =" consideremos el siguiente resultado que muestra como
la expresién anterior, obtenida tras el dudoso cambio de orden de la suma y la integral, nos
brinda informacion relevante:

Definicién 7. Dada una funcién f(x) definida en xy se dice que una serie de potencias
Yoo g an(z — o)™ es una expansion asintdtica de f(x) cuando x — o,

F@) = an(e —x0)" (v — x0) (7.20)

si se cumple que

f@) = 3ng anlx — )"

)N

= 1. (7.21)

lim
@m0 ay(z — o

Con lo anterior, podemos enunciar el siguiente lema que resume la conclusion a la que hemos
llegado

Lema 2. La expresion obtenida es una expansion asintética de la integral I(h) cuando h — 0

I(h) ~ i { (43:7“ /R 63¢2¢4”d¢] R (h—0) (7.22)

n=0

Demostracion. Calculemos la diferencias:

— oy A
I(h) — E—o [/Reﬂ’ W&nd(ﬁ} h"
_ 7%(252 = A" dnEn o 7%(;32 — A" inEn
= /Re ano @yt & 40 /Re ano Ay @ e (7129)
— —&¢? - A" dn En
= LY g

3
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consideremos el cambio de variable m =n — N
N—1
I(h) — [/6—3 ——¢*d qs] h"
nZ:O R (4')n !

m+N
:/e 242 Z >\( ) ¢ (m+N)h(m+N)d¢ (7.24)
& (4D +N) (m + N)!

/R o*™Ne 3 dep + O(h)} (h— 0)

EN[(4, e +%/j°

=t [(4!)NN!

de tal forma que al calcular el limite (A — 0)

I(h) — no{fR “(4,%.¢4"d¢]hn

i i
— a — a
[fRe_Q @ NN.¢4Nd¢]ﬁN {fR —2 9 Do qub]ﬁ}(
=1
(7.25)
Lo cual muestra cémo ambas expresiones coinciden en el limite (A — 0) . [

Podemos concluir, entonces, que la funciéon de particién se puede acotar mediante la serie
formal que hemos construido

Z(h) = hl/ZI(h)
- K1/2 an —5¢? n
" Z { "n! /¢ - d¢] " (i =0) (7.26)

~ B2 Zanh” (h — 0).

. . .y _a 2 .
Para evaluar la integral que involucra la funcién ¢*"e~2%", primero, expresemos ¢*" como la
4n-ésima derivada de ¢ evaluada en & = 0:

d 4n
o' = (d_g) et? (7.27)
£=0
La integral a resolver se transforma entonces en:
/ ¢ne 2 dp = ( ) / =5 dg (7.28)
i) Ju .

Completamos el cuadrado en el exponente y luego realizamos la integral gaussiana:

o o &
/ 05 = [ eta (7.29)
R (0
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Nos centramos en calcular la 4n-ésima derivada de e2a respecto a £ y evaluarla en £ = 0.

Expresamos la exponencial usando la serie de Taylor:

ﬁ B o] 1 52 k_ [e'e) 5%
=D (%) - kz_o (2a)Fk! (7.30)

k=0 =

Diferenciando 4n veces, solo el término con k£ = n sobrevive en £ = 0:

d\" el _(d & | ___Un) (7.31)
d¢ d¢ (2c0)?"(2n)! (2c0)?"(2n)!
£=0 £=0
Por lo tanto, la integral original se evalia como:
L a 27r (4n)
o 30 dg =
/ a (20)2(2n)!
2r 1 (4n—1)! (7.32)
o a2 (2n)1220
2 1

asi pues, podemos reescribir la funcién de particion de la teoria como

21h (An — DA™
~ 1/ Z (i St (h=0) (7.33)

Nota: Tengamos en cuenta que la cantidad

(4n —1)(4n —3)---3-1 = (4n — ! (7.34)

representa el nimero de combinaciones posibles para formar 2n pares con 4n puntos.
7.2. Diagramas de Feynman

Definicién 8. Un diagrama de Feynman T' para la expansién asintética de Z(h) es un
grafo que se obtiene al colocar un numero finito de vértices de grado 4 y establecer un
emparejamiento entre las semi-aristas.

Como un ejemplo consideremos los siguientes diagramas de Feynman de la teoria ¢*

1 vértice : QO
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2 vértice: O.CO @

3 vértices: m .@-

4 vértices: 10 diagramas conexos
5 vértices: 29 diagramas conexos

Introduzcamos la siguiente notacion

V(T') :== {vértices de I'}
E(T') := {aristas de I'}
x(I) = V()] = [E(D)]

Denotemos por D,, al conjunto de diagramas de Feynman de n vértices, y al grupo
Gn = (64" x (6,) (7.35)
como el grupo de permutaciones que actia de manera natural en D,,, donde

= la i-ésima copia de G, permuta las semiaristas del i-ésimo vértice de I' € D,,,

= G, reordena los n vértices de I € D,,.

particularmente, para la teorfa ¢* que estamos considerando, sus valores son:

1D,| = (4n — 1)1

|G| = (41)"n! (7.36)

de tal forma que podemos reexpresar la funcién de particiéon como

27h o= | Dn| A"
Z(h) ~ ,/72 KM%h (h — 0). (7.37)
n=0

Por dltimo, incluyamos la siguiente definicion

Definicién 9. El grupo de automorfismos Aut(I') de I' € D,, es el subgrupo de G,, que
preserva a I'. También es llamado un subgrupo de isotropia de G,,. [20].
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De tal forma que podemos calcular, por el teorema de érbita-estabilizador, el tamano de Dy

D)= > Job(D)= > % (7.38)

[M1€D. /G [[)€Dn/Gn

CO1MoO:

y con ello, reexpresar la funcion de particién de la teoria puramente en términos de diagramas

I

D EEY S e wo0. o

n=0 €D, /G

Reglas de Feynman

[. La evaluacion del diagrama vacio es 1:

ev(2) =1 (7.40)

II. La evaluacién de un vértice y una semiarista son, respectivamente, A y 1/a:

ev(><) Y ev( > _ é (7.41)

III. Para cada representante en I' € D,,/G,, definimos su evaluacién como la relacién entre
el producto de |V (I')| copias de la evaluacién de un vértice con el producto de |E(T)
copias de la evaluacion de una semiarista

AV

eV(F) = m

(7.42)

De manera que puede estimarse la funciéon de particién exclusivamente a través de los dia-
gramas de Feynman de la teoria:

w/zw Z 3 |Aut hX<F> (l — 0). (7.43)

n=0 €D, /Gn



8 Intermezzo: Regla de Wick

La Regla de Wick constituye un pilar esencial en la teorfa cuantica de campos, ofreciendo
un método robusto y eficiente para la simplificacién del calculo de productos de operadores
cuanticos. Esta regla permite la reestructuracion de productos de operadores de campo como
sumas de contracciones, donde cada contraccién representa un emparejamiento posible entre
operadores. Este mecanismo de contraccion desempena un papel fundamental en la evalua-
cién sistematica de expresiones complejas y en la simplificacion de integrales funcionales.

Consideremos un espacio vectorial homeomorfo al espacio euclideo m-dimensional V' = R™
y una forma bilineal simétrica no degenerada en V, B € S?V*, es decir, det B # (. Existe
un isomorfismo de espacios vectoriales:

BV =y
p— B (¢):V —R
¢ — (B(¢),¢') == B(¢,¢)

lo cual implica que existe una tinica forma bilineal B~! € S?V = S2V** tal que para cualquier
£,& € V* se cumple:

B7(,€) = B((B)71(),(B)'(€)) (8.1)

Lema 3. (Integracién Gaussiana) Suponiendo que B € S*V* es definida positiva, enton-
ces, para cualquier & € V*:

m/2
/653(¢,¢)+<£,¢>>dm¢: (2m)™/
v

7lB_1(£7£)
e 2 8.2
vdet B (82)

Demostracion. Consideremos la reformulacion del exponente de la funciéon exponencial:

LB(6,6) — (6,6) = 1 B(6.9) — (B((B) " (€).)

1

= 5B(6,0) = B(B")'(¢). 9).

(8.3)
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Por la propiedad de linealidad y simetria de B, podemos expresar:

SB(6.0) — {€,6) = 5B(6 — (B) (6,0~ (B) () ~ 3B(B) (€. (B) () o
= 2B~ (B)€).0— (B)7(€) ~ 1 B(E.).

Esta reescritura nos permite expresar la integral de la forma siguiente:

/”e;wa)wa¢>¢n¢::e;B-%aau/’e;Bwuwrd@x¢<3h-%o>dm¢
14 14
— 6%3—1(575) e_%B(¢7¢) dm¢ (85)
1%

_ @)™ ipee

B vdet B

Notacién. Consideremos un conjunto de 2k elementos. Denominaremos por Il al conjunto
de todos los emparejamientos posibles del conjunto {1,...,2k}. Formalmente, definimos:

M), = {0 € Gy, | 0> = id y o no tiene puntos fijos}

donde G, representa al grupo simétrico de grado 2k.

El tamano de Il es:

= (2k — 1)L, (8.6)

3\ /6 3y6 oG
o—0
1 5 4 5 4 5

Con lo anterior en mente, procedamos a enunciar el importante teorema de Wick que per-
mite la transision entre descripciones en términos de integrales funcionales a descripciones
algebraicas mas manejables:



94

Teorema 6. (Regla de Wick) Si la forma bilineal simétrica B € S*V* es definida positiva
y&i, -, & € V*, se tiene que:

/ [1 (6 9)e3509amg (8.7)
V=1

27r)™/2 n _ )
= { (\/d)eﬁ ZUGHH/Q H’i:l B 1(52750’(1)) St N €es par,

0 st m es impar.

Demostracion. Veamos que podemos encontrar la expresion
/ 1 (6. o) tme9am (8:8)
V=1
a partir de fv e~ 3 B(.4)+(E.9) d™¢, para ello consideremos
§= itifh (8.9)
i=1
con t; € R de tal forma que
/ e~ BOO+HES) gm g — / e~ 3B(.0) ﬁ elit6i:0) gm (8.10)
v v i=1

y derivando con respecto a todos los t;

n

o .09 / ~1BG6)+E9) / 1860 9 0 (&
v ..2 e 3 B@AHEA gmy — [ =2 B0 .. el gmg (811
atn atl t;=0JV ¢ 1% atn 6t1 tiZOH gb ( )
como -+ 8%1 [T, e =T, (&, ¢) tenemos finalmente que:
t,=0
0 0 / ~5B(9.0)+(.9) / - —3B
<z .2 e~ 2 BOd)+(60) gm gy — &, @) e 2BOOgm g 8.12
8tn atl t,=0JV V}:[l< > ( )

Ahora bien, veamos que nos es posible evaluar la integral del lado izquierdo de la igualdad
anterior usando el resultado del lema [3|, de tal forma que:

m/2
i .. i / 6—%B(¢,¢)+<§7¢>dm¢ — Mi .. i 6%371(5@' (8.13)
8tn 8151 t;=0JV vdetB 8tn 8151 =0

Y si ahora consideramos la expansion en serie de la exponencial:
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cEBTUES f: Lk( “1e &)k

- Z ok k| <Z B! (&, &)t )) (8.14)

1,j=1

podemos ver que la exponencial puede escribirse como un polinomio homogéneo en t; de
grado 2k, y con esto en mente podemos notar que:

o0

n k
e3BTEE) Z 190 9 (Z B—l(gi,gj)titj)) : (8.15)
t;=0

kL
o L RO, O |,y \ A

donde el miembro derecho de la igualdad se anula si n no es exactamente 2k, de tal manera
que

1 0 o

e3BEE) _ /2(n/2) Ot, 0t

n/2
0 i <E7,] 1 (6175])t it )> S1 L €S par,
oty, oty -

" 0 si n es impar.
(8.16)

t;=0

Ahora, notemos bien que
n a n » o
8tl T ( Z_ B (&, &)tit; )) (;B (&,@)@-)) =B (&, 4) (8.17)

Y haciendo induccién sobre n = 2k

k
1 0 0 noo
s 3,0 (3700
2k—1 — 9%k k
1 1 0 o 9 9 9 »
T2k 2k — 1 ; Oory 0L, Oty Oty OL, (ijle (&&)%))
_ L %
C2kEI2k —1
2k—1 /a\ k—1
S (Sreemn) (33 e )

~ vz

_1(§2k7£l/)
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(k1T 2K
M 2k—1

S S T e
....... — 71 . . . . 71
2k e
= Z H Bil(fiaﬁa(i))
O'EHk. =1
2%=T — 1
pT— S T B ' &)
o€ll i=1
2k
=> JIB ' %w) (8.18)
o€lly i=1
de tal forma que finalmente tenemos:
o 0 )+ 6.0) 2m)™2 —
e ~2 B9 gy — B7M&, &), 8.19
ot, ot |, _, /v ‘ = oD gr;k 11 (& &ow) (8.19)
completando la demostracion. O
Consideremos como ejemplo el caso particular n = 4,
/ <§1a ¢> <€27 ¢> <€37 ¢> <€47 Qb) e_%B(¢7¢)dm¢
1%
OO e ) B 6, )+ B (6 6B 606 + B (6, 6)B T (6,)
VdetB
2 1 2 1 2 1
B (27T)m/2 o—o
~ VdetB * *
o ——o
3 4 3 4 3 4
(8.20)

Escenario especial

En el contexto del espacio vectorial V', consideremos el producto interior, representado por
la notacién (+,-) : V- x V' — R. Esta estructura nos permite definir una matriz A € GL(V),

la cual es simétrica, y establece la relacion:

B(¢,¢') = (Ap,¢'), para todos ¢, ¢ € V.
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Aprovechando el isomorfismo V = V*, se identifica un inverso simétrico A~! € GL(V*) que
satisface:
B, €)= (A7), para todos &,& € V™,

Notacién
Definimos las siguientes bases y representaciones vectoriales:

{e.} = una base ortogonal de V,
{e"} = la base dual correspondiente en V*,

¢ = (e*, ¢), donde ¢ €V,
de manera que podemos expresar la accién de A~! en términos de la base dual

(AH® = (A7, eh). (8.21)

Corolario. Si A € GL(V) es tal que detA > 0, entonces

/ - ¢ane*%(14¢7¢>)dm¢
1%

(27r)m/2 —1\anag(1y . .. —1\anag(pn ;
— { VdetA ZUGHn/z(A oo (AT sim es par, (8.22)

0 st M es impar.



9 Teoria Cuantica de Campos
O—dimensional: Calculo de Feynman

Consideremos una Teoria Cuantica de Campos de dimension d = 0, esto es, ocurriendo sobre
un espacio tiempo 0-dimensional M = {punto}. Consideremos que el espacio de configura-
ciones es simplemente R™, y, por ende, el espacio de campos F, que usualmente consistiria
en aplicaciones de M a V', se reduce a V' mismo, dado que solo hay un punto en el espacio-
tiempo. Matematicamente, tenemos que

F = F(punto) = Map(punto, V') =V = R™. (9.1)

El conjunto de observables en esta teoria, denotado Obs, se compone de todas las funciones
real-valuadas sobre el espacio de campos, es decir,

Obs = Obs(punto) = Fun(F(punto)) = Fun(V). (9.2)

La accion S en esta teoria es una funciéon en Obs. La medida sobre el espacio de campos
F =V serd la medida euclidiana estandar, denotada

Do = d™¢. (9.3)

Finalmente, definimos la prescripcion para calcular funciones de correlacion en esta teoria
mediante las siguientes expresiones:

» La funcién de particiéon se define como
Z(h) = (1) = / 450 gmey. (9.4)
» Las funciones de correlacion para un observable f se calculan como
20 = (f) = [ f(@)e = Dams, (9.5)

donde f € Obs = Fun(V).
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Redundancia en el espacio de campos

Considérese cualquier funcién f € Obs = Fun(V) y un indice a que varia de 1 a m. La
integracion por partes nos permite establecer la siguiente equivalencia:

of ... 05 >: (3_f 1 08 ) S8 /b.m
<3¢“ h (%“f /V a¢a(¢) h 8¢a(¢>f<¢> e d"¢

= / %(f(ﬁf))@_sw)/h)dmcﬁ (9.6)

de manera que podemos concluir que

(30)-(iz)

Para refinar el conjunto de observables y eliminar redundancias, definimos Obs’ como el

conjunto de funciones en Fun(V') médulo las relaciones de equivalencia generadas por estas
diferencias especificas

Obs' = Fun(V)/gen{gga 1gjlf‘f € Fun(V), 1<a< m} - (9.8)

9.1. Interacciones Escalares: Un Marco Generalizado

Consideremos una generalizacién del que es el ejemplo paradigmatico, donde tendremos
vértices k-valentes. Para esto, debemos restringir el espacio de observables Obs = Fun(V'),
compuesto por funciones analiticas f : V' — R con crecimiento a lo sumo exponencial. Con
el fin de describir la accion de nuestro sistema, introducimos las siguientes estructuras en el
espacio vectorial V':

B € S?V*, una forma bilineal simétrica no degenerada en V,
1 € 8%V, la forma bilineal simétrica inversa en V** =2V,

B™ ¢ S¥V* una forma k-lineal simétrica en V.

Definimos la notacion para los componentes de estas formas respecto a una base e, de V' y
su dual e*:

By = Bleg, ep)
(B~ .= B71(e, ¢ (9.9)
B® = B® (e, - eq)

a1---ag
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La accién S € Fun(V) se elige como:

Ak

S(6) = 3B(6.6) = > BBY6,...0), (9.10)

k>3

donde A\ € R.( son las constantes de acoplamiento.

Podemos expresar la funcion de particién como sigue:

|4

Ahora, procedemos a reescalar el campo ¢ para remover la dependencia en h del término
cuadrético en la accién, considerando el siguiente cambio de variable ¢ = ¢/ Vh, tenemos
que el diferencial transforma como d™¢' = h~"/2d™¢. Por lo tanto, la funcién de particién
se reescribe como:

Z(h) = / o (B )= DO e 1) 2 g g
\%

N (9.12)
:hm/z/ e B# )=y 3402 T BONY ) gmy
14

Definicién 10. Un diagrama de Feynman T" de tipo @ = (ny,ng, - --) (con un nimero finito
de ny # 0) para la expansion asintética de Z(h) es un grafo que se obtiene al colocar ng
vértices de grado 1, ny vértices de grado 2, etc., y establecer un emparejamiento entre las
semiaristas.

Consideremos como ejemplo el diagrama asociado a 7 = (1,0,3,1,0,0,---) con un empare-
jamiento particular escogido:
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= (9.14)

En este punto serd conveniente introducir la siguiente notacién: Denotaremos por Dj; al
conjunto de diagramas de Feynman de 77 vértices de I', como V(I") al conjunto de vértices y
como E(T") al conjunto de aristas de T’

V(T') :== {vértices de I'}
E(T') := {aristas de I'}
Ademas, introduzcamos la cantidad que representa el niimero de semiaristas de un diagrama
I' e Dy,
e(ii) =Y kny (9.15)

que nos permitira simplificar la notacién e identificar que no existen diagramas con una
cantidad impar de semiaristas:

%] e(n) par,
D—d 7 (77) p
=0 (1) impar.
Si consideramos el caso donde £(77) es par y I' € Dy se tiene que

> (g - 1) ne = [E()] = V()] = —x(I), (9.16)

k>1

donde |E(T")| y |V(T')| representan el niimero de aristas y vértices del diagrama I, respecti-
vamente, y x(I") denota la caracteristica de Euler del diagrama.

Finalmente, el grupo de permutaciones que actia naturalmente sobre los diagramas viene

Gr = (H 6;%) X (H 6nk> (9.17)

k>1 k>1

dado por

donde la i—ésima copia de &}* permuta las semiaristas del i—ésimo vértice de grado k de
I' € Dj. Mientras que &,,, reordena los ny vértices de grado k de I' € Dj. La cardinalidad
de G se calcula como

|Gl = T (k)™ ny! (9.18)

k>1
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Recordemos que el grupo de automorfismos Aut(I') de I' € Dy es el subgrupo de isotropia
de I' en Gg, llamado comunmente en la literatura de los fisicos como little group [20]. Con-
sideremos los siguientes diagramas como ejemplos ilustrativos:

P=w» . Aut(l)=6;xZ
I = O—Q s Aut(F) = (Z2 X Zz) b ZQ

9.2. Reglas de Feynman

Consideremos el diagrama I' € Dy, esto implica la existencia de un emparejamiento o € Il
tal que:

ny na ns

y se puede definir para cada vértice y semiarista de I'

/\ cV(D)+— B eSSV | ————cBEI)+— B €S*V

—

k

a partir de lo cual podemos observar que en una teoria 0—dimensional, los vértices describen
todas las interacciones que pueden suceder en el tnico punto. Esto se traduce en términos
de las potencias simétricas de las formas bilineales que describen las auto-interacciones del
campo, mientras que las aristas representan todos los diferentes emparejamientos posibles

V(D) +— QA BF)E € Q)(SFV)em (V)=

k>1 k>1

E(F) <——>0O0 (B_1)®5(ﬁ)/2 c <52v)®a(ﬁ)/2 C V®E(ﬁ)’
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notemos entonces que

e(7t)
(0o (B—1)®a(ﬁ)/2)a1~-a5(ﬁ> — H(B_l)aiao-(i) (9.19)

i=1

Definicién 11. La evaluacion de I' € Dy es

ev(I) = <®(>\kB’“)®"’€, oo (B—1)®8<ﬁ>/2> (9.20)

k>1

Nota: Consideremos las siguientes observaciones:

I Siep =), in,

ev(T) = ((X)(AkBk)@"’f) (o0 (BHyem/2)m e

k1 ar-ani
ng e()
- ng k —I\aias ()
— H )\k H Bask,1+V"'a5k71+(k71nk)+1/ (B )
k>1 v=1 =1

II. ev(@) =1

Como ejemplo ilustrativo consideremos el siguiente diagrama
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Se tiene entonces que su evaluacion sera

ev(l) = MAsMBUBY) | B o (B™H)1%2 (B (B (BT

aga3a4s " asagaras

Con todo lo visto hasta ahora podemos enunciar el teorema de Feynman de forma muy
general, para diagramas con vértices de cualquier valencia:

Teorema 7. (de Feynman) Consideremos Z(h) como una funcion de la variable h. En el
limite cuando h — 0, esta funcion se comporta asintoticamente como

(27rh)m/2 ev(l) ¢
Z(h) ~ — L px(®) h—0
MY i ;; )[rle%;/c:ﬁ |Aut(D)] e

donde m es la dimension del sistema.

Demostracion. La funcién de particion Z(h) se evaliia como sigue:

Z(h) :hm/Q/ e*%B( D)= k>1 zﬁhQ 'B® (¢ quﬁ (9.21)
\%

donde la expansion en series de potencias de los términos exponenciales lleva a:

Z(h) = hm/Q/ o~ 3B(.0) HZ kl nknk 1)nk(B(k)(¢’... ,B))™d™ ¢

k>1ng= 1
— Fm/2 —3B(4,0) (5-1)n (k) Nk M
—h /V 2 3 H k, M B0, )
TL TL1,TL2,

n ne
_ m/2 —1B(¢,9) L (E-1)n () a® a® -
s 2 g™ (Bagw...a,w Veegt ) d

i=(n1,n2,-) k>1

ng
_m/2 | —1B(69) A pk—in B gl gald) g
=h /Ve ’ Z H(k')”knk kHB ®).. (k) ! @k d"™ @

fi=(n1,na, ) k>1

(9.22)

Notemos que los subindices se organizan segin la contribucién de cada término en la ex-
pansion de la accion. Especificamente, tenemos que la totalidad de los subindices a se puede
descomponer de acuerdo con los siguientes criterios:

{ag’j|k21,1gigk,1gugnk}:ank:g(ﬁ), (9.23)

k>1
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donde £(77) representa la dimensién efectiva del vector de subindices implicados en los dia-
gramas de Feynman asociados a una accién dada. Para facilitar la evaluacion de las contri-
buciones de estos diagramas, reorganizamos los subindices de la siguiente manera:

(1) _ @

ap = ap T Qe = Q1p,

_ 2 o (©®

Qe1+1 = A1 T Qei4ng = O,

_ 2 _(©®

Qeitna+1 = Ao e = = Uy,
_ 3 N G))

Qeyt+1 = Aqq T Qeytng = Uyp,

a = a(3) - a = a(3)
ea+nz+1 — W21 ea+2n3 — Wang
_ .3 N G))
aag—i—?ng—l—l - a31 T a63 - CL3713

donde ¢, denota la suma acumulativa de subindices hasta el término k-ésimo. Esta reorgani-
zacion nos permite evaluar sistematicamente las contribuciones de los diagramas de Feynman
a la funcion de particion y reescribirla como sigue:

— pm/2 ~5B(¢,0) —Dn
O KD DR | et

=(n1,n2,~ k>1
£(7)
a; Jm
X HBaak 1HVeley, — 1+(k— lnk+VH¢ d ¢

v=1 =1

. )\nk Nk
~ h /2 Z {HWH acp—1+vae, —1+(k—1)ng+v

=(ni,n2,) ~k>1

e(n)/2

/ H Ptie” 3 ¢¢)dm¢} hk>1(3 (5-Dn (ﬁ_>0)
(9.24)

La integral sobre el espacio vectorial V' se evalia usando la regla de Wick, resultando en:

m/2
a; B(¢p,p) gm 1 __ ala
ez d () 9.25
/] W o= VaiB 2 11 (9.25)
o E( ) (3
de manera que tendremos:
(2m)™/2 { 1
Z(h —_—
(h) ~ vdet B _ (22 Hk21(k!)”knk!
<> qIells (R [Ny
ask 1tV ae, —1+(k—1)ng+v -
UGHE(n)/Q k‘>1 v=1 =1

(9.26)
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Donde podemos notar que
1 1

Gal [ Lisq (R)m!

(9.27)

e(7?)

H)\nkH ask 1+veae, —1+(k—1)ng+v H(B_l)aiaa(i) (928)

k>1 v=1 =1

de tal forma que

(27r)m/2
vdet B

Ahora, teniendo en cuenta que el nimero de emparejamientos, representado por el tamafno

Z(h) ~

> |G—1| > ev(TH)h ) (h—0) (9.29)

ﬁ:(nlﬂ’bg,"') n O’EHE(ﬁ)/Q

de la orbita de I' bajo la accién de G5, se expresa como

|G

orbe, (T)| = m,

(9.30)
donde Aut(I") es el grupo de automorfismos de I'. Esta relacién permite reescribir la contri-
bucién de los emparejamientos a la funcién de particiéon como una suma ponderada por el
factor de simetria de cada diagrama,

I's)
D VBT _ v(la) o) 31
S ev(To)h Gil 30 e (9.31)

UGHE(ﬁ)/Q [F]EDﬁ/Gﬁ

lo que nos lleva a la expresién final para Z(h), que captura la contribucién de todos los
diagramas de Feynman posibles, ajustada por sus respectivos factores de simetria,

(2m)™/?

Z(h) ~ h~XTo)  cuando h — 0. 9.32
(h) i h > > ’Aut (9.32)

fi=(n1,n2,...) [[1€Dz/Gx

O



10 Intermezzo: Formula del descenso
rapido

Intuitivamente, la férmula del descenso rapido proporciona una manera de aproximarse a la
integral de una funciéon exponencial en regiones donde la funciéon en el exponente alcanza
sus valores criticos —es decir, donde su derivada se anula— y fuera de estos puntos criti-
cos la contribucion a la integral se desvanece rapidamente en el limite cuando A tiende a cero.

Consideremos un espacio vectorial V' = R™ dotado de un producto interior (-,-) : VxV — R,
que a su vez induce una norma || - || : V' — R. En este contexto, examinaremos las funciones
analiticas f : V' — R que exhiben, como méximo, un crecimiento exponencial. Denotaremos
este conjunto por Fun(V'). En tales condiciones, estableceremos un resultado importante que
facilita el analisis asintético en el limite de A — 0, como se describe en el siguiente lema.

Lema 4. Sea f € Fun(V) y sea D C V wuna region cerrada. Si ademds se cumple que
df (¢) # 0 para todo ¢ € D, entonces:

/ e_%f(¢)dm¢ = O(hY) para cualquier N > 0. (10.1)
D

Este resultado ilustra el comportamiento asintotico de la integral proporcionando una cota
superior que se vuelve trivialmente pequena a medida que h se reduce.

Demostracion. Consideremos la diferencial de f, dada por df(¢) = (Vf(¢),-). Dado que
df #0en D, se sigue que Vf #0en D.

Definimos el operador L como
L : Fun(D) — Fun(D)
g—Lg: D —R

¢ —>

1
W(Vf(@a Vg(9)).
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Aplicando este operador a la funcién e~ nf (@) tenemos

1 1 1
Le HO) = (V1 (0), Ve 1), (10.2)
IV (@)l
donde 1
Ve 1/9) = —ﬁe-%f@v f(9). (10.3)
Esto simplifica a
Le /(@ = —%e%f@). (10.4)
Aqui es evidente que al aplicar L repetidamente N veces obtenemos
1 1 1
LNen/(®) = (—1)Nh—Ne*ﬁf<¢>. (10.5)

y con ello, podemos ver que se puede reescribir e~ 1/ como
e 1@ = (—1)NEN [N e i f@) (10.6)

por lo tanto, su integral sobre D viene dada por

/e—éf(¢)dm¢:(_1)NhN/ LN wl@)gme, (10.7)
D D

Tomando valores absolutos en ambos miembros de la igualdad, tenemos

/ e/ @gmg| = BN / LNem 1/ @gme| < CRN, (10.8)
D D
donde C' es una constante. Esto muestra que
/ 6_%f(¢)dmgb = O(hY) para cualquier N > 0. (10.9)
D
m

Consideremos f € Fun(V') y un punto especifico ¢y € V. Definimos la k-ésima diferencial de
f en ¢y, que es un tensor simétrico de tipo k en el espacio dual de V| de la siguiente manera:

k kv -x . jk o 8kf al ag
d"f(¢o) € SV d”f(po)(h, ..., h) = —5¢a1 — -0¢akh <o R, (10.10)
lo que nos permite expandir f alrededor de ¢q como
=1
f(0) = F(d0) + Y 17d" F(90)(@ = o, & — ), (10.11)
k=1 "

valido en un entorno B.(¢o) C D.
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Teorema 8. (Foérmula del Descenso Rdpido) Sea f € Fun(V) y D C V una region
cerrada. Si df (¢o) = 0 y d*f(¢o) es definida positiva para un tinico ¢y € D, entonces

1 (27Th)m/2 1
/ et @O gy — T 1560 (1 4 O(R))  cuando b — 07 (10.12)
D det d2f<¢0)

Demostracion. Consideremos la expansién de Taylor de la funcién f(¢) alrededor del punto
¢o dentro de un entorno B.(¢g) C D:

£(8) = F(60) + 3w F(9n)(6 = dos -6 = o), (10.13)

donde d* f(¢y) denota la k-ésima derivada de f evaluada en ¢y. Veamos que la integral sobre

el dominio D se puede descomponer como:

/e W@ gmep = e~ i@ gme — e~ @) gme, (10.14)
D Be (o) D\Bc(¢o)
Concentrémonos en la integral sobre B.(¢g), aplicando el cambio de variable ¢/ = ‘b\_/%’o,

que transforma el volumen diferencial como d™¢' = h™"/2d™¢. Asi, ¢ € B.(¢,) implica que
¢’ € B, /5(0). La integral resulta ser

/ 41 gm g
Be(¢o)

— /2 / e I (G0)+ 3% f (90)(#',0 )t 3;d” f(60) (&6 @)/ 2 4 3y d* [ (90) (8,6 ¢/ Y2 4] gm 1
Bs(d’O)

_ hm/Qeflif(d)O)/ eféde(qgo)(Qy’(b/)e+%d3f(¢0)(¢/’¢/’¢/)h1/2+id4f(¢0)(¢/7¢/7¢/’¢/)h+0(h3/2)dm¢/
Bs/\/ﬁ(o)
(10.15)

donde expandiremos la tltima exponencial en términos de su expansion de Taylor

/ 6—%f(¢)dm¢
B£(¢O)

_ /2 (o) / o 2 (90)(¢/ )
5/\/5(0)

{1 |- T (6 S = L (o) (0108, )+ O

4!

2
by |- T 8 O = L@, o 0| k- far

2
(10.16)
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_ pm/2-11(60) / =321 (60)(¢'.4)
Be/\/ﬁ(o)

. {1 LB f(00)(6, &, 02 + [— & f(60)(9,6, 6, &)

3! 4l
1/1 ?
+5 (gt o) [nr 0w fara
(10.17)
y considerando que integrar una funcién impar con una gaussiana es cero, resulta:
_ hm/2e—;f(¢o)/ e—%d2f(¢o)(¢’,¢’)(1 + O(h))d™¢
B_,x(0)

I (10.18)
R D) / e~ SEIOG S ) gm ey 4 O(h)

B, /(0)

Veamos que podemos remplazar la integral sobre el dominio B, / vi(0) por la integral sobre
todo el espacio menos la integral del complemento de B_ /ﬁ(O), asi

/ e~ @) gme
B, ,vi(0)

— pm/2e 7 f(@0) [/ e~ 21 (@0)( &) gm s e~ 21BN gme! 1+ O(h)
\% V\Bg/\/ﬁ(())
(10.19)
Y aqui podemos ver que
m/2
/ e—%de(qﬁo)((ﬁ’@’)qub/ — (27) / (10.20)
v det & (o)
y también, por el lema anterior,
/ e 2 PF @)@ gmy = O(RN), para N > 1 (10.21)
VAB_, /5(0)
por lo que finalmente tendremos
. 2mh)™/? \
/ eiﬁf((b)dm(b — Lefgf(%)(l + O(h)) (1022)
Be(¢o) det d? f ()

Ahora, veamos que también se puede evaluar la integral sobre el dominio D \ B.(¢g) como:

/ e IO dmg = O(hY), para N > 1. (10.23)
D\Bs(¢0)
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De donde podemos observar que la siguiente relacién se cumple:

_1 m
Iy 0N oY) o) o) (1020
_@am2 —Lige)  _Q@ah)™2 f(g)  emif(00)  o—3f(d0) '

£/ det d? f(¢o) det d? f(¢o)

relaciéon que estd sujeta al comportamiento de f(¢y), asi, debemos analizar los siguientes

Casos
= f(do) <0
—%f(qﬁ)dmgb
€ h
fD\(;sg;;% - _ O(h) e M@ — oh) (10.25)
Th e n 0) W_/
det d2 f (o) =0
n f((bo) >0 )
—5f(®) gm
fD\Bs(¢0)6 ROdT _ O(h) = O(h) (10.26)
@)™ —Lf(go) o 3F(90) '
det d2 f (o) —
—0(1)

Teniendo en cuenta lo anterior, podemos concluir que la integral sobre el dominio D\ B.(¢y)
se puede escribir como:

) m/2 1
/ e nl@ gy = %eﬁﬂm)gm) (10.27)
D\Bx(0) det d f (o)

por lo tanto, la integral que en un principio queriamos evaluar viene dada por:

/ 6—%f(¢)dm¢ _ 6—%f(¢)dm¢ _ 6—%f(¢>)dm¢
D BE(d)O)

= L w014 0(h))

Vdet d?f(¢o)

Lo que demuestra que la contribucion principal a la integral proviene de las cercanias de ¢q, vy
los términos fuera de este entorno contribuyen de manera insignificante para i pequeno. [



11 Teoria Cuantica de Campos
O—dimensional: Expansion en lazos

Retomemos la Teoria Cuantica de Campos sobre M = {punto}. Consideremos que el espacio
de configuraciones es R, y, por lo tanto, el espacio de campos F se reduce a V' mismo, dado
que solo hay un punto en el espacio-tiempo.

F = F(punto) = Map(punto, V) =V = R™. (11.1)

El conjunto de observables, Obs = Fun(R™), en esta teorfa se compone de las funciones
real-valuadas sobre el espacio de campos que tienen un crecimiento a lo sumo exponencial.

La accién en esta teoria es una funcién en Obs:

S(6) = 5B(6,6) ~ Y 2 BO(o....0). (11.2)

k>1

donde

B € S?V*, una forma bilineal simétrica definida positiva en V,
¥ e S¥V*  una forma k-lineal simétrica en V'

A € Rg  Constantes de acoplamiento.

La medida sobre el espacio de campos sera la medida euclidiana estandar. Por ultimo, la
funcion de particion viene dada por:

Z(h) = / ¢ H (3B "Tios BV 9)) gmg (11.3)
\4
que como hemos visto se puede acotar bastante bien como

(27Th)m/2 ev(l)
Z(h) ~ Vais nz " E;/G mh (h— 0). (11.4)

donde Dy representa el conjunto de diagramas de Feynman con n vértices y G su grupo de
simetrias. Es conveniente definir dentro de este conjunto el conjunto de diagramas Feynman
CONExos:

S =A{I' € Dz | T es conexo}. (11.5)



113

De donde se sigue que

|_| Dg /Gy es numerable (11.6)
Ai=(n1,n2,)
|| Dy/Ga=A{T1]), D).} (11.7)
ﬁ:(n17n27...)
Aqui podemos hacer las siguientes observaciones:
I. @ ¢ DS
II. Para cada I' € Dy existe 7= (11,79, -+ ) (con solo un ntimero finito de r; # 0) tal que
r=| |1y (11.8)
i>1
Es decir, existe una correspondencia (biunivoca):
|| Da/Gi «— F=(ri,r-) (11.9)
fi=(n1,n2,-)
III. Si [[] € Dy/Gy con T = | |5, T, notemos que se tiene lo siguiente:
X(T) = rix(Ty)
i>1
ev() = [ [ ev(r)” (11.10)
i>1
Aut(T) = [JAwt@)xri x &, = |Aut(D)| = [ ] [Aut(Ty)["r!
i>1 i>1
Con la anterior notacién establecida consideremos el siguiente resultado:
Teorema 9. Sea Zy definido por la formula
2mh)™/?
_ (2rh) (11.11)

0 vdet B ’

y consideremos Z(h) una funcion del pardmetro h. Entonces, en el limite cuando h — 0, se

tiene que

Z(h) ev(l) L
1“<70)” DD DR e I

ﬁ:(nl,nz,...) [F]ED%/Gﬁ

(11.12)
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Demostracion. Comenzamos exponenciando ambos lados de la ecuacion del teorema para

explorar las propiedades del cociente %ﬁi):

exp Z Z ]Aut R | = exp (Z |Aut Fi)) (1113

Ai=(n1,n2,...) [[1€DS /Gy
ev(Iy) . _or,
— Y px(T)
[Lew (\Aut(rm

Notemos aqui que podemos expandir la exponencial en términos de su serie de potencias:

ev(T) —rix(Ts)
[[exp <|A T, ) HZ n'\Aut e h , (11.14)

i>1 i>1r

y considerando que hay un ntimero finito de r; # 0 podemos reorganizar el producto como
una suma de productos finitos, de manera que:

) .
| 2 2 IAez;swh R P Hn'|Aut L

ﬁ:(nl,ng,...) [F]ED%/Gﬁ 7= 7"1 72, ) i>1

_ Z ev(U iZlFi ) h—X(uiZIFiuTi) (11.15)
|Aut (Ui T57)

F=(r1,r2,

_ ev(D) ()
22 Rap)”

ﬁ:(n17n2,...) [F}ED /G

Esta ultima expresion nos muestra como se acumulan las contribuciones de cada diagrama I';
constituyendo la totalidad de diagramas no necesariamente conexos en Dy /Gy , de manera
que podemos concluir, probando el teorema que:

ZZ(h) ~ exp Z Z BX(@) (h—0) (11.16)

0 |Aut
fi=(n1,n2,...) [[1€DE /Gy

]

11.1. La accidon cuantica efectiva

En fisica, la accion cudntica efectiva, denotada W (h), y se define comtinmente como

W(h) == In (Zz(oh)> | (11.17)
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Notacién: Definimos el conjunto Dg(¢) como el conjunto de todos los diagramas de Feynman
con ¢ lazos y un vector de vértices (nq,ns, ...). Cada diagrama en este conjunto contribuye
a la accién cuantica efectiva en funcién del niimero de lazos. Por lo tanto, la accion cuantica
efectiva descrita en funcion del niimero de lazos, W, se define como

ev(l’
We= Y > ﬁ. (11.18)

i=(n1,n2,...) [F]GD%/Gﬁ

Corolario. La accidn cudntica efectiva total, W (h), puede ser aprozimada por una serie en
potencias de h, donde cada término W,h™! corresponde a la contribucion de los diagramas
con exactamente { lazos. Esto se expresa como:

h) ~ Y W™ = Woh™ + Wi+ Wah+ -+ (h—0). (11.19)

Demostracion. Consideremos un diagrama de Feynman conexo I'. El nimero de lazos ¢ en
I determina su caracteristica de Euler segun la relaciéon x(I') = 1 — £. Como cada conjunto
de diagramas con un nimero fijo de lazos se denota como D¢ (), podemos descomponer el
conjunto total de diagramas conexos D como una unién disjunta sobre todos los posibles
nimeros de lazos:

¢ _ |j| DE(0). (11.20)
=0

De aqui, la accion cuantica efectiva se puede expresar en términos de la contribucion de cada
clase de diagramas:

ev(l')

W (h) ~ ———_p XD (B 0). 11.21

W~ Y T (= 0) (11.21)
fi=(n1,n2,...) [[1€DS /Gy

Al agrupar los términos por el nimero de lazos, tenemos:

ev(l) —(1-0)
DD 2w

0=0 ii=(n1,n2,...) [[]€DE(¢

N ev(l) 11.22
22 2 ) 22

n1,n2, )[F}EDC Z)/G

= i W,ht .
/=0
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Lema 5. Consideremos una funcion S : QQ — R definida en el conjunto cerrado () = m,

donde T(O) denota la bola cerrada de radio 1 centrada en el origen del espacio de campos.

Supongamos que los pardmetros A\ son suficientemente pequenos. Bajo estas condiciones, S

posee un unico punto critico global ¢g en Q) tal que la derivada sequnda de S en ¢qg, denotada
2S(¢y), es definida positiva.

Demostracion. Consideremos la diferencial de la funcién S, dada por:

15(0) = B'(0) = Y G2 B0+ 0.0, (11.23)

k>1

donde B’(¢) es el covector asociado a ¢ y B™) representa un tensor simétrico de orden
k. Queremos construir una funcién 7" a partir de S tal que encontrar un punto fijo de T’
equivalga a encontrar un punto critico de S. Esto se hace definiendo T'(¢) de la siguiente
forma:

T0) = 32 G B (66 10). (11.24)

tal que la condicién dS(¢) = 0 equivale a que T'(¢) = ¢.

Consideremos las normas de los operadores involucrados:
a= B,
B = B

Y notemos que si consideramos las bases ortogonales {e,} y {e*} respectivamente para los
espacios V' y V* podemos escribir explicitamente las componentes de T'(¢):

A —1\a
T(®) :Zﬁw HBY (@, b er)eq
k= (11.25)
a1 . 1b¢a1 . .¢ak—1ea
k>1
Asi, con la suposicién de que ¢ € QQ = B;(0) evaluamos la norma de T'(¢):
)\k a al a
IT(e)l <D il B B L o™ ] 16 el
k>1 ’
o B
< Z m— ol "~ (11.26)
k>1
o B
< Z -1

k>1
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lo cual nos indica que T(Q) C @ bajo la condicién A, < 1.

Para establecer la unicidad y continuidad de 7', calculamos la norma de la diferencia T'(¢) —

T(¢') para ¢, ¢ € @ que se puede expresar como una integral sobre el segmento de linea que

conecta estos puntos en el dominio de la funcién. Esto se realiza evaluando la integral del

diferencial dT" a lo largo del camino ¢’ + t(¢ — ¢') desde t = 0 hasta ¢t = 1:

T(¢) - T(&) = / AT(& + 16 — &)(6 — &)t

Donde las componentes de T'(¢) = T%(¢)e, vienen dadas por

A
Ta<¢>:<ea,z(k _’“1)!<Bl> T ¢>

k>1

_ ab (k) al ap_
Z Bal"'ak—1b¢ gt

k>1

Ahora, veamos que la derivada con respecto a las componentes ¢° del campo es:

oTe B /\,1€ _ ac (k) al'.. s
aqﬁb((b)_k;(k_l)!(’“ DB Ba o pped” @

= G BB

k>2

Y por tanto la diferencial serd
ar
Opb

)\ - a A —2
- Z (kf —k2)| (B 1) a1 Ak — 2bc¢ U ¢ " h’bea
k>2 ’

dT(9)(h) = ——(¢)h'eq

Y con ello su norma estara acotada por:

A
AT @) < 32 G2 gl B B el 61
k>2 )
A
S
k>2

Con lo que podemos acotar la norma de la diferencia como
1
I7(6) =TI < [ 14T + 166 = $))(6 = )l
A
< SO IN o g [ 10+ - e

k>2

(11.27)

(11.28)

(11.29)

(11.30)

(11.31)

(11.32)
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Y dado que ¢, ¢ € Q podemos acotar la integral como

ny N ' k-2 3 —
/0 ¢ + t(p — ¢)||F2dt g/o (14 2t)F2dt = D) (11.33)
por lo cual podemos concluir que
3k 1 1 A
70) =T < 3 S5 =lo = ol (11.31)
k>2

Esta relacion demuestra que T es una contraccion si los A son lo suficientemente pequenos,
lo cual por el teorema del punto fijo garantiza la existencia y unicidad de ¢y = T(¢p) en @
y por lo tanto, la existencia y unicidad del punto critico ¢g € @@ de S.

Para demostrar que d?S(¢g) es definida positiva, consideremos la segunda derivada de la
accion S en el punto critico ¢y:

2S(¢0)(h, h) = B(h,h) = ﬁBW(%, co o, b, h). (11.35)

k>2

Dado que B es una forma bilineal simétrica definida positiva, tenemos que

B(h,h) >0 para todo h # 0. (11.36)

Para asegurar que d>S(¢g)(h,h) > 0 para todo h # 0, debemos mostrar que la contribucién
de los términos no lineales que involucran a A, es suficientemente pequena. Formalmente,
necesitamos que
Ak
B(h,h) > > =B (g, -+, ¢o, h, ). (11.37)
) _ ‘ ) ) ) )
= (k—2)!

Para acotar los términos no lineales, observamos que, dado que B son formas multilineales
simétricas, podemos acotar su contribucién mediante la constante (3. Es decir,

|B®) (o, ..., b, h)| < Bellgol* 2 (IRl (11.38)

Por lo tanto, la condiciéon de pequenez en términos de A\, y i se puede escribir como:

B(h,h) > Z ﬁknasonk 2[|A]>. (11.39)

k>2

Esto implica que los A\, deben ser lo suficientemente pequenos para que la suma no supere a
B(h, h). Reescribiendo la condicién obtenemos:

B(h,h) S Z Ak5k||¢o||k72.

1A]f? (k —2)! (11.40)

k>2
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Dado que ¢g € @, la (k — 2)-ésima potencia de la norma ||¢g|| estard acotada por 1, y como
B es definida positiva, el término B(h,h)/||h||? es una constante positiva para cualquier h,
denotémosla como 7. Entonces, la condicién se escribe como:

n > Z A’“B’“ (11.41)

k>2

Asi, la consideracién de que 7 es fija impone una restriccion en los \x, de tal forma que mien-
tras sean suficientemente pequefios, podemos garantizar que la segunda derivada d%S(¢y) es
definida positiva. Esto completa la demostracion.

]

Nota: Consideremos la integral
ZQ — / e %( (¢ ¢7) Zk>1 kI!CB( )(¢: 7¢ >dm¢ (1142>
Q

definida sobre el conjunto @). A medida que /& tiende a cero, Zg(h) puede ser aproximada
por la férmula

wh)™/2
Zo(h) ~ (%n > > T ()] Aut —X<F>. (11.43)

n17n27 ) [F EDn/G'

La accién cudntica efectiva, que denotamos por Wy (h), se define como
Zo(h
Wo(h) = In (ﬂ) : (11.44)

y como habiamos visto, su expansiéon en series de potencias de h se da por

h) ~ i W=t (h—0). (11.45)

Teorema 10. Bajo las premisas del lema anterior, los primeros dos términos de la expansion
de la accion cudntica efectiva, W (h), evaluados en el limite de h — 0 son dados por:

Wo = =S(d) (11.46)

1 det B
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Demostracion. Consideremos inicialmente la siguiente expresién para Zg en el limite de A
tendiendo a cero:

_ Q@I aseoq o) (h— 0M) (11.48)

V/det d25(¢o)

Este resultado surge de la aplicacién de la féormula del descenso rapido enunciada en el
capitulo anterior. A continuacion, calculamos la accién cudntica efectiva Wy como:

B det B
T  det 2S(e0)

R (11.49)
—ln, /% - %S(%) +In(1 +O(h))

B 1 det B

~ Woh_l + Wi+ O(h) (h — 0+)

e 15 (1 4+ O(h))

Por tanto, una comparacion directa de los términos nos lleva a identificar:

Wo = —S5(d)

1 det B
=2 ).
Wi=3 n(detd25(¢o))



Conclusiones

El presente trabajo ha explorado exhaustivamente los cimientos matematicos que sustentan
las teorias de campos clasicas preparando el terreno para la construccién de una definicién
general para las teorias cudnticas de campos, la aplicacién de técnicas de geometria dife-
rencial, incluyendo el uso de k-jets y el cdlculo variacional sobre el espacio de configuracion
infinito-dimensional, ha proporcionado una base sélida para la formulacién de las ecuaciones
de Euler-Lagrange a partir del principio variacional en un contexto general y riguroso.

El estudio del teorema de Noether en el contexto de las teorias cldsicas de campos ofrece
una comprension profunda de cémo las transformaciones que preservan ciertas propiedades
de un sistema fisico se traducen en leyes de conservacién fundamentales. A través de la in-
troduccién del concepto de accion de grupos y algebras de Lie sobre el espacio de campos, se
puede establecer un marco matematico riguroso para el estudio de las simetrias, resaltando
que su naturaleza puede ser local o global.

El estudio de la teorfa ¢* es inmensamente benéfico en el contexto de las teorias cudnticas
de campos puesto que brinda una vision reveladora sobre la estructura y el calculo de ob-
servables en estas teorfas. A pesar de la simplicidad del espacio-tiempo, que se reduce a un
tinico punto, la teorfa ¢* captura la esencia de las interacciones del campo consigo mismo,
permitiendo el desarrollo de técnicas de calculo poderosas como los diagramas de Feynman
y la expansién en lazos.

Es crucial entender que la expresién obtenida para dar sentido a la funcién de particion,
incluso cuando la integral que la define pueda no converger en el sentido usual para ciertos
valores de h, es una herramienta computacionalmente eficiente y rigurosamente definida,
puesto que resulta ser una expansion asintética de la funciéon de particiéon que proporciona
una aproximacion cada vez mas precisa a medida que se incluyen mas términos en la serie,
pero solo en el limite cuando A tiende a cero.
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