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Resumen

Esta tesis aborda la estructura matemática de las teoŕıas cuánticas de campos (QFTs), par-

tiendo de una base sólida en las teoŕıas clásicas de campos. Se comienza con una revisión

de los conceptos fundamentales de las teoŕıas clásicas, incluyendo las ecuaciones de Euler-

Lagrange, la geometŕıa diferencial del espacio de campos, y las simetŕıas en teoŕıas clásicas

de campos, incluyendo el importante teorema de Noether y sus consecuencias. A partir de

aqúı, se hace explica cómo se pueden construir QFTs a partir de teoŕıas clásicas de cam-

pos. Se explora la integral de caminos de Feynman incluyendo su derivación heuŕıstica. Por

último se analiza una QFT en dimensión cero, un caso simplificado en el que es posible

definir todo formalmente y que permite explorar aspectos generales de las QFTs: la teoŕıa

ϕ4. Se introduce la idea de la regla de Wick y los diagramas de Feynman, para explotar las

propiedades combinatorias de la teoŕıa.

Palabras clave: Teoŕıa cuántica de campos, Teoŕıa clásica de campos, Teoŕıa ϕ4, Ecuacio-

nes de Euler-Lagrange, Teorema de Noether.

Mathematical foundations of quantum field theories

Abstract

This thesis addresses the mathematical structure of quantum field theories (QFTs), starting

from a solid foundation in classical field theories. It begins with a review of the fundamen-

tal concepts of classical theories, including the Euler-Lagrange equations, the differential

geometry of fields space, and symmetries in classical field theories, including the important

Noether’s theorem and its consequences. From here, it explains how QFTs can be constructed

from classical field theories. Feynman’s path integral is explored, including its heuristic deri-

vation. Finally, a QFT in zero dimensions is analyzed, a simplified case in which everything

can be formally defined and which allows for the exploration of general aspects of QFTs:

the ϕ4 theory. The idea of Wick’s rule and Feynman diagrams is introduced to exploit the

combinatorial properties of the theory.

Keywords: Quantum field theory, Classical field theory, ϕ4 theory, Euler-Lagrange equa-

tions, Noether’s theorem.
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Justificación

El estudio de las Teoŕıas Cuánticas de Campos (QFTs) no solo es necesario para entender los

fenómenos f́ısicos a nivel fnudamental, sino que también representa un desaf́ıo matemático

considerable. A lo largo de su evolución, la QFT ha demostrado ser una herramienta que

permite descripciónes emṕıricas extremadamente precisas. Sin embargo, la formalización ma-

temática de la QFT sigue siendo incompleta y, en muchos aspectos, insuficiente para abordar

de manera rigurosa y sistemática todos los fenómenos que podŕıa describir.

El desarrollo de una comprensión matemática más profunda y estructurada de la QFT no

solo es necesario para resolver cuestiones fundamentales que aún permanecen abiertas, sino

también para mejorar la consistencia interna de la teoŕıa y su aplicabilidad en nuevos con-

textos, tanto dentro como fuera de la f́ısica. En particular, la formulación matemática de la

QFT en términos de una variedad y un conjunto de campos viviendo en ella presenta una

relación entre la geometŕıa, la topoloǵıa y el álgebra dando lugar a una rica intersección

entre distintas áreas de las matemáticas y la f́ısica teórica.

Este trabajo se justifica en la necesidad de explorar las herramientas matemáticas que permi-

tan una mejor comprensión de los conceptos subyacentes en las QFTs, y de cómo estos pueden

ser aplicados para extender la teoŕıa más allá de sus aplicaciones tradicionales. Además, al

abordar la QFT desde una perspectiva matemática rigurosa, este estudio busca proporcionar

un marco conceptual que permita a futuros investigadores enfrentarse a los desaf́ıos actuales

y emergentes en la f́ısica teórica, con una base matemática sólida que facilite el avance en la

comprensión de los fenómenos cuánticos en el espacio-tiempo.
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Objetivos

Objetivo General

Exponer detalladamente la estructura matemática sobre la que se construyen las teoŕıas

cuánticas de campos.

Objetivos Espećıficos

Estudiar cómo los principios matemáticos de la teoŕıa clásica de campos se extienden

y modifican en el contexto cuántico.

Resaltar las conexiones profundas entre las formulaciones clásicas y cuánticas de las

teoŕıas de campos.

Investigar las ecuaciones de Euler-Lagrange que describen el comportamiento de los

campos cuánticos y entender su relevancia en el marco de las teoŕıas cuánticas de

campos.

Presentar ejemplos y modelos conocidos que permitan ilustrar los conceptos introdu-

cidos.
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3.4 Forma simpléctica de F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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7 Teoŕıa Cuántica de Campos 0−dimensional 83
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Introducción

En el vasto terreno de la f́ısica teórica, la Teoŕıa Cuántica de Campos (QFT, por sus siglas

en inglés) emerge como un intento de reconciliar la teoŕıa cuántica con la relatividad espe-

cial, que gracias a su relevancia práctica y precisión experimental rápidamente convirtió en

un formalismo que excedió ampliamente el escenario original para el cual fue concebido, la

electrodinámica cuántica. Sin embargo, a pesar de sus notables éxitos emṕıricos, la investi-

gación actual resalta la urgente necesidad de una comprensión matemática más detallada y

profunda, ya que persisten múltiples cuestiones fundamentales sin resolver.

La evolución acelerada de este ámbito se caracteriza por un flujo constante de progresos y

descubrimientos, presentando un desaf́ıo significativo en la búsqueda de fuentes actualizadas

y rigurosas desde el punto de vista matemático. Este trabajo se posiciona en la confluencia

de la f́ısica y las matemáticas, tratando la QFT como un fenómeno que sobrepasa las limi-

taciones disciplinares.

La QFT, conocida por su complejidad, valida su reputación conforme se exploran sus intrin-

cados detalles. Contrario a las mecánicas clásica y cuántica, que permiten tratar problemas

de part́ıculas individuales o grupos aislados, en la QFT esta distinción resulta inaplicable.

Es necesario dejar a un lado la intuición atomista para concebir a las part́ıculas fundamen-

tales como meras excitaciones de campos que abarcan la totalidad del espacio-tiempo. Es

aśı que el verdadero reto consiste en la necesidad de abordar la interconexión de fenómenos

en su conjunto, sin separarlos para su análisis individual, por tanto, desarrollar un marco

matemático que pueda encapsular esta complejidad y lugar a una teoŕıa que no presuponga

un número definido de part́ıculas desde el principio, emerge como un desaf́ıo importante.

Dejando momentáneamente de lado el impulso hacia la anhelada unificación f́ısica, profundi-

cemos en la cuestión de cuál es el dominio matemático que la QFT abarca. Este interrogante

no admite una respuesta sencilla. No obstante, dos enfoques arrojan luz sobre el contexto en

que opera la teoŕıa:

1. La QFT como una extensión del cálculo en dimensión infinita: La Teoŕıa

Cuántica de Campos se distingue por tratar los campos como sistemas con infinitos

grados de libertad, aplicando el cálculo integral en un escenario de dimensión infinita

a través de herramientas como la integral de camino de Feynman. Por su parte, una
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Teoŕıa Clásica de Campos puede entenderse como cálculo diferencial de dimensión

infinita.

2. La teoŕıa puede ser vista como un functor que vincula la geometŕıa con el álgebra.

Consideremos una variedad M dotada de una estructura σ espećıfica (por ejemplo, de

orientación, riemanniana, lorentziana, compleja, de spin, G2, etc.) y dos componentes

de frontera, Σ y Σ′. Este conjunto se denomina espacio-tiempo.

La Teoŕıa Cuántica de Campos opera a través de una asignación Z, que adjudica a los

componentes de la frontera, Σ y Σ′, espacios vectoriales complejos correspondientes,

Z(Σ) y Z(Σ′), de manera que considera el espacio-tiempo M -entendido como un co-

bordismo entre Σ y Σ′— como una transformación lineal desde Z(Σ) hasta Z(Σ′). El

mapeo Z se fundamenta en principios de functorialidad, los cuales se explicarán con

mayor detalle más adelante.

La complejidad del análisis aumenta al abordar variedades cerradas, es decir, aquellas

sin frontera (∂M = ∅). Aqúı, consideramos a M como un cobordismo del conjunto

vaćıo ∅ a śı mismo, donde el espacio vectorial asociado, Z(∅), se reduce al conjunto

que contiene solo el vector cero. Esto nos permite asignar a M una transformación

lineal Z(M), la cual se enfoca en capturar propiedades invariantes de M .

En resumen y de forma muy general, podemos concebir a la Teoŕıa Cuántica de Campos

como una herramienta para estudiar la topoloǵıa y geometŕıa en una variedad, conexión que

se presenta como un terreno muy fértil para el estudio y la exploración matemática. En lo

sucesivo de estas páginas se expondrá la teoŕıa de campos clásica ampliamente desarrollada

en función del principio variacional como un soporte estructural para abordar luego las ideas

básicas de la estructura de una teoŕıa cuántica de campos.



1 Teoŕıas Clásicas de Campos

La formulación y comprensión de las Teoŕıas Clásicas de Campos (TCC) son fundamentales

en el avance de nuestra descripción matemática de fenómenos f́ısicos. Desde la mecáni-

ca clásica hasta la teoŕıa electromagnética, las TCC proporcionan un marco conceptual y

matemático sólido para modelar la dinámica y las interacciones de sistemas f́ısicos en el

espacio-tiempo. Este caṕıtulo se dedica a explorar los fundamentos matemáticos de las TCC

y a establecer la notación que se utilizará a lo largo de este texto. Se analizará la estructura

matemática que subyace a estas descripciones, subrayando la importancia de cada compo-

nente dentro del marco teórico global.

1.1. Ingredientes de una teoŕıa clásica de campos

El espacio-tiempo

Definimos el espacio-tiempo como una variedad M que incorpora las dimensiones espaciales

y temporales de una TCC. Algunos ejemplos ilustrativos incluyen:

M = {punto} (una variedad 0-dimensional)

M = Rd (un espacio eucĺıdeo de dimensión d)

U ⊆ Rd (un subconjunto abierto de Rd)

M = [0, 1], donde ∂M = {0, 1} (una variedad con frontera)

M = [0, 1]d (una variedad con fronteras y esquinas)

M = S1 (la circunferencia unitaria)

Coordenadas del Espacio-Tiempo: Utilizaremos {x1, ..., xd} para designar las coordena-

das de una carta U ⊆ M . Además, asociamos a estas coordenadas los campos vectoriales

∂µ = ∂
∂xµ , con µ ∈ {1, ..., d}, para facilitar la descripción de fenómenos en el espacio-tiempo.
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El espacio de configuraciones y campos

El espacio de configuraciones representa todas las posibles configuraciones o estados de un

sistema f́ısico, modelados a través de un espacio vectorial real V . La dimensión de este es-

pacio se denota por m, distinguiéndola de d, la dimensión del espacio-tiempo.

Dados M , el espacio-tiempo, y V , el espacio de configuraciones, definimos el espacio de

campos, F, como el conjunto de aplicaciones ϕ : M −→ V . Estas aplicaciones pueden ser

suaves (de clase C∞) o pertenecer a alguna clase de aplicaciones de Sobolev, ofreciendo una

gran flexibilidad para modelar sistemas f́ısicos, esta discusión se profundiza en [1], [2].

F = Map(M,V )

Nota: Es importante considerar las fronteras y esquinas de la variedad M , ya que la

definición de F debe especificar el comportamiento de los campos ϕ en estas regiones. Algunas

condiciones comunes incluyen:

que el soporte de ϕ, definido como Suppϕ = {x ∈M | ϕ(x) ̸= 0}, sea compacto

o, condiciones tipo Dirichlet: ϕ(x) = 0 para todo x ∈ ∂M .

Evaluación de Campos: La evaluación de un campo ϕ en un punto x de la variedad se

define mediante la aplicación

ev : M × F −→ V

(x, ϕ) 7−→ ϕ(x),

destacando la interacción entre los elementos del espacio-tiempo y los campos definidos sobre

él.

Conclusión: La estructura matemática subyacente a las TCC ofrece un marco rico y flexible

para modelar sistemas f́ısicos. La elección adecuada del espacio de campos, en particular, es

crucial y debe ser adaptada al contexto espećıfico de cada teoŕıa por lo cual no es posible

dar una prescripción particular aqúı.

Proyecciones naturales

Con el espacio-tiempo M y el espacio de campos F ya definidos, introducimos dos proyec-

ciones que nos permiten relacionar estos conceptos de manera efectiva. Estas proyecciones

son fundamentales para construir y entender las dinámicas y relaciones en una TCC.

p :M × F M
π :M × F F
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La proyección p nos permite obtener el punto del espacio-tiempo asociado a un par (x, ϕ) ∈
M×F, mientras que la proyección π nos devuelve el campo espećıfico asociado a ese par. Estas

proyecciones permiten entender cómo los campos se relacionan con puntos espećıficos del

espacio-tiempo y viceversa. A partir de estas proyecciones, podemos estructurar el siguiente

diagrama, que encapsula la relación entre el espacio-tiempo M , el espacio de campos F, y el

espacio de configuraciones V :

M × F V

M F

p π

Multi-́ındices

Para facilitar los cálculos que se realizarán directamente sobre las cartas del espacio-tiempo,

introducimos la notación de multi-́ındices. Un multi-́ındice es una lista de ı́ndices I =

(i1, ..., id), con cada iµ ∈ Z≥0, que permite una notación compacta y conveniente para ope-

raciones repetitivas y estructuras algebraicas en múltiples dimensiones.

Dados dos multi-́ındices I = (i1, ..., id) y J = (j1, ..., jd), definimos las operaciones y relaciones

siguientes:

1. Orden de un multi-́ındice:

|I| := i1 + ...+ id, (1.1)

indicando la suma total de los ı́ndices en I.

2. Factorial de un multi-́ındice:

I! := i1!...id!, (1.2)

definiendo el producto de los factoriales de los ı́ndices en I.

3. Coeficientes binomiales para multi-́ındices:(
I

J

)
=

I!

J !(I − J)!
, para J ≤ I, (1.3)

permitiendo la combinación de ı́ndices en operaciones algebraicas más complejas.

Una ventaja de la introducción de multi-́ındices es que simplifica la expresión de monomios

en las coordenadas x1, ..., xd como xI := (x1)i1 ...(xd)id y de operadores diferenciales de orden

arbitrario como ∂I := ∂i11 ...∂
id
d , sin embargo, esta notación no solo facilita los cálculos, sino

que también cumple propiedades que nos serán útiles más adelante, como por ejemplo:
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(x+ y)I =
∑
J≤I

(
I

J

)
xJyI−J , (1.4)

donde x = (x1, ..., xd) y y = (y1, ..., yd), y la fórmula de Leibniz para la derivación de

productos:

∂I(fg) =
∑
J≤I

(
I

J

)
∂Jf∂I−Jg. (1.5)

1.2. Espacio Local de k−jets
Las teoŕıas clásicas de campos requieren una comprensión detallada de cómo los campos y

sus derivadas interactúan localmente. Para este fin, el concepto de k -jets es una herramienta

matemática esencial, permitiéndonos estudiar la variabilidad de los campos y sus derivadas

hasta un cierto orden k. Un k -jet puede ser visto como una “huella digital” matemática de

una función en un punto determinado, capturando no solo su valor sino también cómo cambia

en las inmediaciones de ese punto hasta un grado de diferenciación k. Más formalmente, para

funciones diferenciables de una variedad M a otra N , el k -jet en un punto x ∈M representa

la clase de equivalencia de todas las funciones que tienen el mismo desarrollo de Taylor de

orden k en el punto x. El k -jet de una función en un punto es, esencialmente, la colección

de todas sus derivadas hasta el orden k en ese punto, consideradas como un solo objeto

geométrico. Una discusión detallada se encuentra en [3].

Construcción local del espacio de k-jets

Supongamos inicialmente que nuestro espacio-tiempo M es un dominio abierto de Rd, es

decir, M = U ⊆ Rd. Este enfoque simplifica la discusión sin perder la generalidad necesaria

para entender la esencia de los k -jets.

Definimos el espacio de k-jets Jk(Rd, V ) como el espacio vectorial de todos los polinomios

de Taylor de orden k con valores en un espacio vectorial V . Esto se formaliza como:

Jk(Rd, V ) = {f : Rd → V | f(x) =
∑
|I|≤k

CI

I!
xI , CI ∈ V }, (1.6)

donde I es un multi-́ındice.

Consideremos una base {e1, · · · , em} para V , podemos expresar cada coeficiente CI en esta

base utilizando el convenio de sumas de Einstein:
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CI =
m∑
a=1

Ca
I ea ≡ Ca

I ea, (1.7)

lo que nos permite inmediatamente definir un conjunto de funciones que toman un polinomio

y nos devuelven sus coeficientes {uaI | 1 ≤ a ≤ m, |I| ≤ k} es decir un conjunto natural de

coordenadas en Jk(Rd, V )

uaI(f) := Ca
I , (1.8)

donde uaI(f) representa la coordenada a−ésima del vector de coeficientes asociado al multi-

ı́ndice I.

La dimensión del espacio de k-jets Jk(Rd, V ) resulta ser:

dim Jk(Rd, V ) = m

(
d+ k

k

)
,

dado que
(
d+k
k

)
representa el número de multi-́ındices I = (i1, ..., id) tales que |I| ≤ k.

Otra manera de conceptualizar el espacio de k-jets es notar que Jk(Rd, V ) ∼= S≤k(Rd)⊗ V ,

donde S≤k(Rd) representa la suma directa de los espacios de polinomios simétricos hasta el

grado k, S≤k(Rd) = S0(Rd)⊕ ...⊕ Sk(Rd), y tiene dimensión
(
d+k
k

)
.

Continuando con la discusión, asociaremos a cada ϕ ∈ F = Map(U , V ) un mapeo de U en

Jk(Rd, V ) a través de la aplicación:

jkϕ : U −→ Jk(Rd, V )

x 7−→ jkxϕ := jkϕ(x) (1.9)

con

jkxϕ : Rd −→ V

y 7−→ jkxϕ =
∑
|I|≤k

∂Iϕ(x)

I!
(y − x)I (1.10)

lo cual nos indica que jkx asigna a cada punto y ∈ Rd el polinomio de Taylor de ϕ alrededor

de x, truncado a orden k.

Consideremos ahora la representación de un campo dentro de este marco teórico. Sea ϕ :

M → V un campo definido sobre la variedadM . Para un punto espećıfico x ∈M , analizamos

lo siguiente:

ϕ(x) =
m∑
a=1

ϕa(x)ea ≡ ϕa(x)ea, (1.11)
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donde ϕa denota las componentes del campo ϕ en la base {ea} de V . Para calcular las

coordenadas de jkxϕ usamos:

uaI(j
k
x) := ∂Iϕ

a(x), (1.12)

lo que implica que para el multi-́ındice I = (0, . . . , 0), se tiene:

uaI(j
k
x) := ua(jkx) = ϕa(x). (1.13)

Aśı, jk mapea cada campo ϕ a su representación local como un polinomio de Taylor trunca-

do, encapsulando los valores de ϕ y todas sus derivadas hasta el orden k en cada punto x ∈ U .

Definición de una Teoŕıa Cásica de Campos de dimensión d

Con el entendimiento previo del espacio de k-jets y cómo se representa la variabilidad local

de los campos a través de jkϕ, estamos ahora en posición de abordar el núcleo de una teoŕıa

clásica de campos de dimensión d, su estructura y dinámica pueden ser formalmente definidas

considerando tres componentes principales:

Definición 1. Una teoŕıa clásica de campos de dimensión d consta de la siguiente informa-

ción:

1. Un espacio-tiempo M con dimM = d.

2. Un espacio de configuraciones V ∼= Rm.

3. Una densidad lagrangiana, es decir, una función anaĺıtica L(ua, uaI) : Jk(Rd, V ) −→ R.

Nota: La dinámica asociada al sistema descrito por la TCC está encapsulada en una

función que depende del campo y sus derivadas hasta el orden k, de forma más precisa, si

M = U ⊆ Rd y si ϕ ∈ F = Map(M,V ), entonces se tiene una función (jkϕ)∗L(ua, uaI) :

U −→ R que para cada x ∈ U se define como:

(jkϕ)∗L(ua, uaI)(x) = L(ua(jkxϕ), uaI(jkxϕ))
= L(ϕa(x), ∂Iϕ

a(x)). (1.14)

De ahora en adelante, denotaremos a (jkϕ)∗L(ua, uaI)(x) simplemente por L(ϕ, ∂Iϕ).

En el desarrollo de teoŕıas clásicas de campos, hay varias consideraciones importantes que

afectan la estructura y aplicación de la teoŕıa:

1. Resulta beneficioso, en ciertas circunstancias, dotar al espacio de configuraciones V

con un producto interno. Esto facilita la definición de normas y métricas dentro del

espacio.
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2. Generalización de V : Aunque se ha tratado a V como un espacio vectorial real, es

posible y, en algunos casos, necesario, considerarlo como una variedad, similar a M .

Esta generalización requiere una atención especial en la definición del espacio Jk(M,V ),

ya que la estructura de coordenadas no es directamente aplicable cuando los elementos

de V no residen en un espacio vectorial convencional. En tales situaciones, se linealiza

la variedad V recurriendo al uso de espacios tangentes. Concretamente, se considera

el fibrado trivial sobre M , E = M × V , y se piensa en el espacio de campos F =

Map(M,V ) como secciones globales de E. Aśı, el espacio de k-jets relevante es Jk(E),

el espacio total del fibrado de k-jets, donde la densidad lagrangiana se define de manera

más general [4].

3. Aplicabilidad F́ısica del Formalismo: Si bien el formalismo desarrollado ofrece una

estructura matemática rica y general para las teoŕıas clásicas de campos, es importante

reconocer que, desde una perspectiva f́ısica, muchas teoŕıas relevantes no requieren de

la complejidad de considerar derivadas de orden superior a uno en sus densidades

lagrangianas. Notables excepciones a esta regla son las teoŕıas que incluyen gravedad

porque la curvatura de la métrica incluye derivadas de orden dos [5].

Ejemplos

1. Teoŕıa clásica de campos 0-dimensional

Un ejemplo introductorio y fundamental es considerar una teoŕıa clásica de campos en la

cual el espacio-tiempo está compuesto únicamente por un punto, es decir, M = {punto}. En
este escenario particular:

El espacio-tiempo M se reduce a la variedad más simple posible, un único punto.

Esto simplifica significativamente nuestra concepción del espacio-tiempo, ya que no

hay dimensión espacial o temporal sobre la cual variar.

El espacio de configuraciones V , en este caso, se puede identificar directamente

con el espacio de campos F = Map({punto}, V ). Dado que solo hay un punto en M ,

cualquier campo en este contexto es simplemente una elección de un elemento en V .

Para cualquier k = 1, el espacio de k-jets J1(M,V ) se identifica con V mismo, dado

que las derivadas de orden superior no tienen significado en un espacio de un solo

punto.

La densidad lagrangiana en esta teoŕıa es entonces una función anaĺıtica L : V −→
R, que asigna un valor real (la acción) a cada configuración posible en V .



1.2 Espacio Local de k−jets 12

2. Teoŕıa clásica de campos 1-dimensional

Pasemos ahora a un caso ligeramente más complejo, pero aún profundamente instructivo:

una teoŕıa de campos donde tanto el espacio-tiempo M como el espacio de configuraciones

V son unidimensionales, espećıficamenteM = R y V = R, ambos con dimensión d = m = 1.

Aqúı, t representa la coordenada del espacio-tiempo, interpretada comúnmente como el tiem-

po en f́ısica.

Los campos en esta teoŕıa, denotados por ϕ, son aplicaciones suaves de R en R, es decir,

ϕ ∈ F = Map(R,R). El espacio de k-jets Jk(R,R) se caracteriza por funciones de la forma

f(t) = c0 + c1t.

En este marco, el espacio de 1-jets queda identificado con solo dos funciones coordenadas,

{u, ut}, correspondiendo a la posición y la primera derivada temporal del campo, respecti-

vamente.

La densidad lagrangiana L para este espacio de 1-jets se define como:

L =
1

2
mu2t − U(u), (1.15)

donde m ∈ R≥0 actúa como un parámetro positivo, interpretado f́ısicamente como la masa

de una part́ıcula puntual, y U : R→ R es una función que representa el potencial en el que

la part́ıcula se mueve.

Para un campo ϕ ∈ F, el mapeo asociado a j1ϕ desde el tiempo t al espacio de 1-jets se

describe por:

j1ϕ : R −→ J1(R,R)
t 7−→ j1t ϕ, (1.16)

donde j1t ϕ asigna un punto y ∈ R al valor del polinomio de Taylor de ϕ alrededor de t,

truncado al primer orden.

De esta forma, la acción lagrangiana evaluada para el campo ϕ y su derivada temporal se

expresa como:

L(ϕ, ∂tϕ) = (j1ϕ)∗L(u, ut)

=
1

2
m(∂tϕ)

2 − U(ϕ). (1.17)
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3. Teoŕıa clásica de campos d-dimensional

Explorando ahora el caso más general de una teoŕıa clásica de campos en un espacio-tiempo

de dimensión d, tomamos M = Rd como nuestro espacio-tiempo y consideramos V = R
como el espacio de configuraciones. En este contexto, los campos, denotados por ϕ, son apli-

caciones suaves de Rd en R, comúnmente referidos en f́ısica como campos escalares.

Para describir completamente esta teoŕıa, es esencial considerar la estructura geométrica del

espacio-tiempo a través de la introducción de una noción de distancia, que se expresa como:

ds2 = gµν(x)dx
µ ⊙ dxν , (1.18)

donde gµν(x) es una métrica invertible para todo punto x ∈ M , permitiéndonos definir el

inverso gµν(x) := (g−1)µν .

El espacio de 1-jets J1(Rd,R) se compone de funciones del tipo ϕ : Rd −→ R que se pueden

representar como una combinación lineal de las coordenadas xi tal que ϕ =
∑

iCix
i , con lo

cual las coordenadas en J1(Rd,R) son {u, uµ | 1 ≤ µ ≤ d}, teniendo aśı una dimensión de

d+ 1.

La densidad lagrangiana L para este espacio se define como:

L =
1

2
gµνuµuν −

1

2
m2u2, (1.19)

donde m ∈ R≥0 es un parámetro que representa la masa del campo escalar.

Para un campo ϕ en el espacio F = Map(Rd,R), la lagrangiana se expresa como:

L(ϕ, ∂µϕ) = (j1ϕ)∗L(u, uµ)

=
1

2
gµν∂µϕ∂νϕ−

1

2
m2ϕ2. (1.20)

Nota: Utilizando una métrica euclidiana y si m = 0, derivamos la ecuación de Poisson

desde L(ϕ, ∂µϕ). Con una signatura de Minkowski, t́ıpica de espacios lorentzianos, obtenemos

la ecuación de Klein-Gordon, esencial para describir part́ıculas relativistas libres.

4. Teoŕıa clásica de campos 2-dimensional

Explorando un espacio-tiempo M = R2 con coordenadas (t, x), consideramos aqúı una pers-

pectiva interesante al tomar el espacio de configuraciones V como el conjunto de los números

complejos C, tratado como un espacio vectorial real 2-dimensional. En esta configuración,

interpretamos C como C(z,z̄)
∼= R2

(x,y), donde z es un número complejo y z̄ su conjugado.
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Los campos en esta teoŕıa, denominados campos escalares complejos, son aplicaciones sua-

ves de R2 en C, ϕ ∈ Map(R2,R). De esta manera, el espacio de 1-jets, J1(R2,C), incluye
funciones ϕ(t, x) que pueden expresarse como una combinación lineal de t y x, y funciones

ϕ̄(t, x) que pueden expresarse como una combinación lineal de los conjugados de t y x, t̄, x̄

con coeficientes en C.

Por lo tanto, en J1(R2,C), nos encontramos con coordenadas {u, ū, ut, ūt, ux, ūx} La densidad
lagrangiana L se define entonces como

L =
i

2
(ūut − uūt)−

1

2m
ūxux − U(x)ūu, (1.21)

donde m representa un parámetro asociado a la masa, y U : R −→ R es un potencial que

depende solo de la coordenada espacial.

La aplicación de esta densidad lagrangiana a un campo ϕ ∈ Map(R2,C) nos lleva a una

formulación que recuerda la ecuación de Schrödinger:

L(ϕ, ∂tϕ, ∂xϕ, ϕ̄, ∂tϕ̄, ∂xϕ̄) =
i

2
(ϕ̄∂tϕ− ϕ∂tϕ̄)−

1

2m
∂xϕ̄∂xϕ− U(x)ϕ̄ϕ. (1.22)



2 Ecuaciones de Euler-Lagrange

La búsqueda de las ecuaciones de movimiento para un sistema f́ısico representa uno de los

objetivos centrales en el estudio de la dinámica de sistemas en f́ısica teórica. Estas ecuacio-

nes, que describen cómo evoluciona el sistema en el tiempo y el espacio, se obtienen a partir

de la formulación lagrangiana del sistema, en el marco de las teoŕıas clásicas de campos, se

conocen como las Ecuaciones de Euler-Lagrange y no solo codifican la evolución del sistema

sino que encapsulan los principios fundamentales que lo rigen, [6], [7].

Consideremos una teoŕıa clásica de campos donde el espacio-tiempoM es un dominio abierto

del espacio euclidiano d-dimensional. Las coordenadas en este espacio-tiempo se denotarán

por {xµ | 1 ≤ µ ≤ d}. Supongamos también que el espacio de configuraciones V de nuestra

teoŕıa es isomorfo a Rm, siendo aśı un espacio vectorial real de dimensión m con una base

B = {ea | a ∈ {1, ...,m}} y una base dual B∗ = {ea | a ∈ {1, ...,m}}.

La densidad lagrangiana L(ua, uaµ), definida en el espacio de 1-jets J1(Rd, V ), es el punto de

partida para la derivación de las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Notación

Dado un campo ϕ ∈ F = Map(M,V ) y la densidad lagrangiana L : J1(M,V ) −→ R, diremos

que:

∂L
∂ϕa

:= (j1ϕ)∗
∂L
∂ua

∂L
∂(∂µϕa)

:= (j1ϕ)∗
∂L
∂uaµ

∂L
∂ϕ

:=
m∑
a=1

∂L
∂ϕa

ea ≡ ∂L
∂ϕa

ea ∈ V ∗

∂L
∂(∂µϕ)

:=
m∑
a=1

∂L
∂(∂µϕa)

ea ≡ ∂L
∂(∂µϕa)

ea ∈ V ∗.

(2.1)

Para establecer la interacción entre elementos del espacio V y su dual V ∗, si tenemos α =

αae
a ∈ V ∗ y v = vaea ∈ V , definimos:

⟨α, v⟩ := αav
a.
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2.1. La acción de una teoŕıa clásica de campos

El concepto de acción es la cantidad fundamental para las teoŕıas clásicas de campos. Este

solo funcional encapsula de forma compacta toda la información necesaria para describir la

dinámica de los campos a través del espacio-tiempo [8]. Al integrar la densidad lagrangiana

sobre todo el dominio del espacio-tiempo, la acción ofrece una visión global de cómo el sistema

evoluciona, guiada por principios variacionales. A continuación, formalicemos la noción de

acción:

Definición 2. La acción de una teoŕıa clásica de campos es el funcional

S[ϕ] =

∫
M

(j1ϕ)∗L(ua, uaµ)ddx =

∫
M

L(ϕ, ∂µϕ)ddx, (2.2)

donde ddx = dx1 ∧ · · · ∧ dxd es el elemento de volumen en el espacio-tiempo M .

Variación de la acción

Tras establecer el concepto de acción dentro de una teoŕıa clásica de campos, dirijamos

nuestra atención hacia el análisis de cómo las variaciones en los campos afectan a esta acción,

un paso crucial para derivar las ecuaciones de Euler-Lagrange. Procederemos a establecer un

marco conceptual que nos permita identificar las condiciones que estos campos deben cumplir

para reflejar la evolución del sistema. Para tal efecto, consideremos la siguiente proposición:

Proposición 2.1. Sea ψ ∈ Map(M,V ) un campo con soporte compacto y tal que ψ|∂M = 0.

Entonces

δϕS[ψ] :=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

S[ϕ+ tψ] =

∫
M

〈
δL
δϕ
, ψ

〉
ddx (2.3)

donde δL
δϕ

es una función única que depende de ϕ, ∂µϕ, ∂ν∂µϕ en el espacio V ∗.

Demostración. Sea ψ ∈ Map(M,V ) un campo con soporte compacto y tal que ψ|∂M = 0,

entonces podemos calcular la variación de la acción S[ψ] con respecto al campo ϕ como

δϕS[ψ] :=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

S[ϕ+ tψ]

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

∫
M

(j1(ϕ+ tψ))∗L(ua, uaµ)ddx

=

∫
M

{
d

dt

∣∣∣∣
t=0

L
(
ua
(
j1(ϕ+ tψ)

)
, uaµ

(
j1(ϕ+ tψ)

))}
ddx

(2.4)
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Si hacemos ūa(t) := (ua (j1(ϕ+ tψ)) = ϕa + tψa y ūµ
a(t) := (uaµ (j

1(ϕ+ tψ)) = ∂µϕ
a +

t∂µψ
a, entonces, la expresión final en 2.4 queda

δϕS[ψ] =

∫
M

{
d

dt

∣∣∣∣
t=0

L
(
ūa(t), ūµ

a(t)
)}
ddx

=

∫
M

{
∂L
∂ua

(
ūa(t), ūµ

a(t)
)∣∣∣∣

t=0

d

dt

∣∣∣∣
t=0

ūa(t) +
∂L
∂(uaµ)

(
ūa(t), ūµ

a(t)
)∣∣∣∣

t=0

d

dt

∣∣∣∣
t=0

ūµ
a(t)

}
ddx

=

∫
M

{
∂L
∂ua

(
ua(j1ϕ), uaµ(j

1ϕ)
)
· ψa +

∂L
∂(uaµ)

(
ua(j1ϕ)

)
· ∂µψa

}
ddx

(2.5)

y ahora es conveniente utilizar la notación que establecimos anteriormente,

δϕS[ψ] =

∫
M

{(
(j1ϕ)∗

∂L
∂ua

)
· ψa +

(
(j1ϕ)∗

∂L
∂(uaµ)

)
· ∂µψa

}
ddx

=

∫
M

{
∂L
∂ϕa
· ψa +

∂L
∂(∂µϕ)

· ∂µψa

}
ddx

=

∫
M

{〈
∂L
∂ϕ

, ψ

〉
+

〈
∂L

∂(∂µϕ)
, ∂µψ

〉}
ddx

(2.6)

En este punto podemos notar que ∂µ
〈

∂L
∂(∂µϕ)

, ψ
〉
=
〈
∂µ

∂L
∂(∂µϕ)

, ψ
〉
+
〈

∂L
∂(∂µϕ)

, ∂µψ
〉
, por lo tanto

δϕS[ψ] =

∫
M

{〈
∂L
∂ϕ

, ψ

〉
−
〈
∂µ

∂L
∂(∂µϕ)

, ψ

〉
+ ∂µ

〈
∂L

∂(∂µϕ)
, ψ

〉}
ddx

=

∫
M

〈
∂L
∂ϕ
− ∂µ

∂L
∂(∂µϕ)

, ψ

〉
ddx+

∫
M

∂µ

〈
∂L

∂(∂µϕ)
, ψ

〉
ddx

=

∫
M

〈
∂L
∂ϕ
− ∂µ

∂L
∂(∂µϕ)

, ψ

〉
ddx+

∫
∂M

〈
∂L

∂(∂µϕ)
, ψ

〉
ddx

(2.7)

Donde hemos usado el teorema de Stokes para reexpresar la última integral de forma que se

anula, puesto que se ha considerado como una hipótesis que ψ se anula en la frontera. Y con

esto podemos concluir que la variación de la acción con respecto al campo ϕ está dada por

la expresión:

δϕS[ψ] =

∫
M

〈
∂L
∂ϕ
− ∂µ

∂L
∂(∂µϕ)

, ψ

〉
ddx (2.8)

Aprovechamos este resultado para definir la variación de la densidad lagrangiana con respecto

al campo ϕ como:
δL
δϕ

:=
∂L
∂ϕ
− ∂µ

∂L
∂(∂µϕ)

(2.9)

de manera que obtenemos la variación de la acción

δϕS[ψ] =

∫
M

〈
δL
δϕ
, ψ

〉
ddx. (2.10)
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Resta ver que la función definida es única. Por lo tanto, supongamos la existencia de otro

campo ϕ′ tal que

δϕ′S[ψ] =

∫
M

〈
δL
δϕ′ , ψ

〉
ddx (2.11)

Luego, como δϕS[ψ] =
∫
M

〈
δL
δϕ
, ψ
〉
ddx, se tiene que∫

M

〈
δL
δϕ
− δL
δϕ′ , ψ

〉
ddx = 0 (2.12)

y si llamamos a δL = δL
δϕ
− δL

δϕ′ ∈ V ∗, entonces∫
M

⟨δL, ψ⟩ ddx = 0 (2.13)

como δL no depende de ψ entonces la integral es cero para todo campo ψ ∈ Map(M,V ) con

soporte compacto y por el lema fundamental del cálculo de variaciones δL ≡ 0.

Definición 3. Las Ecuaciones de Euler-Lagrange, en el contexto de una teoŕıa clásica de

campos, se definen mediante el sistema de ecuaciones diferenciales parciales:

δL
δϕ

= 0. (2.14)

Estas ecuaciones se conocen también como Ecuaciones de Movimiento y establecen las condi-

ciones que los campos deben cumplir para describir adecuadamente la evolución del sistema

f́ısico representado por la teoŕıa.

Nota: Se considera que un campo ϕ ∈ F = Map(M,V ) es solución de las ecuaciones de

Euler-Lagrange si, y solo si, la primera variación de la acción δϕS[ψ] es nula para cualquier

campo ψ ∈ F = Map(M,V ) que posea soporte compacto. Esta condición se expresa como:

δϕS[ψ] =

∫
M

〈
δL
δϕ
, ψ

〉
ddx = 0. (2.15)

de manera que, por el lema fundamental del cálculo de variaciones, se tiene que δL
δϕ

= 0 [9].

DenominaremosM al conjunto de todos los campos en F que constituyen soluciones de las

ecuaciones de Euler-Lagrange. Matemáticamente, se defineM como:

M =

{
ϕ ∈ F

∣∣∣∣ δLδϕ = 0

}
. (2.16)
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Tomando en cuenta la discusión anterior, el conjuntoM también puede ser caracterizado de

la manera alternativa:

M =

{
ϕ ∈ F

∣∣∣∣ ∀ψ en F con soporte compacto, se tiene que δϕS[ψ] = 0

}
.

En el ámbito de la f́ısica, a los campos que pertenecen a M se les llama campos on-shell,

contrastando con aquellos que no satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange, denominados

campos off-shell.

Segunda variación de la acción

Supongamos ahora que el espacio de configuraciones V de la teoŕıa está dotado con el pro-

ducto interno (·, ·) : V × V −→ R. Dado que se puede identificar V con su espacio dual V ∗

a través de este producto interno, podemos considerar a δL
δϕ
∈ V ∗ como un elemento dentro

del espacio vectorial V mismo. Por lo tanto, la variación de la acción en dirección del campo

ϕ se puede expresar como:

δϕS[ψ] =

∫
M

(
δL
δϕ
, ψ

)
ddx, (2.17)

donde el producto interno en V permite interpretar el funcional derivado δL
δϕ

de manera que

tenga un correlato directo en el espacio V . En este punto será conveniente introducir una

notación análoga a la introducida al principio del caṕıtulo.

∂2L
∂ϕa∂ϕb

:= (j1ϕ)∗
∂2L

∂ua∂ub

∂2L
∂(∂µϕa)∂ϕb

:= (j1ϕ)∗
∂2L

∂uaµ∂u
b

∂2L
∂(∂µϕa)∂(∂νϕb)

:= (j1ϕ)∗
∂2L

∂uaµ∂u
b
ν

∂2L
∂ϕ2

:=
∂2L

∂ϕa∂ϕb
ea ⊙ eb ∈ S2V ∗

∂2L
∂(∂µϕ)∂ϕ

:=
∂2L

∂(∂µϕa)∂ϕ
ea ⊙ eb ∈ S2V ∗

∂2L
∂(∂µϕ)∂(∂νϕ)

:=
∂2L

∂(∂µϕa)∂(∂νϕa)
ea ⊙ eb ∈ S2V ∗

(2.18)

Proposición 2.2. Supongamos que el espacio de configuraciones V viene equipado con un

producto interior (·, ·) : V × V −→ R y sea ψ ∈ F = Map(M,V ) un campo con soporte
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compacto y tal que ψ|∂M = 0. Entonces,

δ2ϕS[ψ] :=
1

2

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

S[ϕ+ tψ] =
1

2

∫
M

(ψ,Dϕψ)d
dx (2.19)

donde Dϕ es un operador diferencial único de orden menor o igual que 2.

Demostración. Sea ψ ∈ F = Map(M,V ) un campo con soporte compacto tal que ψ|∂M = 0.

Calculemos entonces

δ2ϕS[ψ] =
1

2

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

S[ϕ+ tψ]

=
1

2

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

∫
M

(j1(ϕ+ tψ))∗L(ua, uaµ)ddx

=
1

2

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

∫
M

L
(
ua
(
j1(ϕ+ tψ)

)
, uaµ

(
j1(ϕ+ tψ)

) )
ddx

(2.20)

donde usaremos el siguiente cambio de variables

ūa(t) = ua
(
j1(ϕ+ tψ)

)
= ϕa + ψa

ūaµ(t) = uaµ
(
j1(ϕ+ tψ)

)
= ∂µϕ

a + ∂µψ
a

(2.21)

aplicando la regla de la cadena obtenemos

δ2ϕS[ψ] =
1

2

∫
M

{
∂2L

∂ua∂ub
(
ūa(t), ūbµ(t)

) ∣∣∣∣
t=0

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ūa(t) · d
dt

∣∣∣∣
t=0

ūb(t)

)
+ 2

∂2L
∂uaµ∂u

b

(
ūa(t), ūbµ(t)

) ∣∣∣∣
t=0

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ūaµ(t) ·
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ūb(t)

)
+

∂2L
∂uaµ∂u

b
ν

(
ūa(t), ūbµ(t)

) ∣∣∣∣
t=0

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ūaµ(t) ·
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ūbν(t)

)}
ddx

(2.22)

δ2ϕS[ψ] =
1

2

∫
M

{
∂2L

∂ua∂ub
(
ua(j1ϕ), uaµ(j

1ϕ)
)
ψaψb

+ 2
∂2L

∂uaµ∂u
b

(
ua(j1ϕ), uaµ(j

1ϕ)
)
∂µψ

aψb

+
∂2L

∂uaµ∂u
b
ν

(
ua(j1ϕ), uaµ(j

1ϕ)
)
∂µψ

a∂νψ
b

}
ddx

(2.23)

y dejando de mostrar expĺıcitamente la dependencia de la densidad lagrangiana

δ2ϕS[ψ] =
1

2

∫
M

{(
(j1ϕ)∗

∂2L
∂ua∂ub

ψaψb

)
+ 2

(
(j1ϕ)∗

∂2L
∂uaµ∂u

b
∂µψ

aψb

)
+

(
(j1ϕ)∗

∂2L
∂uaµ∂u

b
ν

∂µψ
a∂νψ

b

)}
ddx

(2.24)
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Ahoram, usando la notación introducida anteriormente :

δ2ϕS[ψ] =
1

2

∫
M

{(
∂2L

∂ϕa∂ϕb
ψaψb

)
+ 2

(
∂2L

∂(∂µϕa)∂ϕb
∂µψ

aψb

)
+

(
∂2L

∂(∂µϕa)∂(∂νϕb)
∂µψ

a∂νψ
b

)}
ddx

(2.25)

δ2ϕS[ψ] =
1

2

∫
M

{
∂2L
∂ϕ2

(ψ, ψ) + 2
∂2L

∂(∂µϕ)∂ϕ
(∂µψ, ψ) +

∂2L
∂(∂µϕ)∂(∂νϕ)

(∂µψ, ∂νψ)

}
ddx

=
1

2

∫
M

{(
ψ,
∂2L
∂ϕ2

ψ

)
+

(
∂µψ, 2

∂2L
∂(∂µϕ)∂ϕ

ψ

)
+

(
∂µψ,

∂2L
∂(∂µϕ)∂(∂νϕ)

∂νψ

)}
ddx

(2.26)

δ2ϕS[ψ] =
1

2

{∫
M

(
ψ,
∂2L
∂ϕ2

ψ

)
ddx+

∫
M

(
∂µψ, 2

∂2L
∂(∂µϕ)∂ϕ

ψ

)
ddx︸ ︷︷ ︸

I

+

∫
M

(
∂µψ,

∂2L
∂(∂µϕ)∂(∂νϕ)

∂νψ

)
ddx︸ ︷︷ ︸

II

} (2.27)

Teniendo en cuenta que nuestro objetivo es encontrar un integrando de la forma (ψ,Dϕψ),

tratemos algebráicamente los términos I y II de la última expresión, aśı, tras integrar por

partes I será

∫
M

(
∂µψ, 2

∂2L
∂(∂µϕ)∂ϕ

ψ

)
ddx = −

∫
M

(
ψ, ∂µ

[
2

∂2L
∂(∂µϕ)∂ϕ

ψ

])
ddx+

∫
M

∂µ

(
ψ, 2

∂2L
∂(∂µϕ)∂ϕ

ψ

)
ddx︸ ︷︷ ︸

=0

=

∫
M

(
ψ,−2∂µ

∂2L
∂(∂µϕ)∂ϕ

ψ − 2
∂2L

∂(∂µϕ)∂ϕ
∂µψ

)
ddx︸ ︷︷ ︸

III

(2.28)

Análogamente,∫
M

(
∂µψ,

∂2L
∂(∂µϕ)∂(∂νϕ)

∂νψ

)
ddx = −

∫
M

(
ψ, ∂µ

[
∂2L

∂(∂µϕ)∂(∂νϕ)
∂νψ

])
ddx

+

∫
M

∂µ

(
ψ,

∂2L
∂(∂µϕ)∂(∂νϕ)

∂νψ

)
ddx︸ ︷︷ ︸

=0

=

∫
M

(
ψ,−∂µ

∂2L
∂(∂µϕ)∂(∂νϕ)

∂νψ −
∂2L

∂(∂µϕ)∂(∂νϕ)
∂µ∂νψ

)
ddx︸ ︷︷ ︸

IV

(2.29)
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De manera que si reemplazamos I y II por III y IV, respectivamente, obtendremos

δ2ϕS[ψ] =
1

2

{∫
M

(
ψ,
∂2L
∂ϕ2

ψ

)
+

(
ψ,−2∂µ

∂2L
∂(∂µϕ)∂ϕ

ψ − 2
∂2L

∂(∂µϕ)∂ϕ
∂µψ

)
+

(
ψ,−∂µ

∂2L
∂(∂µϕ)∂(∂νϕ)

∂νψ −
∂2L

∂(∂µϕ)∂(∂νϕ)
∂µ∂νψ

)
ddx

} (2.30)

δ2ϕS[ψ] =
1

2

{∫
M

(
ψ,

[
∂2L
∂ϕ2
− 2∂µ

∂2L
∂(∂µϕ)∂ϕ

− 2
∂2L

∂(∂µϕ)∂ϕ
∂µ

− ∂µ
∂2L

∂(∂µϕ)∂(∂νϕ)
∂ν −

∂2L
∂(∂µϕ)∂(∂νϕ)

∂µ∂ν

]
ψ

)
ddx

} (2.31)

Aśı, definiendo

Dϕ :=
∂2L
∂ϕ2
−2∂µ

∂2L
∂(∂µϕ)∂ϕ

−2 ∂2L
∂(∂µϕ)∂ϕ

∂µ−∂µ
∂2L

∂(∂µϕ)∂(∂νϕ)
∂ν−

∂2L
∂(∂µϕ)∂(∂νϕ)

∂µ∂ν (2.32)

tenemos

δ2ϕS[ψ] =
1

2

∫
M

(ψ,Dϕψ) d
dx (2.33)

Nota: Observemos que si un campo ϕ ∈ M representa un mı́nimo local de la acción de

la teoŕıa, entonces la segunda variación de la acción, δ2ϕS[ψ], es positiva para todo campo

ψ ∈ F = Map(M,V ) con soporte compacto y que además se anula en la frontera del espacio-

tiempo. Esto sugiere que el integrando (ψ,Dϕψ) es positivo para cada ψ bajo las condiciones

mencionadas. Dado que la implicación en sentido contrario es directa, establecemos la rela-

ción:

ϕ ∈M es un mı́nimo local ⇐⇒ (ψ,Dϕψ) > 0 para todo ψ.

Ejemplos

1. Teoŕıa clásica de campos 0-dimensional

Consideremos un escenario donde el espacio-tiempo M consta únicamente de un punto. En

este caso, el espacio de campos F = Map({punto}, V ) se identifica directamente con el es-

pacio de configuraciones V , implicando que F = V y, consecuentemente, J1(M,V ) = V . La

densidad lagrangiana L : V −→ R, en este contexto, se convierte en una función anaĺıti-

ca dependiente únicamente de las componentes de los vectores en V . De esta manera, la

densidad lagrangiana no es una función en V , sino que coincide con la acción de la teoŕıa,

S : V −→ R, de modo que para cualquier ϕ ∈ F, tenemos que S[ϕ] = L(ϕ).
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Dado que M = {punto}, la derivada funcional δL
δϕ

se equipara a la derivada parcial ∂L
∂ϕ
. Por

ende, las Ecuaciones de Euler-Lagrange en este contexto simplificado se reducen a ∂L
∂ϕ

= 0.

El conjunto M, que contiene los campos que satisfacen estas ecuaciones, coincide con los

puntos cŕıticos de la función L : V −→ R.

El operador diferencial correspondiente a la segunda variación de la acción se identifica con

el hessiano Dϕ = ∂2L
∂ϕ2 , relativo al producto interno (·, ·) en V . En términos de componentes,

este operador se expresa como

(Dϕ)ab =
∂2L

∂ϕa∂ϕb

, donde a, b vaŕıan en {1, . . . ,m} y dim(V ) = m.

2. Teoŕıa clásica de campos 1-dimensional.

Consideramos ahora un escenario en el que el espacio-tiempo M se identifica con R, y el

espacio de configuraciones es también V = R. En este marco, los campos de la teoŕıa son

campos escalares ϕ ∈ F = Map(R,R), donde t, la coordenada en M = R, juega el papel de

una coordenada temporal. Elegimos como densidad lagrangiana L : J1(R,R) −→ R, definida
por

L =
1

2
m(∂tϕ)

2 − U(ϕ), (2.34)

donde m ∈ R≥0 representa un parámetro asociado a la masa, y U : R −→ R es una función

que se interpreta como el potencial. Al calcular δL
δϕ

obtenemos:

δL
δϕ

=
∂L
∂ϕ
− ∂t

∂L
∂(∂tϕ)

= −U ′(ϕ)−m∂2t ϕ, (2.35)

lo cual nos lleva a las ecuaciones de movimiento:

m∂2t ϕ = −U ′(ϕ), (2.36)

que se corresponden con la segunda ley de Newton en este contexto. Por último, el operador

diferencial asociado a la segunda variación de la teoŕıa resulta ser:

Dϕ =
∂2L
∂ϕ2︸︷︷︸

=−U ′′(ϕ)

−2∂t
∂2L

∂(∂tϕ)∂ϕ︸ ︷︷ ︸
=0

−2 ∂2L
∂(∂tϕ)∂ϕ︸ ︷︷ ︸

=0

∂t − ∂t
∂2L

∂(∂tϕ)2︸ ︷︷ ︸
=m

− ∂2L
∂(∂tϕ)2︸ ︷︷ ︸

=m

∂2t

= −m∂2t − U ′′(ϕ).

(2.37)

3. Teoŕıa clásica de campos d-dimensional.

En este escenario, consideramos el espacio-tiempo como el espacio eucĺıdeo d-dimensional

M = Rd, y el espacio de configuraciones es V = R, con lo cual los campos de la teoŕıa son
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campos escalares ϕ ∈ F = Map(Rd,R). Introducimos una métrica en M , ds2 = gµν(x)dx
µ ⊗

dxν , cuya inversa es gµν = (g−1)µν . La densidad lagrangiana, en términos de esta métrica, es

definida como

L =
1

2
gµν∂µϕ∂νϕ−

1

2
m2ϕ2, (2.38)

donde m ∈ R≥0. Las ecuaciones de movimiento se derivan como

∂L
∂ϕ
− ∂µ

∂L
∂(∂µϕ)

= 0

m2ϕ2 +
1

2
∂µ(g

µν∂νϕ) = 0.

(2.39)

Consideremos los siguientes casos particulares de una teoŕıa no masiva (m = 0):

Con la métrica euclidiana en M = Rd,

gµν = δµν ,

la densidad lagrangiana se convierte en

L =
1

2
∂µϕ∂

µϕ. (2.40)

y las ecuaciones de Euler-Lagrange se reducen a la ecuación de Laplace

δL
δϕ

=
∂L
∂ϕ
− ∂µ

∂L
∂(∂µϕ)

=
1

2
∂µ(∂

µϕ) ⇒ ∆ϕ = 0

(2.41)

donde ∆ es el operador laplaciano. El operador diferencial para la segunda variación

es

Dϕ =
∂2L
∂ϕ2︸︷︷︸
=0

−2∂µ
∂2L

∂(∂µϕ)∂ϕ︸ ︷︷ ︸
=0

−2 ∂2L
∂(∂µϕ)∂ϕ︸ ︷︷ ︸

=0

∂µ

− ∂µ
∂2L

∂(∂µϕ)∂(∂νϕ)︸ ︷︷ ︸
=0

∂ν −
∂2L

∂(∂µϕ)∂(∂νϕ)︸ ︷︷ ︸
=δµν

∂µ∂ν

(2.42)

Dϕ = −δµν∂µ∂ν = −∆. (2.43)

Consideramos la métrica de Minkowski ηµν en el espacio-tiempo d-dimensional, definida

como

ηµν =


1, si µ = ν = 0,

−1, si µ = ν ̸= 0,

0, si µ ̸= ν,
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en este contexto, la densidad lagrangiana toma la forma simplificada:

L =
1

2
ηµν∂µϕ∂νϕ, (2.44)

las ecuaciones de Euler-Lagrange, resultantes de esta densidad lagrangiana, se pueden

expresar como

∂µ∂
µϕ = 0, (2.45)

donde ∂µ∂
µ denota el operador d’Alembertiano, □ = ∂µ∂

µ. El operador diferencial Dϕ,

asociado a la segunda variación de la acción en este marco no masivo, es simplemente:

Dϕ = −□, (2.46)

4. Teoŕıa clásica de campos 2-dimensional.

Consideramos el espacio-tiempo de la teoŕıa comoM = R2 con coordenadas (t, x). El espacio

de configuración es V = C, tratado como un espacio vectorial real de dimensión 2. Los

campos de la teoŕıa son ϕ ∈ F = Map(R2,C), referidos como campos escalares complejos. La

densidad lagrangiana L : J1(R2,C) −→ C se define por:

L =
i

2
(ϕ̄∂tϕ− ϕ∂tϕ̄)−

1

2m
∂xϕ̄∂xϕ− U(x)ϕ̄ϕ,

donde m ∈ R≥0 y U : R −→ R. Las ecuaciones de Euler-Lagrange para este sistema se

simplifican a la conocida ecuación de Schrödinger para campos escalares complejos en este

contexto:

−i∂tϕ̄ = U(x)ϕ̄− 1

2m
∂2xϕ̄, (2.47)

i∂tϕ = U(x)ϕ− 1

2m
∂2xϕ. (2.48)

Para calcular el operador Dϕ asociado a la segunda variación de la teoŕıa, observemos que las

segundas derivadas parciales de la densidad lagrangiana que no se anulan son las siguientes:

∂2L
∂ϕ̄∂ϕ

= −U(x)

∂2L
∂(∂xϕ̄)∂ϕ

= − i
2

∂2L
∂ϕ̄∂(∂xϕ)

=
i

2

∂2L
∂(∂xϕ̄)∂(∂xϕ)

= − 1

2m

∂2L
∂ϕ∂ϕ̄

= −U(x)

∂2L
∂(∂xϕ)∂ϕ̄

= − i
2

∂2L
∂ϕ∂(∂xϕ̄)

=
i

2

∂2L
∂(∂xϕ)∂(∂xϕ̄)

= − 1

2m
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como no podemos directamente aplicar la expresión 2.32, podemos calcular Dϕ hallando

la segunda variación δ2ϕS[ψ] con ψ, ϕ ∈ Map(R2,C) campos con soporte compato y que se

anulan en la frontera,

δϕS [ψ] =
1

2

d2

dr2

∣∣∣∣
r=0

S [ϕ+ rψ]

=
1

2

d2

dr2

∣∣∣∣
r=0

∫
R2

(j1(ϕ+ rψ))∗L(u, ū, ut, ūt, ux, ūx)d2x

=
1

2

∫
R2

d2

dr2

∣∣∣∣
r=0

L(ϕ+ rψ, ϕ̄+ rψ̄, ∂tϕ+ r∂tψ, ∂tϕ̄

+ r∂tψ̄, ∂xϕ+ r∂xψ, ∂xϕ̄+ r∂xψ̄)d
2x

(2.49)

tras aplicar la regla de la cadena y quedándonos solo con los términos que no se anulan

tendremos

δϕS [ψ] =
1

2

∫
R2

{
∂2L
∂ϕ̄∂ϕ

ψ̄ψ +
∂2L

∂(∂tϕ̄)∂ϕ
∂tψ̄ψ +

∂2L
∂ϕ̄∂(∂tϕ)

ψ̄∂tψ

+
∂2L

∂(∂xϕ̄)∂(∂xϕ)
∂xψ̄∂xψ +

∂2L
∂ϕ∂ϕ̄

ψ̄ψ +
∂2L

∂(∂tϕ)∂ϕ̄
∂tψ̄ψ

+
∂2L

∂ϕ∂(∂tϕ̄)
ψ̄∂tψ +

∂2L
∂(∂xϕ)∂(∂xϕ̄)

∂xψ̄∂xψ

}
d2x

(2.50)

donde utilizando las segundas derivadas parciales que hab́ıamos calculado anteriormente

resulta

δϕS [ψ] =
1

2

∫
R2

{
− U(x)ψ̄ψ − i

2
∂tψ̄ψ +

i

2
ψ̄∂tψ −

1

2m
∂xψ̄∂xψ

− U(x)ψψ̄ +
i

2
∂tψψ̄ −

i

2
ψ∂tψ̄ −

1

2m
∂xψ̄∂xψ

}
d2x

=
1

2

∫
R2

{
ψ̄(−U(x))ψ + ψ̄(

i

2
∂t)ψ + ψ̄(

i

2
∂t)ψ+

ψ̄(
1

2
∂2x)ψ + ψ̄(−U(x))ψ + ψ̄(

i

2
∂t)ψ + ψ̄(

i

2
∂t)ψ + ψ̄(

1

2
∂2x)ψ

}
d2x

=
1

2

∫
R2

{
ψ̄

(
2i∂t +

1

m
∂2x − 2U(x)

)
ψ

}
d2x

(2.51)

lo que implica que el operador diferencial Dϕ asociado a la teoŕıa se puede expresar como

sigue

Dϕ = i∂t −
1

2m
∂2x − U(x). (2.52)
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Nota: En situaciones donde la densidad lagrangiana es, a lo sumo, un polinomio cuadráti-

co en ϕ y ∂µϕ, la teoŕıa clásica de campos se considera libre. Esto conduce a que las ecuacio-

nes de movimiento resultantes sean ecuaciones diferenciales parciales lineales, como quedó

en evidencia en los ejemplos anteriores.



3 Geometŕıa diferencial del espacio de

campos

La geometŕıa diferencial es una herramienta esencial en el estudio de la f́ısica matemática,

especialmente para comprender las estructuras sofisticadas de las teoŕıas clásicas de cam-

pos. Este caṕıtulo se centra en el espacio de campos F = Map(M,V ), donde M representa

el espacio-tiempo y V el espacio de configuraciones. Nos adentraremos en las propiedades

geométricas de F, comenzando con la identificación de los espacios tangentes en un campo

ϕ, explorando formas diferenciales y aplicando técnicas del cálculo de variaciones para in-

vestigar la dinámica de los campos.

Para las discusiones siguientes, la construcción de un marco diferencial e integral para el

espacio de campos, F, será crucial para las discusiones posteriores. Por ejemplo, si conside-

ramos el espacio de campos como el conjunto de funciones suaves C∞(M,V ) podemos ver

que se puede dotar, en general, de dos topoloǵıas: la topoloǵıa de convergencia compacta y la

topoloǵıa de Whitney, mientras que si a C∞(M,V ) lo dotamos con una norma definida por

∥ϕ∥ = supx∈M
∑

I |∂Iϕ(x)|2 obtenemos para el espacio de campos una estructura de variedad

de Fréchet [10].

3.1. Espacio Tangente de F

Comenzamos fijando un campo ϕ ∈ F = Map(M,V ), y nos planteamos identificar el espacio

tangente a F en ϕ, denotado como TϕF. Para abordar esta cuestión de una forma intuitiva,

podemos inspirarnos en la analoǵıa con la definición de vectores tangentes en variedades de

dimensión finita, entendidos como vectores velocidad de una curva que atraviesa un punto

dado en un instante espećıfico.

En el contexto del espacio de campos F, consideramos una curva suave que pasa por el campo

ϕ en t = 0, representada por una familia uniparamétrica de campos {ϕt}t∈(−ϵ,ϵ), con ϕ0 = ϕ y

donde la aplicación t 7→ ϕt es suave, una descripción detallada de esta estructura diferencial

se puede encontrar en [4]. Cada ϕt : M → V puede visualizarse dentro del espacio vectorial

V . Fijando un punto x ∈ M , examinamos la curva en V dada por ϕt(x) para t ∈ (−ϵ, ϵ), la
cual es suave y pasa por ϕ(x) en t = 0. Dado que V es un espacio vectorial real de dimensión
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Figura 3.1: Visualización de un elemento d
dt
|t=0ϕt(x) ∈ TϕF

finita (aunque el argumento se extiende a variedades generales), el vector tangente en t = 0

para ϕt(x) pertenece a Tϕ(x)V . Esto implica que a cada x ∈M se le asigna el vector tangente
d
dt
|t=0ϕt(x).

Permitiendo que x vaŕıe a través de M , y empleando la terminoloǵıa de fibrados, esto se

traduce en que d
dt
|t=0ϕt(x) es un elemento del espacio de secciones Γ(M,ϕ∗TV ). Y aśı po-

demos concluir que el espacio tangente a F en ϕ se identifica con el espacio de secciones

Γ(M,ϕ∗TV ), es decir,

TϕF = Γ(M,ϕ∗TV ) (3.1)

Nota: Dado que hemos identificado el espacio tangente a F en ϕ, TϕF, con el espacio

de secciones Γ(M,ϕ∗TV ), emerge naturalmente una acción de las funciones suaves C∞(M),

sobre TϕF. Esta acción se puede conceptualizar de la siguiente manera:

C∞(M)× TϕF −→ TϕF

(f, ψ) 7−→ fψ
(3.2)

donde fψ implica la multiplicación punto a punto de la función f con cada vector en la

sección ψ, resultando en otra sección dentro de Γ(M,ϕ∗TV ).

3.2. Formas Diferenciales sobre F

Aunque nuestro enfoque no se extenderá a explorar todas las formas diferenciales posibles

sobre el espacio de campos F, es instructivo considerar un marco general para comprender

estas entidades. Para ello, retomamos el diagrama fundamental en el contexto de una teoŕıa

clásica de campos:
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M × F V

M F

p π

Este diagrama es importante para nuestra discusión sobre las formas diferenciales en F por

el rol que juegan la evaluación ev : M × F → V y la proyección a la segunda componente

π : M × F → F, puesto que el objetivo será comprender las formas diferenciales sobre F

examinando las formas diferenciales sobre M × F.

Derivaciones

Designamos M como la dirección “horizontal” y F como la dirección “vertical” en nuestro

análisis. Esta distinción nos permite aplicar operadores de De Rham espećıficos: d actúa

en la dirección horizontal sobre Ω•(M), mientras que δ opera en la dirección vertical sobre

Ω•(F). Introducimos un operador total de De Rham, D, definido como D = d+ δ, que actúa

sobre el espacio de formas combinadas Ω•,•(M × F).

Imponiendo la condición de anticonmutación entre d y δ (dδ + δd = 0), establecemos un

complejo doble que facilita la comprensión de la geometŕıa subyacente a F. Este complejo se

representa como sigue:

Ωr,s(M × F) Ωr+1,s(M × F)

Ωr,s+1(M × F)

d

δ

Fijémonos en la aplicación evaluación:

ev :M × F −→ V,

(x, ϕ) 7−→ ϕ(x),

que asocia cada par (x, ϕ) en M × F a un elemento en V evaluando el campo en ese punto

espećıfico. En el caso simplificado dondeM = R, la aplicación evaluación se manifiesta natu-

ralmente como una función sobreM×F, que, de manera más general, puede ser considerada

como un elemento dentro de Ω0,0(M ×F), permitiéndonos aplicar los operadores d y δ a esta

forma.

Derivación horizontal dev

Primero aplicamos el operador de derivada exterior d en la dirección horizontal del espacio

productoM×F. Considerando que ev ∈ Ω0,0(M×F), la aplicación de d a ev nos proporciona
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una forma diferencial en Ω1,0(M × F). Para entender este proceso con detalle, consideremos

un vector γ̇(0) = v ∈ TxM , que representa la velocidad inicial de una curva γ(t) en M en el

punto x:

(d ev)(x,ϕ)(v, ·) :=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ev(γ(t), ϕ)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ϕ(γ(t)) = dϕ(x)(v),

(3.3)

donde · indica que los componentes verticales asociados a variaciones en ϕ se mantienen

constantes. La expresión resultante es:

(d ev)(x,ϕ) = dϕ(x) = ∂µϕ(x)dx
µ, (3.4)

lo que muestra cómo cambia el valor de ϕ al desplazarse infinitesimalmente a lo largo de M ,

descrito a través de las coordenadas locales dxµ. Este cálculo subraya la simplicidad derivada

del hecho de que M es una variedad de dimensión finita, una propiedad que no se replica

siempre en el espacio de campos F, el cual puede poseer estructuras de dimensión infinita.

A continuación, examinemos qué sucede al aplicar el operador δ a la aplicación evaluación.

Derivación vertical δ ev

Al explorar la derivación vertical, δev, reconocemos que δ opera dentro del espacio de formas

Ω0,1(M × F). Sin embargo, dado que determinar directamente δev(x,ϕ) = δϕ(x) es complejo

debido a la naturaleza potencialmente infinito-dimensional de F, utilizaremos una meto-

doloǵıa alternativa basada en la noción de espacios difeológicos que nos permite manejar

estructuras complejas en espacios de gran dimensión; para una discusión exhaustiva del tra-

tamiento de los espacios difeológicos se puede consultar [11].

Para facilitar la manipulación de δev(x,ϕ), definimos un objeto auxiliar utilizando un conjunto

de aplicaciones espećıficas. Consideremos ϕ ∈ F y un entorno abierto U ⊆ RN alrededor del

origen en el espacio euclidiano. Este entorno parametriza las aplicaciones:

U ⊆ RN F

y = (y1, . . . , yN) ϕ(·, y)

y

En este esquema, y actúa como un plot de ϕ, representando familias de campos en F pa-

rametrizadas por U . Es crucial entender que diferentes plots pueden parametrizar el mismo

campo desde distintos entornos abiertos en varios espacios euclidianos, permitiendo que la

dimensión N vaŕıe según el caso. Con esta configuración, se establece la aplicación:
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(IdM × y) :M × U M × F

(x, y) (x, ϕ(·, y))

La función IdM × y convierte a δev en una forma en Ω0,1(M × U , V ), especificando que:

(IdM × y)∗δevx,y = y∗δϕ(x, y) =
∂ϕ

∂yi
(x, y)dyi (3.5)

Esta expresión resalta cómo δevx,y depende de la selección del plot y, y sugiere la necesidad

de condiciones de compatibilidad entre diferentes plots:

Si existen dos dominios, U ′ ⊆ RN ′
y U ⊆ RN , que parametrizan dos plots distintos de ϕ, y

hay una transformación suave h : U ′ → U que conecta ambos plots, la composición y ◦h crea

un nuevo plot que satisface:

(y ◦ h)∗δϕ = (IdM × (y ◦ h))∗δev
= (IdM × h)∗(IdM × y)∗δev
= h∗y∗δϕ,

(3.6)

La metodoloǵıa para tratar con los espacios difeológicos y las formas diferenciales implica

el uso de una colección de plots P (X). Esta estructura, compuesta por el par (X, P (X)),

facilita la aplicación de funciones suaves desde espacios euclidianos hacia X. Las formas

diferenciales se definen mediante los pullbacks asociados a estos plots, asegurando coherencia

y compatibilidad a través de transformaciones suaves entre dominios de plots [5].

Nota: Espećıficamente, si el espacio-tiempo M es un dominio abierto U ⊆ Rd, y con-

sideramos F definido en J1(Rd, V ), entonces cualquier función F sobre F se expresa como

F (ϕ, ∂µϕ) = (j1ϕ)∗F .

Dado que F es una función en J1(Rd, V ), podemos derivar a partir de F una forma F̂ en

Ω0,0(M × F), es decir, una función en M × F, definida de la siguiente manera:

F̂ (x, ϕ) = (F ◦ j1ϕ)(x) = F (ϕ(x), ∂µϕ(x)) (3.7)

Localidad de las Formas Diferenciales

Antes de abordar el cálculo de variaciones en el espacio de campos F, es esencial definir qué

significa que una forma diferencial sea local. Este concepto se refiere a formas que dependen

únicamente del campo ϕ, un número finito de sus derivadas, y de ciertos vectores tangentes

y sus derivadas, todos evaluados en un punto espećıfico.
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Definición 4. Una forma α ∈ Ω•,s(M × F) se denomina local si para cualquier punto

(x, ϕ) ∈ (M × F) y para vectores tangentes ψ1, · · · , ψs ∈ TϕF, el valor de α(x,ϕ)(ψ1, · · · , ψs)

depende exclusivamente de los valores de ϕ y sus derivadas en x, aśı como de los valores y

derivadas de ψ1, · · · , ψs en el mismo punto.

Esta definición nos permite comprender mejor la estructura de las formas locales en la

práctica. Por ejemplo, si consideramos una forma local α ∈ Ω•,s(M×F) evaluada en cualquier

conjunto (x, ϕ) y vectores ψ1, · · · , ψs, entonces el soporte de α es el siguiente:

suppα(·,ϕ)(ψ1, · · · , ψs) ⊆ suppϕ ∩
s⋂

i=1

suppψi, (3.8)

donde el soporte de α(·,ϕ)(ψ1, · · · , ψs) indica la región en M donde α es no nula cuando se

evalúa en el campo ϕ y los vectores ψi. Esta relación nos muestra que la localidad de α

se manifiesta en la intersección de los soportes de ϕ y los ψi, reflejando que α solo tiene

valores significativos en las regiones donde tanto el campo ϕ como los vectores tangentes

están definidos.

3.3. Cálculo de Variaciones en F

La finalidad de esta sección es explorar el cálculo de variaciones dentro del espacio de campos

F, pero abordando esta tarea de manera indirecta, estudiándolo a través del productoM×F.

Comenzamos con la densidad Lagrangiana L(ϕ, ∂µϕ), un elemento central en las teoŕıas clási-

cas de campos, que como sabemos es una forma en Ω0,0(M × F). Al multiplicar esta forma

por el elemento de volumen de M , obtenemos una forma en Ωd,0(M × F), que denotaremos

como L = L(ϕ, ∂µϕ)ddx, y a la cual nombraremos a partir de ahora como la forma Lagran-

giana de la teoŕıa.

Integrando a L a lo largo de la fibra, se recupera el funcional de acción, S[ϕ], como una

0-forma en Ω0(F):

S[ϕ] = π∗L =

∫
M

L(ϕ, ∂µϕ)ddx (3.9)

La cuestión en este punto es reinterpretar el cálculo de variaciones identificando los pun-

tos cŕıticos de esta 0-forma sobre F. Para ilustrar este concepto, consideremos la siguiente

proposición:

Proposición 3.1. Sea ϕ un campo en F tal que δϕ
∣∣
∂M

= 0. Entonces,

δS[ϕ] =

∫
M

〈
δL
δϕ
, δϕ

〉
∧ ddx, (3.10)
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donde recordamos que
〈

δL
δϕ
, δϕ
〉
≡ δL

δϕa δϕ
a.

Demostración. Notemos que δS[ϕ] = δπ∗L, y recordando que el operador de De Rham y la

integración sobre la fibra conmutan, tenemos que,

δS[ϕ] = δπ∗L = π∗δL. (3.11)

Calculemos entonces δL:

δL = δ(L(ϕ, ∂µϕ)ddx)
= δL(ϕ, ∂µϕ)ddx+ L(ϕ, ∂µϕ)δ(ddx)
= δL(ϕ, ∂µϕ)ddx

=

[〈
∂L
∂ϕ

, δϕ

〉
+

〈
∂L

∂(∂µϕ)
, ∂µ(δϕ)

〉]
∧ ddx

(3.12)

En este punto podemos pensar en reescribir a δL = (δL − dγ) + dγ para un γ escogido

apropiadamente, como veremos a continuación. Sea :

γ = −
〈

∂L
∂(∂µϕ)

, δϕ

〉
∧ i∂µddx, (3.13)

donde i∂µd
dx es el resultado de aplicar la contracción al µ-ésimo elemento de la base, resul-

tando en

i∂µd
dx = (−1)µ−1dx1 ∧ · · · ∧ d̂xµ ∧ · · · ∧ dxd, (3.14)

donde d̂xµ representa la ausencia del elemento dxµ. Aśı, es evidente que γ es una forma

definida en Ωd−1,1(M × F).

Calculamos dγ, para ello hay que tener en cuenta la acción de la derivada exterior y la regla

de Leibniz, aśı:

dγ = −d
(〈

∂L
∂(∂µϕ)

, δϕ

〉
∧ i∂µddx

)
= −

(
d

〈
∂L

∂(∂µϕ)
, δϕ

〉
∧ i∂µddx+

〈
∂L

∂(∂µϕ)
, δϕ

〉
∧ d(i∂µddx)︸ ︷︷ ︸

=0

)

= −d
〈

∂L
∂(∂µϕ)

, δϕ

〉
∧ i∂µddx

=

[
−
〈
d

∂L
∂(∂µϕ)

, δϕ

〉
−
〈

∂L
∂(∂µϕ)

, dδϕ

〉]
∧ i∂µddx

=

[
−
〈
d

∂L
∂(∂µϕ)

, δϕ

〉
+

〈
∂L

∂(∂µϕ)
, δ(dϕ)

〉]
∧ i∂µddx

(3.15)
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notemos aqúı que podemos reexpresar las diferenciales de esta expresión como:

d
∂L

∂(∂µϕ)
= ∂ν

∂L
∂(∂µϕ)

dxν

dϕ = ∂νϕdx
ν

de tal manera que

δdϕ = δ(∂νϕ)dx
ν + (∂νϕ)δ(dx

ν)

= δ(∂νϕ)dx
ν

(3.16)

donde hemos utilizado que −dδxν = 0. Luego, el cálculo de dγ sigue como

dγ =

[
−
〈
∂ν

∂L
∂(∂µϕ)

dxν , δϕ

〉
+

〈
∂L

∂(∂µϕ)
, δ(∂νϕ)dx

ν

〉]
∧ i∂µddx

=

[〈
∂ν

∂L
∂(∂µϕ)

, δϕ

〉
+

〈
∂L

∂(∂µϕ)
, ∂ν(δϕ)

〉]
∧ dxν ∧ i∂µddx.

(3.17)

Ahora teniendo en cuenta que dxν ∧ i∂µddx = dxν ∧ ((−1)µdx1 ∧ · · · ∧ d̂xµ ∧ · · · ∧ dxd) se

puede escribir como:

dxν ∧ i∂µddx =

{
0, si µ ̸= ν,

ddx, si µ = ν,
(3.18)

por cuanto podemos concluir que:

dxν ∧ i∂µddx = δνµd
dx (3.19)

y con ello, el único término que sobrevive es aquél donde µ = ν, por lo cual:

dγ =

[〈
∂µ

∂L
∂(∂µϕ)

, δϕ

〉
+

〈
∂L

∂(∂µϕ)
, ∂µ(δϕ)

〉]
∧ ddx. (3.20)

Calculado dγ podemos ver cómo se expresa el término δL− dγ:

δL− dγ =

[〈
∂L
∂ϕ

, δϕ

〉
+

����������
〈

∂L
∂(∂µϕ)

, ∂µ(δϕ)

〉
−
〈
∂µ

∂L
∂(∂µϕ)

, δϕ

〉
−

����������
〈

∂L
∂(∂µϕ)

, ∂µ(δϕ)

〉]
∧ ddx

=

[〈
∂L
∂ϕ

, δϕ

〉
−
〈
∂µ

∂L
∂(∂µϕ)

, δϕ

〉]
∧ ddx

=

[〈
∂L
∂ϕ
− ∂µ

∂L
∂(∂µϕ)

, δϕ

〉]
∧ ddx

=

〈
δL
δϕ
, δϕ

〉
∧ ddx

(3.21)
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Aśı, puede escribirse la variación de la acción en términos de las δ L y δγ como sigue :

δS[ϕ] = π∗δL

= π∗(δL− dγ) + π∗dγ

=

∫
M

〈
δL
δϕ
, δϕ

〉
∧ ddx+

∫
M

dγ

=

∫
M

〈
δL
δϕ
, δϕ

〉
∧ ddx+

∫
∂M

γ

(3.22)

como δϕ
∣∣
∂M

= 0, entonces
∫
∂M

γ = 0 y por lo tanto

δS[ϕ] =

∫
M

〈
δL
δϕ
, δϕ

〉
∧ ddx

La discusión precedente conduce a una conclusión esencial: existe una correspondencia di-

recta entre los puntos cŕıticos del funcional de acción, donde δS[ϕ] = 0, y aquellos campos

que satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange, expresada como

δS[ϕ] = 0 ⇐⇒ δL
δϕ

= 0.

Recapitulando, dada una densidad Lagrangiana espećıfica, durante el proceso de calcular

δS, se identifica la necesidad de incorporar una forma diferencial adicional, nombrada γ

y conocida como forma variacional o forma de Poincaré, que no se hab́ıa anticipado en

el planteamiento inicial de la teoŕıa. En los casos estudiados, γ emerge como una entidad

única, plenamente determinada por la densidad Lagrangiana de la teoŕıa. Sin embargo, esta

unicidad no es aplicable de manera universal; por ejemplo, en teoŕıas de campos gauge, γ

depende de elementos teóricos adicionales.

3.4. Forma simpléctica de F

Una estructura simpléctica es una 2-forma diferencial cerrada y no degenerada en una varie-

dad diferenciable, lo que permite definir un volumen que es invariante bajo transformaciones.

En particular, este caṕıtulo se dedicará a construir y examinar una 2-forma espećıfica en el

espacioM de soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Consideremos una teoŕıa clásica de campos definida en un espacio-tiempoM , con un espacio

de configuraciones V y un espacio de campos F. Partiendo de una densidad lagrangiana,

podemos construir la forma lagrangiana L = L(ϕ, ∂µϕ)ddx, y al definir también una forma
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γ ∈ Ωd−1,1(M ×F), observamos que la variación de L, tal como se dijo anteriormente, es una

forma en Ωd,1(M × F), dada por:

δL =

〈
δL
δϕ
, δϕ

〉
∧ ddx+ dγ. (3.23)

Aplicando el operador de De Rham en dirección vertical a ambos lados de esta ecuación,

obtenemos:

0 = δ2L = δ

(〈
δL
δϕ
, δϕ

〉
∧ ddx

)
+ δdγ. (3.24)

Dado que δ(ddx) = 0 y que δ y d anticonmutan, tenemos que:

dδγ = δ

〈
δL
δϕ
, δϕ

〉
∧ ddx ∈ Ωd,2(M × F) (3.25)

Aunque el espacio de campos F, siendo un espacio vectorial, puede adoptar diversas es-

tructuras de Banach que lo convierten en una variedad infinito-dimensional, no posee inhe-

rentemente una estructura diferencial definida. No obstante, asumiremos su existencia para

los propósitos de nuestra discusión. Bajo esta premisa, y recordando que en el espacio de

solucionesM se satisface que δL
δϕ

= 0, concluimos que:

dδγ = 0 ∈ Ωd,2(M ×M) (3.26)

Figura 3.2: Visualización de la variedad truncada M

Para darle una interpretación a esta última ecuación, haremos dos suposiciones:
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1. Supondremos que la variedad espacio-temporal M es un cilindro, es decir, M =

[a, b] × Σ, donde t ∈ [a, b] actúa como una coordenada temporal y Σ es una varie-

dad de dimensión d− 1 sin borde (∂Σ = ∅).

Esta estructura permite definir Σt = {t} × Σ como una rebanada de simultaneidad, y

considerar un espacio-tiempo truncado Mt = [a, t], de tal modo que ∂Mt = Σt∪ (−Σa).

Notese que integrando la expresión 3.26 sobre Mt y aplicando el teorema de Stokes,

encontramos que la integración de δγ sobre cualquier rebanada de simultaneidad es

constante a lo largo del tiempo, veamos,

0 =

∫
Mt

dδγ

=

∫
∂Mt

δγ

=

∫
∂Σt

δγ −
∫
∂Σa

δγ

y por lo tanto, ∫
Σt

δγ =

∫
Σa

δγ (3.27)

2. Definamos una familia uniparamétrica de aplicaciones

σt :M−→ FΣt
:= Map(Σt, V ⊕ V )

ϕ 7−→ σt(ϕ) := (ϕ(t, ·), ∂tϕ(t, ·))
(3.28)

supondremos para cada instante t ∈ [a, b] que la aplicación σt(ϕ) es una biyección.

Esta relación entre los campos en M y el espacio de campos restringido a una rebanada

de simultaneidad, FΣt , es fundamental ya que garantiza una solución única al problema de

Cauchy, definido por las ecuaciones de Euler-Lagrange y las condiciones iniciales menciona-

das, lo cual puede ser interpretado como una forma del principio de determinismo fuerte. No

obstante, es esencial demostrar la unicidad de la solución para cada caso espećıfico dentro

de una teoŕıa clásica de campos.

Este enfoque nos permite examinar la naturaleza de las 2-formas que deseamos establecer

enM, teniendo en cuenta que δγ ∈ Ωd−1,2(M ×M) y dim(Σt) = d− 1, lo que lleva a:

ωFΣt
:= (σ−1

t )∗
∫
Σt

δγ ∈ Ω2(F), (3.29)
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lo cual nos permite establecer que:

(σ−1
t )∗ωFΣt

=

∫
Σt

δγ =

∫
Σa

δγ = (σ−1
a )∗ωFΣa

, (3.30)

indicando aśı que para todo t ∈ [a, b], la aplicación es consistente a través de distintos t,

reafirmando la coherencia y la fortaleza de nuestras suposiciones iniciales.

De lo anterior podemos extraer una conclusión que se puede enunciar de tres formas distintas,

las cuales son conceptualmente equivalentes:

I. Como la existencia de una 2-forma canónica ω en Ω2(M) tal que

ω := (σ−1
t )∗ωFΣt

=

∫
Σt

δγ, para todo t ∈ [a, b], (3.31)

es decir, esta 2-forma es independiente de t.

II. Como la existencia de una ley de conservación, es decir,

d

dt
ω :=

d

dt

∫
Σt

δγ =
d

dt
(σ−1

t )∗ωFΣt
= 0. (3.32)

III. O definiendo un operador entre las superficies de Cauchy en dos instantes, es decir, si

definimos

Ut1,t2 := σt2 ◦ σ−1
t1

: FΣt1
→ FΣt2

, (3.33)

entonces (Ut1,t2)∗ωFΣt2
= ωFΣt1

.

Ejemplos

1. Teoŕıa clásica de campos 1−dimensional

Consideremos una teoŕıa clásica de campos en la cual el espacio-tiempo está dado por M =

[a, b] y el espacio de configuraciones V = R. Analizamos dos casos: el movimiento libre de

una part́ıcula y el caso más general cuando está sujeta a un potencial.

i. Part́ıcula Libre: La densidad lagrangiana de la teoŕıa se expresa como

L(ϕ, ∂tϕ) =
1

2
m(∂tϕ)

2, (3.34)

resultando en una forma lagrangiana

L =
1

2
m(∂tϕ)

2dt, (3.35)
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y una forma variacional

γ = − ∂L
∂(∂tϕ)

δϕ ∧ i∂tdt

γ = −1

2
m(2∂tϕ)δϕ ∧ ⟨dt, ∂t⟩

(⇒) γ = −m∂tϕδϕ

Por lo tanto, tenemos

δγ = −δ(∂tϕ) ∧ δϕ
= mδϕ ∧ δ(∂tϕ).

(3.36)

El espacio de soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange se describe por

M =
{
ϕ ∈ F | ∂2t ϕ = 0

}
,

implicando que

M =
{
ϕ ∈ F | ϕ(t) = q +

p

m
t, con p, q ∈ R

}
, (3.37)

y aśı,

M∼= R2
q,p. (3.38)

Finalmente, la forma simpléctica enM∼= R2
q,p resulta ser

ω = δ(q) ∧ δ(p),

que corresponde a la forma simpléctica estándar de R2.

ii. Part́ıcula bajo la influencia de un potencial. En este contexto más general, la

densidad lagrangiana se expresa como

L(ϕ, ∂tϕ) =
1

2
m(∂tϕ)

2 − U(ϕ), (3.39)

donde m es la masa de la part́ıcula, y U : R −→ R representa el potencial que influye

sobre la part́ıcula. Aśı, la forma lagrangiana es

L =

[
1

2
m(∂tϕ)

2 − U(ϕ)
]
dt. (3.40)

De manera análoga al caso de la part́ıcula libre, definimos la forma variacional como

γ = − ∂L
∂(∂tϕ)

δϕ ∧ i∂tdt,

⇒ γ = −m(∂tϕ)δϕ, (3.41)
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lo que nos lleva a que

δγ = mδϕ ∧ δ(∂tϕ). (3.42)

Para determinar la forma simpléctica en este caso, es necesario identificar el espacio

M de soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange, definido como

M =

{
ϕ ∈ F | ∂L

∂ϕ
− ∂t

∂L
∂(∂tϕ)

= 0

}
,

donde ∂t
∂L

∂(∂tϕ)
= ∂t(m∂tϕ), y

∂L
∂ϕ

= U ′(ϕ). Aśı, tenemos que

M =
{
ϕ ∈ F | m∂2t ϕ = −U ′(ϕ)

}
.

Este escenario ilustra cómo la capacidad para resolver las ecuaciones de Euler-Lagrange

depende de la forma espećıfica del potencial U(ϕ). Sin embargo, el Teorema de Exis-

tencia y Unicidad asegura que, para condiciones iniciales dadas, existe una solución

única a la ecuación, implicando queM∼= R2
(q,p).

Similar al caso de la part́ıcula libre, pero considerando la influencia del potencial,

concluimos que la forma simpléctica será

ω|M = δγ = mδϕ ∧ δ(∂tϕ) ∈ Ω2(M) ∼= Ω2(R2
(q,p)), (3.43)

aunque sin expresiones expĺıcitas para ϕ y ∂tϕ porque estas están asociadas a un

potencial arbitrario. Lo único que podemos afirmar, a priori, sobre ω|M ∈ Ω2(M) es

que es independiente del tiempo t.

2. teoŕıa clásica de campos 2−dimensional

Dada una teoŕıa clásica de campos escalares bidimensional, donde el espacio de configura-

ciones es V = R y definimos el espacio-tiempo como M = [a, b] × Σ, con a, b ∈ R. En este

contexto, Σ representa una variedad unidimensional que puede ser, por ejemplo, S1 o R, con
(t, x) sirviendo como coordenadas enM . La densidad lagrangiana para esta teoŕıa se expresa

como:

L(ϕ, ∂tϕ, ∂xϕ) =
1

2

[
(∂tϕ)

2 − (∂xϕ)
2
]
, (3.44)

lo que nos lleva a la forma lagrangiana correspondiente:

L =
1

2

[
(∂tϕ)

2 − (∂xϕ)
2
]
dt ∧ dx. (3.45)

A partir de esta, podemos calcular la forma variacional de la teoŕıa. Dicha forma se obtiene

como:

γ =

〈
∂L

∂(∂µϕ)
, δϕ

〉
∧ i∂µ(dt ∧ dx)

γ = − ∂L
∂(∂tϕ)

δϕ ∧ i∂t(dt ∧ dx)−
∂L

∂(∂xϕ)
δϕ ∧ i∂x(dt ∧ dx)

γ = ∂tϕδϕ ∧ dx− ∂xϕδϕ ∧ dt

(3.46)
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derivando de las relaciones ∂L
∂(∂tϕ)

= ∂tϕ y ∂L
∂(∂xϕ)

= −∂xϕ, aśı como de las identidades

i∂x(dt ∧ dx) = −dt y i∂t(dt ∧ dx) = dx.

Procediendo con la variación de γ, obtenemos:

δγ = −δ(∂tϕ) ∧ δϕ ∧ dx− δ(∂xϕ) ∧ δϕ ∧ dt,
= δϕ ∧ δ(∂tϕ) ∧ dx+ δϕ ∧ δ(∂xϕ) ∧ dt. (3.47)

Finalmente, la forma simpléctica ω para esta teoŕıa se define mediante la integración de δγ

sobre una rebanada de simultaneidad Σ en el espacio-tiempo, resultando en:

ω =

∫
Σ

δϕ ∧ δ(∂tϕ) ∧ dx, (3.48)

puesto que en cualquier sección de simultaneidad Σ, el término dt se anula al ser t constante.

Analicemos ahora las dos posibilidades que tenemos para una variedad unidimensional Σ:

Si Σ = S1, entonces, la forma simpléctica ω se calcula como

ω =

∫
S1
δϕ ∧ δ(∂tϕ) ∧ dx. (3.49)

En este caso, la compacidad de S1 garantiza que la integral que define ω está bien

definida.

Si, por otro lado, Σ = R, la situación requiere una consideración adicional ya que la

integral que define ω puede no estar bien definida debido a la no compacidad de Σ.

Para abordar esto, debemos imponer condiciones adicionales en los campos:

I. Podemos requerir que los campos ϕ tengan soporte compacto, es decir, ϕ(t, ·)
pertenezca a

C∞
c (R) = {f ∈ C∞(R) | supp f es compacto}.

II. Alternativamente, podemos exigir que los campos tengan decaimiento rápido en

el infinito en la dirección espacial, es decir, ĺımx→±∞ ϕ(·, x) = 0. Esto significa que

para todo t en el intervalo [a, b], ϕ(t, ·) esté en

C∞
0 (R) = {f ∈ C∞(R) | ĺım

x→±∞
f(x) = 0}.

Bajo estas condiciones, las soluciones ϕ de la ecuación de Euler-Lagrange se reducen a

los campos que satisfacen la ecuación de onda unidimensional

∂2t ϕ− ∂2xϕ = 0, (3.50)
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que son de la forma ϕ(t, x) = f(x− t) + g(x + t), donde f, g son funciones que perte-

necen a C∞
c o C∞

0 , dependiendo de la condición impuesta.

La forma simpléctica ω en el espacio de solucionesM se convierte entonces en

ω|M =

∫
R
δϕ ∧ δ(∂tϕ) ∧ dx

=

∫
R
δ(f(x− t) + g(x+ t)) ∧ δ(−f ′(x− t) + g′(x+ t)) ∧ dx

(3.51)

Introduciendo el cambio de variable ξ = x−t, de modo que f(x−t) = f(ξ) y g(x+t) =

g(ξ + 2t). La integral se transforma en:

ω|M = −
∫
R
δ(f(ξ)) ∧ δ(f ′(ξ)) ∧ dξ +

((((((((((((((((∫
R
δ(f(ξ)) ∧ δ(g′(ξ + 2t)) ∧ dξ

−
((((((((((((((((∫
R
δ(g(ξ + 2t)) ∧ δ(f ′(ξ)) ∧ dξ +

∫
R
δ(g(ξ + 2t)) ∧ δ(g′(ξ + 2t)) ∧ dξ

= −
∫
R
δ(f(ξ)) ∧ δ(f ′(ξ)) ∧ dξ +

∫
R
δ(g(ξ + 2t)) ∧ δ(g′(ξ + 2t)) ∧ dξ

(3.52)

donde podemos notar que tras cambios de variable la segunda integral se puede escribir

como sigue∫
R
δ(g(ξ + 2t)) ∧ δ(g′(ξ + 2t)) ∧ dξ =

∫
R
δ(g(λ)) ∧ δ(g′(λ)) ∧ dλ

=

∫
R
δ(g(ξ)) ∧ δ(g′(ξ)) ∧ dξ

(3.53)

con lo cual la forma simpléctica resulta ser

ω|M =

∫
R
[δ(g(ξ)) ∧ δ(g′(ξ))− δ(f(ξ)) ∧ δ(f ′(ξ))] ∧ dξ

(⇒) ω|M =

∫
R
(δg ∧ δg′ − δf ∧ δf ′) ∧ dx

(3.54)

mostrando que es independiente de t.



4 Simetŕıas en Teoŕıas Clásicas de

Campos

El concepto de simetŕıa, en su esencia, representa una invariancia: la idea de que ciertas

propiedades de un sistema permanecen constantes bajo cierto conjunto de transformaciones

y no solo revela la belleza de las estructuras matemáticas de las teoŕıas sino que actúa como

una piedra angular en la formulación y entendimiento de las leyes naturales.

La finalidad de este caṕıtulo consiste en profundizar en el estudio de las simetŕıas presentes

en las teoŕıas clásicas de campos. Centraremos nuestra atención en la formulación y demos-

tración del teorema de Noether, para ello consideraremos una teoŕıa clásica de campos, para

lo cual debemos precizar la siguiente información:

Un espacio-tiempo M ,

Un espacio de configuraciones V ,

Un espacio de campos F = Map(M,V ),

Una forma lagrangiana L = Lddx dada por una densidad lagrangiana L(ϕ, ∂µϕ),

Una forma variacional γ ∈ Ωd−1,1(M × F), que cumple que

δL =

〈
δL
δϕ
, δϕ

〉
∧ ddx+ dγ, (4.1)

Y un funcional de acción S : F −→ R dado por

S[ϕ] =

∫
M

L(ϕ, ∂µϕ)ddx. (4.2)

4.1. Grupos y álgebras de Lie

Para poder describir matemáticamente el concepto de simetŕıa, resulta esencial definir con

precisión el concepto de acción tanto de grupos de Lie como de álgebras de Lie sobre el

espacio de campos. Son referencias para la discución [12], [13].
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Consideramos primero la acción de un grupo de Lie G sobre la variedad F. Esta acción

se describe mediante un homomorfismo que asocia a cada elemento g del grupo G una

transformación diferenciable de F en śı misma.

G −→ Diff(F)

g −→ λg : F −→ F

ϕ 7−→ ϕg :=λg(ϕ)

donde λg es la transformación asociada a g y ϕg representa el campo transformado bajo la

acción de g.

De manera análoga, definimos la acción de un álgebra de Lie g sobre F. En este caso,

el homomorfismo vincula a cada elemento ξ del álgebra g con un campo vectorial en F,

indicado por ξF. Se expresa como

g −→ X(F),

ξ 7−→ ξF,

donde X(F) denota el conjunto de todos los campos vectoriales en F.

Cuando el álgebra de Lie g integra al grupo de Lie G, la acción de g se expresa a través del

homomorfismo que asocia cada elemento ξ ∈ g con un campo vectorial en F, expĺıcitamente:

ξF(ϕ) =
d

dt

∣∣∣
t=0
ϕexp(tξ), (4.3)

definiendo aśı el cambio infinitesimal de ϕ bajo la acción generada por ξ.

4.2. Tipos de simetŕıas

Partiendo de la base establecida por la convención previa, estamos ahora preparados para

explorar el concepto de simetŕıa dentro de una teoŕıa clásica de campos. Las simetŕıas se

pueden clasificar en términos generales de dos formas, simetŕıas del espacio-tiempo (o exter-

nas) y simetŕıas internas, alusivo a las simetŕıas propias de los campos. Algunas simetŕıas

envuelven operaciones discretas y son llamadas simetŕıas discretas, mientras que otras son

simetŕıas continuas. Sin embargo, considerando la localidad inherente a nuestra discusión,

nos centraremos en el hecho de que estas simetŕıas también se diferencian entre globales y

locales, [5], [14]. De hecho, será pertinente que definamos entonces tres tipos de simetŕıas.
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Definición 5. Consideremos la teoŕıa clásica de campos fijada previamente. Definimos en-

tonces:

I. Una simetŕıa de la teoŕıa clásica de campos como un grupo de Lie G, junto con una

acción de G sobre el espacio de campos F de la teoŕıa. Esta acción satisface que, para

todo campo ϕ ∈ F y todo elemento g ∈ G, se cumple que

S[ϕ] = S[ϕg], (4.4)

II. Una simetŕıa infinitesimal de la teoŕıa clásica de campos como un álgebra de Lie g,

junto con una acción de g sobre el espacio de campos F, de tal manera que para todo

elemento ξ ∈ g se verifica que

LξFS = 0, (4.5)

donde LξF representa la derivada de Lie respecto al campo vectorial ξF.

III. Una simetŕıa infinitesimal generalizada de la teoŕıa clásica de campos como un álgebra

de Lie g, junto con una acción de g sobre el espacio de campos F y una colección de

formas αξ ∈ Ωd−1,0(M × F) para cada ξ ∈ g, tal que para todo ξ en g se cumple que

LξFL = dαξ, (4.6)

con L la forma lagrangiana.

Nota:

Es importante reconocer que cuando un álgebra de Lie g integra al grupo de Lie G,

los conceptos de simetŕıa y simetŕıa infinitesimal coinciden. Además, en el caso en que

el espacio-tiempo es una variedad sin frontera, esto es, ∂M = 0, para cualquier ξ ∈ g,

tenemos:

LξFS = LξF

∫
M

L =

∫
M

LξFL =

∫
M

dαξ =

∫
∂M

αξ = 0, (4.7)

demostrando que la simetŕıa infinitesimal generalizada implica la simetŕıa infinitesimal

cuando el espacio-tiempo tiene una frontera no trivial.

Un punto esencial en el estudio de las simetŕıas infinitesimales generalizadas dentro

de las teoŕıas clásicas de campos es el principio de linealidad [13]. Esto se observa

claramente cuando consideramos dos generadores infinitesimales ξ, ξ′ ∈ g, para los

cuales la combinación lineal de sus acciones sobre el espacio de campos F se suma de

manera correspondiente: (ξ + ξ′)F = ξF + ξ′F. Esta propiedad de linealidad facilita la

representación de la dependencia de las formas αξ en ξ de manera lineal, lo que nos

permite expresar esta relación mediante una forma espećıfica α ∈ Ωd−1,0(M × F, g∗),

donde αξ = ⟨α, ξ⟩.
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Una terminoloǵıa que adoptaremos es llamar simetŕıa infinitesimal generalizada local

originada por un álgebra de Lie g a aquella donde, para cualquier forma local α, la

derivada de Lie LξF preserva la localidad de la forma.

Ahora bien, veamos que la conexión entre la simetŕıa infinitesimal generalizada y la preser-

vación de las ecuaciones de Euler-Lagrange no es inmediata a partir de su definición. Sin

embargo, esta correspondencia es esencial para considerar una transformación como una si-

metŕıa f́ısicamente significativa, por lo cual, será la localidad de la simetŕıa quien asegure la

preservación de estas ecuaciones cŕıticas, como se afirma en el siguiente teorema.

Terminoloǵıa: Diremos que una simetŕıa infinitesimal generalizada de una teoŕıa clásica de

campos generada por un álgebra de Lie g es local cuando, para toda forma α ∈ Ω•,s(M ×F),

LξFα = 0 es también una forma local.

Teorema 1. Si una teoŕıa clásica de campos posee una simetŕıa infinitesimal generalizada

local inducida por un álgebra de Lie g, entonces, para todo generador infinitesimal ξ ∈ g y

cualquier configuración de campo ϕ ∈M, se cumple que:

LξF

δL
δϕ

= 0. (4.8)

Observación: En el caso de que g sea integrable a un grupo de Lie G, este teorema nos indica

que cualquier configuración de campo ϕ, que satisfaga las ecuaciones de Euler-Lagrange, es

decir, ϕ ∈ M, se transformará en otra configuración ϕg que también las satisface bajo la

acción del grupo G sobre F.

Demostración. Consideremos inicialmente la variación de la forma lagrangiana dada por:

δL =

〈
δL
δϕ
, δϕ

〉
∧ ddx+ dγ. (4.9)

Dado un elemento arbitrario ξ ∈ g, aplicamos la derivada de Lie correspondiente al campo

vectorial fundamental ξF a ambos lados de la ecuación. Gracias a que la derivada de Lie y

el operador de derivada exterior conmutan, obtenemos:

LξFδL = δLξFL. (4.10)

Bajo la presencia de una simetŕıa infinitesimal generalizada, sabemos que LξFL = δαξ para

alguna forma αξ ∈ Ωd−1,0(M × F). Por tanto,

LξFδL = δdαξ, (4.11)
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y debido a la anticonmutatividad de δ y d, resulta en:

LξFδL = −dδαξ. (4.12)

Al aplicar la derivada de Lie al lado derecho de la expresión 4.9 y considerando que la forma

de volumen ddx es invariante bajo la acción de campos vectoriales, derivamos que:

LξF

(〈
δL
δϕ
, δϕ

〉
∧ ddx+ dγ

)
=

〈
LξF

δL
δϕ
, δϕ

〉
∧ ddx+

〈
δL
δϕ
, LξFδϕ

〉
∧ ddx+ dLξFγ. (4.13)

Al combinar las ecuaciones 4.12 y 4.13 se obtiene que:

−dδαξ =

〈
LξF

δL
δϕ
, δϕ

〉
∧ ddx+

〈
δL
δϕ
, LξFδϕ

〉
∧ ddx+ dLξFγ (4.14)

y por lo tanto〈
LξF

δL
δϕ
, δϕ

〉
∧ ddx+

〈
δL
δϕ
, LξFδϕ

〉
∧ ddx+ d(δαξ + LξFγ) = 0 (4.15)

Notemos que todas las formas implicadas en la igualdad anterior son de grado d enM . Esto es

evidente para todos salvo el último término, sin embargo, recordemos que αξ ∈ Ωd−1,0(M×F),
por lo tanto, δαξ ∈ Ωd−1,1(M×F) de donde se sigue que dδαξ ∈ Ωd,1(M×F). También sabe-

mos que la forma variacional de la teoŕıa clásica de campos γ es una forma en Ωd−1,1(M×F),

por lo tanto, LξFγ también es una forma de este espacio. Luego, dLξFγ ∈ Ωd,1(M × F).

Con esto en mente podemos integrar las formas involucradas en la ecuación anterior sobre

el espacio-tiempo y, aplicando el teorema de Stokes sobre el primer término, obtenemos∫
∂M

(δαξ + LξFγ) +

∫
M

〈
LξF

δL
δϕ
, δϕ

〉
∧ ddx+

∫
M

〈
δL
δϕ
, LξFδϕ

〉
∧ ddx = 0 (4.16)

una forma en Ω1(F) ya que integramos sobreM . Ahora bien, notemos que si el espacio-tiempo

es una variedad sin frontera, entonces la igualdad 4.16 seŕıa:∫
M

〈
LξF

δL
δϕ
, δϕ

〉
∧ ddx+

∫
M

〈
δL
δϕ
, LξFδϕ

〉
∧ ddx = 0 (4.17)

y al restringir estas 1−formas en Ω1(F) al espacio de soluciones de las ecuaciones de Euler-

Lagrange,M, se cumple que δL
δϕ

= 0, por lo cual el segundo término de la expresión se anula

y del lema fundamental del calculo de variaciones probaŕıa el teorema. Sin embargo, resta

analizar el caso donde la frontera del espacio tiempo es no trivial, supongamos entonces que

∂M ̸= 0 y consideremos ξ ∈ X(F) un campo vectorial sobre F tal que para cualquier ϕ ∈ F,

se tiene que ζ(ϕ) = ψ, donde ψ ∈ TϕF = Map(M,V ) y además, suppψ ∩ ∂M = ∅
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Ahora, evaluemos la ecuación 4.16 calculando la contracción con ζ ∈ X(F), aśı:

iζ

(∫
∂M

(δαξ + LξFγ) +

∫
M

〈
LξF

δL
δϕ
, δϕ

〉
∧ ddx+

∫
M

〈
δL
δϕ
, LξFδϕ

〉
∧ ddx

)
= 0, (4.18)

como la contracción iζ conmuta con integrar a lo largo de la fibra, tenemos que:∫
∂M

iζ(δαξ + LξFγ) +

∫
M

iζ

(〈
LξF

δL
δϕ
, δϕ

〉
∧ ddx

)
+

∫
M

iζ

(〈
δL
δϕ
, LξFδϕ

〉
∧ ddx

)
= 0.

(4.19)

Notemos que la forma de volumen sobreM no está afectada por los campos vectoriales sobre

F, entonces la igualdad anterior queda como sigue:

∫
∂M

iζ(δαξ + LξFγ) +

∫
M

iζ

〈
LξF

δL
δϕ
, δϕ

〉
∧ ddx+

∫
M

iζ

〈
δL
δϕ
, LξFδϕ

〉
∧ ddx = 0, (4.20)

y como tanto δL
δϕ

como LξF
δL
δϕ

son funciones sobre el espacio de campos, entonces iζ

(
δL
δϕ

)
= 0

y iζ

(
LξF

δL
δϕ

)
= 0 de donde se sigue que

∫
∂M

(iζδαξ + iζLξFγ) +

∫
M

〈
LξF

δL
δϕ
, iζδϕ

〉
∧ ddx+

∫
M

〈
δL
δϕ
, iζLξFδϕ

〉
∧ ddx = 0, (4.21)

Y considerando la relación iζδϕ = ζ(ϕ) = ψ,

∫
∂M

(iζδαξ + iζLξFγ) +

∫
M

〈
LξF

δL
δϕ
, ψ

〉
∧ ddx+

∫
M

〈
δL
δϕ
, iζLξFδϕ

〉
∧ ddx = 0. (4.22)

Ahora, debemos notar que las formas δαξ y LξFγ, siendo formas en Ωd−1,1(M × V ), se

transforman a través de la contracción iζ a formas en Ωd−1,0(M ×V ). Esto nos indica que la

acción de iζ sobre estas formas depende directamente de ψ, el vector en el espacio tangente

asociado a ζ(ϕ), expresado como:

(iζδαξ)(x, ϕ) = (δαξ)(x,ϕ)(ζ(ϕ)) = (δαξ)(x,ϕ)(ψ) (4.23)

(iζLξFγ)(x, ϕ) = (LξFγ)(x,ϕ)(ζ(ϕ)) = (LξFγ)(x,ϕ)(ψ) (4.24)

Dado que suponemos localidad en la simetŕıa infinitesimal generalizada, el soporte de estas

formas contractadas es subconjunto del soporte de ψ, es decir,

supp (iζδαξ)(·, ϕ) = supp (δαξ)(·,ϕ)(ψ) ⊂ supp (ψ)

supp (iζLξFγ)(·, ϕ) = supp (LξFγ)(·,ϕ)(ψ) ⊂ supp (ψ)
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lo cual es crucial ya que supp (ψ) ∩ ∂M = ∅. Esto nos permite inferir que la integral sobre

∂M se anula, simplificando nuestra ecuación a:∫
M

〈
LξF

δL
δϕ
, ψ

〉
∧ ddx+

∫
M

〈
δL
δϕ
, iζLξFδϕ

〉
∧ ddx = 0.

Concentrándonos ahora en M, el espacio de soluciones de las ecuaciones de movimiento,

donde δL
δϕ

= 0, la ecuación se reduce a la evaluación de la derivada de Lie de δL
δϕ

a lo largo de

ψ, lo que conduce a que LξF
δL
δϕ

= 0 enM.

Nota: Con base en la prueba anterior, podemos considerar lo siguiente:

Notemos que de la prueba hemos aprendido que si restringimos la ecuación 4.16 para

campos enM obtenemos que,∫
∂M

(δαξ + LξFγ) = 0, en Ω1(M), (4.25)

y podemos reexpresar esta condición aplicando la contracción con ζ,

iζ

(∫
∂M

(δαξ + LξFγ)

)
= 0, en Ω0(M). (4.26)

Considerando un espacio-tiempo con p componentes en su frontera, es decir, ∂M =⊔p
i=1Mi, la integral sobre el borde se descompone en una suma sobre estas componen-

tes, ∫
∂M

(δαξ + LξFγ) =

p∑
i=1

∫
Mi

(δαξ + LξFγ), en Ω1(F). (4.27)

Para cada j ∈ {1, . . . , p}, elegimos campos vectoriales ζj con soportes disjuntos de

todas las componentes de ∂M , excepto Mj. Esto simplifica nuestra expresión a la

contribución de la componente Mj relevante, dado que la hipótesis sobre los soportes

de los ψi implica que el único término no nulo es para i ̸= j, aśı

iζj

∫
∂M

(δαξ + LξFγ) = iζj

∫
Mj

(δαξ + LξFγ). (4.28)

Considerando la restricción aM y utilizando el argumento de densidad de los campos

ζj, concluimos que para todo ζ ∈ X(F), la integral sobre cada componente Mi es cero,

y por lo tanto,∫
Mi

(δαξ + LξFγ) = 0, ∈ Ω1(M) para todo i ∈ {1, . . . , p}. (4.29)
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4.3. Teorema de Noether

Una caracteŕıstica importante de estas simetŕıas continuas es la existencia de corrientes

localmente conservadas. Este es el contenido del siguiente teorema, debido a Emmy Noether

[14]:

Teorema 2. (Teorema de Noether) Consideremos una teoŕıa clásica de campos que

presenta una simetŕıa infinitesimal generalizada, asociada con un álgebra de Lie g. Para

cada elemento ξ ∈ g, definimos la corriente conservada

jξ := αξ + iξFγ en Ωd−1(M × F). (4.30)

Entonces, en este espacio, la derivada exterior de jξ se anula, es decir,

djξ = 0. (4.31)

Demostración. Consideremos la formulación lagrangiana y variacional en una teoŕıa clásica

de campos, donde la variación de la acción lagrangiana, δL, satisface:

δL =

〈
δL
δϕ
, δϕ

〉
∧ ddx+ dγ (4.32)

Al aplicar la contracción con el campo vectorial fundamental asociado a ξ ∈ g, y utilizando

la identidad de Cartan, el lado izquierdo se transforma como:

iξFδL = LξFL− δiξFL (4.33)

Dado que la forma lagrangiana es una forma en Ωd,0(M×F) tenemos que iξFL = 0 y como la

teoŕıa clásica de campos posee una simetŕıa infinitesimal generalizada, entonces, LξFL = dαξ,

donde αξ es una forma en Ωd−1,0(M × F).

Por otra parte, el lado derecho de la igualdad (4.32), al considerar la invariancia de la forma

de volumen en M bajo la acción de campos vectoriales sobre F, obtenemos:

iξF

(〈
δL
δϕ
, δϕ

〉
∧ ddx+ dγ

)
= iξF

〈
δL
δϕ
, δϕ

〉
∧ ddx+ iξFdγ (4.34)

Como δL
δϕ

es una función en el espacio de campos entonces iξF
δL
δϕ

= 0 y la anticonmutación

de la contracción con la derivada exterior implica que iξFdγ = −diξFγ, por lo tanto, tenemos

que:

iξF

(〈
δL
δϕ
, δϕ

〉
∧ ddx+ dγ

)
=

〈
δL
δϕ
, iξFδϕ

〉
∧ ddx− diξFγ. (4.35)
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Sustituyendo en (4.32) concluimos que:

d(αξ + iξFγ) =

〈
δL
δϕ
, iξFδϕ

〉
∧ ddx (4.36)

De donde se concluye que

djξ =

〈
δL
δϕ
, iξFδϕ

〉
∧ ddx en Ωd,0(M × F) (4.37)

y por lo tanto, djξ = 0 en M ×M.

El Teorema de Noether es de especial relevancia en f́ısica teórica por proporcionar una base

matemática para definir la existencia de leyes de conservación en los sistemas f́ısicos. Esta

conexión, sin embargo, no es evidente a partir del enunciado del teorema, lo que justifica

una exploración más detallada.

Supongamos, como previamente establecido, que el espacio-tiempo de una teoŕıa clásica de

campos está descrito por M = [a, b] × Σ, donde Σ no tiene frontera. En cualquier instante

t dentro del intervalo [a, b], definimos la rebanada de simultaneidad correspondiente Σt y

los espacios-tiempo truncados por Mt := [a, t]× Σ. Observamos que la frontera de Mt no es

vaćıa, siendo ∂Mt = Σ+ ∪ (−Σa), donde el signo negativo refleja la orientación opuesta de

la variedad en el tiempo t = a.

Consideremos ahora la forma jξ ∈ Ωd−1,0(M×F) dada por el Teorema de Noether y definamos

para cualquier t en [a, b]:

Qξ(t) :=

∫
Σ+

jξ (4.38)

Dado que jξ es una (d − 1)-forma en Ωd−1,0(M × F), Q(t) resulta ser una función en el

espacio de configuraciones F. Del Teorema de Noether, que afirma djξ = 0 en M ×M, se

sigue usando el Teorema de Stokes que:∫
∂Mt

jξ = 0 enM (4.39)

lo que implica: ∫
Σt

jξ −
∫
Σa

jξ = 0 enM (4.40)

Aśı, Qξ(t) = Qξ(a) enM para todo t ∈ [a, b], indicando que d
dt
Qξ = 0 enM.

Nota: En f́ısica, comúnmente se denomina a jξ como la corriente de Noether, a Qξ como

la carga de Noether, y la condición d
dt
Qξ = 0 como la ecuación de continuidad.
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4.4. Geometŕıa Hamiltoniana

La geometŕıa hamiltoniana, provee un marco invaluable para describir la dinámica de siste-

mas f́ısicos en teoŕıas clásicas de campos mediante sus estructuras simplécticas. Este enfoque

matemático es particularmente útil para formular ecuaciones de movimiento y leyes de con-

servación [15]. El siguiente teorema aborda el caso espećıfico donde el espacio-tiempo, defini-

do como el producto de un intervalo temporal y una variedad sin fronteras (M = [a, b]×Σ):

Teorema 3. Considere una teoŕıa clásica de campos cuyo espacio-tiempo sea de la forma

M = [a, b] × Σ, con ∂Σ = ∅. Supongams que esta teoŕıa posee una simetŕıa infinitesimal

generalizada local, generada por un álgebra de Lie g. Entonces, para cualquier elemento ξ ∈ g,

se establece que:

iξFω = −δQξ (4.41)

donde ω =
∫
Σt
dγ es la 2−forma en Ω2(M) definida anteriormente.

Demostración. Por la definición de la forma ω tenemos que

iξFω = iξF

∫
Σa

δγ =

∫
Σa

iξFδγ (4.42)

Utilizando la fórmula mágica de Cartan, sabemos que iξFδγ = LξFγ − δiξFγ, por lo que

podemos reescribir la expresión de la siguiente manera:

iξFω =

∫
Σa

(LξFγ − δiξFγ) (4.43)

Recordando que la corriente de Noether, jξ, está definida como αξ + iξFγ, podemos deducir

que iξFγ = jξ − αξ. Sustituyendo en la ecuación obtenemos:

iξFω =

∫
Σa

(LξFγ − δ(jξ − αξ))

=

∫
Σa

(LξFγ − δjξ + δαξ)

=

∫
Σa

(LξFγ + δαξ)−
∫
Σa

δjξ

=

∫
Σa

(LξFγ + δαξ)− δ
∫
Σa

jξ

(4.44)

Dado que la frontera del espacio-tiempo truncado es ∂M = Σa ∪ (−Σb), y que por las

condiciones de frontera y la simetŕıa de la carga conservada, tenemos que:∫
Σa

(LξFγ + δαξ) =

∫
Σb

(LξFγ + δαξ) = 0 (4.45)
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Por lo tanto, concluimos que:

iξFω = −δ
∫
Σa

jξ := −δQξ. (4.46)

Nota: Según el Teorema 1, cuando una teoŕıa clásica de campos dispone de una simetŕıa

infinitesimal generalizada local generada por un álgebra de Lie g, tal simetŕıa induce una

acción g ↷M sobre el espacio de soluciones de las ecuaciones de movimiento.

Recordemos que Qξ := αξ + iξFγ es una forma en Ω0(M) y que cada término de esta suma

es lineal respecto a ξ. Esto implica que Qξ depende linealmente de los elementos de g,

permitiéndonos definir las aplicaciones momentum Q :M→ g∗, tales que Qξ = ⟨Q, ξ⟩. Aśı,
el resultado del teorema puede reformularse como:

iξFω = −δ ⟨Q, ξ⟩ (4.47)

Si logramos demostrar en una teoŕıa clásica de campos particular que la forma ω ∈ Ω2(M)

(que definimos anteriormente) es no degenerada y que las aplicaciones momentum son equi-

valentes, entonces podrá decirse que el espacio de soluciones de las ecuaciones de movimiento

está dotado de una estructura geométrica hamiltoniana de dimensión infinita.

Ejemplos de simetŕıas

Consideremos una teoŕıa clásica de campos provista de un espacio-tiempo M y un espacio

de configuración V . Discutiremos diferentes ejemplos en los cuales mostraremos expĺıcita-

mente la simetŕıa que la acción de un grupo G particuar induce en el espacio de campos

F = Map(M,V) de la teoŕıa a través de la acción del grupo y su algebra de Lie sobre el

espacio-tiempo y el espacio de configuración:

La acción de un grupo de Lie G sobre el espacio de configuración V y el espacio-tiempo M

induce una acción sobre el espacio de campos F. Consideremos las siguientes acciones:

Acción sobre el Espacio de Configuración V

G↷ V ⇒ G↷ F : ϕg(x) := g · ϕ(x) (4.48)

Aqúı, g ∈ G actúa sobre el campo ϕ ∈ F en cada punto x ∈ M aplicando la transfor-

mación g a los valores del campo en V .
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Acción sobre el Espacio-tiempo M

G↷M ⇒ G↷ F : ϕg(x) := ϕ(g−1 · x) (4.49)

En este caso, g ∈ G actúa sobre el espacio-tiempo M , transformando el punto x ∈ M
a g−1 · x. Luego, se evalúa ϕ en este nuevo punto.

De manera análoga, la acción de un álgebra de Lie g sobre el espacio de configuración V y

el espacio-tiempo M induce una acción sobre el espacio de campos F.

Acción sobre el Espacio de Configuración V

g ↷ V ⇒ g ↷ F : (ξFϕ)(x) := ξV (ϕ(x)) (4.50)

Aqúı, un elemento ξ ∈ g actúa sobre ϕ ∈ F aplicando la acción correspondiente de g

en V a los valores del campo ϕ en V .

Acción sobre el Espacio-tiempo M

g ↷M ⇒ g ↷ F : (ξFϕ)(x) := dϕx(−ξM(x)) (4.51)

Aqúı, ξM es el campo vectorial enM generado por ξ. La expresión dϕx(−ξM(x)) repre-

senta la derivada direccional de ϕ en la dirección −ξM(x), describiendo cómo cambia

ϕ cuando nos movemos en la dirección opuesta al flujo generado por ξ.

Ejemplos de simetŕıas en el espacio de configuraciones

1. Teoŕıa Unidimensional

Consideremos la teoŕıa clásica de campos en la que el espacio-tiempo M es unidimensional

representado por R, y el espacio de configuraciones V también es R. Tomamos t como la

coordenada temporal y definimos un potencial U : V → R. En mecánica clásica, la forma de

la enerǵıa en estos sistemas se expresa a través de la enerǵıa cinética y potencial vinculadas

por la forma lagrangiana:

L =

[
1

2
m(∂tϕ)

2 − U(ϕ)
]
dt. (4.52)

Para introducir simetŕıas, consideramos la acción del grupo aditivo de los números reales R,
actuando como traslaciones sobre el espacio de configuraciones:

G = R ↷ V = R : s · u = u+ s



4.4 Geometŕıa Hamiltoniana 56

La acción infinitesimal asociada a esta simetŕıa, representada por el álgebra de Lie R, toma

un elemento ξ ≡ 1 en R, y se define como:

g = R ↷ V = R : (ξF)(u) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

et · u

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(u+ et) = 1

Esto implica que (ξFϕ)(x) = 1. Asumiendo que esta simetŕıa se mantiene, es decir, U(s+u) =

U(u) para todo s ∈ R, lo cual implica que la derivada de Lie LξV U = 0. Al calcular la derivada

de Lie de la forma lagrangiana, obtenemos:

LξV L = [m∂tϕ · LξV ∂tϕ− LξV U(ϕ)] dt = 0, (4.53)

donde LξV ∂tϕ = 0 y LξV U(ϕ) = 0. Por tanto, se verifica que R es una simetŕıa infinitesimal

de la teoŕıa.

La forma variacional de la teoŕıa se expresa como:

γ = − ∂L
∂(∂tϕ)

δϕ ∧ i∂tdt

= −m∂tϕδϕ
(4.54)

y la corriente de Noether asociada se calcula como:

jξ = iξFγ

= −m∂tϕ iξFδϕ︸ ︷︷ ︸
ξFϕ=1

= −m∂tϕ

(4.55)

lo que corresponde a la forma esperada del momento lineal en la teoŕıa.

2. Teoŕıa d+ 1-dimensional

Consideramos la teoŕıa clásica de campos donde el espacio-tiempo M es Rd+1, y el espacio

de configuraciones V es R. Usando (t,x) como coordenadas en M , la forma lagrangiana se

define por:

L =

[
1

2
(∂tϕ)

2 − 1

2

d∑
i=1

(∂iϕ)
2

]
dt ∧ ddx. (4.56)

Introducimos simetŕıas mediante la acción del grupo aditivo de los números reales R, y
definimos la acción infinitesimal por el álgebra R con ξ ≡ 1. La acción infinitesimal sobre V

es:

ξF(ϕ)(x) = ξV (ϕ(x)) = 1. (4.57)
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La derivada de Lie de la forma lagrangiana es entonces:

LξFL =

[
∂tϕ · LξF∂tϕ−

d∑
i=1

∂iϕ · LξF∂iϕ

]
dt ∧ ddx = 0,

donde LξV ∂tϕ = 0 y donde LξV ∂iϕ = 0. Mostrando que R es una simetŕıa infinitesimal de la

teoŕıa.

La forma variacional de la teoŕıa se define como:

γ = ∂tϕδϕ ∧ ddx−
d∑

i=1

∂iϕδϕ ∧ i∂i(dt ∧ ddx), (4.58)

y la corriente de Noether asociada es:

jξ = −∂tϕ ∧ ddx−
d∑

i=1

∂iϕdt ∧ i∂iddx. (4.59)

Donde hemos tenido en cuenta que ξFϕ = 1. Ahora, considerando una rebanada de simulta-

neidad Σt0 = {t0} × Rd con dt = 0, la carga conservada se calcula como:

Qξ = −
∫
Rd

∂tϕd
dx, (4.60)

3. Teoŕıa d+ 1-dimensional compleja

Consideramos la teoŕıa clásica de un campo escalar complejo en un espacio-tiempo M =

Rd+1, con el espacio de configuraciones V = C y coordenadas (t,x) en M . La forma lagran-

giana es:

L =

[
i

2
(ϕ̄∂tϕ− ϕ∂tϕ̄)−

1

2m

d∑
i=1

(∂iϕ̄)(∂iϕ)

]
dt ∧ ddx. (4.61)

La acción del grupo S1, el ćırculo unitario, sobre el espacio de configuraciones es definida

por:

S1 ↷ C : eiθ · z = eiθz,

eiθ · z̄ = e−iθz̄.

La acción infinitesimal del álgebra de Lie abeliana ξ = i en R = iR es dada por:

g = iR ↷ V = C : ξV (z) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

eiθ · z = iz

ξV (z̄) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

eiθ · z = −iz̄
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Aplicando estas transformaciones a los campos ϕ y ϕ̄, obtenemos:

(ξFϕ)(t,x) = ξV (ϕ(t,x)) = iϕ(t,x)

(ξFϕ̄)(t,x) = ξV (ϕ̄(t,x)) = −iϕ̄(t,x)

Calculando la derivada de Lie de la forma lagrangiana, encontramos que se anula:

LξFL = LξF

([
i

2
(ϕ̄∂tϕ− ϕ∂tϕ̄)−

1

2m

∑
i

(∂iϕ̄∂iϕ)

]
dt ∧ ddx

)
=
i

2

(
LξF ϕ̄∂tϕ+ ϕ̄∂tLξFϕ− LξFϕ∂tϕ̄− ϕ∂tLξF ϕ̄

)
dt ∧ ddx

− 1

2m

∑
i

(
∂iLξF ϕ̄∂iϕ+ ∂iϕ̄∂iLξFϕ

)
dt ∧ ddx

=
i

2

(
−iϕ̄∂tϕ+ ϕ̄∂t(iϕ)− (iϕ)∂tϕ̄− ϕ∂t(−iϕ̄)

)
dt ∧ ddx

− 1

2m

∑
i

(
∂i(−iϕ̄)∂iϕ+ ∂iϕ̄∂i(iϕ)

)
dt ∧ ddx

= 0

(4.62)

indicando que g = iR es una simetŕıa infinitesimal.

Ahora bien, considerando la forma variacional

γ = − ∂L
∂(∂tϕ̄)

δϕ̄ ∧ i∂t(dt ∧ ddx)−
∂L

∂(∂tϕ)
δϕ ∧ i∂t(dt ∧ ddx)

−
d∑

i=1

∂L
∂(∂iϕ̄)

δϕ̄ ∧ i∂t(dt ∧ ddx)−
d∑

i=1

∂L
∂(∂iϕ)

δϕ ∧ i∂t(dt ∧ ddx)

= −1

2
(ϕ̄δϕ− ϕδϕ̄) ∧ ddx− 1

2m

∑
i

(∂iϕ̄δϕ− ∂iϕδϕ̄) ∧ dt ∧ i∂iddx

(4.63)

podemos calcular la corriente de Noether:

jξ = iξFγ

= −1

2
(ϕ̄iξFδϕ− ϕiξFδϕ̄) ∧ d

dx− 1

2m

∑
i

(∂iϕ̄iξFδϕ− ∂iϕiξFδϕ̄)dt ∧ i∂id
dx

(4.64)

Teniendo en cuenta que iξFδϕ = iϕ y iξFδϕ̄ = −iϕ̄.

jξ = ϕ̄ϕddx+
1

m

∑
i

i

2
(∂iϕ̄δϕ− ∂iϕδϕ̄)dt ∧ i∂iddx

= |ϕ|2ddx+
1

m

∑
i

Im(ϕ̄∂iϕ)dt ∧ i∂iddx
(4.65)
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Considerando una rebanada de simultaneidad en t = t0, la carga conservada se calcula como:

Qξ =

∫
Σt0

jξ =

∫
Rd

|ϕ|2ddx. (4.66)

Ejemplos de simetŕıas en el espacio-tiempo

1. Teoŕıa Unidimensional

Consideremos la teoŕıa clásica de campos donde el espacio-tiempo M es unidimensional,

representado por R, y el espacio de configuraciones V es también R. Utilizamos t como la

coordenada temporal y definimos un potencial U : V → R. La enerǵıa del sistema se describe

a través de la forma lagrangiana que vincula la enerǵıa cinética con el potencial:

L =

[
1

2
m(∂tϕ)

2 − U(ϕ)
]
dt. (4.67)

Introducimos simetŕıas mediante la acción del grupo aditivo de los números reales R, ac-
tuando como traslaciones en el espacio-tiempo:

G = R ↷M = R : s · t = t+ s.

La acción infinitesimal correspondiente, representada por el álgebra de Lie R, toma el ele-

mento ξ ≡ 1 de R y se define como:

g = R ↷M = R : ξM(t) = 1,

lo cual implica que:

(ξF)(t) = dϕt(−ξM(t)) = −dϕt(1) = −∂tϕ(t). (4.68)

Calculamos la derivada de Lie de la forma lagrangiana:

LξFL = −L∂tL

= −d i∂tL

= −d
([

1

2
m(∂tϕ)

2 − U(ϕ)
]
i∂tdt

)
= d

[
−1

2
m(∂tϕ)

2 + U(ϕ)

] (4.69)

Esto implica que existe una forma 0-dimensional αξ en el espacio-tiempo, dada por:

αξ =
1

2
m(∂tϕ)

2 − U(ϕ), (4.70)
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lo que demuestra que g = R es una simetŕıa infinitesimal generalizada.

La forma variacional de la teoŕıa es:

γ = −m∂tϕδϕ. (4.71)

y la corriente de Noether asociada:

jξ = αξ + iξFγ

= −1

2
m(∂tϕ)

2 + U(ϕ)−m∂tϕiξFδϕ

= −1

2
m(∂tϕ)

2 + U(ϕ) +m(∂tϕ)
2

=
1

2
m(∂tϕ)

2 + U(ϕ)

(4.72)

2. Teoŕıa d+ 1-dimensional

Consideramos la teoŕıa clásica de campos donde el espacio-tiempo M es Rd+1, y el espacio

de configuraciones V es R. Usando (t,x) como coordenadas en M , la forma lagrangiana se

define por:

L =

[
1

2
(∂tϕ)

2 − 1

2

d∑
i=1

(∂iϕ)
2

]
dt ∧ ddx. (4.73)

Introducimos simetŕıas mediante la acción del grupo aditivo de los números reales R, y
definimos la acción infinitesimal por el álgebra R con ξ ≡ 1. La acción infinitesimal sobre

M = Rd+1 es:

ξM(t,x) = (1,0), (4.74)

de manera que

ξF(ϕ)(t,x) = dϕ(t,x)(−ξM(t,x)) = dϕ(t,x)(1,0) = −∂t(t,x). (4.75)

Ahora, calculando la derivada de Lie de la forma lagrangiana:

LξFL = −L∂tL

= −d i∂tL

= d

(
−

[
1

2
(∂tϕ)

2 − 1

2

d∑
i=1

(∂iϕ)
2

]
i∂t(dt ∧ ddx)

)

= d

(
−

[
1

2
(∂tϕ)

2 − 1

2

d∑
i=1

(∂iϕ)
2

]
ddx

)
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Esto implica que existe una forma d-dimensional αξ en el espacio-tiempo, dada por:

αξ = −

[
1

2
(∂tϕ)

2 − 1

2

d∑
i=1

(∂iϕ)
2

]
ddx, (4.76)

lo que demuestra que g = R es una simetŕıa infinitesimal generalizada.

Ahora bien, la forma variacional de la teoŕıa se define como:

γ = −∂tϕδϕ ∧ ddx−
d∑

i=1

∂iϕδϕ ∧ dt ∧ i∂iddx, (4.77)

y la corriente de Noether asociada es:

jξ = αξ + iξFγ

= −

[
1

2
(∂tϕ)

2 − 1

2

d∑
i=1

(∂iϕ)
2

]
ddx− ∂tϕiξFδϕd

dx−
d∑

i=1

∂iϕiξFδϕdt ∧ i∂id
dx

= −

[
1

2
(∂tϕ)

2 − 1

2

d∑
i=1

(∂iϕ)
2

]
ddx+ (∂t)

2ddx+
d∑

i=1

∂iϕ∂tϕdt ∧ i∂iddx

=

[
1

2
(∂tϕ)

2 +
1

2

d∑
i=1

(∂iϕ)
2

]
ddx+

d∑
i=1

∂iϕ∂tϕdt ∧ i∂iddx

(4.78)

Donde hemos teniendo en cuenta que ξFϕ = −∂tϕ y considerando una rebanada de simulta-

neidad Σt0 = {t0} × Rd con dt = 0, la carga conservada se calcula como:

Qξ =

∫
Σt0

jξ

=

∫
Rd

[
1

2
(∂tϕ)

2 +
1

2

d∑
i=1

(∂iϕ)
2

]
ddx

(4.79)



5 Teoŕıas Cuánticas de Campos

5.1. ¿Qué es una Teoŕıa Cuántica de Campos?

La Teoŕıa Cuántica de Campos representa uno de los pilares fundamentales de nuestra com-

prensión del universo a nivel microscópico, ofreciendo un marco teórico para describir las

part́ıculas elementales y sus interacciones. Este viaje conceptual comenzó como sabemos en

los albores del siglo XX, con el desarrollo de la mecánica cuántica y la teoŕıa de la relatividad

especial, que sentaron las bases para una nueva f́ısica que necesitaba reconciliar estos dos

pilares.

Los primeros intentos por desarrollar una teoŕıa cuántica consistente con los postulados de

la relatividad concluyeron con el trabajo de Paul Dirac sobre la teoŕıa del electrón, que sentó

las bases para la primera teoŕıa cuántica del campo electromagnético. Sin embargo, fue en las

décadas de 1940 y 1950 cuando f́ısicos como Richard Feynman, Julian Schwinger, Shin’ichirō

Tomonaga y Freeman Dyson dieron forma definitiva a la electrodinámica cuántica a través

de la introducción de técnicas perturbativas y el concepto de renormalización, resolviendo

los problemas de infinitos que plagaban a la teoŕıa.

Paralelamente, los axiomas de Wightman establecieron un marco matemático riguroso para

la QFT, definiendo propiedades fundamentales que deben satisfacer los campos cuánticos.

Estos axiomas, introducidos en la década de 1950, ayudaron a formalizar la teoŕıa, enfatizan-

do la importancia de la causalidad, la localidad y las simetŕıas de Lorentz, y pavimentaron

el camino para estudios más profundos sobre la estructura matemática de la QFT.

A medida que la QFT evolucionaba, la necesidad de un marco coherente que pudiera des-

cribir todas las fuerzas fundamentales se volvió apremiante. La introducción de las teoŕıas

de gauge y el modelo estándar en las décadas de 1960 y 1970 marcó un hito en este sentido.

La unificación de las interacciones electromagnéticas, débiles y fuertes bajo un mismo marco

teórico no solo demostró la potencia de la QFT sino que también llevó a predicciones ex-

traordinarias, como la existencia de los quarks y los bosones de gauge, muchos de los cuales

fueron posteriormente confirmados experimentalmente.

Sin embargo, la búsqueda de la inclusión de la interacción gravitatoria en el marco de la
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QFT ha sido uno de los desaf́ıos más persistentes. Teoŕıas como la gravedad cuántica de

bucles y, más prominentemente, la teoŕıa de cuerdas, han intentado abordar estas cuestio-

nes extendiendo y, en algunos casos, reformulando los principios de la QFT para incluir la

gravedad de manera consistente, sin embargo, este aparente estancamiento no menoscaba el

valor intŕınseco de las estructuras matemáticas que emergen de tales investigaciones.

Con lo anterior en mente, definamos más formalmente aquello a lo que llamaremos teoŕıa

cuántica de campos:

Definición 6. Una Teoŕıa cuántica de campos de dimensión d consta de la siguiente infor-

mación:

I. Un espacio-tiempo M con dimensión dimM = d.

II. Un espacio vectorial de “observables” Obs(U) para cada abierto U ⊂M

III. Una prescripción para calcular funciones de correlación, es decir, para cada colección

de abiertos U1, · · · , Un ⊂M una aplicación multilineal

Obs(U1)⊗ · · · ⊗Obs(Un) −→ R
(Obs1, · · · ,Obsn) 7−→ ⟨Obs1 · · ·Obsn⟩M

Nota: Aunque no ampliaremos al respecto, el conjunto de observables, Obs(·), define un

álgebra de factorización sobre M que asigna a cada abierto U ⊂M un álgebra conmutativa

[16].

5.2. Construyendo una QFT a partir de una TCC

Definida una Teoŕıa Clásica de Campos, con espacio-tiempo M , espacio de configuraciones

V ∼= Rn, espacio de campos F = Map(M → V ) y forma lagrangiana L = L(ϕ, ∂µϕ)ddx,
podemos construir una Teoŕıa Cuántica de Campos asociada de la siguiente forma:

1. Se construye para cada abierto U ⊂ M el conjunto de observables Obs(U) como fun-

ciones F(U) −→ R junto con ciertas relaciones de equivalencia, donde usaremos la

notación F(U) para referirnos a las aplicaciones Map(U , V ), en particular, F(M) = F.

Con esto podemos definir la acción como un elemento de Obs(M)

S :F(M) −→ R

ϕ −→ S[ϕ] =

∫
M

L =

∫
M

L(ϕ, ∂µϕ)ddx
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2. Se escoge una “medida” Dϕ en F(M).

3. Para cada colección de abiertos disjuntos U1, · · · ,Un ⊆ M y de observables Oi ∈
Obs(Ui) se tiene que el valor esperado de los observables se calcula mediante la siguiente

prescripción

⟨O1 · · ·On⟩ =
∫
F(M)

O1 · · ·One
−S[ϕ]Dϕ

En el ámbito de la f́ısica existe una notación especial para los siguientes valores esperados:

Función de Partición, Z: que reúne la contribución de todas las configuraciones del

campo

Z := ⟨1⟩M =

∫
F(M)

e−S[ϕ]Dϕ

Función de correlación, ZO: que expresa el valor esperado de un observable espećıfico

O
ZO := ⟨O⟩M =

∫
F(M)

Oe−S[ϕ]Dϕ

5.3. Invarianza bajo traslaciones

En espacios de dimensión finita, es bien sabido que podemos definir una medida de Borel µ

que sea única (hasta un factor constante) e invariante bajo traslaciones [17]. Sin embargo, al

adentrarnos en el dominio de los espacios de dimensión infinita, particularmente los espacios

de Hilbert separables, emergen mayores desaf́ıos.

Teorema 4. En un espacio de Hilbert separable H, no es posible definir una medida aditiva

µ que sea invariante bajo traslaciones.

Demostración. Consideremos un espacio de Hilbert separable H con un sistema ortonormal

completo {ei}i∈N. Procedemos por reducción al absurdo, suponiendo que existe una medida

µ definida sobre el σ-álgebra de Borel de H, invariante bajo traslaciones. Esto significa que

para cualquier conjunto Borel E ⊆ H y cualquier v ∈ H, tenemos µ(E) = µ(E + v), donde

E + v = {a+ v : a ∈ E}.

Definimos las bolas abiertas centradas en cada ei con radio 1/2:

Bi := {x ∈ H | ∥x− ei∥ < 1/2}.
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Por la propiedad de ortogonalidad de los vectores ei y ej (para i ̸= j), tenemos que

∥ei − ej∥ =
√
2. Esto implica que las bolas Bi y Bj son disjuntas, ya que la distancia

entre sus centros es mayor que la suma de sus radios (1/2 + 1/2 = 1), lo que impide cual-

quier intersección.

Asumamos que µ(Bi) > 0 para algún i ∈ N. Dada la invariancia bajo traslaciones de µ, todas
las bolas Bi tendŕıan la misma medida positiva. Considerando la unión infinita contable de

estas bolas disjuntas:
∞⋃
i=1

Bi,

la medida de esta unión seŕıa la suma de las medidas de las bolas individuales, cada una de

las cuales es positiva y constante. Esto implica que µ (
⋃∞

i=1Bi) =
∑∞

i=1 µ(Bi) = ∞, lo que

contradice la suposición de que µ es finitamente aditiva y bien definida en todo H.

Por lo tanto, nuestra suposición inicial de que existe tal medida µ invariante bajo traslaciones

debe ser falsa.

Los f́ısicos han desarrollado una estrategia para abordar este problema, introduciendo un

parámetro formal, la constante de Planck reducida ℏ, para deformar las integrales de Feyn-

man. Esta aproximación, aunque carece de rigor matemático desde la perspectiva tradicional

de la teoŕıa de la medida, ha probado ser extremadamente útil considerando su éxito emṕıri-

co.

Deformación mediante ℏ
La “deformación” se refiere al proceso de introducir el parámetro formal ℏ en las integra-

les alterando las contribuciones de las distintas trayectorias. En el ĺımite clásico (ℏ → 0),

solo las trayectorias que minimizan la acción contribuyen significativamente. En el contexto

cuántico, todas las trayectorias pueden aportar, pero las cercanas a las de acción mı́nima

son las más relevantes por la interferencia constructiva, mientras que las trayectorias más

alejadas suelen interferir destructivamente.

Una QFT puede puede ser perturbativa y no perturbativa. Nos centraremos en la primera,

que es más accesible y ha sido más desarrollada que su contraparte. La estrategia perturbativa

implica modificar las integrales de Feynman mediante la introducción de un parámetro formal

ℏ para facilitar el cálculo de observables y funciones de partición, de manera que vamos a
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redefinir estas cantidades como:

Z(ℏ) :=
∫
F(M)

e−S[ϕ]/ℏDϕ (5.1)

ZO(ℏ) :=
∫
F(M)

Oe−S[ϕ]/ℏDϕ (5.2)

La esencia del enfoque perturbativo radica en la capacidad que brinda para manejar cálculos

que de otro modo seŕıan intratables, especialmente en contextos donde la invarianza bajo

traslaciones de la medida en el espacio de configuraciones no se sostiene. Esta metodoloǵıa

implica la formulación de una expresión que, aunque no converge en el sentido convencional,

sirve para revelar el comportamiento intŕınseco de la teoŕıa. La incorporación del parámetro

ℏ en las integrales de Feynman origina una serie formal en términos de ℏ:

Z(ℏ) =
∞∑
n=0

an(ℏn). (5.3)

Este mecanismo de deformación apoyado en el parámetro ℏ y complementado por la Regla

de Wick, transforma el desaf́ıo de computar integrales de Feynman en un procedimiento

accesible para el análisis perturbativo en las teoŕıa cuánticas de campos.



6 Intermezzo: Integración sobre caminos

La integral de caminos de Feynman revoluciona la manera de entender la mecánica cuántica

al considerar todas las trayectorias posibles que una part́ıcula puede tomar entre dos puntos,

en lugar de una única trayectoria determińıstica como en la mecánica clásica. Cada trayec-

toria contribuye a la amplitud de probabilidad de la part́ıcula para transitar de un estado

inicial a un estado final, con una fase asociada proporcional a la acción clásica a lo largo de

esa trayectoria. Este enfoque muestra cómo las propiedades fundamentales de los sistemas

f́ısicos a nivel cuántico emergen de la contribución de todas las historias posibles, marcando

una desviación significativa de la descripción clásica basada en trayectorias únicas y deter-

mińısticas. Vamos a considerar a manera ilustrativa tanto la part́ıcula clásica como cuántica,

descripciones más elaboradas al respecto se encuentran respectivamente en [7], [18].

6.1. Part́ıcula clásica

Consideremos el caso de una part́ıcula clásica de masa m ∈ R>0 en un espacio-tiempo unidi-

mensional M = R, cuya coordenada temporal es t. El espacio de configuraciones de la teoŕıa

es R3, y un camino o trayectoria de la part́ıcula γ ∈ P = Map(R,R3) será parametrizado

por t, tal que t 7−→ γ(t) representa el vector de posición de la part́ıcula en cada instante t.

Part́ıcula libre

La forma lagrangiana de una part́ıcula libre, según la mecánica clásica es

L =
1

2
m∥∂tγ(t)∥2dt

donde ∂tγ(t) denota la velocidad de la part́ıcula. Veamos que las ecuaciones de Euler-

Lagrange aplicadas a la lagrangiana L = 1
2
m∥∂tγ(t)∥2 dan cuenta del movimiento rectilineo

uniforme de la part́ıcula,

∂L
∂γ
− ∂t

∂L
∂(∂γ)

= 0 =⇒ ∂2t γ = 0 (6.1)

una ecuación diferencial que con las condiciones iniciales para la posición γ(t0) = x0 y

velocidad ∂tγ(t0) = v0, se puede resolver como

γ(t) = x0 + (t− t0)v0.
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Part́ıcula bajo la influencia de un potencial

Introduciendo al caso anterior un potencial V : R3 −→ R, la forma lagrangiana se modifica

a

L =
1

2
m∥∂tγ(t)∥2 − V (γ(t))dt, (6.2)

combinando la enerǵıa cinética y potencial. las ecuaciones de Euler-Lagrange aplicadas a la

lagrangiana L = 1
2
m∥∂tγ(t)∥2−V (γ(t)) describen la influencia del potencial en la trayectoria

de la part́ıcula.

∂L
∂γ
− ∂t

∂L
∂(∂γ)

= 0

∂V

∂γ
+m∂2t γ = 0

∇V +m∂2t γ = 0 =⇒ ∂2t γ = − 1

m
∇V (γ)

(6.3)

ecuación diferencial que, bajo las mismas condiciones iniciales del caso anterior γ(t0) = x0

y ∂tγ(t0) = v0, se puede verificar por el teorema de existencia y unicidad que su solución,

γ(t), existe.

6.2. Part́ıcula cuántica

Consideremos una part́ıcula de masa m ∈ R≥0 en un espacio-tiempo que se modelado por

M = R × R3, donde R representa la dimensión temporal y R3 las dimensiones espaciales.

En este espacio, V = C representa el conjunto de valores que los campos cuánticos pueden

asumir. Las coordenadas en este espacio-tiempo se expresan como (t,x). Y ℏ es la constante

de Planck reducida.

Los campos en esta teoŕıa son descritos por funciones de onda, ψ, que son mapeos del

espacio-tiempo a los números complejos:

ψ ∈ F = Map(R× R3,C)

La interpretación f́ısica de estas funciones de onda es profundamente significativa: el módulo

cuadrado |ψ(t,x)|2 representa la densidad de probabilidad de encontrar la part́ıcula en la

posición x en el instante t. Y como aseguramos que en algún punto del espacio encontraremos

la part́ıcula, ∫
R3

|ψ(t,x)|2d3x = 1. (6.4)
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Part́ıcula libre

Consideremos la forma lagrangiana

L =

[
iℏ
2
(ψ̄∂tψ − ψ∂tψ̄)−

ℏ2

2m

3∑
i=1

∂iψ̄∂iψ

]
d3x ∧ dt (6.5)

si aplicamos las ecuaciones de Euler-Lagrange a la lagrangiana L
(
ψ, ψ̄, ∂tψ, ∂tψ̄, ∂iψ, ∂iψ̄

)
obtendremos como ecuaciones de movimiento para los campos ψ y ψ̄ dos formas análogas

de la conocida ecuación de Schrödinger:iℏ
∂ψ

∂t
= − ℏ2

2m
∆ψ

ψ(t0,x) = f(x).

En este punto es necesaria la introducción del espacio de Schwartz, un espacio funcional

que cumple con requisitos estrictos de regularidad y decaimiento, lo cual es crucial para el

estudio de las propiedades asintóticas de los campos. Este espacio incluye todas las funciones

infinitamente diferenciables en Rn cuyas derivadas de todos los órdenes decrecen más rápido

que cualquier potencia inversa de la coordenada cuando ésta tiende a infinito [19]:

f ∈ S(R3) := {f ∈ C∞(R3) | sup
x∈R3

|xI∂Jf(x)| <∞ para todo multi-́ındice I, J}

Ahora bien, para resolver la ecuación de Schrödinger veamos que dada la siguiente función

de onda

ψ(t,x) =
1

(2π)3/2

∫
R3

ψ(t,k)eik·xd3k (6.6)

se tiene que su transformada de Fourier es

ψ̂(t,k) =
1

(2π)3/2

∫
R3

ψ(t,x)e−ik·xd3x (6.7)

y teniendo en cuenta que

∂̂tψ(t,k) = ∂tψ̂(t,k)

∆̂ψ(t,k) = −∥k∥2ψ̂(t,k)

obtenemos una forma de la ecuación de Schrödinger que podemos resolveriℏ∂tψ̂(t,k) =
ℏ2

2m
∥k∥2ψ̂(t,k),

ψ̂(t0,k) = f̂(k).

(6.8)
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Aśı pues, una solución general es

ψ̂(t,k) = Ce−
iℏ
2m

∥k∥2t (6.9)

Y como

ψ̂(t0,k) = Ce−
iℏ
2m

∥k∥2t0 (⇒) C = f̂(k)e
iℏ
2m

∥k∥2t0

obtenemos que

ψ̂(t,k) = f̂(k)e−
iℏ
2m

∥k∥2(t−t0) (6.10)

Ahora bien, consideremos la antitransformada de Fourier de la solución que obtuvimos

ψ(t,x) =
1

(2π)3/2

∫
R3

f̂(k)e−
iℏ
2m

∥k∥2(t−t0)eik·xd3k (6.11)

donde

f̂(k) =
1

(2π)3/2

∫
R3

f(y)e−ik·yd3y (6.12)

Por lo cual podemos escribir que

ψ(t,x) =
1

(2π)3/2

∫
R3

(
1

(2π)3/2

∫
R3

f(y)e−ik·yd3y

)
e−

iℏ
2m

∥k∥2(t−t0)eik·xd3k

=
1

(2π)3

∫
R3

(∫
R3

e−
iℏ
2m

∥k∥2(t−t0)+ik·(x−y)d3k

)
f(y)d3y

(6.13)

Teniendo en cuenta que podemos evaluar la integral que está entre paréntesis en la expresión

anterior luego de completar cuadrados mediante integración gausiana como∫
R3

e−
iℏ
2m

∥k∥2(t−t0)+ik·(x−y)2d3k =

[
2πm

iℏ(t− t0)

]3/2
e

im∥x-y∥
2ℏ(t−t0) (6.14)

tenemos que

ψ(t,x) =
1

(2π)3

∫
R3

[
2πm

iℏ(t− t0)

]3/2
e

im∥x-y∥2
2ℏ(t−t0) f(y)d3y

=

∫
R3

[
m

2πiℏ(t− t0)

]3/2
e

im∥x-y∥2
2ℏ(t−t0) f(y)d3y

(6.15)

de manera que podemos definir el propagador de la part́ıcula libre desde el instante t0 y

posición y al instante t y posición x como

G(0)(t,x; t0,y) :=

[
m

2πiℏ(t− t0)

]3/2
e

im∥x-y∥2
2ℏ(t−t0) (6.16)

y aśı, la solución fundamental viene dada por:

ψ(t,x) =

∫
R3

G(0)(t,x; t0,y)f(y)d
3y (6.17)
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Propiedades del propagador

Es importante recalcar que el propagador anteriormente definido cumple con las siguientes

propiedades,

Propiedad 1, [P1]

iℏ∂tG(0)(t,x; t0,y) = −
ℏ2

2m
∆G(0)(t,x; t0,y) (6.18)

Demostración. Calculemos ∂tG
(0)(t,x; t0,y) y ∆G(0)(t,x; t0,y):

∂tG
(0)(t,x; t0,y) = ∂t

([
m

2πiℏ(t− t0)

]3/2
e

im∥x-y∥2
2ℏ(t−t0)

)

=
[ m

2πiℏ

]3/2
∂t

(
1

(t− t0)3/2
e

im∥x-y∥2
2ℏ(t−t0)

)
= −

[
m

2πiℏ(t− t0)

]3/2(
3

2(t− t0)
+
im∥x-y∥2

2ℏ(t− t0)

)
e

im∥x-y∥2
2ℏ(t−t0)

(6.19)

∂xi
∂xi
G(0)(t,x; t0,y) =

[
m

2πiℏ(t− t0)

]3/2
∂xi
∂xi

(
e

im∥x-y∥2
2ℏ(t−t0)

)
=

[
m

2πiℏ(t− t0)

]3/2
∂xi

(
im

ℏ(t− t0)
xie

im∥x-y∥2
2ℏ(t−t0)

)
=

[
m

2πiℏ(t− t0)

]3/2(
im

ℏ(t− t0)
− m2(xi − xi0)2

ℏ2(t− t0)2

)
e

im∥x-y∥2
ℏ(t−t0)

(6.20)

Teniendo en cuenta que ∆ϕ = δij∂xi
∂xj

, de tal forma que

∆G(0)(t,x; t0,y) =

[
m

2πiℏ(t− t0)

]3/2(
3im

ℏ(t− t0)
− m2∥x-y∥2

ℏ2(t− t0)2

)
e

im∥x-y∥2
ℏ(t−t0) (6.21)

y con esto podemos escribir la ecuación de Schrödinger como:

−iℏ
(

3

2(t− t0)
+
im∥x-y∥2

2ℏ(t− t0)

)
= − ℏ2

2m

(
3im

ℏ(t− t0)
− m2∥x-y∥2

ℏ2(t− t0)2

)
3i

2(t− t0)
− m∥x-y∥2

2ℏ(t− t0)
=

3i

2(t− t0)
− m∥x-y∥2

2ℏ(t− t0)2

(6.22)
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Propiedad 2, [P2]

ĺım
t→t0

G(0)(t,x; t0,y) = δ(x− y) (6.23)

Demostración.∫
R3

ĺım
t→t0

G(0)(t,x; t0,y)f(y)d
3y = ĺım

t→t0

∫
R3

G(0)(t,x; t0,y)f(y)d
3y

= ĺım
t→t0

ψ(t,x)

= ψ(t0,x)

= f(x)

Por lo tanto concluimos que

ĺım
t→t0

G(0)(t,x; t0,y) = δ(x− y)

Interpretación f́ısica

Supongamos que la part́ıcula se halla inicialmente en (t0,x0), tenemos entonces que podemos

expresar esta condición inicial mediante una función delta de Dirac:

ψ(t0,y) = δ(y− x0). (6.24)

Luego, la función de onda ψ(t,x) un tiempo posterior t se puede calcular usando el propa-

gador G(0)(t,x; t0,y)

ψ(t,x) =

∫
R3

G(0)(t,x; t0,y)ψ(t0,y)d
3y

=

∫
R3

G(0)(t,x; t0,y)δ(y− x0)d
3y

= G(0)(t,x; t0,x0)

Por lo que podemos concluir que G(0)(t,x; t0,x0) representa la amplitud de probabilidad de

hallar la part́ıcula en (t,x) sabiendo que estaba en (t0,x0).

Part́ıcula bajo la influencia de un potencial

Consideremos la existencia de un potencial V : R3 −→ R y la forma lagrangiana

L =

[
iℏ
2
(ψ̄∂tψ − ψ∂tψ̄)−

ℏ2

2m

3∑
i=1

∂iψ̄∂iψ − V (x)ψ̄ψ

]
d3x ∧ dt (6.25)
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Obtenemos la ecuación de Schrödingeriℏ∂tψ =

[
− ℏ2

2m
∆+ V (x)

]
ψ,

ψ(t0,x) = f(x).

(6.26)

Notación: Denotaremos al conjunto de todas las posibles trayectorias entre (t′,x′) y (t,x)

como P(t′,x′; t,x) = {γ ∈ P | γ(t′) = x′, γ(t) = x}

Postulado de Feynman

La amplitud de probabilidad G(t,x; t′,x′) de hallar la part́ıcula en (t,x) sabiendo que estaba

en (t′,x′) viene dada por

G(t,x; t′,x′) =

∫
P(t,x;t′,x′)

e
i
ℏS[γ]Dγ (6.27)

Nomenclatura:

El operador evolución definido por el operador ℏ2
2m

∆, que indicaremos como e
− it

ℏ

(
ℏ2
2m

∆
)
=

e−
iℏt
2m

∆, se define como sigue: Si f ∈ S(R3), entonces e−
iℏt
2m

∆f ∈ S(R3) es tal que

̂(
e

iℏt
2m

∆f
)
(k) := e−

iℏt
2m

|k|2 f̂(k) (6.28)

Observación: Aqúı podemos notar que, para la part́ıcula libre, la evolución de ψ(t,x)

a partir de ψ(t0,x) = f(x) viene regida por

ψ(t,x) =
(
e

iℏ(t−t0)
2m

∆f
)
(x)

=

∫
R3

G(0)(t,x; t0,x
′)f(x′)d3x′ (6.29)

El operador evolución definido por el operador (multiplicación) V , que indicaremos

como e−
it
ℏ V , se define como sigue: si f ∈ S(R3), entonces e−

it
ℏ V f ∈ S(R3) es tal que(

e−
it
ℏ V f

)
(x) := e−

it
ℏ V (x)f(x) (6.30)

Ahora bien, la evolución de ψ(t,x) a partir de ψ(t0,x) = f(x) viene regida por

ψ(t,x) = e
− i(t−t0)

ℏ

(
− ℏ2

2m
∆+V

)
(x) (6.31)
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de manera que aspiramos a la construcción del operador combinado − ℏ2
2m

∆+V . Sin embargo,

debemos notar que

e
− it

ℏ

[
− ℏ2

2m
∆+V

]
̸= e−

iℏt
2m

∆e−
it
ℏ V

por lo que la construcción de este operador requiere de un análisis más profundo de las

propiedades de los operadores en espacios de Banach, en particular, consideremos el siguiente

resultado [13]:

Teorema 5 (Fórmula de Trotter). Si A y B son operadores acotados en un espacio de

Banach, entonces

eA+B = ĺım
N→∞

(
eA/NeB/N

)N
(6.32)

Demostración. La demostración de este teorema se basa en la comparación de dos secuencias

de operadores, SN y TN , y en el análisis de sus normas y diferencias. Sean SN y TN definidos

como sigue:

SN := e(A+B)/N y TN := eA/NeB/N (6.33)

Observamos que las normas de SN y TN son iguales y pueden ser expresadas como:

∥SN∥, ∥TN∥ = e(∥A∥+∥B∥)/N =
(
e∥A∥+∥B∥)1/N (6.34)

Esta igualdad se basa en la propiedad de que la norma de una exponencial de un operador

puede ser acotada por la exponencial de la norma del operador. Ahora expandimos TN
utilizando la serie de Taylor para las exponenciales de A/N y B/N . Como queremos evaluar

la norma:

∥SN − TN∥ =
∥∥e(A+B)/N − eA/NeB/N

∥∥ (6.35)

Expandimos las exponenciales en series de potencias:

Para SN :

e(A+B)/N =
∞∑
i=0

1

i!

(
A+B

N

)i

(6.36)

Para TN :

eA/NeB/N =

(
∞∑
i=0

1

i!

Ai

N i

)(
∞∑
j=0

1

j!

Bj

N j

)
(6.37)

Expandiendo el producto:

eA/NeB/N =
∞∑
k=0

1

Nk

k∑
i=0

AiBk−i

i!(k − i)!
(6.38)



6.2 Part́ıcula cuántica 75

Aśı que la diferencia entre SN y TN es:

∥SN − TN∥ =

∥∥∥∥∥
∞∑
i=0

1

i!

(A+B)i

N i
−

∞∑
k=0

1

Nk

k∑
i=0

AiBk−i

i!(k − i)!

∥∥∥∥∥ (6.39)

Dado que los términos para i = 0 y i = 1 son idénticos en ambas series, restamos los términos

comunes:

∥SN − TN∥ =

∥∥∥∥∥
∞∑
i=2

1

i!

(A+B)i

N i
−

∞∑
k=2

1

Nk

k∑
i=0

AiBk−i

i!(k − i)!

∥∥∥∥∥ (6.40)

Ahora, notamos que cada término de la serie tiene al menos un factor 1
N2 , ya que i ≥ 2 y

k ≥ 2 en ambas sumas. Podemos entonces factorizar 1
N2 fuera de la expresión completa:

∥SN − TN∥ =
1

N2

∥∥∥∥∥
∞∑
i=2

1

N i−2

(A+B)i

i!
−

∞∑
k=2

1

Nk−2

k∑
i=0

AiBk−i

i!(k − i)!

∥∥∥∥∥ (6.41)

Tengamos en cuenta que podemos reescribir la suma interna utilizando el coeficiente bino-

mial:
k∑

i=0

Ai

i!

Bk−i

(k − i)!
=

1

k!

k∑
i=0

(
k

i

)
AiBk−i. (6.42)

Entonces, por la desigualdad triangular para la norma, y notando que las series restantes

involucran términos de la forma 1
N i−2 o 1

Nk−2 , que son aún más pequeños por un factor de
1
N2 podemos acotar toda la expresión por:

∥SN − TN∥ ≤
1

N2

(
∞∑
i=2

∥A+B∥i

i!
+

∞∑
k=2

1

k!

k∑
i=0

(
k

i

)
∥A∥i∥B∥k−i

)
(6.43)

Reconociendo que las sumas en el lado derecho son series exponenciales a partir del segundo

término, podemos escribir:

∞∑
i=2

∥A+B∥i

i!
= e∥A+B∥ − 1− ∥A+B∥ (6.44)

y
∞∑
k=2

(∥A∥+ ∥B∥)k

k!
= e∥A∥+∥B∥ − 1− (∥A∥+ ∥B∥) (6.45)

Por lo tanto, la expresión completa se puede acotar por:

∥SN − TN∥ ≤
1

N2

(
e∥A+B∥ + e∥A∥+∥B∥) (6.46)

Dado que ∥A+B∥ ≤ ∥A∥+ ∥B∥, podemos combinar los términos exponenciales:
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∥SN − TN∥ ≤
2

N2
e∥A∥+∥B∥ (6.47)

Teniendo en cuenta que si S y T son operadores acotados, se cumple que su diferencia viene

dada por la siguiente expresión

SN − TN =
N−1∑
k=0

Sk(S − T )TN−k−1 (6.48)

y por lo tanto la norma será

∥SN − TN∥ =

∥∥∥∥∥
N−1∑
k=0

Sk
N(SN − TN)TN−k−1

N

∥∥∥∥∥
≤

N−1∑
k=0

∥SN∥k∥SN − TN∥∥TN∥N−k−1

≤
N−1∑
k=0

ek(∥A∥+∥B∥)/N 2

N2
e∥A∥+∥B∥e(N−k−1)(∥A∥+∥B∥)/N

=
2

N2
e∥A∥+∥B∥

N−1∑
k=0

e(∥A∥+∥B∥)(N−1)/N .

(6.49)

Notemos que el argumento de la suma e(∥A∥+∥B∥)(N−1)/N ≤ e(∥A∥+∥B∥), entonces se tiene que

∥SN − TN∥ ≤ 2

N2
e∥A∥+∥B∥Ne∥A∥+∥B∥

=
2

N
e2(∥A∥+∥B∥)

(6.50)

De manera que que podemos concluir

ĺım
N→∞

∥eA+B − (eA/NeB/N)N∥ = ĺım
N→∞

∥SN − TN∥

= ĺım
N→∞

2

N
e2(∥A∥+∥B∥)

= 0

(6.51)

mostrando que efectivamente que la secuencia (eA/NeB/N)N converge a eA+B cuandoN tiende

a infinito.

6.3. Derivación heuŕıstica de la integral de caminos

Para la construcción del operador combinado

e−
i(t−t′)

ℏ [− ℏ
2m

∆+V ] = ĺım
N→∞

(
e

iℏ(t−t′)
2mN

∆e−
i(t−t′)

ℏN V
)N

(6.52)
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partamos de la aplicación iterativa del operador
(
e

iℏ(t−t′)
2mN

∆e−
i(t−t′)

ℏN V
)
sobre una función f ∈

S(R3). Tras aplicarlo una vez tenemos:

[(
e

iℏ(t−t′)
2mN

∆e−
i(t−t′)

ℏN V
)
f
]
(x) =

[
mN

2πiℏ(t− t′)

]3/2 ∫
R3

e
imN∥x−x′∥2

2ℏ(t−t′) e−
i(t−t′)

ℏN V (x′)f(x′)d3x′

Al aplicarlo una segunda vez:[(
e

iℏ(t−t′)
2mN

∆e−
i(t−t′)

ℏN V
)2
f

]
(x)

=

[
mN

2πiℏ(t− t′)

]3·2/2 ∫
R3

e
imN∥x−x1∥

2

2ℏ(t−t′) e−
i(t−t′)

ℏN V (x1)

∫
R3

e
imN∥x1−x′∥2

2ℏ(t−t′) e−
i(t−t′)

ℏN V (x′)f(x′)d3x′

De manera que aplicándolo N veces se obtiene[(
e

iℏ(t−t′)
2mN

∆e−
i(t−t′)

ℏN V
)N

f

]
(x)

=

[
mN

2πiℏ(t− t′)

]3N/2 ∫
R3

e
imN∥x−xN−1∥

2

2ℏ(t−t′) e−
i(t−t′)

ℏN V (xN−1)
′

×
∫
R3

e
imN∥xN−1−xN−2∥

2

2ℏ(t−t′) e−
i(t−t′)

ℏN V (xN−2) · · ·
∫
R3

e
imN∥x2−x1∥

2

2ℏ(t−t′) e−
i(t−t′)

ℏN V (x1)

×
∫
R3

e
imN∥x1−x′∥2

2ℏ(t−t′) e−
i(t−t′)

ℏN V (x′)f(x′)d3x′d3x1 · · · d3xN−1

(6.53)

Notación: En este momento es adecuado introducir la siguiente notación que nos hará

mas sencilla la interpretación de la expresión que acabamos de obtener. Asumamos que el

intervalo temporal [t− t′] está dividido en N partes, tal que

ε =
t− t′

N
(6.54)

de manera que para j = 1, 2, · · · , N cada tj viene dado por la expresión tj = t′ + jε. Con

esto y fijados los valores t0 ≡ t′, tN ≡ t, x0 ≡ x′ y xN ≡ x, podemos reescribir la expresión

6.53 como

[(
e

iℏ(t−t′)
2mN

∆e−
i(t−t′)

ℏN V
)N

f

]
(x)

=

∫
R3

( m

2πiℏε

)3N/2
∫
R3N−3

e
i
ℏ
∑N

j=1

[
1
2
m
∥∥∥xj−xj−1

ε

∥∥∥2−V (xj−1)

]
ε
d3x1 · · · d3xN−1f(x

′)d3x′
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De tal manera que podemos definir la acción del operador combinado e−
i(t−t′)

ℏ [− ℏ
2m

∆+V ] sobre

una función f ∈ S(R3) como[(
e−

i(t−t′)
ℏ [− ℏ

2m
∆+V ]

)
f

]
(x)

=

∫
R3

{
ĺım

N→∞

( m

2πiℏε

)3N/2
∫
R3N−3

e
i
ℏ
∑N

j=1

[
1
2
m
∥∥∥xj−xj−1

ε

∥∥∥2−V (xj−1)

]
ε
d3x1 · · · d3xN−1

}
f(x′)d3x′

donde

G(t,x; t′,x′) = ĺım
N→∞

( m

2πiℏε

)3N/2
∫
R3N−3

e
i
ℏ
∑N

j=1

[
1
2
m
∥∥∥xj−xj−1

ε

∥∥∥2−V (xj−1)

]
ε
d3x1 · · · d3xN−1

(6.55)

representa la suma de todas las contribuciones proporcionales al factor

e
i
ℏ
∑N

j=1

[
1
2
m
∥∥∥xj−xj−1

ε

∥∥∥2−V (xj−1)

]
ε

(6.56)

aportados por todas las trayectorias poligonales que unen (t′,x′) con (t,x) en el ĺımite N →
∞, es decir, lo podemos equiparar a la integral de caminos del postulado de Feynman

G(t,x; t′,x′)“ = ”

∫
P(t,x;t′,x′)

e
i
ℏ
∫ t
t′ [

1
2
m∥∂tγ(s)∥2−V (γ(s))]dsDγ (6.57)

Interpretación

Desde el punto de vista f́ısico, podemos interpretar la cantidad

xj − xj−1

ε

como la velocidad media en cada lapso (tj−1, tj). Mientras que la cantidad[
1

2
m

∥∥∥∥xj − xj−1

ε

∥∥∥∥2 − V (xj−1)

]
ε (6.58)

representa la acción definida sobre la trayectoria rectilinea que une a (tj−1,xj−1) y (tj,xj).

Notemos que mediante aplicar sucesivamente el operador (e−
iℏ(t−t′)
2mN

∆) podemos correr a lo

largo del camino, que es interpretado como una trayectoria poligonal, desde (t′,x′) y (t,x),

de manera que

G(0)(t,x; t′,x′) =

∫
P(t,x;t′,x′)

e
i
ℏ
∫ t
t′

1
2
m∥∂tγ(s)2∥dsDγ

= ĺım
N→∞

( m

2πiℏε

)3N/2
∫
R3N−3

e
i
ℏ
∑N

j=1
1
2
m
∥∥∥xj−xj−1

ε

∥∥∥2
d3x1 · · · d3xN−1

Por último, veamos que G(t,x; t′,x′) cumple con las propiedades del propagador:
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Figura 6.1: camino posible para ir de (t′,x′) a (t,x)

G(t, x; t′, x′) satisface [P1]

consideremos

GN(t,x; t
′,x′) =

( m

2πiℏε

)3N/2
∫
R3N−3

e
i
ℏ
∑N

j=1

[
1
2
m
∥∥∥xj−xj−1

ε

∥∥∥2−V (xj−1)

]
ε
d3x1 · · · d3xN−1

=
( m

2πiℏε

)3(N−1)/2 ( m

2πiℏε

)3/2 ∫
R3N−3

e
i
ℏ
∑N

j=1

[
1
2
m
∥∥∥xj−xj−1

ε

∥∥∥2−V (xj−1)

]
ε

× e
i
ℏ

[
1
2
m
∥∥∥xN−xN−1

ε

∥∥∥2−V (xN−1)

]
ε
d3x1 · · · d3xN−2d

3xN−1

=
( m

2πiℏε

)3/2 ∫
R3N−3

e
im
2ℏε∥xN−xN−1∥2e−

iε
ℏ V (xN−1)GN−1(tN−1,xN−1; t

′,x′)d3xN−1

Aqúı conviene introducir la siguiente notación, definamos el vector η := xN−1 − x, tal que

d3xN−1 ≡ d3η de manera que podemos escribir el propagador en términos de la variación

con respecto al parámetro η

GN−1(tN−1,xN−1; t
′,x′) = GN−1(tN−1,x+ η; t′,x′)

= GN−1(tN−1,x; t
′,x′) + ∂iGN−1(tN−1,x; t

′,x′)ηi

+
1

2
∂i∂jGN−1(tN−1,x; t

′,x′)ηiηj + · · ·
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y teniendo en cuenta

V (xN−1) = V (x+ η) = V (x) + ∂iV (x)ηi + · · ·

obtenemos que el propagador GN(t,x; t
′,x′) se puede escribir como

GN(t,x; t
′,x′) =

( m

2πiℏε

)3/2 ∫
R3N−3

e
im
2ℏε∥η∥

2

(
1− iε

ℏ
V (x)− iε

ℏ
V (x)ηi + · · ·

)
×
(
GN−1(tN−1,x; t

′,x′) + ∂iGN−1(tN−1,x; t
′,x′)ηi

+
1

2
∂i∂jGN−1(tN−1,x; t

′,x′)ηiηj + · · ·
)
d3η

=

(
1− iε

ℏ
V (x)

)
GN−1(tN−1,x; t

′,x′)
( m

2πiℏε

)3/2 ∫
R3N−3

e
im
2ℏε |η|

2

d3η︸ ︷︷ ︸
=1

+

[(
1− iε

ℏ
V (x)

)
∂iGN−1(tN−1,x; t

′,x′)

− iε

ℏ
∂iV (x)GN−1(tN−1,x; t

′,x′)

]( m

2πiℏε

)3/2 ∫
R3N−3

ηie
im
2ℏε |η|

2

d3η︸ ︷︷ ︸
=0

+

[(
1− iε

ℏ
V (x)

)
1

2
∂i∂jGN−1(tN−1,x; t

′,x′)

− iε

ℏ
∂iV (x)∂jGN−1(tN−1,x; t

′,x′)

]( m

2πiℏε

)3/2 ∫
R3N−3

ηiηje
im
2ℏε |η|

2

d3η︸ ︷︷ ︸
= iℏε

m
δij

+ · · ·

= GN−1(tN−1,x; t
′,x′)− iε

ℏ
V (x)GN−1(tN−1,x; t

′,x′) +
iℏε
m
δij∂i∂jGN−1(tN−1,x; t

′,x′) +O(ε2)

donde conviene reescribir tN−1 como

tN−1 = t′ + (N − 1)ε = t−Nε+ (N − 1)ε = t− ε (6.59)

de tal forma que obtenemos:

iℏ
GN(tN ,x; t

′,x′)−GN−1(tN−1,x; t
′,x′)

ε
=

[
− ℏ2

2m
∆+ V (x)

]
GN−1(tN−1,x; t

′,x′) +O(ε2)

(6.60)
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y en el ĺımite cuando N → ∞ tenemos que GN , GN−1 → G, ε → 0, tN−1 → t, de manera

que

iℏ∂tG(t,x; t′,x′) =

[
− ℏ2

2m
∆+ V (x)

]
G(t,x; t′,x′) (6.61)

G(t, x; t′, x′) satisface [P2]

En el ĺımite donde t→ t′ el valor del parámetro ε tiende a cero, luego

ĺım
t→t′

G(t,x; t′,x′) = ĺım
t→t′

ĺım
N→∞

( m

2πiℏε

)3N/2
∫
R3N−3

e
i
ℏ
∑N

j=1

[
1
2
m
∥∥∥xj−xj−1

ε

∥∥∥2−V (xj−1)

]
ε
d3x1 · · · d3xN−1

= ĺım
t→t′

ĺım
N→∞

( m

2πiℏε

)3N/2
∫
R3N−3

e
i
ℏ
∑N

j=1
1
2
m
∥∥∥xj−xj−1

ε

∥∥∥2ε
d3x1 · · · d3xN−1

= ĺım
t→t′

G(0)(t,x; t′,x′)

= δ(x− x′)

6.4. Rotación de Wick

Podemos analizar la euclidianización de la integral de caminos considerando el cambio de

variable t → −it que en la jerga de los f́ısicos se conoce como rotación de Wick. Bajo esta

modificación revisemos los casos anteriores:

Part́ıcula libre

Para la part́ıcula libre la ecuación de Schrödinger veńıa dada por ℏ
∂ψ

∂t
=

ℏ2

2m
∆ψ

ψ(t0,x) = f(x).

(6.62)

El convertir el tiempo a un parámetro imaginario nos lleva a una ecuación que recuerda la

ecuación del calor. Aśı, el propagador con el que podemos escribir la solución fundamental

de esta ecuación transformada es, como veremos, análogo al núcleo del calor :

G(t,x; t′,x′) =

∫
P(t,x;t′,x′)

e−
1
ℏS[γ]Dγ

=

∫
P(t,x;t′,x′)

e−
1
ℏ
∫ t
t′

1
2
m∥∂tγ(s)∥2dsDγ

= ĺım
N→∞

( m

2πℏε

)3N/2
∫
R3N−3

e
− 1

ℏ
∑N

j=1
1
2
m
∥∥∥xj−xj−1

ε

∥∥∥2ε
d3x1 · · · d3xN−1

=

[
m

2πℏ(t− t′)

]3/2
e
−m∥x−x′∥2

2ℏ(t−t′) .

(6.63)
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Part́ıcula bajo la influencia de un potencial

De manera similar, con la existencia de un potencial V , se tiene que la ecuación de Schrödin-

ger para una part́ıcula resulta ser:ℏ∂tψ =

[
ℏ2

2m
∆− V (x)

]
ψ,

ψ(t0,x) = f(x).

(6.64)

Y de nuevo, el convertir el tiempo a un parámetro imaginario nos lleva a una ecuación que

recuerda la ecuación del calor, esta vez con una fuente V de radiación asociada. Aśı, la

solución fundamental se puede escribir con el propagador que viene dado por la integral que,

ahora śı, converge en todo su dominio:

G(t,x; t′,x′) =

∫
P(t,x;t′,x′)

e−
1
ℏ
∫ t
t′ [

1
2
m∥∂tγ(s)∥2−V (γ(s))]dsDγ

= ĺım
N→∞

( m

2πℏε

)3N/2
∫
R3N−3

e
− 1

ℏ
∑N

j=1

[
1
2
m
∥∥∥xj−xj−1

ε

∥∥∥2−V (xj−1)

]
ε
d3x1 · · · d3xN−1.

(6.65)



7 Teoŕıa Cuántica de Campos

0−dimensional

Consideremos una Teoŕıa Cuántica de Campos de dimension d = 0, esto es, ocurriendo

sobre un espacio-tiempo M constitúıdo por un único punto. Consideremos que el espacio de

configuraciones es V = R, de manera que el espacio de campos viene dado por:

F = F(punto) = Map(punto, V ) = V = R (7.1)

tal que el conjunto de observables queda determinado por el conjunto de funciones realva-

luadas

Obs = Obs(punto) = Fun(F(punto)) = Fun(V ) = Fun(R).

Nota: Del conjunto de funciones Fun(R) nos importa su estructura como espacio vecto-

rial, su estructura como anillo no será relevante.

La acción en esta teoŕıa será simplemente una función realvaluada

S ∈ Obs = Fun(R), (7.2)

y la medida en el espacio de campos F = V = R será sencillamente la medida usual sobre

R, tal que Dϕ = dϕ. Por último, especifiquemos la prescripción para calcular funciones de

correlación

Z(ℏ) = ⟨1⟩ =
∫
R
e−S(ϕ)/ℏdϕ (7.3)

Zf (ℏ) = ⟨f⟩ =
∫
R
f(ϕ)e−S(ϕ)/ℏdϕ, f ∈ Obs = Fun(R). (7.4)

Redundancia en el espacio de Observables

Notemos cómo existe una equivalencia en Obs = Fun(R) inducida por integración por partes.

Veamos que para cualquier f ∈ Obs = Fun(R), se tiene que

⟨f ′ − ℏ−1S ′f⟩ =
∫
R

(
f ′(ϕ)− ℏ−1S ′(ϕ)f(ϕ)

)
e−S(ϕ)/ℏdϕ

=

∫
R

(
f(ϕ)e−S(ϕ)/ℏ)′ dϕ

= 0
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de manera que podemos concluir que ⟨f ′⟩ = ⟨ℏ−1S ′f⟩, por lo que eliminando la redundancia

que existe tendremos el conjunto de observables reducido

Obs′ = Fun(R)/gen{f ′ − ℏ−1S ′f | f ∈ Fun(R)}. (7.5)

7.1. Teoŕıa ϕ4:

Para construir una idea intuitiva de lo que estamos tratando consideremos la llamada teoŕıa

ϕ4, un caso muy simple de teoŕıa cuántica de campos que considera las interacciones del

campo ϕ con sigo mismo. Restringiremos para ello el espacio de observables a funciones cuyo

crecimiento está acotado por una función exponencial:

Obs = Fun(R) = {funciones anaĺıticas F : R→ R con a lo más crecimiento exponencial}.
(7.6)

Ahora bien, escojamos la acción de la teoŕıa ϕ4

S(ϕ) =
α

2
ϕ2 − λ

4!
ϕ4, (7.7)

con α, λ ∈ R0. Por último, la prescripción para calcular funciones de correlación:

Z(ℏ) = ⟨1⟩ =
∫
R
e−

1
ℏ (

α
2
ϕ2− λ

4!
ϕ4)dϕ (7.8)

Zf (ℏ) = ⟨f⟩ =
∫
R
f(ϕ)e−

1
ℏ (

α
2
ϕ2− λ

4!
ϕ4)dϕ (7.9)

En este punto podemos ver que que solo tres elementos son necesarios para la construcción

del conjunto completo de observables de la teoŕıa.

Lema 1. El conjunto de observables restringido tiene dimensión 3 y es generado por 1, ϕ,

ϕ2 ∈ Obs.

Demostración. Se sigue directamente de considerar la redundancia en el espacio de observa-

bles que induce la integración por partes, veamos:〈
ϕn−1

〉
=

〈(
1

n
ϕn

)′〉
=

〈
ℏ−1

(
αϕ− λ

6
ϕ3

)
1

n
ϕn

〉
=

〈
α

nℏ
ϕn+1 − λ

6nℏ
ϕn+3

〉
.

(7.10)
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De tal manera que podemos expresar ⟨ϕn+3⟩ como〈
ϕn+3

〉
=

6α

λ

〈
ϕn+1

〉
− 6nℏ

λ

〈
ϕn−1

〉
. (7.11)

Y siguiendo la prescripción podemos construir cualquier autointeracción del campo, es decir:

n = 0 :
〈
ϕ3
〉
=

6α

λ
⟨ϕ⟩ ,

n = 1 :
〈
ϕ4
〉
=

6α

λ

〈
ϕ2
〉
− 6ℏ

λ
⟨1⟩

n = 2 :
〈
ϕ5
〉
=

6α

λ

〈
ϕ3
〉
− 12ℏ

λ
⟨ϕ⟩ =

(
36α2

λ2
− 12ℏ

λ

)
⟨ϕ⟩

n = 3 :
〈
ϕ6
〉
=

6α

λ

〈
ϕ4
〉
− 18ℏ

λ

〈
ϕ2
〉
=

(
36α2

λ2
− 18ℏ

λ

)〈
ϕ2
〉
− 36αℏ

λ2
⟨1⟩

· · · · · ·

Con lo cual el lema queda probado.

Ahora, consideremos reescalar el campo ϕ con el propósito de eliminar la contribución de ℏ
en el término cuadrático de la acción: sea entonces el cambio de variable ϕ −→ ϕ′ = ϕ/

√
ℏ,

de manera que el diferencial transforma como dϕ′ = ℏ−1/2dϕ, con lo que podemos reescribir

la función de partición 7.8 como

Z(ℏ) =
∫
R
e
− 1

ℏ

(
αℏ
2
ϕ′2−λℏ2

4!
ϕ′4

)
ℏ1/2dϕ′

= ℏ1/2
∫
R
e−

α
2
ϕ′2+λℏ

4!
ϕ′4
dϕ′.

(7.12)

Del comportamiento de la integral I(ℏ) :=
∫
R e

−α
2
ϕ′2+λℏ

4!
ϕ′4
dϕ′ podemos afirmar lo siguiente

I. ℏ = 0

I(0) =

∫
R
e−

α
2
ϕ2

dϕ =

√
2π

α
<∞ (7.13)

II. ℏ < 0

La integral

I(ℏ) =
∫
R
e−

α
2
ϕ2+λℏ

4!
ϕ4

dϕ <

∫
R
e

λℏ
4!

ϕ4

dϕ (7.14)

que es finita porque sabemos que son finitas integrales de la forma∫ ∞

∞
e−x4

dx = 2

∫ ∞

0

e−x4

dx =
1

2

∫ ∞

0

t
1
4
−1e−tdt =

1

2
Γ

(
1

4

)
(7.15)
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Figura 7.1: Gráfico de la función Ψ = α
2
ϕ′2 − λℏ2

4!
ϕ′4

III. ℏ > 0

Si consideramos la forma de la acción en función del campo Ψ = f(ϕ), podemos ver

que existe un intervalo [−k, k] ⊂ R, k ∈ N tal que

α

2
ϕ2 − λℏ

4!
ϕ4 < 0, para todo ϕ /∈ [−k, k], (7.16)

de tal forma que para cualquier ϕ que no está en el intervalo [−k, k] se tiene que

e−
α
2
ϕ′2+λℏ

4!
ϕ′4
> 1 con lo cual se tiene que la integral I(ℏ) =

∫
R e

−α
2
ϕ2+λℏ

4!
ϕ4
dϕ diverge.

Ahora, sin embargo, intentaremos darle sentido a la integral,

I(ℏ) =
∫
R
e−

α
2
ϕ2+λℏ

4!
ϕ4

dϕ

=

∫
R
e−

α
2
ϕ2

e
λℏ
4!

ϕ4

dϕ

(7.17)

donde podemos sustituir la exponencial que lleva la contribución de ℏ por su expansión en

serie de potencias

I(ℏ) =
∫
R
e−

α
2
ϕ2

∞∑
n=0

λn

(4!)nn!
ϕ4nℏndϕ. (7.18)
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Ahora nos tomaremos la libertad de intercambiar el orden de la integral y la suma de la

anterior expresión, de tal manera que obtenemos:

I(ℏ) “ = ”
∞∑
n=0

[
λn

(4!)nn!

∫
R
e−

α
2
ϕ2

ϕ4ndϕ

]
ℏn. (7.19)

Para darle significado al signo “ = ” consideremos el siguiente resultado que muestra cómo

la expresión anterior, obtenida tras el dudoso cambio de orden de la suma y la integral, nos

brinda información relevante:

Definición 7. Dada una función f(x) definida en x0 se dice que una serie de potencias∑∞
n=0 an(x− x0)n es una expansión asintótica de f(x) cuando x→ x0,

f(x) ∼
∞∑
n=0

an(x− x0)n (x→ x0) (7.20)

si se cumple que

ĺım
x→x0

f(x)−
∑N−1

n=0 an(x− x0)n

aN(x− x0)N
= 1. (7.21)

Con lo anterior, podemos enunciar el siguiente lema que resume la conclusión a la que hemos

llegado

Lema 2. La expresión obtenida es una expansión asintótica de la integral I(ℏ) cuando ℏ→ 0

I(ℏ) ∼
∞∑
n=0

[
λn

(4!)nn!

∫
R
e−

α
2
ϕ2

ϕ4ndϕ

]
ℏn (ℏ→ 0) (7.22)

Demostración. Calculemos la diferencia:

I(ℏ)−
N−1∑
n=0

[ ∫
R
e−

α
2
ϕ2 λn

(4!)nn!
ϕ4ndϕ

]
ℏn

=

∫
R
e−

α
2
ϕ2

∞∑
n=0

λn

(4!)nn!
ϕ4nℏndϕ−

∫
R
e−

α
2
ϕ2

N−1∑
n=0

λn

(4!)nn!
ϕ4nℏndϕ

=

∫
R
e−

α
2
ϕ2

∞∑
n=N

λn

(4!)nn!
ϕ4nℏndϕ

(7.23)
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consideremos el cambio de variable m = n−N

I(ℏ)−
N−1∑
n=0

[ ∫
R
e−

α
2
ϕ2 λn

(4!)nn!
ϕ4ndϕ

]
ℏn

=

∫
R
e−

α
2
ϕ2

∞∑
m=0

λ(m+N)

(4!)(m+N)(m+N)!
ϕ4(m+N)ℏ(m+N)dϕ

= ℏN
[

λN

(4!)NN !

∫
R
ϕ4Ne−

α
2
ϕ2

dϕ+O(ℏ)
]

(ℏ→ 0)

(7.24)

de tal forma que al calcular el ĺımite (ℏ→ 0)

ĺım
ℏ→0

I(ℏ)−
∑∞

n=0

[ ∫
R e

−α
2
ϕ2 λn

(4!)nn!
ϕ4ndϕ

]
ℏn[ ∫

R e
−α

2
ϕ2 λN

(4!)NN !
ϕ4Ndϕ

]
ℏN

= ĺım
ℏ→0

��ℏN
[

λN

(4!)NN !

∫
R ϕ

4Ne−
α
2
ϕ2
dϕ+���* 0

O(ℏ)
]

[ ∫
R e

−α
2
ϕ2 λN

(4!)NN !
ϕ4Ndϕ

]
��ℏN

= 1

(7.25)

Lo cual muestra cómo ambas expresiones coinciden en el ĺımite (ℏ→ 0) .

Podemos concluir, entonces, que la función de partición se puede acotar mediante la serie

formal que hemos construido

Z(ℏ) = ℏ1/2I(ℏ)

Z(ℏ) ∼ ℏ1/2
∞∑
n=0

[
λn

(4!)nn!

∫
R
ϕ4ne−

α
2
ϕ2

dϕ

]
ℏn (ℏ→ 0)

∼ ℏ1/2
∞∑
n=0

anℏn (ℏ→ 0).

(7.26)

Para evaluar la integral que involucra la función ϕ4ne−
α
2
ϕ2
, primero, expresemos ϕ4n como la

4n-ésima derivada de eξϕ evaluada en ξ = 0:

ϕ4n =

(
d

dξ

)4n

eξϕ

∣∣∣∣∣
ξ=0

(7.27)

La integral a resolver se transforma entonces en:∫
R
ϕ4ne−

α
2
ϕ2

dϕ =

(
d

dξ

)4n ∫
R
eξϕ−

α
2
ϕ2

dϕ

∣∣∣∣∣
ξ=0

(7.28)

Completamos el cuadrado en el exponente y luego realizamos la integral gaussiana:∫
R
eξϕ−

α
2
ϕ2

dϕ =

√
2π

α
e

ξ2

2α (7.29)
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Nos centramos en calcular la 4n-ésima derivada de e
ξ2

2α respecto a ξ y evaluarla en ξ = 0.

Expresamos la exponencial usando la serie de Taylor:

e
ξ2

2α =
∞∑
k=0

1

k!

(
ξ2

2α

)k

=
∞∑
k=0

ξ2k

(2α)kk!
(7.30)

Diferenciando 4n veces, solo el término con k = n sobrevive en ξ = 0:(
d

dξ

)4n

e
ξ2

2α

∣∣∣∣∣
ξ=0

=

(
d

dξ

)4n
ξ4n

(2α)2n(2n)!

∣∣∣∣∣
ξ=0

=
(4n)!

(2α)2n(2n)!
(7.31)

Por lo tanto, la integral original se evalúa como:∫
R
ϕ4ne−

α
2
ϕ2

dϕ =

√
2π

α

(4n)!

(2α)2n(2n)!

=

√
2π

α

1

α2n

(4n− 1)!

(2n)!22n

=

√
2π

α

1

α2n
(4n− 1)!!

(7.32)

aśı pues, podemos reescribir la función de partición de la teoŕıa como

Z(ℏ) ∼
√

2πℏ
α

∞∑
n=0

(4n− 1)!!

(4!)nn!

λn

α2n
ℏn (ℏ→ 0) (7.33)

Nota: Tengamos en cuenta que la cantidad

(4n− 1)(4n− 3) · · · 3 · 1 = (4n− 1)!! (7.34)

representa el número de combinaciones posibles para formar 2n pares con 4n puntos.

7.2. Diagramas de Feynman

Definición 8. Un diagrama de Feynman Γ para la expansión asintótica de Z(ℏ) es un

grafo que se obtiene al colocar un número finito de vértices de grado 4 y establecer un

emparejamiento entre las semi-aristas.

Como un ejemplo consideremos los siguientes diagramas de Feynman de la teoŕıa ϕ4

1 vértice :
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2 vértice:

3 vértices:

4 vértices: 10 diagramas conexos

5 vértices: 29 diagramas conexos

· · ·
Introduzcamos la siguiente notación

V (Γ) := {vértices de Γ}
E(Γ) := {aristas de Γ}
χ(Γ) := |V (Γ)| − |E(Γ)|

Denotemos por Dn al conjunto de diagramas de Feynman de n vértices, y al grupo

Gn := (S4)
n ⋊ (Sn) (7.35)

como el grupo de permutaciones que actúa de manera natural en Dn, donde

la i-ésima copia de S4 permuta las semiaristas del i-ésimo vértice de Γ ∈ Dn,

Sn reordena los n vértices de Γ ∈ Dn.

particularmente, para la teoŕıa ϕ4 que estamos considerando, sus valores son:

|Dn| = (4n− 1)!!

|Gn| = (4!)nn!
(7.36)

de tal forma que podemos reexpresar la función de partición como

Z(ℏ) ∼
√

2πℏ
α

∞∑
n=0

|Dn|
|Gn|

λn

α2n
ℏn (ℏ→ 0). (7.37)

Por último, incluyamos la siguiente definición

Definición 9. El grupo de automorfismos Aut(Γ) de Γ ∈ Dn es el subgrupo de Gn que

preserva a Γ. También es llamado un subgrupo de isotroṕıa de Gn. [20].
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De tal forma que podemos calcular, por el teorema de órbita-estabilizador, el tamaño de Dn⃗

como:

|Dn| =
∑

[Γ]∈Dn/Gn

|orb(Γ)| =
∑

[Γ]∈Dn/Gn

|Gn|
|Aut(Γ)|

(7.38)

y con ello, reexpresar la función de partición de la teoŕıa puramente en términos de diagramas

Γ:

Z(ℏ) ∼
√

2πℏ
α

∞∑
n=0

∑
[Γ]∈Dn/Gn

1

|Aut(Γ)|
λ|V (Γ)|

α|E(Γ)|ℏ
−χ(Γ) (ℏ→ 0). (7.39)

Reglas de Feynman

I. La evaluación del diagrama vaćıo es 1:

ev(∅) = 1 (7.40)

II. La evaluación de un vértice y una semiarista son, respectivamente, λ y 1/α:

ev

( )
= λ, ev

( )
=

1

α
. (7.41)

III. Para cada representante en Γ ∈ Dn/Gn definimos su evaluación como la relación entre

el producto de |V (Γ)| copias de la evaluación de un vértice con el producto de |E(Γ)|
copias de la evaluación de una semiarista

ev(Γ) :=
λ|V (Γ)|

α|E(Γ)| (7.42)

De manera que puede estimarse la función de partición exclusivamente a través de los dia-

gramas de Feynman de la teoŕıa:

Z(ℏ) ∼
√

2πℏ
α

∞∑
n=0

∑
[Γ]∈Dn/Gn

ev(Γ)

|Aut(Γ)|
ℏ−χ(Γ) (ℏ→ 0). (7.43)



8 Intermezzo: Regla de Wick

La Regla de Wick constituye un pilar esencial en la teoŕıa cuántica de campos, ofreciendo

un método robusto y eficiente para la simplificación del cálculo de productos de operadores

cuánticos. Esta regla permite la reestructuración de productos de operadores de campo como

sumas de contracciones, donde cada contracción representa un emparejamiento posible entre

operadores. Este mecanismo de contracción desempeña un papel fundamental en la evalua-

ción sistemática de expresiones complejas y en la simplificación de integrales funcionales.

Consideremos un espacio vectorial homeomorfo al espacio eucĺıdeo m-dimensional V ∼= Rm

y una forma bilineal simétrica no degenerada en V , B ∈ S2V ∗, es decir, detB ̸= 0. Existe

un isomorfismo de espacios vectoriales:

B♭ :V
∼=−−→ V ∗

ϕ 7−→ B♭(ϕ) : V −→ R
ϕ′ 7−→ ⟨B♭(ϕ), ϕ′⟩ := B(ϕ, ϕ′)

lo cual implica que existe una única forma bilineal B−1 ∈ S2V = S2V ∗∗ tal que para cualquier

ξ, ξ′ ∈ V ∗ se cumple:

B−1(ξ, ξ′) := B
(
(B♭)−1(ξ), (B♭)−1(ξ′)

)
(8.1)

Lema 3. (Integración Gaussiana) Suponiendo que B ∈ S2V ∗ es definida positiva, enton-

ces, para cualquier ξ ∈ V ∗:∫
V

e−
1
2
B(ϕ,ϕ)+⟨ξ,ϕ⟩dmϕ =

(2π)m/2

√
detB

e−
1
2
B−1(ξ,ξ) (8.2)

.

Demostración. Consideremos la reformulación del exponente de la función exponencial:

1

2
B(ϕ, ϕ)− ⟨ξ, ϕ⟩ = 1

2
B(ϕ, ϕ)−

〈
B♭((B♭)−1(ξ)), ϕ

〉
=

1

2
B(ϕ, ϕ)−B((B♭)−1(ξ), ϕ).

(8.3)
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Por la propiedad de linealidad y simetŕıa de B, podemos expresar:

1

2
B(ϕ, ϕ)− ⟨ξ, ϕ⟩ = 1

2
B(ϕ− (B♭)−1(ξ), ϕ− (B♭)−1(ξ))− 1

2
B((B♭)−1(ξ), (B♭)−1(ξ))

=
1

2
B(ϕ− (B♭)−1(ξ), ϕ− (B♭)−1(ξ))− 1

2
B−1(ξ, ξ).

(8.4)

Esta reescritura nos permite expresar la integral de la forma siguiente:∫
V

e−
1
2
B(ϕ,ϕ)+⟨ξ,ϕ⟩ dmϕ = e

1
2
B−1(ξ,ξ)

∫
V

e−
1
2
B(ϕ−(B♭)−1(ξ),ϕ−(B♭)−1(ξ)) dmϕ

= e
1
2
B−1(ξ,ξ)

∫
V

e−
1
2
B(ϕ,ϕ) dmϕ

=
(2π)m/2

√
detB

e
1
2
B−1(ξ,ξ).

(8.5)

Notación. Consideremos un conjunto de 2k elementos. Denominaremos por Πk al conjunto

de todos los emparejamientos posibles del conjunto {1, . . . , 2k}. Formalmente, definimos:

Πk := {σ ∈ S2k | σ2 = id y σ no tiene puntos fijos}

donde S2k representa al grupo simétrico de grado 2k.

El tamaño de Πk es:

|Πk| =
(2k)!

2kk!
= (2k − 1)!!. (8.6)

Por ejemplo, si k = 3 los siguientes algunos los posibles emparejamientos

12

3

4 5

6

12

3

4 5

6

12

3

4 5

6

Con lo anterior en mente, procedamos a enunciar el importante teorema de Wick que per-

mite la transisión entre descripciones en términos de integrales funcionales a descripciones

algebraicas más manejables:
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Teorema 6. (Regla de Wick) Si la forma bilineal simétrica B ∈ S2V ∗ es definida positiva

y ξ1, · · · , ξn ∈ V ∗, se tiene que:∫
V

n∏
i=1

⟨ξi, ϕ⟩e−
1
2
B(ϕ,ϕ)dmϕ (8.7)

=

{
(2π)m/2
√
detB

∑
σ∈Πn/2

∏n
i=1B

−1(ξi, ξσ(i)) si n es par,

0 si n es impar.

Demostración. Veamos que podemos encontrar la expresión∫
V

n∏
i=1

⟨ξi, ϕ⟩ e−
1
2
B(ϕ,ϕ)dmϕ (8.8)

a partir de
∫
V
e−

1
2
B(ϕ,ϕ)+⟨ξ,ϕ⟩dmϕ, para ello consideremos

ξ =
n∑

i=1

tiξi, (8.9)

con ti ∈ R de tal forma que∫
V

e−
1
2
B(ϕ,ϕ)+⟨ξ,ϕ⟩dmϕ =

∫
V

e−
1
2
B(ϕ,ϕ)

n∏
i=1

eti⟨ξi,ϕ⟩dmϕ (8.10)

y derivando con respecto a todos los ti

∂

∂tn
· · · ∂

∂t1

∣∣∣∣
ti=0

∫
V

e−
1
2
B(ϕ,ϕ)+⟨ξ,ϕ⟩dmϕ =

∫
V

e−
1
2
B(ϕ,ϕ) ∂

∂tn
· · · ∂

∂t1

∣∣∣∣
ti=0

n∏
i=1

eti⟨ξi,ϕ⟩dmϕ (8.11)

como ∂
∂tn
· · · ∂

∂t1

∣∣∣∣
ti=0

∏n
i=1 e

ti⟨ξi,ϕ⟩ =
∏n

i=1 ⟨ξi, ϕ⟩ tenemos finalmente que:

∂

∂tn
· · · ∂

∂t1

∣∣∣∣
ti=0

∫
V

e−
1
2
B(ϕ,ϕ)+⟨ξ,ϕ⟩dmϕ =

∫
V

n∏
i=1

⟨ξi, ϕ⟩ e−
1
2
B(ϕ,ϕ)dmϕ. (8.12)

Ahora bien, veamos que nos es posible evaluar la integral del lado izquierdo de la igualdad

anterior usando el resultado del lema 3 , de tal forma que:

∂

∂tn
· · · ∂

∂t1

∣∣∣∣
ti=0

∫
V

e−
1
2
B(ϕ,ϕ)+⟨ξ,ϕ⟩dmϕ =

(2π)m/2

√
detB

∂

∂tn
· · · ∂

∂t1

∣∣∣∣
ti=0

e
1
2
B−1(ξ,ξ). (8.13)

Y si ahora consideramos la expansión en serie de la exponencial:
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e
1
2
B−1(ξ,ξ) =

∞∑
k=0

1

2kk!
(B−1(ξ, ξ))k

=
∞∑
k=0

1

2kk!

(
n∑

i,j=1

B−1(ξi, ξj)titj)

)k

(8.14)

podemos ver que la exponencial puede escribirse como un polinomio homogéneo en ti de

grado 2k, y con esto en mente podemos notar que:

∂

∂tn
· · · ∂

∂t1

∣∣∣∣
ti=0

e
1
2
B−1(ξ,ξ) =

∞∑
k=0

1

2kk!

∂

∂tn
· · · ∂

∂t1

∣∣∣∣
ti=0

(
n∑

i,j=1

B−1(ξi, ξj)titj)

)k

. (8.15)

donde el miembro derecho de la igualdad se anula si n no es exactamente 2k, de tal manera

que

∂

∂tn
· · · ∂

∂t1

∣∣∣∣
ti=0

e
1
2
B−1(ξ,ξ) =


1

2n/2(n/2)!
∂

∂tn
· · · ∂

∂t1

∣∣∣∣
ti=0

(∑n
i,j=1B

−1(ξi, ξj)titj)
)n/2

si n es par,

0 si n es impar.

(8.16)

Ahora, notemos bien que

∂

∂tl

∂

∂tk

(
1

2

n∑
i,j=1

B−1(ξi, ξj)titj)

)
=

∂

∂tl

(
n∑

j=1

B−1(ξk, ξj)tj)

)
= B−1(ξk, ξl) (8.17)

Y haciendo inducción sobre n = 2k

1

2kk!

∂

∂tn
· · · ∂

∂t1

∣∣∣∣
ti=0

(
n∑

i,j=1

B−1(ξi, ξj)titj)

)k

=
1

2kk!

1

2k − 1

2k−1∑
ν=1

∂

∂t2k−1

· · · ∂̂
∂tν
· · · ∂

∂t1

∂

∂t2k

∂

∂tν

(
2k∑

i,j=1

B−1(ξi, ξj)titj)

)k

=
1

2kk!

2k

2k − 1

×
2k−1∑
ν=1

∂

∂t2k−1

· · · ∂̂
∂tν
· · · ∂

∂t1

(
2k∑

i,j=1

B−1(ξi, ξj)titj)

)k−1

∂

∂t2k

∂

∂tν

(
1

2

2k∑
i,j=1

B−1(ξi, ξj)titj)

)
︸ ︷︷ ︸

=B−1(ξ2k,ξν)
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=
���2k−1

�����(k − 1)!

��2k��k!

�2��k

2k − 1

×
2k−1∑
ν=1

1

2k−1(k − 1)!

∂

∂t2k−1

· · · ∂̂
∂tν
· · · ∂

∂t1

(
2k∑

i,j=1

B−1(ξi, ξj)titj)

)k−1

B−1(ξ2k, ξν)︸ ︷︷ ︸
=
∑
σ∈Πk

2k∏
i=1

B−1(ξi, ξσ(i))

=
����2k − 1

����2k − 1

∑
σ∈Πk

2k∏
i=1

B−1(ξi, ξσ(i))

=
∑
σ∈Πk

2k∏
i=1

B−1(ξi, ξσ(i)) (8.18)

de tal forma que finalmente tenemos:

∂

∂tn
· · · ∂

∂t1

∣∣∣∣
ti=0

∫
V

e−
1
2
B(ϕ,ϕ)+⟨ξ,ϕ⟩dmϕ =

(2π)m/2

√
detB

∑
σ∈Πk

2k∏
i=1

B−1(ξi, ξσ(i)), (8.19)

completando la demostración.

Consideremos como ejemplo el caso particular n = 4,∫
V

⟨ξ1, ϕ⟩ ⟨ξ2, ϕ⟩ ⟨ξ3, ϕ⟩ ⟨ξ4, ϕ⟩ e−
1
2
B(ϕ,ϕ)dmϕ

=
(2π)m/2

√
detB

(B−1(ξ1, ξ2)B
−1(ξ3, ξ4) +B−1(ξ1, ξ3)B

−1(ξ2, ξ4) +B−1(ξ1, ξ4)B
−1(ξ2, ξ3))

=
(2π)m/2

√
detB


12

3 4

+

12

3 4

+

12

3 4


(8.20)

Escenario especial

En el contexto del espacio vectorial V , consideremos el producto interior, representado por

la notación (·, ·) : V × V → R. Esta estructura nos permite definir una matriz A ∈ GL(V ),

la cual es simétrica, y establece la relación:

B(ϕ, ϕ′) = (Aϕ, ϕ′), para todos ϕ, ϕ′ ∈ V.
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Aprovechando el isomorfismo V ∼= V ∗, se identifica un inverso simétrico A−1 ∈ GL(V ∗) que

satisface:

B−1(ξ, ξ′) = (A−1ξ, ξ′), para todos ξ, ξ′ ∈ V ∗.

Notación

Definimos las siguientes bases y representaciones vectoriales:

{ea} = una base ortogonal de V,

{ea} = la base dual correspondiente en V ∗,

ϕa := ⟨ea, ϕ⟩ , donde ϕ ∈ V,

de manera que podemos expresar la acción de A−1 en términos de la base dual

(A−1)ab := (A−1ea, eb). (8.21)

Corolario. Si A ∈ GL(V ) es tal que detA > 0, entonces∫
V

ϕa1 · · ·ϕane−
1
2
(Aϕ,ϕ)dmϕ

=

{
(2π)m/2
√
detA

∑
σ∈Πn/2

(A−1)anaσ(1) · · · (A−1)anaσ(n) si n es par,

0 si n es impar.
(8.22)



9 Teoŕıa Cuántica de Campos

0−dimensional: Cálculo de Feynman

Consideremos una Teoŕıa Cuántica de Campos de dimensión d = 0, esto es, ocurriendo sobre

un espacio tiempo 0-dimensional M = {punto}. Consideremos que el espacio de configura-

ciones es simplemente Rm, y, por ende, el espacio de campos F, que usualmente consistiŕıa

en aplicaciones de M a V , se reduce a V mismo, dado que solo hay un punto en el espacio-

tiempo. Matemáticamente, tenemos que

F = F(punto) = Map(punto, V ) = V = Rm. (9.1)

El conjunto de observables en esta teoŕıa, denotado Obs, se compone de todas las funciones

real-valuadas sobre el espacio de campos, es decir,

Obs = Obs(punto) = Fun(F(punto)) = Fun(V ). (9.2)

La acción S en esta teoŕıa es una función en Obs. La medida sobre el espacio de campos

F = V será la medida euclidiana estándar, denotada

Dϕ = dmϕ. (9.3)

Finalmente, definimos la prescripción para calcular funciones de correlación en esta teoŕıa

mediante las siguientes expresiones:

La función de partición se define como

Z(ℏ) = ⟨1⟩ =
∫
Rm

e−
1
ℏS(ϕ)dmϕ, (9.4)

Las funciones de correlación para un observable f se calculan como

Zf (ℏ) = ⟨f⟩ =
∫
Rm

f(ϕ)e−
1
ℏS(ϕ)dmϕ, (9.5)

donde f ∈ Obs = Fun(V ).



9.1 Interacciones Escalares: Un Marco Generalizado 99

Redundancia en el espacio de campos

Considérese cualquier función f ∈ Obs = Fun(V ) y un ı́ndice a que vaŕıa de 1 a m. La

integración por partes nos permite establecer la siguiente equivalencia:

〈
∂f

∂ϕa
− ℏ−1 ∂S

∂ϕa
f

〉
=

∫
V

(
∂f

∂ϕa
(ϕ)− ℏ−1 ∂S

∂ϕa
(ϕ)f(ϕ)

)
e−S(ϕ)/ℏdmϕ

=

∫
V

∂

∂ϕa
(f(ϕ)e−S(ϕ)/ℏ)dmϕ

= 0,

(9.6)

de manera que podemos concluir que〈
∂f

∂ϕa

〉
=

〈
ℏ−1 ∂S

∂ϕa
f

〉
. (9.7)

Para refinar el conjunto de observables y eliminar redundancias, definimos Obs′ como el

conjunto de funciones en Fun(V ) módulo las relaciones de equivalencia generadas por estas

diferencias espećıficas

Obs′ = Fun(V )

/
gen

{
∂f

∂ϕa
− ℏ−1 ∂S

∂ϕa
f

∣∣∣∣f ∈ Fun(V ), 1 ≤ a ≤ m

}
. (9.8)

9.1. Interacciones Escalares: Un Marco Generalizado

Consideremos una generalización del que es el ejemplo paradigmático, donde tendremos

vértices k-valentes. Para esto, debemos restringir el espacio de observables Obs = Fun(V ),

compuesto por funciones anaĺıticas f : V → R con crecimiento a lo sumo exponencial. Con

el fin de describir la acción de nuestro sistema, introducimos las siguientes estructuras en el

espacio vectorial V :

B ∈ S2V ∗, una forma bilineal simétrica no degenerada en V,

B−1 ∈ S2V, la forma bilineal simétrica inversa en V ∗∗ ∼= V,

B(k) ∈ SkV ∗, una forma k-lineal simétrica en V.

Definimos la notación para los componentes de estas formas respecto a una base ea de V y

su dual ea:

Bab := B(ea, eb)

(B−1)ab := B−1(ea, eb)

B(k)
a1···ak := B(k)(ea1 , · · · , eak)

(9.9)
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La acción S ∈ Fun(V ) se elige como:

S(ϕ) =
1

2
B(ϕ, ϕ)−

∑
k≥3

λk
k!
B(k)(ϕ, . . . , ϕ), (9.10)

donde λk ∈ R>0 son las constantes de acoplamiento.

Podemos expresar la función de partición como sigue:

Z(ℏ) =
∫
V

e
− 1

ℏ

(
1
2
B(ϕ,ϕ)−

∑
k≥1

λk
k!

B(k)(ϕ,··· ,ϕ)
)
dmϕ (9.11)

Ahora, procedemos a reescalar el campo ϕ para remover la dependencia en ℏ del término

cuadrático en la acción, considerando el siguiente cambio de variable ϕ′ = ϕ/
√
ℏ, tenemos

que el diferencial transforma como dmϕ′ = ℏ−m/2dmϕ. Por lo tanto, la función de partición

se reescribe como:

Z(ℏ) =
∫
V

e
− 1

ℏ

(
ℏ
2
B(ϕ′,ϕ′)−

∑
k≥1

λk
k!

ℏk/2B(k)(ϕ′,··· ,ϕ′)
)
ℏm/2dmϕ′

= ℏm/2

∫
V

e−
1
2
B(ϕ′,ϕ′)−

∑
k≥1

λk
k!

ℏ
k
2−1B(k)(ϕ′,··· ,ϕ′)dmϕ′

(9.12)

Definición 10. Un diagrama de Feynman Γ de tipo n⃗ = (n1, n2, · · · ) (con un número finito

de nk ̸= 0) para la expansión asintótica de Z(ℏ) es un grafo que se obtiene al colocar n1

vértices de grado 1, n2 vértices de grado 2, etc., y establecer un emparejamiento entre las

semiaristas.

Consideremos como ejemplo el diagrama asociado a n⃗ = (1, 0, 3, 1, 0, 0, · · · ) con un empare-

jamiento particular escogido:

Γ =

n3 = 3n1 = 1 n4 = 1

(9.13)
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Γ = (9.14)

En este punto será conveniente introducir la siguiente notación: Denotaremos por Dn⃗ al

conjunto de diagramas de Feynman de n⃗ vértices de Γ, como V (Γ) al conjunto de vértices y

como E(Γ) al conjunto de aristas de Γ

V (Γ) := {vértices de Γ}
E(Γ) := {aristas de Γ}

Además, introduzcamos la cantidad que representa el número de semiaristas de un diagrama

Γ ∈ Dn⃗,

ε(n⃗) :=
∑
k≥1

knk (9.15)

que nos permitirá simplificar la notación e identificar que no existen diagramas con una

cantidad impar de semiaristas:

Dn⃗ =

{
̸= ∅ ε(n⃗) par,

= ∅ ε(n⃗) impar.

Si consideramos el caso donde ε(n⃗) es par y Γ ∈ Dn⃗ se tiene que∑
k≥1

(
k

2
− 1

)
nk = |E(Γ)| − |V (Γ)| = −χ(Γ), (9.16)

donde |E(Γ)| y |V (Γ)| representan el número de aristas y vértices del diagrama Γ, respecti-

vamente, y χ(Γ) denota la caracteŕıstica de Euler del diagrama.

Finalmente, el grupo de permutaciones que actúa naturalmente sobre los diagramas viene

dado por

Gn⃗ =

(∏
k≥1

Snk
k

)
⋊

(∏
k≥1

Snk

)
(9.17)

donde la i−ésima copia de Snk
k permuta las semiaristas del i−ésimo vértice de grado k de

Γ ∈ Dn⃗. Mientras que Snk
reordena los nk vértices de grado k de Γ ∈ Dn⃗. La cardinalidad

de Gn⃗ se calcula como

|Gn⃗| =
∏
k≥1

(k!)nknk! (9.18)
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Recordemos que el grupo de automorfismos Aut(Γ) de Γ ∈ Dn⃗ es el subgrupo de isotroṕıa

de Γ en Gn⃗, llamado comúnmente en la literatura de los f́ısicos como little group [20]. Con-

sideremos los siguientes diagramas como ejemplos ilustrativos:

Γ = , Aut(Γ) = S3 × Z2

Γ′ = , Aut(Γ) = (Z2 × Z2)⋊ Z2

9.2. Reglas de Feynman

Consideremos el diagrama Γ ∈ Dn⃗, esto implica la existencia de un emparejamiento σ ∈ Πε(n⃗)

tal que:

Γ =

· · · · · · · · · · · ·

σ

n1 n2 n3

y se puede definir para cada vértice y semiarista de Γ

· · ·

k

∈ V (Γ)←→ λkB
k ∈ SkV ∗ , ∈ E(Γ)←→ B− ∈ S2V

a partir de lo cual podemos observar que en una teoŕıa 0−dimensional, los vértices describen

todas las interacciones que pueden suceder en el único punto. Esto se traduce en términos

de las potencias simétricas de las formas bilineales que describen las auto-interacciones del

campo, mientras que las aristas representan todos los diferentes emparejamientos posibles

V (Γ)←→
⊗
k≥1

(λkB
k)⊗nk ∈

⊗
k≥1

(SkV ∗)⊗nk ⊂ (V ∗)⊗ε(n⃗)

E(Γ)←→ σ ◦ (B−1)⊗ε(n⃗)/2 ∈ (S2V )⊗ε(n⃗)/2 ⊂ V ⊗ε(n⃗),
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notemos entonces que

(σ ◦ (B−1)⊗ε(n⃗)/2)a1···aε(n⃗) =

ε(n⃗)∏
i=1

(B−1)aiaσ(i) (9.19)

Definición 11. La evaluación de Γ ∈ Dn⃗ es

ev(Γ) :=

〈⊗
k≥1

(λkB
k)⊗nk , σ ◦ (B−1)⊗ε(n⃗)/2

〉
(9.20)

Nota: Consideremos las siguientes observaciones:

I. Si εk :=
∑k

i=1 ini,

ev(Γ) =

(⊗
k≥1

(λkB
k)⊗nk

)
a1···aε(n⃗)

(
σ ◦ (B−1)⊗ε(n⃗)/2

)a1···aε(n⃗)

=
∏
k≥1

λnk
k

nk∏
ν=1

Bk
aεk−1+ν ···aεk−1+(k−1nk)+ν

ε(n⃗)∏
i=1

(B−1)aiaσ(i)

II. ev(∅) = 1

Como ejemplo ilustrativo consideremos el siguiente diagrama

Γ =

= λ1B
(1)

λ3B
(3) λ4B

(4)

B−1

B−1

B−1
B−1

a3

a1 a2

a4

a5

a6

a7

a8
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Se tiene entonces que su evaluación será

ev(Γ) = λ1λ3λ4B
(1)
a1
B(3)

a2a3a4
B(4)

a5a6a7a8
(B−1)a1a2(B−1)a3a5(B−1)a4a6(B−1)a7a8

Con todo lo visto hasta ahora podemos enunciar el teorema de Feynman de forma muy

general, para diagramas con vértices de cualquier valencia:

Teorema 7. (de Feynman) Consideremos Z(ℏ) como una función de la variable ℏ. En el

ĺımite cuando ℏ→ 0, esta función se comporta asintóticamente como

Z(ℏ) ∼ (2πℏ)m/2

√
detB

∑
n⃗=(n1,n2,··· )

∑
[Γ]∈Dn⃗/Gn⃗

ev(Γ)

|Aut(Γ)|
ℏ−χ(Γ), (ℏ→ 0)

donde m es la dimensión del sistema.

Demostración. La función de partición Z(ℏ) se evalúa como sigue:

Z(ℏ) = ℏm/2

∫
V

e−
1
2
B(ϕ,ϕ)−

∑
k≥1

λk
k!

ℏ
k
2−1B(k)(ϕ,··· ,ϕ)dmϕ (9.21)

donde la expansión en series de potencias de los términos exponenciales lleva a:

Z(ℏ) = ℏm/2

∫
V

e−
1
2
B(ϕ,ϕ)

∏
k≥1

∞∑
nk=1

λnk
k

(k!)nknk!
ℏ(

k
2
−1)nk(B(k)(ϕ, · · · , ϕ))nkdmϕ

= ℏm/2

∫
V

e−
1
2
B(ϕ,ϕ)

∑
n⃗=(n1,n2,··· )

∏
k≥1

λnk
k

(k!)nknk!
ℏ(

k
2
−1)nk(B(k)(ϕ, · · · , ϕ))nkdmϕ

= ℏm/2

∫
V

e−
1
2
B(ϕ,ϕ)

∑
n⃗=(n1,n2,··· )

∏
k≥1

λnk
k

(k!)nknk!
ℏ(

k
2
−1)nk

(
B

(k)

a
(k)
1 ···a(k)k

ϕa
(k)
1 · · ·ϕa

(k)
k

)nk

dmϕ

= ℏm/2

∫
V

e−
1
2
B(ϕ,ϕ)

∑
n⃗=(n1,n2,··· )

∏
k≥1

λnk
k

(k!)nknk!
ℏ(

k
2
−1)nk

nk∏
ν=1

B
(k)

a
(k)
1ν ···a(k)kν

ϕa
(k)
1ν · · ·ϕa

(k)
kν dmϕ

(9.22)

Notemos que los sub́ındices se organizan según la contribución de cada término en la ex-

pansión de la acción. Espećıficamente, tenemos que la totalidad de los sub́ındices a se puede

descomponer de acuerdo con los siguientes criterios:

{a(k)iν | k ≥ 1, 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ ν ≤ nk} =
∑
k≥1

knk = ε(n⃗), (9.23)
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donde ε(n⃗) representa la dimensión efectiva del vector de sub́ındices implicados en los dia-

gramas de Feynman asociados a una acción dada. Para facilitar la evaluación de las contri-

buciones de estos diagramas, reorganizamos los sub́ındices de la siguiente manera:

a1 = a
(1)
11 · · · aε1 = a

(1)
1n1

aε1+1 = a
(2)
11 · · · aε1+n2 = a

(2)
1n2

aε1+n2+1 = a
(2)
21 · · · aε2 = a

(2)
2n2

aε2+1 = a
(3)
11 · · · aε2+n3 = a

(3)
1n3

aε2+n3+1 = a
(3)
21 · · · aε2+2n3 = a

(3)
2n3

aε2+2n3+1 = a
(3)
31 · · · aε3 = a

(3)
3n3

· · · · · ·

donde εk denota la suma acumulativa de sub́ındices hasta el término k-ésimo. Esta reorgani-

zación nos permite evaluar sistemáticamente las contribuciones de los diagramas de Feynman

a la función de partición y reescribirla como sigue:

Z(ℏ) = ℏm/2

∫
V

e−
1
2
B(ϕ,ϕ)

∑
n⃗=(n1,n2,··· )

∏
k≥1

λnk
k

(k!)nknk!
ℏ(

k
2
−1)nk

×
nk∏
ν=1

B
(k)
aεk−1+ν···aεk−1+(k−1)nk+ν

ε(n⃗)∏
i=1

ϕaidmϕ

∼ ℏm/2
∑

n⃗=(n1,n2,··· )

[∏
k≥1

λnk
k

(k!)nknk!

nk∏
ν=1

B
(k)
aεk−1+ν···aεk−1+(k−1)nk+ν

×
∫
V

ε(n⃗)/2∏
i=1

ϕaie−
1
2
B(ϕ,ϕ)dmϕ

]
h
∑

k≥1(
k
2
−1)nk (ℏ→ 0)

(9.24)

La integral sobre el espacio vectorial V se evalúa usando la regla de Wick, resultando en:∫
V

ε(n⃗)∏
i=1

ϕaie−
1
2
B(ϕ,ϕ)dmϕ =

(2π)m/2

√
detB

∑
σ∈Πε(n⃗)

ε(n⃗)∏
i=1

(B−1)aiaσ(i) (9.25)

de manera que tendremos:

Z(ℏ) ∼ (2π)m/2

√
detB

∑
n⃗=(n1,n2,··· )

[
1∏

k≥1(k!)
nknk!

×
∑

σ∈Πε(n⃗)/2

∏
k≥1

λnk
k

nk∏
ν=1

B
(k)
aεk−1+ν···aεk−1+(k−1)nk+ν

ε(n⃗)∏
i=1

(B−1)aiaσ(i)

]
h
∑

k≥1(
k
2
−1)nk (ℏ→ 0)

(9.26)
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Donde podemos notar que
1

|Gn⃗|
=

1∏
k≥1(k!)

nknk!
(9.27)

y

ev(Γσ) =
∏
k≥1

λnk
k

nk∏
ν=1

B
(k)
aεk−1+ν···aεk−1+(k−1)nk+ν

ε(n⃗)∏
i=1

(B−1)aiaσ(i) (9.28)

de tal forma que

Z(ℏ) ∼ (2π)m/2

√
detB

∑
n⃗=(n1,n2,··· )

1

|Gn⃗|
∑

σ∈Πε(n⃗)/2

ev(Γσ)ℏ−χ(Γσ) (ℏ→ 0) (9.29)

Ahora, teniendo en cuenta que el número de emparejamientos, representado por el tamaño

de la órbita de Γ bajo la acción de Gn⃗, se expresa como

|orbGn⃗
(Γ)| = |Gn⃗|

|Aut(Γ)|
, (9.30)

donde Aut(Γ) es el grupo de automorfismos de Γ. Esta relación permite reescribir la contri-

bución de los emparejamientos a la función de partición como una suma ponderada por el

factor de simetŕıa de cada diagrama,∑
σ∈Πε(n⃗)/2

ev(Γσ)ℏ−χ(Γσ) = |Gn⃗|
∑

[Γ]∈Dn⃗/Gn⃗

ev(Γσ)

|Aut(Γ)|
ℏ−χ(Γσ), (9.31)

lo que nos lleva a la expresión final para Z(ℏ), que captura la contribución de todos los

diagramas de Feynman posibles, ajustada por sus respectivos factores de simetŕıa,

Z(ℏ) ∼ (2π)m/2

√
detB

∑
n⃗=(n1,n2,...)

∑
[Γ]∈Dn⃗/Gn⃗

ev(Γσ)

|Aut(Γ)|
ℏ−χ(Γσ), cuando ℏ→ 0. (9.32)



10 Intermezzo: Fórmula del descenso

rápido

Intuitivamente, la fórmula del descenso rápido proporciona una manera de aproximarse a la

integral de una función exponencial en regiones donde la función en el exponente alcanza

sus valores cŕıticos —es decir, donde su derivada se anula— y fuera de estos puntos cŕıti-

cos la contribución a la integral se desvanece rápidamente en el ĺımite cuando ℏ tiende a cero.

Consideremos un espacio vectorial V ∼= Rm dotado de un producto interior (·, ·) : V ×V → R,
que a su vez induce una norma ∥ · ∥ : V → R. En este contexto, examinaremos las funciones

anaĺıticas f : V → R que exhiben, como máximo, un crecimiento exponencial. Denotaremos

este conjunto por Fun(V ). En tales condiciones, estableceremos un resultado importante que

facilita el análisis asintótico en el ĺımite de ℏ→ 0, como se describe en el siguiente lema.

Lema 4. Sea f ∈ Fun(V ) y sea D ⊂ V una región cerrada. Si además se cumple que

df(ϕ) ̸= 0 para todo ϕ ∈ D, entonces:∫
D

e−
1
ℏf(ϕ)dmϕ = O(ℏN) para cualquier N ≥ 0. (10.1)

Este resultado ilustra el comportamiento asintótico de la integral proporcionando una cota

superior que se vuelve trivialmente pequeña a medida que ℏ se reduce.

Demostración. Consideremos la diferencial de f , dada por df(ϕ) = (∇f(ϕ), ·). Dado que

df ̸= 0 en D, se sigue que ∇f ̸= 0 en D.

Definimos el operador L como

L : Fun(D) −→ Fun(D)

g 7−→ Lg : D −→ R

ϕ 7−→ 1

∥∇f(ϕ)∥2
(∇f(ϕ),∇g(ϕ)).
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Aplicando este operador a la función e−
1
ℏf(ϕ), tenemos

Le−
1
ℏf(ϕ) =

1

∥∇f(ϕ)∥2
(∇f(ϕ),∇e−

1
ℏf(ϕ)), (10.2)

donde

∇e−
1
ℏf(ϕ) = −1

ℏ
e−

1
ℏf(ϕ)∇f(ϕ). (10.3)

Esto simplifica a

Le−
1
ℏf(ϕ) = −1

ℏ
e−

1
ℏf(ϕ). (10.4)

Aqúı es evidente que al aplicar L repetidamente N veces obtenemos

LNe−
1
ℏf(ϕ) = (−1)N 1

ℏN
e−

1
ℏf(ϕ). (10.5)

y con ello, podemos ver que se puede reescribir e−
1
ℏf(ϕ) como

e−
1
ℏf(ϕ) = (−1)NℏNLNe−

1
ℏf(ϕ) (10.6)

por lo tanto, su integral sobre D viene dada por∫
D

e−
1
ℏf(ϕ)dmϕ = (−1)NℏN

∫
D

LNe−
1
ℏf(ϕ)dmϕ. (10.7)

Tomando valores absolutos en ambos miembros de la igualdad, tenemos∣∣∣∣∫
D

e−
1
ℏf(ϕ)dmϕ

∣∣∣∣ = ℏN
∣∣∣∣∫

D

LNe−
1
ℏf(ϕ)dmϕ

∣∣∣∣ ≤ CℏN , (10.8)

donde C es una constante. Esto muestra que∫
D

e−
1
ℏf(ϕ)dmϕ = O(ℏN) para cualquier N ≥ 0. (10.9)

Consideremos f ∈ Fun(V ) y un punto espećıfico ϕ0 ∈ V . Definimos la k-ésima diferencial de

f en ϕ0, que es un tensor simétrico de tipo k en el espacio dual de V , de la siguiente manera:

dkf(ϕ0) ∈ SkV ∗ : dkf(ϕ0)(h, . . . , h) :=
∂kf

∂ϕa1 · · · ∂ϕak
ha1 · · ·hak , (10.10)

lo que nos permite expandir f alrededor de ϕ0 como

f(ϕ) = f(ϕ0) +
∞∑
k=1

1

k!
dkf(ϕ0)(ϕ− ϕ0, . . . , ϕ− ϕ0), (10.11)

válido en un entorno Bε(ϕ0) ⊂ D.
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Teorema 8. (Fórmula del Descenso Rápido) Sea f ∈ Fun(V ) y D ⊂ V una región

cerrada. Si df(ϕ0) = 0 y d2f(ϕ0) es definida positiva para un único ϕ0 ∈ D, entonces∫
D

e−
1
ℏf(ϕ)dmϕ =

(2πℏ)m/2√
det d2f(ϕ0)

e−
1
ℏf(ϕ0)(1 +O(ℏ)) cuando ℏ→ 0+. (10.12)

Demostración. Consideremos la expansión de Taylor de la función f(ϕ) alrededor del punto

ϕ0 dentro de un entorno Bε(ϕ0) ⊂ D:

f(ϕ) = f(ϕ0) +
∞∑
k=1

1

k!
dkf(ϕ0)(ϕ− ϕ0, . . . , ϕ− ϕ0), (10.13)

donde dkf(ϕ0) denota la k-ésima derivada de f evaluada en ϕ0. Veamos que la integral sobre

el dominio D se puede descomponer como:∫
D

e−
1
ℏf(ϕ)dmϕ =

∫
Bε(ϕ0)

e−
1
ℏf(ϕ)dmϕ−

∫
D\Bε(ϕ0)

e−
1
ℏf(ϕ)dmϕ. (10.14)

Concentrémonos en la integral sobre Bε(ϕ0), aplicando el cambio de variable ϕ′ = ϕ−ϕ0√
ℏ ,

que transforma el volumen diferencial como dmϕ′ = ℏ−m/2dmϕ. Aśı, ϕ ∈ Bε(ϕ0) implica que

ϕ′ ∈ Bε/
√
ℏ(0). La integral resulta ser∫

Bε(ϕ0)

e−
1
ℏf(ϕ)dmϕ

= ℏm/2

∫
Bε(ϕ0)

e−
1
ℏ [f(ϕ0)+

1
2
d2f(ϕ0)(ϕ′,ϕ′)ℏ+ 1

3!
d3f(ϕ0)(ϕ′,ϕ′,ϕ′)ℏ3/2+ 1

4!
d4f(ϕ0)(ϕ′,ϕ′,ϕ′,ϕ′)ℏ2+··· ]dmϕ′

= ℏm/2e−
1
ℏf(ϕ0)

∫
Bε/

√
ℏ(0)

e−
1
2
d2f(ϕ0)(ϕ′,ϕ′)e+

1
3!
d3f(ϕ0)(ϕ′,ϕ′,ϕ′)ℏ1/2+ 1

4!
d4f(ϕ0)(ϕ′,ϕ′,ϕ′,ϕ′)ℏ+O(ℏ3/2)dmϕ′

(10.15)

donde expandiremos la última exponencial en términos de su expansión de Taylor∫
Bε(ϕ0)

e−
1
ℏf(ϕ)dmϕ

= ℏm/2e−
1
ℏf(ϕ0)

∫
Bε/

√
ℏ(0)

e−
1
2
d2f(ϕ0)(ϕ′,ϕ′)

×
{
1 +

[
− 1

3!
d3f(ϕ0)(ϕ

′, ϕ′, ϕ′)ℏ1/2 − 1

4!
d4f(ϕ0)(ϕ

′, ϕ′, ϕ′, ϕ′)ℏ+O(ℏ3/2)
]

+
1

2

[
− 1

3!
d3f(ϕ0)(ϕ

′, ϕ′, ϕ′)ℏ1/2 − 1

4!
d4f(ϕ0)(ϕ

′, ϕ′, ϕ′, ϕ′)ℏ+O(ℏ3/2)
]2

+ · · ·
}
dmϕ′

(10.16)
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= ℏm/2e−
1
ℏf(ϕ0)

∫
Bε/

√
ℏ(0)

e−
1
2
d2f(ϕ0)(ϕ′,ϕ′)

×
{
1− 1

3!
d3f(ϕ0)(ϕ

′, ϕ′, ϕ′)ℏ1/2 +
[
− 1

4!
d4f(ϕ0)(ϕ

′, ϕ′, ϕ′, ϕ′)

+
1

2

(
1

3!
d3f(ϕ0)(ϕ

′, ϕ′, ϕ′)

)2 ]
ℏ+O(ℏ3/2)

}
dmϕ′

(10.17)

y considerando que integrar una función impar con una gaussiana es cero, resulta:

= ℏm/2e−
1
ℏf(ϕ0)

∫
Bε/

√
ℏ(0)

e−
1
2
d2f(ϕ0)(ϕ′,ϕ′)(1 +O(ℏ))dmϕ′

= ℏm/2e−
1
ℏf(ϕ0)

[∫
Bε/

√
ℏ(0)

e−
1
2
d2f(ϕ0)(ϕ′,ϕ′)dmϕ′ +O(ℏ)

] (10.18)

Veamos que podemos remplazar la integral sobre el dominio Bε/
√
ℏ(0) por la integral sobre

todo el espacio menos la integral del complemento de Bε/
√
ℏ(0), aśı∫

Bε/
√
ℏ(0)

e−
1
ℏf(ϕ)dmϕ

= ℏm/2e−
1
ℏf(ϕ0)

[∫
V

e−
1
2
d2f(ϕ0)(ϕ′,ϕ′)dmϕ′ −

∫
V \Bε/

√
ℏ(0)

e−
1
2
d2f(ϕ0)(ϕ′,ϕ′)dmϕ′ +O(ℏ)

]
(10.19)

Y aqúı podemos ver que ∫
V

e−
1
2
d2f(ϕ0)(ϕ′,ϕ′)dmϕ′ =

(2π)m/2√
det d2f(ϕ0)

(10.20)

y también, por el lema anterior,∫
V \Bε/

√
ℏ(0)

e−
1
2
d2f(ϕ0)(ϕ′,ϕ′)dmϕ′ = O(ℏN), para N ≫ 1 (10.21)

por lo que finalmente tendremos∫
Bε(ϕ0)

e−
1
ℏf(ϕ)dmϕ =

(2πℏ)m/2√
det d2f(ϕ0)

e−
1
ℏf(ϕ0)(1 +O(ℏ)). (10.22)

Ahora, veamos que también se puede evaluar la integral sobre el dominio D \Bε(ϕ0) como:∫
D\Bε(ϕ0)

e−
1
ℏf(ϕ)dmϕ = O(ℏN), para N ≫ 1. (10.23)
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De donde podemos observar que la siguiente relación se cumple:∫
D\Bε(ϕ0)

e−
1
ℏf(ϕ)dmϕ

(2πℏ)m/2√
det d2f(ϕ0)

e−
1
ℏf(ϕ0)

=
O(ℏN)

(2πℏ)m/2√
det d2f(ϕ0)

e−
1
ℏf(ϕ0)

=
O(ℏN−m/2)

e−
1
ℏf(ϕ0)

=
O(ℏ)
e−

1
ℏf(ϕ0)

(10.24)

relación que está sujeta al comportamiento de f(ϕ0), aśı, debemos analizar los siguientes

casos

f(ϕ0) ≤ 0 ∫
D\Bε(ϕ0)

e−
1
ℏf(ϕ)dmϕ

(2πℏ)m/2√
det d2f(ϕ0)

e−
1
ℏf(ϕ0)

= O(ℏ) e−
1
ℏf(ϕ0)︸ ︷︷ ︸

=O(1)

= O(ℏ) (10.25)

f(ϕ0) > 0 ∫
D\Bε(ϕ0)

e−
1
ℏf(ϕ)dmϕ

(2πℏ)m/2√
det d2f(ϕ0)

e−
1
ℏf(ϕ0)

=
O(ℏ)
e−

1
ℏf(ϕ0)︸ ︷︷ ︸

=O(1)

= O(ℏ) (10.26)

Teniendo en cuenta lo anterior, podemos concluir que la integral sobre el dominio D \Bε(ϕ0)

se puede escribir como:∫
D\Bε(ϕ0)

e−
1
ℏf(ϕ)dmϕ =

(2πℏ)m/2√
det d2f(ϕ0)

e−
1
ℏf(ϕ0)O(ℏ) (10.27)

por lo tanto, la integral que en un principio queŕıamos evaluar viene dada por:∫
D

e−
1
ℏf(ϕ)dmϕ =

∫
Bε(ϕ0)

e−
1
ℏf(ϕ)dmϕ−

∫
D\Bε(ϕ0)

e−
1
ℏf(ϕ)dmϕ

=
(2πℏ)m/2√
det d2f(ϕ0)

e−
1
ℏf(ϕ0)(1 +O(ℏ))

(10.28)

Lo que demuestra que la contribución principal a la integral proviene de las cercańıas de ϕ0, y

los términos fuera de este entorno contribuyen de manera insignificante para ℏ pequeño.



11 Teoŕıa Cuántica de Campos

0−dimensional: Expansión en lazos

Retomemos la Teoŕıa Cuántica de Campos sobreM = {punto}. Consideremos que el espacio

de configuraciones es Rm, y, por lo tanto, el espacio de campos F se reduce a V mismo, dado

que solo hay un punto en el espacio-tiempo.

F = F(punto) = Map(punto, V ) = V = Rm. (11.1)

El conjunto de observables, Obs = Fun(Rm), en esta teoŕıa se compone de las funciones

real-valuadas sobre el espacio de campos que tienen un crecimiento a lo sumo exponencial.

La acción en esta teoŕıa es una función en Obs:

S(ϕ) =
1

2
B(ϕ, ϕ)−

∑
k≥1

λk
k!
B(k)(ϕ, . . . , ϕ), (11.2)

donde

B ∈ S2V ∗, una forma bilineal simétrica definida positiva en V,

B(k) ∈ SkV ∗, una forma k-lineal simétrica en V

λk ∈ R0 Constantes de acoplamiento.

La medida sobre el espacio de campos será la medida euclidiana estándar. Por último, la

función de partición viene dada por:

Z(ℏ) =
∫
V

e
− 1

ℏ

(
1
2
B(ϕ,ϕ)−

∑
k≥1

λk
k!

B(k)(ϕ,··· ,ϕ)
)
dmϕ, (11.3)

que como hemos visto se puede acotar bastante bien como

Z(ℏ) ∼ (2πℏ)m/2

√
detB

∑
n⃗=(n1,n2,...)

∑
[Γ]∈Dn⃗/Gn⃗

ev(Γ)

|Aut(Γ)|
ℏ−χ(Γ), (ℏ→ 0). (11.4)

donde Dn⃗ representa el conjunto de diagramas de Feynman con n vértices y Gn⃗ su grupo de

simetŕıas. Es conveniente definir dentro de este conjunto el conjunto de diagramas Feynman

conexos :

Dc
n⃗ := {Γ ∈ Dn⃗ | Γ es conexo}. (11.5)
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De donde se sigue que ⊔
n⃗=(n1,n2,··· )

Dc
n⃗/Gn⃗ es numerable (11.6)

⊔
n⃗=(n1,n2,··· )

Dc
n⃗/Gn⃗ = {[Γ1], [Γ2], · · · } (11.7)

Aqúı podemos hacer las siguientes observaciones:

I. ∅ /∈ Dc
n⃗

II. Para cada Γ ∈ Dn⃗ existe r⃗ = (r1, r2, · · · ) (con solo un número finito de ri ̸= 0) tal que

Γ =
⊔
i≥1

Γ⊔ri
i (11.8)

Es decir, existe una correspondencia (biuńıvoca):⊔
n⃗=(n1,n2,··· )

Dn⃗/Gn⃗ ←→ r⃗ = (r1, r2, · · · ) (11.9)

III. Si [Γ] ∈ Dn⃗/Gn⃗ con Γ =
⊔

i≥1 Γ
⊔ri
i , notemos que se tiene lo siguiente:

χ(Γ) =
∑
i≥1

riχ(Γi)

ev(Γ) =
∏
i≥1

ev(Γi)
ri

Aut(Γ) =
∏
i≥1

Aut(Γi)×ri ⋊Sri ⇒ |Aut(Γ)| =
∏
i≥1

|Aut(Γi)|riri!

(11.10)

Con la anterior notación establecida consideremos el siguiente resultado:

Teorema 9. Sea Z0 definido por la fórmula

Z0 =
(2πℏ)m/2

√
detB

, (11.11)

y consideremos Z(ℏ) una función del parámetro ℏ. Entonces, en el ĺımite cuando ℏ→ 0, se

tiene que

ln

(
Z(ℏ)
Z0

)
∼

∑
n⃗=(n1,n2,...)

∑
[Γ]∈Dc

n⃗
/Gn⃗

ev(Γ)

|Aut(Γ)|
ℏ−χ(Γ). (11.12)
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Demostración. Comenzamos exponenciando ambos lados de la ecuación del teorema para

explorar las propiedades del cociente Z(ℏ)
Z0

:

exp

 ∑
n⃗=(n1,n2,...)

∑
[Γ]∈Dc

n⃗
/Gn⃗

ev(Γ)

|Aut(Γ)|
ℏ−χ(Γ)

 = exp

(∑
i≥1

ev(Γi)

|Aut(Γi)|
ℏ−χ(Γi)

)

=
∏
i≥1

exp

(
ev(Γi)

|Aut(Γi)|
ℏ−χ(Γi)

) (11.13)

Notemos aqúı que podemos expandir la exponencial en términos de su serie de potencias:

∏
i≥1

exp

(
ev(Γi)

|Aut(Γi)|
ℏ−χ(Γi)

)
=
∏
i≥1

∞∑
ri=1

ev(Γi)
ri

ri!|Aut(Γi)|ri
ℏ−riχ(Γi), (11.14)

y considerando que hay un número finito de ri ̸= 0 podemos reorganizar el producto como

una suma de productos finitos, de manera que:

exp

 ∑
n⃗=(n1,n2,...)

∑
[Γ]∈Dc

n⃗
/Gn⃗

ev(Γ)

|Aut(Γ)|
ℏ−χ(Γ)

 =
∑

r⃗=(r1,r2,··· )

∏
i≥1

ev(Γi)
ri

ri!|Aut(Γi)|ri
ℏ−riχ(Γi)

=
∑

r⃗=(r1,r2,··· )

ev(⊔i≥1Γ
⊔ri
i )

|Aut(⊔i≥1Γ
⊔ri
i )|

ℏ−χ(⊔i≥1Γ
⊔ri
i )

=
∑

n⃗=(n1,n2,...)

∑
[Γ]∈Dn⃗/Gn⃗

ev(Γ)

|Aut(Γ)|
ℏ−χ(Γ)

(11.15)

Esta última expresión nos muestra cómo se acumulan las contribuciones de cada diagrama Γi

constituyendo la totalidad de diagramas no necesariamente conexos en Dn⃗/Gn⃗ , de manera

que podemos concluir, probando el teorema que:

Z(ℏ)
Z0

∼ exp

 ∑
n⃗=(n1,n2,...)

∑
[Γ]∈Dc

n⃗
/Gn⃗

ev(Γ)

|Aut(Γ)|
ℏ−χ(Γ)

 (ℏ→ 0) (11.16)

11.1. La acción cuántica efectiva

En f́ısica, la acción cuántica efectiva, denotada W (ℏ), y se define comúnmente como

W (ℏ) := ln

(
Z(ℏ)
Z0

)
. (11.17)



11.1 La acción cuántica efectiva 115

Notación: Definimos el conjuntoDc
n⃗(ℓ) como el conjunto de todos los diagramas de Feynman

con ℓ lazos y un vector de vértices (n1, n2, . . .). Cada diagrama en este conjunto contribuye

a la acción cuántica efectiva en función del número de lazos. Por lo tanto, la acción cuántica

efectiva descrita en función del número de lazos, Wℓ, se define como

Wℓ :=
∑

n⃗=(n1,n2,...)

∑
[Γ]∈Dc

n⃗
/Gn⃗

ev(Γ)

|Aut(Γ)|
. (11.18)

Corolario. La acción cuántica efectiva total, W (ℏ), puede ser aproximada por una serie en

potencias de ℏ, donde cada término Wℓℏℓ−1 corresponde a la contribución de los diagramas

con exactamente ℓ lazos. Esto se expresa como:

W (ℏ) ∼
∞∑
ℓ=0

Wℓℏℓ−1 = W0ℏ−1 +W1 +W2ℏ+ · · · (ℏ→ 0). (11.19)

Demostración. Consideremos un diagrama de Feynman conexo Γ. El número de lazos ℓ en

Γ determina su caracteŕıstica de Euler según la relación χ(Γ) = 1− ℓ. Como cada conjunto

de diagramas con un número fijo de lazos se denota como Dc
n⃗(ℓ), podemos descomponer el

conjunto total de diagramas conexos Dc
n⃗ como una unión disjunta sobre todos los posibles

números de lazos:

Dc
n⃗ =

∞⊔
ℓ=0

Dc
n⃗(ℓ). (11.20)

De aqúı, la acción cuántica efectiva se puede expresar en términos de la contribución de cada

clase de diagramas:

W (ℏ) ∼
∑

n⃗=(n1,n2,...)

∑
[Γ]∈Dc

n⃗
/Gn⃗

ev(Γ)

|Aut(Γ)|
ℏ−χ(Γ) (ℏ→ 0). (11.21)

Al agrupar los términos por el número de lazos, tenemos:

W (ℏ) ∼
∞∑
ℓ=0

∑
n⃗=(n1,n2,...)

∑
[Γ]∈Dc

n⃗
(ℓ)/Gn⃗

ev(Γ)

|Aut(Γ)|
ℏ−(1−ℓ)

=
∞∑
ℓ=0

ℏℓ−1

 ∑
n⃗=(n1,n2,...)

∑
[Γ]∈Dc

n⃗
(ℓ)/Gn⃗

ev(Γ)

|Aut(Γ)|


=

∞∑
ℓ=0

Wℓℏℓ−1.

(11.22)
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Lema 5. Consideremos una función S : Q→ R definida en el conjunto cerrado Q = B1(0),

donde B1(0) denota la bola cerrada de radio 1 centrada en el origen del espacio de campos.

Supongamos que los parámetros λk son suficientemente pequeños. Bajo estas condiciones, S

posee un único punto cŕıtico global ϕ0 en Q tal que la derivada segunda de S en ϕ0, denotada

d2S(ϕ0), es definida positiva.

Demostración. Consideremos la diferencial de la función S, dada por:

dS(ϕ) = B♭(ϕ)−
∑
k≥1

λk
(k − 1)!

B(k)(ϕ, · · · , ϕ, ·), (11.23)

donde B♭(ϕ) es el covector asociado a ϕ y B(k) representa un tensor simétrico de orden

k. Queremos construir una función T a partir de S tal que encontrar un punto fijo de T

equivalga a encontrar un punto cŕıtico de S. Esto se hace definiendo T (ϕ) de la siguiente

forma:

T (ϕ) =
∑
k≥1

λk
(k − 1)!

(B♭)−1
(
B(k)(ϕ, · · · , ϕ, ·)

)
, (11.24)

tal que la condición dS(ϕ) = 0 equivale a que T (ϕ) = ϕ.

Consideremos las normas de los operadores involucrados:

α := ∥B♭∥,
βk := ∥B(k)∥.

Y notemos que si consideramos las bases ortogonales {ea} y {ea} respectivamente para los

espacios V y V ∗ podemos escribir expĺıcitamente las componentes de T (ϕ):

T (ϕ) =
∑
k≥1

λk
(k − 1)!

(B−1)abB(k)(ϕ, · · · , ϕ, eb)ea

=
∑
k≥1

λk
(k − 1)!

(B−1)abB
(k)
a1···ak−1b

ϕa1 · · ·ϕak−1ea

(11.25)

Aśı, con la suposición de que ϕ ∈ Q = B1(0) evaluamos la norma de T (ϕ):

∥T (ϕ)∥ ≤
∑
k≥1

λk
(k − 1)!

|(B−1)ab||B(k)
a1···ak−1b

||ϕa1| · · · |ϕak−1|∥ea∥

≤
∑
k≥1

α−1βkλk
(k − 1)!

∥ϕ∥k−1

≤
∑
k≥1

α−1βkλk
(k − 1)!

,

(11.26)
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lo cual nos indica que T (Q) ⊂ Q bajo la condición λk ≪ 1.

Para establecer la unicidad y continuidad de T , calculamos la norma de la diferencia T (ϕ)−
T (ϕ′) para ϕ, ϕ′ ∈ Q que se puede expresar como una integral sobre el segmento de ĺınea que

conecta estos puntos en el dominio de la función. Esto se realiza evaluando la integral del

diferencial dT a lo largo del camino ϕ′ + t(ϕ− ϕ′) desde t = 0 hasta t = 1:

T (ϕ)− T (ϕ′) =

∫ 1

0

dT (ϕ′ + t(ϕ− ϕ′))(ϕ− ϕ′)dt. (11.27)

Donde las componentes de T (ϕ) = T a(ϕ)ea vienen dadas por

T a(ϕ) =

〈
ea,
∑
k≥1

λk
(k − 1)!

(B−1)cbB
(k)
a1···ak−1b

ϕa1 · · ·ϕak−1ec

〉

=
∑
k≥1

λk
(k − 1)!

(B−1)abB
(k)
a1···ak−1b

ϕa1 · · ·ϕak−1 .

(11.28)

Ahora, veamos que la derivada con respecto a las componentes ϕb del campo es:

∂T a

∂ϕb
(ϕ) =

∑
k≥1

λk
(k − 1)!

(k − 1)(B−1)acB
(k)
a1···ak−2bc

ϕa1 · · ·ϕak−2

=
∑
k≥2

λk
(k − 2)!

(B−1)acB
(k)
a1···ak−2bc

ϕa1 · · ·ϕak−2 .

(11.29)

Y por tanto la diferencial será

dT (ϕ)(h) =
∂T a

∂ϕb
(ϕ)hbea

=
∑
k≥2

λk
(k − 2)!

(B−1)acB
(k)
a1···ak−2bc

ϕa1 · · ·ϕak−2hbea.
(11.30)

Y con ello su norma estará acotada por:

∥dT (ϕ)(h)∥ ≤
∑
k≥2

λk
(k − 2)!

|(B−1)ac||B(k)
a1···ak−2bc

||ϕa1| · · · |ϕak−2 ||hb|∥ea∥

≤
∑
k≥2

α−1βkλk
(k − 2)!

∥ϕ∥k−2∥h∥.
(11.31)

Con lo que podemos acotar la norma de la diferencia como

∥T (ϕ)− T (ϕ′)∥ ≤
∫ 1

0

∥dT (ϕ′ + t(ϕ− ϕ′))(ϕ− ϕ′)∥dt

≤
∑
k≥2

α−1βkλk
(k − 2)!

∥ϕ− ϕ′∥
∫ 1

0

∥ϕ′ + t(ϕ− ϕ′)∥k−2dt
(11.32)
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Y dado que ϕ, ϕ′ ∈ Q podemos acotar la integral como∫ 1

0

∥ϕ′ + t(ϕ− ϕ′)∥k−2dt ≤
∫ 1

0

(1 + 2t)k−2dt =
3k−1 − 1

2(k − 1)
, (11.33)

por lo cual podemos concluir que

∥T (ϕ)− T (ϕ′)∥ ≤
∑
k≥2

3k−1α−1βkλk
2(k − 1)!

∥ϕ− ϕ′∥. (11.34)

Esta relación demuestra que T es una contracción si los λk son lo suficientemente pequeños,

lo cual por el teorema del punto fijo garantiza la existencia y unicidad de ϕ0 = T (ϕ0) en Q

y por lo tanto, la existencia y unicidad del punto cŕıtico ϕ0 ∈ Q de S.

Para demostrar que d2S(ϕ0) es definida positiva, consideremos la segunda derivada de la

acción S en el punto cŕıtico ϕ0:

d2S(ϕ0)(h, h) = B(h, h)−
∑
k≥2

λk
(k − 2)!

B(k)(ϕ0, · · · , ϕ0, h, h). (11.35)

Dado que B es una forma bilineal simétrica definida positiva, tenemos que

B(h, h) > 0 para todo h ̸= 0. (11.36)

Para asegurar que d2S(ϕ0)(h, h) > 0 para todo h ̸= 0, debemos mostrar que la contribución

de los términos no lineales que involucran a λk es suficientemente pequeña. Formalmente,

necesitamos que

B(h, h) >
∑
k≥2

λk
(k − 2)!

B(k)(ϕ0, · · · , ϕ0, h, h). (11.37)

Para acotar los términos no lineales, observamos que, dado que B(k) son formas multilineales

simétricas, podemos acotar su contribución mediante la constante βk. Es decir,

|B(k)(ϕ0, . . . , h, h)| ≤ βk∥ϕ0∥k−2∥h∥2, (11.38)

Por lo tanto, la condición de pequeñez en términos de λk y βk se puede escribir como:

B(h, h) >
∑
k≥2

λk
(k − 2)!

βk∥ϕ0∥k−2∥h∥2. (11.39)

Esto implica que los λk deben ser lo suficientemente pequeños para que la suma no supere a

B(h, h). Reescribiendo la condición obtenemos:

B(h, h)

∥h∥2
>
∑
k≥2

λkβk∥ϕ0∥k−2

(k − 2)!
. (11.40)
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Dado que ϕ0 ∈ Q, la (k − 2)-ésima potencia de la norma ∥ϕ0∥ estará acotada por 1, y como

B es definida positiva, el término B(h, h)/∥h∥2 es una constante positiva para cualquier h,

denotémosla como η. Entonces, la condición se escribe como:

η >
∑
k≥2

λkβk
(k − 2)!

. (11.41)

Aśı, la consideración de que η es fija impone una restricción en los λk, de tal forma que mien-

tras sean suficientemente pequeños, podemos garantizar que la segunda derivada d2S(ϕ0) es

definida positiva. Esto completa la demostración.

Nota: Consideremos la integral

ZQ :=

∫
Q

e
− 1

ℏ

(
1
2
B(ϕ,ϕ)−

∑
k>1

λk
k!

B(k)(ϕ,...,ϕ)
)
dmϕ, (11.42)

definida sobre el conjunto Q. A medida que ℏ tiende a cero, ZQ(ℏ) puede ser aproximada

por la fórmula

ZQ(ℏ) ∼
(2πℏ)m/2

√
detB

∑
n⃗=(n1,n2,...)

∑
[Γ]∈Dn⃗/Gn⃗

ev(Γ)

|Aut(Γ)|
ℏ−χ(Γ). (11.43)

La acción cuántica efectiva, que denotamos por WQ(ℏ), se define como

WQ(ℏ) := ln

(
ZQ(ℏ)
Z0

)
, (11.44)

y como hab́ıamos visto, su expansión en series de potencias de ℏ se da por

WQ(ℏ) ∼
∞∑
ℓ=0

Wℓℏℓ−1, (ℏ→ 0). (11.45)

Teorema 10. Bajo las premisas del lema anterior, los primeros dos términos de la expansión

de la acción cuántica efectiva, W (ℏ), evaluados en el ĺımite de ℏ→ 0 son dados por:

W0 = −S(ϕ0) (11.46)

W1 =
1

2
ln

(
detB

det d2S(ϕ0)

)
(11.47)
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Demostración. Consideremos inicialmente la siguiente expresión para ZQ en el ĺımite de ℏ
tendiendo a cero:

ZQ =
(2πℏ)m/2√
det d2S(ϕ0)

e−
1
ℏS(ϕ0)(1 +O(ℏ)) (ℏ→ 0+) (11.48)

Este resultado surge de la aplicación de la fórmula del descenso rápido enunciada en el

capitulo anterior. A continuación, calculamos la acción cuántica efectiva WQ como:

WQ = ln

(
ZQ(ℏ)
Z0

)
= ln

[√
detB

det d2S(ϕ0)
e−

1
ℏS(ϕ0)(1 +O(ℏ))

]

= ln

√
detB

det d2S(ϕ0)
− 1

ℏ
S(ϕ0) + ln(1 +O(ℏ))

= −S(ϕ0)ℏ−1 +
1

2
ln

(
detB

det d2S(ϕ0)

)
+O(ℏ)

∼ W0ℏ−1 +W1 +O(ℏ) (ℏ→ 0+)

(11.49)

Por tanto, una comparación directa de los términos nos lleva a identificar:

W0 = −S(ϕ0)

W1 =
1

2
ln

(
detB

det d2S(ϕ0)

)
.



Conclusiones

El presente trabajo ha explorado exhaustivamente los cimientos matemáticos que sustentan

las teoŕıas de campos clásicas preparando el terreno para la construcción de una definición

general para las teoŕıas cuánticas de campos, la aplicación de técnicas de geometŕıa dife-

rencial, incluyendo el uso de k-jets y el cálculo variacional sobre el espacio de configuración

infinito-dimensional, ha proporcionado una base sólida para la formulación de las ecuaciones

de Euler-Lagrange a partir del principio variacional en un contexto general y riguroso.

El estudio del teorema de Noether en el contexto de las teoŕıas clásicas de campos ofrece

una comprensión profunda de cómo las transformaciones que preservan ciertas propiedades

de un sistema f́ısico se traducen en leyes de conservación fundamentales. A través de la in-

troducción del concepto de acción de grupos y álgebras de Lie sobre el espacio de campos, se

puede establecer un marco matemático riguroso para el estudio de las simetŕıas, resaltando

que su naturaleza puede ser local o global.

El estudio de la teoŕıa ϕ4 es inmensamente benéfico en el contexto de las teoŕıas cuánticas

de campos puesto que brinda una visión reveladora sobre la estructura y el cálculo de ob-

servables en estas teoŕıas. A pesar de la simplicidad del espacio-tiempo, que se reduce a un

único punto, la teoŕıa ϕ4 captura la esencia de las interacciones del campo consigo mismo,

permitiendo el desarrollo de técnicas de cálculo poderosas como los diagramas de Feynman

y la expansión en lazos.

Es crucial entender que la expresión obtenida para dar sentido a la función de partición,

incluso cuando la integral que la define pueda no converger en el sentido usual para ciertos

valores de ℏ, es una herramienta computacionalmente eficiente y rigurosamente definida,

puesto que resulta ser una expansión asintótica de la función de partición que proporciona

una aproximación cada vez más precisa a medida que se incluyen más términos en la serie,

pero solo en el ĺımite cuando ℏ tiende a cero.
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