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RESUMEN

Este trabajo presenta el desarrollo y control de un péndulo invertido rotacional
(péndulo de Furuta). Un ejemplo de este tipo de sistemas son las aeronaves,
vehiculos espaciales, vehiculos submarinos, barcos, satélites y robots construidos
por barras y uniones articuladas pasivas y activas. Algunas veces, la subactuacion
puede ser causada por fallas en los actuadores. El desarrollo de estos
mecanismos que pueden realizar tareas complejas con un numero reducido de
actuadores es un asunto de gran interés, puesto que implica reduccion de peso y

de costos.

Un reto para la comunidad de control ha sido encontrar una Unica ley de control no
lineal que solucione el problema global de llevar el péndulo desde su posicidon
colgante natural o algin otro estado inicial hasta su posicidon invertida y
mantenerlo alli. En este trabajo se disefian varios tipos de controladores lineales y
no lineales, se examina su desempefio en el péndulo desarrollado y finalmente se
disefla un controlador por modos deslizantes jerarquico para solucionar el

problema global de control.

La friccibn es muy importante para los ingenieros de control, por ejemplo en el
disefio de servo mecanismos de alta precision, robots, sistemas neumaticos e
hidraulicos y sistemas de frenos antibloqueo (ABS) para automdviles. En este
trabajo, se muestra el efecto de la friccion cuando se utiliza un control por
realimentacion de variables de estado sobre el péndulo de Furuta. También se
disefian compensadores de friccion clasicos y modernos para reducir los ciclos

limite que aparecen al estabilizar el sistema en su posicion invertida.



PALABRAS CLAVES: péndulo invertido rotacional, péndulo de Furuta,

subactuado, control por modos deslizantes, friccion.



ABSTRACT

This paper presents the development and control of a rotational inverted pendulum
(Furuta pendulum). An example of such systems are aircraft, spacecratft,
underwater vehicles, ships, satellites and robots built by bars and articulated joints
passive and active. Sometimes underactuation can be caused by faults in the
actuators. The development of these mechanisms that can perform complex tasks
with a reduced number of actuators is a matter of great interest because it further

reduces weight and cost.

A challenge for the control community has been to find a single nonlinear control
law that solves the global problem of bringing the pendulum from its natural
pendant position or some other initial state to its inverted position and keep it there.
In this paper were designed several types of linear and nonlinear controllers,
examine their performance in the developed pendulum and finally its designed a

hierarchical sliding mode controller to solve the global problem of control.

Friction is very important for control engineers, for example in the design of high
precision servo mechanisms, robots, pneumatic and hydraulic systems and
antilock braking systems (ABS) for automobiles. This paper shows the effect of
friction when using a feedback control of state variables on the Furuta pendulum.
Classic and modern friction compensators are also designed to reduce the limit

cycles that appear when the system its stabilized in its inverted position.

KEY WORDS: Rotational inverted pendulum, Furuta pendulum, underactuated,

sliding mode control, friction.



INTRODUCCION

Dentro de los sistemas de péndulos invertidos, un ejemplo muy utilizado y
profundamente estudiado es el péndulo encima de un carro maovil, dicho sistema
se utiliza para el analisis experimental de técnicas de control. El inconveniente con
este sistema se encuentra en que el recorrido del carro se encuentra acotado, lo
que limita las maniobras de control. Para eliminar dicha limitacion se reemplaza la
trayectoria lineal del carro por una trayectoria circular, dando origen al sistema

Péndulo de Furuta.

El sistema Péndulo de Furuta (Furuta K. et al., 1994) fue creado por el Dr. K.
Furuta del Instituto de Tecnologia de Tokio, Japon, el cual es un sistema
subactuado de dos grados de libertad rotacionales llamados brazo y péndulo. El
movimiento del brazo se realiza en un plano horizontal girando alrededor de un eje
perpendicular al plano, el péndulo se encuentra ubicado en un extremo del brazo y
su eje giro es colineal al eje axial del brazo y su movimiento se realiza en un plano

perpendicular al de éste ultimo.

Desde la aparicion del péndulo rotacional se suscitd un problema mucho mas
general y complejo que el del simple mantenimiento de la varilla en la posicion
invertida: el problema de llevar el péndulo desde cualquier posicion, y en particular
desde la posicion colgante natural, hasta la posicion invertida. Este problema se
conoce como el del swing up. Por tanto, en el problema del control del péndulo
invertido aparecen dos subproblemas: el de llevar el péndulo desde la posicion
colgante inicial, u otra posicion cualquiera, a las proximidades de la posicion

deseada; y el de estabilizar al péndulo en la posicion invertida.



Conviene observar que el problema del swing up adquiere radicales diferencias
con respecto al de estabilizacion local, puesto que se trata de un problema global
y no lineal. Se trata por tanto, de un ejemplo relativamente simple de problema no

lineal donde el tratamiento lineal es insuficiente.

En este trabajo se disefia un control hibrido para coordinar los dos subproblemas:
un controlador swing up basado en el control de energia del péndulo para llevar el
sistema a una regién cercana a su punto de equilibrio inestable, un controlador
LQR y PI Vectorial para estabilizar localmente el sistema y una estrategia de
conmutacion para escoger el momento en que funcionara el swing y el control por

realimentacion de variables de estado.

Un reto que para la comunidad de control ha sido encontrar una Unica ley de
control no lineal que solucione el problema global de llevar el péndulo desde su
posicion colgante natural o algun otro estado inicial hasta su posicion invertida y
mantenerlo alli. En este trabajo, se disefia un controlador por modos deslizantes

jerarquico para solucionar este problema.

Un sistema subactuado (el péndulo es uno de ellos) es aquel que posee menos
actuadores que grados de libertad (DOF). Los sistemas subactuados incluyen
fallos en los actuadores, la ausencia de los mismos por consideraciones de

disefio, exceso de peso, reduccién de costos, etc.

El fallo en los actuadores de un sistema fisico es un problema de mucho interés
para la teoria de control moderna debido a que resulta imposible tener un control
directo sobre el grado de libertad no actuado, de modo que el control de estos se

debe realizar (si es posible) por medio de los actuadores restantes.



La friccibn fue estudiada ampliamente en la ingenieria mecéanica clasica y
dltimamente ha tenido un fuerte resurgimiento. Aparte de la curiosidad intelectual,
esto se debe a grandes necesidades en la ingenieria en un amplio rango de
industrias que van desde los discos duros hasta los vehiculos.

La friccibn es muy importante para los ingenieros de control, por ejemplo en el
disefio de servo mecanismos de alta precision, robots, sistemas neumaticos e
hidraulicos y sistemas de frenos antibloqueo (ABS) para automaviles. La friccion
es altamente no lineal y puede causar errores de estado estacionario, ciclos limite
y un desempefio pobre. Por lo tanto, es importante para los ingenieros de control
entender los fenomenos de friccion y como lidiar con ellos. Con la potencia
computacional actual es posible en muchos casos lidiar efectivamente con la
friccion. Esto tiene un gran potencial en el mejoramiento de la calidad, economia y
seguridad de un sistema. Uno de los objetivos de este trabajo es ilustrar los
efectos de la friccion, la compensacion de friccion y explotar las caracteristicas de
un nuevo modelo dinamico de friccion, el modelo de LuGre (De Wit et al., 1995).

Los resultados son comparados con compensadores de friccidn clasicos.

La implementacion de las técnicas de control mencionadas anteriormente se

realiza utilizando el toolbox xpc target de Matlab.



1. EL PENDULO DE FURUTA

El péndulo de Furuta se muestra en la Figura 1. Consta de dos cuerpos inerciales
conectados: un pilar central con momento de inercia J, rigidamente conectado a
un brazo horizontal de longitud |, y masa homogéneamente distribuida en linea m,.
El péndulo de longitud |, y masa homogéneamente distribuida en linea mp. El
angulo del péndulo, ¢, ha sido definido como cero en la posicion vertical arriba, y
positivo, cuando el péndulo se mueve en la direccidon de las manecillas del reloj. El

angulo del brazo, ¢, se ha definido positivo cuando el brazo se mueve en la

direccién contraria a las manecillas del reloj.

Figura 1. El péndulo de Furuta




Figura 2. Vista general del péndulo de Furuta desarrollado.

1.1MODELO MATEMATICO
La obtencion del modelo es basada en la teoria de Euler-Lagrange (Gafvert M.,
1998).

1.1.1 Cinematica La posicion de un punto P sobre el péndulo puede ser descrito

por el vector de posicion

r(r 1) = (0 1)y (R, 1) 1 (1, 1)) (1)

con

r(ry,r,) =r,-cosg—r, -sing-sing
r,(r,,r,)=r,-sing+r, sing-cos¢ (2)

r,(ry,r,)=r,cosd



La variable r, es la posicion radial del brazo, y r, es la posicion radial del péndulo.
Las distancias radiales son medidas desde el centro de rotacién de los cuerpos.
Tomando derivadas respecto al tiempo de (1) se obtiene una expresion para la

velocidad
V(r,. 1) = (v, (r,, 1) vy (1, 1)LV, ()T 3)

de un punto P sobre el péndulo, con

V, (I, 1,) =T, -sing-g—r, -cos@-sing-O—r, -sin@-cos¢- ¢

V,(r,,T,) =T, COS@- g+, -COSO-COSP- O, -sin-sing- ¢ (4)

a!’

v, (r,,r,)=-r1, -sing- 6

Esto se usa luego para expresar el cuadrado de la magnitud de la velocidad de P:

2 o 2
Vi, 1) =(r +r,7-sin*0) ¢ +2-1,-1,-cos0-$-0+1,° -0 (5)

1.1.2 Expresiones de energia Expresiones para la energia cinética y potencial
son obtenidas en esta seccion. La energia cinética es obtenida a partir de la

solucion de la integral

T - %J'vzdm ©)

usando (5), y la energia potencial al resolver

6



usando (1). Las expresiones son obtenidas para cada cuerpo separadamente.

Pilar central

Brazo horizontal

Brazo pendular

V= gj.rzdm

Ip
2T, = [V*(r,,s)m, /1,ds
0

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)



2 2

:mp(la2+§Ip25|n29)go +mplalpcosego¢9+§mplp29 (14)
Ip
V, =g[r,(,.5)m, /1,ds (15)
0
_1 I 16
_Empgpcose (16)

La energia cinética total del péndulo invertido rotacional esta dada por

T=T+T,+T, a7

y la energia potencial total por

V=V +V,+V, (18)

1.1.3 Ecuaciones de movimiento Formulando el Lagrangiano

L=T-V
(19)
las ecuaciones del movimiento estan dadas por
d|oL | oL
dt| 5 é ¢
(20)

g(ﬂ]_@o
dt o0) 99



siendoz el torque externo aplicado al brazo horizontal. Las derivadas parciales

son:

oL

—=0
o
a_L:(J +(lma +mpjla2 +£mplpzsin2 6’]¢+£mp|alp cos 68
' 3 3 2
¢
.2 . .
%:%mplpzcosesin ¢ —%mplalpsin 9¢6+%mpglpsin 0

oL 1 1 2
—:—mplalpcosﬁ¢+§mplp 0

00

Insertando (21) en (20) e introduciendo

1 1

a:J+%ma+ng2 ﬂ:§mgf
1 1

;/:Emplalp 5:Empglp

resultan las ecuaciones de movimiento para el sistema:

2

(c+ Bsin’ 6) g+ y cos @ O+ 2 4 cos Osin 0 g0 ysin 06 =z,

. . 2
yCos@ @+ fO— fcosdsind¢ —osind =0
9

(21)

(22)

(23)



Teniendo en cuenta que el par de control se genera por un motor de corriente
continua controlado por voltaje:
di

. v K. -
V=R I+L—+K, g =———L. 24
m Y S ¢ (24)

donde R, K.y L corresponden a las constantes eléctricas del motor.
En la expresiéon anterior se desprecia el efecto inductivo en el motor (por ser muy

pequefio) para simplificar el modelo.

Considerando que el par es proporcional a la corriente:

VAL B! (25)

Debido a que en los motores de corriente de continua el valor de Kt y el valor de

Ke son casi idénticos, se reemplaza Kt por Ke en la expresion anterior.

1.1.4 Representacion en espacio de estado Introduciendo las variables de

estadox, = ¢,X, =¢, %, =6,X, =60, las ecuaciones de movimiento (23) pueden

reescribirse de una forma apropiada para integracion y para el disefio de

controladores en el espacio de estado:

10



X1 =X
2 L 2

By (sin® 0-1)sin 0 —28° cosOsin 0. p O+ By sin 00 - yS cosOsin 0+ fz,, (26)
aﬂ—72+(ﬂ2+}/2)sin29

2 L 2
B(a+ Bsin’ 0)cosOsin 0 +2py(1-sin® 0)sin 0 p 6 y* cosOsin 00 +5(a+ Bsin’ O)sin 0 -y cos bz,
af-y° -1—(,32 4—;/2)5in2 0

X, =

1.2PUNTOS DE EQUILIBRIO
Igualando las derivadas de las variables de estado en la representacion (26), se

obtiene el siguiente sistema de ecuaciones simultaneas no lineales:

0=x,
0=cos@sind
(27)
0=x,
0=(a+Bsin? 6)ssin0)
Por lo tanto, los puntos de equilibrio del sistema son (x,,0,6,,0)
Donde ¢, =kz con keZ
1.3LINEALIZACION
Sea
dx
— = f X, 28
m (x,7) (28)

con f definida de forma apropiada. El modelo linealizado en el punto de equilibrio

11



Xo

se obtiene a partir de

d(ox)
dt

con X =X—X,

= (¢01¢01901 90)170 = (0’0)

_& | Pl |, 7 =A&+Br
ox ' or "

Para x, =(0,0,0,0) lo anterior origina

o o o K
o
=

Con valores propios

{0,0,i a0 2}
afi—y

(29)

(30)

(31)

(32)

El sistema linealizado posee un valor propio en la parte derecha del semi-plano

complejo. Basado en el método de linealizacién de Lyapunov se puede concluir

que el punto de equilibrio x, =(0,0,0,0) es inestable.

Para x, =(0,0,7,0) lo anterior origina

12



01 0 0 0
00 i
_ ap-y _|ep-y
A=lo o o 1 B=1"0 (33)
00 _“52 —r
af-y af-y

Con valores propios

{O,O,J_ri /aﬂ“iz} (34)

El sistema linealizado posee cuatro valores propios sobre el eje jw, asi que no se

puede llegar a una conclusion sobre la estabilidad de este punto de equilibrio a

partir de la aproximacion lineal.

1.4MODELOS DE FRICCION

La friccion ocurre en todos los sistemas mecanicos, ej. rodamientos,
transmisiones, cilindros neumaticos e hidraulicos, valvulas, frenos y ruedas. En el
péndulo utilizado para los experimentos, la friccion es una complicacion que no
puede despreciarse. Noétese, sin embargo, que la friccion en el motor es mas
notable que en el punto de pivote del péndulo por lo cual se despreciara este
altima. La friccion es un fendmeno natural bastante dificil de modelar y adn no es
completamente comprendido. Los modelos de friccién clasicos son descritos por
mapeos estaticos entre velocidad y fuerza de friccién. Estos modelos clasicos no
explican el comportamiento histerético cuando se estudia la friccion para
velocidades no estacionarias, las variaciones en la fuerza de ruptura ni los
pequefios desplazamientos que ocurren en la interfase de contacto durante la fase

de friccion estética. Estudios recientes, (Olsson H., 1996) muestran que es

13



necesario un modelo de friccién dinamico para describir el fenémeno de friccion de

forma precisa.

En esta seccion se presentardn dos modelos clasicos de friccién y un nuevo

modelo dindmico de friccion (De Wit et. Al 1995) apropiado para el control.

1.4.1 Modelos de friccién clasicos

Los modelos de friccion clasicos estan conformados por diferentes componentes
donde cada uno se ocupa de ciertos aspectos de la fuerza de friccion. La idea
princial es que la friccibn se opone al movimiento y que su magnitud es

independiente de la velocidad y del area de contacto.

1.4.1.1 Modelo de friccién de Coulomb con friccién estatica
El modelo mas comdn que se utiliza es el modelo de friccion de Coulomb
(Coulomb 1785)

F=F sgngb (35)

Figura 3. Friccion de Coulomb

14



Donde la fuerza de friccion Fc es proporcional a la carga normal, ej. F. = uF, .

Nétese que este modelo es un modelo ideal de relé. EI modelo de friccion de
Coulomb no describe que sucede cuando la velocidad es cero. Puede ser cero, o
puede tomar algun valor entre el intervalo —Fc y Fc, dependiendo de como se
defina la funcién signo. Una forma popular para resolver esto es introducir
“Stiction” (Stiction es un modo informal de escribir Static Friction) la cual describe
la fuerza de friccion en el reposo. Por lo tanto, se asume que si la velocidad es
cero y la fuerza total que actla sobre el sistema es menor que la fuerza de friccion
estatica Fs, entonces la velocidad permanece en cero. El movimiento ocurre

cuando la fuerza aplicada es mayor que Fs.

Figura 4. Friccién de Coulomb con friccidon estatica

|:i.

Un estimativo de la fuerza de fricciéon obtenida de este modelo es

F= Fssgn(Fj Si =0
(36)
F= chgn(¢j Si ¢#0
donde F es la fuerza resultante gue actua sobre la junta del brazo.

15



Un problema con este modelo para simulaciones o propositos de control es el de
detectar cuando la velocidad es cero. Una solucion para esto es el modelo

presentado por Karnopp (Karnopp 1985).

1.4.1.2 Modelo de friccién de Karnopp
Este modelo fue desarrollado para solucionar el problema de detectar cuando la
velocidad es cero y para evitar la conmutacion entre diferentes ecuaciones para

adhesion y deslizamiento. En la figura 5 se muestra un esquema de este modelo.

Figura 5. Esquema del modelo de friccion de Karnopp
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El modelo define un intervalo de velocidad cero,|u| < DV . Para velocidades dentro

de este intervalo, la velocidad puede cambiar y ser diferente de cero pero la salida

del bloque se mantiene en cero por una zona muerta. Dependiendo de si |u| <DV

0 no, la fuerza de fricciébn es una version saturada de la fuerza externa o una

funcién estatica arbitraria de la velocidad.

1.4.2 Modelo de friccion dinamico de LuGre

Recientemente, ha habido un interés significativo en los modelos de friccion
dinamicos. Esto se debe a la curiosidad intelectural, a la demanda de servos de
precision en un amplio rango de industrias y los avances de hardware que hacen

posible la implementacion de compensadores de friccion.
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Figura 6. La interfaz de friccion entre dos superficies es imaginada como un

contacto entre cerdas. Por simplicidad las cerdas inferiores se muestran rigidas.

El modelo de LuGre es un modelo de friccion dinamico presentado en (De Wit et.
Al 1995). En (Olsson H., 1996) se puede encontrar un analisis extenso del modelo
y sus aplicaciones. Este modelo esta relacionado con la interpretacion del modelo
de cerda de la friccion. La friccion se modela como la fuerza de defleccion
promedio de resortes elasticos. Cuando se aplica una fuerza tangencial las cerdas
se deflectaran como resortes. Si la defleccion es suficientemente grande, las
cerdas empiezan a deslizar. La defleccion promedio de la cerda para un
movimiento en estado estable estd determinada por la velocidad. Es mas baja, a
bajas velocidades, lo cual implica que la defleccion en estado estado estable
decrementa con el incremento de la velocidad. Esto modela el fendbmeno donde
las superficies se apartan debido a el lubricante y modela el efecto Stribeck. El
modelo también incluye el fendmeno de variacion de la fuerza de ruptura y el de

retardo de friccion.
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El modelo tiene la forma

dz V]

—=v-0,——=12

dt g(0)

g(v) = Fe +(Fs —F.)e ™ [o, (37)

z
F :aoz+ala

Donde z denota la deflexién promedio de la cerda

Figura 7. Deflexion promedio de la cerda z.

El parametro o, es la rigidez de las cerdas y o, un coeficiente de
amortiguamiento. La funcién g(v) modela el efecto Stribeck (disminucion de la

fuerza de friccion al incrementar la velocidad a bajas velocidades) donde o, es la

velocidad de Stribeck. ElI parametro Fc corresponde a la fuerza de friccion de

Coulomb y Fs a la fuerza de friccion estatica.
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2 VALIDACION EXPERIMENTAL DEL MODELO MATEMATICO

2.10BTENCION DE LOS VALORES DE LOS PARAMETROS
Los valores de las masas y las longitudes del brazo y el péndulo se obtuvieron
mediante medicion directa. Los datos mecdanicos y eléctricos del motor se

obtuvieron a partir de la hoja de datos del fabricante.

Algunos valores de parametros del modelo de friccibn se obtuvieron mediante

sintonizacion manual. Estos parametros son la rigidez de la cerda o,, el

coeficiente de amortiguamiento o, y la velocidad de Stribeck.

Tabla 1. Valores de los parametros del sistema

Pardmetros del sistema Valor Unidades

Masa del Péndulo (my) 0.089 Kg
Masa del Brazo (m,) 0.056 Kg
Longitud del Péndulo (l,) 0.25 m
Longitud del Brazo (l,) 0.35 m
Inercia del Motor (J) 8.47e-06 Kgm?®
Inercial del pilar central 30e-05 Kgm?
Gravedad (g) 9.8 m/s®
Constante de Torque en el Motor (Ky) 0.0424 Nm /A
Resistencia del Motor (R) 3.35 Q
Torque de friccion de Coulomb 0.004 Nm
Torque de friccidon estatico 0.0045 Nm
Velocidad de Stribeck 0.001 m/s
Rigidez de la cerda 0.2 N/m
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Parametros del sistema Valor Unidades

Coeficiente de amortiguamiento 0.04 Ns/m

2.2COMPARACION ENTRE EL MODELO MATEMATICO Y EL PENDULO
EXPERIMENTAL

Para verificar la validez del modelo matematico con el modelo de friccion de LuGre

(37), se realiz6 una toma de datos en lazo abierto del péndulo experimental bajo

cierta condicion inicial conocida y se compard con la respuesta del sistema de

simulacion bajo la misma condicion.

Figura 8. Comparacién de respuestas entre el sistema experimental (linea azul) y

el sistema de simulacion (linea roja) para la condicion inicial

6, =365deg, 6o = 0.6283rad / s, ¢, = 0.3516deg, #, =Orad /s .
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En la figura 8 se puede apreciar que el modelo matemético junto con la
sintonizacién de los valores de los parametros parece ser una buena aproximacion

de la dindmica real del péndulo de Furuta experimental.
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3. CONTROL HIBRIDO PARA EL PENDULO DE FURUTA

3.1 SWING UP

En esta seccion se utiliza un modelo simplificado del péndulo de Furuta. Este
modelo simplificado desprecia los torques de reaccion ejercidos desde el péndulo
hacia el brazo, de esta forma, el control de energia del péndulo pueda estudiarse
sin considerar la posicion y la velocidad del brazo. El modelo obtenido de esta

simplificacion es de segundo orden.

Figura 9. Diagrama de cuerpo libre del péndulo
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Sea m, la masa del péndulo, J, el momento de inercia del pendulo respecto al
pivote y I, la distancia desde el pivote a su centro de masa. El angulo entre la

vertical y el péndulo es 6, donde 6 es positivo en el sentido de las agujas del reloj.
La aceleracion de la gravedad es g y la aceleracion del pivote es u. La aceleracion
u es positiva si es en la direccién positiva del eje x. La ecuaciones de movimiento

para el péndulo son:
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- p “*xcm

>F. =ma :H:mpd(:—z(xﬂcmsinﬁ) (38)

d
YF, =ma,, =V—mpg=mpdt—2(lIcm cosd) (39)
: d
2T, =Vl,sind—-HI_, cos= IC”‘WH (40)

Hy V son las fuerzas de reaccioén ejercidas por el brazo sobre el péndulo.

De (38), (39) y (40) se obtiene la ecuacion de movimiento del péndulo:
J, 0-mgl,, sin&+mul, cosd=0 (41)

La estrategia utilizada es basada en el control por energia y es presentada en
(Astrom y Furuta, 1996). La idea basica es incrementar la energia del sistema de
tal manera que finalmente tenga suficiente energia para llegar a una region
cercana al punto de equilibrio inestable. Alli, se realiza un intercambio a una ley de

control local que estabiliza el péndulo.

La energia del péndulo sin controlador (u=0) es:
1 2
E:EJpH +m,gl,, (cosd-1) (42)

La energia total es la suma de la energia cinética y la energia potencial. Se ha
definido que la energia potencial es cero cuando el péndulo esta en la posicion

vertical superior.
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3.1.1 Control de energia Una forma de llevar el péndulo a la posicion vertical
superior es incrementar su energia al valor correspondiente de energia en dicha

posicion. Esto corresponde a la trayectoria

1, °
E=>3,0 +m,gl,,(cos@-1)=0 (43)

La cual corresponde a la 6rbita homoclina del sistema. Es evidente que esta

trayectoria contiene el punto 0=0,0=0.

Para realizar el control de energia es necesario entender como influencia la
aceleracion del pivote la energia del péndulo. Calculando la derivada de E

respecto al tiempo se tiene:

i—E:Jpéé—mpglcm gsin @ = -m ul,,, O cos (44)

En la anterior expresion se ha utilizado la ecuacion (41). La ecuacion (44) muestra

que es facil controlar la energia. El sistema es simplemente un integrador con

ganancia variable. La controlabilidad se pierde en (44) cuando 0=00 0=1r/2,
por ejemplo cuando el péndulo esta horizontal o en el instante en el que el péndulo

cambia de direccion. Para obtener la ley de control se utiliza el método de
Lyapunov. Sea V = (E - E0)2 /2 una funcion candidata de Lyapunov, al derivar se

obtiene

V =(E-E,)E=-m | u(E—-E,)0cos@ (45)

p'cm

24



Si se escoge

u=k(E-E,)0cos@ (46)

se encuentra que

V= —mplcmk((E —E,)écos 0)2 (47)

Con lo que V es semidefinida negativa. La funcion de Lyapunov tiende a cero

siempre y cuando 0+0 y cosé = 0. Debido a que el péndulo no puede mantener
una posicion estacionaria con @ =+ /2 la estrategia (46) lleva la energia hacia el

valor deseado E,.

Figura 10. Retrato de fase del sistema con control de energia
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En la figura 10 se puede apreciar que las trayectorias del sistema tienden a la
curva de energia cero. El sistema controlado conserva los puntos de equilibrio en
estado “natural”. El punto de equilibrio (0,0) es una silla por lo cual se hace
necesario utilizar una estrategia diferente para estabilizar el origen del sistema. El

punto de equilibrio (+ z,0) es una fuente nodal.

Existen otras leyes de control que consiguen llevar la energia del sistema al valor
deseado. Para cambiar la energia lo méas rapido posible la magnitud de la sefial de

control debe ser lo mas grande posible. Esto se consigue con la ley de control

u= uméxsign((E —E,)6cos 6’) (48)

La cual lleva la funcién V :|E - E0| aceroy E hacia E,. La ley de control (48)

puede resultar en chatering. Esto puede evitarse con la ley de control
u=k(E - Eo)sign(é cos Hj (49)

Para valores grandes de k, la estrategia (49) se comporta de forma similar a la

estrategia (48) que proporciona el maximo incremento o decremento de energia.

La ley de control presentada en (49) resulta en un swing up que hace que el
péndulo pase por el origen. Sin embargo, queda estabilizar localmente el péndulo
alrededor de su posicién de equilibrio inestable. Para realizar el intercambio entre
la ley de control del swing up y la ley de control local se utiliza una estrategia de

conmutacion muy simple. Si el péndulo se encuentra en una posicion angular
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menor a los +-15° el controlador local entra en funcionamiento de lo contrario
funcionara el controlador swing up. En el caso en el que el sistema pase por el
origen con exceso de energia debido a una condicion inicial “fuerte” y el
controlador local no logre estabilizar el péndulo y escape del dominio de atraccion,
el controlador swing up entrara en funcionamiento e intentara llevar el péndulo

nuevamente hasta arriba.

Hasta ahora el control de energia planteado anteriormente para realizar el swing
up no parece presentar problemas. Sin embargo, al implementar esta técnica en el
modelo de cuarto orden del péndulo de Furuta se presentan algunos casos donde

la ley falla.

Una primera conclusién a partir de simulaciones y experimentos en el péndulo real
es que la ley de control (49) basada en el modelo simplificado de dimension dos
necesita ajustarse de forma cuidadosa. Se ha encontrado que para valores de k

inferiores a 23 y E, =0.15, el estado del sistema no pasa cerca al origen. Por

supuesto, el controlador local nunca tendra la oportunidad de funcionar.
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Figura 11. Comportamiento patoldgico del sistema con la ley de control (51) con

k=22'y E, =0.15.
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3.2 REGULADOR LINEAL CUADRATICO (LQR)

En la anterior seccidn se presentd que con un buen ajuste de los parametros del
controlador swing up se logra llevar el péndulo a una regién cercana al origen.
También se demostro que el origen es inestable lo que hace necesario utilizar una
estrategia de control diferente para estabilizarlo. Debido a que todos los estados

son medibles, se utiliza una técnica de control lineal (LQR) por realimentacion del

estado para estabilizar localmente el punto de equilibrio (0,0,0,0).




El modelo lineal utilizado se obtiene al linealizar (26) en el punto de equilibrio
(0,0,0,0). Teniendo en cuenta la expresion (25) se obtiene como entrada al
sistema el voltaje aplicado a los terminales del motor. La representacion en el
espacio de estado de tiempo continuo al reemplazar los valores de los parametros
de la tabla 1 es:

x=AX+B.U (50)
donde
0 1 0 0 0
0 -0.182 -63.803 0 4.29
- y B, = (51)
0 0 0 1 0
0 019 1104 O -4.6

Utilizando el método de invarianza al escalon con un tiempo de muestreo de 10

ms se obtiene la siguiente representacion en el espacio de estado de tiempo

discreto
x(k +1) = Ax(k) + Bu(k) (52)
donde
1 0.0099 -0.0032 -1.0635e-5 0.0002
0 0.9982 -0.6387 —0.0032 0.0429
= y B= (53)
0 9.7527e—6 1.0055 0.010 —0.0002
0 0.0019 1.1054 1.0055 —0.046
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La matriz de controlabilidad del sistema (52) esta dada por

0.0002 0.0006 0.0010 0.0015

, , 0.0429 0.0431 0.0437 0.0444
Co=[B AB AZB AB]: (54)
~0.0002 -0.0007 -0.0012 -0.0016

—0.0460 -0.0464 -0.0473 -0.0488

El rango de la matriz Co es 4. Por lo tanto, el sistema discreto es controlable.

El esquema de control por realimentacion del estado utilizado se muestra en la

figura 12.

Figura 12. Esquema de control por realimentacion del estado.

1 ) plc k)

hd atriz aind M atriz Gain2

Unit Delay

b atriz Gain

M atriz Gainz

_K}.i

Para obtener la matriz de ganancia de realimentacién de estado K se utiliza el
control 6ptimo LQ. Este regulador calcula la matriz de ganancia 6ptima tal que la

ley de realimentacion de estado u(k) = —Kx(k) minimiza la funciéon de costo

J=>x"Qx+u'Ru (55)

Los parametros de disefio del disefio LQ son las matrices de peso Q y R. Q se
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utiliza como pesos de penalizacién para los estados y R para penalizar la sefial de

control.

Las matrices de disefio utilizadas para los experimentos son:

50 0 0 O
o~ 0 60 0 O (56)
10 0 60 O
0 0 0 50
R=10 (57)

Este disefio arroja el vector de realimentacion del estado
K =[-1.923 -3.043 -68.44 -8.66] (58)
y los polos de lazo cerrado
[0.822 0.99 0.964 0.939] (59)

A continuacion se presentan las graficas de respuesta del sistema experimental

con control hibrido para la condicion inicial

6, :—179.8deg,€o:0rad/s,¢0:Odeg,g}ﬁo =0rad /s. Los valores de los parametros

para el controlador swing up son E, =0.1y k=24.
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Figura 13. Respuesta del sistema experimental con control hibrido (swing up +

0deg, #, =Orad /s.

~179.8deg, #o = Orad / s, ¢,

LQR) para la condicion inicial 6,
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A continuacion se realiza una nueva toma de datos donde se lleva manualmente el

péndulo hasta su posicion invertida y se perturba aplicando una fuerza en su

extremo.

Figura 14. Respuesta del sistema experimental con control hibrido (swing up +

LQR) ante perturbaciones.
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En la figura 14 se puede observar la respuesta del sistema ante perturbaciones
ocasionadas por la aplicacion de una fuerza externa sobre el extremo del péndulo.
Tal como se puede observar, el sistema es capaz de mantener el equilibrio a
pesar de las perturbaciones ent = 16.24 sy t = 26.08 s. Para ello, el brazo se
tiene que mover hasta 30.23 grados para que el péndulo recupere el equilibrio y
luego hasta -35.68 grados. En t = 35 s la perturbacién hace caer el péndulo y el
swing up lo lleva nuevamente hasta una region cercana al punto de equilibrio

inestable donde el controlador LQR lo regula.

3.3 CONTROLADOR PI VECTORIAL

En la seccion 3.2 se utilizé un controlador LQR para llevar el estado del sistema a
cero. Sin embargo, este tipo de disefio no considera directamente las
especificaciones estéticas. Para eliminar errores de estado estacionario de forma
aceptable se requiere usar un pre compensador; pero este disefio no es robusto
para reducir los errores. Una forma de conseguir un desempefio robusto consiste

en utilizar accion integral.
En esta seccion se pretende disefiar un controlador lineal para lograr que el brazo

siga referencias de posicién tipo escalén manteniendo el péndulo en su posicion

invertida.
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Figura 15. Esquema de control Pl vectorial digital.
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La representacion en tiempo discreto de la planta esta dada por (52), (53) y (60)

y(k) =Cx(k) (60)

Para este disefo, la matriz de salida esta dada por C=[1 0 0 O0].

La ley de control para el Pl Vectorial digital esta dada por

u(k) = —Kx(k) + Kiv(k) (61)

donde

[ Ki]{mo u}{’*c;' CBB} (62)
£k +1) = AE(K) + Bw(k) (63)
w(k) = — K £(K) (64)
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A=t Blyeo)® 65
=1y ol YB=, (65)

Los polos de lazo cerrado deseados son

[0.822 0.939 0.964 0.990 0.998] (66)
lo cual arroja
k:[-o.0027 -0.0357 -7.6532 -0.7334 -0.7071] (67)
K=[-2.3265 -3.2023 -69.577 -8.8338] (68)
Ki = -0.0027 (69)

A continuacién se realiza una toma de datos del sistema experimental con el
controlador swing up y el controlador Pl Vectorial para comprobar la habilidad de

este Ultimo para seguir referencias de posicion tipo escalon.
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En la figura 16 se puede apreciar que el sistema es capaz de seguir referencias
37

tipo escalén para la posicion del brazo de forma aceptable. Hasta ahora este
la estabilidad del sistema ante perturbaciones. Las siguientes figuras muestran la

disefio para no presentar ningin problema. Sin embargo

respuesta del sistema ante perturbaciones.



Figura 17. Respuesta del sistema con control hibrido (Swing up + PI Vectorial)

ante una perturbacion en t =103 s.
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En la figura 17 se puede apreciar que una perturbacion ocasionada por una fuerza
externa sobre el extremo del péndulo desestabiliza la posicion invertida y el
sistema nunca vuelve a recuperar la estabilidad en dicha posicién. Un anélisis mas
profundo revela que esto es causado por el efecto del wind-up en el integrador del
Pl Vectorial. Al utilizar control hibrido, se debe tener en cuenta que si el

controlador local posee accion integral, esta debe apagarse cuando el péndulo se
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encuentre en la fase del swing up para evitar el fenomeno de wind-up que

ocasiona inestabilidad en el péndulo de Furuta.
3.3.1 Controlador PI Vectorial con anti wind-up Para implementar el
controlador Pl Vectorial con anti wind up, se reemplaza el integrador en tiempo

discreto por el siguiente integrador condicional

Figura 18. Integrador condicionado para evitar el wind up

: > KTsz
error_posicion_brazo -
no= outt
05 Discrete-Time
Constant _\_ Integrator
Oty
teta . L,
Constant1  SWiteh

El integrador de la figura 18 entrara en funcionamiento si el péndulo se encuentra

en el dominio de atraccién del controlador local (irlSdeg para 0) y se apagara por

fuera de él.
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Figura 19. Respuesta del sistema con control hibrido (swing up + PI Vectorial)

con antiwind up ante cuatro perturbacionesent=80s,t=92s,t=98 sy t=106 s.
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En la figura 19 se puede apreciar que el controlador Pl Vectorial con anti wind up
logra estabilizar el péndulo en su posicion invertida a pesar de perturbaciones tan

fuertes que hacen caer el péndulo.
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Es importante resaltar que para implementar el controlador LQR y PI Vectorial es
necesario realizar una instrumentacion de la sefial del angulo ¢. Esta sefial debe
transformarse de tal forma que el angulo teta siempre se encuentre entre el rango
-z rad +z rad sin importar el nimero de vueltas que pueda llegar a realizar el
péndulo. Esto se debe, a que por su naturaleza, los controladores LQR y PI

Vectorial son controladores lineales y esperan valores de las variables de estado

ligeramente desviados del punto de linealizacion (0,0,0,0). Por ejemplo, si esto no

se realizara, un valor de angulo de 355 grados o 715 grados (desviacion de 5
grados) ocasionaria un mal célculo de la accion de control y el sistema no
funcionaria. Para el controlador swing up, sin embargo, esta transformacion es
indiferente ya que para el célculo de la accion de control, utiliza el coseno del

angulo 6.
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4. COMPENSACION DE FRICCION

El objetivo de esta seccion es mejorar aun mas el desemperio del controlador local
diseflado en la seccion 3.3. Se propone agregar una componente no lineal al
controlador Pl Vectorial para reducir el efecto de la friccién en la junta del brazo.

Para esto, se utiliza un modelo de friccién y se obtiene un estimativo de la fuerza

de friccibn F la cual se convierte a voltaje F, a través de la expresion (25) y se

suma a la ley de control local.

u(k) = —Kx(K) + Kiv(k) (70)

u=u+F, (71)

Figura 20. Control Pl Vectorial con compensacién de friccion basada en modelo.

&
-
5,

Pl

Debido a que la entrada de control y la friccibn entran al sistema en el mismo

lugar, el torque de friccién real se cancela si F,—F =0.
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Figura 21. Efecto de la friccion sobre el sistema de control Pl Vectorial

T T T T T
e [
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phi (deg)

En la figura 21 se puede apreciar el efecto de la friccion sobre el desempefio del
sistema de control Pl Vectorial. La friccion en la junta del brazo ocasiona que éste
oscile con una amplitud aproximada de 11 grados.

4.1 COMPENSACION DE FRICCION BASADA EN EL MODELO DE FRICCION
DE COULOMB

Para obtener un estimativo del torque de friccidn en la junta del brazo se utiliza el

modelo

Tg =7 SgN (0 (72)
Donde z, es el torque de friccion de Coulomb y es igual 0.004 Nm.

Para producir un torque aproximadamente igual a 7. se utiliza la expresion (25).

Por lo tanto, la sefial de voltaje que debe sumarse a la accion de control del PI
Vectorial es

r, sgn[(/&jR
— (73)
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Figura 22. Respuesta del sistema en la posicion invertida con compensacion de

friccion de Coulomb

En la figura 22 se puede apreciar que se logré6 reducir en 2 grados
aproximadamente la oscilacion del brazo con una compensacion de friccion
basada en el modelo de friccibn de Coulomb en comparacion con la respuesta sin

compensacion de friccion.
4.2 COMPENSACION DE FRICCION BASADA EN EL MODELO DE FRICCION
DE KARNOPP

Para la estimacion del torque de friccion se utiliza el esquema de la figura 23

Figura 23. Esquema del modelo de friccion de Karnoop

S

SN
—-—T—-
A

El valor de dv utilizado es 0.04 rad/s, el nivel de friccion estatica es z; =0.0045 vy el

nivel de friccion de Coulomb es 7, =0.004 .
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Para el caso en que abs(gbj <dv

F. =sat, (uj (74)
En caso contrario
T sgn@R
Fu = 75
" (75)

Figura 24. Respuesta del sistema en la posicion invertida con compensacién de

friccibn de Karnopp

teta (deg)

En la figura 24 se puede apreciar que se logré reducir en 4 grados
aproximadamente la oscilacion del brazo con una compensacion de friccion
basada en el modelo de friccion de Karnopp en comparacién con la respuesta sin

compensacion de friccion.

4.3 COMPENSACION DE FRICCION BASADA EN EL MODELO DE FRICCION
DE LUGRE
Una motivacion detras del modelo de LuGre es ofrecer un modelo de friccion de

Coulomb con friccion estatica regularizado. Este modelo captura muchas de las
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caracteristicas de la friccion tales como el incremento del torque de friccion a bajas

velocidades. La forma mas comun utilizada es (76)

dz v

—=0-0y,——1

dt g(v)

g(v) = F +(Fs —Fc)e ™" /o, (76)

z
F :aoz+ala

Con F,,F,,u,,0,,0, parametros positivos.

st ¢!

Para integrar al modelo las propiedades intuitivas del modelo de cerda, la
deflexion z debe ser finita. Es por esto, que el modelo posee la siguiente

propiedad:

Propiedad 1: Asuma que 0<g(v)<a. Si [z(0)|<a, entonces |z(t)|<a Vt>0.

Demostracién: Sea V (t) =z°/2, entonces la derivada temporal de V evaluada a lo

largo de la solucion de () es

av _ Z(U_ﬂZJ (77)
dt g(v)

dv

E:—|u||z|(%—sgn(u)sgn(z)j (78)

La derivada dV/dt es negativa cuando |z|>g(u). Debido a que g(v) es

estrictamente positiva y acotada por a, se puede apreciar que el conjunto
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Q={z:|z|£a}es un conjunto invariante para las soluciones de (). Todas las

soluciones de z(t) que empiezan en Q permanecen alli. ®

Intuitivamente, se espera que la friccion disipe energia. Puede probarse que el

mapeo ¢:v — z definido por () es disipativo.

Propiedad 2: El mapeo ¢:v — z, definido por (76), es disipativo respecto a la

funcién V (t) :%zz(t), es decir,

j‘z(r)u(r)dr >V (t)-V (0) (79)

0

Demostracion: De () se tiene que

Ww=171—+ bl 2’
dt  g(v) (80)
dz
> ZE (81)
Por lo tanto,
t L dz(7)
j 2(v)u(r)dr > j Z(r)? >V (t)-V (0) ® (82)
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Para el péndulo de Furuta se tiene que v = ¢ :

Debido a que el estado z no puede medirse, es necesario utilizar un observador

para estimar la friccién con este modelo.

4.3.1 Observadores de friccion de LuGre Para el modelo de Coulomb la fuerza
de friccion puede determinarse directamente a partir de cantidades medibles.
Debido a que el modelo de LuGre es dinamico, es necesario utilizar un observador

para estimar la fuerza de friccion.

4.3.1.1 Observador de lazo abierto Debido a que la dinamica en el modelo de
LuGre es estable y rapida, la solucion méas simple es utilizar el observador de lazo

abierto

dt 9(v) ©3)

4.3.1.2 Observador con realimentacion Se puede obtener un observador mas
complejo introduciendo realimentacién a partir de otras sefales del sistema. El

observador resultante es

ol

d
E:U—Uomz—ke
g K (84)

n A

F =0, Z+0'1%
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donde la realimentacion del observador e es una senal relacionada al error de

estimacion. Se asume que la friccion afecta al sistema en la entrada.

Sea e=Lx, donde x es el estado del sistema. Sea F=F-F y z=z-7 |a

ecuacion de error

dz_ -0, ﬂ 2+ kLx
dt g(v)

se obtiene restando (84) de (76). El sistema de lazo cerrado

%:AX+ B(u-F)
dt

N

u=F+u

u=-KXx

(85)

(86)

(87)

(88)

(86), (87), (88), (76) y (84) puede representarse por el diagrama de bloques en la

figura 25.

Figura 25. Compensacion de friccibn basada en observador de LuGre y

realimentacion lineal del estado.

de o .
le—L Togi,
F=mz+o%
F i
e .
(2— = Ar+ Bu
+
fﬁ:l'—nnﬂ;:—'-l—_*+.{'e'

] F:ﬂof+ﬂ|é§

(Gafvert M., 1999)
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Figura 26. Compensacion de friccibn basada en observador de LuGre y
realimentacion lineal del estado como una interconexion de un sistema SPR y un
sistema disipativo.

: ::—_'_: —;FDJ-L..‘"+J'.‘|,' }-

;e

T8 + Ty I:IZI

- &=Axr+ Bu ‘

(Gafvert M., 1999)

Particionando el sistema de lazo cerrado en una parte lineal y una no lineal se

origina el diagrama de bloques de la figura 26. Se puede apreciar que

,1 B B
e=_L(sI—A) B(ali+ao)2=_Gz (89)
1+K(sl-A)'B

En (Gafvert, 1999), se plantea que para asegurar que el error de observador

F=F-F yel estado x convergen asintéticamente a cero, se debe escoger L de

forma tal que G sea estrictamente real positiva (SPR).

Al introducir el observador de lazo cerrado, se obtiene un mapeo disipativo de ea
z y, sumando la sefal estimada de friccion a la sefial de control, el error sera la

salida de un sistema lineal operando sobre 7. Esto significa, que se tiene una
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interconexion de un sistema disipativo y un sistema lineal SPR. Se conoce que tal

interconexion es asintdticamente estable.
El valor escogido para L es

L=[-05 -2 -3 4]
lo cual origina la funcién de transferencia

~0.4038s* +2.498s° +17.25s° + 77.995 +18.57

s* +30.365° + 243.1s% + 645.85 + 415.2

la cual es SPR segun el diagrama de Nyquist de la figura 27.

Figura 27. Diagrama de Nyquist de G

o1

(90)

(91)



Figura 28. Respuesta del sistema en la posicion invertida con control LQR y con

compensacion de friccion de LuGre basada en observador de lazo abierto

teta (deg)

u (Voltior

En la figura 28 se puede apreciar que se logré reducir en 7 grados
aproximadamente la oscilacion del brazo con una compensacion de friccion de
LuGre basada observador de lazo abierto en comparacién con la respuesta sin

compensacion de friccion.

Figura 29. Respuesta del sistema en la posicion invertida con control LQR y

compensacion de friccion de LuGre basada en observador de lazo cerrado

teta (deg)
°
T

u (Voltios)

En la figura 29 se puede apreciar que se logro reducir al igual que en el caso
anterior, aproximadamente en 7 grados la oscilacion del brazo con una
compensacion de friccion de LuGre basada en observador de lazo cerrado. Esto,

en comparacion con la respuesta sin compensacion de friccion.
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En las figuras 28 y 29 se ha utilizado un controlador LQR para estabilizar el
sistema en su posicion invertida. Aunque se logré reducir la amplitud de las
oscilaciones con la implementacion de los observadores de friccion de LuGre, en
comparacion con otros modelos, el sistema presenta error de estado estacionario.
Por esta razon, en el siguiente experimento, se utiliza el controlador Pl Vectorial

disefiado en la seccion 3.3 con el observador de friccion de lazo abierto (83).

Figura 30. Respuesta del sistema en la posicion invertida con control Pl Vectorial

y compensacion de friccion de LuGre basada en observador de lazo abierto

teta (deg)
°
T
|

u (Voltios)

En la figura 30 se puede apreciar que se logré reducir la oscilacion del brazo a 2
grados aproximadamente. Ademas, se logré mejorar considerablemente el error

de estado estacionario.

Es evidente, que el buen desempefio del observador de friccion de lazo abierto,
depende en gran medida, de un buen ajuste de parametros para el modelo de
LuGre. Un mal ajuste de pardmetros puede ocasionar una compensacion pobre o
una sobre compensacion de friccion (ver Figura 31) y empeorar el desempefio que
tenia el sistema cuando no se utilizaba compensacion de friccion o incluso causar

inestabilidad.
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Figura 31. Deterioro en el desempefio del sistema en la posicién invertida

ocasionada por sobre compensacion de friccion
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Al igual que el caso de estabilizacion por realimentacién de variables de estado,
podria considerarse el estudio de utilizar un observador de lazo cerrado en
combinacién con el controlador PI Vectorial, o una compensacion de friccion
adaptativa. Este estudio va mas alla de los objetivos de este trabajo y se deja para

una futura investigacion.
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5. CONTROL POR MODOS DESLIZANTES JERARQUICO

Los sistemas mecdanicos subactuados han sido ampliamente estudiados por
investigadores en diversos campos tales como el aeroespacio, roboética, ingenieria
marina, etc. En contraposicion con los sistemas completamente actuados, estos
sistemas son dificiles de controlar debido a su propiedad de subactuacion. Estos
sistemas, sin embargo, estan presentes en todas partes en el mundo real.
Ejemplos de estos sistemas son las aeronaves, vehiculos espaciales, submarinos,
buques de superficie y robots. Existe otro caso, como algunos satélites y robots
con eslabones flexibles, donde su propiedad de subactuacion se debe a un disefio
especial por razones de reduccion de costos o propositos practicos. En algunos

casos, la subactuacion es ocasionada por el fallo en los actuadores.

En los ultimos afios, se han desarrollado muchos trabajos de investigaciéon que
tratan de dar solucién al problema de disefio de controladores para este tipo de
sistemas. Como resultado, se han presentado diversas clasificaciones y se han
discutido aspectos sobre su estabilidad y controlabilidad. Algunas aproximaciones
de control que se han utilizado incluyen linealizacion por realimentacion (Olfati-
Saber, R. 1999) y lagrangiano controlado (Bloch A. M. et. Al. 1999).

El control por modos deslizantes, el cual es una clase de los sistemas de control
de estructura variable, es un control por realimentacion no lineal donde se cambia
su estructura intencionalmente para conseguir el desempefio deseado. Debido a
que el control por modos deslizantes es menos sensible a variaciones en los
parametros del sistema y perturbaciones, se puede considerar su uso para el
control de sistemas subactuados. Sin embargo, disefiar un control por modos
deslizantes comun para estos sistemas no es apropiado. En el control por modos
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deslizantes estandar, la ley de control consta de dos partes: el control equivalente
y una parte de control de conmutacion. Mientras el control equivalente garantiza
que los estados del sistema permanecen sobre la superficie deslizante y
convergen al valor deseado, el control de conmutacion lleva los estados del
sistema hacia una superficie deslizantes especifica.

En (Wang W. et al 2004), se presenta un control por modos deslizantes jerarquico
para una clase de sistemas subactuados de segundo orden sobre el cual se basa
esta seccion. En dicho trabajo, se presentan dos ejemplos sobre los cuales se
implementa el control para verificar su validez. En el primer ejemplo, se utiliza un
péndulo invertido encima de un carro mévil en modo grda y en el segundo un
Pendubot. Sin embargo, al aplicar sus resultados para tratar de controlar el
péndulo de Furuta, se presentaron inconvenientes. Un analisis mas cuidadoso
revel6 que estos inconvenientes eran ocasionados por la forma en que los autores
escogieron una de las superficies deslizantes. Los problemas presentados eran la
incapacidad de realizar el swing up en la mayoria de los casos y la incapacidad de
estabilizar el péndulo en su posicion invertida en casos donde el péndulo daba
varias vueltas alrededor de su pivote ocasionadas por una perturbacion. Otra de
las falencias encontradas en el trabajo es que no se muestra que sucede cuando
el sistema pasa por una singularidad que el controlador posee en el denominador

0 cOmo evitarla.

5.1 REPASO DE CONTROL POR MODOS DESLIZANTES

El control por modos deslizantes es un controlador de estructura variable en el

cual se modifica su estructura entre las superficies de conmutacion para lograr

caracteristicas de control robusto. La idea basica es alterar la dinamica del

sistema a lo largo de algunas superficies en el espacio de estado de forma tal que

los estados del sistema son atraidos a estas superficies. En particular, una vez los
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estados alcanzan una superficie, las trayectorias del sistema permanecen sobre
esta superficie mientras los estados se deslizan hasta su valor deseado. En otras
palabras, si se satisface la condicion de deslizamiento, la superficie es un conjunto
invariante. Ademas, cumplir la condicion de deslizamiento también implica que se
pueden tolerar algunas perturbaciones o incertidumbres dindmicas si la superficie
permanece invariante. Para obtener la ley de control que fuerza el movimiento de
los estados a permanecer sobre la superficie s=0, se define la funcién de
Lyapunov positiva definida

V(t) = %sz (92)

Si la derivada V(t) es negativa definida, entonces el sistema es estable, los

estados alcanzaran la superficie y se deslizaran hasta el valor deseado. Una
condicién de modo deslizante bien conocida es

V(t)=ss<0 (93)

Sin pérdida de generalidad, considere el disefio de un controlador por modos

deslizantes para el siguiente sistema de segundo orden

x = f(x,x,t)+bu(t) (94)

Se asume que b=0, y u(t) es la entrada del sistema. La ley de control consta de
dos partes. La siguiente expresion es una posible estructura para un controlador
por modos deslizantes
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U =Ug, +Ug, = U, —175gn(s) —ks (95)

Donde u,, es denominado el control equivalente. Este, puede interpretarse como

la ley de control que mantiene s=0 si se conoce la dinamica del sistema en forma

exacta. El termino discontinuo u,, es denominado el control de conmutacion, y

puede interpretarse, como la ley de control que lleva los estados del sistema hacia
la superficie de deslizamiento. El control de conmutacién incluye una funcién signo
y una ley exponencial que asegura que los estados del sistema alcancen el modo
deslizante mas rapido; s es llamada la funcion de conmutacion debido a que la
accion de control conmuta su signo sobre los dos lados de la superficie de

conmutacion s=0; s puede definirse como

s=Jde+e (96)

Donde e=x-x, y X, es el estado deseado. A es una constante positiva y sgn(s)

es una funcién definida como

1sis>0
S=40sis=0 (97)
-1sis<0

La estrategia de control adoptada garantiza que los estados alcanzan la superficie
s = 0 y permanecen en ella sin importar la condicion inicial del sistema siempre y

cuando satisfaga (93).
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5.2 DISENO DEL CONTROLADOR POR MODOS DESLIZANTES JERARQUICO

De (26) se tiene que la representacion en el espacio de estado del sistema es

X.1:)(2
2 o 2
- Pr(sin®0-1)sin0p -2’ cosOsindp o+ Bysin06 — y5cosOsin 0+ Bz, (98)
X, =
2 aﬂ—72+(ﬂ2+72)sin29

X, = X,
2 L 2
- P(a+psin®0)cosOsindp +2y(1-sin* 0)sindpo—y* cosOsinGd +5(a + Bsin® 0)sin -y cosor,
X =
' aﬂ—yz+(ﬂ2+72)sin29

El anterior sistema puede expresarse de la siguiente forma:

X, = X,

x, = f,(X)+b,(X)u

X, = X, (99)
x, = £,(X)+b,(X)u

y(®) =[x %]

donde X =(x,X,,%,X,)" es el vector de estado, f,(X), f,(X), b(X) y b,(X) son
las funciones nominales no lineales y u es la entrada de control. Los estados

(%,%) Y (X, %,) pueden tratarse como los estados de dos subsistemas con forma

canonica. El objetivo de control es disefiar una entrada u para controlar

simultaneamente los estados (x,X,) Yy (X,X,) con el fin de conseguir el

desempefio deseado.
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Para los dos grupos de variables de estado (x,,x,) Y (X;,X,) Se construye un par

de superficies deslizantes como el primer nivel

S, = Cl(xl — Xy )+ X,

: (100)
s, =C, Sin(x, )+ X,

Donde c, y c, son constantes positivas y x,, X;, son los valores deseados de

salida. Si se disefia una ley de control que restringa el movimiento del sistema a

las variedades o superficies s, =0, s,=0, el movimiento de los 2 subsistemas

estara gobernado respectivamente por Xiz—cl(xi—xld) y X, =-C,sin(x,). El
movimiento sobre estas superficies es independiente de f (X), f,(X), b(X) vy

b,(X).

La ley de control equivalente para cada uno de los subsistemas es

_ fl(x)_clxz
ueql - bl(X) (101)
! :—fz(X)—c2 cos(X;)X, (102)
b, (X)

Para controlar las dos salidas con una sola ley de control, se define la ley de

control total como

U=Ug +Ug, +Ug, (103)
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Donde u,, es la parte de conmutacion del controlador deslizante. Entonces, se

construye la superficie deslizante de segundo nivel

S =As, + 08,

Donde 4,0 son parametros de disefio.

Figura 32. Estructura de las superficies deslizantes jerarquicas.

(104)

A continuacién se obtiene la ley de control de conmutacién por medio del teorema

de estabilidad de Lyapunov. La funcién de energia de Lyapunov puede definirse

como
1
V() ==8?
(t) i

DiferenciandoV (t) con respecto al tiempo t se obtiene
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v :ss‘:s(maszj
=S ﬂ(cl X, + X2j+a(cz cos(X,)X, + x#ﬂ

eql

S f/ibl (Ugge + U, )+ o, (Upgy + USW)]
=S :(abzueq1 + b, )+ U, (ob, +/1b1)]

Sea u,,(ob,+ab)+ob,u,, +Abu

eql eq2 =

positivas. Entonces,

=S _ﬂ(clxz - Fy By (U + Uy + usw))+c7(c2 COS(X,)X, + T+, (Uggy + Uy +usw)ﬂ

Uy, =—(ob, +Ab,) " [ oB,Uy + AbU,, +75gn(S) +KS |
La ley de control total s u = U, +U,, +Ug,
De esta forma, la ley de control total esta dada por
U= Ab, U+ ob, U nsgn(S) kS
(ob, +ab) " (ob,+b) ** (ob,+4b) (ob,+b)
C Alex+ fl)_o(czcos(xs)x4+ fz)_ nsgn(s) ks
(ob, +Ab,) (ob, +b,) (ob,+2b) (ob,+4hb)

Entonces
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—-nsgn(S)—kS donde 7,k son constantes

(107)
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V = —7|S|-kS?

(110)

Por lo tanto, la superficie deslizante de segundo nivel S es asintéticamente

estable.

5.2.1 Andlisis de estabilidad y deslizamiento de todas las superficies

deslizantes  Ahora se analiza la estabilidad asintotica de las superficies

deslizantes de primer nivel.

Al integrar en ambos lados de (110) se obtiene

t

IV dz‘zj(—n|8|—k82)dr

0 0
Entonces,

V({®)-V(0) = [ (-r|s|-ks* i

0

lim[V () -V (0)] = jn|s| j $%)dr

0

V (0) —V (0) = jn|s|)dr j(ks)j

V(O)=T(n|8|)dr—T(kSZ)11

Como 0<V(0) <, se tiene:
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0< 77J.|S|d2' <o
0
0<k[S’dr <o
0
De (104) entonces,
0< kj(/181+682)2 dr <o
0

0<kA?|s’dr+k|24css, +ko?|s,? <o
1 1-2 2
0 0 0

Si escogemos o >0 y A tal que

>
z:{ %o 5152‘0}(10 >0)

-y 5,8, <0

Entonces se tiene que

ISlsz <o
0

Iszzdr < o0
0

(116)

(117)

(118)

(119)

(120)

(121)

(122)

Por lotanto, s, eL, y s, €L,, esdecir, s, y s, son sefiales de cuadrado integrable.
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Definicion 5.1 Funcion de cuadrado integrable. Una funcién f(x) de una
variable real con valores reales o complejo se dice de cuadrado sumable o
también de cuadrado integrable sobre un determinado intervalo, si la integral del

cuadrado de su mddulo, definida en el intervalo de definicién, converge.

f £ ()| dx <o (123)

—o0

A continuacion se hace uso de una alternativa simple del Lema de Barbalat (Tao

G, 1997) para probar que las superficies son asintéticamente estables.

Lema 5.1 (Barbalat) Si una sefial es de cuadrado integrable y su derivada es

acotada, entonces la sefial converge a cero asintoticamente.
Continuando con el analisis de estabilidad se tiene,

La derivada de s, es

S, = C,X, CoS(X;) + f, +b,u (124)

Como todas las variables del lado derecho de (124) son acotadas, s; es acotada,

es decir, s; e L,. Por lo tanto, segln el Lema 5.1, la superficie deslizante s, es

asintdticamente estable, es decir, los estados alcanzan la superficie y se deslizan

hacia el origen. Debido a que S=A1s+o0s,, S Yy s, convergen a cero

asintéticamente, es evidente que la superficie deslizante s, converge a cero

asintéticamente.
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5.2.2 Controlador libre de singularidad En (109), sin embargo, el controlador

posee una singularidad donde el denominador se hace cero, es decir, cuando

ob,+ b, =0 (125)
Esto ocurre cuando
8 =C0Sd (126)
oy

Para poder realizar el swing up, es necesario evitar la singularidad. El valor

escogido para landa negativo es de
A=-3 (127)

Ap

con lo que —=-3.5.
oy

El valor escogido para landa positivo se realiza de la siguiente manera:

Se puede escoger o =0.8y conmutar el valor de landa de forma apropiada. De lo

anterior, se propone

. {0.8539 si |6]>30 (128)

0.5 en otro caso

Para el caso en que 4 =0.8539, la singularidad ocurre en =5 deg. En el caso en

que 1=0.5deg, la singularidad ocurre en ¢ =54 deg. De esta forma, es posible
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realizar el swing up y la estabilizacion del péndulo con un Unico controlador libre

de singularidad.

5.2.3 Resultados experimentales Para corroborar la validez del controlador por

realizaron simulaciones en Matlab vy

se

7

jerarquico,

modos deslizantes

éndulo real.

experimentos sobre el p

Los valores de los parametros utilizados para el controlador son ¢, =1, ¢, =20,

1, =15y A segun (127) y (128).

c=0.8, k

El valor deseado de salida para x, es O rad.

Figura 33. Respuesta del sistema de control por modos deslizantes jerarquico.
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En la figura 33 se puede apreciar que el controlador por modos deslizantes
jerarquico logra llevar el péndulo desde su posicion colgante natural hasta su
posicion invertida. Es de notar el excesivo chatering en la accion de control

ocasionado por la condicion (120) lo que limita su aplicabilidad en el péndulo real.
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6. TRABAJO FUTURO

El disefio de los controladores lineales de las secciones 3.2 y 3.3 asume un muy
buen conocimiento de la planta. Una interesante e importante extension de este
trabajo es explorar las consecuencias de incertidumbres en la planta, realizar un

analisis de robustez y disefiar controladores robustos.

En la seccion 4.3.1.2 se presento el disefio de compensadores de friccion basados
en observador para sistemas de control por realimentacion del estado de sistemas
lineales invariantes en el tiempo. Una extension de este trabajo consiste en
considerar el disefio de estos observadores para sistemas de control por
realimentacion del estado con accion integral (Pl Vectoriales), incluir estimacion de

parametros y adaptacion.

En la seccién 5 se considerd el problema global de control de un sistema
subactuado como lo es el péndulo de Furuta. Se disefié un control por modos
deslizantes jerarquico para dar solucion al problema con muy buenos resultados.
Aunque se mostrd por simulacion que es posible resolver el problema del swing up
y la estabilizacion con un Unico controlador no lineal, la implementacion sobre el
péndulo real no fue posible debido al fenbmeno de chatering en la accion de
control. Una extension de este trabajo consiste en investigar como eliminar dicho

chatering y poder implementar el controlador sobre el péndulo real.
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7. CONCLUSIONES

En este trabajo se probaron tanto en simulacion como en el laboratorio diferentes
estrategias de control lineal y no lineal para resolver el problema del swing up y la
estabilizacion para el péndulo de Furuta. Las simulaciones y los experimentos
mostraron que el controlador swing up desarrollado por Astrom y Furuta no logra
cumplir con su objetivo para algunas condiciones iniciales y ganancia. Esto se
debe a que el céalculo del controlador fue basado en un modelo simplificado del
péndulo de Furuta (segundo orden) y el modelo real del sistema es de cuarto
orden. Por lo tanto, si se quiere mejorar el desempefio del controlador swing up,
un buen punto de partida es desarrollar un controlador considerando el orden real

del sistema.

El péndulo de Furuta fue utilizado para evaluar compensadores de friccion. El
efecto de la compensacion de friccion fue muy bien ilustrado reduciendo los ciclos
limite cuando se trata de estabilizar el péndulo. EI compensador de friccién de
LuGre basado en observador se comparé con compensadores de friccion clasicos
utilizando el modelo de friccibn de Coulomb y Karnopp. El desempefio del
compensador de LuGre fue ligeramente superior al del compensador de Karnopp.
Una diferencia importante es la suavidad de la friccion estimada con el observador
de LuGre.

En la seccion 3 se abordo el problema global de control mediante el enfoque del

control hibrido. Se disefid un controlador de energia (controlador swing up) para

llevar el péndulo desde su posicidén colgante natural u otra condicion inicial hasta

una region cercana a su punto de equilibrio inestable y un controlador local por

realimentacion de variables de estado con accién integral (Pl Vectorial) para su

estabilizacion en dicha posicion. Para escoger que controlador debia entrar en
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funcionamiento se disefié una estrategia de conmutacion. Se encontré que esta
combinacién de controladores ocasiona el fenomeno del wind up en el controlador
Pl Vectorial causando inestabilidad en el sistema. Para solucionar este problema
se disefid un integrador condicionado el cual se apaga y se reinicia mientras el

controlador swing up se encuentra en operacion.

En la seccion 5 se present6é un controlador por modos deslizantes jerarquico para
una clase de sistemas subactuados de segundo orden. El método puede controlar
sistemas no lineales de una entrada y multiples salidas de forma eficiente. Al
mismo tiempo, debido a las caracteristicas del control por modos deslizantes, el
sistema total es menos sensible a las variaciones en los parametros del sistema y
a las perturbaciones. El trabajo muestra como todas las superficies deslizantes
son asintoticamente estables. Por lo tanto, este método ofrece una solucion viable
para una clase de sistemas subactuados de segundo orden. El método puede
aplicarse a sistemas subactuados de alto orden con mas de dos subsistemas.
Aunque se logr6 demostrar matematicamente y en simulacion que es posible
resolver el problema global de control con un Unico controlador por modos
deslizantes jerarquico queda pendiente por resolver el problema del chatering

presente en la accién de control lo cual limita su aplicabilidad en sistemas reales.
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APENDICE A

COMPONENTES UTILIZADOS EN EL SISTEMA

A.1 Motor

Figura A.1 Hoja de datos del motor D.C. a 24 V

Model 9X37 Winding Data (other windings available upon request)
Une No.|  Parameter | Symbol | Units a7
44 Reference Voltage E v 120 191 240 303
ozin/A SO T2 : 6.00 7.43
| ToreConstent | Kr | vy | pa2xiod | Essxaed) o (424X10%) (525X10%)
46 | BackEMF Constant Vit S e | SIS 444 550
e W% etk i R 424%10°9) (825X107%)
47 | Resistance Ry 0 055 1.85 282
43 Inductance L mH 0.49 121 197 3.01
49 No-Load Current I A 0.37 023 048 045
50 Peak Current (Stall) b A 2.7 159 12.96 10.73

A.2 Encoder del brazo

Figura A.2 Tabla de conexion del encoder a 1024 PPR

Encoder Connection Chart
~ PinNo. | Color | Connection

: 4 Black Ground

2 Green Index/NC

3 Yellow Channel A

4 Red Vee

5 Blue Channel B
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A.3 Encoder del péndulo

Figura A.3 Tabla de conexion del encoder a 1000 PPR

Function {if Used) Wire Color Code
Supply Red
Comman Black
Sigrial &, Wyhite
Signal B Green
Signal £ Orange
Floating Shield

A.4 Amplificador de potencia del motor

Figura A.4 Esquema de conexién del driver del motor
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A.5 Tarjeta de Adquisicion de Datos Sensoray Modelo 626

Figura A.5 Conectores de los encoders

Table 24 Encoder Connectors
J5
26 pin IDC nbbon connector
Encoder 14 — 34
Pin Funchion User Designation | Pin Function User Diesignation
1 Encoder (0A) A- 2 | Encoder (DA} A+
3 GHND 4 | Encoder (04) B-
] Encoder (0A) B+ 6 | 5V
7 Encoder (0A) I- 2 | Encoder (DA I+
9 GHND 10 | Encoder (1A} A-
11 Encoder (14) A+ 12 | 3V
13 Encoder (14 B- 14 | Encoder (1A} B+
15 GHND 16 | Encoder (14} 1-
17 Encoder (14) I+ 18 | 5V
19 Encoder (240 A- 20 | Encoder (2A) A+
21 GHND 22 | Enceder (24A) B-
23 Encoder (24) B+ 24 | 5V
25 Encoder (24 1- 26 | Encoder (2A) I+
J4
26 pin IDC nbbon connector
Encoder 1B - 3B
Pin Funchion User Diezsignation | Pin Function User Designation
1 Encoder (0B) A- 2 | Enceder (0B) A+
3 GHND 4 | Enceder (0B) B-
3 Encoder (0B) B+ 6 |3V
7 Encoder (0B) I- 2 | Enceder (0B) I+
9 GHND 10 | Encoder (1B) A-
11 Encoder (1B) A=+ 12 | 5V
13 Encoder (15) B- 14 | Encoder (1B) B+
15 GHND 16 | Encoder (1B} I-
17 Encoder (1B) I+ 18 | 5V
18 Encoder (2B) A- 20 | Encoder (2B) A+
21 GHD 22 | Enceder (2B) B-
23 Encoder (2B) B+ 24 | 5V
25 Encoder (2B) I- 26 | Encoder (2B} I+
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Figura A.6 Conectores A/D y D/A

J1
50 pin IDNC nbbon cable connector
Analogz mputs & outputs

Pin Function User Desiznation Pin Function User Designation

1 Shield (Chas=is) 2 Ground

3 AT 4 +AD0

3 -AD & +AD1

7 -AD2 g +AD2

9 -ADYE 10 +AD3
11 -AD4 12 +ADd
13 -ADHS 14 +ADS
15 -ATME 16 +A D6
17 ADYT 18 +AD7
19 Ground 20 (Fround
21 -ATH 22 +ADS
23 -ADS 24 +A DY
25 -ADI10D 26 +AD10
27 -ADI1 28 +AD11
29 -ADI12 30 +AD12
3l -ADI13 32 +AD13
33 -AD14 i4 +AD14
35 -ADI1S i6 +AD13
37 Ground 18 round
39 Ground 40 (Fround
41 Sensel 42 DACD
43 Sensel 44 DACl
45 Sensel 46 DAC2
47 Sensed 48 DACE
44 Ground 50 Shield {(Chassis)
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