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It’s Okay to say “I don’t know!”.
There’s no shame in that! The only shame
is to pretend that we know everything.

Richard P. Feynman
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Resumen

Propagación de la amplitud de ondas gravitacionales en pre-
sencia de torsión

Las ondas gravitacionales son un efecto f́ısico que se ha medido con gran precisión en
laboratorios como LIGO, el objetivo de este trabajo fue estudiar la propagación de di-
chas ondas en la teorı́a de Einstein-Cartan-Sciama-Kibble, la cual es una generalización
de la teorı́a de la relatividad general de Einstein. Para esto, primero introducimos todos
los objetos matemáticos que usamos a lo largo de todo el trabajo. Después obtuvimos
las ecuaciones de campo para hacer perturbaciones y llegar a la ecuación de propa-
gación de la onda. Encontramos que la relación de dispersión coincide con los datos
observacionales, pero existe una propagación anómala de la amplitud y polarización.
Por último usamos un modelo simple para estimar que tan relevante es esta desviación
comparada con la predicha por Relatividad General.
Palabras clave
Ondas gravitacionales, curvatura, torsión, vierbein, conexión de espı́n.
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Abstract

Gravitational wave amplitude propagation in the presence
of torsion

Gravitational waves are a physical effect that has been measured with high precision in
laboratories such as LIGO. The objective of this work was to study the propagation of
these waves in the Einstein-Cartan-Sciama-Kibble theory, this is a generalization of the
Einstein’s general theory of relativity. For this, we first introduce all the mathematical
objects that we use throughout the work. Then we obtained the field equations to make
perturbations and thus obtain the wave propagation equation.
Keywords
gravitational waves, curvature, torsion, vierbein, spin conection.
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3.4.2. Propagación anómala de la polarización . . . . . . . . . . . . . . . . 26

4. Modelo de propagación de GW sobre un fondo cosmológico 29
4.1. Aproximación para z pequeño . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

5. Conclusiones 33

A. Reglas de (anti)conmutación 35

B. Variación de la acción 39
B.1. Variación respecto al vierbein . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
B.2. Variación respecto a la conexión de espı́n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

C. Comparación de términos 43
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Capı́tulo 1

Introducción

La relatividad general (RG) es la mejor teorı́a sobre la gravedad que tenemos hasta el
momento porque sus resultados encajan muy bien con las observaciones hechas sobre
el universo [1, 2]. Uno de los fenómenos que se puede deducir de esta teorı́a son las
ondas gravitacionales [3], además es uno de los temas sobre el cual se desarrollara este
trabajo. Teóricamente se propuso la existencia de dichas ondas de espacio-tiempo en
1916 y tuvieron que pasar 100 años hasta que los experimentos LIGO (por sus siglas
en ingles Laser interferometer gravitational-wave observatory) y Virgo lograran hacer
la primera detección directa 1, estas ondas se produjeron por la fusión de dos agujeros
negros de aproximadamente 36 y 24 masas solares, dejando como resultado un agujero
negro de 62 masas solares, eso significa que aproximadamente la energıa de 3 soles fue
emitida en forma de ondas gravitacionales [4].
Sin embargo, existen fenómenos gravitacionales que RG no puede explicar satisfacto-
riamente, como por ejemplo, el problema de la curva de rotación de las galaxias [5],
el efecto de lente gravitacional alrededor de cúmulos de galaxias [6], entre otros. Para
dar una explicación a estas observaciones se plantea la existencia de una componente
desconocida denominada materia oscura 2 [7]. Actualmente se proponen algunos can-
didatos a materia oscura, como por ejemplo, los neutrinos estériles [8], axiones [9].
Por lo mencionado anteriormente y otros inconvenientes que tiene RG creemos que
no es la teorı́a definitiva sobre la gravedad, esto nos lleva a pensar en teorı́as más ge-
nerales, algunas de las propuestas que se tienen hoy en dı́a son; teorı́as tensor-escalar,
otras donde consideran que la constante de gravitación G es variable a grandes escalas,
dimensiones extra, teorı́as con torsión, etc.
Gracias a las mediciones de ondas gravitacionales producidas por dos estrellas de neu-

1La medición experimental de las ondas gravitacionales fue tan importante para la comunidad
cient́ıfica que el premio nobel del 2017 fue otorgado a Rainer Weiss, Barry C. Barish y en Kip S. Thor-
ne. Por sus grandes aportaciones a al experimento LIGO.

2Se estima que aproximadamente el 85% de la materia del universo es materia oscura y lo curioso es
que aún ası́ no sabemos de que esta hecha.

1



2 1 Introducción

trones [10] se encontró que las ondas gravitacionales viajan a la velocidad de la luz, este
hecho es de suma importancia porque permite descartar teorı́as en las que se obtenga
una velocidad de propagación diferente. Con esto en mente, en este trabajo queremos
estudiar la teorı́a de Einstein-Cartan-Sciama-Kibble (ECSK)[11-13], la cual considera
que el espacio-tiempo puede curvarse por la presencia de materia (al igual que RG) y
adicionalmente “torcerse” por la presencia de part́ıculas con espı́n. Más concretamente,
queremos estudiar la propagación de ondas gravitacionales en esta teorı́a, si dicha onda
llega a pasar por una región con torsión, algunas de sus propiedades deberı́an cambiar
si la comparamos con una onda gravitacional que pasa por una región sin torsión, dicho
de otra manera, deberı́a existir una discrepancia entre las amplitudes y polarizaciones
predichas por RG y ECSK. Ahora si suponemos que la fuente de torsión es la materia
oscura, estarı́amos identificando que dicha materia debe tener un comportamiento fer-
mionico. Afortunadamente existe un proyecto de la agencia espacial europea llamado
LISA (Laser Interferometer Spacial Antena) el cual consiste en enviar un interferómetro
láser al espacio, con el objetivo de medir amplitudes y polarizaciones de ondas gravita-
cionales con mucha más precisión que la que tenemos actualmente. Si LISA logra medir
algún parámetro que no coincida con RG podrı́a afianzar nuestras suposiciones sobre
la materia oscura y la torsión, pero si por el contrario se obtiene que todo encaja con RG
podrı́amos inferir que la materia oscura deberı́a tener un comportamiento bosonico.
Esta tesis esta estructurada de la siguiente manera: En el capı́tulo 2 introducimos los
conceptos matemáticos, operadores diferenciales esenciales para entender y desarro-
llar los siguientes capı́tulos. En el capı́tulo 3 obtenemos las ecuaciones de campo de la
teorı́a ECSK para hacer pequeñas perturbaciones de los campos y ası́ llegar a la ecua-
ción de propagación de la onda, después usamos el análisis eikonal para obtener la re-
lación de dispersión, ecuación de la propagación de la amplitud y polarizaciones de la
onda. En el capı́tulo 4 usamos el modelo cosmológico para estimar la ecuación para la
propagación anómala de la amplitud. Por último, en el capı́tulo 5 están las conclusiones
que podemos inferir de los resultados obtenidos.



Capı́tulo 2

Requisitos matemáticos

Algunos de los textos consultados para entender y desarrollar este capı́tulo fueron [14-19].
En RG trabajamos sobre una variedad M en cuatro dimensiones con signatura (−+++),
lo más usual es trabajar con la base coordenada {∂µ} del espacio tangente TpM y {dxµ}
la base del espacio cotangente T ∗

pM , con µ = {0, 1, 2, 3}. Uno de los objetos más impor-
tantes para nosotros será la métrica g = gµν (x)dx

µ ⊗ dxν la cual esta escrita en la base
coordenada. Es importante resaltar que toda la información métrica queda contenida
en las componentes gµν . Adicional a la base coordenada, existe la base ortonormal e⃗a

del espacio tangente y ea la base del espacio cotangente, con a = {0, 1, 2, 3}, la métrica
escrita en esta base toma la forma g = ηabe

a(x) ⊗ eb(x), donde ηab son las componentes
de la métrica de Minkowski.
Como la métrica debe ser la misma sin importar que base estemos usando

g = gµν (x)dx
µ ⊗ dxν = ηabe

a(x)⊗ eb(x), (2.1)

esto nos muestra fácilmente que en la base ortonormal toda la infamación métrica que-
da contenida en e⃗a y debe relacionarse con la base coordenada dxµ de la siguiente forma

ea = eaµdx
µ,

e⃗a = e µ
a ∂µ.

(2.2)

Definición 2.1. El producto exterior ∧ se puede expresar mediante el producto tensorial

ω1 ∧ · · · ∧ ωr =
∑
σ∈Sr

sgn(σ)ωσ(1) ⊗ · · · ⊗ ωσ(r), (2.3)

donde sgn(σ) = 1 si σ es una permutación par, sgn(σ) = −1 si σ es una permutación
impar,

Definición 2.2. La derivada exterior es una aplicación que toma elementos del espacio
Ωr(M) sobre la variedad M y los envı́a al espacio de Ωr+1(M), es decir,

3



4 2 Requisitos matemáticos

d : Ωr(M) −→ Ωr+1(M), (2.4)

al actuar sobre una r-forma α ∈ Ωr(M)

α =
1

r!
α[µ1···µr]dx

µ1 ∧ · · · ∧ dxµr , (2.5)

se obtiene la (r+1)-forma

dα =
1

r!
∂[ναµ1···µr]dx

ν ∧ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµr . (2.6)

Esta derivada cumple con la regla de Leibniz con una corrección de signo, además tiene
la ventaja que transforma como tensor y es nilpotente

d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)pα ∧ dβ,

d2 = 0.
(2.7)

Definición 2.3. El operador ∗ (dual de Hodge) es una aplicación lineal tal que [20]

∗ : Ωp(M) −→ Ω(d−p)(M),

al actuar sobre una p-forma α se obtiene

∗ α =

√
|g|

p! (d− p)!
ϵµ1···µd

αµ1···µpdxµp+1 ∧ · · · ∧ dxµd , (2.8)

donde g es el determinante de la métrica y ϵµ1···µd
es el sı́mbolo de Levi-civita, el cual es

antisimétrico en todos sus ı́ndices.

Definición 2.4. La coderivada exterior es una aplicación que toma elementos del espacio
Ωr sobre una variedad M y los envı́a al espacio Ωr−1

d† : Ωr −→ Ωr−1, (2.9)

se define en términos de la derivada exterior d y el dual de Hodge ∗ de la siguiente manera

d† = −(−1)p(p+1)−η− ∗ (d ∗ . (2.10)

Definición 2.5. El operador Ia1···ar es una aplicación tal que

Ia1···aq : Ωp(M) −→ Ωp−q(M), (2.11)

que al actual sobre una p-forma se obtiene 1.

Ia1···aqα = (−1)(d−p)(p−q)+η− ∗ (ea1 ∧ · · · ∧ eaq ∧ ∗α), (2.12)

1Este operador fue definido por primera vez en [21] con la diferencia que lo llamaron Σa1···aq .
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por ejemplo, para el caso más relevante para nosotros, cuando q = 1 tenemos

Iaα = −(−1)d(p−1)+η− ∗ (ea ∧ ∗α), (2.13)

este operador es similar a la derivada exterior porque cumple la regla de Leibniz con
corrección de signo y también es nilpotente

Ia(α ∧ β) = Iaα ∧ β + (−1)pα ∧ Iaβ,

IaIa = 0.
(2.14)

Definición 2.6. La derivada covanriante exterior D es una aplicación tal que

D : Ωp(M) −→ Ωp+1, (2.15)

se define en términos de la derivada exterior d y la conexión de espı́n de la siguiente ma-
nera

D = d+ ω, (2.16)

es importante mencionar que D no es nilpotente, es decir, D2 ̸= 0.

Para relacionar la derivada covariante exterior D con la derivada covariante usual ∇,
queremos que al actual ambas derivadas sobre una cero-forma V⃗ sean equivalentes, es
decir:

∇V⃗ = DV⃗ ,(
∂µV

ν + Γν
µλV

λ
)
dxν ⊗ ∂ν =

(
∂µV

ν + ωa
bµV

b
)
dxν ⊗ e⃗a,

(2.17)

esto nos lleva directamente al famoso postulado del vierbein

∂µe
a
ν + ωa

bµe
b
ν − Γλ

µνe
a
λ = 0. (2.18)

Definición 2.7. La dos-forma Torsión T a ∈ Ω2,

T a = Dea = dea + ωa
b ∧ eb, (2.19)

cuando queremos separar los grados de libertar torsionales de los métricos, introduci-
mos una conexión de espı́n sin torsión ω̊a

b la cual cumple con la ecuación

dea + ω̊a
b ∧ eb = 0, (2.20)
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ahora, como queremos identificar solamente los grados de libertar torsionales, debe-
mos tomar la diferencia entre la conexión de espı́n completa y la conexión sin torsión,
lo cual nos da como resultado la uno-forma contorsión κab

κab = ωab − ω̊ab, (2.21)

Es directo ver que la relación entre la torsión y la contorsión es

T a = κa
b ∧ eb. (2.22)

Definición 2.8. La dos-forma Curvatura de Lorentz Rab ∈ Ω2

Rab = dωab + ωa
c ∧ ωcb, (2.23)

usando la ec.(2.21) podemos escribir la curvatura como una parte sin torsión más térmi-
nos que dependen de la contorsión 2

Rab = R̊ab + D̊κab + κa
cκ

cb, (2.24)

donde D̊ = d+ ω̊ es la derivada covariante exterior construida con la conexión de espı́n
sin torsión. Es sencillo demostrar que las componentes de la torsión T a y la Curvatura
de Lorentz Ra

b son

T a =
1

2
eaλ

[
Γλ

µν − Γλ
νµ

]
dxµ ∧ dxν , (2.25)

Ra
b =

1

2
e λ
b eaσR

σ
λµνdx

µ ∧ dxν . (2.26)

Para el caso cuando la torsión es nula, la conexión af́ın se vuelve simétrica y las compo-
nentes de la curvatura de Lorentz son R̊a

b =
1
2
e λ
b eaσR̊

σ
λµνdx

µ ∧ dxν donde R̊σ
λµν corres-

ponde al tensor de Riemann de RG.

Definición 2.9. Definimos una nueva derivada Da tal que

Da : Ω
p(M) −→ Ωp(M), (2.27)

esta nueva derivada se define en términos de la derivada covariante exterior y el operador
Ia de la siguiente manera

Da = {Ia, D} = IaD +DIa. (2.28)

2Siempre que usemos R̊ estaremos hablando de la parte sin torsión de R.
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El operador diferencial de la definición (2.9) será de gran importancia para para noso-
tros cuando estudiemos ondas gravitacionales es espacio-tiempos con torsión. A conti-
nuación mostramos algunas propiedades importantes que cumple esta derivada [22].

Cumple con la regla de Leibniz sin corrección de signo

Da(α ∧ β) = Daα ∧ β + α ∧ Daβ. (2.29)

Se relaciona con la derivada convariante usual ∇µ = ∂µ+Γµ de la siguiente manera

Da = e µ
a ∇µ + IaT

b ∧ Ib, (2.30)

donde T b y Ia son los anteriormente mencionados en las definiciones (2.7) y (2.5).

De la ec.(2.30) vemos fácilmente que para un espacio-tiempo sin torsión las deri-
vadas coinciden.

D̊a = e µ
a ∇̊µ = ∇̊a. (2.31)

Al invertir la ec.(2.9) se obtiene

D = ea ∧ Da − T a ∧ Ia. (2.32)

Definición 2.10. Generalización de la coderivada covariante

D‡ : Ωp(M) −→ Ωp−1(M), (2.33)

se define en términos de la derivada covariante exterior D y el operador Ia de la siguiente
manera

D‡ = −IaDIa. (2.34)

Definición 2.11. El operador de Rham

□ dR :Ωp −→ Ωp,

□ dR = d†d+ dd†,
(2.35)

donde d† y d son la coderivada y derivada exterior.
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Definición 2.12. Generalización del operador de onda de Lichnerowicz–de Rham

■LdR : Ωp −→ Ωp(M), (2.36)

■LdR = D‡D +DD‡, (2.37)

donde D‡ y D vienen dadas por las definiciones (2.6, 2.10).

Definición 2.13. El operador de Beltrami

□ B :Ωp −→ Ωp,

□ B = −∇̊µ∇̊µ,
(2.38)

donde ∇̊µ es la derivada covariante usual sin torsión ∇̊ = ∂ + Γ̊ definida en términos de
los sı́mbolos de Christoffel.

Definición 2.14. Generalización del operador de onda Beltrami ■B

■B : Ωp(M) −→ Ωp(M), (2.39)

■B = −DaDa, (2.40)

donde Da es la derivada de la definición (2.9).
Cuando estemos estudiando las ondas gravitacionales en presencia de torsión, los ope-
radores más importantes serán Ia, D y Da. Por lo tanto, es importante mencionar que
estos operadores diferenciales forman una superálgebra abierta que cumple con las si-
guientes reglas de conmutación y anticonmutación

{Ia, D} = Da, (2.41)

{Ia, Ib} = 0, (2.42)

{D,D} = 2D2, (2.43)

[Ia,Db] = −T c
ab Ic, (2.44)

[D,Db] = D2Ib − IbD
2, (2.45)

[Da,Db] = IabD
2 +D2Iab + IaD

2Ib − IbD
2Ia − (DT c

ab ∧ Ic + T c
abDc), (2.46)

(2.47)

donde D2 dará términos proporcionales a la dor-forma curvatura de Lorentz 3. La com-
probación de estas reglas de (anti)conmutación se muestran en el apéndice A.

3Por ejemplo: D2ea = Ra
b ∧ eb, D2T a = Ra

b ∧ T b.
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Los operadores de onda de las definiciones (2.12, 2.14) cumplen la identidad de Weitzenböck

■LdR = ■B + IaD
2Ia, (2.48)

para obtener más información sobre el planteamiento y demostración de la identidad
de Weitzenböck se puede consultar las referencias [22, 23]. Lo que vamos a hacer a con-
tinuación es mostrar un ejemplo de como funciona la identidad Weitzenböck en un es-
pacio tiempo sin torsión para la uno forma del potencial electromagnético A = Aµdx

µ

4.

2dRA = 2BA+ IaD̊
2IaA,

= 2BA+ IaD̊
2Aa,

= 2BA+ IaR̊
a
b ∧ IbA,

= 2BA+ Ia

(
1

2
R̊a

bσνA
bdxσ ∧ dxν

)
,

= 2BA+ R̊µνA
µdxν ,

(2.49)

5en la segunda ĺınea hemos aplicado el operador Ia sobre la 1-forma A, en la tercera
igualdad usamos la identidad de Bianchi. Después usamos la ec.(2.26) para terminar
aplicando el operador Ia sobre la 2-forma que está entre paréntesis. Recordemos que el
tensor de Ricci es R̊bd = R̊a

bad.
Veamos ahora como quedan las ecuaciones de onda para el tensor electromagnético
F = 1

2
Fµνdx

µ ∧ dxν usando la identidad de Weitzenböck en el caso de torsión nula

2dRF = 2BF + IaD̊
2IaF,

= 2BF + IaR̊
a
b ∧ F b,

= 2BF + Ia

(
1

2
R̊a

bαµF
b
ν

)
dxα ∧ dxµ ∧ dxν ,

= 2BF +
1

2

[(
1

2
R̊a

bαµF
b
ν δ

λρσ
αµν

)
dxµ ∧ dxν

]
,

= 2BF +
1

2

[
1

2

(
R̊α

λαµF
λ
ν − R̊α

λανF
λ
µ − R̊α

λµαF
λ
ν

)
dxµ ∧ dxν

]
,

+
1

2

[
1

2

(
R̊α

λµνF
λ
α + R̊α

λναF
λ
µ − R̊α

λνµF
λ
α

)
dxµ ∧ dxν

]
,

= 2BF +
1

2

(
R̊λµF

λ
ν − R̊λνF

λ
µ − R̊αλ

µνFαλ

)
dxµ ∧ dxν .

(2.50)

4Es curioso que nadie sabe a ciencia cierta quien fue el primero en obtener la identidad de
Weitzenböck, a pesar que lleva el nombre del matemático austriaco dicha identidad no aparece en sus
trabajos.

5En la identidad de Weitzenböck el número de términos de curvatura dependerán del grado de la
forma sobre la cual actúe .
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Estos dos ejemplos son para mostrar que la identidad de Weitzenböck podrı́amos escri-
birla como

2dR = 2B + (Términos de curvatura de Riemann), (2.51)

donde la forma y cantidad de términos de curvatura dependerán del objeto al que apli-
quemos esta ecuación.



Capı́tulo 3

Ondas gravitacionales en presencia de
torsión

3.1. Teorı́a ECSK

La acción de esta teoria gravitacional va a depender de dos campos independientes, el
vielbein y la conexión

S
[
ea, ωab

]
=

∫
M

L
(
ea, ωab

)
, (3.1)

ahora, para que la acción tenga sentido, la lagrangiana debe ser una 4-forma invariante
bajo transformaciones locales de Lorentz. Algo que debemos tener en cuenta es que
todos los términos que podamos escribir como derivadas totales no van a ser relevantes
en las ecuaciones de campo. Con esto en mente se puede llegar a que la lagrangiana
debe ser de la forma

L
(
ea, ωab

)
=

1

4κ
ϵabcdR

ab ∧ ec ∧ ed + LM

(
ea, ωab

)
, (3.2)

donde LM es la lagrangiana de materia y κ = 8πG/c4. La variación de la acción de mate-
ria respecto al vielbein define el tensor momento-energı́a

δeL(4) = − ∗ Ta δe
a, (3.3)

y al hacer la variación de la acción de materia respecto a la conexión podemos definir el
tensor de espı́n

δωL(4) = −1

2
δωab ∧ ∗σab. (3.4)

Por lo tanto, al tomar la variación de la acción completa podemos obtener las ecuacio-
nes de campo 1

1Si desea ver los detalles de como obtener las ecuaciones de campo puede ver el apéndice B.1.

11
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Rab −
1

2
ηabR = κTab ,

T a
bc − δabT

i
ic + δacT

i
ib = κσa

bc.
(3.5)

Si sumamos las tres siguientes ecuaciones

Tabc − ηabT
n
nc + ηacT

n
nb = κσabc,

+
1

2
ηac(T

n
nb − ηmmT

n
nb + T n

nb ) =
1

2
κηacσ

n
nb,

−1

2
ηab(T

n
nc − ηmmT

n
nc + T n

nc ) = −1

2
κηabσ

n
nc,

obtenemos la solución algebraica para la torsión, esto significa que la torsión no se pro-
paga

Tabc = κ

(
σabc +

1

2
ηacσ

n
nb −

1

2
ηabσ

n
nc

)
. (3.6)

Como no hemos puesto ninguna restricción sobre el tensor de momento-energı́a o el
Ricci, estos tendrán una parte simétrica y una parte antisimétrica R±

ab = 1
2
(Rab ±Rba),

T ±
ab = 1

2
(Tab ± Tba). La novedad en este caso, es que la parte antisimétrica del tensor de

Ricci estará directamente relacionada con la torsión 2, dando ası́ las siguientes ecuacio-
nes 3

R+
ab = −1

2
ηabR = T +

ab , (3.7)

R−
ab = −1

2
IcbaDT c = κT −

ab , (3.8)

Tabc − ηbaT
n
nc + ηcaT

n
nb = κσabc, (3.9)

con este conjunto de ecs.((3.6), (3.7), (3.8), (3.9)) podemos observar por ejemplo, que
en el vacı́o el tensor de espı́n será nulo llevando a que la torsión y la parte antisimétrica
del Ricci desaparezcan, recuperando el mismo comportamiento que RG usual. Gracias
a la similitud entre RG y ECSK, esta teorı́a nos permite estudiar ondas gravitacionales
en presencia de torsión sin irnos a escenarios más complejos.

2Usando la identidad de Bianchi Ra
b ∧ eb = DT a, es posible obtener la parte antisimétrica del Ricci.

3Como tenemos tantas letras parecidas, no esta de más aclarar que la Tab hace referencia al momento-
energı́a mientras que Tabc hace referencia a la torsión.
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3.2. Perturbaciones de los campos

La forma tradicional de iniciar a estudiar ondas gravitacionales en RG es considerar que
la métrica ḡµν es la suma de una métrica de fondo gµν y una pequeña perturbación hµν

ḡµν = gµν + hµν , (3.10)

con esto calcular el tensor de Einstein para estudiar su comportamiento bajo esta per-
turbación.
Siguiendo esta idea, vamos a considerar perturbaciones sobre los campos, que en este
casos serán el vielbein y la conexión de espı́n

ēa = ea +
1

2
Ha,

ω̄ab = ωab + uab.
(3.11)

Las perturbaciones del vielbein son una 1-forma Ha = Ha
be

b con componentes simétri-
cas Hab = Hba

4. Recordemos ahora que las métricas gµν y ḡµν están relacionadas con los
vielbeins ea y ēa respectivamente,

ḡµν = ηabē
a
µē

b
ν , gµν = ηabe

a
µe

b
ν (3.12)

usando la ec.(3.10) podemos ver como se relaciona la perturbación de la métrica hµν

con la perturbación del vielbein Ha

hµν = ḡµν − gµν ,

= ηabē
a
µē

b
ν − ηabe

a
µe

b
ν ,

= ηab

(
eaµ +

1

2
Ha

ce
c
µ

)(
ebν +

1

2
Hb

de
d
ν

)
− ηabe

a
µe

b
ν ,

=
1

2
Hbce

c
µe

b
ν +

1

2
eaµHade

d
ν +

1

4
H

bc
ecµH

b
de

d
ν ,

= Hµν +
1

4
HλµH

λ
ν ,

(3.13)

donde Hµν = Habe
a
µe

b
ν . La relación inversa puede obtenerse haciendo una expansión

en series

Ha
µ = ha

µ −
1

4
ha

ρh
ρ
µ + · · · ,

4La parte antisimétrica de la perturbación del vielbein no es relevante porque es una transformación
local de Lorentz infinitesimal de ea.
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con estas relaciones nos aseguramos que Hµν y hµν parametrizan los mismos grados de
libertar métricos.
Siguiendo el procedimiento de la referencia [24], la perturbación de la conexión uab la
podemos escribir como una perturbación sin torsión ůab = ˚̄ωab − ω̊ab más una parte que
contenga toda parte torsional qab = κ̄ab − κab, esto es posible si consideramos

uab = ω̄ab − ωab,

=
(
κ̄ab + ˚̄ωab

)
−
(
κab + ω̊ab

)
,

= ˚̄ωab − ω̊ab + κ̄ab − κab,

= ůab + qab.

(3.14)

Naturalmente ˚̄ωab debe ser una conexión sin torsión para la geometrı́a perturbada

T a = 0 = dēa + ˚̄ωa
b ∧ ēb,

= d

(
ea +

1

2
Ha

)
+ (̊ua

b + ω̊a
b) ∧

(
eb +

1

2
Hb

)
,

= dea +
1

2
Ha + ůa

b ∧ eb + ůa
b ∧

1

2
Ha + ω̊a

b ∧
1

2
Hb,

=
1

2

(
dHa + ω̊a

b ∧Hb
)
+ ůa

b ∧
(
eb +

1

2
Hb

)
+ dea + ω̊a

b ∧ eb,

=
1

2
D̊Ha + ůa

b ∧
(
eb +

1

2
Hb

)
,

en estos simples pasos hemos tenido en cuenta como se expresa la perturbación del
vielbein y la conexión de espı́n sin torsión, después organizamos un poco y usamos
la definición de la derivada covariante exterior sin torsión, para llegar finalmente a la
ecuación de ůa

b

1

2
D̊Ha + ůa

b ∧
(
eb +

1

2
Hb

)
= 0. (3.15)

Por la forma en como esta construido ůab no puede tener grados de libertad indepen-
dientes, dicho de otro modo, puede depender de Ha y sus derivadas, con esto en mente
podemos plantear una solución para la ec.(3.15) en forma de serie

ůab = ů
(1)
ab + ů

(2)
ab + · · · ,

donde ů
(1)
ab hace referencia a que es de orden lineal en Ha, ů(2)

ab es de orden cuadrático
en Ha y ası́ sucesivamente. Veamos entonces como es la solución de ec.(3.15) a primer
orden ůab = ů

(1)
ab ,
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0 =
1

2
D̊Ha + ůa(1)

b ∧
(
eb +

1

2
Hb

)
,

=
1

2
D̊Ha + ůa(1)

b ∧ eb,

=

(
1

4
D̊nH

a
mδnmcb +

1

2
ůa(1)

nmδ
nm
bc

)
ec ∧ eb,

(3.16)

lo cual significa que las componentes deben ser iguales a cero

1

2
D̊cHab −

1

2
D̊bHac + ů

(1)
abc − ů

(1)
acb = 0, (3.17)

si hacemos un par de permutaciones cı́clicas y sumando de la siguiente manera

ů
(1)
abc − ů

(1)
acb =

1

2
D̊bHac −

1

2
D̊cHab,

ů
(1)
bca − ů

(1)
bac =

1

2
D̊cHba −

1

2
D̊aHbc,

−ů
(1)
cab + ů

(1)
cba = −1

2
D̊aHcb +

1

2
D̊bHca,

además, recordando que ů
(1)
abc + ů

(1)
bac = 0 y Hab = Hba, llegamos a

ů
(1)
abc − ů

(1)
bac = D̊bHac − D̊aHbc,

ů
(1)
abc =

1

2

(
D̊bHac − D̊aHbc

)
,

para finalmente obtener

ů
(1)
ab =

1

2

(
D̊bHac − D̊aHbc

)
ec = −1

2

(
IaD̊Hb − IbD̊Ha

)
. (3.18)

Siguiendo este mismo procedimiento, podemos obtener la solución a segundo orden
ůab = ů

(1)
ab + ů

(2)
ab , considerando solo términos hasta O(H2)

0 =
1

2
D̊Ha +

(
ů
(1)
ab + ů

(2)
ab

)
∧
(
eb +

1

2
Hb

)
,

=
1

2
D̊Ha + ů

(1)
ab ∧ eb +

1

2
ů
(1)
ab ∧Hb + ů

(2)
ab ∧ eb,

=
1

2
ů
(1)
ab ∧Hb + ů

(2)
ab ∧ eb,

=
1

2

[
1

2
ů
(1)
aknH

k
mδnmcb +

1

2
ů(2)
anmδ

nm
bc

]
ec ∧ eb,

(3.19)
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esto significa que las componentes deben ser iguales a cero

1

2
ů
(1)
akcH

k
b −

1

2
ů
(1)
akbH

k
c + ů

(2)
abc − ů

(2)
acb = 0. (3.20)

Haciendo permutaciones cı́clicas y sumando lo siguientes términos

ů
(2)
abc − ů

(2)
acb =

1

2
ů
(1)
akbH

k
c −

1

2
ů
(1)
akcH

k
b ,

ů
(2)
bca − ů

(2)
bac =

1

2
ů
(1)
bkcH

k
a − 1

2
ů
(1)
bkaH

k
c ,

−ů
(2)
cab + ů

(2)
cba = −1

2
ů
(1)
ckaH

k
b +

1

2
ů
(1)
ckbH

k
a ,

obtenemos que

ů
(2)
abc − ů

(2)
bac =

1

2

[
ů
(1)
akbH

k
c − ů

(1)
akcH

k
b + ů

(1)
bkcH

k
a − ů

(1)
bkaH

k
c − ů

(1)
ckaH

k
b + ů

(1)
ckbH

k
a

]
,

ů
(2)
abc =

1

4

[
ů
(1)
akbH

k
c − ů

(1)
akcH

k
b + ů

(1)
bkcH

k
a − ů

(1)
bkaH

k
c − ů

(1)
ckaH

k
b + ů

(1)
ckbH

k
a

]
,

ů
(2)
ab =

1

8
Iab

(
D̊Hk ∧Hk

)
+

1

2

[
Ib

(
ů
(1)
ak ∧Hk

)
− Ia

(
ů
(1)
bk ∧Hk

)]
.

(3.21)

Hasta aquı́ podemos decir que hemos solucionado la ec.(3.15) en términos de la deriva-
da covariante sin torsión, pero todas las cantidades que nos interesan usan la derivada
covariante exterior con torsión.

Para solucionar este problema se plantea la siguiente parametrización de las perturba-
ciones

Uab = uab −∆ab, (3.22)

V ab = qab −∆ab. (3.23)

Donde ∆ab es una 1-forma antisimétrica que debemos determinar. En términos de las
nuevas variables la perturbación de espı́n la podemos escribir como

uab = ůab + qab = Uab + V ab,

y la condición para ˚̄ωab tomara la siguiente forma
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T a = 0 = dēa + ˚̄ωa
b ∧ ēb,

= d

(
ea +

1

2
Ha

)
+ (̊ua

b + ω̊a
b) ∧

(
eb +

1

2
Hb

)
,

= d

(
ea +

1

2
Ha

)
+ (Ua

b +∆a
b + ωa

b − κa
b) ∧

(
eb +

1

2
Hb

)
,

=
1

2

(
dHa + ωa

b ∧Hb
)
+ Ua

b ∧
(
eb +

1

2
Hb

)
+∆a

b ∧
(
eb +

1

2
Hb

)
,

+ dea + ωa
b ∧ eb − κa

b ∧ −1

2
κa

bH
b,

=
1

2
DHa + Ua

b ∧
(
eb +

1

2
Hb

)
+∆a

b ∧
(
eb +

1

2
Hb

)
− 1

2
κa

bH
b.

(3.24)

Exigiendo que ∆ab satisfaga la condición

∆ab ∧
(
eb +

1

2
Hb

)
− 1

2
κab ∧Hb =

1

2
Ia

[
Hb ∧ Tb −

1

2
Hb ∧ Ib(H

c ∧ Tc)

]
+O

(
H3

)
, (3.25)

podemos resolver la ec.(3.25) en forma de serie en ordenes de Ha

∆ab = ∆
(1)
ab +∆

(2)
ab +O

(
H3

)
,

la solución para primer y segundo orden serán

∆
(1)
ab =

1

2
[Ia(κ

c
bc)− Ib(κac ∧Hc)], (3.26)

∆
(2)
ab = −1

8
Iab

(
Hc ∧ κd

cd

)
− 1

2

[
Ia

(
∆

(1)
bc ∧Hc

)
− Ib

(
∆(1)

ac ∧Hc
)]
. (3.27)

Con esta elección de ∆ab, podemos escribir las ecs.((3.18),(3.21)) en términos de Uab de
la siguiente forma

U
(1)
ab = −1

2
(IaDHb − IbDHa), (3.28)

U
(2)
ab =

1

8
Iab(DHc ∧Hc)− 1

2

[
Ia

(
U

(1)
bc ∧Hc

)
− Ib

(
U (1)
ac ∧Hc

)]
, (3.29)

estas ecuaciones son las más adecuadas ya que se encuentran en términos de la deriva-
da exterior, no como antes que solo aparecı́a la derivada sin torsión.
Con esto la torsión y curvatura perturbada son
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T a −→ T̄ a = dēa + ω̄a
b ∧ ēb,

= d

(
ea +

1

2
Ha

)
+ (ωa

b + ua
b) ∧

(
eb +

1

2
Hb

)
,

= T a +
1

2
DHa + ua

b ∧ eb +
1

2
ua

b ∧Hb,

= T a +
1

2
DHa + Ua

b ∧ eb + V a
b ∧ eb +

1

2
Ua

b ∧Hb +
1

2
V a

b ∧Hb,

= T a + V a
b ∧

(
eb +

1

2
Hb

)
− 1

2
Ia

[
Hb ∧ Tb −

1

2
Hb ∧ Ib(H

c ∧ Tc)

]
,

(3.30)

Rab −→ R̄ab = dω̄ab + ω̄a
c ∧ ω̄cb,

= d
(
ωab + uab

)
+ (ωa

c + ua
c) ∧

(
ωcb + ucb

)
,

= Rab +DUab +DV ab + (Ua
c + V a

c ) ∧
(
U cb + V cb

)
,

= Rab +DUab
(1) +DV ab +DUab

(2) +
(
Ua
(1)c + V a

c

)
∧
(
U cb
1 + V cb

)
+O

(
H3

)
,

= Rab +Rab
(1) +Rab

(2) +O
(
H3

)
,

(3.31)

donde Rab
(1) = DUab

(1) +DV ab es un término lineal en H y V , Rab
(2) = DUab

(2) +
(
Ua
(1)c + V a

c

)
∧(

U cb
(1) + V cb

)
es un término cuadrático en H y V . Para nosotros será relevante solamente

el término Rab
(1) porque dan derivadas de segundo oren de H, permitiéndonos estudiar

la propagación de ondas gravitacionales.
Con las ecs.((3.30), (3.31)) podemos reescribir las ecuaciones de campo para la curvatu-
ra hasta segundo orden

Em
n = em ∧

(
1

2
ϵabcn

(
Rab +Rab

(1) +Rab
(2)

)
∧
(
ec +

1

2
Hc

)
− κ ∗ T̄n

)
= 0,

Em
n = em ∧

(
Gn + G(1)

n + G2
n − κ ∗ T̄n

)
= 0,

(3.32)

con

Gn =
1

2
ϵacbnR

ab ∧ ec,

G(1)
n =

1

2
ϵabcnR

ab
(1) ∧ ec +

1

4
ϵabcnR

ab ∧Hc,

G(2)
n =

1

2
ϵabcnR

ab
(2) ∧ ec +

1

4
ϵabcnR

ab
(1) ∧Hc,

(3.33)

y para la torsión hasta segundo orden
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Em
ab = em ∧

((
T c + T c

(1) + T c
(2)

)
∧
(
ed +

1

2
Hd

)
− κ ∗ σ̄ab

)
= 0,

Em
ab = em ∧

(
τd + τ

(1)
d + τ

(2)
d − κ ∗ σ̄ab

)
= 0,

(3.34)

con

τd = ϵabcdT
c ∧ ed,

τ
(1)
d = ϵabcd

(
1

2
T c ∧Ha + T c

(1) ∧ ed
)
,

τ
(2)
d = ϵabcd

(
1

2
T c
(1) ∧Ha + T c

(2) ∧ ed
)
.

(3.35)

Para que la onda gravitacional este bien definida, debe existir una separación evidente
de escalas entre el fondo y la perturbación, esto se hace considerando que la escala de
variación t́ıpica del fondo sea L, mientras que la escala de variación de la perturbación
es λ tal que

λ̄ =
λ

2π
≪ LB, (3.36)

Lo cual es equivalente a decir que la frecuencia de oscilación de la perturbación debe ser
mucho mayor que la frecuencia del fondo. Considerando que la métrica y el vielbein son
O(1), Ha ∼ O(H) y V ab ∼ O(V ). Los términos construidos con el vielbein y la conexión
de fondo son de baja frecuencia, es decir, que escalaran de la siguiente forma∣∣Rab

∣∣ ∼ 1

L2
, (3.37)

|T a| ∼ ϵT
L
, (3.38)

donde el parámetro ϵT nos indicara la intensidad de la intensidad de la torsión en la
teorı́a. Rab

(1) y T
(1)
abc contienen modos de alta frecuencia, Rab

(2) y T
(2)
abc pueden contener mo-

dos de alta y baja frecuencia. Por lo tanto, podemos seguir el método tradicional que es
separar las ecuaciones de campo en dos grupos, el primero que contenga solo términos
de frecuencias bajas y el otro que contenga solo términos de frecuencias altas [25]
Ecuaciones con términos de frecuencias bajas

R+
ab +R+(2)

ab

∣∣∣∣
baja

= κ

(
T +
ab −

1

2
ηabT

)∣∣∣∣
baja

, (3.39)

R−
ab +R−(2)

ab

∣∣∣∣
baja

= κ T −
ab

∣∣∣∣
baja

, (3.40)

Tabc + T
(2)
abc

∣∣∣∣
baja

= κ

(
σabc +

1

2
ηacσ

n
nb −

1

2
ηabσ

n
nc

)∣∣∣∣
baja

. (3.41)
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Ecuaciones con términos de frecuencias altas

R+(1)
ab +R+(2)

ab

∣∣∣∣
alta

= κ

(
T +
ab −

1

2
ηabT

)∣∣∣∣
alta

, (3.42)

R−(1)
ab +R−(2)

ab

∣∣∣∣
alta

= κ T −
ab

∣∣∣∣
alta

, (3.43)

T
(1)
abc + T

(2)
abc

∣∣∣∣
alta

= κ

(
σabc +

1

2
ηacσ

n
nb −

1

2
ηabσ

n
nc

)∣∣∣∣
alta

. (3.44)

A partir de las ecuaciones de campo de baja frecuencia ecs.((3.39),(3.40),(3.41)) podrı́amos
obtener los tensores momento-energı́a y de espı́n efectivos de las ondas gravitacionales,
mientras que las ecuaciones de altas frecuencias ecs.((3.42),(3.43),(3.44)) nos indicaran
como se propaga la onda gravitacional.

3.3. Propagación de la onda

En este trabajo estamos interesados en la propagación de ondas gravitacionales en la
teorı́a ECSK, por lo tanto solo nos centraremos en estudiar las ecuaciones de alta fre-
cuencia ecs.((3.42),(3.43),(3.44)). Después de ver cuales son los términos dominantes y
subdominantes de la curvatura (Ver apéndice para más detalles C) [26] llegamos a que
debemos solucionar la ec.(C.13) la cual podemos reescribir como

1

2
ϵabcnR

ab
(1) ∧ ec =

(
Wmn −

1

2
ηmnW

)
∗ em = 0, (3.45)

con

Wm
n = IanR

am
(1) = 0,

= IanD
(
Uam
(1) + V am

)
,

= (InDa − IaDn)
(
Uam
(1) + V am

)
,

=
1

2
[−InDaDaHm + InDaDmHa +DnIa (DaHm −DmHa)] + (InDa −DnIa)V

am,

= −1

2
(InDaDaHm − In [Da,Dm]H

a) + (InDa −DnIa)V
am,

(3.46)

en este procedimiento hemos empleado algunas reglas de (anti)conmutación ecs((2.42)-
(2.47)), el gauge de Lorenz DaH

a − 1
2
dH = 0. Es importante notar que el termino de Hm

corresponde al operador de onda de Lichnerowicz–de Rham ec.(2.48).
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3.3.1. Análisis Eikonal

Como tenemos que λ̄ ≪ L, donde L es la escala de variación t́ıpica del fondo y λ̄ la
escala de variación t́ıpica de la perturbación. Podemos utilizar la aproximación Eikonal,
la cual consiste en proponer un ansatz para las perturbaciones que tenga una fase θ

rápidamente variable (con escala de variación t́ıpica λ̄), mientras que la amplitud varia
lentamente (con escala de variación t́ıpica L) 5. Definimos la 1-forma de onda k := dθ =

kae
a

Ha = eiθHa,

V a
b = eiθVa

b,
(3.47)

reemplazando el anzats propuesto ec.(3.47) en la ec.(3.46) tenemos

Wmn = −1

2

{
InDaDa

(
eiθHm

)
− In [Da,Dm]

(
eiθHa

)}
+ (InDa −DnIa)

(
eiθVa

m

)
, (3.48)

el primer término lo podemos escribir como

InDaDa
(
eiθHm

)
= InDa

[
eiθ(ikaHm +DaHm)

]
,

= In
{
eiθ

[
−k2Hm + ikaDaHm + iDakaHm + ikaDaHm +DaDaHm

]}
,

= eiθ
[
−k2Hmn + i(2kaInDaHm +DakaHmn) + InDaDaHm

]
,

= eiθ
[
−k2Hmn + i

(
2kaTbanHb

m + 2kaDaHmn +Dak
aHmn

)
+ InDaDaHm

]
,

(3.49)

haciendo un desarrollo similar podemos escribir el segundo y tercer término de la si-
guiente manera

In[Da,Dm]
(
eiθHa

)
= eiθ

(
In[Da,Dm]Ha − iTabmk

aHb
n

)
,

(InDa −DnIa)
(
eiθVa

m

)
= eiθ {ika (Vamn + ηanV c

mc ) + InDaVa
m −DnIaVa

m} ,
(3.50)

Usando esto en la ec.(3.48) tenemos

Wmn(H,V ) = eiθ
{
1

2
k2Hmn +Wmn

}
− ieiθ

{(
1

2
Dak

aHmn + ka

[
DaHmn + TbanHb

m +
1

2
TabmHb

n − (Vamn + ηanVmc
c)

])}
.

(3.51)

5Por simplicidad escogemos que la fase θ sea igual para las dos perturbaciones, pero en general pue-
den ser distintas.
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En la serie Eikonal, las amplitudes de las perturbaciones Ha y Vam las podemos descom-
poner en una parte dominante Ha

(0) y Vam
(0) más términos de orden superior en ϵ

k ∼ 1

L

1

ϵ
, (3.52)

∂k ∼ 1

L2

1

ϵ
, (3.53)

Ha =
∞∑
0

Ha
(p), (3.54)

Vam =
∞∑
0

Vam
(p) , (3.55)

(3.56)

donde Ha
(p) y Vam

(p) son de orden ϵp. Esto nos permite identificar que Wmn tiene términos
de distintos ordenes en ϵ, para nosotros solamente serán relevantes los términos domi-
nantes Wmn(−2) que son de orden 1/ϵ2 y los términos subdominantes Wmn(−1) que son de
orden 1/ϵ, todo lo demás son desviaciones a la óptica geométrica.

Wmn

∣∣∣∣
Dom+Subdom

= eiθ
(
Wmn(−2) +Wmn(−1)

)
, (3.57)

con

Wmn(−2)(H,V ) =
1

2
k2H(0)

mn,

Wmn(−1)(H,V ) =
1

2
k2H(1)

mn − i

(
1

2
Dak

aH(0)
mn + ka

[
DaH(0)

mn + TbanHb
(0)m +

1

2
TabmHb

(0)n −
(
V(0)

amn + ηanV(0)c
mc

)])
.

(3.58)

Recordando que Wmn = 0, a orden dominante obtenemos que la relación de dispersión
es la misma de RG

kak
a = kµk

µ = k2 = 0. (3.59)

Tomando la derivada de la ec.(3.59), teniendo en cuenta que ka = Daθ y usando las
ec.((2.30),(2.47)) obtenemos

Db(kak
a) = 2kaDbDaθ,

= 2ka(DaDb + T c
ab kc),

= 2kaD̊ak
b,

= 0,

(3.60)
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si escribimos kλ = 1
λ̄
dXλ

dη
donde η es el parámetro de la geodésica nula, este resultado lo

podemos escribir como

kµ∇̊µk
λ =

1

λ̄2

(
d2Xλ

dη2
+ Γ̊λ

µν

dXµ

dη

dXν

dη

)
= 0, (3.61)

lo cual significa que las ondas gravitacionales se propagan en geodésicas nulas sin im-
portar la torsión que tenga el espacio-tiempo. Estos dos resultados nos dice que en
eventos multimensajeros las ondas gravitacionales y la luz se propagan a la misma ve-
locidad, además de propagarse sobre las mismas trayectorias.
Ahora a nivel sibdominante tenemos

1

2
Dak

aHmn + ka

[
DaHmn + TbanHb

m +
1

2
TabmHb

n − (Vamn + ηanV c
mc )

]
= 0, (3.62)

donde Hmn = H(0)
mn , Vamn = V(0)

amn, además, esta ecuación se puede descomponer en una
parte simétrica y antisimétrica. La parte simétrica es

1

2
Dak

aHmn

+ ka

[
DaHmn +

1

2

{(
Tban +

1

2
Tabn

)
Hb

m +

(
Tbam +

1

2
Tabm

)
Hb

n

}]
− ka1

2
(Vamn + Vanm + ηanVmc

c + ηamVnc
c) = 0,

(3.63)

y la parte antisimétrica

1

2
ka

[(
Tban −

1

2
Tabn

)
Hb

m −
(
Tbam − 1

2
Tabm

)
Hb

n − (Vamn − Vanm + ηanVmc
c − ηamVnc

c)

]
= 0.

(3.64)
Tomando la traza de esta ecuación es sencillo llegar a

V c
nc =

1

4

(
T c

cbHb
n − TpqnHpq

)
, (3.65)

usando este resultado y haciendo un par de permutaciones cı́clicas se obtiene 6

Vamn =
1

2

(
Xa[mn] −Xm[an] + Xn[ma]

)
, (3.66)

con

6Es básicamente hacer el mismo procedimiento que hicimos para obtener la ec.(3.18).
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Xa[mn] =

(
Tban −

1

2
Tabn

)
Hb

m −
(
Tbam − 1

2
Tabm

)
Hb

n

+
1

4

[
ηam

(
T c

cbHb
n − TpqnHpq

)
− ηan

(
T c

cbHb
m − TpqmHpq

)]
.

(3.67)

Reemplazando las ecs.((3.65), (3.66)) junto con la ecuación del gauge de Lorenz en la
ecuación simétrica ec.(3.63) obtenemos la ecuación clave para estudiar la propagación
de la amplitud y polarizaciones de la onda.

1

2
Dak

aHmn + kc

(
DcHmn +

1

2
M+

cmn

)
= 0, (3.68)

con

M+
cmn =

(
2Tbcn +

1

2
[Tcbn + Tnbc]

)
Hb

m +

(
2Tbcm +

1

2
[Tcbm + Tmbc]

)
Hb

n+

+
1

2
ηmnTpqcHpq − 1

4
[ηmnT

s
sc − (Tmnc + Tnmc)]H.

(3.69)

3.4. Propagación anómala de la amplitud y polarización
de ondas gravitacionales

La amplitud de la onda es un escalar real φ, mientras que las componentes de la polari-
zación Pmn en general son complejas. Ambas cantidades quedan definidas por

Hmn = φPmn, (3.70)

con la condición de normalización P̄mnP
mn = 1 7, lo cual implica que H̄mnHmn = φ2.

Además definimos la 1-forma densidad de corriente J = φ2kae
a, lo importante de este

objeto es que en el ĺımite eikonal en RG se conserva

d†J = −DaJ
a = −∇̊µJ

µ = 0, (3.71)

pero como estamos trabajando con una teorı́a torsional esto ya no es cierto, se puede
ver fácilmente si tomamos la derivada de las componentes de la densidad de corriente,
recordando que ωab = ω̊ab + kab ,

DaJ
b = IaDJ b,

= IaD̊J b + Iak
b
cJ

c,

= D̊aJ
b + kb

caJ
c,

(3.72)

7El complejo conjugado de alguna cantidad lo denotaremos con una barrita encima.
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teniendo en cuenta que ka
ba = Tab y contrayendo los ı́ndices a con b obtenemos

D̊aJ
a = DaJ

a − T a
ac J

c. (3.73)

Para ver expĺıcitamente a que es igual la derivada de la densidad de corriente , primero
derivamos el cuadrado de la amplitud y usamos la ec.(3.68)

kaDaφ
2 = kaDaH̄mnHmn + H̄mnkaDaHmn,

= −1

2

(
Dak

aH̄mn + kaM̄+
amn

)
Hmn − 1

2
H̄mn

(
Dak

aHmn + kaM+
amn

)
,

= −Dak
aφ2 − 1

2
ka
(
M̄+

amnHmn + H̄mnM+
amn

)
,

(3.74)

esto nos permite escribir

DaJ
a = −1

2
ka
(
M̄+

amnHmn + H̄mnM+
amn

)
. (3.75)

Usando la ec.(3.69) y definiendo a Πab como

Πab :=
1

2

[
3
(
P̄ asP b

s + P asP̄ b
s

)
−

(
P̄P ab + P̄ abP

)
+

1

2
P̄Pηab

]
, (3.76)

obtenemos

DaJ
a = ΠabTabcJ

c, (3.77)

para finalmente escribir la no conservación de del número de rayos de ls siguiente ma-
nera

D̊aJ
a =

(
Πab − ηab

)
Tabc J

c. (3.78)

3.4.1. Propagación anómala de la amplitud

En esta parte vamos a comparar la amplitud de la onda φ de la teorı́a ECSK con la am-
plitud de la onda φ̊ predicha por RG , para esto tengamos en cuenta que la corriente
en la teorı́a con torsión es Jλ = φkλ y la corriente en un espacio tiempo sin torsión es
J̊λ = φ̊kλ. La comparación la podemos hacer con

I = ln
φ

φ̊
, (3.79)

equivalentemente

φ2 = e2Iφ̊2,

Jλ = e2IJ̊λ.
(3.80)
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Si tomamos la derivada sin torsión de esta ecuación y recordamos que la corriente en
RG se conserva ∇̊λJ̊

λ = 0 obtenemos

dI
dη

=
1

2
(Πµν − gµν)Tµνλ

dXλ

dη
, (3.81)

por último, hacemos la integral sobre la geodésica nula

I(η)− I (η0) =
1

2

∫ η

η0

dη̃ (Πµν − gµν)Tµνλ
dXλ

dη̃
, (3.82)

lo cual nos permite escribir la ec.(3.80) como 8

φ2(η) = exp

[∫ η

η0

dη̃ (Πµν − gµν)Tµνλ
dXλ

dη̃

]
φ̊2(η). (3.83)

Esta ecuación nos muestra claramente que la propagación anómala de la amplitud de-
penderá de las componentes de la torsión y la métrica, además, si tomamos el caso de
torsión nula, recuperamos el resultado de RG estándar.

3.4.2. Propagación anómala de la polarización

Para obtener la ecuación de la propagación anómala de la polarización debemos tener
en cuenta que Hmn = φPmn, esto es para escribir la ec.(3.68) como

0 = kaDaPmn +
1

φ

(
kaDaφ+

1

2
φDak

a

)
Pmn +

1

2φ
kaM+

amn,

= kaDaPmn +
1

φ

(
1

2φ
DaJ

a

)
Pmn +

1

2φ
kaM+

amn,

= kaDaPmn +
1

2φ2
ΠabTabcJ

cPmn +
1

2φ
kaM+

amn,

= kcDcPmn +
1

2
kc

(
ΠabTabcPmn +

1

φ
M+

cmn

)
.

(3.84)

Notemos que

DcPmn = D̊cPmn + κnbcP
b
m + κmbcP

b
n, (3.85)

recordando que las componentes de la contorsión las podemos escribir como

kabc =
1

2
(Tbac − Tabc + Tcab), (3.86)

8Es natural pensar que la emisión de ondas gravitacionales en ECSK y RG se da de forma similar, es
decir, I(η0) ∼ 0.
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tras reemplazar esto en la ec.(3.84) y la definición de M+
cmn obtenemos finalmente la

ecuación de la propagación anómala de la polarización

kλ∇̊λPµν = −1

2
kλ

[
ΠρσTρσλPµν +

(
Tσλν −

1

2
[Tλσν + Tνσλ]

)
P σ
µ+

+

(
Tσλµ −

1

2
[Tλσµ + Tµσλ]

)
P σ
ν +

1

2
gµνTρσλP

ρσ − 1

4
[gµνT

σ
σλ − (Tµνλ + Tνµλ)]P

]
.

(3.87)
Para el caso de RG las polarizaciones se trasladan paralelamente sobre una geodésica
nula kλ∇̊λPµν = 0 [25]. Adicionalmente veamos que, si la torsión del espacio-tiempo es
nula recuperamos satisfactoriamente el resultado estándar.
En principio, la ec.(3.87) es muy complicada de integrar, ası́ que vamos a tomar su traza
para extraer información un poco más fácil

d

dη
|P |2 + Tρσλ

dXλ

dη

[
Πρσ|P |2 − 1

2

(
P̄P ρσ + P̄ ρσP + gρσ|P |2

)]
= 0. (3.88)
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Capı́tulo 4

Modelo de propagación de GW sobre un
fondo cosmológico

Considerando el principio cosmológico y los datos que nos siguieren una sección espa-
cial plana [27] obtenemos que la métrica y la torsión deben ser de la forma [28]

ds2 = −c2dt2 + a2(t)
[
dx2 + dy2 + dz2

]
, (4.1)

Tµνλ = − 1

c2

[
ν+(t)(gµλgνρ − gµνgλρ) + 2

√
|g|ν−(t)ϵλµνρ

]
Uρ, (4.2)

donde a2(t) es el factor de escala, ν+(t), ν−(t) son funciones arbitrarias y Uρ es la veloci-
dad cosmológica en el marco comóvil. Teniendo en cuenta el apéndice D las ecs.((3.81),
(3.88)) toman la forma

dI
dη

=
1

2
(Πµν − gµν)Tµνλ

dXλ

dη
,

= − 1

2c
ν+(t)(Πλ0 − gλ0 − 3gλ0 + 4gλ0)

dXλ

dη
,

= − 1

2c
ν+(t)Πλ0

dXλ

dη
,

= − 1

4c
ν+(t)

[
3
(
P̄ σ
λ P 0

σ + P σ
λ P̄ 0

σ

)
−

(
P̄Pλ0 + P̄λ0

)
+

1

2
|P |2gλ0

]
dXλ

dη
,

= −1

4
ν+(t)|P |2 dt

dη
,

(4.3)
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d

dη
|P |2 = −Tρσλ

dXλ

dη

[
Πρσ|P |2 − 1

2

(
P̄P ρσ + P̄ ρσP + gρσ|P |2

)]
,

=
1

c
ν+(t)

[
|P |2dX

λ

dη
Πλ0 −

1

2

dXλ

dη

(
P̄Pλ0 + P̄λ0P

)
+ gλ0|P |2

]
,

= ν+(t)
dt

dη
|P |2

(
1

2
|P |2 − 1

)
.

(4.4)

Notemos que la propagación de I y |P |2 solo se ven afectadas por el parámetro ν+. Al
integrar la ec.(4.3) obtenemos

I(t)− Ie =
1

4

∫ t

te

dt̃ν+(t̃)|P |2, (4.5)

también podemos reemplazar la (4.3) en ec.(4.4) e integrar para llegar a que |P |2 e I
están relacionados de la siguiente manera

1

2
|P |2 = 1−

(
1− 1

2
|Pe|2

)
e−2(I−Ie). (4.6)

Aquı́ |Pe| e Ie hacen referencia al momento de emisión que deberı́an ser valores muy
pequeños porque asumimos que la emisión de la onda en ECSK y RG es muy similar.
Con todo esto, es sencillo integrar las ecs.((4.4), (4.3) )

e2(I(t)−Ie) = 1 +
1

2
|Pe|2

(
eΘ

+ − 1
)
,

1

2
|P |2 = 1−

1− 1
2
|Pe|2

1 + 1
2
|Pe|2 (eΘ+ − 1)

,
(4.7)

con

Θ+ =

∫ t̃

t0

ν+(t̃)dt̃. (4.8)

Adicionalmente, considerando que |P |2 ≥ 0 y usando la ec.(4.6) obtenemos que I ≥ 0.
Por otro lado, si consideramos el ĺımite cuando I es muy grande obtenemos que |P |2 < 2.
En resumen tenemos

0 ≤ |Pe| ≤ |P |2 < 2. (4.9)

Esto a su vez nos dice que para obtener alguna desviación de RG debe cumplirse que
Θ+ > 0.
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4.1. Aproximación para z pequeño

A continuación vamos a escribir la ec.(4.8) en función del redshift z(t), el cual viene
dado en términos del factor de escala a2(t) de la siguiente forma

z(t) =
a0
a(t)

− 1

dt = − dz

(z + 1)H

(4.10)

donde H = ȧ/a es el parámetro de hubble, z = 0 corresponde al ahora y z(te) nos dice
que la emisión ocurrió en el tiempo te. Esto nos permite escribir la ec.(4.8) como

Θ+(z) = −
∫ 0

z

ν+(z̃)

(z̃ + 1)H(z̃)
dz̃, (4.11)

Ahora vamos a considerar el caso donde z es pequeño, permitiéndonos hacer la expan-
sión de H y considerar que ν+(z̃) ∼ ⟨ν+⟩

1

H
=

1

H0

[1− z(1 + q0)] + · · · (4.12)

donde q0 es el parámetro de desaceleración.

Θ+(z) ≈ −⟨ν+⟩
H0

∫ 0

z

1− (1 + q0)z̃

1 + z̃
,

= −⟨ν+⟩
H0

[(1 + q0)z − (2 + q0) ln (1 + z)].

(4.13)

Teniendo en cuanta los valores de los siguientes parámetros q0 ∼ −0, 6 [29], ⟨ν+⟩ ∼
0, 5H0 [30] y por ejemplo para z = 0, 1 1, podemos hacer una estimación rápida de la
comparación entre la amplitud de ECSK y RG

φ

φ̊
= eI ≈ 1 +

1

4
|Pe|2Θ+(z = 0, 1), (4.14)

En un escenario de torsión débil podemos considerar que 1
2
|Pe| ∼ ϵ, con ϵ ≤ 10−20. Al

reemplazar las mejores estimaciones posibles obtenemos

φ

φ̊
≈ 1 + 5 · 10−42. (4.15)

Este resultado nos indica claramente que si existe una propagación anómala de la am-
plitud, el efecto es extremadamente pequeño.

1Escogemos el valor de z = 0, 1 porque se espera que LISA pueda detectar eventos multimensajero
hasta ese redshift.
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Capı́tulo 5

Conclusiones

En este último capı́tulo presentamos las conclusiones, resumimos los resultados más
importantes y planteamos alguna forma de seguir con esta ĺınea de trabajo.
Recordemos nuestro objetivo es identificar si existe una propagación anómala de la am-
plitud y polarizaciones de una onda gravitacional en un espacio-tiempo de fondo con
torsión. Para abordar este objetivo decidimos usar teorı́a ECSK definida por el lagran-
giano ec.(3.2), la cual tiene una torsión no nula que no se propaga por el espacio-tiempo
y es generada por el espı́n de part́ıculas fermionicas, en nuestro caso suponemos que la
torsión es generada por la materia oscura.
Iniciamos con el capı́tulo 2 donde se abordan algunos conceptos matemáticos impor-
tantes, como la base ortonormal que usamos en gran parte del trabajo y además defi-
nimos operadores diferenciales esenciales para el correcto desarrollo de los siguientes
capı́tulos, por ejemplo, los operadores Ia,D yDa que cumplen una superálgebra abierta,
adicionalmente con base en estos construimos los operadores de onda de Lichnerowicz-
de Rham ec.(2.12) y Beltrami ec.(2.14) los cuales están relacionados mediante la identi-
dad de Weitzenböck ec.(2.48) 1.
En el capı́tulo [3] hacemos la variación de la ec.(3.2) respecto a los dos campos indepen-
dientes, que en nuestro caso son el vierbein ea y la conexión de espı́n ωab, obteniendo
las ecuaciones ecs.(3.5).
Siguiendo el método tradicional para obtener la ecuación de la onda gravitacional, ha-
cemos las perturbaciones del vielbein y la conexión, lo cual nos permite escribir las
ecuaciones de campo como términos que dependen de las cantidades del fondo más
pequeñas perturbaciones, esto junto a la separación de términos de alta y baja frecuen-
cia nos permitió obtener la ecuación de propagación de la onda ec.(C.13), aquı́ es im-
portante notar que la perturbación del vielbein obedece la ecuación de onda construida
con el operador de Lichnerowicz-de Rham (2.12). Después empleamos el análisis eiko-
nal arrojando los siguientes resultados:

1Suele decirse que el operador de Lichnerowicz-de Rham es “el laplaciano del matemático” y el ope-
rador de Beltrami es “el laplaciano del f́ısico”.
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34 5 Conclusiones

A orden dominante obtenemos que la relación de dispersión es idéntica a la obtenida
en RG, es decir, que la onda gravitacional y la luz viajan por geodésicas nulas a la misma
velocidad. Este resultado encaja muy bien con las observaciones de evento multimen-
sajero [10].
A pesar que en ECSK la torsión no se propaga. A orden subdominante obtenemos que
la amplitud y las polarizaciones se ven afectadas por la torsión. Dicho de otro modo ob-
tenemos una propagación anómala de la amplitud dada por la ec.(3.83). Mostrándonos
directamente que si la onda se propaga por una región sin torsión, la amplitud obtenida
es igual a la de RG.
Por otra parte, las polarizaciones cumplen la ec.(3.87), mostrando que a diferencia de
RG, las polarizaciones pueden cambiar mientras se propaga la onda, resultando nuevos
modos de polarización diferentes a los usuales (los modos × y +). En este caso también
es directo ver que si no hay torsión, las polarizaciones serán idénticas a las de RG.
Con el fin de obtener una estimación de la propagación anómala de la amplitud, en el
capı́tulo 4 usamos un modelo simple con valores de redshift z pequeños y hacemos la
comparación de amplitudes ec.(4.15), a pesar de que existe una propagación anómala
de la amplitud el efecto es diminuto porque los modos de traza |Pe| son muy pequeños,
esto se debe a que estamos considerando un escenario con torsión débil. En conclusión
el efecto de la torsión en la propagación de la amplitud de una oda gravitacional no es
relevante, por lo menos dentro del marco de la teorı́a ESCK y las consideraciones que
tomamos.
El tema tratado en este trabajo se puede continuar de varias formas, una de ellas puede
ser considerando escenarios donde la torsión juegue un papel importante, un ejemplo
de esto es el universo temprano, porque en ese caso podrı́an existir grandes densida-
des de espı́n, haciendo que la emisión y propagación de ondas gravitacionales sea muy
diferente de RG.
Otra forma más conservadora de seguir esta ĺınea de trabajo puede ser integrar la ec.(3.87)
en el modelo FLRW para ver como es el verdadero comportamiento de las polarizacio-
nes. También podemos usar otros modelos , por ejemplo, una métrica y torsión tipo
Schwarzschild, para solucionar las ecuaciones ecs.((3.87), (3.87)) de tal forma que se
puedan contrastar con las observaciones.



Apéndice A

Reglas de (anti)conmutación

En este apartado vamos a mostrar que en efecto se cumplen las reglas mencionadas en
las ecs.((2.42)-(2.47)).
La ec.(2.42) viene de la definición 2.9 y la ec.((2.44)) es trivial, por lo que no es necesario
demostrarlas.
Para mostrar que la ec.(2.43) es valida, consideremos una p-forma

α =
1

p!
αc1···cpe

c1 ∧ · · · ∧ ecp . (A.1)

Para ver que pasa cuando le aplicamos el conmutador [Ia, Ib] a esta p-forma, partamos
del hecho que el operador Ia sobre α actúa de la siguiente forma

Iaα = e µ
a

1

(p− 1)!
αµc1···cp−1

ec1 ∧ · · · ∧ ecp−1 , (A.2)

por lo tanto

IbIaα =
1

(p− 2)!(p− 1)!
e ν
b e µ

a αµνc1···cp−2
ec1 ∧ · · · ∧ ecp−2 , (A.3)

IaIbα =
1

(p− 2)!(p− 1)!
e ν
a e µ

b αµνc1···cp−2
ec1 ∧ · · · ∧ ecp−2 ,

= − 1

(p− 2)!(p− 1)!
e ν
a e µ

b ανµc1···cp−2
ec1 ∧ · · · ∧ ecp−2 ,

= − 1

(p− 2)!(p− 1)!
e ν
b e µ

a αµνc1···cp−2
ec1 ∧ · · · ∧ ecp−2 .

(A.4)

Para las ecs.((A.3),(A.4)) hemos tenido en cuenta como actúan los operador Ia sobre
una p-forma y una (p-1)-forma. Adicionalmente, en la segunda igualdad de la ec.((A.4))
usamos el hecho que las componentes de α son antisimétricas y en la tercera igualdad
renombramos algunos ı́ndices, si tomamos la resta entre las ecs.((A.3),(A.4)) obtenemos
directamente
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36 A Reglas de (anti)conmutación

[Ib, Ia] = IbIa − IbIa = 0. (A.5)

Ahora para demostrar la ec.((2.45))vamos a aplicar el conmutador directamente sobre
la p-forma α

[Ia,Db]α = IaDbα−DbIaα, (A.6)

para esto, nos será de gran utilidad primero ver como actúa la derivada Db sobre nuestra
p-forma

Dbα =
1

p!
Dbαc1···cpe

c1 ∧ · · · ∧ ecp +
1

p!
αc1···cpDb(e

c1 ∧ · · · ∧ ecp),

=
1

p!
Dbαc1···cpe

c1 ∧ · · · ∧ ecp +
1

p!
αc1···cpIbT

j ∧ Ij(e
c1 ∧ · · · ∧ ecp),

=
1

p!
Dbαc1···cpe

c1 ∧ · · · ∧ ecp + IbT
j ∧ Ij

(
1

p!
αc1···cpe

c1 ∧ · · · ∧ ecp
)
,

=
1

p!
Dbαc1···cpe

c1 ∧ · · · ∧ ecp + IbT
j ∧ Ijα,

(A.7)

en este caso, para la primera igualdad debemos recordar que Db cumple con la regla de
Leibniz, para la segunda igualdad expresamos la derivada como Db = e µ

b ∇µ+ IbT
j ∧ Ij y

las derivadas covariantes de la base {eck}desaparecen gracias a la compatibilidad métri-
ca, en los dos últimos renglones solamente reescribimos la ecuación. Veamos ahora que
pasa si a la ec.(A.7) le aplicamos el operador Ia

IaDbα =
1

(p− 1)!
Dbαac2···cpe

c2 ∧ · · · ∧ ecp + Ia
(
IbT

j ∧ Ijα
)
,

=
1

(p− 1)!
Dbαac2···cpe

c2 ∧ · · · ∧ ecp + IaIbT
j
lm el ∧ em ∧ Ijα− IbT

j ∧ IaIjα,

=
1

(p− 1)!
Dbαac2···cpe

c2 ∧ · · · ∧ ecp − IbIaT
j
lm el ∧ em ∧ Ijα + IbT

j ∧ IjIaα,

=
1

(p− 1)!
Dbαac2···cpe

c2 ∧ · · · ∧ ecp − T j
ab ∧ Ijα + IbT

j ∧ Iajα,

(A.8)

con esto es fácil notar que

IaDbα =
1

(p− 1)!
Dbαac2···cpe

c2 ∧ · · · ecp + IbT
j ∧ Iajα, (A.9)

reemplazando estos dos resultados en la ec.(A.6) tenemos

[Ia,Db] = −T c
ab Ic. (A.10)
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La siguiente regla de conmutación que vamos a demostrar es la ec.(2.46),

[D,Db] = DDb −DbD,

= D(IbD +DIb)− (IbD +DIb)D,

= DIbD +D2Ib − IbD
2 −DIbD,

= D2Ib − IbD
2,

(A.11)

para este caso solamente usamos la definición 2.9 y operamos.
Por último vamos a demostrar la ec.(2.47)

[Da,Db] = [{Ia, D},Db],

= [(IaD +DIa),Db],

= [IaD,Db] + [DIa,Db],

= [Ia,Db]D + Ia[D,Db] + [D,Db]Ia +D[Ia,Db],

= −T c
ab IcD + Ia

(
D2Ib − IbD

2
)
+
(
D2Ib − IbD

2
)
Ia +D(−T c

ab Ic),

= IaD
2Ib − IaIbD

2 +D2IbIa − IbD
2Ia − T c

ab IcD −DT c
ab ∧ Ic − T c

abDIc,

= IabD
2 +D2Iab + IaD

2Ib − IbD
2Ia − (DT c

ab ∧ Ic + T c
abDc),

(A.12)

usamos la definición 2.9 en la primera ĺınea, entre la segunda y tercera igualdad sola-
mente usamos las propiedades de los conmutadores para después usar las ecs.((2.45),
(2.46)), en la sexta igualdad usamos las propiedades la propiedad Iab = IbIa y distribui-
mos la derivada D para que en la última igualdad volvamos a usar la ec.(2.42).
Con estas relaciones de conmutación y anticonmutación es sencillo demostrar que es-
tos operadores cumplen la siguiente identidad de Jacobi

{D, [Ib,Da]}+ [Da, {D, Ia}]− {Ib, [Da, D]} = 0. (A.13)
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Apéndice B

Variación de la acción

Vamos a tomar la variación de la siguiente 4-forma lagrangiana para obtener las ecua-
ciones de campo

L
(
ea, ωab

)
=

1

4κ
εabcdR

ab ∧ ec ∧ ed + LM

(
ea, ωab

)
. (B.1)

B.1. Variación respecto al vierbein

En este caso la lagrangiana depende de dos campos independientes, el vierbein y la
conexión de espı́n, en este apartado vamos a tomar solamente la variación de la ec.(B.1)
respecto a ea

δeL =
1

4κ
ϵabcdR

ab ∧ δec ∧ ed +
1

4κ
ϵabcdR

ab ∧ ec ∧ δed + δeLM,

=
1

2κ
ϵabcdR

ab ∧ ec ∧ δed − ∗Td ∧ δed,

=
1

κ

(
1

2
ϵabcdR

ab ∧ ec − κ ∗ Td

)
∧ [δe]dme

m,

= −1

κ
em ∧

(
1

2
ϵabcdR

ab ∧ ec − κ ∗ Td

)
[δe]dm.

(B.2)

Recordemos que la 2-forma curvatura podemos escribirla solo en términos de la cone-
xión de espı́n Rab = dωab + ωa

cω
cd y por lo tanto su variación respecto al veirbein sera

cero, además hemos tenido en cuenta la ec.(3.3) y que δed = [δe]dme
m. Como la variación

debe ser igual a cero para cualquier [δe]dm tenemos que

Em
d = em ∧

(
1

2
ϵabcdR

ab ∧ ec − κ ∗ Td

)
= 0, (B.3)

si aplicamos el dual de Hodge a esta ecuación obtenemos las componentes equivalentes
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∗Em
n = ∗

[
em ∧

(
1

2
ϵabcnR

ab ∧ ec − κ ∗ Tn

)]
,

= ∗
[(

1

4
emkϵabcnRab

ij − κ ∗ 1

3!
emkT l

n ϵlijc

)
ek ∧ ei ∧ ej ∧ ec

]
,

=
1

4!

[
1

4
emkRab

ijϵabcnϵ
mijc − κ

3!
emkT l

n ϵlijcϵ
kijc

]
,

=
1

4!

[
1

4
emkRab

ijδ
kijc
abcn −

κ

3!
emkT l

n δkijclijc

]
,

=
1

4!

[
−1

4
emkRab

ijδ
kij
abn −

κ

3!
emkT l

n

(
3!δkl

)]
,

=
1

4!

[
1

4

(
−Rmb

bn +Rmb
nb +Ram

an −Ram
na − δmn Rab

ab − δmn Rab
ba

)
− κT m

n

]
,

=
1

4!

[(
Rm

n −
1

2
Rδmn

)
− κT m

n

]
= 0,

(B.4)

multiplicando esta ecuación por la métrica ηmn obtenemos finalmente las primeras
ecuaciones de campo

Rmn −
1

2
Rηmn = κTmn (B.5)

B.2. Variación respecto a la conexión de espı́n

Tomando la variación se la ec.(B.1) respecto a ωab

δωL =
1

4κ
ϵabcdδR

ab ∧ ec ∧ ed + δωLM,

=
1

4κ
ϵabcdδ

(
dωab + ωa

rω
rb
)
∧ ec ∧ ed − 1

2
δωab ∧ ∗σab,

=
1

4κ
ϵabcd

(
dδωab + δωa

rω
rb + ωa

rδω
rb
)
∧ ec ∧ ed − 1

2
δωab ∧ ∗σab,

=
1

4κ
ϵabcdDδωab ∧ ec ∧ ed − 1

2
δωab ∧ ∗σab,

=
1

4κ

[
d
(
ϵabcdδω

ab ∧ ec ∧ ed
)
+ 2ϵabcdδω

ab ∧ T c ∧ ed
]
− 1

2
δωab ∧ ∗σab,

=
1

2κ
δωab ∧

(
ϵabcdT

c ∧ ed + κ ∗ σab

)
,

=
1

2κ
[δω]abme

m ∧
(
ϵabcdT

c ∧ ed + κ ∗ σab

)
,

(B.6)
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el término de la derivada exterior (o término de borde) no será relevante. Adicionalmete
hemos tenido en cuenta que δωab = [δω]abme

m. Como la variación debe ser igual a cero
para cualquier [δω]abm tenemos que

Em
ab = em ∧

(
ϵabcdT

c ∧ ed − κ ∗ σab

)
= 0, (B.7)

si aplicamos el dual de Hodge a esta ecuación obtenemos las componentes equivalentes

∗Em
ab = ∗

[
em ∧

(
ϵabcdT

c ∧ ed − κ ∗ σab

)]
,

= ∗
[(

1

2
emkϵabcdT

c
ij − 1

3!
κσ l

ab ϵlijd

)
ek ∧ ei ∧ ej ∧ ed

]
,

=
1

4!

[
1

2
emkT

cijϵabcdϵ
kijd − κ

3!
emkσ

l
ab ϵlijdϵ

kijd

]
,

=
1

4!

[
1

2
emkT

c
ij δ

kijd
abcd −

κ

3!
emkσ

l
ab δ

kijd
lijd

]
,

=
1

4!

[
1

2
emkT

c
ij δ

kij
abc −

κ

3!
emkσ

l
ab

(
3!δkl

)]
,

=
1

4!

[
1

2
emk

(
T k

ab − T c
ac δ

k
b − T c

bc δ
k
a + T k

ba + T c
ca δ

k
b − T c

cb δ
k
a

)
− κemkσ

k
ab

]
,

=
1

4!

[(
δcaT

d
bd − δcbT

d
ad + Tm

ab

)
− κσm

ab

]
,

= 0.

(B.8)

Esto significa que las ecuaciones de campo para la torsión seran

Tm
ab − δma T

d
db + δmb T

d
da = κσm

ab. (B.9)
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Apéndice C

Comparación de términos

Como bien sabemos, las ondas gravitacionales se definen como pequeñas perturbacio-
nes de variación rápida (o longitud de onda corta) sobre un espacio-tiempo de fondo
de variación lenta (o longitud de onda larga) [25]. Considerando que el vielbein es de
orden 1, ∣∣eaµ∣∣ ∼ 1, (C.1)

la Curvatura y torsión de fondo tendrán un tamaño caracterı́stico

|T a| ∼ ϵT
L

,
∣∣Rab

∣∣ ∼ 1

L2
, (C.2)

el término ϵT es un parámetro que nos indicara que tan relevante o despreciable es la
torsión. La escala de las perturbaciones |Ha| ∼ H y

∣∣V ab
∣∣ ∼ V deben ser pequeñas, es

decir, H ≪ 1 y V ≪ 1. Estas perturbaciones cambian con una longitud de onda muy
corta λ̄ 1

|Ha| ∼ H

λ̄
,

∣∣V ab
∣∣ ∼ V

λ̄
, (C.3)

la longitud de onda del fondo L es mucho más grande que la de las perturbaciones, esto
nos permite definir el parámetro eikonal de la siguiente manera

ϵ =
λ̄

L
≪ 1. (C.4)

Como la expansión de la torsión no depende de las derivadas de las perturbaciones
ec.(3.30) es de esperar que

∣∣T (1)
a

∣∣ ∼ ϵT
H

L
,

∣∣T (2)
a

∣∣ ∼ ϵT
H2

L
, (C.5)

1Por simplicidad escogemos que la longitud de onda de las dos perturbaciones sea del mismo orden,
cosa que en general no tiene porque ser cierta.
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equivalentemente que

V ∼ ϵT
H

L
, (C.6)

lo cual significa que la perturbación de la torsión es mucho más débil que la del vielbein.
Con esto en mente, podemos identificar los términos más relevantes de las ecs.((3.30),
(3.31))

∣∣DUab
(1)

∣∣ ∼ 1

L2

H

ϵ2
, (C.7)∣∣DV ab

(1)

∣∣ ∼ ϵT
L2

H

ϵ
, (C.8)∣∣DUab

(2) + Ua
(1)c ∧ U cb

(1)

∣∣ ∼ 1

L2

H2

ϵ2
, (C.9)∣∣Ua

(1)c ∧ V cb + V a
c ∧ U cb

(1)

∣∣ ∼ ϵT
L2

H2

ϵ
, (C.10)∣∣V a

c
cb
∣∣ ∼ H2

L2
. (C.11)

De las ecuaciones de campo de baja frecuencia es posible llegar a

V ≪ H ≪ ϵ ≪ 1, (C.12)

con esto es sencillo ver que los términos dominantes y subdominantes están contenidos
solo en

1

2
ϵabcdR

ab
(1) ∧ ec = 0. (C.13)



Apéndice D

Propiedades útiles en el modelo
cosmológico

1. Veamos primero que pasa si contraemos un objeto simétrico Sµν = Sνµ con la
torsión cosmológica

SµνTµνλ = − 1

c2
Sµν

[
ν+(t)(gµλgνρ − gµνgλρ) + 2

√
|g|ν−(t)ϵλµνρ

]
Uρ,

= − 1

c2
ν+(t)Sµν(gµλgνρ − gµνgλρ)U

ρ,

= − 1

c2
ν+(t)

(
Sλρ − Sµ

µgλρ
)
Uρ,

= −1

c
ν+(t)

(
Sλ0 − Sµ

µgλ0
)
.

(D.1)

Recordando que las componentes de la velocidad en el sistema comóvil son

Uρ =


1

0

0

0

 . (D.2)

2. Calculemos ahora la traza de Πµν
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Π = gµνΠ
µν =

1

2
gµν

[
3
(
P̄ µσP ν

σ + P µσP̄ ν
σ

)
−
(
P̄P µν + P̄ µνP

)
+

1

2
P̄Pgµν

]
,

=
1

2

[
3
(
P̄ µσPσµ + P µσP̄σµ

)
− (2̄PP ) +

1

2
P̄Pgµµ

]
,

=
1

2

[
3 · 2− 2 +

1

2
· 4
]
,

= 3.

(D.3)

Para este caso es importante recordar que las polarizaciones están normalizadas.

3. El gauge de Lorenz lo podemos escribir de la siguiente manera

kµHµν =
1

2
kνH,

kµ(φPµν) =
1

2
kν(φP ),

kµPµν =
1

2
kνP.

(D.4)
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Weitzenböck identities)), General Relativity and Gravitation 54, 1-33 (2022), eprint:
https://doi.org/10.1007/s10714-022-02914-7.

[23] J. Barrientos, F. Cordonier-Tello, F. Izaurieta, P. Medina, D. Narbona, E. Rodrı́guez
y O. Valdivia, ((Nonminimal couplings, gravitational waves, and torsion in Horn-
deski’s theory)), Phys. Rev. D 96, 084023 (2017), arXiv:1703.09686 [gr-qc].

[24] F. Izaurieta, E. Rodrıguez y O. Valdivia, ((Linear and second-order geometry per-
turbations on spacetimes with torsion)), The European Physical Journal C 79, 1-7
(2019), eprint: https://doi.org/10.1140/epjc/s10052-019-6852-y.

[25] M. Maggiore, Gravitational waves: Volume 1: Theory and experiments (OUP Ox-
ford, 2007), https://oxford.universitypressscholarship.com/view/10.1093/
acprof:oso/9780198570745.001.0001/acprof-9780198570745.

https://doi.org/10.1103/RevModPhys.36.1103
https://doi.org/10.1103/RevModPhys.36.1103
https://link.aps.org/doi/10.1103/RevModPhys.36.1103
https://link.aps.org/doi/10.1103/RevModPhys.36.1103
https://doi.org/10.1103/RevModPhys.48.393
https://link.aps.org/doi/10.1103/RevModPhys.48.393
https://doi.org/10.1088/0034-4885/65/5/201
https://doi.org/10.1088/0034-4885/65/5/201
https://doi.org/10.1088/0034-4885/65/5/201
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.96.084023
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.96.084023
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.96.084023
https://doi.org/10.1007/s10714-022-02914-7
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.96.084023
https://arxiv.org/abs/1703.09686
https://doi.org/10.1140/epjc/s10052-019-6852-y
https://oxford.universitypressscholarship.com/view/10.1093/acprof:oso/9780198570745.001.0001/acprof-9780198570745
https://oxford.universitypressscholarship.com/view/10.1093/acprof:oso/9780198570745.001.0001/acprof-9780198570745


BIBLIOGRAFÍA 49
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