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It's Okay to say “I don’t know!”.
There’s no shame in that! The only shame
is to pretend that we know everything.

Richard P. Feynman
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Resumen

Propagacion de la amplitud de ondas gravitacionales en pre-
sencia de torsion

Las ondas gravitacionales son un efecto fisico que se ha medido con gran precision en
laboratorios como LIGO, el objetivo de este trabajo fue estudiar la propagacion de di-
chas ondas en la teoria de Einstein-Cartan-Sciama-Kibble, la cual es una generalizacion
de la teoria de la relatividad general de Einstein. Para esto, primero introducimos todos
los objetos matemaéticos que usamos a lo largo de todo el trabajo. Después obtuvimos
las ecuaciones de campo para hacer perturbaciones y llegar a la ecuacion de propa-
gacion de la onda. Encontramos que la relacion de dispersion coincide con los datos
observacionales, pero existe una propagacion anomala de la amplitud y polarizacion.
Por ultimo usamos un modelo simple para estimar que tan relevante es esta desviacion
comparada con la predicha por Relatividad General.

Palabras clave

Ondas gravitacionales, curvatura, torsion, vierbein, conexion de espin.



VIII

Abstract

Gravitational wave amplitude propagation in the presence
of torsion

Gravitational waves are a physical effect that has been measured with high precision in
laboratories such as LIGO. The objective of this work was to study the propagation of
these waves in the Einstein-Cartan-Sciama-Kibble theory, this is a generalization of the
Einstein’s general theory of relativity. For this, we first introduce all the mathematical
objects that we use throughout the work. Then we obtained the field equations to make
perturbations and thus obtain the wave propagation equation.

Keywords

gravitational waves, curvature, torsion, vierbein, spin conection.
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Capitulo 1

Introduccion

La relatividad general (RG) es la mejor teoria sobre la gravedad que tenemos hasta el
momento porque sus resultados encajan muy bien con las observaciones hechas sobre
el universo [1, 2]. Uno de los fen6menos que se puede deducir de esta teoria son las
ondas gravitacionales [3], ademas es uno de los temas sobre el cual se desarrollara este
trabajo. Te6ricamente se propuso la existencia de dichas ondas de espacio-tiempo en
1916 y tuvieron que pasar 100 afios hasta que los experimentos LIGO (por sus siglas
en ingles Laser interferometer gravitational-wave observatory) y Virgo lograran hacer
la primera deteccion directa !, estas ondas se produjeron por la fusién de dos agujeros
negros de aproximadamente 36 y 24 masas solares, dejando como resultado un agujero
negro de 62 masas solares, eso significa que aproximadamente la energia de 3 soles fue
emitida en forma de ondas gravitacionales [4].

Sin embargo, existen fenémenos gravitacionales que RG no puede explicar satisfacto-
riamente, como por ejemplo, el problema de la curva de rotacién de las galaxias [5],
el efecto de lente gravitacional alrededor de ciimulos de galaxias [6], entre otros. Para
dar una explicacion a estas observaciones se plantea la existencia de una componente
desconocida denominada materia oscura ? [7]. Actualmente se proponen algunos can-
didatos a materia oscura, como por ejemplo, los neutrinos estériles [8], axiones [9].

Por lo mencionado anteriormente y otros inconvenientes que tiene RG creemos que
no es la teoria definitiva sobre la gravedad, esto nos lleva a pensar en teorias mas ge-
nerales, algunas de las propuestas que se tienen hoy en dia son; teorias tensor-escalar,
otras donde consideran que la constante de gravitacion G es variable a grandes escalas,
dimensiones extra, teorias con torsion, etc.

Gracias a las mediciones de ondas gravitacionales producidas por dos estrellas de neu-

'La medicion experimental de las ondas gravitacionales fue tan importante para la comunidad
cientifica que el premio nobel del 2017 fue otorgado a Rainer Weiss, Barry C. Barish y en Kip S. Thor-
ne. Por sus grandes aportaciones a al experimento LIGO.

2Se estima que aproximadamente el 85 % de la materia del universo es materia oscura y lo curioso es
que aun asi no sabemos de que esta hecha.
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trones [10] se encontr6 que las ondas gravitacionales viajan a la velocidad de la luz, este
hecho es de suma importancia porque permite descartar teorias en las que se obtenga
una velocidad de propagacion diferente. Con esto en mente, en este trabajo queremos
estudiar la teoria de Einstein-Cartan-Sciama-Kibble (ECSK)[11-13], la cual considera
que el espacio-tiempo puede curvarse por la presencia de materia (al igual que RG) y
adicionalmente “torcerse” por la presencia de particulas con espin. Mas concretamente,
queremos estudiar la propagacion de ondas gravitacionales en esta teoria, si dicha onda
llega a pasar por una region con torsion, algunas de sus propiedades deberian cambiar
sila comparamos con una onda gravitacional que pasa por una region sin torsion, dicho
de otra manera, deberia existir una discrepancia entre las amplitudes y polarizaciones
predichas por RG y ECSK. Ahora si suponemos que la fuente de torsion es la materia
oscura, estariamos identificando que dicha materia debe tener un comportamiento fer-
mionico. Afortunadamente existe un proyecto de la agencia espacial europea llamado
LISA (Laser Interferometer Spacial Antena) el cual consiste en enviar un interferémetro
laser al espacio, con el objetivo de medir amplitudes y polarizaciones de ondas gravita-
cionales con mucha mas precisiéon que la que tenemos actualmente. Si LISA logra medir
algin parametro que no coincida con RG podria afianzar nuestras suposiciones sobre
la materia oscuray la torsion, pero si por el contrario se obtiene que todo encaja con RG
podriamos inferir que la materia oscura deberia tener un comportamiento bosonico.
Esta tesis esta estructurada de la siguiente manera: En el capitulo 2 introducimos los
conceptos matematicos, operadores diferenciales esenciales para entender y desarro-
llar los siguientes capitulos. En el capitulo 3 obtenemos las ecuaciones de campo de la
teoria ECSK para hacer pequenas perturbaciones de los campos y asi llegar a la ecua-
cion de propagacion de la onda, después usamos el andlisis eikonal para obtener la re-
lacion de dispersion, ecuacion de la propagacion de la amplitud y polarizaciones de la
onda. En el capitulo 4 usamos el modelo cosmolégico para estimar la ecuacion para la
propagacion andmala de la amplitud. Por tltimo, en el capitulo 5 estan las conclusiones
que podemos inferir de los resultados obtenidos.



Capitulo 2

Requisitos matematicos

Algunos de los textos consultados para entender y desarrollar este capitulo fueron [14-19].
En RG trabajamos sobre una variedad M en cuatro dimensiones con signatura (—+-++),
lo mas usual es trabajar con la base coordenada {0, } del espacio tangente 7, M y {dz*}
la base del espacio cotangente 7,y M, con p = {0, 1,2,3}. Uno de los objetos mas impor-
tantes para nosotros sera la métrica g = g, (r)dz* ® dz” la cual esta escrita en la base
coordenada. Es importante resaltar que toda la informacion métrica queda contenida
en las componentes g,,. Adicional a la base coordenada, existe la base ortonormal €,
del espacio tangente y ¢ la base del espacio cotangente, con a = {0, 1,2, 3}, la métrica
escrita en esta base toma la forma g = n,,e%(z) ® €’(x), donde 7,, son las componentes
de la métrica de Minkowski.

Como la métrica debe ser la misma sin importar que base estemos usando

g =g, (x)da" @ dz" = nue(z) @ (), 2.1)

esto nos muestra facilmente que en la base ortonormal toda la infamaciéon métrica que-
da contenida en €, y debe relacionarse con la base coordenada dz* de la siguiente forma

e = e dxt,
K (2.2)

€, =¢€,'0,.

Definicién 2.1. El producto exterior N\ se puede expresar mediante el producto tensorial

WA AW = Z sgn(a)w”(l) Q- -® w”(T), (2.3)
UGST‘
donde sgn(c) = 1 si o es una permutacion par, sgn(c) = —1 si o es una permutacion

impar,

Definicién 2.2. La derivada exterior es una aplicacion que toma elementos del espacio
Q" (M) sobre la variedad M y los envia al espacio de Q"1 (M), es decir,

3
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d: (M) — QTH(M), (2.4)
al actuar sobre una r-forma o € " (M)
1 M1 Hr
o= ﬁa[m...ur]dx A ANdatr, (2.5)
se obtiene la (r+1)-forma
1
da = —0pay, .., dx” Nda" A - Adxh. (2.6)

!

Esta derivada cumple con la regla de Leibniz con una correccion de signo, ademas tiene
la ventaja que transforma como tensor y es nilpotente

d<&A§3 iCOiOéAﬁ‘i‘(—l) @Adﬁa 2.7)

Definicién 2.3. El operador « (dual de Hodge) es una aplicacion lineal tal que [20]

%1 QP(M) — QU=P(M),

al actuar sobre una p-forma « se obtiene

Vgl .
* = memmuda“ dil»ﬂzﬂ- VANKIRIWAN dflj'ud, (28)

donde g es el determinante de la métrica y e, ..., es el simbolo de Levi-civita, el cual es
antisimétrico en todos sus indices.

Definicion 2.4. La coderivada exterior es una aplicacion que toma elementos del espacio
Q" sobre una variedad M y los envia al espacio Q"

dh:Qr — Q1 (2.9)
se define en términos de la derivada exterior d y el dual de Hodge * de la siguiente manera
df = _(_1)p(p+1)fn— % (d* . (2.10)

Definicién 2.5. El operador I***" es una aplicacion tal que

19070 QP (M) — QP~9(M), (2.11)
que al actual sobre una p-forma se obtiene*.

[t = (—1)@PEON (e LA % A a), (2.12)

1Este operador fue definido por primera vez en [21] con la diferencia que lo llamaron X% %,



por ejemplo, para el caso mas relevante para nosotros, cuando ¢ = 1 tenemos

[fa = —(=1)MP7DT1 4 (e A xa), (2.13)

este operador es similar a la derivada exterior porque cumple la regla de Leibniz con
correccion de signo y también es nilpotente

I“(anB)=1% AL+ (—1)Pa NIp,

(2.14)
1°I, = 0.
Definicion 2.6. La derivada covanriante exterior D es una aplicacion tal que
D :QP(M) — QP (2.15)

se define en términos de la derivada exterior d y la conexion de espin de la siguiente ma-
nera

D =d+ w, (2.16)
es importante mencionar que D no es nilpotente, es decir, D* # 0.
Para relacionar la derivada covariante exterior D con la derivada covariante usual V,

queremos que al actual ambas derivadas sobre una cero-forma V' sean equivalentes, es
decir:

vV = DV,
N . ~ (2.17)
(0, VY + T,V da" © 8, = (9,V" +w*,V*)da" ® &,
esto nos lleva directamente al famoso postulado del vierbein
e, + wh,e’, — T e = 0. (2.18)
Definiciéon 2.7. La dos-forma Torsion T® € Q?,
T = De® = de® + w® A e, (2.19)

cuando queremos separar los grados de libertar torsionales de los métricos, introduci-
mos una conexion de espin sin torsion w* la cual cumple con la ecuacion

de® 4+ % N e’ =0, (2.20)
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ahora, como queremos identificar solamente los grados de libertar torsionales, debe-
mos tomar la diferencia entre la conexion de espin completa y la conexion sin torsion,
lo cual nos da como resultado la uno-forma contorsién x%

K = w® — (2.21)
Es directo ver que la relacion entre la torsion y la contorsion es
T = k% A e’ (2.22)

Definicién 2.8. La dos-forma Curvatura de Lorentz R® € (?

R™ = dw® 4w, A w?, (2.23)

usando la ec.(2.21) podemos escribir la curvatura como una parte sin torsion mas térmi-
nos que dependen de la contorsion 2

R™ = R 4 Dk + %k, (2.24)

donde D = d + w es la derivada covariante exterior construida con la conexion de espin
sin torsion. Es sencillo demostrar que las componentes de la torsién 7* y la Curvatura
de Lorentz R, son

a 1 a A A L v
T = 5oty [, =T, ] da¥ A da”, (2.25)
a 1 Aa po v
R = 26 € Ry dat A da”. (2.26)

Para el caso cuando la torsion es nula, la conexion afin se vuelve simétrica y las compo-

nentes de la curvatura de Lorentz son R, = %ebAe“UZ%"Ade“ A dz¥ donde }O%"AW corres-
ponde al tensor de Riemann de RG.
Definicién 2.9. Definimos una nueva derivada D, tal que

D, : QP (M) — QP(M), (2.27)

esta nueva derivada se define en términos de la derivada covariante exterior y el operador
I de la siguiente manera

D, = {I,,D} = I,D + DI,. (2.28)

2Siempre que usemos R estaremos hablando de la parte sin torsién de R.



El operador diferencial de la definicion (2.9) serd de gran importancia para para noso-
tros cuando estudiemos ondas gravitacionales es espacio-tiempos con torsion. A conti-
nuacion mostramos algunas propiedades importantes que cumple esta derivada [22].

= Cumple con la regla de Leibniz sin correccion de signo

Do(aNpB)=Dya N+ aAD,pS. (2.29)

= Serelaciona con la derivada convariante usual V,, = 9, +1',, de la siguiente manera

D, = eV, + LT A I, (2.30)
donde 7° y I, son los anteriormente mencionados en las definiciones (2.7) y (2.5).

= De la ec.(2.30) vemos facilmente que para un espacio-tiempo sin torsion las deri-
vadas coinciden.

Dy = e,'V, = V.. (2.31)
» Al invertir la ec.(2.9) se obtiene
D=e*"ND,—-T*N1,. (2.32)
Definicion 2.10. Generalizacion de la coderivada covariante

DY QP(M) — QP~H(M), (2.33)

se define en términos de la derivada covariante exterior D y el operador I, de la siguiente
manera
DY = —1,DI" (2.34)

Definicion 2.11. El operador de Rham

O g : QP — QP

(2.35)
O =d'd+dd,

donde d' y d son la coderivada y derivada exterior.
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Definicién 2.12. Generalizacién del operador de onda de Lichnerowicz—de Rham

.LdR P — QP<M), (2.36)
W,z = D'D+ DD*, (2.37)

donde D*y D vienen dadas por las definiciones (2.6, 2.10).

Definicién 2.13. El operador de Beltrami

Op:QF — QP

. (2.38)
Op=—V"V,.

donde V* es la derivada covariante usual sin torsiéon V = 0 + I" definida en términos de
los simbolos de Christoffel.

Definicion 2.14. Generalizacion del operador de onda Beltrami By

W QP(M) — (M), (2.39)
m; = -D,D°, (2.40)

donde D, es la derivada de la definicion (2.9).

Cuando estemos estudiando las ondas gravitacionales en presencia de torsion, los ope-
radores mas importantes seran /,, D y D,. Por lo tanto, es importante mencionar que
estos operadores diferenciales forman una superalgebra abierta que cumple con las si-
guientes reglas de conmutacion y anticonmutacion

{1, D} =Dy, (2.41)
{I., I} =0, (2.42)
{D,D} = 2D? (2.43)
[, Dy) = =T L, (2.44)
[D, Dy = DI, — I,D?, (2.45)
[D,,Dy] = 1,D* + DI, + 1,D*I, — I,D*I, — (DT, N1.+T¢,D,), (2.46)

(2.47)

donde D? dara términos proporcionales a la dor-forma curvatura de Lorentz ®. La com-
probacion de estas reglas de (anti)conmutacion se muestran en el apéndice A.

3Por ejemplo: D?e® = R, A e, D?*T* = R NT".



Los operadores de onda de las definiciones (2.12, 2.14) cumplen la identidad de Weitzenb6ck

Wz =W+ [,D%,, (2.48)
para obtener més informacion sobre el planteamiento y demostracion de la identidad
de Weitzenbo6ck se puede consultar las referencias [22, 23]. Lo que vamos a hacer a con-
tinuacion es mostrar un ejemplo de como funciona la identidad Weitzenbock en un es-

pacio tiempo sin torsion para la uno forma del potencial electromagnético A = A, dz*
4

OarA = OpA + I,D*I°A,
= OpA + I,D?A,

_ Pa b

1.
= OgA+ 1, <§R“bWAbd:c" A dx”> ,

= OpA + R, A'dz”,

Sen la segunda linea hemos aplicado el operador I* sobre la 1-forma A, en la tercera
igualdad usamos la identidad de Bianchi. Después usamos la ec.(2.26) para terminar
aplicando el operador 1, sobre la 2-forma que esta entre paréntesis. Recordemos que el
tensor de Ricci es R,, = R%,_.

Veamos ahora como quedan las ecuaciones de onda para el tensor electromagnético
F = $F,,dz" A dz” usando la identidad de Weitzenbdck en el caso de torsién nula

OawF = OgF + I,D*I°F,
— OpF + I,R% A F?,

1.
=opF +1, (§R“wa”V ) dx®™ A dat A da”,

2 v Yapuy

1[/1
= 0sF + = | | =R%. ", 600 ) dat A da” |,
[\2 " (2.50)

11/ ° °
= 0sF 4515 (RO‘MMFAV — R F = ROuaF ) dat A dx”] :
1 - Ly e A e @ v
+ 5 ~ (R )\,LLI/F + R /\zza R )\Vﬂ )dx“ /\ dl’ 5
= OpF + 5 (RAHFA — R F, — ﬁaAuyFaA>dx“ Ada”.

“Es curioso que nadie sabe a ciencia cierta quien fue el primero en obtener la identidad de
Weitzenbock, a pesar que lleva el nombre del matematico austriaco dicha identidad no aparece en sus
trabajos.

SEn la identidad de Weitzenbock el ntimero de términos de curvatura dependeran del grado de la
forma sobre la cual actie .
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Estos dos ejemplos son para mostrar que la identidad de Weitzenb6ck podriamos escri-
birla como

Odr = Op + (Términos de curvatura de Riemann), (2.51)

donde la forma y cantidad de términos de curvatura dependeran del objeto al que apli-
quemos esta ecuacion.



Capitulo 3

Ondas gravitacionales en presencia de
torsion

3.1. Teoria ECSK

La accion de esta teoria gravitacional va a depender de dos campos independientes, el
vielbein y la conexion

S [e“,w“b} :/ L (ea,w“b) , 3.1
M

ahora, para que la accion tenga sentido, la lagrangiana debe ser una 4-forma invariante
bajo transformaciones locales de Lorentz. Algo que debemos tener en cuenta es que
todos los términos que podamos escribir como derivadas totales no van a ser relevantes
en las ecuaciones de campo. Con esto en mente se puede llegar a que la lagrangiana
debe ser de la forma

L(e*,w™) = ieabcdR“b AeCAed + Ly (e, w“b) : (3.2)

donde £, es la lagrangiana de materia y x = 87G/c*. La variacion de la accion de mate-
ria respecto al vielbein define el tensor momento-energia

6 LW = — % T, §e?, (3.3)

y al hacer la variaciéon de la accién de materia respecto a la conexion podemos definir el
tensor de espin
(4) 1 ab
0 L\ = —§5w A %0 . (3.4)

Por lo tanto, al tomar la variaciéon de la accién completa podemos obtener las ecuacio-
nes de campo !

1Si desea ver los detalles de como obtener las ecuaciones de campo puede ver el apéndice B.1.

11



12 3 Ondas gravitacionales en presencia de torsion

1
Ry — 5%1;73 = KTy

a ari arpt a
Tbc_(;bTic—i_(;c ib — KO pe-

(3.5)

Si sumamos las tres siguientes ecuaciones

n n
Tabc - 77abT ne + naCT nb — BOgpes

1 n m n n 1 n
+§naC(T nb — T mT nb + T nb) = EI{T/&CU nb»

1 1
_§nab(Tnnc - nmannc + Tnnc) = _iﬁnabannw

obtenemos la solucion algebraica para la torsion, esto significa que la torsidon no se pro-
paga

1 1
Tabc =K (Uabc + §nac0nnb - énabgnnc : (36)
Como no hemos puesto ninguna restriccion sobre el tensor de momento-energia o el
Ricci, estos tendran una parte simétrica y una parte antisimétrica ij = %(Rab + Roa)s
7;% = %(7;1) + Tr.)- La novedad en este caso, es que la parte antisimétrica del tensor de
Ricci estara directamente relacionada con la torsion 2, dando asi las siguientes ecuacio-

nes 3

Ray = =5l R = Tap. (3.7
1
Ry = =5 laaDT" = KT, (3.8)
Tabc - nbaTnnc + ncaTnnb = ROgbc, (39)

con este conjunto de ecs.((3.6), (3.7), (3.8), (3.9)) podemos observar por ejemplo, que
en el vacio el tensor de espin sera nulo llevando a que la torsion y la parte antisimétrica
del Ricci desaparezcan, recuperando el mismo comportamiento que RG usual. Gracias
a la similitud entre RG y ECSK, esta teoria nos permite estudiar ondas gravitacionales
en presencia de torsion sin irnos a escenarios mas complejos.

2Usando la identidad de Bianchi R%, A ¢® = DT¢, es posible obtener la parte antisimétrica del Ricci.
3Como tenemos tantas letras parecidas, no esta de mas aclarar que la 7, hace referencia al momento-
energia mientras que 7,;. hace referencia a la torsion.
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3.2. Perturbaciones de los campos

La forma tradicional de iniciar a estudiar ondas gravitacionales en RG es considerar que
la métrica g, es la suma de una métrica de fondo g, y una pequena perturbacion 4,

I = Guv + Py, (3.10)

con esto calcular el tensor de Einstein para estudiar su comportamiento bajo esta per-
turbacion.

Siguiendo esta idea, vamos a considerar perturbaciones sobre los campos, que en este
casos serdan el vielbein y la conexion de espin

1
e =e"+ -H",
2 (3.11)
wab — wab + uab'

Las perturbaciones del vielbein son una 1-forma H* = H% e’ con componentes simétri-
cas H,, = Hy, *. Recordemos ahora que las métricas g,,, y g, estan relacionadas con los
vielbeins e” y * respectivamente,

G = nabéauéby , G = nabeaueby (3.12)

usando la ec.(3.10) podemos ver como se relaciona la perturbacion de la métrica h,,
con la perturbacion del vielbein H*

huu = guu — Guv;
b

—~a =b a
= Nab€ ”6 v = Nab€ ,ue v

a 1 a ¢ b 1 b _d a b
= Tlab (6 L -+ §H € N) (6 v + §H d€ ,/) — Tab€ ,ue ) (313)
1 1 1
=3 bcecueby + §e“MHadedV + ZHbceCMHbdedl,,
1 A
= Llyw + _H)\,LLH v

4

donde H,, = Hge,e’,. La relacién inversa puede obtenerse haciendo una expansién
en series

a a 1 a
H :h —thhp“‘i‘"',

0 j

“La parte antisimétrica de la perturbacién del vielbein no es relevante porque es una transformacion
local de Lorentz infinitesimal de e®.
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con estas relaciones nos aseguramos que H,, y h,, parametrizan los mismos grados de
libertar métricos.

Siguiendo el procedimiento de la referencia [24], la perturbacién de la conexién v la
podemos escribir como una perturbacion sin torsién 4% = w® — (% mds una parte que
contenga toda parte torsional ¢*° = 5% — k%, esto es posible si consideramos

uab — (Dab . wab’

— (Rab _|_i)ab) . (Kab +c¢&ab)’
— (f)ab . (j}ab + Rab o Hab’

— ,&ab T qab.

(3.14)

Naturalmente w® debe ser una conexion sin torsion para la geometria perturbada

T =0 =de" +w A e,

1 1
= d(Ga‘f— §Ha) —f— (ﬁ“b—l—d}“b) A\ <€b+ §Hb>,

1 1 1
= de" + GH" i A iy A GH + 0% A SH,
1 1
= S (dH" +% A H) + a% A (eb + §Hb) + de® + &% A e,

1. . 1
= §DH“ +a% A (e’ + §H” ,
en estos simples pasos hemos tenido en cuenta como se expresa la perturbacion del
vielbein y la conexion de espin sin torsion, después organizamos un poco y usamos
la definicion de la derivada covariante exterior sin torsion, para llegar finalmente a la
ecuacion de u%,

1. 1
g DH +% A (eb + §Hb) =0. (3.15)

Por la forma en como esta construido u,, no puede tener grados de libertad indepen-
dientes, dicho de otro modo, puede depender de H* y sus derivadas, con esto en mente
podemos plantear una soluciéon para la ec.(3.15) en forma de serie

o o) e(2)
uab_uab +uab +e ’

o (1 . . (2 P
donde ;) hace referencia a que es de orden lineal en H?, > es de orden cuadratico
en Hy asi sucesivamente. Veamos entonces como es la solucion de ec.(3.15) a primer

o o (1
orden u,, = Uéb)’
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1 1
0=-DH" + 0" A (eb+§Hb),

9
1.
2DH“ + VA e (3.16)

1 1
(42) He 5mm 4 2aag£;5gcm) e Neb,

lo cual significa que las componentes deben ser iguales a cero

1.
5DHa, — 5DbH +al) —al) =o, (3.17)

si hacemos un par de permutaciones ciclicas y sumando de la siguiente manera

ademas, recordando que a4 — o y H,, = Hp,, llegamos a

abc bac —

ity — ity = DyHoe — Do

1/ °
&&)c = 5 (DbHac - DaHbc>7

para finalmente obtener

1/ . 1/, = .
iy = 3 (DoHae = Datye )" = -5 (tDH, — [,DH,). (3.18)
Siguiendo este mismo procedimiento, podemos obtener la solucion a segundo orden

Ugp = uflb) + uflb), considerando solo términos hasta O(H?)

1. 1
0= DH, + (&ﬁj} + &fj}) A (eb + §H”),

1. 1
2DH —|—u(1)/\e —|—2u()/\Hb+u()

1 .
= iy AH i) N e,

111 - (1 nm 1 nm| ¢
= §|:2 aankm(Scb 5 anm(s 1 /\eb7

(3.19)
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esto significa que las componentes deben ser iguales a cero

1

1
5%2ch17 2 gk)ka + Etzb)c - U% = 0. (3.20)

Haciendo permutaciones ciclicas y sumando lo siguientes términos

@ a0 Loy Lo g

U’abc - uacb - 2 aka - 5 ak‘cH b
1 1

o (2 o (2 k k

o il = Lagt L,

i@ 4 q® Lo g Lo
cab+ucba - 2 ck:aH 2uckaa7

obtenemos que

1
((1?)2:_&1(73)(:_2[ akak (gc)chb—i_u Hk _P&I()QIHI{C ckaHb+u )Hki|’
1
i), = Z[ N LRION LR IO LR O ; LR IO LA ON L } (3.21)

1. 1
ily) = <lo(DH N HY) + 2|1 () A HY) = 1 (i) 7 B .

Hasta aqui podemos decir que hemos solucionado la ec.(3.15) en términos de la deriva-
da covariante sin torsion, pero todas las cantidades que nos interesan usan la derivada
covariante exterior con torsion.

Para solucionar este problema se plantea la siguiente parametrizacion de las perturba-
ciones

U™ = 4% — A%, (3.22)
Vb — g% — A%, (3.23)

Donde A% es una 1-forma antisimétrica que debemos determinar. En términos de las
nuevas variables la perturbacion de espin la podemos escribir como

uab — &ab + qab — Uab + Vab’

y la condicion para w® tomara la siguiente forma
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T =0 = de* + & N e,
a 1 a °a °a b 1 b
:de+§H + (u% + @Y%) A e+§H :

1 1
= d(ea+ éHa) + (Uab +Aab+wab — /{ab) A\ <€b+ éHb>,

1 1 1 (3.24)
E(dH“ +w' AHY) +U% A (eb - 5H") + A% A (eb - 5Hb>,

1
+ de® + w A e’ — k% A —§n“be,

1 1 1 1
= 5 DH" + U, A (eb + 5H5> + A% A (eb + 5H’)> - Erﬂbe.

Exigiendo que A satisfaga la condicion

1 1 1 1
Ay A (eb + §Hb> = 5t H® = 5o {Hb AT, — §H” AL, (H® A Tc)] +O(H?), (3.25)

podemos resolver la ec.(3.25) en forma de serie en ordenes de H*

A =AY + AL L O(H?),

la solucién para primer y segundo orden seran

1

Ay = GUalie) = (Fac A HO)l, (3.26)

A = Lp e ant) - 1[1 (Al A ) = 1,(A A 1) (3.27)
ab 8 a cd 92 a be b ac . .

Con esta eleccion de A, podemos escribir las ecs.((3.18),(3.21)) en términos de U,;, de
la siguiente forma

1
Ul = —5UaDHy — 1,DH,), (3.28)

1 1
U = Sluw(DH A H) = 5 (U A HE) = (U0 A1), (3.29)
estas ecuaciones son las mas adecuadas ya que se encuentran en términos de la deriva-
da exterior, no como antes que solo aparecia la derivada sin torsion.

Con esto la torsion y curvatura perturbada son
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T — T = dé" + &% N &,

1 1
= d(ea + —H“) + (w? +u") A (eb + —Hb),

2 2
a 1 a a b 1 a b
=T +§DH +u ANe +§ubAH, (3.30)
1 1 1
=T"+5DH + Uy N’ + VG A"+ JU% NH + SV A,
1 1 1
=T+Vi A <6b+§Hb) — 5l {Hb/\Tb—iHb/\Ib(Hc/\Tc) :

R™ — R™ = dw™ + &%, A @0®,
= d(w™ 4+ u®) + (", + u®) A (W +u?),
=R®+ DU + DV + (U% + VL) A (UL + VD),
= R® + DUR, + DV® + DU + (Uf). + V%) A (U +VP) + O(H?),
= R™ + Ry}, + R + O(H?),
(3.31)

donde R{)) = DU{!, + DV es un término linealen HyV, Ry = DU, + (U(“l)C + Ve ) A
<U (01”) + VC”> es un término cuadratico en A y V. Para nosotros serd relevante solamente

el término R‘(lf) porque dan derivadas de segundo oren de H, permitiéndonos estudiar
la propagacion de ondas gravitacionales.

Con las ecs.((3.30), (3.31)) podemos reescribir las ecuaciones de campo para la curvatu-
ra hasta segundo orden

1 1 _
Em =™ A (Eeabm(mb + R+ RE) A (ec + 5HC) — K * 7;) =0,

(3.32)
EM =e"A (gn+g7(11>+gg—/<;*7_;) =0,
con
o 1 ab c
gn o 2€acbnR Ne ’
1 1
g7(11) - éeabcnR?{)) A ef + ZeabcnRab A Hc’ (333)
1 . o1 a c
G2 = §€abcnR(2b) ne ZG“bC"R(lb) AHT,

y para la torsion hasta segundo orden
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1
Ep =€ N ((Tc +10) + T(c2)) A (ed + —Hd> —R* Uab) =0,

2 (3.34)
EMy=€"N (Td + 7651) + 7'(52) — K * 6ab> =0,
con
T4 = €aped T N €%,
(1) _ 1 c a c d
Tq = €abed (§T ANH + T(l) Ne ), (335)

(2) _ 1 d
Tqg = €abed (éT(cl) N H? + T(CQ) Ne )
Para que la onda gravitacional este bien definida, debe existir una separacion evidente
de escalas entre el fondo y la perturbacion, esto se hace considerando que la escala de
variacion tipica del fondo sea L, mientras que la escala de variacion de la perturbacion
es \ tal que

A

A= — < Lp, (3.36)
2

Lo cual es equivalente a decir que la frecuencia de oscilacion de la perturbacion debe ser
mucho mayor que la frecuencia del fondo. Considerando que la métricay el vielbein son
O(1), H* ~ O(H) y V*® ~ O(V). Los términos construidos con el vielbein y la conexion
de fondo son de baja frecuencia, es decir, que escalaran de la siguiente forma

1
|R™| ~ T3 (3.37)
79| ~ %T (3.38)

donde el parametro ¢ nos indicara la intensidad de la intensidad de la torsi6on en la
teorfa. R}y T'}) contienen modos de alta frecuencia, Ry T pueden contener mo-
dos de alta y baja frecuencia. Por lo tanto, podemos seguir el método tradicional que es
separar las ecuaciones de campo en dos grupos, el primero que contenga solo términos
de frecuencias bajas y el otro que contenga solo términos de frecuencias altas [25]

Ecuaciones con términos de frecuencias bajas

1
Rb+Re7| = K(H = 5N T ) ) (3.39)
baja 2 baja
Ray+Ra?| =rTy| (3.40)
baja baja
1 1
Tabc + Tafg =K (O'abc + _nacgnnb — —nabO'nnC) (341)
baja 2 2 baja
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Ecuaciones con términos de frecuencias altas

1
RAVARID| =k (7;; — SNaT ) : (3.42)
alta 2 alta
R+ R =6Ty| (3.43)
alta alta
1 1
10+ 78] = (ot g gractsc) 344
alta 2 2 alta

A partir delas ecuaciones de campo de baja frecuencia ecs.((3.39),(3.40),(3.41)) podriamos
obtener los tensores momento-energia y de espin efectivos de las ondas gravitacionales,
mientras que las ecuaciones de altas frecuencias ecs.((3.42),(3.43),(3.44)) nos indicaran
como se propaga la onda gravitacional.

3.3. Propagacion de la onda

En este trabajo estamos interesados en la propagacion de ondas gravitacionales en la
teoria ECSK, por lo tanto solo nos centraremos en estudiar las ecuaciones de alta fre-
cuencia ecs.((3.42),(3.43),(3.44)). Después de ver cuales son los términos dominantes y
subdominantes de la curvatura (Ver apéndice para mas detalles C) [26] llegamos a que
debemos solucionar la ec.(C.13) la cual podemos reescribir como

1 ab c 1 m
§€abcnR(1) Nel = <Wmn — §nmnW> xe™ =0, (3.45)
con
W™, = L, RE =0,
— L.D(UE + V™),
= (I,D, — 1,D,,) (UG} + V™),
1
= 5[—IHDQD“EV” +1,D,D"H* +D,1, (D“Hm — DmHC‘)] + (InDa — ana) yam,

1
=-3 (1,D,D*H,, — I,,[Ds, Dyy) H*) + (1,D, — D, 1,) V™,
(3.46)
en este procedimiento hemos empleado algunas reglas de (anti)conmutacion ecs((2.42)-

(2.47)), el gauge de Lorenz D, H® — %dl—] = 0. Es importante notar que el termino de H,,
corresponde al operador de onda de Lichnerowicz—de Rham ec.(2.48).
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3.3.1. Analisis Eikonal

Como tenemos que X < L, donde L es la escala de variacion tipica del fondo y X la
escala de variacion tipica de la perturbacion. Podemos utilizar la aproximacion Eikonal,
la cual consiste en proponer un ansatz para las perturbaciones que tenga una fase ¢
rapidamente variable (con escala de variacion tipica A), mientras que la amplitud varia
lentamente (con escala de variacion tipica L) °. Definimos la 1-forma de onda k := df =
kqe®

Ha — ezQHa’

. (3.47)
Ve =e've,

reemplazando el anzats propuesto ec.(3.47) en la ec.(3.46) tenemos

W = —% {1,D,D* (¢"H,,) — I,, [P, D) (e“H*) } + (I,D, — Dp1,) (eV%,),  (3.48)

el primer término lo podemos escribir como

1,D,D*(e"H,,) = 1, D, e (ik"H,,, + DH,,)],
= I, {" [-K*H,, + ik"D,H,, + iD"k,H,, + ik,D°H,, + D,D"H,,] },
= " [~ k*H, + i(2k°1,DH,, + Dk H,y) + 1, D, DH,y, ]
= [k’ Honn + i (2K ToanH',, + 2k*DaHinp + Dok Hinp) + 1 Do D Hy ],
(3.49)

haciendo un desarrollo similar podemos escribir el segundo y tercer término de la si-
guiente manera

1,[Da, Dy (eH®) = € (1n[Da, Do) H* — i T k“H’,,),

, . (3.50)
(I.Dy — Dyla) (6°V7,,) = € {ik® (Vamn + 1anVyne’) + LDV, — DLV},

Usando esto en la ec.(3.48) tenemos

a1
Wmn(Ha V) - 610{§k2Hmn + Wmn}

. 1 1
- iez@{ (épakaHmn + k® |:DaHmn + Tbaann + §Tabmen - (Vamn + naancc):| ) }
(3.51)

SPor simplicidad escogemos que la fase 6 sea igual para las dos perturbaciones, pero en general pue-
den ser distintas.



22 3 Ondas gravitacionales en presencia de torsion

En la serie Eikonal, las amplitudes de las perturbaciones H* y V*" las podemos descom-
poner en una parte dominante Hf,, y V(! mas términos de orden superior en e

11
ko~ —= 3.52
o (3.52)
11
H* =) HY,, (3.54)
0
ver =y e (3.55)
0
(3.56)

donde H{, y V! son de orden €”. Esto nos permite identificar que W, tiene términos
de distintos ordenes en ¢, para nosotros solamente seran relevantes los términos domi-
nantes W,,,_2) que son de orden 1/¢* y los términos subdominantes W,,,(_1) que son de
orden 1/¢, todo lo demas son desviaciones a la 6ptica geométrica.

Winn - 61'9 (Wmn(—2) + Wmn(—l))a (3.57)
Dom+Subdom
con
| —
Wmn(*?)(H’ V) = Ek Hmrw
1 2m(1 (1 aty(0 a 0 b 1 b 0
Wonn(-0)(H, V) = ok HY — (EDakz HO, + k% | DHY), + ThanHYy),,, + 5 Tubm Mgy, — (v

(3.58)

Recordando que W,,,, = 0, a orden dominante obtenemos que la relacion de dispersion
es la misma de RG

kok® = k k" = k* = 0. (3.59)

Tomando la derivada de la ec.(3.59), teniendo en cuenta que k, = D,0 y usando las
ec.((2.30),(2.47)) obtenemos

Dy(kok®) = 2k*DyD,0,
= 2k*(D,Dy + T¢,, ko),
= 2k"D K,
= 07

(3.60)

. nanvsfzzc)]) |
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. ol e A - s .
si escribimos k* = %% donde 7 es el parametro de la geodésica nula, este resultado lo

podemos escribir como

: 1
MV%*:—(

=0, (3.61)

PX ., dXFdX”
X2 :

—_|_ v
dn? Modn  dn

lo cual significa que las ondas gravitacionales se propagan en geodésicas nulas sin im-
portar la torsion que tenga el espacio-tiempo. Estos dos resultados nos dice que en
eventos multimensajeros las ondas gravitacionales y la luz se propagan a la misma ve-
locidad, ademas de propagarse sobre las mismas trayectorias.

Ahora a nivel sibdominante tenemos

1 1
épakaHmn + ka Da%mn + Tbangm + 5 abm/an - (Vamn + nanvmcc) - 07 (362)

donde H,,,,, = HY), y Vamn = Vé%n, ademas, esta ecuacion se puede descomponer en una
parte simétrica y antisimétrica. La parte simétrica es

1

=D,k
92 a Hmn
a 1 1 b 1 b
+ k DaHmn + 5 Tban + §Tabn H m + Tbam + ETabm H n (363)
1
- ka§ (Vamn + Vanm + nanvmcc + namVncc> - 07

y la parte antisimétrica

1 1 1
§ka |:(Tban - _Tabn> Hbm - (Tbam - §Tabm> an - (Vamn - Vanm + nanvmcc - namVncc):| =0.

2
(3.64)
Tomando la traza de esta ecuacion es sencillo llegar a
c 1 c b Pq

Vnc = Z ( ch n qunH ) ) (365)

usando este resultado y haciendo un par de permutaciones ciclicas se obtiene °

1

Vamn = 5 (Xa[mn] - Xm[an} + Xn[ma])y (3.66)

con

6Es basicamente hacer el mismo procedimiento que hicimos para obtener la ec.(3.18).
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1 1
Xa[mn] - (Tban - §Tabn> Hbm - (Tbam - éTabm) an
1

+ 1 [ﬁam (chb H — qunerq) — Nan (chb H qumq_[pq)} _

Reemplazando las ecs.((3.65), (3.66)) junto con la ecuacion del gauge de Lorenz en la
ecuacion simétrica ec.(3.63) obtenemos la ecuacion clave para estudiar la propagacion
de la amplitud y polarizaciones de la onda.

(3.67)

1 1
EDak“Hmn + k€ (DCHmn + éM;Qm) =0, (3.68)

con

2

1
Mjmn = (2Tbcn + - 9

1
[chn + Tnbc]) Hbm + (2Tbcm + = [chm + Tmbc]) an+

(3.69)

1 1
+ 577mnquc7'[pq - 4_1 [nmnTssc - (Tmnc + Tnmc)] H.

3.4. Propagacion anomala de la amplitud y polarizacion
de ondas gravitacionales

La amplitud de la onda es un escalar real p, mientras que las componentes de la polari-
zacion P, en general son complejas. Ambas cantidades quedan definidas por

con la condicién de normalizacién P,,,P™ = 17, lo cual implica que H,,,H™ = .
Ademas definimos la 1-forma densidad de corriente J = ©?k,e?, lo importante de este
objeto es que en el limite eikonal en RG se conserva

d'J = =D, J* = =V, J" =0, (3.71)

pero como estamos trabajando con una teoria torsional esto ya no es cierto, se puede
ver facilmente si tomamos la derivada de las componentes de la densidad de corriente,
recordando que w® = &% + k%,

D,J* =1,DJ°,
= 1,DJ" + Lk J°, (3.72)
=D, + k., J°,

"El complejo conjugado de alguna cantidad lo denotaremos con una barrita encima.
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teniendo en cuenta que k%, = 7, y contrayendo los indices a con b obtenemos

D,J* = D J* —T%, J°. (3.73)

Para ver explicitamente a que es igual la derivada de la densidad de corriente , primero
derivamos el cuadrado de la amplitud y usamos la ec.(3.68)

k“Dop? = k"D Hypn H™ + H ™ kDo Honn,

_‘%@%WQWA%M%%J%W—%QWWDﬁWMW+WM%J, (3.74)
= D = (VLG M ),

esto nos permite escribir

1., _
D,J* = —ék“(Mjmn’Hm” + HM). (3.75)
Usando la ec.(3.69) y definiendo a I1** como
1 _ _ _ _ 1=
e .= 513 (P*P,> + P*P) — (PP" + P"P) + S PP (3.76)
obtenemos
D, J* =T . J", (3.77)

para finalmente escribir la no conservacion de del ntimero de rayos de Is siguiente ma-
nera

f)a(]a — (Hab . 77aLb) Tabc

Je. (3.78)

3.4.1. Propagaciéon anomala de la amplitud

En esta parte vamos a comparar la amplitud de la onda ¢ de la teoria ECSK con la am-
plitud de la onda ¢ predicha por RG , para esto tengamos en cuenta que la corriente
en la teoria con torsién es J* = ¢k* y la corriente en un espacio tiempo sin torsion es
J* = $k*. La comparacién la podemos hacer con

I=n? (3.79)
2

equivalentemente

(3.80)
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Si tomamos la derivada sin torsion de esta ecuacion y recordamos que la corriente en
RG se conserva V,.J* = 0 obtenemos

dar 1 dX*
= — (II* = g") T,ppr——, 3.81
por ultimo, hacemos la integral sobre la geodésica nula

| A dx*
I(n) —1L(no) = —/ iy (I — ¢") Tyun——, (3.82)
2 I dn
lo cual nos permite escribir la ec.(3.80) como 2
2 ! ~ n uv dX)\ 02
p'(n) =exp | [ di(I" —g )de—ﬁ @™ (n). (3.83)
70

Esta ecuacion nos muestra claramente que la propagacion anémala de la amplitud de-
pendera de las componentes de la torsion y la métrica, ademads, si tomamos el caso de
torsion nula, recuperamos el resultado de RG estandar.

3.4.2. Propagacion anémala de la polarizacion

Para obtener la ecuacion de la propagacion an6mala de la polarizacion debemos tener
en cuenta que H,,, = ¢ P, esto es para escribir la ec.(3.68) como

1 1 1
0=k*D,P,,, + — <kaDag0 + —@Dak“) Pp + —k*M}
P 2 2¢
1/1 1 n
= kaDaPmn + — Q_Daja Pmn + Q_kaMamn7
901 ¥ ; ¥y (3.84)
= k"Da Py + 5510 Tope P + 5=k M}
22 2p

amn’

cmn

1 1
= k°D.P,,, + —k° <H“bTabchn + —M* ) .
2 77
Notemos que

Dcpmn = ,Docpmn + 'Linbcpgl + Hmbcpga (385)
recordando que las componentes de la contorsion las podemos escribir como

1
kabc = E(Tbac - Tabc + Tcab)7 (386)

8Es natural pensar que la emisi6n de ondas gravitacionales en ECSK y RG se da de forma similar, es
decir, I(no) ~ 0.
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tras reemplazar esto en la ec.(3.84) y la definiciéon de M obtenemos finalmente la
ecuacion de la propagacion anémala de la polarizacion

: 1 i 1 i
kAvAP;w = _51{;)\ |:Hp Tpa)\P;w + (TUAV - 5 [T)\UV + TVO')\]) P'U, +

+ <T0Au - % [T/\Uu + TWA]) Pf + %gMVTPU/\PpU - % [QWT;/\ - (Tuw\ + Tvu/\)] P|.

(3.87)

Para el caso de RG las polarizaciones se trasladan paralelamente sobre una geodésica

nula k*V AP, = 0 [25]. Adicionalmente veamos que, si la torsion del espacio-tiempo es

nula recuperamos satisfactoriamente el resultado estandar.

En principio, la ec.(3.87) es muy complicada de integrar, asi que vamos a tomar su traza

para extraer informacion un poco mas facil

dxA

d 1, _
d—n]P]Q T g 7 |P* = o (PP + PP+ g7 |P]*) | = 0. (3.88)
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Capitulo 4

Modelo de propagacion de GW sobre un
fondo cosmologico

Considerando el principio cosmolégico y los datos que nos siguieren una seccion espa-
cial plana [27] obtenemos que la métrica y la torsién deben ser de la forma [28]

ds* = —c*dt® + a*(t) [da” + dy® + d2°], 4.1)
1 _
Ty = T2 [V+ ()(9urgvp — Guw9np) + 2 lglv (t)e)\lwr?} u’, (4.2)

donde a?(t) es el factor de escala, v (t), v~ (t) son funciones arbitrarias y U” es la veloci-
dad cosmolodgica en el marco comovil. Teniendo en cuenta el apéndice D las ecs.((3.81),
(3.88)) toman la forma

= e @3

dx?
dn’
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|P|2 T — L (4 Prop 4 g )
pa)\ d77 g )
1 dx? 1dXx*
= C ( >|i‘P‘2_77 H/\O - §_d (PP)\O —+ P,\Op) + gAO|P|217 (44)

- y+(t)d—nyp|2(§\m2 - 1).

Notemos que la propagacién de Iy |P|” solo se ven afectadas por el pardmetro v*. Al
integrar la ec.(4.3) obtenemos

t
I(t) — I, = 411/ dtv ™ (1)|P)?, (4.5)
te

también podemos reemplazar la (4.3) en ec.(4.4) e integrar para llegar a que |P|” e I
estan relacionados de la siguiente manera

1
1Pl =1- (1——113;) AL, (4.6)
Aqui |P.| e I, hacen referencia al momento de emision que deberian ser valores muy

pequenos porque asumimos que la emision de la onda en ECSK y RG es muy similar.
Con todo esto, es sencillo integrar las ecs.((4.4), (4.3) )

1
Q200 -Te) — 1 4 5 |Pe|2 (e@+ B 1) ,

1 2 1 - % ‘P ‘2 4.7
Z -1 ° 7
317! 1+ 3P (9" — 1)
con
f ~, ~
Of = / vt (t)dt. (4.8)
to

Adicionalmente, considerando que |P|* > 0y usando la ec.(4.6) obtenemos que I > 0.
Por otro lado, si consideramos el limite cuando I es muy grande obtenemos que |P|* < 2.
En resumen tenemos

0<|P|<|P|* <2 (4.9)

Esto a su vez nos dice que para obtener alguna desviacion de RG debe cumplirse que
et > 0.
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4.1. Aproximacion para z pequeio

A continuacion vamos a escribir la ec.(4.8) en funcién del redshift z(¢), el cual viene
dado en términos del factor de escala a?(t) de la siguiente forma

d (4.10)
it = ——=
(z+1)H

donde H = a/a es el parametro de hubble, z = 0 corresponde al ahora y z(¢.) nos dice
que la emision ocurri6 en el tiempo t.. Esto nos permite escribir la ec.(4.8) como

e O (%) ~
O (2) ——/Z mdz, (4.11)

Ahora vamos a considerar el caso donde z es pequeno, permitiéndonos hacer la expan-
sién de H y considerar que v*(2) ~ (v*)

1 1
— = _—N=2z1 e 4.12
donde ¢, es el parametro de desaceleracion.

OF(2) ~ <u+>/ 1—(1—1—%)27

" H, 1+ 2
(v")
H,

(4.13)

[(1+q0)z — (24 qo) In (1 + 2)].

Teniendo en cuanta los valores de los siguientes pardmetros ¢y ~ —0,6 [29], (vT) ~
0,5H, [30] y por ejemplo para z = 0,1 !, podemos hacer una estimacion rapida de la
comparacion entre la amplitud de ECSKy RG
1
o a1+ PO (2 =0,1), (4.14)
%) 4
En un escenario de torsion débil podemos considerar que £|P| ~ ¢, con e < 1072, Al
reemplazar las mejores estimaciones posibles obtenemos
Zr1+5-1072, (4.15)
¥
Este resultado nos indica claramente que si existe una propagacion anomala de la am-
plitud, el efecto es extremadamente pequeno.

'Escogemos el valor de z = 0,1 porque se espera que LISA pueda detectar eventos multimensajero
hasta ese redshift.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este ultimo capitulo presentamos las conclusiones, resumimos los resultados més
importantes y planteamos alguna forma de seguir con esta linea de trabajo.
Recordemos nuestro objetivo es identificar si existe una propagacion anomala de la am-
plitud y polarizaciones de una onda gravitacional en un espacio-tiempo de fondo con
torsion. Para abordar este objetivo decidimos usar teoria ECSK definida por el lagran-
giano ec.(3.2), la cual tiene una torsién no nula que no se propaga por el espacio-tiempo
y es generada por el espin de particulas fermionicas, en nuestro caso suponemos que la
torsion es generada por la materia oscura.

Iniciamos con el capitulo 2 donde se abordan algunos conceptos matematicos impor-
tantes, como la base ortonormal que usamos en gran parte del trabajo y ademas defi-
nimos operadores diferenciales esenciales para el correcto desarrollo de los siguientes
capitulos, por ejemplo, los operadores /,, Dy D, que cumplen una superalgebra abierta,
adicionalmente con base en estos construimos los operadores de onda de Lichnerowicz-
de Rham ec.(2.12) y Beltrami ec.(2.14) los cuales estan relacionados mediante la identi-
dad de Weitzenbock ec.(2.48) 1.

En el capitulo [3] hacemos la variacion de la ec.(3.2) respecto a los dos campos indepen-
dientes, que en nuestro caso son el vierbein e y la conexién de espin w®, obteniendo
las ecuaciones ecs.(3.5).

Siguiendo el método tradicional para obtener la ecuacion de la onda gravitacional, ha-
cemos las perturbaciones del vielbein y la conexion, lo cual nos permite escribir las
ecuaciones de campo como términos que dependen de las cantidades del fondo mas
pequenas perturbaciones, esto junto a la separacion de términos de alta y baja frecuen-
cia nos permitié obtener la ecuacién de propagacion de la onda ec.(C.13), aqui es im-
portante notar que la perturbacion del vielbein obedece la ecuacion de onda construida
con el operador de Lichnerowicz-de Rham (2.12). Después empleamos el analisis eiko-
nal arrojando los siguientes resultados:

ISuele decirse que el operador de Lichnerowicz-de Rham es “el laplaciano del matematico” y el ope-
rador de Beltrami es “el laplaciano del fisico”.
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A orden dominante obtenemos que la relacion de dispersion es idéntica a la obtenida
en RG, es decir, que la onda gravitacional y la luz viajan por geodésicas nulas a la misma
velocidad. Este resultado encaja muy bien con las observaciones de evento multimen-
sajero [10].

A pesar que en ECSK la torsion no se propaga. A orden subdominante obtenemos que
la amplitud y las polarizaciones se ven afectadas por la torsion. Dicho de otro modo ob-
tenemos una propagacion anémala de la amplitud dada por la ec.(3.83). Mostrandonos
directamente que sila onda se propaga por una region sin torsion, la amplitud obtenida
es igual ala de RG.

Por otra parte, las polarizaciones cumplen la ec.(3.87), mostrando que a diferencia de
RG, las polarizaciones pueden cambiar mientras se propaga la onda, resultando nuevos
modos de polarizacion diferentes a los usuales (los modos x y +). En este caso también
es directo ver que si no hay torsion, las polarizaciones seran idénticas a las de RG.

Con el fin de obtener una estimacion de la propagacion anémala de la amplitud, en el
capitulo 4 usamos un modelo simple con valores de redshift = pequefnos y hacemos la
comparacion de amplitudes ec.(4.15), a pesar de que existe una propagacién anémala
de la amplitud el efecto es diminuto porque los modos de traza | P.| son muy pequeiios,
esto se debe a que estamos considerando un escenario con torsion débil. En conclusion
el efecto de la torsion en la propagacion de la amplitud de una oda gravitacional no es
relevante, por lo menos dentro del marco de la teoria ESCK y las consideraciones que
tomamos.

El tema tratado en este trabajo se puede continuar de varias formas, una de ellas puede
ser considerando escenarios donde la torsion juegue un papel importante, un ejemplo
de esto es el universo temprano, porque en ese caso podrian existir grandes densida-
des de espin, haciendo que la emisién y propagacion de ondas gravitacionales sea muy
diferente de RG.

Otra forma mas conservadora de seguir esta linea de trabajo puede ser integrarla ec.(3.87)
en el modelo FLRW para ver como es el verdadero comportamiento de las polarizacio-
nes. También podemos usar otros modelos , por ejemplo, una métrica y torsion tipo
Schwarzschild, para solucionar las ecuaciones ecs.((3.87), (3.87)) de tal forma que se
puedan contrastar con las observaciones.



Apéndice A
Reglas de (anti)conmutacion

En este apartado vamos a mostrar que en efecto se cumplen las reglas mencionadas en
las ecs.((2.42)-(2.47)).

La ec.(2.42) viene de la definicion 2.9 y la ec.((2.44)) es trivial, por lo que no es necesario
demostrarlas.

Para mostrar que la ec.(2.43) es valida, consideremos una p-forma

1

= Qg € N A e (A.1)
D:

«

Para ver que pasa cuando le aplicamos el conmutador [/,, [;] a esta p-forma, partamos
del hecho que el operador I, sobre « acttia de la siguiente forma

1
l,ao=¢e"

a maﬂcy--cwleq ARSRRA €Cp71’ (A.2)

por lo tanto

1 a
]b]aa = (p — 2)'(]) — 1)|€byeauauu01-"cp,2€cl A A 60;:72’ (A.3)
I _[ — 1 v, M c1 A A Cp—2
e (p—2)(p— 1)!6“ € Qpvercp—a© AR
1 . . .
= T oD DI @ G A AT (A4)
= ! e, e o €L N .- A P2
(p—2)l(p— 1)1 0 " Tmwerep :

Para las ecs.((A.3),(A.4)) hemos tenido en cuenta como actian los operador I, sobre
una p-forma y una (p-1)-forma. Adicionalmente, en la segunda igualdad de la ec.((A.4))
usamos el hecho que las componentes de o son antisimétricas y en la tercera igualdad
renombramos algunos indices, si tomamos la resta entre las ecs.((A.3),(A.4)) obtenemos
directamente

35



36 A Reglas de (anti)conmutacion

1y, 1] = I,1, — I,1, = 0. (A.5)

Ahora para demostrar la ec.((2.45))vamos a aplicar el conmutador directamente sobre
la p-forma «

[Ia’ Db]Oé = IanOé - DbIaOé, (AG)

para esto, nos sera de gran utilidad primero ver como actua la derivada D, sobre nuestra
p-forma

1 1
Dy = =Dy ETN- - NET 4+ —a Dy(e* N+ Ne®?),

p| c1cp p' c1cp
1 1 .
= =Dy, .. €T N---NeP + —ay .. LT NLi(e" N--- NeP),
| C1-:Cp | €1Cp
b: p:
1 A 1 (A7)
= —Dyov. . TN Ne?+ [TV /\I~<—a ea A---/\ecp),
| Cc1+Cp J | “c1Cp
b p!
1 .
= —Dya,, .. e N---Ne? + LT A I,
pt

en este caso, para la primera igualdad debemos recordar que D, cumple con la regla de
Leibniz, para la segunda igualdad expresamos la derivada como D, = ¢,V , + I,T7 A I}y
las derivadas covariantes de la base {e* } desaparecen gracias a la compatibilidad métri-
ca, en los dos ultimos renglones solamente reescribimos la ecuacion. Veamos ahora que
pasa si alaec.(A.7) le aplicamos el operador /,

1 A
]anoz = meaaczmcpeCQ Ao NeP + Ia (]bT] A IjOZ),
1 . A
— mpbaac2,,,cp662 Ao Ne? + LILT, e ANe™ A Lo — LTV A L L,
1 A A (A.8)
= mpbaa02,_,cp662 Ao Ne?P — Ib[aT]lm el Ae™ A IjO./ + IbT] VAN [jfaa,
1 : A
N mpbaacz~--6pecz N Ne? — T]ab A [ja + IbTJ A [ajav
con esto es facil notar que
1 .
IanOé = meOéaczmcp€C2 A---e? + IbT] VAN _[ajO(, (Ag)

reemplazando estos dos resultados en la ec.(A.6) tenemos

[I,, Dy = —T¢, I.. (A.10)
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La siguiente regla de conmutacion que vamos a demostrar es la ec.(2.46),

[D,D,] = DD, — D,D,
= D(I,D + DI,) — (I,D + DI,)D,

) ) (A.11)
=DIL,D+ D°I, — I,D*— DI,D,
= D?I, — I,D?,
para este caso solamente usamos la definicion 2.9 y operamos.
Por altimo vamos a demostrar la ec.(2.47)
[Daa Db] [{LM D} Db]
= [({sD + DI,,), Dy),
= [I,D,Dy] + [DI,, Dy),
= [[,,Dy)D + 1,|D,Dy) + [D, Dy)I, + DI, Dy, (A.12)

=-T¢,1.D + I,(D*I, — I,D*) + (D*I, — I,D*)I, + D(-T%, I.),
= 1,D*I, — I,1,D* + D*I,1, — I,D*1, — T, I.D — DT, AI.—T¢, DI,
= 1,D* + D*1, + 1,D*I, — 1,D*1, — (DT, NI, +T¢,D,),

usamos la definicion 2.9 en la primera linea, entre la segunda y tercera igualdad sola-
mente usamos las propiedades de los conmutadores para después usar las ecs.((2.45),
(2.46)), en la sexta igualdad usamos las propiedades la propiedad 1., = I/, y distribui-
mos la derivada D para que en la altima igualdad volvamos a usar la ec.(2.42).

Con estas relaciones de conmutacion y anticonmutacion es sencillo demostrar que es-
tos operadores cumplen la siguiente identidad de Jacobi

{Dv [Iba Da]} + [Dm {Da Ia}] - {Iba [Da, D]} =0. (A13)
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Apéndice B
Variacion de la accion

Vamos a tomar la variacion de la siguiente 4-forma lagrangiana para obtener las ecua-
ciones de campo

L (e, wab) = isabcd}%ab AeSAed + Ly (e, w“b) . (B.1)

B.1. Variacién respecto al vierbein
En este caso la lagrangiana depende de dos campos independientes, el vierbein y la

conexion de espin, en este apartado vamos a tomar solamente la variaciéon de la ec.(B.1)
respecto a e*

1 1
0L = —€opeaR™ NG N e? + —e . q R A e A de + 6, Ly,

4K 4K
1
= Q—EGdeRab A €S A det — Ty A de?,
K
1/1 (B.2)
= — (EeabcdR“b Nel — K * 7:1) Alde]? em,
K

m*

1 1
=——em A (§eabcdR“b N €€ — K x 7}) [0e]”
K

Recordemos que la 2-forma curvatura podemos escribirla solo en términos de la cone-
xién de espin R = dw® + w*.w* y por lo tanto su variacion respecto al veirbein sera
cero, ademds hemos tenido en cuentala ec.(3.3) y que de? = [de] dmem. Como la variacion
debe ser igual a cero para cualquier [de] dm tenemos que

1
EM =e" A (ﬁeabcdRab A€’ — K x* 7&) =0, (B.3)
siaplicamos el dual de Hodge a esta ecuacion obtenemos las componentes equivalentes
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<2 abcnRab A 6

B Variacion de la accion

1 . ,
[( e keabcnRab — R e T le“jc) e Aet NN ec} ,

1 a mijc K m ijc

- Z 16 kR sz €aben € 7= 56 k7:7, lelijcelC ! :| )

1 -1 m a kijc kijc
= Z 16 kR bwéabjcn - _6 kT ldllj]c:|7

L[ 1 m ab ckij m L(q|5k
= Z _Ze kR Z]éabn - —6 k‘7:1 (35Z) )

1 -]' mb mb am am
:E Z(_R bn+R nb_'_R an_R

1 : m 1 m m
:E (Rn—§R(5n)—KJTH:|
= 0’

(B.4)

na 521Rabab - (Zanabba) - HTW:’L

multiplicando esta ecuacién por la métrica 7,,, obtenemos finalmente las primeras
ecuaciones de campo

1
Rmn - §ann = /{Tmn

(B.5)

B.2. Variacion respecto ala conexion de espin

Tomando la variacion se la ec.(B.1) respecto a w®

1
0L =

1

Tk

1

= 4—eabcd(d(5w“b + dw® W + w” W) A et A e
K

1

"k

1

2/1

4K

Eabcd(sRab /\ 60 /\ ed + 50.}£M7

€abed) (dw“b + w“rwrb) Aef el

1
€apeq DOW™ N e A et — §5wab A %0 gp,

™ [d(eabcdéw“b A e’ N ed) 4 2€apeadw™ AT A ed}

1
=3 — 6w A <6abchC Ae? + K x aab)
/4

[5w] e N (eadeTC Aed + K * aab),

m

1
— —6wW? A k0o,
5 b

1
— §5w“b VAN *O b,

(B.6)

1
- ééw“b A %0 gp,
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el término de la derivada exterior (o término de borde) no seré relevante. Adicionalmete
hemos tenido en cuenta que dw™ = [6w]” e™. Como la variacién debe ser igual a cero
para cualquier [&u]“bm tenemos que

m

gmab =™ A (Eabchc A ed — K % Jab) — 0’ (B?)

siaplicamos el dual de Hodge a esta ecuacién obtenemos las componentes equivalentes

*EM L =% [em A (eabchc Aet — k% Uab)],
1 1 o

= |:(§€mk€adeTcij - gﬁaablelijd> e Ae NN ed} ,

11 " A
Tl §€kacweabcd€ v ﬁemkaab €lija€ |
— éekacij Oabed — gemk%b 511% )

L ' (B.8)

ki R L(a)5k

= T~ e (31 )]

11 . . - ) ) )
B E §€mk (T ab Tcac 5b o cbc 5‘1 +T ba t cha 5b - ccb 5(1) - ’%emkaab )

a

1
Tl [(52Tdbd — 6T + ") — ’Wmab]a

Esto significa que las ecuaciones de campo para la torsion seran

™, —6™T%, + 67T, = ko™, (B.9)
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Apéndice C
Comparacion de términos

Como bien sabemos, las ondas gravitacionales se definen como pequenas perturbacio-
nes de variacion rapida (o longitud de onda corta) sobre un espacio-tiempo de fondo
de variacion lenta (o longitud de onda larga) [25]. Considerando que el vielbein es de
orden 1,

le®,| ~ 1, (C.1)
la Curvaturay torsion de fondo tendran un tamano caracteristico

a €T ab 1
s ~ T , IR \Nﬁ, (C.2)
el término e; es un parametro que nos indicara que tan relevante o despreciable es la
torsion. La escala de las perturbaciones |H?| ~ H'y ]V“b| ~ V deben ser pequenas, es
decir, H < 1y V « 1. Estas perturbaciones cambian con una longitud de onda muy

corta X!

H

al ., abNV

Xa
lalongitud de onda del fondo L es mucho mas grande que la de las perturbaciones, esto
nos permite definir el parametro eikonal de la siguiente manera

(C.3)

A
= — 1. C4
€ I <K ( )

Como la expansion de la torsion no depende de las derivadas de las perturbaciones
ec.(3.30) es de esperar que

H
|Ta(1)| ~ ETf ) ‘Tf)} ~ 6TT7 (C.5)

Por simplicidad escogemos que la longitud de onda de las dos perturbaciones sea del mismo orden,
cosa que en general no tiene porque ser cierta.
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equivalentemente que

H
V ~ T (C.6)
lo cual significa que la perturbacion de la torsion es mucho mas débil que la del vielbein.
Con esto en mente, podemos identificar los términos mas relevantes de las ecs.((3.30),

(3.31))

| DUE| ~ %g (C.7)
DV ~ 22, C8)
|DUE) + Ufy . ANUG| ~ %i]—; (C.9)
U AV +VEAUR| ~ %H; (C.10)
Ve | NIZ—; (C.1D)
De las ecuaciones de campo de baja frecuencia es posible llegar a
V< HKe<], (C.12)

con esto es sencillo ver que los términos dominantes y subdominantes estan contenidos
solo en

1
5 Casea i) A e = 0. (C.13)



Apéndice D

Propiedades utiles en el modelo
cosmolagico

1. Veamos primero que pasa si contraemos un objeto simétrico S*¥ = S** con la
torsion cosmologica

v 1 v _
SH 2 —C—2$M |:V+ (t) (gu)\gup - guug)\p) +2 |g|]/ (t)ekuup] Upa
1

L 5™ (G — G,
1 (D.1)
= _C_2V+(t)(s)\p — 5" ga) U,
1

— _EV+(t) (SAO — S“#g,\o).

Recordando que las componentes de la velocidad en el sistema comovil son

U’ (D.2)

o O O

2. Calculemos ahorala traza deII,,

45



46 D Propiedades ttiles en el modelo cosmologico

1 _ _ _ _ 1-
1= g0 = 20,0 [3<Pwpx + PIP,Y) = (PP + P P) + SPPg™ |,
1 _ _ - 1~
=—|3(P"P prp ) —(2PP)+ -PPg"
2|:3( ol + Uu) ( )+2 gu ) (DS)
1 1
=—13-2-24--4
2 { + 2 }’

= 3.

Para este caso es importante recordar que las polarizaciones estan normalizadas.

3. El gauge de Lorenz lo podemos escribir de la siguiente manera

1
kun, = §kl,H,

k“(SOP;w) - %kl[(gpp)? (D.4)

1
kupw, - §k,,P
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