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Resumen

En este trabajo se estudia el problema de valor inicial asociado a la ecuacién del tipo Ben-
jamin - Ono, presentado resultados de buen planteamiento local y global en el espacio de
Sobolev H*(R) para s > 1/2 de la ecuacién

— 2, — 3 — 2
{8tu+<%”u HO2u — Sudyu = pd2u (0-1)

u(0) =

donde t,z € R, u > 0y JZ corresponde a la transformada de Hilbert. Dicha ecuacién es
una regularizacién de tipo parabdlico de la ecuacion

{ 8tu+%”u—<%”83u—%uaxu:0 (0-2)

u(0) = ¢,

La cual es una ecuacion del tipo Benjamin-Ono y fue obtenida Akers y Milewski en [10] en
el caso bidimensional. Ademas se extiende el buen planteamiento a espacios de Sobolev con
indices negativos, que se limitan a s € (—1, 1), y resultados en espacios de Sobolev con pesos
enteros, son obtenidos.

Palabras clave: Problema de Cauchy. Transformada de Hilbert. Ecuacion Benjamin -

Ono. Espacio de Sobolev. Buen planteamiento Local. Buen Planteamiento Global.
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Abstract

In this work, we study the initial value problem associated to the Benjamin-Ono’s type
equation. Here, we obtain results over local and global well posedness in the sobolev spaces
H*(R) with s > 1/2 for the equation:

{ Opu + A — H0*u — 3ud,u = pd*u
u(0) =¢

where t,x € R, u > 0 and 7 corresponds to the Hilbert transform, that is one parabolic
regularozed of the equation

{ Owu + Hu — A0 — %uazu =0
u(0) =
This equation was obtained for Akers and Milewski in [10] for the bidimensional case. In

addittion we obtain well posedness results in space with index negative, in this case for
s € (—1,1), and results in Sobolev space with whole weight.
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Introduccion

Este trabajo plantea el analisis del problema de Cauchy asociado a una ecuacion del tipo
Benjamin-Ono, realizando una reduccién en la dimensién espacial con respecto a lo desa-
rrollado en [3], estudiando el buen planteamiento y la continuacién unica de la solucién
al problema de valor inicial 0-4 en ciertos espacios de Sobolev usando una regularizacion
parabdlica dada por la ecuacién 0-3

52, 3 _
{8tu+ffu HOou — Sudyu = poau (0-3)

u(0) = o,

con t,x € R, > 0 dicha ecuacion es una regularizacion de tipo parabdlico de la ecuacion:

{ O+ Hu— H0*u — 3ud,u=0 (0-4)

u(0) = ¢

donde S f = (—isgn{f)" representa la transformada de Hilbert con z € R.

El contexto historico de este tipo de ecuaciones se remonta a la décadas del sesenta y se-
tenta, cuando Thomas Benjamin, fisico y matematico ingles y Hiroakira Ono, matematico
japones, respectivamente describieron ondas internas entre dos fluidos homogéneos con dife-
rentes densidades, este modelo para ondas longitudinales unidimensionales en fluidos ha sido
extensamente estudiado para datos iniciales en diversos espacios de sobolev H® con s > 0,
ver por ejemplo [1], [2], [14], [5], [6], [11], [12] siempre buscando el buen planteamiento local y
global de la solucion a la ecuacién de Benjamin-Ono o variaciones, asi como la continuacién
Unica.

Este trabajo se divide en cinco capitulos, el primero desarrolla los preliminares; el segundo
trata la teoria local demostrando el buen planteamiento local en H*(R) con s > 1/2 para el
problema regularizado

{ Ou+ Hu — A 02 — Sudyu = pdiu
u(0) = ¢

Estableciendo la existencia, unicidad y dependencia continua de la solucion del problema
0-3, mediante la ecuacién integral asociada



Contenido 3

t
u(t) =V + g / YV, (t — t"u(t)du(t')dt,
0

con V, el semigrupo asociado a la parte lineal de la ecuacién en cuestién; En el tercer
capitulo se estudia el buen planteamiento global del problema 0-3 en H*(R) para s > 1/2
considerando u € ([0,T]; H'(R)), obteniendo las estimativas a priori |[u(t)|lo < ||¢llo ¥
10:() |13 < [lellexp(Cejppor); En el cuarto capitulo se analiza el buen planteamiento local
del problema 0-3 con g > 0 en espacios de Sobolev con indices negativos s € (—1,1),
considerando los espacios

27 = {u: (0, T} H'(R)); ul < o0}

donde

lull g = sup {{lu@)ll, + "2 lut)llo}
te(0,T)

Finalmente, se presentan resultados en espacios de Sobolev con pesos enteros Fj,, para

m € Z*, definidos por

P ) pEFum 02(0) =0
o j:Oa]-a"'vm_17

donde [[olf%, ,, = loll2 + [w™el§, w™ = (1+ €)™ y

F, = H*(R) N L*(w*™dx).

Estas resultados son obtenidos siguiendo las ideas de R. Iério en [10] y [8].

Palabras clave: Problema de Cauchy. Transformada de Hilbert. Ecuacién Benjamin - Ono.
Espacio de Sobolev. Buen planteamiento Local. Buen Planteamiento Global. Espacios con
peso. Continuacién unica.



1 Preliminares

En esta seccion se abordaran algunos de los resultados que seran usados a lo largo de este
trabajo, asi como la notacién y algunas definiciones previas, las cuales son tomadas de [10],

Definicién 1.1.

Co(R) corresponde al espacio de funciones definidas en R a valor complejo, que tienden a
cero en el infinito, es decir

CoR):={p:R—>C;p es continua y lim p(z) =0}

|z|—00

Definicién 1.2.
Se define el espacio de Schwartz, como aquel espacio de funciones C* y sus derivadas decaen
mds rdpidamente que cualquier polinomio, es decir

S(R) = {p € C®(R); suprer(1 + |z|)¥|0%p(7)] < 00 ¥ k,a € N}
La topologia de este espacio esta generada por las seminormas

Poalp) = supper(1 + |a])* Y | DPp(x)]

B<a

Definicién 1.3.
Sea p € S(R), se define la transformada de Fourier A : o +— @ por

p(&) = /Rem'gcp(x)dx

Definicién 1.4.
El espacio de distribuciones temperadas S'(R) es el dual topoldgico del espacio de Schwartz.

Definicién 1.5.
para S € R se define el espacio de Sobolev H*(R) como

H*(R) == {p € §'(R); (1 + [¢*)25(¢) € L*(R)}

con el producto interno

(0, ) = / (1+ €2 BE)D(©)de



Teorema 1.1 (Lema de Sobolev).

Sea ¢ € H*(R) con s > 2

5, entonces ¢ es una funcion continua en R™ y

1ellz2m) = suprerle(z)] < Cs lo]]

Con lo que se tiene H*(R) C C(R) una inmersidn continua.

Demostracién 1.1.
Ver [15].

Teorema 1.2 (Teorema generalizado de Sobolev).

Sea s > r 4 %, entonces H*(R") — CI (R") es una inmersion continua donde CL (R")

corresponde al espacio de funciones con r deriwadas continuas que se anulan en el infinito.

leller < Cs el

Demostracién 1.2.

Ver([13].

Teorema 1.3 (Desigualdad de Gronwall).

Sean f,g,h: C([a,b]) — R con h(t) >0 Vt € [a,b]. Si

@) <)+ [ b s ar
entonces . .
£ <900+ [ W) ( / h(u)du) it

en caso que g sea constante entonces

s eon( [ nirar)

Demostracién 1.3.
Ver[13].

Teorema 1.4 (Desigualdad de Kato-Ponce).
Sean s >0 y 1 <p < oo, entonces L2 N L™ es una dlgebra de Banach. Ademds

1F9lsp < el fll o [9lsp + [Flsp gl oo)

Definicién 1.6 (Desigualdad de Young).
Sean f € LP(R") yg € LYR™), 1 < p,q < oo con ]lg +$ > 1. Entonces f*g € L"(R"),
donde % = }D + % — 1. Mas aun,

1f *glle < [ £llpllglq-
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Teorema 1.5 (Desigualdad de Gagliardo - Nirenberg).
Si f € H*(R) donde k es un entero positivo, entonces existe C' > 0 tal que:

18 e < CHOZ Il Il

donden <m <k, C =C(n,m,p,q,r), 0 € [%, 1] y
Lo (t o) el
p q r

Definicién 1.7.
La transformada de Hilbert definida por

1 _
Hoo(w) = 21im [ EE=Y g,
T €0 Jiy>o0 Yy

)

para p € S(R), satisface:

—_

Hp(§) = —isgn(§)P(§)

0 = 0x I p

Definiciéon 1.8.
Se define LE == LE(R™) = A°LP(R™) con |- = |- |sp y A* = (1 - A)*/? conocido como el
potencial de Bessel de orden —s

Definicién 1.9 (Espacios de Sobolev).
Paral <p<oo,s€R yneZ" sedefine el espacio de Sobolev como

Li={fe " R");A\°f € LP(R")}

Definicién 1.10 (Pesos).
Los espacios X*(w?™) y Fym = H*(w?™) se definen como sigue: para s € R ym > 0

X5 (w*™dz)

X5(w?™dz) = X*(R) U L*(w*™dx)

1/2

con la norma ||o|| xs@) = (|lll%s + lw™0l5)

Fs,m



Fym = H*(R) N L*(w*™dzx)

Con la norma

2 m 2
lelle, . = (el + lw™ el

)1/2

(1-1)

(1-2)



2 TEORIA LOCAL

El principal interés de esta seccion serd demostrar el buen planteamiento local en el espacio
de Sobolev H*(R) con s > 1/2, mediante una regularizacion parabdlica de la ecuacion (0-2),
para esto se debe mostrar la existencia, la unicidad de la solucion y la dependencia continua.

Primero se analiza el problema lineal asociado al problema (0-3) con p > 0, para esto se
define el operador

A, = A1 — ) + pd>

por lo que el problema lineal asociado al problema (0-3) para p > 0 queda definido por

{ ou+ Ayu =0 21)
u(0) = ¢

cuya unica solucion viene dada por:

Vi(t)p = exp(—tA,)p = (V.(t)P)" (2-2)
con:

V,(t,€) = e HtE—ilélettitogn(©) _ omutéFitsgn(§)(1+€7) (2-3)

Teorema 2.1.
El problema 0-3 es localmente bien planteado en H*(R) para s > 1/2.

Para la prueba de estos teoremas se consideran los siguientes tres lemas, en los que se toma
el problema en su parte lineal y no lineal, los cuales tienen como fin controlar la norma
de la solucion del problema regularizado, involucrando las desigualdades de reqularizacion
asociadas al semigrupo {V,(t)}=0 y oo > 0. Y que permiten controlar la norma H*(R) de
la solucion del problema 2-1. Dividiendo esta seccion en existencia, unicidad y dependecia
continua.

2.0.1. Existencia

Para la demostracion de los siguientes lemas se usan ideas similares a las usadas en [9] y

en [7]



Lema 2.1.

Sea 1> 0 fijo, V,, define un Cy semigrupo de contraccion en el espacio H*(R). Ademds, si
p>0yA\>0, entonces para todo t > 0 se cumple que V,, € B(H*(R); H***(R)) y existen
Cy, Cs constantes positivas tales que:

1+ (f)] Il (2-4)

s+1

VA @lln < Cx

4

1 2 9 2 1/2
VOl < o] (el + 100 ) (2-5)

Nota: St p = 0, el semigrupo puede ser extendido a todo R definiendo un grupo unitario
uniparametrico fuertemente continuo.

Demostracién 2.1.
Claramente V,(0) =1, V,(t +t ) =V, ,()V,.(t )¢ y

lim [V, (t)p — V. (t)pll, = 0

Ademds
IVl = / (1+ ) V(D)6 e
- / (1+ €2) P eap(—uté?)|3(€)Pde

< O,y {1 + sup é““”ewp(—utg)} (=
13

3§\ M2
1 -
() ] el

Y como

sup (1 + 52)5 exp(—put€?) < Oy
EeR

(4]

y para s > 0 se cumple

s+1

/(1 + Y eap(—2ute?)de < C, [i} ’
R pt

Se obtiene la desiqualdad indicada en 2-5
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Lema 2.2.
La aplicacion [e,00) — V,(t) con p > 0 es uniformemente continuo con respecto a la norma
de H™(R) con A >0 ye>0

Vi) = Viu(r)ell,.pn < Elt = 7" ], (2-6)

Demostracién 2.2.
Para esto se considera el teorema de convergencia dominada de Lebesgue.

Considerando sin perdida de generalidad t > T se tiene

IV (8)p = Vi(r)elly, = /R(l +&) Mewp(—tpg?) — exp(—Tpg?) |5 (6)[*dg
< sgp(l +ENML — exp((t — 7)) ol
< Klt =7 el

Lema 2.3.
Sean u,v € C((0, T H*(R)), s 2 1, 0> 0T > 0, My = supyeqoy [[u(@) gy, Mo =
suPyefo, ) 10| sy y M = maz{M,, M,}. Entonces existe Cs > 0 constante independiente

de p tal que para todo t' € [0,t) se satisfacen

9t~ 00 <1 ()10 =
b.
19, (¢ = ) {u)Dru(t) = o(E)0,0(W 5y <
o (I sy + 100 oy ) TCE) = 08 (1 + (ﬁ)» 29

t 1/2
/0 [Vt = ) u(t)u(t)|| oy dt' < Cs M, <T+ (%) ) (2-9)

[ IVt = ) (0.0 = o000 ) ey <

CoM sup [lu(t) — v(t)|
te[0,7)

H*(R)

r (g)“] (210



Demostracién 2.3.

La prueba se divide en dos casos, el primero para s > 1 y el sequndo para s = 1.

Para s > 1, de la desigualdad 2-/ se obtiene la desigualdad 2-7, como sigue

IVt = #)u(t)dsult')]

1/27]
oo <0 (1 (1) | 100 e

1 1/2:
2
<c, 1+( ) ) e

ut

Ademds de la desigualdad 2-7, y haciendo M,, = sup,co 1y [[u(t')]

He (R)

t [ 1 1/2
/ !
7\ /2
< C,M2\T + <—>

lo que prueba la desigualdad 2-9. Y

/0 [Vt — () Dpuu(t')|

|u0pu — VO] yroor = % 10z (v* = v*)]| oz

1 1/2
D) (Ham(qﬂ - U2)} 3{5*1(R) + Hu2 - U2‘ 25*1(]1%))

1
< 508 HUQ - UQ‘ H5(R)

< Cy (Il ey + 10 ey ) e = 01l

Desigualdad de la cual se deducen las desigualdades 2-9 y 2-10.
Para el caso s = 1, de la desigualdad 2-5 se obtiene

19,0t = 1000 < € |-t ] (0 ey + 420 1)

1 12
< Cy(t—t’) [l

la cual permite deducir las desigualdades 2-7 y 2-9. 'Y de las desigualdades de Cauchy-

Schwartz, y Holder

00620 = (0D s < [ 105((6) = w(eIfu(t) + w0t + [ u(t) = o(Ol10x(ut) + v(0)
< 10:(u(®) = o(O) o [0(0) + 000 + ) = o) o 100 (u) + o0

< 2(fu®ll g1 + Mo @) 1) [[ut) = @) g0
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Ha;lam(UZ — %)

_ .2 2
= [ = v*ll s ey

{ o wors) ([}

= [lu = vll o [Ju + vl o

< ([ull g + [loll o) Nl = vl

(P

mezclado con la desigualdad 2-5 se obtiene

[Vu(t — ) {ul)dult’) — o()D0(t)) ] 1o <

s+

. 115 B 1/2
5CS {E} (H(‘?I(UQ - UZ)H;(R) + H@m 10, (u? — U2)||11(R)) <

1 2
, H Uallgr + Nolg) Tt = ol

Lo que muestra las desigualdades 2.3 y 2-10.

2.1. Buen planteamiento local del problema regularizado

A continuacion se establece el buen planteamiento local del problema reqularizado 0-3, lo cual
se hace en los dos siguientes lemas, el primero establece la equivalencia entre la ecuacion
0-3 con la ecuacion integral asociada y el sequndo determina una contraccion en % C
C([0,T); H?), donde la ecuacion integral asociada estd dada por

u(t) =V, (t)e + g /t Vo (t — thu(t")Opu(t)dt’ (2-11)

)

Y = {v € C e ([0,T]; H*(R)); sup [[v(t) = V()| s < 1} (2-12)
te[0,T]

Lema 2.4.

Sean s >1/2, u>0,T >0 yu, € C([0,T]; H*(R)) entonces la ecuacion 2-11 es equivalente
al problema 0-3.
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Demostracién 2.4.
Primero se supone que dada uw € C([0,T]; H*(R)) y satisface la igualdad 2-11; se mostrard
que se tiene la iqualdad

lim
h—0

=0 (2-13)

s—2

u(t + h) —u(t) 3
. + A, u(t) — éu(t)é’xu(t)

Entonces

g YR —u®) % (Vo (t+ ) — V(1))

h—0 h h—0

n ; /0 VLt h— ) = Vot — )} () O (#)

3 t+h

+3 / V.t +h—t)u(t)oyu(t')dt
t

=I+11+111

De la igualdad
Ay =H{1 -0} + po?
Se obtiene que el problema lineal regularizado puede ser escrito como

u = —Auu(t)

Entonces, por teorema de convergencia dominada de Lebesque

I=-AV,(t)p

3 t
=24, / V(t — )u(t)0u(t)dt’
0
Y por teorema del valor medio para integrales

= gu(t)awu(t)

Lo que permite concluir la igualdad 2-15 y ademds u € C*([0,T]; H*2(R))

Reciprocamente, si se supone verdadera la tgualdad 2-13, se tiene

Lt — tyalt) = AV, —E)alt!) + Vou(t — )t

dt
V, (Drult)) + Au(t))
= SVt~ tyu(t)Deul)
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que se cumple para todo t € [0,T] con t' satisfaciendo 0 < t —t' < T, e integrando ambos
lados de la anterior desigualdad se obtiene

3 t
u(t) = Vu(t)go + 5 / Vu(t — tu(t)Opu(t')dt’
0
Finalizando la prueba.

Lema 2.5.
Sean ¢ € H*(R), s > 1/2 y p > 0. Entonces existe una constante T' =T, s, ||| gogy) > 0
tal que la funcion ¢4 define una contraccion sobre el conjunto %, donde

Gu(t) =V, (t)p + ; / t Vu(t — t)o(t)dpu(t)dt (2-14)

Demostracion 2.5.

La prueba se divide en dos partes, la primera muestra que Yv € C([0,T]; H*(R)) y la segunda
muestra la existencia de una constante T = T(u, s, ||¢|l zs) > 0 que define una contraccion
en .

[Go(t + ) = Go(t)][s@ < [(Vult +h) = Vu(6)oll )

/ |V V(= ¢)o(t)uo(t')dt'

H*(R)

+_/t (V4 o — Yo (t) Do ()t || oy

2
=]+ I11+11]
Donde
lim I =0
h—0+

por la desigualdad 2-10 se tiene

lim 17 = lim —||V (h) — 1| ge IV (£ — )0 )00 ()| g+ ry It

h—0+

_ 2 hm HV (h) —1”Hs / HV t—t Jo(t )axv(t’)”Hs(R)dtl

250t
T 1/2
< Some T+( ) ] lim ||V, — 1]
ol h—0t

2

H*(R)
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Y claramente por el teorema de convergencia dominada de Lebesque, se tiene

lim /11 =0

h—0t
Lo anterior permite concluir que la funcion ¢ es continua en el intervalo [0,T), de manera

andloga se muestra la continutdad por la izquierda de T'.

A continuacion se muestra que G es efectivamente una contraccion en el conjunto % . Por
hipotesis se tiene

[ullasy < 1+ lloll e

vl zs@) < 1+ [0l s )

Por definicion y las desigualdades 2-7 y 2-9 se obtiene

[Fult) = Vgl

3 t
HeR) < 5/0 [V (t — ) u(t) Opuu(t') | s mydt’

7ﬂ%(§)”1|wam
re ()

3
< ZC,M?
-2

2
H*(R)

2 2
<C.M HS(]R)) )

(1 + [l

3 t
[Gv(t) = Vel aom) < 5/0 IVt = ) v(t) v (t)] =yt
T 1/2
T+ (1)
%
T 1/2
(1)
1%

3
< e Jo(e)

2
He(R)

2 2
< C:M Ho®)

1+ Il

Por tanto

[Z0(t) = Gvllme@ < Cs(1+ |l¢]

or (e ()

Ademas
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19v(t) = Vu(t)o| msm) < gC’SMZ/0 |V, (t — 1) {u(t)Opu(t’) — v(t')0pv(t')} || e w)dt’

T+ (Z)m] sup [lu(t') — o(t')]

1% '€[0,T)]

3

< -CM
-2

He(R)

Por lo cual, al considerar la funcion creciente y continua

- ()

Se tiene garantizada la existencia de las constantes positivas que dependen de p, s y ||¢|

H3(R)
1
T = . (2-15)
Cs(1+ [l mr(m))
Y
1
T, = 2-16
27 20,(1 + (@l mom))? (2-16)

Con lo cual al considerar T = min{Ty, Ty} se deduce que & define una contraccion en ¥,
como queria probarse.

Ast, la solucion al problema 0-3 depende continuamente del dato inicial, es decir, la funcion
@ —> u, es continua en el siguiente sentido: Sean {@n}, C H*(R) tales que v, — f en
H*(R) y {uyntn C C([0,T,]; H*(R)) las correspondientes soluciones de la ecuacion integral.
Entonces las soluciones pueden ser extendidas al intervalo [0,T) para T € (0,Ty). Ademds

lim sup |Ju,n(t) —uu(t)]], =0
n—oo te[0,7]

Con los anteriores lemas se puede establecer la dependencia continua y la unicidad de la
solucion del problema 0-3 en el conjunto H*(R), como se muestra en las siguientes lineas.

2.1.1. Unicidad

La solucion al problema (0-3) es tnica.

Sean u,,v, € C([0,1,]; H*(R)) dos soluciones del problema 0-3 con dato inicial ¢ entonces
u, = vy, en efecto
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s

= sl = | [ ¥ = ) 000.000) - o000
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En la dltima desigualdad haciendo

s

V(t — ) {%aﬂﬂ(t') - %axqﬂ(t')} '

M= sup {[lu@), lo()}

t'€[0,T,]
Se sabe ademas que existe Ty > 0 el cual satisface
Ty 1
2MC’S/ 1+ ———di' <1
0 (u(t —1))2

Con dos condiciones sobre 1;

i. St Ty >1T,. Parat € [0,T,] se satisface:

£€[0,11]

! 1

|2, —vpl|, < 2MC; {/ 1+ —/dt’} sup [|u(t’) —v(t)]|, (2-17)
o (ut—1))

por lo cual

S

e = wall, < sup u(t) —v()]

S U,Tﬂ
entonces u,, = v, en C([0,T1] : H*(R))

ii. St Ty < T,. Se analizan dos casos, el primero para t € [T1,T),] siempre que T,, < 277,
donde ademds, para t € [0,T1] se satisface u, = v, para u,,u, € C([0,T1] : H*(R)), y
haciendo el cambio de variable t' =r + T}
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t 1
Huu - U,LLHS <2MC; ; {1 B a— Hu(t/) - U(t/>Hs} dt'

1 N _ ot /
=2MC, {1+m}“u(t> (t)Hsdt
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w(r+17) —vlr+T17)|.dr
P— }n (r+ 1) vl + )]

lo cual cae en el caso antes analizado, por lo cual

[l = vully, < sup [lu(t’) —o(t)]]
te[Th,t]

s

entonces u,, = v, en C([T1,T,] : H*(R))

El seqgundo caso cuando T, > 2Ty se repite el procedimiento realizado en el primer caso,
obteniendo por tanto u, = v, en C([0,211] : H*(R)), y st T, < 3T} la prueba ha finalizado,
en caso contrario se repite el proceso y como el intervalo [0,T),] es compacto se tendrd nu
numero finito de pasos. Quedando demostrada la unicidad en la solucion al problema 0-3

2.1.2. Dependencia Continua

Para esto se considera {¢n}nez+ C H*(R) con ¢, — ¢ en H*(R) con sus respectivas so-
luciones w,, € C([0,T,]; H*(R)) al problema 0-3 y los tiempos de existencia respectivos
T =T(1, s, |lenll,) garantizados por el lema 2.5, donde

0< T, =nmn {Tl,n7 TQ,n} (2—18)

los cuales satisfacen 2-15 y 2-16 respectivamente , de manera que dado T' € (0,T') existe N
tal que para n > N se tiene T, > T y u,n,u, € C([0,7"]; H*(R)); y considerando

My = sup {Jlun(t)]

te[0,77]

@) + @ }

se tiene
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[t (8) = uu(®)]ls < /0 IVt = 1) {tun () attyuin (') — () Ozt (1) } [| st

< llen — el

t 1/2
+Co [ U@l + 1 O3 ) = 0,01, (1 “ () ) a

. 1\ /2
< loa = ol Oty [ Tal®) = ), ”(W) t

1 1/2 t
S||son—¢||s+csMn{T’+(uT,) } ) = )

y por desigualdad de Gronwall se concluye

s (1 2 .
letpn(®) = (D)5 < llpn — lluc " RICON

Para quitar la dependencia de M, en la anterior desiqualdad, se considera el conjunto

t€[0,77]

Y = {uu,necao,m;ffm)); sup ||uu,n<t>—vﬂ<t>%uss1} (2-19)

en tal caso ||u,n(t)|ls <1+ [[@nlls < C+ |lonlls, entonces

My = sup {[un()lls + lua(®)lls}

telo, 17
< sup O+ lolls + sup Jluu(t)]s
te[0,77] tefo, "]
=M
por tanto

sl Y2
g 6) = 1) = 1 < llgm — e ) T

probando la dependencia continua.

Nota 2.1.
Para pp = 0, se siguen las ideas expuestas en [10] capitulo 8, y se concluye que el problema
0-3 es localmente bien planteado en el espacio H*(R) para s > 3/2.



3 BUEN PLANTEAMIENTO GLOBAL
EN H°(R) con s > 1/2

En esta seccion se obtiene el resultado global para el problema 0-5.

Teorema 3.1.
El problema 0-3 estd bien planteado globalmente en H*(R) para s > 1/2 con p > 0.

Demostracién 3.1.

La prueba se divide en dos partes, para la primera se considera s = 1 y para la sequnda se
considera s > 1, en esta ultima se hard uso de la desigualdad de reqularizacion; y luego se
extiende para 1/2 < s < 1.

» Caso s = 1. Se considera u € ([0,T]; H'(R)) la solucién del problema 0-3 con dato
inicial p.Haciendo uso del producto interno (-,-)o se obtiene

3
<ut7u>0 + <<%’ﬂu7u>0 - <%u$$7 u>0 - 5 <uuw7 u>0 =K <Umca u>0

Donde
2
o (ur,u)g = 50 |lullg
e Por antisimetria del operador 7€, (A u,u)y = (H Uz, 1)y =0

o Integrando por partes (uu,,u), =0
2
o[ <ua:xa u)o = :ufuarxu = _Nfuxux =—p ||uaf||0
Obteniendo

1 2 2
S0 lally = = sl

Integrando en ambos lados de la anterior igualdad

t
2
lu(®)[12 + 21 / ()P d = |2
0
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Lo que permite concluir que para p > 0, 2 fot Jug ()12 dt' estd controlado, y ademds
obtener la primera estimativa

[u@)llo < llello (3-1)

El siguiente paso consiste en acotar la norma |lug(t)||,, para esto se considera el pro-
blema

_ 24, — 3 = 110?

u,(0) = '

Derivando la ecuacion 0-3 con respecto a la vartable x, haciendo v = u,, la anterior
ecuacion se transforma en

{ O + Hv — AP — %U&EU = pudv
v(0) = ¢’

Multiplicando por v y calculando el producto interno (-,-)o se obtiene

3
<Ut7v>0 + <%U7v>0 - <%U$m,ﬂ>0 - 5 <U ?U>0 Y <UU$>U>0 =K <Ux:va U)O

Donde
o (0 = S0l
e Por antisimetria del operador 7€, (Hv,v)y = (HVyy,0)y =0
o (V2,0), = [v}=—3 [uvy,
® /i <Uxazav>0 = vazmv = _vaxvm = _MHUmug

Obteniendo

1 3
300l + 2u el = 5 [ ueen o
R

Aplicando valor absoluto, desigualdad de Cauchy - Schwarz y Desigualdad de Gagliardo
- Nirenberg con p = o0, ¢q = r = 2, a = 0, f = 1 y desigualdad de Young con
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3 1
a=cllvald. b=l p=4 y 2/ = 4. se obtien
2 2 3
Oulloll + 20 el < 5 [ o) es(olat
3
< S supo(t)] | Jult)]uu(0)
teR R

= 5 vl ee llello llozllo

2
3 9 L 3
< 20l 1ol o
3 3 2 64 2
<20 P+ =
< 3{ 2ttt el

De manera que

9
2 2 2
ouol + {2 = o el < Coliol o

Eligiendo € tal que

9
2= —z llelly >0
8es

Se obtiene

2 2
e [[ollg < Celiello llvllo

Integrando a ambos lados de la anterior desigualdad y aplicando desigualdad de Gron-
wall, se obtiene

2 2 2
lo@®)llo = llually < Ml exp (Ce llelly T)

Lo que permite concluir que para jn > 0, 2u fot Hux(t’)Hgdt’ estd controlado, y ademds
obtener la sequnda estimativa

lua(8)ll < I1¢'llg ez (Ce lllly T) (3-4)
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s Caso s > 1, Para esto se considera la ecuacion integral

u(t) = ¢+C/ (t")Ou(t')dt!

con o € H' para 0 < 0 < 1, de manera que

t
[l 0 < Vi)l g +/0 Vit = T)u(t)Osu(t)]] o dt’

t
< Nl + / [Vt = 7)o@, dt

sabiendo que |||, < ||I|l,, haciendo s =0 y A =1+ 6, se obtiene

s+

V() u(t)Oeu(t)l| g < [Vilt' = T)u’ (@) u()Dau()

<(1+ ()l

Obteniendo

-

0

o0l < lolleo + [ (1 - (ﬁ)) 0.t ],
<llelho+ | (1 ¥ (ﬁ)) )| e

t 1 #
Hebvasur [ (14 (o) )
||(,0||1+9 wT 0 ( 4M(t/—7')

La tercera desigualdad se tiene debido a la acotacion ||u(t)||, < C,r. Donde la integral

[ (=) )
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exriste siempre que 174 <1, en tal caso 0 < 0 < 1, obteniendo

[|u(t) Hs+9 < Cure (3-5)

Lo que permite concluir con el buen planteamiento global en H*(R) para 1 < s < 2.

Se desarrolla un proceso andlogo al anterior, considerando ¢ € H*T% con 1 < s <2y
0<d<1

t
[l 510 < 510 +/0 IV (t" = 7)0zu(t)dt'[] ., d’

146

! 1 S 24/ /
SHMbe+Z:<L+<Lﬁtj5) )H@U@”kqﬂmmdt

t RN 2
< + 14+ ——m— u(t|| dt’
< lelot | ( (=) )1

Donde ||u||, < Cupr para 1 < s < 2 como se vio anteriormente. Lo que permite
concluir que

146

t 1 >
t < 1 - dt’ -
6010 < ol + Cuor [ 14 (=) (35)

integral que existe si 0 < 0 < 1. Lo que permite concluir con el buen planteamiento
global en H*(R) para 1 < s < 3. Iterando el procedimiento anterior se obtiene el buen
planteamiento global en H*(R) para s > 1.

A continuacion se prueba un resultado mds fuerte, el cual consiste en determinar el buen
planteamiento global para % < s < 1. Para esto se considera el hecho que, parat € (0,T] se
tiene uw € H*(R), con lo cual se tiene y

sup ||u(t)|ls < oo
te[0,Ts]

Al considerar € > 0 se obtiene

[u(®)]ls < sup [lu(®)l[ms + sup [u(t)]|a (3-7)

te[0,€] tele, T
donde el primer sumando es finito y el sequndo es acotado, concluyendo que la solucion es
global como queria probarse.
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Se establece el buen plantamiento local de la ecuacion 0-3 en espacios de Sobolev con indices
negativos. Para lo cual se define, al igual que en [3], para T >0, s € R el conjunto

27 = {u: C(0, T H*(R); |lu] s < o0} (+1)

donde

ull e = sup {u®)ll, + " flu(®)]lo}
te(0,T]

Como principal objetivo en esta seccion, se establece el siguiente teorema.

Teorema 4.1.

Para pn >0, p € H*(R) y =1 < s < 1, existen T = T(||¢|ls) > 0 y u € ZF que satisface
el problema 0-3, adicional a esto, w € C((0,T); H"(R)) para r > 0, y la aplicacion H*(R) >
Y= u € 27 es continua.

La prueba de este teorema es consecuencia directa de la aplicacion del teorema de punto fijo
de Banach y los siguientes seis lemas, estructurados por estimativas de la norma en Z; de
la solucion del problema 0-3, reqularidad de la solucion, contraccion en un subconjunto ade-
cuado de 27 para la aplicacion 9, y finalmente existencia, unicidad y dependencia continua.

Lema 4.1.
Siu>0,0<t<Tuyse(—1,1), entonces existe Cs > 0 tal que
1.
VL) plly < Co (92 4+ 17B172) o] (4-2)
2.
t
/ Vit = )0 (uv)dt' || < Oy (4 4 p 2D Y o of] 5y (4-3)
0 s
3.
t
2| [ = trantunar| < co sl o (4-4)
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Demostracion 4.1. 1. Se sabe que

EV2 [Vl = 7 {1+ €37 eap(—pute®) } (1 + €)1,
< s {(1-+ €)enpl—2p6)} [ (1+ 1RO

— B 1+ ) Peep(-2me)] - o,

Yy como

(1 + &) exp(—2ut€?)|],.. < |1+ M) eap(—2ute?)||, .

Isl/2
sup(1 + gQ)ISI/Qexp(—Qluth) <1+4C; (_t>
3 H

se concluye

Is|/2
1
2 V(1) g, < o2 (1 e (E) ) ol

= C, (192 4 5 2) gl
Determinando

m S —|8
2 [Va®)ello < Cs (1772 + 1 2) Yol

2. Se consideran dos casos, el primero para —1 < s < 0 y el sequndo para 0 < s < 1

Para el primer caso se sabe que:

Vit = 1) = 11+ €3 2geap(—plt = )6%) oy [T,
< [l Zeap(—p(t = )€ | page, 7501,
= ||&H eap(—p(t — t/)§2)HiZ(R) Hm”LQ(R)
< Co{2u(t - 1)) 2 Hu/*\UHLQ(R)
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obteniendo de lo anterior y de la desiguldad de Young las desigualdades

t
. . 1/2
/OVu(t—t)ﬁm(uv)dt / ( 14 )0 2epp(—pu(t — t')E HLQ(R |usv UHL2 ® 4
Cs /t 1 ~ ~
< — 18| 2y 10| 2y
(2p)F Jo (t—t)7 pe T

t —
< Cu [ @I =) R )] ()]
0
t
T / (t)/7|s‘(t _ t/)iidt/
* Jo
1
< Co llullzz ollr f"s'_f‘“/ 6-I(1— 6)~%do

(=)

En la penultima desigualdad se considera el cambio de variable t' = t0, lo cual permite

< Cs |lull yr [l

< G [lull gr N1l

hacer uso de la funcion beta.

Para el seqgundo caso se sabe que:

{/R“ + 6 Ceap(2pt t’)§2)d£}1/2 <Ot =)+ (ule - 1) 7

por lo que se obtiene

t
/ V(¢ — )0, (u)dt
0

< [ @ (ule = ) | IO o)),

2s—1

t
< Cyllullyr 0] s / (Ut — ) 4 (e — ) 5 e

—2s5—1 3-2|s|

= Ol ol e (4850 4 7545

2s—1 4-—3|s|

< Culluly ol o409 4 =50 0

3. Se sabe que

[€eap(—p(t — 1)) || oy < C2u(t — 1) (4-5)
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entonces

¢ dt'

cmm—uﬁ—fﬁ%@ﬂﬂf)mm)

2 Is] t
St‘z/
0 0

t
1sl P ~
=05 [ lecan(—plt = 06 | ey 1T ey 150 ey

/t V. (t — )0, (uv)dt’

t
m —|S
S5 |UH%T/ [€eap(—pu(t =)&) || L2yt~ dt’
0

ull g

Lsl

tz t
|va (2u)1/2/0 sl — ¢y 2ar

4—3]s|

t 2 Lo -
= Clull s ol g | 0710 = )20

4-3ls| 1
=l ol 37258 (1= 1.5

< Cllu|

2T

Lema 4.2.
Sean pt>0,0<t<T,se(—1,1) yk €[0,1—|s|) entonces la aplicacion

Gu(t) = /0 t V,(t — )d,u2(t)dt € C([0, T); H(R)), (4-6)

para todo u € Z.T.
Prueba:
Del lema 4.1 y de la hipdtesis s € (—1,1), cambiando s por s + k se cumple

Por tanto Gu(t) € H**(R) para t € [0,T]. Para la continuidad se consideran ty,t, € [0,T],
sin perdida de generalidad se supone 0 <ty <ty <T y se prueba

< O, (VAP AR A3l /AY |12 (4-7)
) T
s+k

/ t V(t — )9, (u)dt’

L0 (4-8)

lim ]%(tl) — Gults)

t1,ta—
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En efecto

|G u(tsy) — gu(t1)||s+k < /0 1 H{Vu(t2 —t) =V, (t; — t’)}aﬂﬂ(t/)Hﬁk dt’

t

=1+1I

+/2 [{Vu(ta =)} 0], At

Se acotard cada una de las anteriores integrales, para I, se hace uso de las desiqualdades

sup(1 + €)Y eap(—pte?) < C, (1+ () ) (4-9)

Y

|+ € cap(—pu(t — )€ 2agm < Cs (2l — )} 75 (4-10)

Dividiendo la prueba en dos partes, la primera considerando s € (—1,0) y la sequnda parte
considerando s € [0,1).

i. Para s € (—1,0), con w = u&? + i&|¢| — isgn(§) se tiene

[{V,u(ts = t') = Viu(ts = 1)} 0u®(t) |ssr =
_ /(1 + 52)s+k6—(t1—t’)w (e—(tz—tl)w _ 1) §2|1;\2(€)‘2d€
R

/ 2 (€)Pde
L2(R) /R

V2 %

_(t—thw s+1

(1+&)>

gHa+§ﬁe

(t1—t)w s+1

<[+t 0 ey

L (R)

Donde

_(t=the s+1

(1+)>

(t1—t) +1 (t1—t)
_ 14 52 s _ 12 52

|+ e

W1+¥ﬁe

<Ja-ere
L2(R) ( ) Lo (R) L2(R)

Usando lo anterior, junto con las desigualdades 4-9 y 4-10 junto con la sustitucion
t' = t10 y la funcion Beta, se obtiene
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4 Indices Negativos

/0 1 {Vuts = 1) = Viu(ts — )} Du®(2) ||, dt' <
< Csllull’; / L1 Gt — )} e — ) ar

/1 (1 + (Mt1<1 — ‘9))_k/2) 9—|S|/2(1 - 0>_s;1d0

)

) 2 {/010 'S'(1—9)—d9+/01(ut1) 575 (1-0) S+1d0}

)7 (- 522 e 25
)

Para s € (0,1), sabiendo que
s+1 _g _ 41\ g2 _ —(s
[+ eyFesene| <o (=) 4 (ults = £)70) (-11)
Se tiene
t1
2
| I = 1) =00 = 000, <
t /
< Cs||u|l?%fst"s'/2/l ‘(1 +E) e ar
! 0 L2(R)
t1
< Cyllull % (¢) / (u(ts =) 712 4 (p(ty = 1))~ CH+D2ay
0
1—s—k
< Copllullyy(¢) 12 {120/ 4 pewieng
Y por teorema de convergencia dominada de Lebesque se obtiene
t1
. ! / 2041 I
Jim i {Vu(ts =) = V,(ts = 1)} 0p®(1)]|,,, dt' = 0 (4-12)

Concluyendo la acotacion de la integral I para —1 < s < 1.
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Continuando con la integral 11, usando las desigualdades 4-9 y 4-10 se tiene

1. Para —1 < s <0

[Vults = )02 (), = / (L+ &) her = 926
R

= [ gyt g g
R

dg

, =lsl 9\ 5%l 2\k/2 —p(t1—t')E2
< ||u||£7§2/R|t| 2 H(l—i—f) 2 (1+&)"~ L®)

Por tanto, haciendo t' = (ty — t1)0 + t;

to
/ [Vu(ta = )01, dt'

t1

2 Ll 2y &tt Qk/zw
< Jlull 2 7= (A6 = (L+ &) e
t1

1/2
dt’
L2(R)

& Lol ny— 2L Ny — / 2
< Cullul { [ e = )7 (14 (e - 02 ar
t1

MES

1 1/2
< Colull s (t2—t) 7T st { / (b —12)™ % (1= 0) 75 (1 + (ulta — 12)(1 — 0))” >d9}

1 1/2
< Culull gt 2>+t 050078 4 (utta = ) 2021 - )50t
0

2s—1 S s+1
= O, gs (ta — 1) Sl B =4+1,1—
lull g (6= 0) et (G122 )
k' 1 1/2
sy (10- 22221

_2sm1 _py2] /2
= Cogllull e (1 — 1)~ 55 5 [+ (ults — 1)) 7]

(4-13)

1. Para 0 < s < 1 usando nuevamente la desigualdad 4-10 y tomando la sustitucion
t' = (ty — t1)0 + t1, se tiene
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to
/ V(b — )02, dt

t1

t2 ’ _1 _ s+k—1 , 1/2
< Cullul { [t = 007 Gutta = )5

t1

_1 1 _ sthk+1 1/2
P (R LE N R CED)

= Usk |
(4-14)

Por las desigualdades 4-13 y 4-14 y el teorema de convergencia dominada de Lebesgue se
concluye que

to
. / 2 ’

til}gn—lﬂ) t va‘(t2 —1 >axu Hs+k dt' =0
Lo que permite determinar la continuidad de la funcion Gu(t) en H**(R) para todou € Zps.

Lema 4.3.
Para > 0,p € H*(R) con s € (—1,1), ||¢|ls > 0 existen constantes M = M(p, s, ||¢lls) > 0
y T = (u, s, |ells) € (0,1] tales que la aplicacion

Gu(t) =V, (t)p + % /Ot V. (t —t)0,u*(t)dt! (4-15)

Resulta ser una contraccion en la bola cerrada

LF(M) = {u € 2 ||ull 2y < M}

Demostracion 4.2.

Usando el lema 4.2 con k = 0 se prueba Gu(t) € H*(R) para s € (—1,1) y ademds la
continuidad de dicha funcidn, lo que permite concluir que Gu € C([0,T);€ H*(Z)) para
T > 0. Por definicion se sabe que

1L u(t)]5 = S {I9u@)l, + 972 |Gu(t)]|,} (4-16)
€10,

Entonces,

+ 2V, @)l

S

t
/ V. (t — )0, (t)dt
0

3 ¢ ! ! !
a0 < s { Va0l + 5| [ ve - troera
te[0,T 0

3¢lsl/2

)
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Donde, por el lema 4.1 se tiene

o [[V.@)ell, < llell,

' 3 R
/ V(t . t')@xuz(t’)dt' < 5 ||u||?%7§ <,U1/4t3/4 + ,U_24 12',‘4 ::»I |)
0

2

S

|s]
S S t 7
ot 12|V, (t)ell, < Cs (t' |+ (;) ) lell,

t
/ V. (t — )0, (t)dt!
0

_ 1—|s|
< Oyl '
0

34lsl/2
2

Obteniendo

2—|s]

B
s T\ 2 3 1,3 _2s-1 1
||<fu<t>||%ss{1+05{T"+(;) }}I|90||5+508{M (o T

Ahora para u,v € 2 con condicion inicial ¢, se prueba la acotacion de ||Gu(t) — Gv(t) H%T,
donde por la desigualdad /-3 se obtiene

3 _1,.3 _ 241, 4-3ls|
[9ut) = Fot)l, < 5C (i T+ p T ) Ju— vy u+ vl

y, por la desigualdad 4-4

f9u) 900l < 3| [ V=00, 1utt) ~ olONatt) + oD}

_2s+1 4—3|s|

,U,TT‘l

s

Ti

N

< Copupt

w— vl gy w40l 4

4-3]s|

+
3
< Oy (TH 175 ) Jlu = vl + 0l

Ahora, al tomar la funcion F(T) = 7% 4 7 y eligiendo M = 2C||¢||s y T* tal que
1 1
F(T") = =
7= 100 ~ sl

Concluyendo Gu(t) define una contraccion en el conjunto ZF(M) para T € (0,7") con
T' = min{1,T*}

2—3|s|

[u(t) = F0(E) 5 < Ol = vll g 1wt vll e {7+ 775 + 757
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Con lo cual, haciendo T = min{1,T*} se concluye

|Gu —Gv| 25 < lu—wv u+v

Afells
Mostrando asi que la aplicacion definida en la ecuacion 4-15 determina una contraccion en

s s
27 27

la bola cerrada definida.

Por dltimo se probard la existencia, unicidad y dependencia continua de la solucion

Lema 4.4.
Sean >0, s € (—=1,1), [|¢|ls > 0 para ¢ € H*(R), ezisten constantes M >0 yT € (0,1] y
una unica funcion u € ZF(M) C ZF la cual satisface el problema 0-3.

La prueba se reduce del lema 4.5 y del teorema del punto fijo de Banach.

Lema 4.5.
Sean >0, p € H*(R) con s € (—1,1). Siu,v € Z} son soluciones del problema 0-3, con
u(0) =v(0) = ¢, entonces u=v en X}

Por ser u,v soluciones del problema 0-3, entonces al igual que el lema 4.2 se obtiene la
desigualdad

4—3|s|
4

= vllrg < Cus {T¥4 + TS} flu = vl

u—l—vHQ/T

Ademds existe Ty > 0 para el cual se satisface

3/4 4-—3]s|

donde se pueden presentar las posibilidades T < Ty y T > Ti; para la primera se obtiene
inmediatamente la desigualdad

4-—3]s|

Cus {T3/4+T : }||u+v||%§ <1

lo que permite concluir w = v en el espacio Z73. Para la sequnda se tiene

e <C {T3/4+T4_ZS}||u—|—v|| s
lTl > s 1 1 ‘%Tl

llu —wv u—vH%jgl omar

4—3|s|

gcu,S{Tf/4+T1 4 }Hu-{-UHQ/TSHU—UHggTsl omar

< llu = lloy,
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Lo cual permite concluir que u = v en el espacio 27, .

A continuacion se extiende el anterior resultado al espacio Z, para esto se considera el
conjunto

o ={T"€ (0, Tu=v en Z;}.
Finalizando la prueba cuando se muestre que T = sup(</) y ademds T € o .

El primer paso es suponer que T* = sup(</) < T; la existencia de constantes N € N,
T € o para las cuales se cumplen las siguientes desigualdades

: * 1
. 0<T —T/<ﬁ
i T*+ % <T
—3s|

i G { (1) 4 (1)

y al considerar t € (0,7 —T"] y las funciones u(t) = u(t +71") y 0(t) = u(t +1") tales que
w,0 € ZF 4y ademds soluciones al problema 4.2, con u(0) = w(T") y ©(0) = v(T"), se
obtiene la siguiente desigualdad

bilu-t ol <1

4-—3|s|

1 3/4 1 I
la-illrty <Cud (5) +(5)  fla+olloylii=slayg
1\ /4 1 28]
sou,s{(ﬁ) (%) }||ﬂ+f}||3¥;

de la cual se concluye v = v en X3, y por tanto u = v en el conjunto %jJrT, donde
N N

U= |2y
N

% +T" > T* = sup(&Z) lo cual es contradictorio por la definicion de supremo, el dltimo paso
es hacer uso del lema 4.2 en el cual se obtiene u,v € C((0,T]; H*(R)) para |s| < 1.

Lema 4.6.
La aplicacion ¢ — u con ¢ € H*(R) yu € 27 donde u es solucion del problema 0-3 dada
en el lema inmediatamente anterior es continua.

Para probar este lema se debe mostrar la desigualdad

[lun = ullzs, < Clln = s (4-17)

donde para u > 0, s € (—1,1) con v, = ¢ en € H*(R), u,, € 27, u € X7 son soluciones
de 7?7 con datos iniciales @, y @ respectivamente.
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Para iniciar con la demostracion de la desigualdad 4-17, se consideran T,T,, tiempos de
existencia asociados a las soluciones del problema 0-3 y sus respectivos datos iniciales p, @y,
entonces por el lema 4.3 se tiene garantizada la existencia de T € (0,min{l,T*}) y T* €
(0, min{1,T;}), tiempos que satisfacen las desigualdades

* sy A=3lsl * 1
F(T*) = (T") +(T)3/4:W
Yy
* * 4-3]s| * 1
FIT) = () + (T = g

Y al igual que en la prueba del lema 4.5 se obtiene

4—3|s|
= wll, < C {llion = ells + [T+ (1)) Yuw — wll o, }
< Cllun = ullrz, + CF(T")[n — ull o [ + w1,
< Cllgn = lls + 262 F(T%) (llunll s, + lullo, )l = wll,
207
= Cllpn = #lls + s lulls + [ulls) lln = ull23,
3C7Iell, i

Como ¢, — ¢ en H*(R) entonces para T' € (0,T) existe N € N tal que para n > N se
satisface que u, € X5 y |lenlls < 2||¢]ls, de manera que

Il +liglls 3
el =1

Con lo cual

(llenlls + ll@lls) [lun — u

23,
||Un_ul|%5, SCHSOn_‘:DHS"' -
T 4]l

<C 5
< Cllgn = oll. + 2l =l

Logrando asi la desigualdad 4-17, lo cual permite concluir que la aplicacion ¢ — u es conti-
nua.

Nota 4.1.
La regularidad garantiza que el problema es globalmente bien planteado en H*(R) para s >
—1.
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Nuevamente se considera el problema 0-3 con p > 0 pero con dato inicial ¢ € Fs,m para
m € Z7T, siguiendo las ideas expuestas en [10] y [8], determinando bajo que condiciones la
solucion al problema planteado es identicamente cero; donde

F,,, = H*(R)N L*(w*"dx) (5-1)

con w™ = (1472, ||

Py = llZ + ™ ll5

B, =] € Fhmi 02(0) =0 (5:2)
’ j=01,-,m—1

se tomard nuevamente el problema 0-3 con p > 0, donde se determinaran condiciones ade-
cuadas bajo las cuales la solucion al problema de Cauchy asociado a la ecuacion de Benjamin-
Ono con dato inicial ¢ € F,y,, para m € Z7.

O+ A0 + ud,u =0 (5-3)

Resulta ser identicamente cero.

5.1. Problema lineal con ;1 =0

En esta seccion se probard que la solucion u en el espacio H*(R) para s > 1 del problema

2 _
{ Opu + H0*u + udyu =0 (5-4)

u(0) =

pertenece al espacio Fgy para t € [0,00) siy solo si p € Fs,l-

A continucion se menciona un lema que permite probar el teorema objetivo de esta seccion.
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Lema 5.1.
Seanm € Zt,seR cons>m. Sij keZ" tales que 0 < j+k < m, existe una constante
Cir >0 la que se satisface la desigualdad

17062 ll0 < Cinlle

Dem. Ver [10].

Fs,m' (5_5)

En el siguiente teorema se considera el problema 2-1 en H*(R) con s > 1; se ve en particular
que la solucion al problema lineal con p = 0 pertenece al espacio Fs; en todo tiempo si el
dato inicial satisface ¢ € ¢s1. La condicion s > m se da por el efecto reqularizante del
semigrupo V.

Teorema 5.1.
Sean m € Zt,s > m yu € C([0,00), H*(R)) solucion del problema lineal 2-1 con u = 0,
entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

a. u(t) € Fsm, para todo t € [0, 00).
b. p € Fs,m.

c. u(t) € Fym, para todo t € [0,00).
d. Existen ty < t; en [0,00) tales que u(t;) € Fjs .

)

Demostracion 5.1.
La prueba de este teorema se realiza por induccion sobre m
Sabiendo que U(t) = Vo(t)§ = 9" OU+E] se calcula la derivada distribucional 0¢t(t) deri-

vando por partes

O (@, 1) = — / " et O+ €150, (6)de

= (=7 + ") B0)(0) + / " [2itsgn(€) + 0] O
— 2isin(t)3(0)1(0) + / " [2itsgn(§)§(ﬁ+ aﬂ ets O+ () de
De manera que
Ogu(t) = 2isin(t)$(0)de [2itsgn(§)§e + 9: @] Vo (1) (5-6)

Para la sequnda derivada distribucional integrando por partes, se tiene
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af (afav ¢)
= —/_ 2it89”(§)§@%(75)35¢(5)d5—/_ 35@%(t)35¢(€)d€—/_ 2isin(t)(0)d¢0c v (§)dE

Fu(t) = [0ZP(E) + 4itsgn(§)E0eP()] Vo(t)
+ [2itsgn(§)P(€) + [2itsgn(&)€]” (€)] Vo(t)
+ 2isin(t)0:poe + 2isin(t)P(0)d:  (5-7)

Para calcular la m-ésima derivada distribucional 8?@(1%), en la cual aparece siempre el factor

Vo(t) = eitsgn(&)[p“g?], el cual tiene como derivada

[e.9]

De (Vo(1), W) = — (Vo(t), 9 W) = 2isin(t)¥(0) + / 2itsig(€)ce™ Ol w()ae  (58)

o0

Para j =1

OcVo(t) = Q1Vo(t) + By

donde ()1 = 2itsgn(§)€ y Ry = 2isin(t)de
Para j =2

OzVo(t) = Qa2Vo(t) + Ry

/

donde Qz = [2itsgn()]* € + [2itsgn(€)] y Ry = 2isin(t)d,
De manera general para 7 > 3

OLVo(t) = Q;Va(t) + R; (5-9)
donde
4 L
Q; =Y Cy [2itsgn(€)f " &7~ (5-10)
k=0
Y
1] 4
R; = ch(%t)k [eit + (_1)k+le—it} 523*[2’%1]) (5-11)

k=0
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Lo cual permite concluir que

o 5 =3 (") amaar e

Jj=0

i( )a Vo(t)oy 73 (5-12)

J=1

_|_

— P
Y ademds por el lema 5.1 se obtiene la desigualdad

s £ 5 e

Donde

0

—1+§:Z( )2%@

=1 j=t

Con lo anterior se procede a iniciar con la prueba.
Casom =1
a) — b) Por hipdtesis para t € [0,00) se tiene u € Fy1, lo cual implica que O:u(t) € L%, y

haciendo t = 0 en la ecuacioon 5-6 se obtiene O¢p € L2 y por tanto ¢ € Fy 1, lo siguiente es
mostrar que p(0) = 0, para esto se considera la deszgualdad -13, con la cual se obtiene la

desigualdad
|06+ 2tsgni@rcgivico)| < +20
0
Y de la 1gualdad
Ot = [0 + 2itsgn(&)EP] Vo (t) + 2isin(t)p(0)oe (5-14)

Se tiene que 0¢p € L7 y 2isin(t)p(0)de € Lg para t € [0,00), y gracias a la continuidad de
la funcion @, lo cual permite concluir que $(0) = 0 y por consiguiente ¢ € Fy .

b) — ¢) Por hipdtesis ¢ € F,1 entonces ¢ € F,1 y $(0) = 0, y usando 5-6, 5-14 se obtiene
deu(t) € L para t € [0,t) y por tanto u € Fy 1, ademds u(t) = Vo(t), lo cual implica que
u(0) = @ y por tanto u(0) = 0, y asi probando que u(t) € Fy;.
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¢) = d) De la contenencia Fs,l C Fs 1 se obtiene lo deseado.

d) — a) Por hipdtesis se tiene garantizada la existencia de reales 0 > to < t1 conu(ty) € Fi,
que satisfacen 5-6 y 5-1/, desigualdades que prueban que ¢(0) = 0 y por tanto u(t) € Fj,,
para todo t € [0, 00).

Caso m = 2
a) — b) Primero se muestra que $(0) = 0 y 0¢p(0) = 0. Por hipdtesis u(t) € Fyo, con lo cual

u€ Fyy y(0) =0, y como O¢ti(t) € Lg y haciendo t = 0 en 5-7 se obtiene 9u(0) = 9z 5(0)
lo cual implica que 82{5 € Lg y por tanto ¢ € Fy o, ademds de la desigualdad 5-13 se tiene

Junto con 5-7, permiten concluir que 2isin(t)0:9(0)de € Lg para t € [0,00), y por tanto
0:p(0) = 0. Por dltimo de manera que se prueba que ¢ € Fyo como queria probarse.

3529/5(5) + ditsgn(§)E0:p + [Qitsgn(f) + {2itsgn(§)§}2 @(f)} Vo(t)

< pm(t)]le
0

Fs,2

b) — ¢) Se inicia la prueba mostrando que @(0) = 0, lo cual se tiene ya que o € Fio,
lo cual determina que u € FSQ para t € [0,00) por lo cual para t € [0,00) se obtiene que
deu € L y por tanto u(0) = $(0). Ahora considerado 5-7 se tiene que 0 € L y por tanto
u € Fyo, finalmente de 5-6 se obtiene 0:u(0) = 0 para t € [0,00), lo cual permite concluir
que u(t) € Fyo.

c) — d) Al igual que en el caso m = 1 se tiene FSQ C Fia, y por tanto u(t;) € F;,, para
t; €10,00).

d) — a) Como u(t) € Fsy para t € [0,00), entonces p € Fs,l y 0(0) =0, yde 5-7y 5-13
conm =2 cont = 0 se obtiene 0¢p(0) = 0 porlo cual p € Fy5 yu € Fyso, de manerau € Fy .

Casom >3

a) — b) Se supone verdadera la implicacion para m — 1, de manera que ¢ € ﬁs,m,l Y por
tanto ¢ € Fy 1 y 8%@(0) =0 para 0 <7< m—2, con lo cual basta mostrar que 3%”@ € Lg
y 971 3(0) = 0.

Como Of"u(t) € Li para 07'¢ € Lg, entonces al considerar t = 0 en la ecuacion 5-12 se
obtiene 5’?@(0) € Lg lo que permite concluir que ¢ € Fy,,. Por ultimo se muestra que
82{5(0) =0 para j = m — 1, lo cual se obtiene de 5-12 ya que por hipotesis de induccion
97%(0) = 0 se obtiene que para t € [0, 0)
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NP
Z( .>85 "PloR;
Jj=1 J

lo cual permite concluir lo esperado.
b) — ¢) Por hipdtesis de induccion sobre m — 1 se tiene u(t) € Fsm,my1 para t € [0,00),

2

esta en el conjunto Lj,,

lo que implica que 8§ﬂ(t) € L con 0 < j < m—1, junto con la igualdad u(t) = Vo(t)p
se tiene la igualdad 3gﬂ(t) = 0paral < 57 < m — 2. Por lo que basta mostrar que
ou(t) € L y 32”_1ﬂ(0) = 0. De 5-9 se obtienen ambas igualdades, la primera gracias
a que Of"u(t) = 0f* {Vod} y la segunda al hacer t = 0.

c) — d) Al igual que los casos anteriormente desarrllados, la prueba se tiene de inmediato
gracias a que Fyp, C Fg .

d) — a) Por hipdtesis de induccion se tiene u(t) € Fy,,—1 para t € [0,00), de manera que
¢ € Fom1 y0p(0) =0 para 1 < j<m—2, de 5-9 se obtiene 8;"’1@(0) =0, ademds de la
acotacion 5-13 y ¢ € Fy,,, entonces ¢ € Fs,p, lo cual permite concluir que u(t) € F .

5.2. Problema no lineal con ;1 =0

En esta seccion se considera el problema no lineal

(5-15)

{ Opu + Hu — H0*u — %uamu =0
u(0) =

Con p = 0 y solucion uw € H*(R) para s > 3/2 (por lema de Sobolev) siguiendo las ideas
desarrolladas por lorio R. en [9]; En esta seccion se muestra qué si se tiene u(t) € Fso para
t € [0,00), entonces u debe ser idénticamente nula.

FEl siguiente lema permite mostrar que la propiedad @(t,0) = 0 es preservada por la solucion
del problema 0-3 durante todo el tiempo de existencia.

Lema 5.2.
Sean s > 2, u € C([0,T]; H*(R)) solucién del problema 5-15, si p € Fy, entonces u(t,0) =0
para t € [0,

Demostracién 5.2.
Se considera

u(t) = Vo(t)p + g /Ot Vo(t — t")u(t")Opu(t')dt’ (5-16)
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por continuidad de la funcion @ con respecto a la variable &, se obtiene

0] < 1%l + 3| [ vate - ey
0
! (4! 2d/
61 [ fate)pa

€] sup [lu(t)]?
te(0,7

<

<

W N W

Por tanto u(t,0) = 0 para todo t € [0,T]

Teorema 5.2.
Sean s > 3, uw € C([0,T]; H*(R)) con p =0 solucidn al problema 5-15, siuw € C([0,T]; Fy1)
entonces u(t) € Fy1 para todo t € [0,T].

Demostracion

Para mostrar que u(t) € 155,1, se debe mostrar que v € Fs1 y u(t,0) = 0. Por hipdtesis
Oeu(t) € Lg para todo t, para probar que u(0,t) = 0 se usa el lema 5.2 probando que ¢ € Fy,,
considerando nuevamente la ecuacion 5-16 de manera que

t —_—
u(t) = VO(t)@Jrg/ Vo(t — tYud,u(t')dt’
0

Por lo que se procede a calcular la derivada Ogu(t)

0g (u(t), ¥) = — (u(t), %v)
—— [ awpoewds =5 [ [ ate— eyudnue)arvevas
— 411

Recordando que Vy(t)p = etsam©U+E] - Parq T integrando por partes se obtiene

0 0 0
/ Vo(t)B(€)etbde = / et 5(6) Dy + /0 CHIHEIE Y,

o
o0

— (e = ) BOD0) - [ Ritsgn(€B(E) + 0P Vo(BvA€)de

—0o0

Por lo cual

I = 2itsin(t)p(0)0e + [2itsgn(€)EP + Oep] Vo (1) (5-17)
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Para I1, nuevamente integrando por partes, haciendo w = ud,u y 7 =1t —t', donde

3

- / > eI OU+ 5 (1) Do) (€)dE = 2it sin(7)D(t)1h(0)

+ /_ " Rirsgn(E)ED(t) + BB ()] Vo(t)(E)de

o0

Con lo cual

t o0 !
/ / =TS OUHE) 519 (€)dE = / 2isin(7)w(t')o¢dt’
0 J—o0 0

+ /0 [2iTsgn(§)Ew(t') + Oew(t")] Vo(t)dt’

Concluyendo que

di(r) = 2t sin(t)p(0)d + [2itsgn(€)5 + O] Vol + 5 /0 2 sin (r) () dedt’

+ g/ [2iTsgn(€)Ew(t') + Oew(t")] Vo(t')dt (5-18)
0
= o+t Ay

Analizando cada sumando por separado

[1llo < [|12isgn(€)EPVo(t)llo + [ 0e@Vo(#)lo
< 2t[|€2(E) o + 19: 210
< (L+2D)||1 42T\ p, , (5-19)

Como w = udyu, y W = %&\2 se tiene
| <lo = 0 (5-20)

Para <7, se tiene

[12iTsgn(§)ED(E)Vo(t) o = [IED(E)lo
< Jlw(®)lls-1
= 7|01 (t')][5-1
< 7llu(t)|3 (5-21)
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10w (#)Vo(t)lo = 1|0cw(t)lo
= [lzw(®)llo
= llzu(®’)Oeu(t)llo
< N10su(®)llollzu(®)llo
< Cl|Opu(t) | s [lu(t)
< Cullu®) e lu) £
= Cillu(®)|x,, (5-22)

Fs,l

Y de 5-21 y 5-22, se obtiene

t
4] S/O TS + Callu®)|r.., dt’

<7 sup |[u(t)|?+Cs sup |lu(t)]
t€[0,T] t'e€[0,T)

2
F9,1
< 7Clu(®) F (5-23)

Y por 5-19, 5-20 y 5-23 se obtiene

1 llo < [[#2llo + 10eu(®)llo + l|llo + [lAllo
< (L +2D)[ellr, + [10u(®)llo + 7Csllu(@)]

Es,l

Lo cual permite concluir que ||2itsin(t)@(0)d¢|lo = 0 y por tanto ||p(0)|| = 0o y (0) = 0,
concluyendo que @ € FSJ, y por lema 5.2 se concluye u(t) = 0 para t € [0,T] y junto con
deu(t) € L se concluye que u(t) € F,1 para todo t € [0, T].

En el siguiente teorema se pide una condicion adicional a la solucion u del problema 5-15,
la cual es que 0:u(0) = 0, esto para que la solucion u sea identicamente nula.

El siguiente teorema hace referencia al concepto de continuacion unica, bajo ciertas condi-
ciones extras sobre la solucion w del problema 5-15 en el espacio peso Fj .

Teorema 5.3.
Sean s > 2, u € (C[0,T]; H*(R)) solucion de 5-15, si u(t) € Fso para t € [0,T], entonces
u=0.

Para la prueba se tiene presente que 8&73(0) = @(O) = 0 para todo tiempo, y tomando 77
con u =0, se obtiene

du(t) = %u(t)(?xu(t) — Agu(t)
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donde Ay = (1 — 0?%), haciendo uso de la transformada de Fourier se tiene para todo
t €10,7] la igualdad

i0cu(t,0) = /zu(t) =0

R
De manera que al derivar con respecto a la t bajo el signo de la integral, se obtiene

0= /Rxatu(t)

= 4 z {;u(t)axu(t) — Hu(t) + Jf@in(ﬂ}

Donde

fe )" = Oesgn(€)
= 20¢U + sgn(&)0cu, (5-24)

{x%”@iu}A = —0 {sgn(f)fzﬂ}
= —sgn(&)€ [2u + {0, U] (5-25)

por tanto

AL%MUZA¢@%MQ—%@@@}
—0 (5-26)

por lo tanto, para todo t € [0,T] se tiene

o:géxm@mm@}zémw%

de manera que u = 0 como queria probarse.

Teorema 5.4.
(Ver [4])Sean s > 2, p = 0, ¢ € H*R), u € C([0,T]; H*(R)) solucidn de 5-15, si
ueC ([O,T]; FSJ) y ezisten 0 < tg < t; <T nidmeros tales que u(t;) € F&Q para j = 0,1,

entonces u(t) = 0 para t € [0,T].
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Para la prueba se supone sin perdida de generalidad ty = 0, entonces por hipdtesis se tiene
w(0),u(ty) € Fsa, por lo cual O¢u(t1,0) = 0, u(t1,0) =0, 0:p(0) =0, §(0) =0 y ¢ € F5.
Considerando la deriwada ¢u(t) dada en 5-18

3 t1 ) R 3 t1 -
3| [ 2t~ st -0 < S [ [ eneasar
0 0 R
3 t
<3l / a(#)]] e
2 0
3
< ST, . (5-27)
Yy
3| [t 3 [
5 / ot Vol — 1)t | < 3 / leu(t) ol Byt odt
0 0
<27 sup ()2, (5-28)
2 t€[0,T] v
donde

lim Vy(t; — t)0:@(t") = = o.w (¢, 0)
£—0t

= —iei(tl_tl)/xu(t’)@xu(t')dt’
R

iei(tl—tl)

T

()15 (5-29)

Junto con el teorema de convergencia dominada de Lebesque se garantiza la existencia de
t* € [0,t1] para el cual

B Oju(e') 3 = 0

y por tanto para t € [0,T] se cumple

[u(®)llo = llu(®)llo = 0

5.3. Problema lineal con ;> 0

Los resultados que se presentan en esta seccion con respecto a la seccion correspondiente al
problema lineal con = 0, se diferencian por la condicion s > m del teorema 5.1, la cual ya
no es necesaria, esto gracias a la condicion regularizante del semi grupo V,,.
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Teorema 5.5.
Sean m € ZT,u € C([0,00); H¥(R)) solucidn del problema 2-1 con s € (—1,1) y pu > 0.
Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes.

a. u(t) € Fym para t € [0,00).

b. p € Fs,m.

c. u(t) € Fypm.

d. p € Fy,, y existe t1 > 0 tal que u(ty) € Fym.

Demostracion 5.3.
La prueba de este teorema se realiza por induccion sobre m, suponiendo en cada caso verda-
dero para m — 1.

Antes de iniciar la prueba se recuerda que

u(t) =V, ()@ = o M€ Fitsgn(€)—it|¢|¢ (5-30)

y se calcula Ogu(t), inicialmente se prueba el teorema para m =1 y luego para m > 2.

Caso m = 1 Para prueba al igual que la elaborada en el teorema 5.1 se calcula la derivada
distribucional O¢u(t), Donde

0 o)
(aéa’d,) - _ [/ e—ut§2—z‘t(z’—£2)@(5)3§w(5)d§ +/0 e—ut§2+it(i—§2)§5(€)a£¢(€)d§:|

—00

= —[I +11] (5-31)

En ambos casos se integra por partes, obteniendo

2yt — 2it€] PE)V, () de / DeB(E)V, b (€)de

11 = ¢ 3(0)(0) — / " [ 2ute + 2it€) BE)Vp(E)de / 0BV () de (5-32)

Por lo cual se obtiene

Ogu(t) = 2isin(t)p(0)de + V(1) [(2ut€ — 2itsgn(§)ED(E) + 0ep(E)] (5-33)
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Y recordando que

A\ V2
V() <C, |1+ <t—) ] ol s m) (5-34)
Hs T2 (R) K

Se obtiene

wa < uVut)ell

0
< G [t + ()] el (5-35)

y

H2itsgn(§)§@(t)vu(t)H0 < 4|t|||vu(t)90||H1
< G [t + 82072 fle]l

a) — b) Por hipdtesis, para t € [0,00) se tiene ¢ui(t) € Li. Se deben probar las siguientes
condiciones: ¢ € Fy1 y p(0) =0.

De la derivada 5-33 se obtiene

2 sin(t)B(0)5 = deii(t) — 0P — [2itsgn(€)E — 2ut] BV (1)

Lo cual permite concluir junto con las igualdades 5-34 y 5-35 que 2itsin(t)p(0)de € Lg para
todo t € [0,00), con lo cual $(0) =0, y por tanto ¢ € F.

b) — ¢) Bajo la suposicion que ¢ € ﬁs,l, se sabe que O¢p € Lg y p(0) = 0, y por 5-
33, 5-34 y 5-35 se obtiene inmediatamente que Jgu(t) € Lg para todo t € [0,00) y por tanto
uw € Fyq, y comou(t) =V, (t)@ por tanto u(t,0) = 0, lo cual permite concluir que u(t) € Fj ;.
¢) — d) La prueba es andloga a la hecha para el caso p = 0, pues al suponer u(t)]*ll para
todo t € [0,00) se tiene u € Fyq y u(0) = 0, ademds existen ty < t, positivos tales que
u(ty) € Fs1 pues Fs,l C Fsy.

d) — a) Por hipdtesis se tiene o € Fo1 y u(ty) € Fy1, con lo cual 0¢p, 0¢u(t1) € Lg y por
5-538, 5-34 y 5-35 se obtiene con t =t; que p(0) =0, con lo cual ¢ € Fs1 y u(0) =0, por
tanto u(t) € Fs1 C Fy1.

Ahora para la prueba del caso m > 2, primero se calcula la derivada 8%”@(25), la cual se
muestra a continuacion
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=vnore+ 3 (1) @) o (i)

(
:nﬂﬁwa+§i(2)mlw{ékwﬁ ﬁé()akjﬂ%@W%)}
. ( M54

~ i m m—k o~ L 95 _p£2
VP k)ag 53 D el 2un) e L)

k=1 §=0

Recordando que 321/0(15) = QjVo(t) + R; con Q; y R; dados por 5-10 y 5-11 respectivamente,
y haciendo

_l’_
NE
7 N\
>~ 3
\/
G)

[241

Po= Y ciul—2ut) gk e me (5-36)
§=0
se obtiene

() = V() p

033 (1) (om0 (1) (o ann.

k=1 j=1

_.I_
=
NE
—
> 3
N
Q
3
>
.

(5-37)
La prueba de cada una de las implicaciones se hace por inducci’on sobre m.
a) — b) Por hipdtesis de induccidn sobre m — 1 se tiene u(t) € Fyp-1 para t € [0,00),
entonces ¢ € Fsm 1 y por tanto para 7 = 0,1,2, - — 2 se tiene 82@( ) = 0 y ademds
@ € Fym_1. Asi para tener (b) se debe probar ¢ € Fs,m y o' 15(0) = 0, la primera se tiene
de inmediato pues u(0) = ¢ €5, para la seqgunda se considem 5-37 analizando por separado
cada uno de sus sumandos, como sigue:

V00

< Cillog'p
0
< Cslly

He(R)

Fom (5-38)
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DAWICEETN
k=1

> (1) |2 @ e

0

3

Chjs [(208)F77 4+ (2ut)¥?] ||

Fam (5-39)

k ke~
(5) @ @nemin) <
k=1 j=1 J 0
m re=i=11 £
<> Ceian | Viu ()05 (2itsgn (€))7 eI =2 Hh=I=2 (—oput )7
k=1 j=1 =0 r=0 0
m  k [EER 1)
<> Cimaan [1+ (t1) 2] Nl@ll (2677 (2ut)
k=1 j=1 =0 r=0
k—j—1 J
m k[ 13 - i o
=22 Cimims | (2t) 7+ 2u) | @07 gl (5-40)
k=1 j=1 =0 r=0
con
m [5 ‘
Z Chys [(20)*7 + (2ut)k/2] =0
k=1 j=0
Yy

k—2j—2i

ZZ ‘ Cjhism,s [(2/%)’“’“' +(2ut) } (20" =0

ent =0; por lo que e # ST Z§:1 ") (l;) Pe_jR; € L para todo t € [0,00), donde

(5)()1e s

y por tanto 0?_1{5(0) =0, concluyendo que ¢ € Fsm como queria mostrarse.

b) — ¢) Por hipdtesis de induccion se tiene p € F&m_l para todo t € [0,00) , lo cual implica
que para j =0,1,2,--- ,m —1 yt € [0,00) que se cumpla Ofu(t) € L7 y u(t) € Fypm; por lo
tanto basta probar que 9g"u(0) = 0 y 9"u(t) € Lg, lo primero se tiene por la iqualdad 5-37,
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y por las desigualdades 5-38, 5-39 y 5-40 se obtiene la sequnda pertenencia, con lo cual se
concluye que u(t) € Fy,,, como queria mostrarse.

¢) — d) Se deduce nuevamente de la contenencia F&m C Fym.

d) — a) Por hipdtesis de induccion se tiene u(t) € Fs,,—1, ademds existe t; > 0 tal que
u(ty) € Fypm_1, de manera que ¢ € Fyp_y y (9?@(0) =0 para j =01,2,--- ,m — 2, por 5-37
se tiene 82”_1{5(0) =0y como ¢ € Fyp, se concluye por 5-38, 5-39 y 5-40 que ¢ € Fyp,
concluyendo que u € Fy,,, como queria probarse.

5.4. Problema no lineal con ;> 0

En esta seccion se analiza el problema 0-3 con p > 0, donde nuevamente no es necesaria la
condicion s > m. El siguiente teorema pone en evidencia la estabilidad de la solucion u para
todo t € [0, 7.

Teorema 5.6.
Sean s > 1/2, p >0 yu € C([0,T); H*(R)) solucidn del problema 0-3. Si p € F,; entonces
para t € [0,T)] se tiene u(t,0) = 0.

Considerando

u(t) = V,(t)p + ; /0 t Vo (t — t)u(t')dpu(t)dt’ (5-41)

Haciendo 7 =t —t' y w = d,u(t')* entonces

—

t
u(t) = Vu<ﬁ+ 2/ Vu(T)igw(t/)dt'
0
donde

|/ ryigat dt|<|§|/ )\t

< [¢] sup [u(t)]3
te[0,7)

y como

()] < Vu(®)] + 5 Iﬂ sup lu(t)[]3

t€[0,T
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Lo cual permite concluir que para t € [0,T] se cumple |u(t,0)] = 0 y por tanto u(t,0) = 0
para todo t € [0,T].

Teorema 5.7.
Sean s > 1/2, u > 0, T = Thps yu € C([0,T]; H*(R)) solucion al problema 0-3. Si
u € C([0,T]; F.1) entonces u(t) € Fyy parat € [0,T].

Considerando 5-41 y procediendo de manera andloga a la igualdad 5-33, la derivada Ogu(t)
esta dada por

Ogu(t) = (t) 0)9¢ + {[20t(£) + 2itsgn(§)E] 2(&) + 92 (§) } Vu(?)

&
+85 ( Vu )
0

= 2isin(t)p(0)de + V() {[2ursgn(§) + 2itsgn(€)] (€) + 0}

+3 / V(1) [0(t) + [2imsgn(€)€ — 2650r] D (1) dt

W~ w

4
3 ¢ 1N 3y)
3 [ st

Donde se tienen las siguientes desigualdades

< Cy [1+ (ut)™?] 2+ O [L+ (uT) 717

Vu(t) {2u7sgn(€) + 2iTsgn(§)€} ¢

=<, [2uT + 2uT)"* + (1 + (/LT)fl/z)] el ..
(5-43)

Yy como

V(00d(t)|| < ey [1+ (ut) 2] 100(t) o e

0

Vatoeimsan@a0)], < 21+ (] 1010

< 2ut [1+ (ut)'?]
0

Vi ()26 pa(t’)

FEntonces
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12 [ v 0cote) + irsgniere — 2eur) a0

0

< G [T+ p ' PTV? + T2 4+ 72T sup lu(®)|)?
t€[0,T]

+203/1/ T2+/JL71/2T3/2

sup [[u(t)r,, (5-44)

t€[0,T]

y como W(t,0) = 0, se deduce que 2isin(t)p(0)0 € L7 y por tanto $(0) = 0,y al hacer la
transformada de Fourier en 5-41 se obtiene u(t,0) = 0 para todo t € [0,T], lo que permite
concluir la prueba.

En los siguientes dos teoremas se realiza el mismo procedimiento que el realizado en el caso
no lineal con p = 0, estableciendo propiedades de persistencia en el espacio con peso Fj o
para asi obtener un principio de continuacion unica.

Teorema 5.8.
Sean s > 1/2, > 0 y u € C([0,T); H*(R)) solucidn de 0-3. Si u(t) € Fyo para todo t,
entonces u = 0.

Como u(t) € Fyo entonces para todo t € [0,00) se tiene d¢ti(t,0) = 0, con lo cual

i0cu(t,0) = /qu(t) =0

Al igual que el teorema 5.3, al derivar con respecto a t bajo el signo de la integral, se obtiene

0=29, /R zu(t)
_ /R v {;u(t)@;u(t) = Auu(t)}

= /3: {;u(t)&pu(t) — Hu(t) + A Pul(t) — /L@iu(t)}
R
De manera que al integral por partes y por 5-26 se obtiene
/m {Agu(t) — pd2u(t)} =0
R

Por tanto u =0 ya que 0 = [z {3u(t)d,u(t)} = 3|ju(®)|3

Teorema 5.9.
Sean s > 1/2, n > 0, ¢ € H*(R) y u € C([0,T]; H*(R)) solucion al problema 0-3. Si
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u(t) € C([0,T); Fs1) y existen 0 < tg < t; < T con u(t;) € Foy para j = 0,1. Entonces
existe t* € [to, t1] tal que u(t,0) = 0 para todo t € [t*,T].

Para la prueba se puede suponer sin perdida de generalidad que u(t) = 0 , por tanto
u(0),u(ty) € Fso, pero como u(0) = ¢ entonces se cumple

2(0) =0, 0:0(0) =0, wu(t;,0) =0 0eu(t;,0)=0
Y usando la igualdades 5-41 y 5-29 se obtiene

3 N = 3
—|/ 2i(ty —t')sgn()ED (" )VWo(tr — t')dt'| < Z|€[T? sup [Ju(t)]]3
2 Jo 2 t€[0,1]

Con lo cual

3 [t R 3 o
: / 26T Wolrldt < SeuT / @E)|de
0 0
3
< §§MT2 sup |Ju(t)]||?
te[0,7

Y como 0 = d¢ti(ty) = 3 [} Vi()0ee ('), y

lim Vy(t; — )0 w(t',€) = —ie'=t) / zw(t)
R

£—0t

ei(tl —t,)

-9

()15

Con lo cual

t1

t
0= [ Valtr - tocayar = [ e u)|ar
0 0

Lo que garantiza la existencia de t* € [0,t1] tal que ||[u(t*)]o =0, y como

t
lellg = Ilu()]l5 + QM/O 107u() [l5dt’

Entonces para t =t se cumple

t*
o2 = 21 / |02u(t)|2dr

Por lo cual, para t > t* se concluye ||u(t)|lo =0 como queria probarse.
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