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Resumen

En el presente trabajo consideramos las ecuaciones de Zakharov-Kuznetsov
Opu + O3u + 8x8§u 4+ udpu =0, wu=u(z,y,t), con (z,y) ER? yteR,
y la ecuacién de Ostrovsky con dispersion positiva
O+ Pu+ 0w +udyu =0, u=u(z,t), conzcRytel01]
Para estas dos ecuaciones demostramos los siguientes principios de continuacién tnica:

1. Siu € O([0,1]; H4(R?)) N C*(]0,1]; L?(R?)) es una solucién de la ecuacién de Zakharov-
Kuznetsov tal que, para cierto B > 0,

supp w(0) C [-B, B] x [-B, B] y supp u(1) C [-B, B] x [-B, B,
entonces u = 0.

2. Sean uy,us € C([0,1]; HY(R) N L?((1 + z%)?**dx)) N C1([0, 1]; L?(R)) para algin a > 1,
tales que 0, tuq(t), 9, tua(t) € L3(R), para todo t € [0,1]. Si u1,uz son soluciones de la
ecuacion de Ostrovsky con dispersién positiva y ademds se cumple que

(i) u1(0) — ua(0), ui(l) —u2(l) € L2(eaz§r/2d:v), para todo a > 0;

(ii) para todo 8 > 0, e (u; — ug) es una funcién acotada del intervalo [0, 1] en L2(R),

entonces u1 = us.

Palabras Clave

Principios de continuacion unica, ecuaciones de evolucion dispersivas, Ostrovsky, Zakharov-
Kuznetsov, estimativos de tipo Carleman, estimativos inferiores, estimaciones a priori.



Abstract

In this work we consider the Zakharov-Kuznetsov equation
Opu + O3u + axagu +udpu =0, wu=u(z,y,t), with (z,7) € R?> and t € R,
and the Ostrovsky equation with positive dispersion
O+ Pu+ 0 u +udu =0, u=u(z,t), withz € R and t € [0, 1].
We prove the following unique continuation principles for this two equations:

1. If uw € C([0,1]; H*(R?)) N C([0, 1]; L?(R?)) is a solution of the Zakharov-Kuznetsov
equation such that, for some B > 0,

supp u(0) € [-B, B] x [-B, B] and supp u(1) € [-B, B] x [-B, B],
then v = 0.

2. Let uy,uz € C([0,1]; HY(R) N L2((1 + 22 )?*dz)) N C1([0, 1]; L*(R)) for some a > 1, such
that 9, tuq(t), O, tus(t) € L(R), for all t € [0, 1]. If uq, up are solutions of the Ostrovsky
equation with positive dipersion and

/
(i) w1 (0) — u2(0), u1(1) — uz(1) € L2(e® dz), for all a > 0;
(ii) for all B > 0, €% (u; — ug) is bounded from [0, 1] in L2(R),

then u1 = us.
Keywords

Unique continuation principles, evolution dispersive equations, Ostrovsky, Zakharov-Kuznetsov,
estimates of Carleman type, lower estimates, a priori estimates.
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Nomenclatura

1. Espacios L? con peso exponencial.

Para B > 0 decimos que u € L?(e?/7dx) si se cumple que HeﬁquLz(R) < o0.

2. Espacios H* con peso exponencial.

Para k € Ny 8> 0 decimos que u € H*(e?5*dz) si se cumple que ||e'3$8§uHL2(R) < 00,
para todo 0 < j < k.

3. Para x € R definimos x4 por

0 siz<O

Ty 1=
r six>0

4. Denotamos por S&’'(R™) al espacio de distribuciones temperadas definidas en R”.

5. Decimos que u € S%(R") si u € §’'(R™) y su transformada de Fourier u esta representada
por una funcién.

6. Para u € S%(R), tal que u(g) € §'(R), definimos la antiderivada de u por
i

Oy u = f—l(—“@) € S'(R),
i€
donde F~! denota la transformada inversa de Fourier. (Algunas veces se denota a la
transformada inversa de fourier de u por u").

7. Para un conjunto A, denotamos por x4 a la funcién caracteristica del conjunto A,
definida por

0 siz¢ A

xa(x) =
1 size A

8. Producto interno en L2.

Para u,v € L?(R), denotamos el producto interno en el espacio L? por

(u,v) = /u(az)v(az)dm

R

v



9. Si f es una funcién de la variable x, con frecuencia escribiremos f(-,) para denotar la
aplicacion x — f(x).

10. Para D := R x [0, 1] consideramos las siguientes normas de tipo LYLL(D) y LELI(D).

HuHLgOLg(D) ‘= essup Hu<'$7t)HL2(Rx)7
te(0,1]

1
lll 220y = /O - )l 2

”UHLgoLf(D) = esilelﬁ |u(z, 't)||L§([o,1])7

lll s 220y = / o, )l 2 oy -
R

11. A lo largo de este trabajo la letra C' denotara diversas constantes positivas que pueden
variar de una linea a otra y que dependen de parametros que estan claramente estable-
cidos en cada caso. En ocasiones usamos un parametro como subindice en la constante
C' para indicar que ella depende de dicho pardmetro.



Introduccion

Las ecuaciones de evolucion dispersivas son ecuaciones de la forma
Ou —im(D)u = F(u), (0.1)

donde u = u(x,t), z € R™ (variable espacial), ¢ € R (variable temporal), m(D) es un operador
lineal definido a través de la transformada de Fourier espacial por medio de un multiplicador
m(() de valor real y F' es un operador no lineal.

Estas ecuaciones han cobrado gran importancia debido al papel que juegan en la formulacion
de modelos matematicos para la descripcién de fendmenos de las ciencias fisicas y naturales
y han sido estudiadas en los 1iltimos afios en el contexto de espacios de Sobolev.

Ademis del estudio del buen planteamiento del problema de Cauchy asociado a esta ecuacién,
un aspecto que se ha venido examinando recientemente con bastante atencion es el relacionado
con los principios de continuacién tunica.

Los principios de continuacién unica consisten en la determinacion de condiciones suficientes
de cardcter local, en las variables espacio-temporales, bajo las cuales dos soluciones de una
misma ecuacién dispersiva son idénticamente iguales.

Estos principios han sido estudiados de manera sistematica para las ecuaciones de Schrodinger
y de Korteweg-de Vries (KdV), entre otras. Con relacién a la ecuacién KdV,

Opu + O3u + udyu = 0, (0.2)

donde u = u(x,t), conz € Ryt € R, en [2] Bourgain introdujo un método, basado en andlisis
complejo, que permite demostrar que si para todo ¢ en un intervalo no trivial del tiempo el
soporte de u(-;, t) permanece dentro de cierto compacto fijo, entonces u es idénticamente nula.

La idea general en el trabajo de Bourgain estd basada en el hecho de que la transformada
de Fourier de una funcién de soporte compacto tiene una extension entera de tipo exponen-
cial. A partir de ello Bourgain utiliza las propiedades de las funciones enteras para estimar la
solucién obtenida por la férmula de Duhamel, que puede ser vista como una perturbacién de
la solucién de la ecuacién linealizada.

Previamente, Saut y Scheurer [20] habian probado un resultado para una clase general de
ecuaciones dispersivo-disipativas que incluye la ecuacién KdV. Este resultado afirma que si
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una solucién suficientemente suave u = u(z,t), con z € R" y ¢t € R, de este tipo de ecuaciones,
se anula en un abierto €2 de R x R, entonces u se anula en todas las componentes horizontales
de Q, es decir, u se anula en R" x {¢t : 3z (z,t) € Q}. En particular, si u = u(z,t) es una
solucién suficientemente suave de la ecuacién KdV que se anula en una semibanda de la forma,
[R,00) x [0, 1], entonces u es idénticamente nula.

Observemos que en el caso de la ecuacién KdV el resultado de Saut y Scheurer es mas fuerte
que el resultado de Bourgain.

Para la ecuacién KdV en [12] Kenig, Ponce y Vega probaron que si una solucién suficiente-
mente suave de la ecuacion KdV es tal que, para algin B € R y dos tiempos distintos ¢; y
t2>

Suppu('$7 t1)7 suppu(-x, t2) C (—OO, B]a

entonces u = 0. Para ello se utilizé un estimativo de tipo Carleman con el fin de demostrar
que esta solucién es cero en una semibanda [R, 00) X [t1, t2], lo cual permite aplicar el resultado
de Saut y Scheurer.

Utilizando el mismo método del anterior trabajo pero con una desigualdad de tipo Carleman
mas sofisticada, en [13] Kenig, Ponce y Vega generalizaron el anterior resultado demostrando
que si dos soluciones u; y uo coinciden en dos semirrectas x > B en dos tiempos distintos,
entonces u; = us.

En [4] Escauriaza, Kenig, Ponce y Vega probaron una versién més fuerte de principio de con-
tinuacién unica para la ecuacién KdV que la establecida en [13]. En realidad, en [4] se afirma
que si la diferencia de dos soluciones de la ecuacién KdV tiene cierto decaimiento exponencial
para x > 0 en dos tiempos distintos entonces dichas soluciones coinciden. Este resultado
se obtiene de contrastar un estimativo de tipo Carleman més refinado que los utilizados en

sus trabajos anteriores, con un estimativo de tipo inferior, motivado en un articulo previo de
Isakov [7].

En el presente trabajo establecemos principios de continuaciéon unica para la ecuacién de
Zakharov-Kuznetsov y para la ecuacion de Ostrovsky con dispersion positiva. La primera
de estas ecuaciones es una generalizacion bidimensional de la ecuacion KdV mientras que la
segunda es una perturbacion de la ecuacion KdV con un término no local.

La ecuacion de Zakharov-Kuznetsov
Oyu + 0w + 0z 0pu + udpu = 0,

donde u = u(z,y,t) con (z,y) € R> y t € R es un modelo matemético para describir la
propagacién de ondas ion-acusticas no lineales en un plasma magnetizado (véase [21]).

La ecuacion de Ostrovsky con dispersién positiva

Opu + 03u + 0y u + udyu = 0,
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donde u = u(z,t), con z € Ry t € R, fue deducida en [18] como un modelo de ondas largas
débilmente no lineales en un sistema de referencia en rotacion, que describe la propagacién
de ondas superficiales en el océano.

El término no local 9, 'u de la ecuacién de Ovstrosky con dispersién positiva se define como
sigue.

Siu € S%(R) es tal que az(g) € §'(R), definimos
u®)
i€

donde F~1! denota la transformada inversa de Fourier.

ulg)
i€

impropia) y 0 44 tiene un representante continuo dado por

o ui=F () e S(R),

Puede probarse que si v € L*(R) y € L*(R¢) entonces [* u(z/)dz’ = 0 (integral

Con respecto a la ecuacién de Zakharov-Kuznetsov, Panthee en [19] demostrd, usando el
método de Bourgain en [2], que si u es una solucién suficientemente suave de esta ecuacién
y existe B > 0 tal que suppu(-z,-y,t) C [-B,B] x [-B, B] para todo t en un intervalo no
trivial del tiempo, entonces u es idénticamente nula.

Usando la metodologia del articulo de Kenig, Ponce y Vega [12] en este trabajo mejoramos
esencialmente el resultado de Panthee. Mds precisamente en el capitulo 1 probamos que si una
solucién suficientemente suave de la ecuacién de Zakharov-Kuznetsov tiene soporte espacial
compacto en dos tiempos distintos entonces dicha solucién es idénticamente nula (para una
formulacién precisa véase el enunciado del teorema 1 al comienzo del capitulo 1). Resultados
relativos a la existencia, unicidad y regularidad de soluciones del problema de Cauchy asocia-
do a la ecuacién de Zakharov-Kuznetsov pueden ser consultados en [6], [1], [16], [17] v [15]

Con respecto a la ecuacion de Ostrovsky con dispersién positiva probamos en el capitulo 2 que
si la diferencia de dos soluciones suficientemente suaves de esta ecuacién decae espacialmente
para & > 0 como e—az®/? para todo a > 0, en los tiempos t =0 y ¢ = 1 y decae espacialmente
para > 0 como e A% para todo § > 0 en todos los tiempos intermedios entre 0 y 1, entonces
dichas soluciones coinciden en R x [0, 1] (para una formulacién precisa véase el enunciado del
teorema 4 al comienzo del capitulo 2). Este resultado mejora un principio de continuacién
tnica anterior obtenido en [11] en el cual ug = 0 y en los tiempos ¢ = 0y t = 1 u; estd
soportada en un intervalo espacial de la forma (—oo, B]. Resultados relativos a la existencia,
unicidad y regularidad de soluciones del problema de Cauchy asociado a la ecuacién de Os-
trovsky con dispersién positiva se encuentran en [8] y [9].

Es importante anotar que para la ecuacién de Ostrovsky con dispersion negativa

Opu 4 2u — 7 'u + udyu = 0,
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(véase [10]), mediante estimaciones a priori sobre la ecuacién, el decaimiento exponencial para
x > 0 de la diferencia de dos soluciones u;(t) — ua(t) para t € (0,1] se sigue del decaimiento
exponencial de esta diferencia en ¢t = 0. En el caso de la ecuaciéon de Ostrovsky con dispersiéon
positiva debimos suponer como hipétesis este decaimiento exponencial para todo t € (0, 1).

La prueba del teorema 4 estd basada en el articulo [4] y representa la parte central del tra-
bajo. En la demostracién se hace un gran esfuerzo para simplificar la presentacién de los
estimativos de tipo Carleman con condiciones de frontera no nulas sugeridos en [4] (véanse
los comentarios después del enunciado del teorema 4 al inicio del capitulo 2 y la formulacion
del teorema 6 de la seccién 2.1).

Terminamos esta introduccion describiendo la estructura del trabajo. Esta tesis consta de dos
capitulos organizados como sigue.

El capitulo 1, dedicado a la ecuacion de Zakharov-Kuznetsov, estd dividido en tres secciones.
En la seccién 1.1 se llevan a cabo estimaciones a priori sobre la ecuacién que nos permiten con-
cluir que las hipétesis de decaimiento exponencial en los tiempos ¢ = 0 y ¢ = 1 son heredadas
por todos los tiempos intermedios. En la seccién 1.2, mediante el uso de la transformada de
Fourier espacial en las variables x y y, se establecen los estimativos de tipo Carleman y en la
seccién 1.3 se prueba el principio de continuacién unica para la ecuacion.

El capitulo 2, dedicado a la ecuacién de Ostrovsky con dispersién positiva, estd dividido en
tres secciones. La seccién 2.1 estd dedicada a los estimativos de tipo Carleman con condi-
ciones de frontera no nulas y consta de dos subsecciones. En la subseccion 2.1.1, con métodos
elementales de transformada de Fourier en la variable espacial, se demuestra un estimativo
en la norma L{°L2 para una funcién y su antiderivada en espacios con peso exponencial.
En la subseccién 2.1.2 se realizan estimativos de tipo Carleman en la norma L°L? para la
primera y segunda derivadas espaciales de una funcién en espacios con pesos exponenciales.
En la seccién 2.2 se establece un estimativo inferior siguiendo las ideas del trabajo [4] y en
la seccién 2.3 se prueba el principio de continuacién unica para la ecuacién de Ostrovsky con
dispersién positiva.
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Capitulo 1

Soporte de soluciones de la ecuacion
de Zakharov-Kuznetsov

En este capitulo consideramos la ecuacién de Zakharov-Kuznetsov. Esta ecuacién es una
generalizacién bidimensional de la ecuacién KdV y constituye un modelo matematico para
describir la propagacién de ondas ion-acusticas no lineales en un plasma magnetizado (véase

[21]).

Nuestro objetivo es probar que soluciones suficientemente suaves de esta ecuacién que tienen
soporte compacto en dos tiempos distintos son idénticamente nulas.

En forma precisa el resultado central de este capitulo se formula como sigue.

Teorema 1 Sea u € C([0,1]; H*(R?)) N C1([0, 1]; L*(R?)) una solucién de la ecuacion de
Zakharov-Kuznetsov

W' (t) + ult) + 9.0;u(t) + u(t)0pu(t) =0, Vt € [0,1], (0.1)
tal que, para cierto B > 0,
supp u(0) € [-B, B] x [-B, Bl y supp u(1) C [-B, B] x [-B, B].
Entonces u = 0.

La prueba del teorema 1 utiliza un resultado previo de Panthee en [19], y sigue las ideas de
Kenig, Ponce y Vega en [12]. En [19] Panthee demostré que si u € C([0,1]; H*(R?)) es una
solucién de (0.1) tal que para algin B > 0,

suppu(t) - [_BvB] X [_BvB]v vt € [07 1]7
entonces u = 0.

En primer lugar demostramos que si las soluciones de la ecuacién (0.1) tienen decaimiento
exponencial para z > 0y y € R en el tiempo ¢t = 0, y decaimiento exponencial para z < 0y
y € R en el tiempo ¢t = 1, entonces estas soluciones tienen decaimiento exponencial cuando
|z| + |y] — oo en todos los tiempos ¢ € [0,1]. Este hecho permite utilizar un estimativo



Carleman de tipo L? — L?, con el fin de establecer que para la funcién u del teorema 1 existe
B > 0 tal que suppu(t) C [-B,B] x [-B, B] para todo t € [0,1]. De esta manera, por el
resultado de Panthee, u = 0.

En la seccién 1.1, mediante estimaciones a priori llevadas a cabo sobre la ecuacién (0.1),
probamos el decaimiento exponencial de las soluciones cuando |z| + |y| — oo para todo
tiempo ¢ € [0, 1].

En la seccién 1.2 establecemos el estimativo Carleman de tipo L? — L? mencionado antes y,
finalmente, en la seccién 1.3 presentamos la demostracion del teorema 1.

1.1 Estimativos a priori

Usando estimaciones a priori sobre la ecuacién (0.1), en esta seccién probamos el siguiente
resultado.

Teorema 2 Sea u € C([0,1]; H*(R?)) N C([0, 1]; L?(R?)) solucién de (0.1) tal que para todo
B >0, u(0) € L2(ePre2Plldxdy), y u( ) € L2(e2Pe2BWldxdy). Entonces u es una funcion
acotada de [0,1] con valores en H3(e2P1#1e2PWldxdy) para todo B > 0.

En la prueba del teorema 2 requeriremos los lemas 1, 2 y 3.

El lema 1 es un resultado de interpolacién que nos dice que si una funcién de H*(R?) con
s > 0 tiene cierto decaimiento exponencial para x > 0, entonces las derivadas de orden s’ de
esta funcién con s’ € (0,s) también presentan un decaimiento exponencial para z > 0. La
prueba de este lema, que no haremos aqui, se lleva a cabo usando el teorema de las tres lineas.
La formulacion de este lema es como sigue.

Lema 1 Para s >0y 3 > 0 sea f € H*(R?) N L?(e*’*dxdy). Entonces, para 0 € [0,1], se
tiene que
177 (% )] 22y < ClI* F 11 Tz 1€ F | L2y (1.1)

donde [J* f](€) = (1 + [¢[)*/2f (&) y C = C(s,B).
Similarmente, si f € H5(R?) N L?(e2Bx+8v)dzdy) - Brtonces, para todo 6 € [0,1], se sigue que

177 (=G £) | L2 ey < COIT* FII 72 oy 1™ £1| - (1.2)

En este trabajo el lema 1 serd aplicado en el caso cuando s es un entero positivo y el producto
fs es un entero positivo menor que s. En este caso particular el lema 1 puede demostrarse de
manera similar a como se demuestran los lemas 11 y 12 del capitulo 3.

El decaimiento exponencial que estableceremos en el teorema 2 se obtiene en dos pasos. En
el primer paso (lema 2) establecemos el acotamiento de u(t) en el espacio H3(e?$%dxdy),
y luego, usando este hecho, probamos en el lema 3 el acotamiento de u(t) en el espacio
H3(e2P2e2Plldxdy). Finalmente, el decaimiento de u(t) afirmado en el teorema 2 se sigue de
este ultimo acotamiento y de las propiedades de simetria de la ecuacién (0.1).



A continuacién enunciamos y demostramos estos dos lemas y concluimos la seccién con la
prueba del teorema 2.

Lema 2 Sea u € C([0,1]; H*(R?)) N C([0,1]; L?(R?)) solucién de (0.1) tal que para todo
B > 0, u(0) € L*(e**dxdy). Entonces u es una funcion acotada de [0,1] con valores en
H3(e*P2dxdy) para todo 5> 0.

Prueba.
En primer lugar probemos que para todo 8 > 0, u es acotada de [0,1] con valores en

L?(e?8% dxdy).

Sea ¢ € C*°(R) una funcién decreciente tal que () =1siz <1y ¢(x) =0 si z > 10. Para
n € N, definamos

bul) = @),
donde 6,,( fo x—

’I’L

Entonces puede verse que, para cada n, ¢, es creciente, ¢n(z) = €27 si x < n, y ¢p(x) =
dy, < €287 i & > 10n. De otra parte, ¢, < ¢n41 para cada n y para cada j € N, existe
Cj; > 0 tal que

|6 (2)] < Cjpoalx), Yz €R.

Al multiplicar la ecuacién (0.1) por u¢,(x) e integrar en R? con respecto a las variables x y
y obtenemos que

/ u'ugy, + / (O3u)ud, + / (02 02u)uehy, + / u(Opu)udp, = 0. (1.3)

Puede probarse, en forma sencilla, que

d
/u’ugf)n = %£ . (1.4)

Ademds, aplicando integracién por partes, obtenemos

[@wuo, = [ @00, [ @,
/ 0n (L (0su)2) 60 + / (Ou)?, + / (Deu)ud,
2/<au>¢>n J@wrs+ oo =3 [@wrs, - [uor.

(1.5)
J@22wus, = [@w @6, [@uus), = [@00,0000+ [ @002,

/8 @) on + /( u)’ e ——;/(%U)%H/(ayu)?%

—; [ @ure. (1.6

[yt = [ o0, =~ [ w6, (1.7)



Luego, reemplazando (1.4) a (1.7) en (1.3), obtenemos

li 2 3 2/_1/2/// 1/ 2/_1/3/_
sii [ oty [@are— 5 [were g [@urd— g [w ~o

y por tanto

G [iton==3 [@uwrs,+ [wer— [@upe,+ 3 [wo, < [wor+? [we,

2 2
< /u203,5¢n+3/|u|u201”3¢n < 0375/u2¢n+30Hu||c([071];H2(R2))/u2¢n.

d 2 2
3. 7L<K mny
dt/w_ /w

2
K :=Cs3+ §CHUHC([O,1];H2(R2))‘

De esta forma

donde

Se sigue entonces que para t € [0, 1]

Jutron < [uopo, <o [u©Ps,.

Ahora, aplicando el teorema de la convergencia mondtona, para t € [0, 1] obtenemos que

/u(t)262ﬁz < eK/u(0)2625:p7
es decir,

o sea, u es una funcién acotada de [0, 1] con valores en L?(e*/*dxdy).

Como este acotamiento es valido para todo 8 > 0 y ademas u € C([0,1], H*(R?)), entonces

aplicando la desigualdad (1.1) del lema 1 con s = 4 y § = 2, concluimos que ¢ > u(t) es

acotada de [0, 1] con valores en H3(e?’dxdy), lo cual completa la prueba del lema. m
Lema 3 Sea u € C([0,1]; H*(R?)) N C([0,1]); L?(R?)) una solucion de (0.1). Si u(0) €
L2 (2822l dxdy) para todo B > 0, entonces u es una funcién acotada de [0,1] con valores
en H3 (2P 2Bl dxdy).

Prueba. En un primer paso probaremos que u es acotada de [0, 1] en L?(e?#*e?dady).

Como u(0) € L?(e*P*e?¥ldzdy), entonces u(0) € L?(e*$*dxdy), y en consecuencia, por el
lema 2, u es acotada de [0, 1] con valores en H?(e?/*dxdy) para todo 3 > 0.

Definamos v(t) := e ®u(t).
Como u es solucién de (0.1), entonces se cumple que

e’ — B30 + 38200 — 36020 + O3v — Baf,v + 8;5857) + u(—pv + 0yv) =0,
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y como u(t) € H3(e*’*dxdy) entonces todos los términos del lado izquierdo de la ecuacién
anterior se encuentran en el espacio L?(R?).

Para n € N, definamos ¢, (y) := %% donde la funcién 6,, es la misma funcién definida en
la prueba del lema 2.

Multipliquemos la ecuacién anterior por vé,(y) e integremos en R2.
/ P ulvg, — 57 / v% ¢y, + 36 / (0zv)vepn — 313 / (O2v)vdn + / (O3v)vn — B / (O5v)vehn
+ /(317851))1@” - B/quan + /u(axv)vqbn = 0. (1.9)

Probemos que la funcién t — [ e%u(t)v(t)pn(y)dzdy = [v2¢, es absolutamente continua
R2
en [0,1] y que
1d
27 /U2¢n = /eﬁxu'vqbn ct.p. te[0,1]. (1.10)

En efecto, como u € C1([0,1]; L%(R?)) y para k € Ny n € N ¢ (-)bn(-y) € L(R?), se tiene
que

d

7 (ult), Pula)dnl-y)ult)) = 2/U'(t)(ﬂ%y)ék(ﬂf)éﬁn(y)u(t)(%y)dxdy vt € [0,1].

Por lo tanto, del teorema fundamental del cdlculo integral se sigue que

[ wtu@onwu®) — [u@n@o,u0) =2 [ ( [ uronta)suwyu)dedy)ar.
Como u y u' estan en L>([0,1]; L2(e?/*dxdy)) y ¢n es acotada, se sigue que u(t)2e2/¢,(-,)

y u(0)2e?5%¢,,(-,) estan en LY(R2) y u/(-7)e* ¢y, (-y)u(-r) € L (R? x [0,]), y por tanto una
facil aplicacion del teorema de la convergencia dominada implica, cuando k tiende a oo, que

[t suwute ~ w0 onwuo) =2 [ ( [wer s, wputriisdy)ar

de lo cual se sigue que t — [v(t)%¢,, es absolutamente continua en [0,1] y que la igualdad
(1.10) es valida c.t.p. en [0, 1].

Ademas, teniendo presente que en este procedimiento ¢, es una funcién de y, mediante
integracién por partes obtenemos

/(&gv)wbn =0, (1.11)
/(fﬁv)vqbn = /(&rv)%n, (1.12)

/(ai’v)wn =0, (1.13)



[ @0, = [@020. - [@od, =~ @2+ [P, (1.14)

[@02000, = [@ap)000, - [@0000, = [@uims. (119

/u(@w)vqﬁn = —;/v2(8$u)q§n, (1.16)
Entonces, reemplazando (1.10) a (1.16) en (1.9), obtenemos
3 1 2 41
s [ Pon— 8 [0, 438 [@ont 5 [@0uPe, - 35 [P
/(81})(81)(;5”—5/1&; / 2(0pu) g, = 0, c.t.p. t €[0,1],
y como |¢;, ()| = [286;,(y)én(y)| < 28¢n(y), entonces

Pon <268 [ 026,-25 (00 = 20.0l10y0] + 00)n + 5Cas [ P,

dt
+28C||ull¢(jo,1);m2 (®r2)) /U ¢n + Cll0zull (0,112 (®2) /U ®n
<(28° + BCh,s + 2BC||ull opo,1 m2(®2)) + CllOxull oo,y r2(r2))) /U2¢n
gK/v2d>n, ctp. te0,1],
donde

K :=28% 4+ 8Cy 5 + 2B8C|ullcqo,1;52(r2)) + CllOwullc o) m2w2))-

De esta manera, usando el lema de Gronwall y el teorema de la convergencia mondétona, se

tiene que
/v(t)Qewy < eK/U(O)QeQﬁy,

/u(t)zewxezﬁy < eK/u(O)QeQ’Ber’By.

es decir

Luego, para todo t € [0,1]
K
||u(t)H%2(eQﬂerﬂydmdy) S € Hu(o)‘|%2(32ﬁ-106251/d1‘dy) < OO?

es decir, u es una funcién acotada de [0, 1] con valores en L?(e?/%e2%Ydxdy). Esto, junto con
el hecho de que u € C([0,1]; H*(R?)) y la desigualdad de interpolacién (1.2) del lema 1, con
s=4y0= %, implican que u es acotada de [0, 1] con valores en H3(e25”62ﬁydwdy), para todo
B> 0.

Finalmente, si definimos @(z,y,t) := u(x, —y,t), entonces 4 también es una solucién de (0.1)
con ©(0) € L?(e*P%e2Pl¥ldxdy) y por lo tanto @ es acotada de [0, 1] con valores en H?(e20%¢20Y)



para todo 8 > 0, es decir, u es acotada de [0,1] con valores en H3(e?$7e=28Ydxdy); lo cual
prueba el lema. m

PRUEBA DEL TEOREMA 2
Si tenemos en cuenta que la funcién definida por (z,y,t) — u(—=z,y, 1 —t) también es solucién

de (0.1) y satisface las hipdtesis del lema 3, entonces el teorema 2 se sigue inmediatamente
del lema 3.

1.2 Estimativo de tipo Carleman

Mediante técnicas sencillas de transformada de Fourier en las variables espaciales z y y en
esta seccion establecemos el siguiente estimativo de tipo Carleman.

Teorema 3 Sea w € C([0,1]; H3(R?)) N C([0, 1]; L%(R?)), tal que para todo B > 0

(i) w es una funcion acotada de [0,1] con valores en H3(e2P1#le2BW dxdy), y

(i) w' € LY([0,1]; L?(2P1# 2P dzdy)).

Entonces, para todo A € R,

M w| r2@exo) < 11eMw(0)|| p2re) + € w(1)[| 2 ge) + [l (w' + 03w + 0200wl L2 m2x[0,1))

(2.1)
Yy

e w]l 2@z 0,17y < 1€ w(0)] L2 g2y + M w (1) 22y + 1€ (0 + Odw + 0p85w) || 2 2 0.1))-
(2.2)

En la prueba del teorema 3 empleamos el lema 4, el cual justifica el cdlculo formal de la
derivada temporal de e*w(t)(€) y de eMw(t)(€).

Lema 4 Sea w € C([0,1]; L%(R?)), tal que para todo 8 > 0, w es acotada de [0,1] con valores
en L2(e2Pl#1 28 dxdy) y supongamos que w' € L'([0,1]; L?(e2P1°1e2P1¥ldxdy)). Entonces, para

todo A € R y todo &€ = (£1,&) € R2, las funciones t +— e w(t)(€) y t — eMw(t)(€) son

absolutamente continuas en [0,1] con derivadas e’ w'(t)(€) y eMw'(¢)(§) c.t.p. t € [0,1],
respectivamente.

Prueba. En primer lugar, veamos que e*w(t) € L'(R?)para todo t € [0,1] y todo A > 0:

/ T w(t) (z, ) |dedy = / e Al AW AT A Ay oo 1) (2, )| dzdy
R2 R2

§/e_)‘|z|e_>‘|y|e2>‘$|e>‘|y|]w(t)(x,y)|dxdy

RQ

1/2
S(/ e‘”'x'e_”'y'dfvd@ [w(t) || L2 (earisl 231l dzay)

C
:X ||’Ll)(t) ‘|L2(e4/\‘x\62>‘|y|da:dy) < 0.



En forma anéloga, puede verse que e*w’ € L'(R? x [0,1]) para todo A > 0.

Ahora, si denotamos por xr a la funcién caracteristica del cuadrado [—R, R] x [~ R, R], en-
tonces, para todo & = (£1,&2) y R > 0,

[ e e () ) dady = (w(0), ¢ )
R2

ey (29)

y como w € C1([0,1]; L?(R?)), entonces de la continuidad del producto interno en L?(R?), se
tiene que

t— <w(t),eiz§16i952e>‘$XR>L2(R2) e C'([0,1];C)

con derivada
! €1 1y€a Ax .
ts <w (1), €171 vz XR>L2(R2) e C([0,1]; C).

Luego

t
¢ 1wy Jiy€e AT > :/ < / iy iyéa AT >
(win), ewrevernng) = | (W), emoeset g

+ <w(0), €81 ¢y62 6’/\$XR>

dr
L2(R2)
L2(R2)

Entonces, de (2.3) y (2.4) se obtiene

. t . .
/ e e W2 ATy b (2 ) (t) (2, y)dady = /0 / e emWR ATy p (2, y)w! (7) (2, y)dodydT
R2 R2

+/eiz£16iyézeAfEXR(l-7y)w(())(m,y)dxdy.
RQ
(2.5)

Ademas,
—ix€1 ,—iy€a Az < Az RZ
e e 2 e x p(z, y)w(t)(z,y)| < [ew(t)(z,y)| ctp.(z,y) €RY,

y . .
e e My g, y)u' (1) (2, y)| < [0 (7) (2, y)| - etop.(2,y,7) € R® x [0,1].

Como e Mw(t) € L'(R?) para todo t € [0,1] y eMw’ € LY(R? x [0, 1]), entonces, por el teorema
de la convergencia dominada aplicado con R — oo, de (2.5) se sigue que

S (t)(€) = /0 ! (7)(€)dr + T w(0)(E).

—

Luego, t — e*w(t)(€) es una funcién absolutamente continua para todo A > 0y

—_—

%e/\zw(t)(f) — S (1)(E), etp. t € [0,1].



Si A < 0, la hipétesis w’' € L'([0,1]; L?(e*$1*1e28lldzdy)), para todo 8 > 0, hace que la
demostracién sea similar.

El resultado para e*w(t) se sigue con un procedimiento anélogo al anterior. m

PRUEBA DEL TEOREMA 3 .
Por el lema 4, para ¢ € R? fijo, la funcién t — e *w(t)(€) es absolutamente continua en [0, 1]

y GeMw(t)(€) = eXw!(8)(€), etp. t € [0,1].
Definamos g(t) := e*w(t) y h(t) := e (w'(t) + O3w(t) + 8,07w(t)). Entonces, se cumple que

M’ — Ng + 3N?0,g — 3ND2g + 029 — ADg + DuOyg = h. (2.6)

Como w(t) € H3(e2P1#1e2BlWl drdy) para todo 8> 0,y t € [0,1] y w'(t) € L2(e?P1#e2BWldady)
para todo 8 > 0, c.t.p. t € [0,1], con un procedimiento similar al empleado en el lema 4,
puede verse que h(t) € LY(R?), c.t.p. t € [0,1]. Luego, tomando transformada de Fourier en
las variables espaciales en la ecuacién (2.6) y teniendo en cuenta el lema 4, se obtiene, c.t.p.
t €10,1], que

—_—

B(E)(€) =M/ (£)() — Ng(1)(€) + 3X2D,g () (€) — BAT2g(1) () + 2g(1)(€)

— A2g(D)() + 0:029(2)(€)

=M/ (1)(€) — Ng(1) () + BNi€1g(D)(€) — BA(i61)%9(D)(€) + (i€1)° (1) (€)
9( )(€) + (i&1)(i&2)? g(t)(f)

— A(i&)?
emw( )(€) + [—ima(€) — ar(€)]g(£)(€),
donde
ma(€) = =3\ + & + &3,
y

ax(€) = N — BAE2 — M2,
Asi, c.t.p. t € [0,1],

a (e[fz'm)\(f,)*ax (5)}159(75) 6)) —elmma(§)—ax (g)}tﬁ(?)(g)‘

Como t — e[_imk(f)_a*(f)]tg/(t\) (&) es absolutamente continua en [0, 1] por ser el producto de
funciones absolutamente continuas, entonces

e Siay(§) <0, escribimos

t — t . —
/ d(e[imx(f)ax(ﬁ)]fg(T)(g))dT_/ elmimA©)=ax©lm (1) (€)dr,
o dr 0

efimk(f)tefm(g)tg/(-t\)(é) . g/(\O)(§) _ /t efimx(f)fe—ax(f)rh/(-;)({)dT’

o



—

g(t) (&) =™ &t (Ot () (¢) +/ MO ET) e Q=) (1) (£)dr,
0

y por lo tanto,

9] < 1900) |+/|h )|dr. (2.7)

e Mientras que si ay(§) > 0, preferimos escribir

1 _ 1 _
/ di(e[—imx(é)—ax(ﬁ)]Tg(T)(@)dT — / T =l by (1) (&) dr,
t a7 t

—

e MO8 (1) (&) — e MOt Ot g (1) (¢) = / e NN (1) (€)dr,
t

—_

1
g(t)(€) = efimx(é)(lft)e*ax(é)(lft)gf(\l)(f) _ / eI = O b (1) (€)dr,
¢

y por lo tanto,

9] < 19D r+/rh &)ldr. (2.8)

De (2.7) y (2.8) es claro entonces que, para cualquier valor de ay(§),

90(E)] < 190)©)] + 19(D) r+/h &)ldr. (2.9)

Luego, usando la desigualdad triangular en L? y la desigualdad integral de Minkowski se tiene
que

19122y <9022y + 19D 12w + / / IR()(©)ldr ) }”2

<190 z2zz) + 1900 | 2 ee) + / / i) ) Pde)

Entonces, aplicando el teorema de Plancherel se tiene que
190l 5o 22, (2 x10,1)) <I9(O) | L2®2) + 19Vl 2(m2) + [Pl L1 22, (R2x[0,1))
de lo cual se sigue que
HQHL2(R2><[O,1]) < Hg(O)HB(R?) + Hg(l)HL2(R2) =+ Hh”LQ(R?X[OJ])v
es decir,
X" W] L2 @2 o1y <l w(0)] 22y + € w(1)]| 2 g2)

+ (|7 (w' + 83w + 0p95w) | L2 (@2 x(0,1)-
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Definamos ahora g(t) := eMw(t) y h(t) := e (w'(t) + dw(t) + Oxagw(t)). Entonces, se
cumple que _
M + 035G + N0, — 2X0,0,9 + 0,0,g = h. (2.10)

Como w(t) € H3(e?P1*1e28W dxdy) para todo 8> 0y t € [0,1] y w'(t) € L?*(2P1#1e2P1¥dzdy)
para todo 3 > 0, c.t.p. t € [0,1], h(t) € L*(R?) c.t.p. t € [0,1]. Luego, tomando transformada
de Fourier en las variables espaciales, en la ecuacién (2.10) y teniendo en cuenta el lema 4, se
obtiene, c.t.p. t € [0, 1], que:

- — — — —

R()(€) =M/ (8)(€) — i€3g(1)(€) + iA61g (1) (€) + 221629 (1)(€) — i€1€35(1) (€)

:%6gw\(t)(5) + [—ima(€) — ax(©)]g(D)(©),
donde
mA() ==& — N6 + &85,
y

@) (&) = —2X&1&e.

Entonces, siguiendo el mismo procedimiento que para e’\xw(t), se concluye que

leMw]| 2o < leXw(0)] r2me) + leMw(1)|| 2 ge) + € (W' + 03w + 0:0;w) || L2 (m2  [0,1])-

1.3 Demostracion del resultado principal (teorema 1)

Sea ¢ € C*(R) no decreciente tal que Gplz) =0siz <0y ola) =1siz>1ysea
¢(x) = ¢r(x) :== ¢(x — R) para R > B.

Definamos w1 = w,, y w2 = w,,, por

w1 (t)(z,y) == d(@)ut)(z,y), y wa(t)(z,y) = d(y)u(t)(z,y),
para t € [0,1] y (z,y) € R2.
Inicialmente verifiquemos que w; y ws satisfacen las hipétesis del teorema 3.

Como u € C([0,1]; H*(R?))NC*(]0, 1]; L?(R?)), entonces wy, we € C([0,1]; H*(R?))NC([0, 1];
L?(R?)). Ademés, como u(0) y u(1) tienen soporte compacto en R?, entonces u satisface las
hipétesis del teorema 2 y en consecuencia, u es una funcién acotada de [0, 1] con valores en
H3(e2P11e281Y] dgxdy) para todo 8 > 0, y por la definicién de w; y ws lo mismo puede afirmarse
para wi y we. De otra parte, utilizando la ecuacién (0.1), concluimos que ' es una funcién
acotada de [0,1] con valores en L?(e2P1#le28l¥ldxdy) para todo 8 > 0, de lo cual se sigue
facilmente que w),w!, € L'([0,1]; L?(e2?1*1e2P1¥ldzdy)). De esta manera, w; y wy satisfacen
las hipdtesis del teorema 3.

Aplicamos ahora el teorema 3 a ws.
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Puesto que R > B, w1(0) =0y wi(1) = 0, y asi, utilizando el estimativo (2.1) del teorema 3
se tiene que

1A wn || L2 g2 0,17y S (W] + Own + 0udjw1) || 2 g2 0.1))
=[] (¢t + $Du + $0,0%u + ¢"'u + 3¢ Dyu
+ 3¢/ 07u + ¢ 02| 2 (w2 [0,1))
<[|eX pudyull L2z xjo,17) + 1€ Figull 22 xj0,17) (3.1)

donde
Fipu = ¢"u+3¢"0,u+ 3¢/ 0%u + qb'a;u.

Observemos que

| Figul <3(16"| + 16" + 1&1) (Jul + [0zu] + |02u] + [02ul)
<Cxip.ps1) (@) (Jul + [8pu| + [02u] + [02ul).

Por lo tanto, si tomamos A > 1,

1 R+1
I Fug ooy <C [ [ [ e lul+ 0.0l + 1020 + 05l 2dudyat
R

1 R+1
gcewRH)/ // (] + |8uta] + |02u] + |02u])2ddydt
0 R
R

<CeP P DulIB 0,112 m2))-

Luego,

1€ Figull 2 (r2x o) < Ce* Y (3.2)

donde C' no depende ni de A ni de R.
Estimemos ahora ||e* pud, ul| L2(R2x[0,1])-

Como del lema 2 e®d,u € L>([0,1]; H*(R?)) y H%*(R?) — L*°(R?), entonces existe C; > 0
tal que, para todo ¢t € [0,1] y todo z,y € R,

" Opu(t)(z, y)| < Cy.
Por lo tanto, teniendo presente que ¢ = 0 en (—oo, R] observamos que

1€ $udyull 22 x(0.17) <Clle™ dull r2 @2 o,17) 102l 220 ([R,00) % [0,1])
<Cre B pul p2®exjo.1)- (3.3)

Entonces, de (3.1) a (3.3) se sigue que
e wi || p2(rex 0,1y < Cre™ M dull 2gra o) + CeMEHY. (3.4)
Teniendo en cuenta que u es una funcién acotada de [0,1] con valores en L2(e?**dxdy),

entonces He)‘mqﬁuHLz(WX[ojl]) < 00. Si tomamos R > B tal que Cre f < 3 entonces, el primer
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término del lado derecho de (3.4) puede ser absorbido por el lado izquierdo de (3.4) y por lo
tanto
X w1]| p2rex(o) < 20D, (3.5)

He“qﬁuHLz(sz[O’mZ / // 2)\36’?5 (t)(z,y)| dxdydt) 1/2

/// ezmlqﬁ(:t)u(t)(:r,y)|2dxdydt>1/2

0 2R

M ( / / / (w.v) Pdadydt) . (3.6)

Luego, de (3.5) y (3.6) tenemos que
/ X
QAR / // (.9)| dmd?Jdt) < e pul[L2®ex[0,1]) < 20 M),

Ademas,

| \Y

Entonces, como 2R > R + 1, tomando A — 0o, concluimos que

/// a;y\dmdydt)/Q:O.

Por lo tanto, u =0 en [2R, 00) x R x [0, 1].
Razonando ahora en forma similar con wy se concluye que u =0 en R x [2R, 00) X [0, 1].

Nuevamente por el teorema 3 y teniendo en cuenta que w2(0) =0 y wa(1) = 0, se sigue que
leMwa | 22 o)) <l (wh + D2ws + 0:0;w2) || r2®2x[0,1])
=[|e*pu’ + pI2u + $0x0pu + 2¢/ 0 Oyu + ¢" ut]| L2 (w2 0,1
<||eMoudaul r2mexo,1)) + € Fagull n2R2x[0,1))5
donde
Fopu = 2¢'0,0yu + ¢" dyu.
Ademiés
|F2¢,u| §2|¢/||ax8yu| + 2|¢”||8xu|
<2(|¢'| + 19" ) (|0:0yul + |0zul) < Cx(r,r11)(¥)(10:0yul + [Dzul).

El resto del razonamiento para concluir que u = 0 en R x [2R, 00) X [0, 1] es el mismo empleado
con wy para obtener que u =0 en [2R,c0) x R x [0, 1].

Finalmente, si se considera @(-4, -y, t) = u(-—z, ~—y, -1—t), entonces u cumple las hipétesis del
teorema 2, por lo tanto, u = 0 en [2R,00) x R x [0,1] y en R X [2R, 00) X [0, 1]; es decir, u =0
en (—oo, —2R] x R x [0,1] y en R x (—o00, —2R] x [0, 1].

Se ha probado entonces que supp u(t) C [-2R,2R] x [-2R, 2R)], para todo t € [0, 1]. Luego,
por el resultado de Panthee, se sigue que u = 0.
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Capitulo 2

Principio de continuacion unica
para la ecuacion de Ostrovsky
con dispersién positiva

En el presente capitulo consideramos dos soluciones u; y uo suficientemente suaves con de-
caimiento polinomial en la variable espacial de la ecuaciéon de Ostrovsky con dispersién po-
sitiva. Probamos que si para todo a > 0 la diferencia de estas soluciones tiene decaimiento
exponencial para > 0 del orden de 6_‘”"’3/2, en dos tiempos diferentes y, adicionalmente, esta
diferencia decae como e~ %*, uniformemente en ¢, para todos los tiempos intermedios, entonces
dichas soluciones son iguales.

Esta condicién adicional es necesaria porque no se cuenta con estimaciones a priori sobre la
ecuacién de Ostrovsky con dispersion positiva que permitan demostrar que el decaimiento ex-
ponencial en dos tiempos diferentes implica el decaimiento exponencial en todos los tiempos
intermedios, fundamental para los métodos utilizados en la prueba.

En forma precisa el resultado central de este capitulo se formula como sigue.

Teorema 4 Sean uy,us € C([0,1]; H*(R) N L*((1 + 2% )?**dz)) N C*([0,1]; L*(R)) para algin
a > 1, tales que O 'ui(t), 0, lua(t) € L2(R), para todo t € [0,1]. Si ui,us son soluciones de
la ecuacion de Ostrovsky con dispersion positiva

u'(t) + 3u(t) + 7 u(t) + u(t)dpu(t) = 0, Vt € [0,1], (0.1)
y ademds se cumple que
(i) u1(0) — us(0), wr(1) —uz(1) € L2(e®" dz), para todo a > 0;
(ii) para todo B > 0, e*(u; — us) es una funcion acotada del intervalo [0,1] en L2(R),
entonces U] = ug.

La demostracién del teorema 4 resulta de confrontar un estimativo de tipo Carleman con
un estimativo inferior. Ambos tipos de estimativos expresan propiedades de continuidad del
operador inverso de la parte lineal de la ecuacién en espacios de tipo LEL] y LY L con pesos
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exponenciales.

En la seccién 2.1 nos ocupamos del estimativo tipo Carleman. Este estimativo estd inspirado
en los articulos de Kenig, Ponce y Vega [13] y de Escauriaza, Kenig, Ponce y Vega [4]. En
algunos pasajes hemos simplificado la prueba presentada en estos articulos. En efecto, los
espacios LPL? que hemos utilizado se han mantenido con indices p y ¢ més sencillos y hemos
aplicado sélo métodos elementales de transformada de Fourier que evitan el uso de herramien-
tas como desigualdades de tipo Strichartz y descomposiciones de Littlewood-Paley.

En la seccién 2.2 probamos un estimativo inferior que permite encontrar cotas inferiores para
la norma en H? de la antiderivada espacial de la diferencia u; — us en un rectangulo de la
forma [R—1, R| x [0, 1] para R suficientemente grande. Esta prueba sigue las lineas del trabajo
de Isakov [7] y de la referencia [4].

Finalmente, en la seccién 2.3, se lleva a cabo la prueba del teorema 4.

2.1 Estimativos de tipo Carleman

En esta seccién descomponemos el estimativo tipo Carleman en dos teoremas. En el teorema
5 se demuestra en forma simple un estimativo para una funcién w y otro para su antiderivada
07 'w en espacios de tipo L$°L2 con peso exponencial de exponente lineal. En el teorema
6 se establecen estimativos para d,w y 92w en espacios de tipo L°L? con el mismo peso
exponencial.

Formulamos estos teoremas a continuacién y daremos su demostracién en las subsecciones
2.1.1 y 2.1.2, respectivamente.

Teorema 5 Sean D :=R x[0,1] y w € C([0,1]; H3(R))NCL([0,1]; L?(R)) tal que para algin
M >0,

M
suppw(t) C [-M,M] y /M w(t)(z)dx =0, para todo t € [0,1]. (1.1)

Entonces, para todo A > 2,
X w]| Lo L2y < ¥ w(0) | L2my + X" w(D) 2wy + 1€ (0’ + O3w + 0, w) | 1 12(pys (1.2)
)

xr Q— 1 x x €T —
et 8x1wHL§°L§(D) < X(HQ/\ w(O)HL2(R)+H€)\ w(l)HB(R)“‘He/\ (w/+a§w+8x1w)|’Lng(D)>~
(1.3)

Notemos que las hipétesis sobre w garantizan que, para t € [0,1], 9; 'w(t) es una funcién
continua dada por

xT

o w(t)(z) = / w(t)(z')dz' = — /OO w(t)(z')dz!, para z € R,

—00

tal que supp 9, lw(t) C [-M, M].
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Teorema 6 Sean D :=R x[0,1] yw € C([0,1]; H3(R))NC ([0, 1]; L?(R)) tal que para algin

M >0,
M

suppw(t) C [-M,M] y /_M w(t)(x)dx =0, para todo t € [0,1].

Entonces, existe C' > 0, independiente de w y de M, tal que para todo A > 2,

X0l e 2(py SCA (X (0)]] 2wy + ™ (D)2 )
+ Ol (w' + 5w + 05 w)l| 11 2y (1.4)

e 02 wll Lo 2y SCN(I|J (€ w(0) |22 (ry + 1T (e w (1)) L2 ()
+ Ol (w' + 0fw + 85 w) | a2y (1.5)

donde Jg(x) = ((1 + £2)1/2g)V.

Observemos que las hipétesis sobre w permiten ver que e (dyw + 2w + 95 'w) se puede
identificar con una funcién h € L?(D) con supph C [—M, M] x [0,1]; es decir, ambos objetos
con extensiones adecuadas a R? inducen la misma distribucién temperada en R?. Lo anterior
garantiza la buena definicién de la norma L1L?(D) del lado derecho de (1.4) y (1.5).

2.1.1 Estimativo tipo Carleman para la funcién y la antiderivada
(prueba del teorema 5)

La prueba del teorema 5 que presentamos aqui hace uso solamente de la transformada de
Fourier en la variable espacial y es particularmente simple; sin embargo, este teorema también
se puede demostrar empleando un método similar al empleado en la prueba del teorema 6.

El siguiente lema justifica el cdlculo formal de la derivada temporal de em)(f ) empleado
en la prueba del teorema 5.

Lema 5 Seaw € C'([0,1]; L?(R)) y supongamos que existe R > 0 tal que suppw(t) C [~ R, R)
para todo t € [0,1], entonces, para todo A > 0 y todo £ € R, la funcidn t — e w(t)(£) es una
funcién de clase C*([0,1]) con derivada e**w'(t)(€) para todo t € [0, 1].

Prueba. Como suppw(t) C [~R, R] para todo t € [0, 1], entonces e*w(t) € L'(R) para todo
t €[0,1] y todo A > 0. Luego, para todo ¢ € R, la funcién de la variable ¢ dada por

—

711 x 1 ix€ A
eXw(t)(§) Mw(t)(x)de = —==(w(t), e xR R)(.0)),

vl V=

es de clase C! en el intervalo [0,1] y su derivada es
W (0), AN ) = STTD(E),
V2w e

pues w'(t) también estd soportada en [—R, R] para todo t € [0,1]. =
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PRUEBA DEL TEOREMA 5

o —

Por el lema 5, para ¢ € R fijo, la funcién ¢t — erw(t)(€) es de clase C! y %egw\(t)(&) =
e’ (t)(€), para todo t € [0, 1].

Definamos, para t € [0, 1], g(t) := eMw(t) y h(t) := e W' (t) + O3w(t) + 05 'w(t)]. Entonces
se cumple que

h = eNw' — X3g 4 3)\20,9 — 3029 + 29 + 0, e Ng). (1.6)
Observemos que

A0 (e Mg(1)) (x) = —e /Oo e M g(t)(@')da' = [Bxx g(1)](x), (1.7)

donde E\\(y) := —eAyX(foo,o] (v)-

Notemos que, de las hipétesis de regularidad de w, de (1.1) y del hecho de que Ey € L'(R)
se sigue que todos los términos del lado derecho de (1.6) estan en L'(R) para todo t € [0, 1].

Tomando transformada de Fourier en la variable espacial en la ecuacién (1.6) se obtiene, para
todo t € [0,1] y todo £ € R, que

ROE) = Mul(t)() — Ng(t)(€) + 3XDag(8)(€) — 3AR2g(1)(€) + B2g(1) (&) + Ex * g(t)(©)
= M (1)(€) — Ngt)(€) + BNig(1)(€) — A a(1)(€) + (i€)°g(1)(©)
+V21Ex(€)g(t)(€).

Y como )
1 1 1 A+

VmiE =X 2 N+ &

entonces, teniendo en cuenta el lema 5, podemos escribir

E\(¢) =

— — ——

RO = Lvu(t)(€) + [—ima(€) — ax(©)]a)(©),

dt
donde

ma€) = 3N+ € 4 5,
y

ax(€) = A" = 3X + 45 152.

Asi, para todo t € [0, 1],

—_ _—

790 + [=ima(€) — ax(©)]g(t)(§) = h(t)(E),
d

o (elmima (5)*%(5)]1‘/5(?)(5)) — e[*imx(f)*ax(f)]t}@ (£).
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Como t — e[_im*(g)_“*(g)]tg/(t\) (¢) es una funcién de clase C! en [0, 1], entonces procediendo
de manera similar a como se hizo para obtener (2.9) en la demostracién del teorema 3 del
capitulo 1, concluimos que

9B < 19(0)(©)] +19(1) !+/ [h(r)(€)]dr, (1.9)
de donde facilmente se sigue que

||9||Lt°°L§(D) < ||9(0)||L2(]R) + ||9(1)HL2(R) + HhHL,}Lg(D),
lo cual prueba (1.2).

De otra parte, de (1.7) y (1.8) se sigue que

9()(§)
A +i&

[0 Mw(t)) ™ (€) =
Por lo tanto, de (1.9) obtenemos que
1
g (0@ + T+ [ )

[0 wl (@) <
5 (S0©1+ D@1+ [ iE©Nr),

IN

y esto implica que
_ 1 _
07 "wll o130y < 5 (IX*0(0) ) + w0Vl 2y + 1€ (' + 030+ 07 w)l 1y 13 )

con lo cual también queda probado (1.3).

2.1.2 Estimativo tipo Carleman para la primera y la segunda derivadas
(prueba del teorema 6)

La prueba del teorema 6 estd basada en varios lemas previos. Los lemas 6, 8 y 9 expresan
propiedades de acotamiento de los operadores Ty, (0, — ATy, y (0 — A)?Tp, respectivamente,
donde Ty es el operador inverso de g +— e (0, + 02 + 0;1)e *g, y estd definido por el

multiplicador
1
mO(f? T) = 1
i7+(i5_)\)3+i§—/\

El lema 7 es un lema técnico y estudia propiedades de las raices del denominador del mul-
tiplicador mg que nos permiten acotar los coeficientes de las descomposiciones en fracciones
parciales llevadas a cabo en las pruebas de los lemas 8 y 9.

De otra parte, en el lema 10 probamos una versién de un resultado presentado por Coifman
y Meyer en [3] (pagina 26). Este resultado muestra que cierto operador pseudodiferencial es
acotado de L? en L? y su prueba se basa en las propiedades del operador maximal asociado
a la transformada inversa de Fourier dadas en el trabajo de Kenig y Tomas [14]. El lema 10
es un sustituto del teorema de Plancherel en la demostracion de un efecto regularizante local
que aparece en la prueba del teorema 6 para establecer los estimativos (1.69) y (1.83).
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Lema 6 Sea h € L'(R?) con 171 L2 w2y < 0. Si definimos

(€7 1 =~
mo T) = = ;
’ . . 1 T+ a(§) +ib(§)’
—\)3 -
iT 4 (1€ — N) +i§—)\
donde
we) =INE-E - i WO =N -t
: N2t 2 : N2t 2
entonces, para todo A > 0, moh € S'(R2) y es tal que [moh)Y = [moh]Y™V¢ y define una

funcion acotada de R, con valores en L2(R) y
Ifmoh]” (-2, )| L2 r2) < [Pl Lr L2 w2y, VE € R,
donde”™ y V' denotan, respectivamente, la transformada de Fourier y su inversa en S'(R?).

Prueba. R R
Probaremos inicialmente que [moh]"7V¢ € Lg°L3(R?) con [|[moh]"7 V€| oo 12 (r2) < 1Pl s 22 m2)-

En primer lugar, observemos que como h € L'(R?), entonces, para ¢ fijo,

— —
x x

hart) (€) € LMRy) ¥ A&, 7) = [h(-as 1) ()] (7). (1.10)
Para ¢ fijo, con b(§) # 0, y t € R, se tiene que
27 e‘im(g)etb(ax(oﬂ%o) (t) si b(€) <0
mol&, )]V (1) = | -
—\/%e*”“@)etb(g)x(,oo,o) (t) sib&) >0

De lo anterior, es claro que, [mq(&,+)]Y"(-t) € LY(Ry) N L®(R;) para todo & € R tal que
b(E) # 0.

Entonces, usando (1.10), para & fijo, con b(&) # 0, se sigue que

o€, JB(E -+ )17 (1) = —=[ma(e.-r )1 we ) (©)] 1)
/ e=it=5)a(€) (=)&) (S (©)X(0so0)(t— 8)ds  sib(€) <0
Rs
- (1.11)
— [ OO ) (€)oot — s)ds 51 B(E) > 0
R,

De la expresién anterior podemos observar que, para todo £ con b(§) # 0, se tiene que,

o€, -+ )R(E, -+ V" (1)] < / (5 (£)ds.
Rs
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Entonces, teniendo en cuenta que dado A > 0, {£ € R : b(§) = 0} es un conjunto finito, se
sigue, aplicando el teorema de Plancherel y la desigualdad integral de Minkowski, que,

Imoh]¥™"¢ (o Ol 2y = limol-e s+ A&, -+ )1V (2) Mrzw) < II/Ih 2+ 8) (©)lds]| L2 (wr)

< / 1A (ars) l2ryds = / 17 (2, 9)L2@®)ds = |All L1 2 g2y < o0
R, R,

Finalmente, para ver que [moh]¥ = [moh]¥7Ve € L{°L2(R2) < S'(R2) se usan funciones de
prueba y las propiedades de h. m

Lema 7 Existe 0 > 0 tal que si 7 > 0 con |T — |>1ysireC conr(l—13) =

33/4 T4/3’

1
entonces |r® — Z’ > 4.

1
Prueba. Equivalentemente probemos que existe § > 0 tal que si |[r? — Z| <syr(l—13)=

entonces |7 — | < 1.

473" 3/4

Sea /- la rama de la funcién multivaluada compleja raiz cibica definida en el disco V' de

1 1
centro 1 y radio 1 tal que en V N R coincide con la funcién de variable real raiz cibica.
1 1
Por la continuidad de /z(1 — z) en z = T dado n > 0, existe § > 0 (§ < Z) tal que si

1
|z — Z’ < 0 entonces,

V30— 2) ool < (1.12)
o1 o1
Veamos que si |r° — Z‘ <dyr(l—r)= v > 0 entonces,
1 3
‘7.4/3 B 44/3| <7 (1.13)

En realidad, como el argumento principal de 1 —73, Arg(1—7r2), est4 cerca de cero y Arg(r(1—
73)) = 0, necesariamente r es una rafz cibica de r3 tal que Arg(r) estd cerca de cero, o sea
que 7 = v/r3 y por lo tanto, de (1.12) se sigue que,

S A

=5~ | <.

44/3

De otra parte, por la continuidad de la funcién real existe n > 0 tal que si

1 3
y / en Yo = 44/35
3
ly — m! < 7 entonces,
1 4
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De (1.13) y (1.14) podemos concluir entonces que existe § > 0 tal que si r € C cumple que

1 4
]7’3—1|<5yr(1—r3):—4/3>0, entonces \7’——3 |<1. m
T

Observacién: con un procedimiento similar también puede probarse el resultado del lema 7

paraT <0y |t + > 1.

4
397
Lema 8 Sean h € L'(R?) con HhHL;Lg(R?) <00y
i& — A (E+1iXN)

my(§,7) = = : )

donde a(-¢) y b(-¢ ) se definen como en el lema 6.
Entonces, mih € S'(R?) y es tal que [mih]Y = [mih]VeV™ € LLL(R?) y emiste C > 0,
independiente de h y de A > 2, tal que

Imah)¥ | oo r2r2) < ClPN L1 L2 (R2)-

Prueba.

Probaremos inicialmente que ||[m;h]VeV"

Observemos que

lsor22) < CllRl L1 L2 (m2)-

(€ +iN)?

= — . 1.15
M T) = ey S e £ 1 (1.15)
Definamos, para 7 # 0,
&t
=5 (1.16)
Entonces, tenemos que
2
Y (1.17)

my(&,7) = _7_2/3(1)4 —v+ TTl/?,)

Facilmente puede comprobarse que el polinomio p(v) := v*—v+ 74% sOlo tiene raices repetidas

en el caso |7| = 4 x 373/%, Por lo tanto, si suponemos que 7 # 0 y |7| # 4 x 373/4, podemos
emplear fracciones parciales en (1.17), para obtener

4 (r
ml(é-’ 7—) = _7_21/3 Z v /_1]7(“()7_)) (]‘18)
j=1 J

donde,

Usando la regla de L’Hopital para calcular este limite se tiene que

ri(7)? .
Aj(r)=—~1~L— j=1,23,4. 1.1
j(T) 4rj(7_)3 _ 17 J ) 733 ( 9)
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Entonces, de (1.18) y (1.19) podemos escribir,

1
_ 1 ri(7)? 1 —3/4
mi(§,7) = 72/3;4”(7)3_1 o) T#Oy [T]#4x 37

Y si tenemos presente (1.16), entonces, para 7 # 0y |7| # 4 x 373/4,

m1(£7 T)

4
_ 1 Z T'j(T)2 ] ‘ 1
T2/3 = 4Tj(7')3 —1 &+ix ’I“j(T)

173

1 24: ri(r)? ! - (1.20)
P8 & (7 =1 €= 7 Relyy (7] — il P Iy (1) = X

Puede probarse que para A > 0 el conjunto {7 : 7/3Im[r;(7)] =\ = 0, para algtin j} es finito.
Para A > 0 fijo, j € {1,2,3,4}, y 7 # 0 tal que |7| # 4 x 373/ y 713 Im[r;(7)] — X # 0,
definamos

\/.Z?X(O,oo) (z)e~ /2 Imlr; (] -Na si 7/ Imlrj(r)] = A > 0,
7
fj(a:) = fj,T(x) =
@ IO B Ll ()] — A <

1
(1.21)
Claramente para todo j, f; es acotada y estd definida excepto en un ntimero finito de valores

de 7. Ademaés,

~ —1
1) = A B T, ()]~ A

si 73 Imlr;(7)] — A #0, (1.22)

Por lo tanto, de (1.20), (1.21) y (1.22), se tiene que

4
1 ri\T 2 itl/3 Relr; (T)]x
(e, )] (2) = 75 > 474‘57()3)_ Ce YoRelry(Dla £ (), (1.23)
j=1 "7

S 7-1/3Im[7’j(7')] — X # 0, para todo j.

4 1
) — . (7)3) = i
Supongamos que |7| > 3. Como |7 — 33/4| >1yri(r)(1—ri(r)’) = 1730 POr el lema 7 existe

§ > 0, independiente de 7, tal que |47;(7)® — 1| > 44, para todo j.

Si |rj(7)| < 1 entonces

ri(7)?
—_— | < —, 1.24
|4'rj(7)3—1| — 45 (1.24)
Y si |rj(7)| > 1 entonces,
Arj(r)? =107 [rj(7)?| =1 7 [dri(7)?| = [r(7)?] ~ 3Jri(7)] — 3
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Por lo tanto, de (1.23), (1.24) y (1.25), teniendo en cuenta que las funciones f; estan acotadas

Ver

para todo A > 0,

por para j = 1,2,3,4, se sigue que existe C' > 0 tal que para casi todo 7, con |7| > 3, y

llma (e, )] (o)l w,) < C- (1.26)

Notemos ademés de (1.23) que, salvo para un ndmero finito de valores de 7, con |7| > 3,
[mi (e, 7))V () € L' (Ry) N LA(R,). (1.27)
Consideremos ahora el caso |7] < 3.

De (1.15) tenemos que

€ +iN]? - € +iA]?

&= e @ T 1] S @ + 1 - e+l

1
Supongamos que A > 2. Entonces 1 < E|£ +iM* y por lo tanto

15
(E4+iN + 1> [e+iN*—1> 1—6|5+M|4.

Ademas,
€ + it

3
L TPA 2 a4
e p “set

IT]|€ + A < 3|+ A =3
Luego,
1€+ N + 1] = [7ll€ + Al = [(€ + 0" + 1] = [7[I€ + M| > € + A" = 1 = |7]]€ + i
> %g +iA* — %\§+i>\|4 = 1%|§+My4.
Luego, para |7| < 3y A > 2, se sigue que

|E4+iA* 16 1

Im1(§,7)] < =— . (1.28)
9 2
Y entonces, para 7| <3y A > 2,
e @) = 15 [ e e+ / (€, 7)de|
16 1 16 1 161 40
< =2 T+ =5
[ vt | vats [ T =
(=L1)°
Es decir, para A > 2y |7]| < 3,
40
e, I Co ) o) < 5 (1.29)
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De esta forma, de (1.26) y (1.29), podemos concluir que existe C' > 0, tal que para todo X > 2,
y para todo 7 € R (salvo un nimero finito),

Il (e, T Ca )l e,y < C- (1.30)
Notemos ademas que de (1.28), para |7| <3y A > 2, my(¢,7) € L'(R¢) N L3(R¢) y por tanto
[m1(-e,7)]"¢ (2 ) € Cy(Ry) N L*(Ry). (1.31)

Definamos, para A > 2,
Mi(z,7) = [mi(¢,7)]Vé(2), ct.p. T €R. (1.32)

Por lo tanto (1.30) se convierte en
||M1(‘x77—)HLg°(R) <C,VA>2 ctp.TER. (133)

Entonces, de (1.27) y (1.31) y del hecho de que h € L'(R?) se sigue, salvo para un niimero
finito de valores de 7, que

(Mi (-2, 7) %0 [A(a )] (1) = V27 mu (e, TRl ,7),
y ademas que dicha convolucién define una funcién continua y acotada de la variable x.

De esta forma,

s s Yo ) = b ) 2 ) (1.34)

Luego, empleando el teorema de Plancherel en la variable ¢, (1.34), (1.33) y la desigualdad
integral de Minkowski, se sigue que, para todo A > 2 y todo = € R,

1lmah] VsV (2,0l 2y = [mah)Ys (@, 7 ) 2wy

1
= —=| [ [(Mi(0,7) *a [A(o )] (7)) (2) Pdr
ol |

1/2

<—]| / 1201 e N O () ]
<[/ / ) ]
<C’/ /] ') (7)) d7-> dx’ —C/ [~ t||L2 dm/

e / I, -0l 2y de’ = Clbll 1 poey < o

Por lo tanto, N
H[mlh]v§VT||Lg°L?(R2) < Cllhllpy 2 w2y < oo

Finalmente, para ver que [mlﬁ]v = [mlﬁ]vaf se usan funciones de prueba y las propiedades
de h. Con esto queda probado el lema 8. m
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Lema 9 Sean h € L'(R?) con Il Ly r2me) < o0y

(i€ — \)? i(€41i))?

ma(&,7) = = . .
iT+(i§—/\)3+i§1_)\ T+ a(€) +ib(€)

donde a(-¢) y b(-¢ ) se definen en la misma forma que en el lema 6.
Entonces, moh € S'(R?) y es tal que [mah]Y = [mah]VeVr € LPLI(R?) y existe C > 0,
independiente de h y de A > 2, tal que

[[m2h]¥ | oo r2r2) < ClIPN L1 L2 (R2)-

Prueba. R
Probaremos inicialmente que |[[mah]"¢"7 || oo 2(m2) < [Pl 11 22 (r2)-

En primer lugar, observemos que

mxafwz-xg+iwfﬂt@fiw+i. (1.35)
Definamos, para 7 # 0, '
vi= 5:1_/3)\ (1.36)
Entonces, tenemos que )
ma(§,7) = v’ (1.37)

T

Procediendo de modo similar a como se hizo para establecer (1.23) en la prueba del lema 8 y
con las mismas funciones f; definidas allf, obtenemos que

()3 )
(1) iRl (e filx), (1.38)

matie (o) =22

4
Jj=

1

para T # 0, |7 # 4 x 373/% y 7 tal que 7'/3Im[r;(1)] — X # 0, para todo j.

4
Supongamos que |7| > 3. Entonces |7 — @\ > 1y, como en la prueba del lema 8, una
aplicacién del lema 7 nos permite afirmar que
T (7)3 11
— 5| Smaxig, 5
‘47“]-(7')3 - 1| = X{3 45}

para concluir que existe C' > 0 tal que para casi todo 7, con || > 3, y para todo A > 0,

Ima(-e, 7)Y (o)l ooy < C (1.39)
y que, salvo para un numero finito de valores de 7, con |7| > 3,

[mQ('§ 7T)]V£('CC) € LI(RI) N L2(Rx) (140)
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Consideremos ahora el caso || < 3.

Supongamos que A > 2. Entonces, como se vio en la prueba del lema 8§,

. . 9 .
(€ +iN* —7(E+iN) +1] > 1—6|§+ZA|4. (1.41)
Por lo tanto, de (1.35) y (1.41), para |7| < 3y A > 2, se sigue que

i(€E41iN)? o
(E+ N —7(E+iN)+1  E+iA
iT (€4 iN) — i < 16 JiT (€ +iX) — i
EFIN[(EFINI—T(EFiIN+F1]' = 9 26+
8 /3|6 + i) 1 8 3 1 32 1
= 5(\§+’M\4 y§+m4) = §<|§+m3 * \§+i)\]3) = EREE

ma(€.7) ~ gl = |

Luego,

ma(6,m) = ey +AGT), (1.42)
donde,
32 1

|A(£a7—)| < gm

(1.43)

Y entonces, para [7| <3y A > 2,

st 1) < [(e555) @) + HACe @)

—1
)
= V2r X o) + ’\/12? R/ A€, 7|

3

< Vor+ / A€, 7)|dé + / A€, 7)) de

[-1,1] [—1,1]¢

32 1 32 1

< 4/ — e — — e —

sVImEy / Erop® Ty / crap®
[_171] [_171]0

32 1 32 1 40
< V2 — —d — ——df = V2 —.
_\/7T+9 /8§+9 / ’£|3§ V7T+9

[_171] [_171]0
Por lo tanto, para |[7| <3y A > 2,
% 40
Ifma e, IYE (o) loe ey < V27 + (1.44)

De esta forma, de (1.39) y (1.44), podemos concluir que existe C' > 0, tal que para todo A > 2,
y para todo 7 € R (salvo un ntmero finito),

llma(e, )] (o )l < C- (1.45)
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Observemos ademds que, para |7| < 3, de (1.42) y (1.43) se sigue que
[ma(e, 7)]Vé (2 ) € L2(Ry). (1.46)
Si definimos, para A > 2,
Ms(z,7) := [ma(-z,7)]Ve(x), ct.p. T €ER,

y usamos (1.40), (1.45) y (1.46), concluimos que My(-,,7) € L®(R;) N L*(R,) c.t.p. TER Y
podemos proceder con Ms de la misma manera como se hizo con M7 en la prueba del lema
8, para concluir que R

H[mQh]v§VTHLg°L?(R2) < Cl[hllpy 2 w2y < oo

Finalmente, para ver que [mgﬁ]v = [mgﬁ]vﬁvf se usan funciones de prueba y las propiedades
de h. Con esto queda probado el lema 9. =

Lema 10 Parat € R sea G(t fe“zw z,t)g(z)dz, donde g € S(R) (espacio de Schwartz)
yU(,t): R — C es una funcwn con supp Y (-, ,t) C [, 00) para algin & € R y para todo
t € R, tal que (-2 ,t)|jgy,00) €5 de clase C'. Supongamos ademds que

lim ¢(z,t) =0 y sup /OO |D19(z,t)|dz < C. (1.47)

Z—00 teR &-0

FEntonces
1G]l L2y < Cllgllrz e

con C' independiente de g.

Prueba.
En primer lugar, observemos que

—/ Dy (2 t)d2’
para z > &yt € R.

Teniendo esto en cuenta, si t € R, se sigue que

0l =| /5 e[ bt i g

=| / X[eo, +o0) (2)€"( / X[z.00) (Z) D1t (2, 1)d2)G(2)dz]

R

|// ztz X[{o +oo}( )X[z,—&-oo)(z/)dz]Dlw(Z/’t)dzl|

|// (2)d=) Drop( '] < sup | [ e dz|/|D11/) 2 D)|de
o

Z’eR Jé&

< C(S*g)( );
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donde, (S*g)(t) := sup,ig | f;o eg(2)dz|.

Por lo tanto, utilizando el resultado de Kenig y Tomas en [14], que afirma que existe una
constante C' > 0 tal que para toda funcién g € S(R) se tiene que [|S*g|[2@r) < CllgllL2(w)
concluimos que

1G]l L2m) < Cllgll L2 w)-

PRUEBA DEL TEOREMA 6
Demostracion del estimativo (1.4)
Para (£,7) € R2, sean mq(&,7) y my(€,7) como en los lemas 6 y 8 respectivamente.

Ademads, para € € (0,1/4), sea n. € C*(R), tal que n(t) = 1, si t € [2¢,1 — 2¢], suppn. C
[e,1 — €], e creciente en [e, 2¢] v decreciente en [1 — 2¢,1 — €].

Definamos para ¢t € R
w(t) = ne(tw(t), (1.48)

donde la funcién w que aparece en el lado derecho de la igualdad (1.48) es en realidad la
extensién de w que es cero fuera de [0, 1].

Observemos que si h := e (dyw, + d3w, + 07 'w.), entonces
he = néemw + 7756)“(8,511) + agw + 8;111)) = néemw + ho, (1.49)
donde hg = ho, := 0™ (Oyw + O3w + 07 w).

Puede verse que hg, he € C(R; L2(R)), que supp ho(t), supp he(t) estan contenidos en [—M, M]
para todo t € R y que supp hg, supp he estdn contenidos en [e, 1 — €. Luego, hg y h, se pueden
identificar, via el teorema de representacién de Riesz, con funciones de L?(R?) que seguiremos
denotando por hg y he.

FAcilmente puede verse que e’ 0w, = (mlﬁe)v. Teniendo en cuenta este hecho y (1.49), se
sigue para D := R x [0, 1] que

12 el Lo 2y = lIx10.1] ()€ Butwell oo r2 2y = X011 () (m1he) V|| Lo 12 2y
< HX[O,l]('t)[ml(née’\xw)]vHL;@L%(R% + H[ml/}zO]VHLgOLf(RQ)- (1.50)

Como hg € L?*(R?), de las propiedades del soporte de hg se sigue también que ||ho|| L1r2(r?) <
oo. Asi, por el lema 8, si A > 2, para el segundo término del lado derecho de (1.50) se tiene
que

H[mlhO]vHLgoLf(W) < CHhO”L;Lf(W) = CHTk@M(atw + 8210 + 8;110)”@10135(&2)' (1.51)

Ahora estimemos el primer sumando del lado derecho de la desigualdad (1.50).
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Para A > 2, sea 0y € C°(R) tal que 05(§) = 1, si [§] < 2X, suppfy C {£ € R : [{] < 3A},

0<6\(&) <1yl0\(&)] < % C para todo ¢ € R. Entonces, si definimos h; = hie € S'(R?)
y ho = hae € S'(R?), por

iy = 05 () (7vw), (1.52)

By = (1 = O()) (eXw), (1.53)

obtenemos

HX[O,I]('t)[ml(née/\xw)]vHLgoL?(R?) < ||X[O,1]('t)[mlﬁl]vHLgoLf(R?) + ”[ml/h\Q]VHLgoLf(R?)' (1.54)

Para estimar el primer término del lado derecho de la anterior desigualdad definamos g; por

1 = i(€ + iNh1 = i(€ + iN0A(¢) (e w). (1.55)
Luego, [mih1]Y = [mog1]V. Aplicaremos el lema 6 a la funcién g;. Para ello probaremos

inicialmente que g; € L'(R?) con g1l L1 L2 2y < o0

Como suppw(t) € [-M,M] y w € C([0,1]; H3(R)) entonces e*w € C([0,1]; H*(R)). Por
tanto, de la definiciéon de g1, teniendo en cuenta que 6, tiene soporte compacto, se tiene
que g1 € C(Ry; H3(R)) con suppgy C [0,1]. Asi, 9111 L2 (m2) < 00y g1 define una funcién
continua en R? con soporte contenido en D.

De otra parte, para t € R,

o1 ()| @) <Cllgr (D) ez () < Cllgi(t) 2w + €l dggl() 2wy

=Clln()(& +iN)ore o w(t) lz2r) + €l [775( )€+ iV w(t) 2wy

dg
d
+C et )(£+zA)9AdfgekaJ( ) 2Ry
<[ ONCAew(t)l| 2 @) + CAllze**w(t) ]| 2 w)]

<Inc@®ICA + CAMHI@”U}( 2@y < Cawlni(t)l, (1.56)

lo cual implica que g; € L'(R?).

]Vq—V&

Aplicéndole ahora el lema 6 a g;, se sigue que [mogi]¥ = [mog1 Observemos que para

cada t € R, empleando el teorema de Plancherel,

X0, () [m0G1]" (o, )| 11 )
=[|(1+ 52)1/2X[0,1] (t)[mog1] "™ (e, t)HLg(R)

= [I(1 + €)X (0,1 (£)0A () [(€ + iN)mo (¢, 'r)(ﬁé/e’\xjﬂ)]w(f» t)”Lg(R)
< CAIxq0,11()[(€ +iX)OA(-¢)mo (e, - r)(ﬁe/e%)] T(‘S,t)”Lg(R)
= CAIx[0,11()[m0og1]" (-2, )] 2 (m)-
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De esta forma, para todo (x,t) € R?, empleando el teorema de Plancherel, obtenemos que

(.11 (O)mah]Y (@, 8)] < Clixpo. (6)[modi]Y (o )| gy < CAlIx01) () [m0G1]Y (o )| 22 )

Por lo tanto,

"X[O,l]('t)[ml/ﬁl]v(m’ D2y < OMlxp,1(6)[mog] |2 2 r2y < CMmodi]” [l ge L2 2y

y asi, empleando nuevamente el lema 6 y el teorema de Plancherel, obtenemos

o) ()Pl Yl e ey < CMmodilllzze ey < CX gz ey
= C\||[i(€ + M)Hx(né/em\w)]vlngLg(R%
= CA[E + N0 w)] " |13 2 z2)
= OAl( +iN)0(nie™ w) ™7 || Ly 22

< CA2H(772‘3M?U)AI”L%L%(R?) < CAZHUé@MwHL}Lg(R%- (1.57)
Procedamos ahora a estimar el segundo término del lado derecho de (1.54).

Observemos que

miha = mo(&, N)i(€ +iN)(1 — 03) (e w) = moga,
donde -
G2 1= (€ T IN)(1 — 00) (L w) = (1 — 03[ (8 — M) (w)]".

Como w € C([0,1]; H3(R)) y suppw(t) C [-M, M] para todo t € [0,1], vemos que go se
puede identificar con un elemento de C(Ry; H2(R)) cuyo soporte estd contenido en (0, 1).
Ademsds, mediante un procedimiento similar al que se hizo en la cadena de desigualdades
(1.56), tenemos que, para todo t € R,

lg2 ()l 1y < Cll(OIA + MN) [ w(t) | 1 ). (1.58)
Por lo tanto, g2 € L'(R?) con 1921l L1 L2 (r2) < 00, y asf, por el lema 6, [miha]¥ = [moga) ¥ Ve.
Observemos que, para A > 1y || > 2,
b(€) ::)\3—3/\§2+)\2j\r§2 gAi’>—12x°’+51A:1_5,)‘15A4 <0.
De esta forma, de (1.11), en la prueba del lema 6, se sigue que
[mahs] 7 (€,8) = [ma (€, +)ha(&, 0] (1)
= [moge] "7 (£, 7)
_ / (5100 (=) 1T ()10 (£ — 5)dls
Rs
= /6_i(t_s)a(5)€(t_5)b(§)i(é +iA) (L= 03)[0(s)eXw($)] (€)X(0,+00) ( — 5)ds.
Ry
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Veamos que podemos aplicar la féormula de inversién de la transformada de Fourier en la
variable espacial a [mjhs]Y™ para obtener [mihs]Y. En efecto, observemos que, para todo
s € R,

/ 1220 (©)lde < Clloa(s)l sz < C, (1.59)

y por lo tanto, para todo t € ]R

/ o]~ (&, £)|dE < / / 16205 ()| dsdé = / / 192057 (€)|deds

<c /0 o233y ds < 0.

Luego, por la férmula de inversién de la transformada, se tiene para todo (z',t) € R?,

[m1ha](

m/ / O (¢ i) (1~ 63) [l (5)e*w(5))"* ()X 0,400 (¢ — )dEds.

Rs Re

De esta forma, empleando la desigualdad integral de Minkowski,

I[maha]¥ (2", )| 2 ey /HA ll 2 ) ds, (1.60)

donde,

Ay(2't) = / ¢ e L= (€ 4 iN) (1 — 03[ (s)e™ w(5)] " (€)X (0, o0) (t — 8)dE

Re
= / et e = elO) ()¢ 4 in) (1 = 03) [0t ()€™ w($)]™ (€)X (0,4+00) (= 8)X(1e]2203 (E)dE-
Re
(1.61)
Notemos que por (1.59), la anterior integral estd bien definida para todo 2/, t,s € Ry
[As(2’, 1) < C, (1.62)

donde C' es independiente de 2.t y s.

Realizando en (1.61) el cambio de variable z = €3, teniendo presente que

a(§) = _53 + 3)\2§ - )\25_’_527
y definiendo
Ys(z,t) = e*it[3/\2§*§/(>\2+§2)}e(tfs)b(f)X(o,Jroo)(t - S)X{\§|22>\}(5)7 (1.63)
iz’ € jisa(€)
fe) = fule) 1= Ty ilE + N = ) ls) ()] (€), (1.64)
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podemos escribir

Ag(2')t) = /eitzfx/(z)i/)s(z,t)dz. (1.65)
R

Aplicaremos el lema 10 en (1.65) usando dualidad. Con este fin, definamos, para ¢ € S(R),

Gy(z) == /eitzws(z,t)(b(t)dt, (1.66)

R

y verifiquemos que la funcién (t, z) — 1s(z,t) satisface las hipétesis del lema 10.

En clecto, de (L63), para = fjo, suppt(z,-0) C [5,400); (1)l o0 € CUR) ¥
limy_, o0 ¥5(2,t) = 0. Veamos ahora que sup,cr f;roo | Doths(z,t)|dt < oc.

Observemos que, como b(§) < 0, entonces |1)5(z,t)| < 1. Ademas,

| 102wl = 6 = i33°6) i [ e gy

. . 1
= 6) = i(3%6) + i3~ X2 ©)

Como para |§]| > 2 Ay A > 1

BA%¢ +5 5 52| < 3A2[E[ + 1 < 42,
y 2 2
B = BAE =X = 55l 2 3 — 54 — 12307 - )\% S A2 >
entonces
* 4)? A
/ | Datps(z,t)|dt <1+ /\g‘f‘ <1 +4@ <3.

Entonces, aplicando el lema 10 a G en (1.66), se tiene que [|Gyl[r2r) < CliollLzw)-

Luego, aplicando el teorema de Fubini y la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se sigue que

|/ @ voat| = | [ [ e repnlzto(dadt

R R,
// €% £ (2)bs (2, 1) (1) dt 2| = |/f )Gy(2)dz]
R, R¢
<[ fllzwllGollL2w) < Cllfllz2 R)||<Z>HL2(R (1.67)

El teorema de Fubini se puede aplicar en el anterior razonamiento porque usando las defini-
ciones de 15 y f dadas en (1.63) y (1.64), el cambio de variable z — & y (1.59) se tiene
que
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/ 16(0) / F( sz, 0)]dzdt < / ()] / 19209) (€)|dedt < Cllgl| 1y < C.

Concluimos asi, de (1.67) y (1.64), el cambio de variable z — £ y el teorema de Plancherel,

que

[As(=' Dl < Cllfllrzm)

el Eezsa(f
- /| sez3ez (EHINI=0E NI (s)e* w(s)] (€)Pdz

0[52

IN

Re
= CHné(S)e/\xw(S)”Lg(R)
De (1.60) y (1.68), obtenemos, para todo 2’ € R,

Imaha] (2, )l 2 ey < CHUée/\xw”Ltng(W),

y por lo tanto
~ A
H[mth]VHLgoLg(Rz) < C|nce “wl| L1z m2)-

Luego, de (1.54), (1.57) y (1.69), teniendo en cuenta que A > 2, se sigue que

HX[O,l}('t)[ml(Tlé@Mw)] HL°°L2 (R2?) < C>\2H77/ )\waL}L%(RQ)'

En consecuencia, de (1.50), (1.51) y (1.70) obtenemos

le*0 o We | oo £2(p)y < CA?||Le AIU}HL%L%(RQ) + Clnee™ (Oyw + w + 8:5_1“1)”1:;133(112{2)-

Para pasar al limite cuando € — 0% observemos que

A A A
e Opwe — € xawaLgOLf(D) = |[e**dpw(ne — 1)HLgOL$(D)

= s [ [ @) - 1

x€[—M,M]

1/2

2e 1 1/2 0+
e M”wHC([O,l];HQ(R)) [/0 dt—l—/l , dt _>—> 0.

1/2

352![776( s)e N w(s )]A””(ﬁ)!2d§] = Clllnc(s)e**w())™ |l 2 )

(1.68)

(1.69)

(1.70)

(1.71)

(1.72)

Con respecto al primer término del lado derecho de la desigualdad (1.71), observemos que

Ince* wl| iz @2y = /Iné(t)\Hem’w(t)HLg(R)dt

2e 1—e
- / 7 (]| w ()| 2 ydt / (O 2w(b)|| 2z dt

1—2¢

2e
= / 1) (1w (t) | 2®) — 127w (0)[| L2(R))dE + [ w(0)]| L2 (x)

1—e
—/1 () (1w (bl 2®) — X" w (V)] 22®)dt + [ w(1)] L2 (x)

—2€
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y como e*w € C([0,1]; L?(R)), es claro, de la anterior igualdad que

o+
It wll g2 ey = € w(0)]| L2y + le¥w(1)]l 22 (r)- (1.73)

Finalmente, para el dltimo término del lado derecho de la desigualdad (1.71), teniendo en
cuenta que suppw(t) € [-M, M], paratodo t € R, por el teorema de la convergencia dominada

1eX (B + O2w + 05 w) (ne — 1)l 1 (g2

e—0t

<@M)Y2M |(w + 83w + 05 w) (e — 1)l 2 12m2) s 0.
(1.74)

En consecuencia de (1.71) a (1.74), se sigue la desigualdad (1.4).
Demostracion del estimativo (1.5)

Para probar la desigualdad (1.5) procedemos de manera similar a como lo hicimos en la prueba
de la desigualdad (1.4).

FAcilmente puede verse que e’ 92w, = (mg/ﬁe)v, donde my se define como en el lema 9. Por
lo tanto,

He)\xa:%weuLgOLf(D) < HX[O,l]('t)[m2(77§3\m\w)]vHLg°Lf(R2) + H[m2EO]VHLgoL§(JR2)a (1.75)
donde, como en (1.49) , hg := n.e*[Ow + 2w + 05 tw.
Por el lema 9, para A > 2 se tiene que
lmaho] V|| e r2r2y < Cllbollzy r2e2y- (1.76)

De otra parte, definamos hy y he como en (1.52) y (1.53), de tal modo que n’e’w = hy + ho.
Entonces

HX[O,l]('t>[m2<7726>\$w>]VHLgOL§(R2) < HX[O,l]('t)[mQﬁl]vHLgOL%(RQ) + H[mQ};’?]V”LgOL?(RZ)' (1.77)

Si definimos una nueva g, por §p := — (€ +iA)2h; entonces (mahy)¥ = (mog1)Y. Por lo tanto,
como en la demostracién de (1.4),

X0, () (m2h1) Y[l e 22y < Clixgo,) (0)T[(m2hn) ¥l 22 w2y < CllT[(m2hn) V] e 2 (re)
= C||J1(mog1) "1l o= 2 g2y = Cll[(m0T91) M 1o 12 s2)-

Procediendo de modo similar a como se hizo para obtener (1.56) puede verse que Jg; € L'(R?)
con ”JQIHL}L?C(R?) < 00 y asi, por el lema 6, podemos concluir que

”X[O,l]('t)(m2/ﬁ1)v”Lg°L%(R2) < CllJgillpirzme) < C)‘2H772J(€Mw)HL%L§(R2)- (1.78)
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Si definimos un nuevo gs por gs := —(£ + i)\)Qﬁg, puede verse, procediendo como se hizo para
obtener (1.56) y (1.58), que go € L'(R?) con 1921/ L1 11 2y < 00, lo cual permite como antes
probar que, para todo ' € R

imahal¥ (@', -0l 2 e / 1AS (&', )l 2y s, (1.79)

donde la nueva Ag(2/,t) se obtiene al cambiar en la definicién de As(z’,¢) dada en (1.61),
i(€ + 1)) por —(€ +1i))2.

Razonando similarmente a como se hizo en la demostraciéon del estimativo Carleman (1.4)
para e’ 0,w puede verse que

[As(2', D)l 2wy < Cllf 2wy (1.80)
donde la nueva f esta definida por
eix’feisa(f)

38 [—(€+ N1 = 0 [l ()M w(s)]" (&), y €= 23 (1.81)

f(z) = for(2) =

De esta manera, de (1.80) y (1.81) se sigue que

1/2

iz’ € isa(
1A D)l 2wy < © / ‘ 352352 (€ + X1 = OAEDPIIn () w(s)) = (&) Pd=

~c / £ DU OO e g eyag)

<c / (1 + () (s ©de] = ()T w(s)) 120
R
E (1.82)

En consecuencia, de (1.79) y (1.82) se tiene que
H[m2h2]vHLgoL§(R2) < C”Uéj(e/\xw)”Lng(W)- (1.83)
De (1.75) a (1.78) y de (1.83) obtenemos que existe C' > 0 tal que para A > 2
He)\xagweuLgOLf(D) < C)\QHWQJ(GMU’)HLM(W) + C\\neem(atw + 8§’w + 3?“’)”%/13(1&2)-

Pasando al limite cuando € — 0T en la anterior desigualdad, y razonando de manera ansloga
a como se hizo en la prueba del estimativo (1.4), obtenemos el estimativo (1.5).

2.2 Estimativo inferior

En esta seccién estudiamos propiedades de la diferencia u; —uo de dos soluciones de la ecuacion
de Ostrovsky con dispersién positiva. Siguiendo las ideas de los articulos [7] y [4], probamos
en el teorema 7 una propiedad de acotamiento del operador inverso de la parte lineal de esta
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ecuacién en un espacio L? con peso e?, donde el exponente ¢ depende de z, de t y de un
parametro libre .. Esta dependencia se escoge de forma adecuada con el fin de obtener en el
teorema 8, para la norma H? de 9, !(u; —uz) en un recténgulo [R— 1, R] x [0,1] con R >> 1,
una cota inferior en términos de la norma L2 de u; — us en un rectangulo @ situado cerca de
x = 0.

A continuacién formulamos y demostramos estos teoremas.

Teorema 7 Sean ¢ : [0,1] — R una funcion C* y D := R x [0,1]. Supongamos que R > 1.
Entonces existe C = max(||¢ ||, ||¢"||Le,1) > 0 tal que la desigualdad

065/2 T 2 0[3/2 T 2 T 2
?Hea(ﬁw(t)) 9HL2(D) +7Hea(§+¢(t)) angm(D) < \/§Hea(§+¢(t)) (3t+3§+3x_1)9HL2(D)

(2.1)
se cumple cuando o > CR3/? y g € C([0,1]; H*(R)) N C([0,1]; L*(R)) es tal que

(1) 9(0) = g(1) = 0;
(ii) Existe M > 0 tal que supp g(t) C [-M, M] para todo t € [0, 1];

M
(iii) 7{/{ g(t)(z)dz = 0 para todo t € [0,1];

(i) supp 0z 'g(-t)(a) C {(x,t) : | + (1) = 1}.
Observemos que, de (i), también se tiene que supp g(-¢)(-z) C {(x,t) : |§ + o(t)] > 1}.

Prueba. Definamos 1 = ¢qr(2,t) = a(% + ¢(t))* y f := e¥g. Para establecer (2.1) es
suficiente probar que

o5/2

032
F”fHLZ(D) + FII(M — Y flr2py < V21T fllr2(p), (2.2)
donde T'f := e¥(0; + 03 + 0, Ve V' f.

Como supp g(t) C [—~M, M] para todo t € [0,1] entonces f € C([0, 1]; H3(R)).
Teniendo en cuenta que e¥93e ™V f = (0, — )3 f v e¥0y(e Y f) = (0y — ¥4) f se puede ver que

Tf = _wtf+atf+3am(_¢zazf)+3wgamf+3¢zwa:xf+(_wm:z —wi)f—i-aif—i—ew@;l(e_wf).

(2.3)

Definamos los siguientes operadores:
S = =30, (tap ) — U3~y (24)
A = 043020, 30 pe +0;- (2.5)

L = e¥o; (e ™),

entonces, si tenemos en cuenta que ¥z, = 0, de (2.3) a (2.6) se sigue que T'f = Sf+Af+Lf.
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Fécilmente puede comprobarse que S es un operador simétrico y que A es un operador
antisimétrico. Luego, si denotamos por (-,-) al producto interno en el espacio de Hilbert
L?(D) = L?, tenemos que

ITf|22 > 2(Sf, Af) + 2(Lf, Sf). (2.7)

Ahora, teniendo en cuenta que Sf y Af son funciones de valor real, las propiedades de
regularidad de f, junto con las condiciones de frontera y el hecho de que ¥, = 0, nos
permiten concluir, después de aplicar integracién por partes, que

2SF, Af) =9 / D21+ / (1802 — 64i02) (B0 f)2 + / (98 4hs — 3%, + 60yt +100s) 2.
D

D D
(2.8)

Debemos aclarar que la integracién por partes en los términos donde aparece 0y f, debe rea-
lizarse inicialmente para una regularizacién de f, f,, que le dé sentido en L? a términos que
aparecen en los pasos intermedios, como 0(9;frn), ¥y luego se razona con un argumento de
densidad.

De otra parte, teniendo en cuenta que,

SOu(LEY = LfOu(LE) = Li(f + baLf) = FLF +al L)

y que por lo tanto, .
FLE = S0u(L)? = bul(L)?,

y nuevamente que ¥, = 0, un procedimiento de integraciéon por partes nos permite afirmar
que

2LJ,Sf) = / (602, + 200200+ 8+ thar + 2bib) (LF)? + / (=602 — 3a) 2. (2.9)

D D

Por lo tanto, si reemplazamos (2.8) y (2.9) en (2.7), obtenemos,

H2f||%2 Dy =9 ¢m(8£f)2 + (181#331/13” —G@bxt)(@xf)z
(D)
D

D

+ / (90 e — 305, + 6 + Pyt — 612 — Beby) S

D

+ / (602, + 2402 00n 1 804+ thar + 2byib) (LF)2. (2.10)

D
Definamos C' := max{||¢’| o<, |[|¢” ||, 1}. Entonces, teniendo en cuenta que

2 2
Vo= T (EHOO)  Vme= i = 2a(F +6(0)¢ (1)

Yo = 20( 5% + B9 (0) + 208 ()% Vi = 19 (0).
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se sigue, en los puntos (z,t) donde \% +¢(t)] > 1, que
3

180200 — G 2 14y — 1222C, (2.11)

9¢§¢m - Sng =+ G%ﬂﬁi + Q;Z)tt - 61/’9% - 37/’9696

a® o? o3 a? o' 3 o?
= 2885 — 2405 — 48ﬁ0 —2aC — Uy — 6 + *(I/Jm +y2) — *(I/Jm +13)
: a3 od o2 o : a4 ob
(2.12)
2 2 4 ot @ o?
6 24 2o + 8, ot + 2y > 128— —2—-C— 8—0 2.13
V2, 202+ BUE Y+ By 2 12857 — 220 — 8 (2.13)
Ahora, si &« > CR3? > 1, se tiene que
ad  a a®  ad o® ot o b o’
RS BB OB mops ot
RS~ R? RS~ R?’ R*”™ R’ R*™ R
Entonces, de (2.11) a (2.13), para a > CR%/?| se sigue que
od
2
18¢z¢zz GQ;Z)LEt > 132 R4a

aP

—303 4 Wby + Ghyg 02 by — 602 — 3hy > 17% + wm +1p2),
4

602, + 249200y + 8YL + Wyt + 2040 > 118ﬁ

Por lo tanto, como los soportes de 0, f, f y Lf estdn contenidos en {(z,1) : ]% + o(t)| > 1},

los tres estimativos anteriores nos permiten ver que de (2.10) se sigue, para a > CR3/ 2 que

710 2 13255 / (072 + 1785 / P [ e s [y

> [0 / / Vel + / T / & D

z;i[/af /wxzfaf+/wx /f2

_a /(a f ) / = 4H3xf—¢xf\%2(m+;leflliz(p)
i’

> L (O 007 ~ bt + o L0

con lo cual queda probado (2.2). m
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Teorema 8 Sean ui, uz € C([0,1]; H3(R))NC([0, 1]; L*(R)) con 05 tuy(t), 05 'ua(t) € L*(R)
para todo t € [0,1], soluciones de

u'(t) + O3u(t) + 07 u(t) + u(t)dpu(t) = 0 en L2(R) Vt € [0, 1]. (2.14)
Sean § >0, r € (0,1/2), Q@ :=1[0,1] x [r,1 — 7] y v :=uy —u2. Para R > 2, definamos
1 (R 1/2
Ap(v) = (/ / ((0f? + 000l + |020f? + (0, vf?)dedr ) (2.15)
0 JR-1
Si [|v][z2(q) = 0 entonces existen constantes

C = C(r, |lurll ooy luzlleqoagmzy: 105 vlleqo.m), 10l cqoayr2), 6) > 0,

Y
C1 = Cr(lurlleog:anys luzlleo,ia2), 1105 ol e oy azy: 1V leo,:z2) > 0,
tales que
a’/? _
W”UHL?(Q) < 01" AR (v), Ya > CR¥2. (2.16)
Prueba.

Sean ¢ € C*°([0,1]) tal que ¢ =0 en [0,7/2]U[1 —7r/2,1], ¢ =4 en [r,1 —r|, ¢ creciente en
[r/2,7] y decreciente en [1 —r,1 —r/2]. Sea p € C*°(R) una funcién creciente con p = 0 en
(—00,2] y p =1 en [3,00). Consideremos ademdas n € C*°(R) con n > 0, suppn C (—1,0),
[n =1y 6 definido por (z) := 0(z — R), donde § € C*(R) es una funcién decreciente con
0 =1en (—oo,—1]y 8 =0en [0,00).

Aplicaremos el teorema 7 a la funcién

o0

90)(w) = (G + 600 @) — e+ Ro(t) —2R) [l + 9000,
donde v(t)(x) := ui(t)(x) — ua(t)(z).

Notemos que por las propiedades de los soportes de 0 y pu, la integral de la expresién anterior
es igual a la integral en el intervalo compacto [—2R, R].

Por simplicidad, escribiremos

R
g = pbv — 77/ pbvdr’ = pbv — nbr(t). (2.17)
—2R

Veamos que g satisface las hipétesis del teorema 7:

Claramente la funcién t +— g(t) pertenece a C([0,1]; H3(R)) N C([0,1]; L3(R)), y de la
definicién de g se sigue que

(i) 9(0) = g(1) = 0;

39



(ii) suppg(t) C [-2R—1,R] C [-(2R+1),2R + 1] para todo t € [0, 1];

(i) [, 9(t)(a')ds’ = 0.
De (iii) es claro que

xT

o tg)w) = [ gl = [ " g()(a)da.

1
Observemos que si % +o(t) <2 -— T

1
Luego ¢(t)(z) = 0, para % +o(t) <2-— R Por tanto,

entonces u(% + ¢(t)) =0y n(z+ Ro(t) —2R) = 0.

suppg(0)(r) C{(e,8) 1|5 + 0] 22— £} C {(2,0): |5+ 6(0)] 2 1.

1
De modo similar, si % +o(t) <2-— = entonces

/

0 190)@) = [ (G + )P O) — (e’ + RO — 2R)br(D)d

y asi,

. 1 x 1 X

(iv) supp 9z 7g(4)(2) € {(z,8) : |5 + &) > 2 = 5} € {(2,0) : [ + o) = 1}
De esta manera g satisface las hipétesis del teorema 7.

Calculemos ahora d;g y 93g.

Og = pbhow + W' ¢'0v — Ry'¢'br — nbly, (2.18)
1 1 1
DBg = phddv + 3§,u/9831} + 3u0'9%v + 3@///98;;:7) + GRM/H'E)QCU + 3ub" v
1
_i_ﬁu///ev + %u"@’v + %,ulﬁllv + 18"y — bR, (2.19)

Observemos que como uj y ug son soluciones de (2.14), entonces v = uj; — uz cumple la

ecuacion diferencial
O + 020 4+ 9, v + w10, + (Ogug)v = 0. (2.20)

Por lo tanto, de (2.18), (2.19) y (2.20) tenemos que

Og+ 039+ = —pbuidpv — pb(dpun)v + (97 g — ubd; *v) + (3602w + 36" dv + 0"v)
E 1092 i " E Int i 7 i
+R“08x”+(R2“ 0+Ru0)8mv+(R3u 0+ 25

+u'¢'0)v — R ¢'br — nby — n'"'bR. (2.21)

3
ngl 42 g
+ R,u

40



Calculemos ahora 9, 'g—puf9; 'v. Para tal efecto dividiremos la regién en R? donde la funcién
0,19 — 100 v no se anula, en los siguientes cuatro conjuntos:

Allz{(x,t);3§%+¢(t>;x§R—1},
Algz{(a:,t):3§%+¢(t);R—1<x§R},
Agz{(:c,t):2§%+¢(t)<3;x§R},
Agz{(x,t):2—%§%+q§(t)<2;x§R}.

(0, siz>R

— [& 1 0 o(t) (a')da' — O w(t)(R — 1), si (1) € Ay

- RH(x’)v(t)(m’)dm' +0(z) [Zo(t)(a')da!, si(x,t) € A

oty — ooty — | — ST+ oO)IG(0 da’
(g + S0, o(B)(2), st (w,t) € Ay

—bg(t) fszflfRdxt) n(a’ + Ro(t) — 2R)dx, si (x,t) € As

T 1

i — 1) <2— —

0, si R+¢()< 7
(2.22)

Por lo tanto, de (2.21) y (2.22) se sigue que

(0 + 0240, 1) g = —pbu19pv — pb(dpus)v + (36’02 + 360" 0,0 + 6"v)
R R
+ [—/ Ov dx’ — G;IU(t)(R —1]xa, + [—/ Qv dx’ — 08;111])(1412
R—1 T

5 1002 + | 510 + E,u’@’]amv + [

1 n 3 1" n! 3 Inl! ! !
2 = "0+ =0+ 20 0
+2 ik 7 Tk O+ 0+ 8 i Jv
R x
+[- / pbv dz’ — 0y 'vlxa, — Rn'¢'br — by — n"br — bg| / nlxAs-
z 2R—1—Re(t)
(2.23)

Con el fin de acotar [|e¥ (9 4+ 03 + 9; ')gllr2(p), donde D =R x [0,1] y ¢ se define como en
el teorema 7, estimemos la contribucién a esta norma de cada uno de los términos del lado
derecho de (2.23).

le? nburdooll 2y < s llpoe (o) ll€” 100,012, (2.24)
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¥ 10(Byua)ol| L2(py < 1Bzuzll Lo (p)lle? 1OV]| 12Dy (2.25)

Teniendo en cuenta que 6, ' y 6" tienen soporte en [R — 1, R] y que para t € [0,1] y = €
[R — 1, R] se tiene que \% + ¢(t)] < 5, observamos que

le¥ 1(36'02v + 30" 0yv + 0"'v) | L2y
< Ce? / / [u(t) (@) + [0xv(t) (@) 2 + [020(t) () Pldadt) /2. (2.26)
R—1

También, usando el hecho de que A1y C [-R, R — 1] x [0, 1], se sigue que

R
le¥( / 60)xan,ll12(p) < CRY26%50( / / o) Pdede) V2, (2.27)
R—1 R—1

De otra parte, usando la inmersién H'((R — 1, R)) — C([R — 1, R]), tenemos que

1 R
16405 () (R — Dxan o2y < CRMYZ0( / / 105 0 () ()] + [o(t) () [2)dadt) /2.
0 R—1

(2.28)
Para los términos soportados en A1 observamos que

e* / bl < ([ [ s (2.29)
R—-1

€00, 0xa,oll 20 < € / [ 1oz @) P (2:30)
R—1

x
Teniendo en cuenta que los términos con ', p” y /" estan soportados en {(x,t) : |§ +o(t)| <

3}, obtenemos que
90

|e¥ R,u 982v||L2 < C—H@%Hp (2.31)
X550 + #1000 1200y < Oz + =10l 2o (2.32)
R? R ePlILA(D R?
z/} ]' ///0 3 //0/ /0// /0 < C 9o 1 ]' ]' 1 2 33
eIz 10 + o5 R + 1/ ¢'0]vl| 2(p s+ g+ Ul (2:33)

Como ,u(% + ¢(t))0(x) estd soportada en [-2R, R] x [0, 1] y A2 estd contenido en este mismo

conjunto, obtenemos que

R
||€¢(/ V)X, || L2 (py < CRE™|[v] L2y (2.34)

También,
e 1005 oxa, l2(p) < €105 Ml 2. (2.35)
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<

1
Usando el hecho de que los términos con n, ' y n” estén soportados en {(z,t) : 2 — =

% + ¢(t) <2} y teniendo en cuenta la definicién de bg(t) dada en (2.17),

le? (R ¢'br + nbr+n""br) | r2(p)
<Ce"R( sup |br(t)| + Sup} RNl 2oy + 17 1 20y + 17" | £2(D))

te[0,1] t€[0,1
<Ce" R (|vllcqoagrem) + IV loqogrzm)) (2.36)
y X
bl | MXaallizpy < CRY26 o] 12 ). (2.37)
2R—1—Ro(t)

Observemos ahora que
[urll oo () ll€¥ 10020 L2(py < Clle? D (1) L2(p) + Clle¥ u(pb) ]| 2(p), (2.38)
y ademas que
€% 00 (U)ol 2oy < O o]l 2(py. (2:39)
Entonces, de (2.23) a (2.39), se sigue que

€% (0% + 02 + 0; gl 12(py

< C||e¥ 0 (u80) | L2y + Clle¥ ubv] 2(py + CRYZe** Ag(v) + CRe™ + CR* e,
(2.40)

donde C = C([Jur]l¢(jo,1j:111)s U2l o2y 195 0l o, 1;m9) 1V leo,1:L2))-

Ahora, teniendo en cuenta que los soportes de las funciones u(%+¢(t)) y n(x+Rp(t)—2R) son

disjuntos, si aplicamos el teorema 7 a la funcién g, obtenemos una constante Cy = Cy(r) > 0
tal que si @ > CoR3/2, entonces

b/
R3

2 a3/2 ab/? a3/2
¥ 160l| L2 p Jr*!lew8 (10v)||L2(D) <iH€ 9llz2o +ille¢8xgllm(p

S\fHe (0 + 3 + 07 gl 12
<C4|e?0x (uV) || 12(py + C1lle? uv|| 12y
+ C1RY2e®* AR (v) + 201 R%?e%,  (2.41)

donde C; := v2C.
Si tomamos o > maz{Cp, (201)%/%, (2C1)*/3}R3/? = CR3/?, entonces

c la/2<1a/
1—2R15/4—2R3’

1 o3/2 1a3/2
01—2R9/4§2 R2
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Luego, para a > CR32, de (2.41), se sigue que

1a5/2 1 a5/2 1032
§FII€wM9U’\L2(D) < 5@’\6 pov L2(py + 5 5 R €% 0 (160) || 12y

S ClR1/2 25&AR( )+2C]_R3/2 904'

Definamos @ :=[0,1] x [r,1 —r]. Como uf =1y ¢ > 16c en (), entonces

1a5/? o 1 a5/? 1a5/?
§ﬁ€16 HUHB( 35?\\6%\&2(@ < §F||ewN9UHL2(D)
<C1RY2e® Ag(v) 4+ 20, R%/2e%. (2.42)

La prueba del teorema estara completa si encontramos una constante C > C tal que para
a > CR*?y R > 2, podamos absorber el término 2C; R%/2e% del lado derecho de (2.42) con
el término del lado izquierdo de (2.42).

Buscamos entonces una constante C tal que si « > CR32 y R > 2,

5/2
20y RY2e0 < O / 69|y (2.43)
=4 R3 L*(Q)- :

Por tanto, serd suficiente hallar C' tal que

1 (CR3/?)5/2 _=par

— 4 R3 )
es decir, tal que
o < 1552 TOR? 5
8 R3/4
eaR3/2

Notemos que la funcién R — es creciente para R > 1 (en particular para R > 2) si

R3/4
1 Do est (¢ o> 1 676R3/2>675 RS 1 oo
a > 21. e esta manera,lsl omamos C' > T, entonces —z;— > —— para R > 1y asf, s
C > 117 ademas C < 3 (14)57 e’ se cumplird (2.43) para a > CR%/?, R > 2.
— 1 8(14)%/2Cy, - —

Basta entonces tomar C' > max{ﬂ - 1 [()51], C'}, para obtener la constante C' deseada
y concluir que si o > CR3/2, entonces

1aP/? 16 1/2 _25c

ZFG ||U||L2(Q) § ClR & AR(’U), (244)

con lo cual queda probado el teorema 8. =
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2.3 Demostracion del resultado principal (teorema 4)

En esta seccion se demuestra el teorema 4. La prueba de este teorema estd precedida por
dos lemas de interpolacién (lema 11 y lema 12) que muestran que la hipétesis de decaimiento
polinomial para u; y ug y la hipétesis (i) de decaimiento exponencial para ui(0) — u2(0) y
u1(1l) — ug(1) del teorema 4 son heredadas por la derivada de orden 1, debido al grado de
regularidad de estas funciones.

Lema 11 Sean a >0y f € H*(R) tal que (1 +2%)*f € L*(R). Entonces,

1 +23)2 Nl () < Calll(L +23)* Fll 2y + 102F]| 2 m))- (3.1)

Prueba.
Para 8> 0y = € R, definamos 15(z) := (1 + 22 )?. Entonces

[Ws(x)| = 2Bz (1+2%)° 71| < Ca(1 + 23)° = Cpipp(w),
y, para x # 0
45 (2)] = 128X (0,00) () (1 + 23)° ™ +48(8 — Daf (1 + %) < C(1 + 23)” = Cpipp(a).
Por lo tanto,
11+ 22)* fll gy = [$as2flm )

< OlYajaflliz@wy + Clivg o fllz2 @) + Cliva20: £ L2y
< Callafllzmw) + Cllva20:f 2 (3.2)

Para estimar |90 /20z f||2(r) definamos una funcién par, ¢ € C5°(R), de tal forma que p(z) =

1si0<z<1, px )—051:U22y<pesdecre61ente511<:L‘<2. Ademds, para n € N,
definamos ¢, (z) := ¢(x/n). De esta forma, se tiene que ¢! y ¢! son acotadas para todo
n € N y la cota no depende de n.

Entonces, observando que 9,9, € H?(R), una aplicacién de la férmula de integracién por
partes y de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, implica que

[va/200F o 132 gy
- / Vapns fOaf = — / (apn) (Ouf)f — / Vagn(@21)f
R R

R

1
<5 [ Whion+ 2000+ 0D P+ 10 w2

-2
R
< Ca||¢a/2f||%2(R) + 102 fl 2@ 1¥a f Il 22wy
< Coll$afllizm) + 102 2@)1Yaf | L2w)- (3.3)

Entonces, tomando limite n — oo en el lado izquierdo de (3.3) y aplicando el teorema de la
convergencia mondtona obtenemos

10205 f 2@y < CallbafIITamy + 102 f 1l 2w 1af Il L2m) (3.4)
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De esta forma, de (3.2) y (3.4), se sigue que
(1 + xi)aﬂfﬂzl(m < Cg|’¢af||%2(ua) + ClO2 fll 2@y 1af ll r2m)
< Collvaf T2 + 102 F1172(r)):

lo cual prueba el lema. m

/ a, 3/
Lema 12 Sea f € L2(ea’”12d$) N H2(R) para algin a > 0. Entonces O,.f € LQ(eﬁriQd:c).

o 3/2
Prueba. Para a > 0y x € R, definamos 9, (x) := e2”+ . Entonces,

3/2 3/2

()] = Sarf2es®” < Ja(1+a¥2)es " < 2es 068l < (o)
y para x # 0,
3 _ a3/2 9 aB3/2 3 _ a,3/2 9 a3/2
[l ()] = §a$+1/2e5m+ + Ea2x+eiw+ < gczaz:Jrl/QeEI+ + Eoﬂ(l + ﬂci/z)eig“r

3 — a / 9 a / a / —
< gaa 2B 4 Cack DA < O () + a @),

Para estimar ||[,/20z f|12(r) definamos ¢ como en el lema 11 y paran € N, n > 2, definamos
on(x) :=1—p(x), st |z2] <2y pn(z) == p(x/n), si |z| > 2. De esta forma, se tiene que ¢, y
¢ son acotadas para todo n € N y la cota no depende de n.

Entonces, como 1,0, € H?(R), procediendo como en la desigualdad (3.3), obtenemos para
neN,n>2,

%0202 00 1132 gy

1
<5 [ Whon+ 20000+ vagld P + 102 2w o 2o
R

< C, / 27 paionf? + Ca / V2 f? + Cllasa 72y + 102 | 2@ 1af |l 2wy
R R

< Co [ ot + Callvu e + 12 126e) oo
< CaWafHQLZ(R) + 102 f 1 2w 1 Ya f 1l L2 (R)- (3.5)
Por lo tanto,
%0200 £ (2 + 00) 2132wy = l1Wa20s £ 212 gy + [$as20e for 172 gy
= 9% B0 fi0 22z + [as20ef 0l oy

< e V2)0, 13202 T 1020 Fo 12 my
< Call@s fl172m) + Callvaf 2@y + 107 F L2 @) 1¥af |l 2wy

donde, en la dltima desigualdad, hemos usado el estimativo (3.5).
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Como ¢ + ¢, = ¢(-/n), del teorema de la convergencia mondtona, concluimos que

||¢a/2aa:f”L2(R) < 0.

PRUEBA DEL TEOREMA 4

Sea v :=u1 — ug. Como wu; y ug satisfacen la ecuacién (0.1), entonces v satisface la siguiente
ecuacion

V' (t) + O3u(t) + 07 tu(t) + ur (8)0,v(t) + Opua(t)u(t) = 0, para todo t € [0,1]. (3.6)

Mostremos que para todo t € [0, 1], 9, 'v(t) € L?(e**dx) y que existe C' > 0 tal que

Ha;lv(t)HLz(edez) < C para todo t € [0, 1]. (3.7)
En efecto,
[e%s) 00 00 2
| etem@peds = [ [T oo | e

0 0 . 1, 2 S [e%S) 0! , 9

g/ e(/ 5 e o)) dx+/ (/ ' o (1) (a")|da') d
—o0 T 0 T
0 00 e

§/ e’ (/ e*%”“df) (/ e%$/|v(t)($/)|2d$’)dx

! /ooo </f ) / e [v(t)(@)Pda’ ) da

T

O oo
2% 2 1 —2x 2
32(/_ 3 dm)HU(t)HLQ(e%mdx)-i-Q(/o e dx)\|u(t)|\L2(e4wdw)

<c(|lo(t) 0O eetea) )

[
L2(e2%dx)

Por lo tanto, de la hipdtesis (ii), se sigue (3.7), y entonces, aplicando la desigualdad de
Cauchy-Schwarz, obtenemos

o, 'v € L°°([0, 1]; L*([0, +00))). (3.8)

De la hipétesis (ii), del hecho de que v € C([0,1]; H4(R)), del lema de interpolacién 1 del
capitulo 1 y de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, puede verse también que 93v, u30,v,
(Ozug)v son funciones acotadas de [0, 1] con valores en L'(]0, +00)).

Teniendo en cuenta esto, de (3.6) y (3.8), se sigue que
v € L([0,1]; L' ([0, +00))). (3.9)

Sean R >2y N € N, N > 4R y sea ¢opy = ¢ € C§°(R), tal que ¢p(z) = 0si x < R, ¢ es
creciente si R<z < R+1,¢(x)=1si R+1 <z <N, ¢esdecrecientesi N <z < N+1y

47



¢(x) =0siz > N+1. Las ¢ry pueden facilmente construirse con la propiedad de que ¢rn y

¢Rr(N+1) coincidan en (—oo, N]y de que |¢%])V($)\ < C para todo x € R, con C' independiente
deje{0,1,2,3}, Ry N.

Sea 77 € C§°(R) con suppn) C (—1,0) tal que 77 > 0y [ 7 = 1, y definamos ng = n := 7j(- — R).

Definamos

+o00 N+1

ar(t) = d(x")v(t)(z)dx' = / d(x")v(t)(z")d', t €]0,1]. (3.10)

R

Entonces, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, y teniendo en cuenta la hipétesis (ii)
con 3 =1, tenemos que

+o0o
larl Lo (jo,1) < S}(l)Pl]/O lv(t)(2")]dz" < Cl|v]| Loo((0,1]:02 (20 da)) (3.11)
t€|0,

con C independiente de R y de N.

Como ag(t) = (v(t), ¢) entonces ag € C1([0,1];R) con d’z(t) = (V'(t), $); es decir,

N+1
da(t) = / o) (1) (o),

R
y asi,
lagll Lo (0,17) < [1V']] oo j0,13521 ([0,000)) - (3.12)
Definamos también
w = wrn(t)(x) == ¢(x)v(t)(x) —ar(t)n(z), z € R, t €0,1]. (3.13)

De la definicién de w y de las propiedades de ag obtenidas, es claro que w € C([0, 1]; H3(R))N
C1([0,1]; L3(R)). De otra parte, para todo t € [0, 1],

N+1
suppw(t) C[R—1,N+1]y /R_l w(t)(x)dx = 0.

De esta manera, w satisface las hipdtesis de los estimativos tipo Carleman para la funcion,
la antiderivada, la primera y la segunda derivada (teoremas 5 y 6). Por lo tanto, aplicando
estos resultados a w, teniendo en cuenta que

X w (i)l 2y < (X w(i))ll 2w 5 = 0,1,
y que para D :=R x [0, 1],
e (w' + 02w + 5ac_1w)\\Lt1Lg(D) < M (' + PBw + 0 w)| r2(py,s

entonces, si A > 2 obtenemos que
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He)\mw”Lt‘x’L%(D) + ||€/\$8:c_1w||Lt°°Lg(D) + He)\xaerLgoLf(D) + ||€A$3§w”LgOL§(D)
< Ol (w' + B3w + 0 w)ll p2(pynra 2y + CN (1 (€ w(0)) || 2y + 17 (X w(1) [ L2 @)
(3.14)
donde || - | 2(pynrr 22y == I - l2o) + | - Iz 22(p)-

Ademas, como los soportes de 1 y ¢ son disjuntos, entonces

||e>\$(¢U)HL2(D) < ”e)w'wHL?(D) < ||€>\xw||L§oL§(D),

||6)\x8$(¢v)HLg°Lf(D) < ‘|€/\xaﬂﬁwHL$L?(D)’

y por lo tanto, de (3.14), se sigue que

12 (90) | 20y + 163785 Ml Lo L2 () + 162702 (d0) | Lo 2 (py + 1€ O30 | Lo 12()
< Cle (' + 0w + 9, w2 pynriez () + CAX T (X w(0)) ] 22wy + (X w(1)) [ 22.m))-
(3.15)
Ahora, teniendo en cuenta (3.13) y (3.6), se sigue que

w' + Pw + 0, w
=g’ — dlpn + ¢"'v + 3¢" v + 3¢/ 020 + ¢I3v — agn’” + 07w
=¢(v + 92v + 0, ) — ¢0, v + 0y w4+ ¢ + 3¢ 9pv + 3¢/ 020 — dlgn — arn’”
= — w10 () — P(Opuo)v — 9O, v + O w — d'yy — agy™ + F, (3.16)
donde,
F = ¢"v+ 3¢"0,v + 3¢/ 0% + ¢'uqv. (3.17)

Ademas, teniendo en cuenta (3.10) y (3.13), se obtiene que

0 sir<R-1

1 1 ar(t)([Fn(x')da’ - 1) siR—1<z<R
—¢(x)9; v(t)(x) + 0, w(t)(x) =
[20(t)(@)[p(x) — ¢(a’)]da’  siR<x<N+1

0 sizx>N+1
R
—ar®)( [ n(e)da’ = 1)xin-1m(2)
+f o) (@) [0x) — SV da x v ().

(3.18)
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Por lo tanto, de (3.15), (3.16) y (3.18), se sigue que

1€ (¢0) | 22Dy + €305 wll oo £2(p) + He)\xar(gbv)HLgoL?(D) + He)\mainLgoL?(D)

SC“€A$u18x(¢U)HL2(D)0L}CL§(D) + C||€Az¢(axu2)vHL?(D)QL;Lf(D) (D

R
+Cle [GR (/ n(z)da’ — 1)X[R—1,R) —agn —arn” || 2ynriczpy (1)
x

+ C'||6Mc/ u(t)(2)[p(x) — ¢(~’Ul)]d$/X[R,N+1)HL?(D)nL;Lf(D) (1IT)
+ C”eAIFHLQ(D)ﬁL}EL%(D) (IV)
+ ON (| (X w(0) || 2 ) + 1T (Xw (1))l 22 m)) (V)
= [+II+III4+1IV+V. (3.19)

A continuacién estimaremos cada uno de los términos del lado derecho de la desigualdad

(3.19).
Estimacion de I:
Observemos que para R > 2, si

v (8)(2) = X[Roo) (@)ur(t)(2); 03 (8)(2) := X[R,00) (¥)Dsu2(t)(z), para (z,t) € D,

entonces
Clle**u102(¢0) |2y < Cllvill L2 ooy €0 (60) | L 12 () (3:20)
ClleM ¢(0pu2)v| 2(p) < CH”?HL;OL;;O(D)HQMWHL;L%(D), (3.21)
C”emula:c(ff’U)HL;ng(D) < CHU{%HL}CL,?O(D)He)\xax((bv)“LgoLf(Dy (3.22)
C”e)\mgi)(aﬂch)UHLiL?(D) < CHUéQHL%LfO(D)”e)m(;SUHL%L%(D)' (3.23)

Veamos ahora que las normas de vf’ y v que aparecen en (3.20) a (3.23) tienden a 0 cuando
R — oo. En efecto,

o0 1/2

ofilzsemm) = [ [ Csup (@) do]

R tel0,1]

Como, para t € [0, 1], se tiene que (1 + 2% )%u1(t) € L*(R,), entonces, por el lema 11,
(1 + 23w ()| ) < Call(1+23) (D)l 2@y + 10501 (8) ] L2(w))-
Y por la inmersion H!(R) < L*°(R) se tiene que

Callualle o1 m2®)nE2((1+a72)20du1)) C

ha®)@)] < K (1+x3)2/? T (142%)

5+ para todo (z,t) € D,

con C independiente de R.
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Luego,

o 1

1/2

R R—o0
B[ 12 poo ) < C[/ 7&4 0, 3.24
ez < O oy (324
ya que 2a > 2 > 1.

Y en forma similar, empleando el lema 11, se obtiene que

”U§||Lg°L§°(D) = sup |Jyuz(t)(z)|
>R

t€0,1]
Co(|(1 + 22)/20,us(t + ||0Pus(t
< s K (1T +=2%) us( )H2L2(]R) |0 ua( )HL2(R))_ (3.25)
e>R (1+a3)e/1
t€[0,1]

Pero, aplicando nuevamente el lema 11, se sigue que

101+ 23)%/200us (0 |2y < 10:(1 + 23) 2ua®)l oy + (1 + #2)* o) 2 ey
< Ca(l(1+ 22 us(0)] 120z + 102us(0) 21 (3.26)

Por lo tanto, de (3.25) y (3.26), obtenemos

R
[0l gLy < KCallualloqoyms@nre(+a2 )2edr)) e (1+z%)o/4
te(0,1]
C R—oo

(14 R2)a/4 (3.27)

En forma andloga a (3.24) y (3.27), usando el hecho de que para o > 1,

& 1
———dx — 0
/R (1+a2)e/?

cuando R — oo, se obtiene que

R
HU{%HL;:L;’O(D) %0, (3.28)
Y R
—00
HU§”L§L§°(D) — 0. (3.29)

Por lo tanto, de (3.20) a (3.24) y (3.27) a (3.29), se sigue que existe Ry > 2, tal que si R > R,

Loox Lox
I< 5”6 $¢U||L5L§(D) + 5”6 $am(¢v)||LgoL§(D)' (3.30)
Como ¢(-; ) es una funcién de soporte compacto, entonces

A A
1€ 02(¢v) | Lo r2(py) < 00 €™ PvllL212(p) < 00,

y entonces, si R > Ry, el término I puede ser absorbido por el primer y tercer términos del
lado izquierdo de (3.19).
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FEstimacion de I1:

Teniendo en cuenta (3.11) y (3.12), tenemos que, para (z,t) € D,

R
an(®)( [ n(a)ds’ = 1)xia-1 (o)~ an(e) — an” (o)

)
< (lar®)] + lag(tn(@)| + lar(®n”| ) Xip-1,m (@)

de donde se sigue facilmente que

II < CeME, (3.31)

FEstimacion de III:

Observemos que
e [T o) ole) - ola e o iz <
I [ o)@)l6(e) - ol e e L2
e [ o0 @9 - o el

+ e / o)) - ¢(@'))da"x v N4y lr2p)- (3-32)

Para estimar cada uno de los términos del lado derecho de la anterior desigualdad tendremos
en cuenta la hipétesis (i) del teorema 4 y la inmersién H'(R) < L>°(R) para obtener una
constante K tal que para todo (z,t) € D,

o(t)(z)| < Kge 7. (3.33)
Usando (3.33), con 8 = 1, se sigue que

Hem/ v(t)(2)[p(x) — ¢(2")]dz' xR, 1) | 22 (D) SeA(RH)KlH/ e~ da'X(r Ry | 2()
<MEHD ) le™ " X(r,r+1)l L2(D)
<P R
<K AR, (3.34)

Con 8 = 2\ en (3.33), teniendo en cuenta que ¢(x) — ¢(2') = 0 para z,2’ € [R+ 1,N),
obtenemos que

[e's) [e.e]
I [ o0 6le) — ol Ve g 2oy <1 [ 0@ N1 1200
K _
S%He’\ze 2Ny rrm o)
<Cre MM\ r11,:) | 22(p)
<Cye MV, (3.35)
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y

le? / o(t)(2")[d(2) — d(a")da'xin w1 2 (p) < VTV Koy | / e v )

Koy _
< eA(N“)%e 2N v v 2oy

< Che MY, (3.36)

Féacilmente puede verse que se tienen las mismas estimaciones (3.34), (3.35) y (3.36) para
la norma || - ||p1z2(p). Por lo tanto, de (3.32), de (3.34) a (3.36), y de las estimaciones
correspondientes para la norma [| - || 11 72(p), se sigue que

I < CAEFD 4 e, (3.37)

FEstimacion de IV:
Como ¢/, ¢" y ¢ estén soportadas en [R, R+ 1] U [N, N + 1], entonces

|F| =|¢""v + 3¢" 00 + 3¢’8§v + ¢'uyv|
<3(1¢"| + |¢"] + 16/ ([v] + |0xv]| + |020] + |urv])
<C(X(r,r+1) + X(NN+1) ([0] + 00| + [020] + |ugv]). (3.38)

Como uy,us € C([0,1]; H3(R)), entonces existe una constante C' > 0 que depende de u1 y de
v, tal que, para todo (z,t) € D,
([o(t) (@) + |0:0(t) ()] + [Z0(t) ()] + Jur (1) (2)v(t)(2)]) < C. (3.39)

Ademas, similarmente a la obtencién de (3.33), empleando la hipdtesis (ii) del teorema 4, el
lema de interpolacién 1 del capitulo 1 y la inmersién de H'(R) en L>(R), podemos afirmar
que existe una constante Cy > 0, tal que para (z,t) € D, se tiene que

([o()(@)] + 100(t) ()| + [8Zv(t) ()] + Jur () (2)v(t) (2)]) < Cre™ . (3.40)
Luego de (3.38), (3.39) y (3.40) se sigue que
|F| < Cx(r 1) + Cre” XN, N 4105

de lo cual se concluye que,
IV < CerMHD 4 0y Y, (3.41)
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FEstimacion de V:

Teniendo en cuenta que 0 < ¢ < 1, |¢/| < C y que A > 2, se obtiene que
N[ T (X" w(0))l| p2r) =A% (1A w(0)]| 1 (r)
SC}\:SHQMW(O)HL?(R) + C)\QHG/\IWU(O)HL?(R) + C)‘2He)\x¢azv(0)HL2(R)
+ CN|eMar(0)nll 2 r-1,R) + CN* ¥ ar(0)0 | L2((r-1.R)
<CA([e*0(0)]| r2((R,00)) + CA (€ 0(0)]| £2((R,00))
+ CX2||eM0,v(0)]
+ CNar(0)[|10 | oo my 1€ | 2((r—1,R))

L2([Rooo)) + CX3ar(0) 0]l Lo my 1€ | 22((r-1, R)

<SCN||X*0(0)]| L2((R,00)) + CA*[1€X°030(0) | L2 ((7,00)) + CA®lar(0))]

—
£y
l\?y,

Pero, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en la definicién (3.10), para ar(0),

efAR

lar(0)] < WHSMU(O)HLQ([R,OO)) < e MM 0(0)|| L2((R,00))-

Luego, de (3.42) se sigue que
A2 0(0)) ) < COP0(0) 2oy + NI 0r0(0) 2o
Razonando en forma ansloga con J(e**w(1)), tenemos que
V < Hg(A), (3.43)
donde Hg no depende de N y estd definida por

Hr(A) :=C(X3|e0(0) | L2 ((r.00)) + A€ 00(0) || 12((R.00))
+ 230 (1) | p2((R,00)) + AN 0ev(D) | 22([R.00)))- (3.44)

De esta forma, de la desigualdad (3.19) y de las estimaciones obtenidas para los términos I-V,
obtenidas en (3.30), (3.31), (3.37), (3.41) y (3.43), se sigue, para R > Ry, que

12 (@)l L2(py + 162705 wl| oo 2 (D) + 163702 (90) | oo 12y + 1€ D3 [| oo 2Dy
< CeMFD L 0he™ N 4 Hy(N). (3.45)

Como N > 4R, si xz € [AR — 1,4R)], entonces ¢pv =v =w'y

1eX 0]l L2(ur—1.4R1x[0.1)) = 1€ (V)| L2(ur—1.4R]x[0,1]) < 1€ (DV)[| L2(D) (3.46)

He)\xaxvHL2([4R—1,4R]><[0,1]) :He’\xax(flw)\|L2([4R—1,4R}><[0,1})
S"e)\xam((bv)||Lg°Lf([4R71,4R]><[O,1]) < ||€/\z5x(¢v)||LgoL§(D)a (3.47)
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y similarmente,
1€ 030 L2(ur-1.4R)x[0,1]) < 1€ 03w Lo 12( 1) - (3.48)

Ademds, como para @’ > 4R — 1, w(t)(2') = ¢(2")v(t)(2), entonces

He/\x/ —¢($/)U(t)(x’)d9€/”L2([4R—1,4R]x[0,1]) :He/\xaazleLQ(MR—lAR]><[[),1])

<0, wl| p2py < (€05 wll Lo £2(D) -
(3.49)

Luego de (3.45) a (3.49) se sigue que

”6)\xv||L2([4R—174R]x[0,1}) + Hel\x/ _¢(xl)v(t)(m/)dx/||L2([4R—1,4R]x[0,1})

+ 11X 00| 2 (ar—1,4m)x 0,1)) + 1€ 020]| L2(ar—1,4m)x[0,17) < CMFETD + Cre™N + Hp ().
(3.50)

A continuacién tomaremos limite N — oo en la desigualdad (3.50), manteniendo R y A fijos.

Usando la existencia de una constante C\, tal que |v(t)(x)] < Cxe™?*® para (z,t) € D, se
sigue, para A fijo, que

e / (b))’ — 05 V0 2 qarr am o)
xT >\ .
e / o(t) (&)1 — $a))de'| 12 (u R 4RI 0.1
<Jle /N o(t) (") da|| 22 qarr. 4RI 0.1

Cy _
<=2 PN Lo ur-1.4R]x[0,1])

2
Q€72)\N e NS 0
2\ V2 '

Por lo tanto, tomando limite en (3.50) cuando N — oo, se sigue que

||e>\wv||L2([4R—l,4R]><[0,1}) + H6’\139?17}HLZ([4R—1,4R]x[0,1]) + ||€>\w8xv||L2([4R—l,4R]><[0,1})
+ He)waa%U”L?(MR—lAR]X[0,1]) < Cer L Hi (V).

Luego, teniendo en cuenta la definicién de Ag(v) dada en (2.15), concluimos que para R > Ry,
1 4R 1/2
M) <([ (1P N 0uof? 4 O + |60y o )
0 JaRr-1

<)Xl L2 (ar—1.4r)x[0.1]) + 1€ 0u]| L2 ((aR—1.4R)x[0.1])
+ He)\magvHL?(MR—lAR}><[0,1}) + He/\ma;lvHL2([4R—1,4R]X[0,1])
<CeMEH) 4 Hp(N). (3.51)
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Para a > 2, R > Ry y A :=aR"Y?, de (3.51) se sigue que
63&R3/2A4R(U) _ 6(3R)aR1/2A4R(v) < 6(4R71)aR1/2A4R(U) < CezaR?»/z 1 HR(CLRI/Q)- (3'52)
Pero de (3.44)
a 1/21, a 1/21:
Hp(aRY?) =C(a*R3?||e™® ™ v(0) || 2((7.00)) + a2 R 0,0(0)]| 12 ((.00))
1/2 1/2,
+ a8 R (e 0 (1) || 12 (R .00y + @RI 0,0(1) || 2((R00)))-
Para > R > 1, tenemos que R < R3/2 < 23/2 < er”/* y ademads que eaft!Pe o gaz®/?,

3/2
aa:/

Teniendo en cuenta que por las hipétesis del teorema 4 v(0) y v(1) estan en L2(e®+ )N H?(R)
para todo a > 0, entonces del lema 12 se sigue que

3/2 3/2
Hp(aRY2) <C(a¥|e @5 u(0)]|paggy + a2/l @ D% 0,0(0)| 2 cay
3/2 3/2
+ a3V (1) | oy + a? [TV 00 (1) || 2wy < Ca < 00. (3.53)
De (3.52) y (3.53), para a > 2y R > Ry, se sigue que

3/2 3/2 3/2
e3aR A4R(’U) < C€2aR + Ca < Ca€2aR ,

Asp(v) < Cpe™®B, (3.54)
Para probar la afirmacién del teorema 4 razonemos por el absurdo. Supongamos que v no es
idénticamente cero. Entonces, existe un rectangulo Qo := [zo, xo+1]x[r, 1—7], conr € (0,1/2)

tal que [|v]|z2(qg,) > 0. Si definimos v(t)(x) := v(t)(x + z0), puede verse que v satisface las
hipétesis del teorema 8 con ¢ := [|0][z2(q) = [|[v]lz2(g,) > 0, donde @ := [0,1] x [r,1 —r]. Por
lo tanto, existen C'y C}, tales que, para todo a > C(4R)3/2,
052 .

—||v < @ V). .

AR [0l p2(q) < Cre” Ayr(v) (3.55)
Sean Uy (t)(x) := w1 (t)(x + x0) y u2(t)(z) := ua(t)(x + x¢). Entonces uy y ug satisfacen las
hipotesis del teorema 4, y por lo tanto, el procedimiento anterior en la prueba de este teorema
aplicado a v = u; — U, nos permite afirmar que para a > 2y R > R se tiene que

Air(@) < Coe . (3.56)

Entonces, si tomamos a := C(4R)%? = 8CR%*/?, a > 2y R > Ry, tenemos de (3.55) y (3.56)
que
(86R3/2)5/2
(4R)7/2

y por lo tanto, dado que [[v]|z2(q) = [[v|lz2(q,), se tiene que

v CR3/2 e OR3/2 _4R3/2
0]l 2@y < C1e™C Ay p(D) < CpeTCR " gmalt”,

—=5/2 _ Yo 3/2
C™ 2 0ll 2y < CaR™V/4eT20-0) B2, (3.57)
Si escogemos a > max{2,72C} y tomamos en (3.57) limite cuando R — oo obtenemos que

lvll£2(gy) = 0, lo cual contradice el hecho de que |v||z2(g,) > 0. De esta manera v = 0, con
lo cual finalizamos la prueba del teorema 4.
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