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Resumen

La teoria de ecuaciones dispersivas ha tomado recientemente importancia de estudio, entre los autores
se destacan Iorio, Linares y Ponce (Ver [1] y [2]). Este documento presenta el buen planteamiento local
y global sobre los espacios de Sobolev H®(R?) del siguiente problema de valor inicial

Plantemiento del problema de valor inicial

u € C([0;T); H*(R?)
Ut + Ugze + Hgy + Upyy + %&EUZ — _AZ,
u(0) = ¢ € H*(R?)

En principio se realiza la regularizacion para la ecuacion que denominamos BZK (Benjamin Zakharov
Kuznetsov) para s > 1, en el siguiente capitulo deducimos un 7' > 0 para que la ecuaciéon tenga un
buen panteamiento local, en el capitulo tres extendemos el buen planteamiento local para espacios de
baja regularidad de Sobolev con s > —2. por ultimo realizamos el buen planteamiento global.

Palabras Clave

Analisis de Fourier, Benjamin Zakharov Kuznetsov, Buen planteamiento local y global, Ecuaciones
diferenciales parciales, Espacios de Sobolev.

Abstract

The nonlinear high dimentional dispersive models had certainly been sparked by authors such as Iorio
and Linares ([1] and [2]) .In this work, we study on the Sobolev spaces H*(R?) the following initial
value problem.

Initial value problem

u € C([0;T); H*(R?)
Ut + Ugze + Hgy + Upyy + %&Euz =A%y
u(0) = ¢ € H%(R?)
We called this the BZK problem ( Benjamin Zakharov Kuznetsov equation), At first we work about

the local well posedness and then we extend to global well posedness. Our main results concern the
existence, uniqueness and continuous dependence on the initial data.

Keywords

Benjamin Zakharov Kuznetsov equation, Equation differential partial, Fourier Analysis Sobolev spaces,
Well-posedness.
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Capitulo 1

Introduccion

El propésito de este trabajo es tratar el buen planteamiento sobre los espacios de Sobolev H*(R?) el
problema de valor inicial.

u e C([0;T); H*(R?)
Ut + Upgr + Hugy + Upyy + %GIUQ =A%y (1.1)
u(0) = 6 € H*(R?)

Donde A2 es el operador bilaplaciano y H es la transformada de Hilbert dada por la siguiente expresion.

1 1 1

Hf(z)=—-vp—xf=— h’m/ 1) dy (1.2)
T x T e—0 lz|l<e T — Y

La ecuacion que aparece en (1.1) es una generalizacion bidimensional regularizada de la ecuacion de

Benjamin (ver [3]| y [4]) y la ecuacion de Zakharov-Kutznelsov ([6] y [7]), la denominaremos la ecuacion

B-Z-K (Benjamin-Zakharov-Kuznetsov regularizada).

Los problemas cuasilineales de evoluciéon en el caso de dimensiones superiores han tomado un gran
interés recientemente (ver [6],|7],[10] y [13]), por tal razon decidimos abordar el buen planteamiento de
(1.1) sobre los espacios de Sobolev H*(R?) , utilizando técnicas semejantes a las usadas en [6],[7],[9] ¥
[13].

Algunas de las areas en las cuales se aplican los modelos cuasilineales de evolucién son los siguientes,
la fisica del plasma, la fisica Optica, y la geoquimica. Un problema que modela las ondas internas en
fluidos estratificados profundos es descrito por la ecuaciéon de Benjamin Ono en [5].



CAPITULO 1. INTRODUCCION

ut + Hugy + vy =0 (1.3)

Otro problema relevante que trata la dinamica de fluidos geofisicos en conjuntos isotropicos y ondas
actsticas ionicas en plasmas magnéticos, se describe mediante la ecuacion Zakharov-Kuznetsov en [6],

7]y [12].

Uggr + Ugyy + Wiy —up =0 (1.4)

El estudio del buen planteamiento local y global del problema mencionado en (1.4) sobre dos di-
mensiones puede verse en [6], la discusiéon sobre el buen planteamiento del problema (1.4) con baja
regularidad es descrito en [13].

En este rabajo trataremos el buen planteamiento local y global sobre los espacios de Sobolev H*(R?)
del problema que aparece en (1.1), la razén para ello es que hasta donde conocemos dicho problema

no ha sido estudiado (1.1)



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo mostraremos algunas definiciones y resultados previos a la teoria que vamos a tratar,
como por ejemplo definir la transformada de Fourier, transformada de Hilbert, los espacios de Schwartz,
los espacios de Sobolev y algunas desigualdades como las desigualdades de Young, Nirenberg-Galiardo
y otras.

El sustento teorico se incorpora desde los documentos de Iorio, Linares y Esfahani [1],[2],[9]. El primer
documento presenta las series de Fourier, las distribuciones periddicas, los espacios de Sobolev y ecua-
ciones no lineales de evoluciéon y la ecuacion KDV, el segundo documento se estudia la nocién de lo
que es una ecuacion de tipo dispersivo, La ecuacion KDV y de Schrédinger, el ultimo documento de-
scrito es la tesis doctoral del mateméatico Esfahani Seyed Amin y trata sobre modelos no lineales en
dimensiones mayores a uno, es importante para este trabajo porque describe los espacios de Sobolev
con baja regularidad.

Teorema del punto fijo de Banach Sea X un espacio métrico completo y supongamos que ¥ :
X — X es una contraccién estricta, entonces existe un tnico punto fijo g € X, es decir existe un
anico punto zg € X tal que ¥ (zg) = xo.

Ver demostracion en [14]

Definiciéon 1 El espacio de Schwartz notado por S(R™) es el conjunto de todas las f € C*(R™) tales
que

I7llag = sup |27 f(a)| < o0 (2.1)
:L'E n

Ver definicion en [14]
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TRANSFORMADAS DE FOURIER Y HILBERT

Definicién 2 Dada una funcion f € LY(R"™). La transformada de Fourier de la funcion f se define
como

f&) = (322 - f(x) exp(—i§ - x)dx (2.2)

Donde x = (1,2, ...,25),&§ = (£1,&2, .., &) ER? y & = Z?Zl &jx; indica el producto interno usual.
Ademds, se verifica (ver [1]).

f

< |, < @@EflL veer (2.3)

Definiciéon 3 Sea ¢ € 8(R™) la transformada inversa de Fourier de ¢ es la funcion

pa) = () [ p(©explic o (2.4

Donde x = (1,2, ...,25),&§ = (£1,&2,..,&) ER" y & = 2?21 &xj indica el producto interno usual.
Ademds se verifica
o(r) =o(—x) Vo eR" (2.5)

Definiciéon 4 Dada f € S(R™) la transformada de Hilbert esta dada por:

of(x) = %U.p.é x f = 1 lim/ /) dy (2.6)

T e0 Jjzl<e T — Y

Las siguientes son algunas de sus propiedades [12].

La transformada de Fourier de la transformada de Hilbert verifica

GF(€) = —isgn(§)f(¢) VEER (27)
Ademds, la transformada de Hilbert o aplica a H*(R™) sobre el mismo y es un operador unitario.
ESPACIOS DE SOBOLEV

Definiciéon 5 Sea s € R, el espacio de Sobolev H*(R™) es el conjunto de las distribuciones temperadas
f e 8 (R tal que (1+ €[22 f € L2(R™), es decir que, f es medible y ademds

[ de < oc (2.8)

I, = [ =+
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Proposicion 1 Para s € R, H*(R™) es un espacio de Hilbert, con respecto al producto interno

(o = | (+1€R) Fle)ateae (29)
Demostracion Ver [1], capitulo 7.
Lema de Sobolev Si s > 1, entonces H*(T?) < C(R?) y ||f|loo < C||f]|s para todo f € H*(R?).

Proposicion 2 H*(R") es un dlgebra de Banach para todo s > %5, en particular eviste una constante
Cs > 0 tal que

Ifglls < Csllflls gl Yf,9 € H*(R™) (2.10)

Demostracion Ver [1], capitulo 7.
DESIGUALDADES UTILIZADAS

Proposicion 3 (Desigualdad de Young) Sean p,q,r € [1,00], tales que %Jr% =1+ % Si f € LP(R™)
y g € L1(R™), entonces f xg € L"(R™) ademds,

I1f = gl <171, llgllq (2.11)

Demostracion Ver [1], capitulo 7.

Proposicién 4 ( Desigualdad de Galiardo-Nirenberg ) Si h es medible en R2. Entonces para 1 <
p,q,r < oo existe C > 0, tal que

S IDll ey < C IRy S 1Dz (2.12)
lal=j lal=m

Donde %<0<1y%:%+9(%—%)+(170z)%

Demostracion Ver [15].

Proposicién 5 Sean 8,7 > 0, B+ > 1, a,b > 0, y g una funcion no negativa tal que tY"1g(t) es
integrable localmente sobre 0 <t < T, y suponga que

g(t) <a-+ b/ot(t — T)’BilT’yilg(T)dT (2.13)

en (0,T), entonces
9(t) < aEg, (b1(8)"/"1) (2.14)
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cm+1 _ D(mu+7y)
cm  D(mut+y+pB)

v

para m >0yl la

donde v =L0+~v—1>0, Eg(s) => o _oCms™
funcion Gama.
Demostracion Ver [11] lemma 7.1.2

concg=11y

Teorema 0 (Plancherel) Sea f € L*(R") N L2(R™), entonces f € L2(R™) y se verifica

11l = |7 (2.15)

Demostracion Ver [1], capitulo 7.
Proposicion 6 (Desigualdad de Gronwall) Sea g € C([a,b],R) tal que

0<g(x)<a+ B/x g(s)ds (2.16)

entonces

g(x) < aexp(ft) Vt € [a,b] (2.17)

Demostracion Ver [1], apendice Al.

10



Capitulo 3

El problema lineal

En este capitulo estudiaremos el problema lineal asociado a (1.1), es decir estudiaremos el problema
de valor inical.

u e C([0;T); H(R?)
Ut + Uggr + Hugy + Ugyy = — A%y (31)
u(0) = 6 € H*(B?)

Por simplicidad, escribimos (1.1) en la forma

u e C([0;T]; H(R?)
w(0) = ¢ € H3(R?)

Donde A = —02 — HO?2 — 0,0,y — A% y u(0) = ¢
Observe que u(t) = e~ 4%p = V(t)¢ es la tnica solucion de (3.2)

Teorema 1 (Estimativa de regularizacion) Sean ¢ € H" , r € R A > 0 y t > 0. Entonces existe una
constante Ky > 0 tal que,

lexp(—AD)dllyy., < Ka[L+ 212, (3.3)

11



CAPITULO 3. EL PROBLEMA LINEAL

Demostracion Empleamos la definicion de norma para espacios de Sobolev
leap(=A00lR,, = [ (1€ 42 |ean(-2%Em0)” ét6. )| dsar

b6 dedn

= [0+ eap(-2(€ + )0+ 6+ )

b6 dedn

< sup(l + & +n?) exp(—2t(&? + 1%)?) / (L+&+n?)
&n R2

< sup(1 + €2 4+ %) eap(—2t(€2 + 1%)?) |||
&n

Hacemos o? = 52 + 772 , obtenemos

lexp(—At)p|l3,, < sup(l + a®) exp(—2tat)[¢]?
[0
< Cy[1 + sup a®exp(—2tat)] |62
(0%

Sea m(a) = a**exp(—2ta*) , derivando m/(a) = (2Aa?* ! — 8ta?**3)exp(—2ta?) igualando a cero
m'(a) =0, \a?*~! — 4ta? 3 = 0, despejando a.

[ A
ap = 1{ o Es un punto critico

m”(a) = (2A2\ — 1)a? 72 — 8t(2\ + 3)a* 2 — 8ta® (200! — 8t 3))exp(—2ta?)

Calculando la segunda derivada.

Reemplazando en o tenemos m”(a) < 0 y por el criterio de la segunda derivada g es maximo. Esto
implica la desigualdad.

lexp(=ADBI34, < Call + supm(a)] [}
< CA[1 + m(ao)] || 6|2
< CA[1 + (V40 2exp(—2/2)] ||¢]|2
< CA[1+ (V402 |92
< K\[1+ 7V ||g)2

Al aplicar raiz cuadrada en ambas partes se completa la prueba
De otra parte si s = 1, se tiene que

Teorema 2 Sean ¢ € H® , s > 1 yt > 0. Entonces existe una funcion K4(t) tal que
lexp(=At)¢ll, < CKs(t) 191l (3.4)

12



CAPITULO 3. EL PROBLEMA LINEAL

Demostracion Empleamos la definicion de norma para espacios de Sobolev
2 2 2\s 2 214 2
leap(~A06I3 = [ (148 +0)* leap(a%(Em)|* (6. m)| " den
f 2 2 2\s 2 22
<[létem] [+ +ayean-2ue + ey
Hacemos r? = £2 4 n?, obtenemos
lexp(—At)1? < 27 [| ]| 1 ) / (1 + r2)Sexp(—2trt)dr
0

lexp(—At)¢|)? < Cy HqﬁHil(Rz) [/ exp(—2trt)rdr +/ 25 ep(— 2671V dr]
0 0

Realizamos la sustitucién z = 2tr? y escribimos las anteriores integrales en términos de la funcién
gamma.

o0 s+1 0 s—1
lexp(—At)g||> < H¢H%1(R2) [C’lt_l/Q/ 2V 2eap(—2)dz + C'Qt(Q)/ z 2 exp(—z)dz]
0 0

s+1
< N1l1Zs (gey [C1t™/?0(1/2) + Ot~ 2T (531)
Por ultimo aplicamos raiz cuadrada

lezp(=At)oll, < CKs(t) ¢l L,

s+1
Donde K,(t) = \/01,51/21%1/2) + Cgt—(T)r(%).

13



Capitulo 4

Buen planteamiento local

Por comodidad escribimos el problema dado en (1.1) de la siguiente forma

u e C([0;T); H*(R?)
ut + Au = F(u) (4.1)
u(0) = ¢ € H*(R?)

Donde A = —02 — HO? — 0,0,y — A% y F(u) = udyu

Observe que (4.1) es equivalente a

t
Y(u(t)) = e Mo — %/0 e Ao uldr (4.2)

Teorema 3 Si la funcion u € C([0;T); H*(R?) es solucion de la ecuacion integral (4.2), entonces u
satisface (4.1) en el siguiente sentido

lim
h—0

=0

u(t + h) —u(t)
h s—4

+ Au(t) — F(u)

Donde F(u) = O,u?

Demostracion En efecto, supongamos que u es solucion de la ecuaciéon integral

t
u(t) = e Ao — 5/0 e Ao uldr
t
Jyu(t) = —Ae= At — %815/ e~ A=) g 2dr
0

14



CAPITULO 4. BUEN PLANTEAMIENTO LOCAL

Definimos ;
u(t) = —4 / e A E(u(r)dr
0

Entonces,

v(t + h]i —u(t) _ _% [/OHh e~ AUHh=T) Py () dr — /Ot eA(tT)F(u(T))dT]

v(t+ h) —o(t) 1 t+h
h 2h [

En virtud del teorema del valor medio para integrales de Bochner

t
/ (efA(t+h*T) - €A(t7))F(u(T)dT+/

eA(HhT)F(u(T))dT}
0 t

=0
s—4

lim

t+h
Iim h/t e~ A=) P (u(7))dr — F(u(7))

Para la otra integral hacemos usao del teorema de convergencia dominada de Lebesgue

- -7 —A(t—7 1 ! T -7
—lim - /O (740D — A Plu(r)dr = — o i Altth=m) _ o= A=) P (u(r)dr
t
__ ! A~ A B (u(r)dr
2 Jo
1 t
=3 AefA(t*T)F(u(T)dT
0
_A(e—A(t—T)qﬁ u(t)) ( )
4.3
Implica

Ou = —Ae M — Au(t) + Ae™ + F(u)
Ou = —Au(t) + AF (u)

Para finalizar 0
u(0) = e_Aoqb — %/ G_A(t_T)F(u(T)dT
0

u(0) = ¢

15



4.1. EXISTENCIA CAPITULO 4. BUEN PLANTEAMIENTO LOCAL

4.1. Existencia

Teorema 4 Sis > 1, ue C([0,T]; H*) y u como aparece en (4.2), entonces p(u) € C([0,T]; H®)

Demostraciéon Aplicando la norma H? a (4.2) y aplicando la desigualdad triangular obtenemos

t
I e

. s (4.4)
<[l | + 3 / |20, ar
0 S
Ahora, el teorema 2 con y r = s — 1y A = 1 implica que,
t
1
ol <ol +3 [ 1+ =l o],y ar (45)

Como el operador 0, : H* — H*™! es lineal continuo, H* es unélgebra de Banach para s > 1, entonces
(4.5) se transforma en

Lo, < 16, + K /0 1+ (t— )73 |2, dr

IS

<ol + K /0 1+ (6 — )~ 4] lul2 dr (4.6)

t
_1
ol + K sup u(®)|? [ [1+ (¢~ 1) Har
0,7 0
Como u € C([0,T]; H®) y el hecho de que la integral es convergente entonces se tiene 1(u) €
C(]0,T]; H®). La continuidad en [0,7] es consecuecncia del teorema de la convergencia dominada

de Lebesgue y el hecho de ser e=4* un semigrupo fuertemente continuo

Para el caso s = 1 utilizamos la regularizacién que se realiz6é con s = 1, es decir, el teorema 3

t
W@, = ||le4t6 - 1 /0 A9 2 dr

1

t
<l + § [ [l 02] ar
0
t
<ol + ¢ [ K fo?] i (@7)
Ot
< Nl ol +-€ [ K@) lul Juclydr
0
t
<[leall, +C il o, | CK(0r
0

16



4.1. EXISTENCIA CAPITULO 4. BUEN PLANTEAMIENTO LOCAL

Esta tltima desigualdad y la hipétesis u € C([0,7]; H') implica ¢ (u) € H*
Teorema 5 Sean M >0, T >0 y s > 1 definimos en el conjunto

As(T, M) = {u € C([0,T); H*) : ||u(t) — e ¢||, < M, V¢t € [0,T]} (4.8)

La métrica,

doo,s (1, v) = sup [lu(t) —v(t)]l; (4.9)
[0,7]

Entonces, (As(T, M), dx,s) es completo

Demostracion En efecto, este es un espacio métrico C([0,1], H®). La completez de As(T, M) es
concecuencia de ser Ag(T, M) cerrado en C([0,T], H®)
Entonces u(t) € As(T, M), luego (As(T, M), ds) es completo

Teorema 6 Sea ¢ € H*(R?), s > 1, entonces existe un Ty > 0 y un tinico u € (As(Ty, M), dss) que
satisface la ecuacion (1.1).

Demostracion

Veremos que la funcién ¢ es una contraccion en el espacio (As(Tp, M), d) v en seguida aplicamos el
teorema del punto fijo de Banach. En efecto, la desigualdad triangular , el teorema de inmersion de
Sobolev y el hecho que H® es un algebra de Banach para s > 1, implican que

dr

s

t
HI,Z)(U(t)) _e_Atd)Hs < %/0 He—A(t—T)aqu

t 1
< c/ 1+ (¢ —)1]||opu?||_ dr
0

. (4.10)
1
< c/ L+ (¢ — 7)) |[u?]|_dr
0
¢ 1
<C [ =) fulr
0
La desigualdad anterior junto con el hecho que u € Ag(Tp, M) transforma (4.10) en
K 1
Jtu(®) = o], < KO +1101)? [ 1+ =) 3ar
(4.11)

< K(M + [|6])3(T + 4T1)
< K(M +||])°T

Elegimos Ty > 0 tal que T3 = M (K (M + ||¢||,)?)~". Se tiene que ¢ : Ag(Ty, M) — Ay(T1, M)

17



4.1. EXISTENCIA CAPITULO 4. BUEN PLANTEAMIENTO LOCAL

Para deducir que 9 es una contraccion, tomamos dos elmentos en A, sean u,v € Ag(T, M)

ou(®) =0, < § [ A o2 =) ar

<5 [ [t (= 7)) ||0u(u? — )|, dr

N,

o 0

t —7)74] ||u? = v?||_dr
sx/o 1+ (¢ —7) 1] Ju? = o] (4.12)
< KM+ 6].) / 1+ (t— 7)1 fju— o], dr

< K(M + [[9ll,)(T + $7%*)dos (u, v)
< K(M + [6]],)Tdoc (1, v)

Elegimos Ty > 0 tal que Tb = (K (M + ||¢|,)) "
Sea Ty = min{T},T>}. El teorema del punto fijo de Banach implica el resultado.

Para el caso s = 1 utilizamos la desigualdad (pendiente ) del teorema nimero 3 con s = 1

Jotuen —eof, < |

eiA(th)axUQHI dr
t
<c /O K(t) [lull ey dr (4.13)

t
< Cllul?,, /0 K(r)dr

Se tiene u € A(Tp, M), implicando [Ju|; < M + [|¢||;

[0 (u()) — e~ ||, < OO + []],)? / K(r)dr

< C(M + |loll,)*P(t)
< C(M + lolly)°T

(4.14)

Tomamos T} > 0 tal que Ty = (C(M + [|¢]|;)?) !
Para deducir la contraccién procedemos anidlogamente al caso s > 1, escogiendo un 77 adecuado, pero
involucramos el teorema ntmero 3.

18



4.2. UNICIDAD CAPITULO 4. BUEN PLANTEAMIENTO LOCAL

4.2. Unicidad

Proposicién Sean 3,7 > 0, B+ > 1, a,b > 0, y g una funcién no negativa tal que t?"1g(t) es
integrable localmente sobre OleqtleqT’, y suponga que

t
g(t) <a+ b/ (t — 1)~ g (r)dr (4.15)
0
en (0,7, entonces
g(t) < aEg,(bL(B)Y"1) (4.16)
donde v=p0+4+~v—-1>0, Egy(s) = " qcms™ conecyg =1y Cz:l = ng—t:—z)ﬁ) param >0y T la

funciéon Gama.
Demostracion Revisar |7] lemma 7.1.2

Teorema 7 Existe Ty > 0 tal que el problema de valor inicial dado por (1.1) tine solucion unica en el
intervalo [0, Tp]

Demostracion Sean s > 1, H y G con condiciones iniciales H(0) = ¢ y G(0) = ¢, entonces

t
1)~ Gl < 6= o)+ [ e ou? - ar
0

s

t
< HeAt(¢—ga)Hs+;/0 14 tmld |ou(H? - @), _ydr  (417)

t
<llp—gl, +1 / Lt (t— 7)Y 0, — 6P|, dr

Elegimos Tj tal que (¢t —7)~1/* > 1 y obtenemos

170 =GOl < 16— ¢l +3 [ 1+ (=07 o2 = 6,y or

. (4.18)
<16 gl + K sup[H+ G, [ L+t~ 7)1 = Gl dr
0,7] 0
Ahora aplicamos la proposicién anterior
1H(@) = GOl < ll¢ — ol B(K sap 1H + GII,T()*t) (4.19)
donde Eg.,(s) = >0 s cms®™ 4 concg =1y ol = F%i?;ﬁﬁ}i) param > 0y I la funcién Gama.

El resultado se obtiene cuando hacemos ¢ — .

19



4.3. DEPENDENCIA CONTINUA CAPITULO 4. BUEN PLANTEAMIENTO LOCAL

4.3. Dependencia continua

Teorema 8 Dada ¢, una sucesion de datos iniciales para el problema dado en (1.1), tales que ¢y, — ¢
en H® con s > 1. Existe T > 0 y u, € C[0,T]; H*(R?), soluciones correspondientes a cada ¢, ddemas

lim  sup |lun(t) — uso(t)||, =0 (4.20)
n—oo tE[O,T]

Demostracion En efecto, para s > 1, teninedo en cuenta los teoremas anteriores se verifica que T’
es una funcion continua de [|¢||,, consecuentemente existe N € N, tal que T,, > T, para todo n < N,
entonces uy, esta definido en [0,7]. Ahora bien, como u,, es solucién del problema dado en (1.1), con
un(0) = ¢y, se verifica que

[un(®)lls < lI#nlls + M (4.21)

Para todo n > N, entonces
[un(®)lls < sup [|@nll, + M (4.22)
neN

Involcrando técnicas utilizadas anteriormente y sustituyendo L = sup,,cy [|¢n||, afirmamos que:

[[tn(t) — too(B)[| < [[én — dooll + K (L + M) /Ooo(t =) un (1) = uoo(7) | d (4.23)

Ahora aplicamos la proposiciéon de la pagina anterior

4
() = uso (B)lls < llbn = boolly (K (L + M)T(3)3¢) (4.24)
Donde Eg - (s) = 300 cms®™ 4 concog =1y L = Fl(ﬂéfn";ﬁj;}i) para m > 0y I' la funcion Gama.

El resultado se obtiene al hacer ¢, = ¢o
Por otra parte si L1 = sup,,cy ||¢n|l; entonces para s = 1 se tiene que

ltn(®) — oo (lly < 6 — doolly + K (Lx + M)(sup [ln(r) — tioo (7)) /0 K () un(r) — uso(r)]y dr

neN
(4.25)
Ahora aplicamos la proposiciéon de la pagina anterior

O~

[un(t) = oo ()]} < l|én — doolly B (L1 + M)(ilég [l (7) = oo (T)1)T(F)

£) (4.26)
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4.3. DEPENDENCIA CONTINUA CAPITULO 4. BUEN PLANTEAMIENTO LOCAL

CZL,II _ Fr(‘éfnn}éi—;}i) para m > 0 y I' la funcién Gama.

Donde Eg(s) = 32 _scms™/ coneg =1y
El resultado se obtiene al hacer ¢, — ¢

Teorema 9 Si u € C([0,T], H*(R?)),s > 1 con u(0) = ¢ € H*(R?) es solucion de (1.1). Entonces
u € C([0,T], H*(R?))

Demostracion Elegimos A € (1,2). El teorema 2 (conr = s—1) implica que e 4t=79,u2 € H~ 1+ —
H#consecuencia de que (s — 1+ A > s). Ademas

t
lulls_14n = 6At¢—é/0 e A9 wldr

t
< Nbllrn + K [ 15 (=) 0], dr
s—1+A 0

t

< llaron + K /0 1+ (¢ — 7)™ |2, dr
t

<N lloron + K /0 14 (¢ — 7)) a2 dr

t
< [0+ K sup )2 [ 1+ (6= 1) N ar
[0,7] 0

(4.27)
De esta manera la integral al lado derecho de (4.2) tiene sentido en la norma H*~ '+, de otra parte
e At¢ € H* para todo t > 0. estos hechos implican que u € C([0,T], H*~'**(R?)). Repitiendo este
argumento con u(t') € H* 1t (R?), ' € (0,t). Concluimos que u(t') € H5+2A~1(RR?). continuando con
esta repeticion se tiene que u(t') € H*+ =1 (R?), para todo j € N, por tanto u € C([0, T], H*(R?)).
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Capitulo 5

Planteamiento local para s € (—2,2)

Hasta aqui hemos tratado la ecuacion (1.1) localmente para indices s > 1, en esta seccion extenderemos
el buen planteamiento para s € (—2,2).

El procedemiento que emplearemos seré analogo al presentado anteriormente, es decir, utilizando una
contraccién y el teorema del punto fijo de Banach.

En principio se presentan unos espacios adaptados para el tratamiento que presentaremos, en segui-
da se exhibe el teorema principal de esta seccidon. Los siguientes parrafos incorporan la teoria que
fundamentan su demostracién.

5.1. Existencia

De acuerdo con Dix ( ver [8] y [9]), quien utilizé estos espacios en el tratamiento de la ecuacion de
Burgers.

Para 0 < T <1y u € C([0; T); H*(R?), definimos la norma:

[ullxs = S (fu®)ll, + 7 @)l 2) (5.1)

b
Los espacios X7 son definidos como

X3 = {ue C(0;T)s H(R?) : |lul x;, < oo} (5.2)

Teorema 10 Sea ¢ € H*(R?) y s > —2, entonces existen Ty > 0 que depende de ||@||, y una nica
solucion de (1.1).

u € X5 — C([0;T]; H*(R?) (5.3)
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5.1. EXISTENCIA CAPITULO 5. PLANTEAMIENTO LOCAL PARA S € (-2,2)

La demostracion se realizara al final de la seccion.
Ahora bien, procedemos a estimar la parte lineal y posteriormente la parte no lineal.

Teorema 11 Sea 0 <T <1, s € (=2,2) y ¢ € H*(R?), entonces

up le=o||, < K |¢ll, (5.4)

Ademds, se verifica

[EIT- Isl
sup ¢4 [le™ Yo, < K[1+t7] 0], (5.5)
t€[0,T]

Demostraciéon Para obtener la primer desigualdad reemplazamos en el teorema 2, A = 0. Para probar
la segunda desigualdad involucramos el teorema de Plancherel y se deduce que

Atgl| |, < (1+§2+?72)_%€_2t(52+"2)2(1+§2+n2)%q3(§,77)‘ .

o€ nll, (5.6)

< |1+ & 42z

U _
(14+& 4 p7) 77 e &

IN

H¢(€ Ml

En consecuencia e~ 4t¢ € X7, para obtener la desigualdad (5.5), utilizamos el teorema 2.
Ahora procedemos a estimar la parte no lineal.

Teorema 12 Sea 0 <t <T <1 ys e (-2,0], entonces

t

e—A(th)a w2 2_ls]

rl < Kl (55

NS

) (5.7)

S

[s|

2
o] Wopar|| <K fully, (5:8)
L

Demostraciéon Desde el hecho que s < 0, se tiene que (14 &2 +72)2 < (2 +n2)" 7 i , por lo tanto

¢
/ e*A(t*T)ﬁmuZdT
0

/ |+ ey e @ i 6|, d

(5.9)
< [+ aytesemnicory u(T)Q(g,n)H dr
0 L2 L
La desigualdad de Young implica que
~ 2 _lsl 9
[ €| <1717 ik, (5.10)
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5.1. EXISTENCIA CAPITULO 5. PLANTEAMIENTO LOCAL PARA S € (-2,2)

Reemplazando este resultado y tomando un cambio de variable se obtiene

t t
s+1
‘/ efA(tf‘r)aZUQdT < Hu”g(%/ “(52_%”2)%6*27'(62%72)2
0 s 0

Para calcular la integral de la derecha, utilizamos el cambio de variable adecuado.

[s|
L2 |t —7| 2 dr (5.11)

s s _1
H(§2+77 )% (i | "(524‘772) 1 27 (E2+%)° B < K |r| 5642 (5.12)
Teniendo en cuenta lo anterior y reemplazando
¢ sl
‘/ G’A“’”@xﬁdf < K ||ul%; / R
0
~L(s+2) _lsl (5.13)
<K |7'| — 7|72 dr
+2 6— 3\ \
< KB(1— 51— ) s,

Para 0 < s < 2 obtenemos,

‘/ —A(t— 7')6 u
0

< [ o e sperene st e a

(5.14)

/H1+£+n_%@M) L Iu()|2ar

Eligiendo x = rcosf,y = rsenf y utilizando el teorema 3 se tiene,
¢ t
‘ / e~ A9 ukdr|| < K |ullks / i) 4 rmagr
0 s T Jo (5.15)
2 2—s 3
< K lul%, (655 + 1)
La siguiente parte se deduce utilizando argumentos similares a los utilizados anteriormente,
M t At 2 M t 2(t 2 2\2 ~ 2
| [ oniar| < [fleen@ | Y en)), ar
0 L2 oo
s]
<nwxwﬂ'/H—%¥“7 e—r| "% ar
t S
< K Jlul3, 107 / A ar (5.16)
0
2—|s| _1 _s
2|1 —7| 2dr
|s| 2=l
<Kﬁ(* —*) I Hxst
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5.1. EXISTENCIA CAPITULO 5. PLANTEAMIENTO LOCAL PARA S € (-2,2)

Teorema 13 Sea 0 <t <T <1,s€(-2,2) yke€[0,s+2) entonces
Vt—>/ A=) 9,u2d (5.17)

Pertenece a C([0;T); H*(R?)) para todo u € X5

Demostracion Sean ¢, , t; € [0, 7] fijos tal que ty < t1, entonces por la desigualdad de Minkowsky se

tiene
V(o) = V(t1)lls1p < Vi(to,t1) + Va(to, t1) (5.18)

Donde .
1
Vi(to, 1) = / A2 ar (5.19)

tO 8+k

to
Va(to, 1) = / e Ali=r) _ =Alto—r)g 2|l gy (5.20)
0 s+k
Realizando la sustitucion adecuada se verifica
t1
Vl (to,tl) = / e‘A(tl_T)axzf dr
to s+k
t 2 ls|
< HUHX%/ H(l 4T 32N =S,
to

t
< [lul s /1H(1+£2+n2)’5e—2(“‘”<52+"2)2 €2+ mpyiem2nE@r2]| B
T Jto Le L
f _k _s+2 _Is|
<Kluly [0 - R ) e Far
to
1
<K JJull g 01— to] ) / (14t —t) (1~ 7)) 5)(1 =) ¥ S ar
0
NG _@ _5+2 B || s+k+2
< K [lull ey [t = 1ol S5 [BL = Sh1 = S 5) 4 (= t0) SB(L = Sl = )]
s5+2
< K [Jull g It — to] 5 (14 (81 — t0) )
(5.21)

Para 0 < s < 2, se usa el teorema 3.
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5.1. EXISTENCIA CAPITULO 5. PLANTEAMIENTO LOCAL PARA S € (-2,2)

e~ Alti—7) Opu® dr

s+k

t1
Vi(to,t1) :/

to

t1 .
= ||“|X;/ H(l+§2+n2)%’“€—2<t1—7)(f2+n2>2 ar
’ - (5.22)
h _ stk42 1
<K ||u||X%/ (t1 —7)" ¢ +(t1 —7)"12))dr
to

2 k

< K fJully; (b —t0) 5" + (1~ t0) 1)

Tomando el limite
t}l—l}}/o ||V1(t07 tl)“s—i—k‘ =0

Ahora observamos la funcién Vo

to
Va(to, t1) 2/
0

fo s
<l [ 7

e*A(th) _ efA(tofT)axUZ dT

s+k

Alti—71) _ e*A(tofT) dr

-
L2

fo s .
< HU’HX%/ T H(l + §2 + 772)%’“672(tof‘r)(§2+r]2)2+§[672(t07t1)(€2+772)2+< _ 1]’ L dr
0
(5.23)
Donde ¢ = i(&3 + &2 + £[¢])
to  _ s s
Va(to, t1) < HUHX;/ 1 H(l €2 4 2) 20 )€ 47 s -2t —t0) (€402 s _ 1]‘ L
0
o )y s
< HuHX%/ T H(l+£2+n2)§e*2(t°’”(52+"2)2 - H(§2+n2)5e*2<t0”>@2+’72)2 L
0
o s _k _st2
< K||u||X%/ T2 (14 (to—t1)"16)(to —t1)” + dr
0
si2 by k 5+2
< Kllullgto! [ 7 0+ -] 1) ar
0
542 _k
<K [lullx; to® [B(1— 51— 552) 44,9 8(1 — ;1 — dskas))
542
<K HUHX; to
(5.24)

Para 0 < s < 2, se usa el teorema 1.

26



5.1. EXISTENCIA CAPITULO 5. PLANTEAMIENTO LOCAL PARA S € (-2,2)

o s .
Yttt = Hu”X% /0 T H(l +&+ 772)%k6_2('50_7)(52*’72)2“[e_Q(to—t1)(€2+n2)2+c _ 1]’ 12 dr
¢
< llullx; / 0 H(§2 o) et @ 2| gr
T 0 L2
o _ stk+2 .
0
_8=s—k 3

(5.25)

Definimos la funcién f como
Flto t1, 7 6m) = (1+ 52 + nz)#efz(tl—f)(guﬁ)ug —(1+ €2 + 772)#672@0—7)(52%2)2# (5.26)

Donde ¢ = (£ + &%+ £ [€])
Ahora bien, cuando [t; — tg| tiende a cero entonces T € [0, tg] y la funcion f(tg,t1,7,&,n) tiende a cero
en casi toda parte para (&, 7) € R2.

lim (e 2(ti—t0)(E+7*)* s _ 1y = ¢
t1—to—0

La funcién f se puede acotar de la siguiente manera

[Flto 1,7, &, m)| < (624 %)% e 2o )€y (5.27)
Por ultimo observamos que cuando t; — tg, entonces || f(to,t1,7,&,1)| — 0 aplicando el teorema de

convergencia dominada de Lebesgue, se concluye que Va(tg,t1) — 0 y con esto se completa la de-
mostracion.

Habiendo incorporado a la teoria los anteriores treoremas se procede a de mostrar el teorema principal
de esta seccion

Demostraciéon teorema 10

Mostraremos que el operador 1) definido en (2.2) es una contracciéon sobre una bola cerrada en el espacio
X7. referenciando los teoremas 10 y 11 argumentamos que existen una constante K que depende de s
y una funciém F tales que se verifica

o)l < K10l + F(T) [lullys) (5.28)

Por otra parte
1) = ()l xs < KF(T) [Jlu—vllxs lutvlxs (5.29)
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5.2. UNICIDAD CAPITULO 5. PLANTEAMIENTO LOCAL PARA S € (-2,2)

Justificado por

[e.@] o0
— —A(t— - —Isl/ —A(t—
Hz/J(u)HX% < sup{||e AtqﬁHg%—% / e A g ukdr —i—t'sVA‘He At¢HL2 — - / e A ukdr|| )
[OvT] 0 S 0 L2
Bz =Bl | -2l 38
S K12+ TH7) (ol + Kot s +¢7 3 +14) [Jul s
(5.30)
Teniendo en cuenta que 0 <t <T <1
6—3s| 2| 3
[o()llxs, < CUIBll + (T + T3 +T4) JJullx;) (5.31)
Para u,v € X7 se tiene,
6-3lsl _2-lsl 3
o) = (o), < O 4+ T~ LT fu— ol u+ ol (5.32)
Consecuentemente elegimos M = 2C ||¢||, y T™ tal que
_3)s s 1 1
Vil b S (5.33)

T 20M 4% g,

Eligiendo Tp = min {1, 7™}, definimos y generamos la bola dada por X7, (M) = {u € X HQb(u)HX% < M}
0

Afirmamos que 9 es una contraccién sobre el espacio X5(M), coherente con las desigualdades (528)
(5.29). Invocamos el teorema del punto fijo de Banach para deducir la existencia de una tinica solucion
u asociada al problema de valor inicial (1.1) sobre el espacio X7, (M).

El mapeo ¢t — es continuo sobre el intervalo (0, T'] con respecto a la topologia de H*(R?) debido a que
u € X4, se deduce desde el teorema 10 que existe un k£ > 0 tal que

Ve C([0,T] : H*F(R?)) (5.34)

ue C(0,T) : H*TF(R?)) (5.35)

Involucrando que el intervalo de existencia depende solamente de la norma H*(IR?) de los datos iniciales,
entonces

u e C(0,T] : H®(R?)) (5.36)

5.2. Unicidad
Trataremos en esta seccidon la unicidad del problema de valor inicial que hemos venido desarrollando.

Teorema 14 En las condiciones anteriores el problema de valor inicial (1.1) tiene solucion inica
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Demostraciéon Sean u, v soluciones del problema dado en (1.1), entonces se verifica

]u—vHXs H/ A1) g uldr

< KF(T) Ju— vy, Jut vl x,
< ME(T) Ju— vy,

XS
’ (5.37)

Donde M = K [[u+ ||y, y F(T) =T %" + T+ +Ti

En principio notamos que F(0) = 0 y A = MF(T) afirmamos que existe T > 0 tal que 0 < A < 1y
esto implica

[u—vllx: < AMu—v]x:
T T (5.38)
llu — UHX; =0

Si T < T entonces v = v en X7, de lo contrario si T' > T, entonces u = v en X7 por las siguientes
afirmaciones. Dado P # ()

P={T,€(0,T]:u=ven X7} (5.39)

Probaremos que sup P = T' € P suponemos que T < T, por las propiedades del supremo existen
ny € Ny T, € P tales que

D0<T-T< -
m T+:L<T
6-3s] 25l 3
m) ((;;) + G T G e+l <1

Ahora bien, consideramos las funciones @ = u(t + 1)) y ¥ = v(t + T},) con t € [0,T — T,] las cuales
estan en X:SLTP y son soluciones de (?7). Ademas se verifica

1 6—3|s| 1 _2—0s| 3
la—=ollx, <IGE) = +G) + (i e = ollx, la+ollx,
6-3[s| (5.40)

<TG T (R )41l — o I +ollx,,

El literal III, nos indica que &« = ¥ en X1/ Esto implica v = v en X7, C 1 /m

contradiccion con el hecho que 7' = sup P. Por otra parte el teorema 13 implica que u,v € C ((0; 7] -
H*(R?)) para todo s < 2, en particular u,v € C((0;T] : L*(R?)), entonces T € P.

y esto seria una
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Capitulo 6

Buen planteamiento global

Teorema 15 Sea u € C([0,T] : H*(R?)) la solucion local del problema dado en (1.1), entonces

lully < 16l (6.1)
g2 < [z |2 eXl9llt (6.2)
uy|? < [y |12 NNt (6.3)

Demostracion Para empezar demostraremos (5.1), en este sentido multiplicamos la ecuacion que
aparece en el problema dado en (1.1) por u

U + Uy + WH Upy + Ulgyy + %u@xtﬂ = —ulA?y (6.4)

Integrando sobre R?

/ uutdzcdy—i—/ uumxdwdy—l—/ uHumd:L'dy—i—/ uuzyydxdy—i—%/ u@muzdmdy: —/ uAQUdacdy
R2 R2 R2 R2 R2 R2

Involucramos la definicién del producto interior asociado

(u, ) g + (U gy + (s Htge)g + (U, Usyy)g + 5 <u2,u$>0 = — (u, A%u) (6.5)
Considerando que
(U, Ugza)g = (U, Hge)g = (U, Uzyy)y = <u2, um>0 =0 (6.6)
Se tiene
2o llullf = — (u, A%u), (6.7)
30 [lully = — 1 Aulg (6.8)
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Integrando
t
2
ul2 = (162 /0 |Au()]|? at

lullo < ll#llo

Para la desigualdad (5.2) derivamos la ecuacion dada en(1.1) con respecto a x

2 2
Uty + Uggzr + HUzge + Ugzyy + (ur) + Ulgy = —-A Uy

Tomando w = uy

Wi + Weze + HWey + Wayy + w? + uw, = —A?w

Multiplicando por w e integrando sobre R?

%at Hng == <w7wa:a::c>0 - (w,me>0 - <w7wwyy>o - <w,w2>0 - (w,uwx>0 - ||AwH(2)

Usando que 2 (w, uwg), = — <w,w2>0 y el hecho que (w, Weee)y = (W, HWee)y = (W, Wayy), = 0

2 2
%&t ||wH0 = <w,uwx>0 - ”AWHO

Aplicando Cauchy-Schwartz al término (w,uw,), v que |ull, < ||¢||,

2 2
30 [wlly < llwll 191l llwallo — 1Aw]
A partir de la proposicion 4, desigualdad de Gagliardo-Nirenberg se deduce que que
2 1/2 1/2 2
50 lwllg < lewllo”™ 1 Awllg™ ]l lwslly — llAwl
2 1/2 3/2 2
Lo, wlf < llwlle® 12wl (¢l — 1wl
Involucrando la proposiciéon 3,desigualdad de Young
2 1/2 4 4/3 2 2
Lo llwl} < lwllg® llo)* + 252 | Aw]§ — | Awl]
Tomamos € > 0 equivalente a */3 = 4/3

2 2 4
30 wlg < K [lwllg ll9]lg

Integrando de 0 a ¢ se tiene

t
]2 < llgll + K [l6]) /0 ()| ar
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Involucrando la proposiciéon 6, desigualdad de Gronwall deducimos que

2 2 4
Juzllg < ||¢x”OeKH¢”0t (6.19)

Para la desigualdad (5.3), derivamos (1.1) con respecto a y

Uty + Uzzzy + HUzry + Upyyy + UyUy + Ulgy = —Azuy (6.20)

Sustituimos v = u,

Ut + Vpgw + HWey + Vapyy + VU + uv, = —A%y (6.21)

Multiplicando por w e integrando sobre R?

30,01 = — (0. vaza)o — (0 Hoga)g = (0, vy — (w0, 02) — (wyvos)g — [A0]2 (6.22)
Usando que 2 (u, vvz), = — <w, v2>0 y el hecho que (v, vzez)g = (U, Huze)g = (U, Vayy)y = 0
30 [v]1§ = (u,vvz)y — [|Av][ (6.23)

Aplicando Cauchy-Schwartz al término (u, vvg), y que |[ul, < |19,

30 10113 < [1olloo 1llo llvzllo — 1413 (6.24)
A partir de la proposiciéon 4, desigualdad de Gagliardo-Nirenberg se deduce que
2 1/2 1/2 2
30 10l1g < ollo”™ Aellg™ gllo llvzllo = lAvII (6.25)
1/2 3/2
Lo, IolIg < llwlle® [ A03/ 1]l — | Av] (6.26)

Involucrando la proposiciéon 3, desigualdad de Young

2 1/2 4/3 2 2
30, [ollf < (il lell)* + 252 1Aw]lf — | Av]S (6.27)

Tomamos € > 0 equivalente a */3 = 4/3

4
50 vllg < K [[vllg 191l (6.28)

Integrando de 0 a ¢ se tiene

t
2
loll? < 1yl + K 162 /0 o) at (6.20)

Involucrando la proposiciéon 6, desigualdad de Gronwall deducimos que

4
lus g < ligyllg &1t (6.30)
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Teorema 16 FEl problema (1.1) esta globalmente bien planteado sobre H*(R™) para s > 1

Demostracion En efecto, de acuerdo al teorema 14, el problema (1.1) esta globalmente bien planteado
sobre H'(R"). Tomando 0 < 1 < 2 y utilizando la estimativa de regularizaciéon realizada en el capitulo
dos se tiene

dr
1+9

t
|’uH1+19 < |‘€_At¢H1+19+/0 H€_A(t_7—)uu:p

_ 2, ,.2\2
< ||¢|!1+19+/R2(1+62+172)””96 2UETT g | 1 gy dEd

00 2 (631)
4
oo+ [ [0 fuly sl drd
oo
< ||¢”1+19 +C ‘“H?/ (T€72tr4 + T2(1+19)+1672tr4)dr
0
Hacemos la sustitucion z = 2tr? e involucramos la funcién gamma
2 [~ —1/4 —(M) 249
ulli1y < N1@ll149 + K lully ; Cit™/"I(1/2) + Cot 2 T (557 dt (6.32)

2-9
< I¢lly g + Cllulf [ + 77

Teniendo en cuenta la desigualdad anterior y que el teorema 14 implica que ||u||; es acotada, entonces
afirmamos que ||ul|;, 4 es acotada. Ahora bien, si 0 < p < 1 entonces

t
—At —A(t—T)
”UH1+19+p < He ‘bH1+19 +/0 He uumHHaldT

(1+p)

t —
< Vol 5o [+ ¢7 2" 0] o
° (6.33)
—A+p)
< ’¢H1+19+K19/0 L+t 2 ]y dr

t —(14p) 9
< bl iy + Ko /0 Lt 2 a2, dr

En consecuencia ||ul[;, 4, es acotada. Continuando con este procedimento afirmamos que el problema
de valor inicial dado en (1.1) esta globalmente bien planteado sobre H*(R™) para s > 1.

Teorema 17 Dado s € (—2,1), entonces el problema (1.1) esta bien planteado globalmente sobre el
espacio X7
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Demostracion Sea T, € (0,7] y u € X7 la solucién al problema (1.1) descrita en el teorema 10,
entonces HUH)(; es finita. De otra parte el teorema 13 implica que u(T},) € H'(R?) y el teorema 16
P

afirma que la solucion @ del problema (1.1) con dato inicial u(7},) es global en el tiempo. Por lo tanto
S < S S
lllscs, < lllls, + (T + D)l

< llullxy + Nl

< llullxy + sup (ally + ¢V fally) (6.34)
L —1dp
<lullxs +1+ (T — T sup |,
! 0,7—Tp)
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