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SECCION 12

.RELACIONES DE EQUIVALENCIA EN UN CONJUNTO.

Segin vimos atrds, toda relacién determina de manera tnica el conjunto de
aquellas parejas ordenadas en las cuales la primera coordenada mantiene
la relacién R con la segunda, Egs decir, si conocemos la relacién conoce-
mos el conjunto y, si conocemos el conjunto sabemos cudl es la relacidn.

Nota:
Como R C Ex E se dice que R es una relaciénde E a E y a veces se

dice que R es una relacién en E, en vez de decir que es una relacién de E
a E.

Sea A un conjunto. Sea R el conjunto de todas las parejas ordenadas del

conjunto A x A tales que-x = y (es decir tales que la primera y la segunda
coordenadas sean iguales). La relacién R es la relacién de igualdad entre
elementos de A § la igualdad es una relacidén en A.

12.1 Relaciones Reflexivas.

Definicién,
Sea E un conjunto y Ri{x, y} una relacién. Se dice que R es reflexiva en
E, siparatodo x€ E, x eaté relacionado consigo mismo (cla.ro esta por

la relacién R).

Esta propiedad se puede .escribir en tres forma.s distintas, pero eqmvalen-
tes, a saber:

1) (Vx)xeE&>R[x, x| )
2) (YxeE)xRx)
3) (YxeE)(x x)€R)

- Ejemplos:

1) Para toda recta x en el plano @i, x es paralela a si misma. El parale-

lismo (//) es una relacién reflexiva en & & sea que:

(V ) (xe e=>x [/ x)




» Bl
'2) Tomemos el conjunto Z (los nimeros enteros) y sea
R |x, Y} : XSy (mod n) que se define asi:

- "x es congruente con y mod n si y solo si x iy dejan igual residuo al
ser divididos por n (siendo n un entero fijo mayor que cero).

Esta relacién es reflexiva en Z puesto que para todo entero X, X X
(mod n) & también:

(V%) (x € Z &= x=x (mod n) )

12.2 Relaciones Simétricas.

Definicién,

Sea E un conjunto. R {x, y} una relacién. Se dice que R es simétrica
en E si para todo x, y € E se cumple que: six estd en relacién R con y

entonces y estd en relacién R con x. También esta propiedad puede es-
cribirse en tres formas equivalentes: :

N (Y= y) (R {x, y] =>R fv, x})
2) (Vx, ye E)(xRy =—p yRx)

3) (Vx, yeE)((x, yER =>(y, x) € R)

Ejemplos:

1) Sean x, yeo . Six//y entonces y//x o sea que:
(Vx, y) Rx, v} => R {y, x}) :

Con esto: "//"es una relacién simétrica en 0.

2) Sean x, yeoL . Six.]l y entonces y_L.x': o sea que la perpen-
dicularidad es una relacién simétrica en ol. :

3) Dados dos enteros x, y; si x divide a y (es decir y/x es un entero)
no podemos garantizar que para todo x, y € Z, y divida a x. O sea

que la relacién "divide a" (/) no es simétrica en Z.

e L
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12,3 Relaciones Transitivas.

Definicién de Transitividad.

Sea E un conjunto y R{ - y’; una relacidén. Se dice que R es una relacién

transitiva en E si para todo x, y, z pertenecientes a E se cumple que: si

x estd en relacién R cony, y, y estd en relacién R con z, entonces x es-
td en relacién R con z. Podemos describirlo de tres formas:

D (Vx v, 2€E) Ri{x, y} « Riy, 2] = R}x, z})
2) (Vx,y,ng)(xR.y AYRz =>xRz)

3) (VY= vy, 2€E) ((x, Yy €R A [y, z2) ER) => (x, 2) ER)

Ejemplos:

1) Sea T un conjunto de tridngulos. Sea R la relacién de semejanza en-
tre tridngulos (~~) R es transitiva ya que para todo x, y, z tridngu-
losde T, six~vy A y~z —Dx "2,

2) Sea 6 (E) el conjunto formado por todos los subconjuntos de E. Sean
A, B, C€ (O (E).. Larelacién de contencién es transitiva ya que: si
ACB A B CC entonces ACC.

~

12.4 Relacién de Equivalencia.

Definicidn.
Sea E un conjunto, R{ x, y} una relacién. Si R es una relacién reflexiva,
simétrica y transitiva en E, se dice que R es una relacién de equivalencia

entre objetos de E,

Entonces: Si R es una relacién de equivalencia en E se cumplen simultd-
neamente: ‘

a) (V‘x) '(xsEﬁbR}x, x} )
B) (Vx, y€B) ®[x yJe>R fy, x})
o) (Vx, y,2€E)Rfx, y] a Riy, z}¢&=>R]Jx, 3}

Que son respectivamente: reflexividad, simetria y transitividad.

i

- -
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E jemplos:
1) La relacién "// " es una relacién de equivalencia en ol .
2) La relacién "~~" es una relacién de equivalencia en T.

3) La relacién "congruencia médulo n" es una relacién de equivalencia
en Z.

4) 'Lﬁ relacién de contencién (C) no es una relacidén de equivalencia en
(E).

EJERCICIOS.
1) Sea (A(E) ;{)_c/xc E}

Definamos la relacién de "equipotencia" 6 "equicardinalidad': se dice
que A es equipotente con B (A ~B) si y solo si existe una biyeccién
de A en B; AE e (E), Be @(E). Demostrar que la relacién
"~ "' s una relacidn de equivalencia en ﬁ(E).

2) Sea f una aplicacién de A sobre B. Definamos la relacién: "tiene la
misma imagen que'" asi: x tiene la misma imagen que y siy solo si
f(x) = f(y). Demuestre que la relacién asi definida es una relacién de
equivalencia en A, (Esta relacién también se llama '"relacién de equi-
valencia asociada a f) i

Notacién;
Si R fx, yi es una relacién de equivalencia escribiremos x = y (mod R)

(en luga.r de R {x, y, ), que se lee: X congruente con y médulo R é tam-
bién mds simplemente x ~wy.

Clase de Equivalencia. ‘ o : 3 g

Definicién.

Sea E un conjunto. x = y (mod R) una relacién de equivalencia en E.

Al conjunto- yEE/y = x (mod R)} se le llama: la clase de equivalencia
de x segin R (6 cuando no haya ambxguedad la clase de equivalencia de x)
y se le escribe: E(x).

Entonces: E(x) = {ye E/x = y (mod R)}‘
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En otras palabras, E(x) es el conjunto formado por elementos de E que
estin relacionados segin R con el elemento x o sea, el conjunto de los
elementos de E que son congruentes con x mod R.

Ejemplo:

x= y (mod 3) es una relacién de equivalencia en Z .

Z(0) = {ye Z /y = 0 (mod 3)} o sea el conjunto de los enteros que dejan
el mismo residuo que '"0" al sér divididos por 3.

Z(0) ={3,‘6, B 12 . ok eie s B b 0 }

Hallar; Z(1) , Z22)
Compruebe: Z(1) = Z(4). -

Observaciones,

1) Z(1), Z(2), Z(3), son subconjuntos no vacios de & .

2) Existen solo tres clases de eqmva.lenc:a. en Z cuando se tiene la rela-.
cién x =y (mod 3). ' ‘

]

3) zmﬂzm) =g ; zmnzm fd 2(2)023) =4
4) Z(1) L Z2) Uz(sa z

Hay una conexién muy intima entre las relaciones de equivalencia y las par-

ticiones de un conjunto.” Para comprender esta conexidn entraremos a es -
tudiar algunos teoremas sobre las relaciones equivalencia después de ilus -
trar la situacién con otroejemplo: -

Sea 1 ={0, 1,2, 3} . Sea x =y (mod 4) una relacién de equivalencia.

] Sean: : z (0)

Z)
- Z(2)

{veZ /y=.0 (mod 4)}

{verm /y=1 (mod 4)} Laka
{re Z/y=2 (mod 4}

{ye Z/y=3 (mod 493

Z(3)

Z(4) = Z(0), es decir existen solo cuatro clases de equivalen-
cia segin R. =3 ‘ e
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Consideremos la aplicacién:

X: I —>@3(Z), siendo I={0, 1,2, 3}
i Xi = g (i) Je

Tenemos asi la familia (Xj)i el ={ Zwo), ZQ), Z@2), 2(3)}

Ahora, si ‘i # j entonces Z (i) N 2 =¢
para cualquier i, j€ L.

Puede verse que la familia (¥Xj)i € I es una particién de Z.

Pasemos, ahora si, a estudiar los teoremas prorhetidos:

Teorema 1:

Sea x g y (mod R) una relacién de equivalencia en E. Entonces las cla-
ses de equivalencia E(x) son no vacias, ' :

4 ]
. .
Ll

Demostracidn; . R

Como E(x) ={y € E/y 2 x (mod R)} y dado un elemento arbitrario x € E
entonces X = x (mod R) puesto que R es reflexiva. ’
Luego x e E(x). TR GO PYA0E B 4 OBECEY] BDMS

Teorema 2:
Sea x = y (mod R) una relacién de equivalencia en E. Entonces dos cla-
ses de equivalencia o son iguales o son disjuntas. Es decir: para todo

x, y €EE se cumple: (E(x) () E(y) = f) 6 (E(x) = E(y)).

Demostracion:

Sean x, y € E; veamos que si E(x) N E(y) # ﬂ entonces E(x) = E(y).
Obsérvese que esta relacién es equivalente a la que el teorema pide demos-
trar. _
Si Ex)N E(y) £ #, existe z € E(x)() E(y)

=> z€ERX A ze&E(y
o lo que es lo mismo: z = x (mod R) A zE y (mod R)

. Y . - i .y 1) -7'\
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O También: x = 2z (mod R) A z = y (mod R) puesto que R es simétrica.
Por iultimo, por la transitividad de R, x5 y (mod R),

Hemos demostrado entonces q.ue si BE(x) O E(y) ?’- ﬁ entoncés X = y
(mod R). Veamos ahora que x =y (mod R) es eqmva.lente a Elx) = E(y)
En efecto: ;

a) Supongamos que x = y (mod R) y veamos que E(x) = E(y).

i) Veamos que E(x) C E(y)
Si zg E(x) =—> z ¥ x (mod R). Ademas como x = ¥ (mod R)
tenemos que z = y {(mod R) v por lo tanto z& E(y) o sea que
E(x) C E(y). - o -

ii) Veamos que E(y) C E(x)
Si z € E(y) entonces z = y (mod R) y como X = y (mod R) en-
tonces y = x (mod R) y por lo tanto z = x (mod R) Luego
z € E(x).

b) Probemos ahora que si E(x) = E(y) entonces x = y (mod R) para
cualquier x, y € E. ), i
Si E(x) = E(y), tenemos que x &€ E(x) (por la reflexividad), l_uego
x =v (mod R). - ( 3 ;-
Hemos probado asi que: E(x) () E(y) # § =P E(x) = E(y)
Lo que es equivalente a: (E(x) () E(y) = #) 6 (¥(x) = E(y))
En los dos‘ teoremas anteriores se ha probado que las clases de equivalen-
cia son no vacias y que si E(x) # E(y) entonces E(x) () E(y) ¢. Es de-
cir: dos clases de equivalencia distintas son disjuntas. -

..
..

Definicidn. A
Sea x = y (mod R) una relacién de equivaleﬁéia entre elementos de E. Al
conjunto {E(x) / x € E} se le llama conjunto cociente de E por R y se le.
escribe E/R. : .

En otras palabras, el conjunto cociente. de E por R es el conjunto forma -
do por todas las clases de equivalencia médulo R de los elementos de E.

Ejemplos:

1) = vy (mod n) es una relacién de equivalencia en Z. .

Z/R {Zw) ZW, Z@ .ccoo.. Zn-1}

e
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2) Sea f: A ——B una aplicacidn.

La relacién x es congruente con y 6 x tiene la misma imagen que y
s8iy solo si f(x) = f(y) es decir x ~ vy & f(x) = f(y).

Con esto, para todo x € A, la clase de equivalencia de x segin esta
relacién es -1 {f(x)} )

Entonces: A(x) = g1 ({f(x)}) ={Y € A/fly) = f(x)}_
Luego: A/R = {f"l L)) /= GA}

EJERCICIO. Demostrar que la aplicacidn:
go: E —> E/R
x —> E(x)

donde R es una relacidn de equivalencia en E, es ep1-
yectwa

Proposicién 1:

Sea E un conjunto y R una relacién de equivalencia en E. El conjunto co=-
ciente E /R es una particién de E.

Demostracién:

i) - Los elementos del conjunto cociente. son subconjuntos (E(x)) no va -
cioa de E. (Ya probado)

ii) La unién de las clases de equivalencia es igual al conjunto E ya que pa-
ratodo x € E, x €E(x) y por tanto x € U Ex).
Entonces E /R es un recubrimiernto de E.

)

iii) Veamos que los elementos de E / R son dis Juntos dos a dos: Sg‘ean
E(x), E(y) elementos distintos de E /R. Entonces E(x) ﬂ E(y)=§
(teorema 2).

Con esto, toda relacidén de equivalencia entre elementos de E define una
particién en E,
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Proposicién 2:

Sea (X;)i € I una particion de E. La relacidén definida asi: "x € E y exis-
ten algunos i€ I tal quenx & Xj o y € Xi" es una relacién de equivalen-
cia en E, '

Podemos escribir esta relacién asi:

S x€E A (JieDxeX; A yEX)

O sea que toda particién de E define una relacién de equivalencia en E.
{(Demuéstrelo). - '

-y
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