
S E C C I Ó N 12 

RELACIONES DE EQUIVALENCIA EN UN CONJUNTO, 

Según vinnos a t r á s , toda re lac ión de te rmina de m a n e r a única el conjunto de 
aquel las pa re j a s ordenadas en l as cuales la p r i m e r a coordenada mant iene 
la re lación R con la segunda. Es dec i r , si conocemos la re lac ión conoce­
mos el conjunto y^ si conocemos el conjunto sabemos cuál es la r e l ac ión . 

Nota; , \ 

Como R C E X E se dice que R es una re lac ión de E a E y a veces se 
' dice que R es una re lac ión en E, en vez de dec i r que es una re lac ión de E 

' a E . -•-* ' y • 

Sea A un conjunto. Sea R el conjunto de todas l a s pa re j a s ordenadas del 
conjunto A x A ta les que- x = y (es deci r t a l e s que la p r i m e r a y la segunda 
coordenadas sean iguales) . La re lac ión R es la r e lac ión de igualdad en t re 
e lementos de A ó la igualdad es una re lac ión en A, 

12.1 Relaciones Reflexivas, ' " l" ;^ ' • t^-rííátim^: ' o m ^ n o z rv '̂̂  = - > ^ ^ 3 C ; . 

Definición. 

Sea E un conjunto y R(x , y | una re lac ión . Se dice que R es ref lexiva en 
E , s i p a r a todo x e E , x es tá re lac ionado consigo m i s m o (claro e s t á , por 
la r e lac ión R). 

E s t a propiedad se puede e s c r i b i r e n t r e s fo rmas d i s t i n t a s , pe ro equ iva len ­
t e s , a saber ; 

1) ( V x ) ( x e E < ^ = 5 » R f x , x{ j - ' • • - • •^'-'••^^irrhy^^u .,... • ; - > - ( . . ; ; • 

2) ( V x e E ) ( x R x) 
' , . -> ' . - -

- % . . • , • ^ • - * " 

3) ( Vx eE)((x, x) eR) -y' ; v" : - . 

Ejemplos : • • • ' , -. 

1) P a r a toda r ec t a x en el plano «C, x es pa ra l e l a a si misnna. El para le ­
l i smo ( / / ) e s una re lac ión ref lexiva en cC ó sea que; 

( \ / x ) ( x 6 0 ¿ ^ = ? x / / x ) 
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2) Tomemos el conjunto ^ (los números en te ros ) y sea 
R | X , y j ; x = y (mod n) que se define asf: 

• "x es congruente con y mod n s i y solo s i x i y dejan igual r e s iduo al 
se r divididos por n (siendo n un en te ro fijo mayor que ce ro ) . 

Es ta re lac ión e s reflexiva en IL pues to que p a r a todo en t e ro x, x = x 
(mod n) ó también; 

( V x) (x e 2 «===> X = X (mod n) ) 

12.2 Relaciones Sinnétricas 

Definición, 

Sea E un conjunto, R ( x , y) una re lac ión . Se dice que R es s imé t r i ca 
en E si p a r a todo x, y e E se cumple que; s i x es tá en re lac ión R con y 
entonces y e s t á en re lac ión R con x . También es ta propiedad puede e s ­
c r i b i r s e en t r e s formas equivalentes : 

1) ( V x , y) (R | x , yJ ==5>R [y, x ) ) 

2) ( V x , y e E) ( x R y = í ^ y R x ) 

3) ( V X, y G E) ( (X. y) e R = ^ (y, x) £ R ) 

Ejennplos: 

1) Sean x, y G O^ . Si x / / y entonces y / / x o sea que: 
( Vx, y) (Rfx, y \ = ^ R jy, x)) 

"t '-Tu.' 

Con es to : " / / " e s una r e l ac ión s i m é t r i c a en OC . 

2) Sean x, y G oC • Si x _L y entonces y J - x o sea que la pe rpen­
dicular idad es una re lac ión s i m é t r i c a en oC . 

3) Dados dos e n t e r o s x , y ; s i x divide a y (es dec i r y / x e s un entero) 
no podemos ga ran t i za r que p a r a todo x, y G 2 , y divida a x . O sea 
que la r e lac ión "divide a" ( / ) no e s s i m é t r i c a en Z , 



62 -

12.3 Relaciones T rans i t i va s . • . i :,.; 

Definición de Trans i t iv idad. 

Sea E un conjunto y R ^ x, y] una re lac ión . Se dice que R es una re lac ión 
t rans i t iva en E si p a r a todo x, y, z pe r tenec ien tes a E se cumple que; si 
X es tá en re lac ión R con y, y, y es tá en re lac ión R con z, entonces x e s ­
tá en re lac ión R con z. Podemos d e s c r i b i r l o de t r e s fo rmas : 

1) (V X, y, z G E ) ( R ( x , y] ^ R ¡y, z) =>> R | x, z | ) 

2) ( V X, y, z € E) (x R y ^ y R z = ^ x R z ) 

3) { V X, y, z e E) ( (x, y) € R A (y, z) £ R) = > (x, z) € R ) 

Ejemplos: 

1) Sea T un conjunto de t r i ángu los . Sea R la re lac ión de semejanza en­
t r e t r iángulos (**^) R es t r ans i t iva ya que pa ra todo x, y, z t r i ángu­
los de T, s i X ̂ «^y A y ' ^ z ^ x '"'"z. 

2) Sea ^J (E) el conjunto formado por todos los subconjuntos de E . Sean 
A, B, C £ (o (E). La.i 'elación de contención es t r ans i t i va ya que; si 
A C B A B G C entonces A C C. 

12.4 Relación de Equivalencia, 

Definición, 

Sea E un conjunto, R | x, y | una re lac ión . Si R e s una re lac ión ref lexiva, 
sinnétrica y t r ans i t iva en E, se dice que R e s una re lac ión de equivalencia 
en t re objetos de E . 

Entonces : Si R es una re lac ión de equivalencia en E se cumplen s imul tá ­
neamente : 

a) ( V x ) (x £ E<===>R {x, x ) ) 

b) ( V x , y e E ) (R fx, y;c=í>R jy, x | ) 

c) ( V x , y, z e E ) (R fx. yj A R ( y . z l < : = > R / x, z} ) 

Que son r e spec t ivamen te : ref lexividad, s ime t r í a y t rans i t iv idad . 
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Ejemplos : - I -

1) La re lac ión " / ^ " es una r e l ac ión de equivalencia en cC . 

2) La re lac ión " / v y " es una re lac ión de equivalencia en T . 

3) La re lac ión "congruencia módulo n" es una re lac ión de equivalencia 
en Z. 

4) La re lac ión de contención (C) no es una r e l ac ión de equivalencia en 

p)(E). 

EJERCICIOS. 

1) Sea / i ( E ) = [ x / X C E^-
Defínannos la r e l ac ión de "equipotencia" ó "equicard ina l idad" : se dice 
que A es equipotente con B (A "«-'B) s i y solo s i exis te una biyección 
de A en B ; A £ (3 (E) , B £ ( i ( E ) . D e m o s t r a r que la r e l ac ión 
"/>^ " es una re lac ión de equivalencia en | 3 ( E ) . 

2) Sea f una apl icación áe A sobre B . Definamos la re lac ión; "t iene la 
m i s m a imagen que" asf; x t iene la m i s m a imagen que y s i y solo si 
f(x) = f(y). Demues t r e que la r e lac ión a s f definida es una r e l ac ión de 
equivalencia en A. (Esta re lac ión t ambién se l l ama " re lac ión de equi­
valencia asociada a f) 

Notación: 

Si R f x , y ] e s una re lac ión de equivalencia e s c r i b i r e m o s x = y (mod R) 
(en lugar de R j x , y \ ), que se lee : x congruente con y módulo R ó t a m ­
bién m á s s implemente x *>i*y . 

C lase de Equivalencia . ¿ 

Definición. 

Sea E un conjunto, x = . y (mod R) una re lac ión de equivalencia en E . 
Al conjunto: yy G E / y H. X (mod R)J se ie l l ama; la c l a se de equivalencia 
de X según R (ó cuando no haya ambigüedad, la c l a se de equivalencia de x) 
y se le e s c r i be : E(x), 

Entonces : E(x) = Í y 6 E / x s y (mod R ) l 

L 



En o t ra s p a l a b r a s , E(x) es 
es tán re lacionados según R 
e lementos de E que son con 

Ejennplo: 

el conjunto formado por e 
con e 1 e lemento x 0 sea . 
gruentes con x mod R. 

X = y (mod 3) es una re lac ión de 

• X(0) = ( y £ 7^ / y = 0 (mod 
el m i s m o res iduo que " 0 " a 

' . 2,(0) = [ 2 , 6. 9, 12 

Hal lar : 2(1) , 2(2) 
Compruebe; 2.(1) ="2(4). 
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que 
los ^ 

dejan 

O b s e r v a c i o n e s . •'"•'' <-' ' - . .>.••.O':."••?'•'- :..-nT;:/uj^í.. . . 

1) • Z ( l ) , Z(2), Z(3). son subconjuntos no vacíos de "Z . •̂ -̂  A >u 

2) Exis ten solo t r e s c l a ses de equivalencia en Z cuando se t iene la r e l a ­
ción X "^ y (mod 3). 

• s t ' " 71(1) 0 : 2 ( 2 ) = 0 ; 22(1)0 2(3): = )̂  ; :2(2) O 2(3) = ^ 

4) 2(1) (J Z^2) U Z(3) = ^ . .r . 

Hay una conexión muy iritima en t re las r e l ac iones de equivalencia y l a s pa r ­
t ic iones de un conjunto. P a r a comprender es ta conexión e n t r a r e m o s a es -
tudiar algunos t e o r e m a s sobre las re lac iones equivalencia después de i lus -
t r a r la situación con otro-ejemplo; -

Sea I = ^ 0 , 1, 2, 3 j . Sea x = y (mod 4) una re lac ión de equivalencia . 

Sean; 2 ( 0 ) = { y € 2 / y = . 0 (mod 4)], 

Z(i) = [ y e X / y s 1 (i"od 4)j 

- . ' •' 2(2) = f y e X / y S 2 (mod 4)> -

- /.i^'^. 21(3) = {y £ 2 : / y = 3 (mod 4 ) } "i- O Í : - , . ' a o) ^: 

I B '/'• :cí'<, '.ii'-': IA 
y- '̂ •. 

2 ( 4 ) = 2 ( 0 ) , es dec i r exis ten solo cua t ro c l a s e s de equivalen­
cia según R. 

¡r. 
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7 
Cons ideremos la aplicación: 

X ; I > ( 3 ( 2 ) . siendo 1 7 ( 0 . 1. 2, 3 ^ 

i « • Xi = "i^ (i) . • 

Tenemos a s í la famüia (Xi) i GTI = { 2 ( 0 ) , Z í D . Z ( 2 ) , X ( 3 ) } 

Ahora , s i i =̂  j entonces ^ { i ) ( \ ^ ( } ) = 0 
p a r a cualquier i, j £ I. 

Puede v e r s e que la familia (Xi) i e I es una par t i c ión de ^ . 

P a s e m o s , ' ahora s i , a e s t u d i a r los t e o r e m a s proih'etidos: 

T e o r e m a 1; 

Sea X s y (nnoé R) una re lac ión de equivalencia en E . Entonces las cla^ 
ses de equivalencia E(x) son no v a c í a s , 

r '- • \ -

Demost rac ión: 

Como E(x) = / y e E / y = x (nnod R ) j y dado un elennento a r b i t r a r i o x G E 
entonces x S, x (mod R) pues to que R es ref lex iva . ' 
Luego X e E(x). 

T e o r e m a 2; 

Sea X = y (mod R) una re lac ión de equivalencia en E . Entonces dos c la­
ses de equivalencia o son iguales o son d i s jun tas , ^ s dec i r : p a r a todo 
X, y e E se cvimple; (E(x) C] E(y) = 0) ó (E(x) = E{y)), 

Demost rac ión; 

Sean x, y £ E ; vearnos que s i E(x) O E(y) ^ 0 entonces E(x) = E(y). 
Obsé rvese que e s t a re lac ión e s equivalente a la que e l t e o r e m a pide demos­
t r a r . 

Si E(x) O E(y) ^ 0 , ex is te z S E(x) D E(y) 

= 5 > z e E(x) A z e E(y) 

o lo que es lo nnismo: z = x (mod R) A Z •= y (mod R) 



66 

O También: x = z (mod R) A Z Z y (mod R) puesto que R es s i m é t r i c a . 
Por úl t imo, por la t rans i t iv idad de R, x £ y (mod R). 

Hemos demos t rado entonces que si E(x) O E(y) ^ 0 entonces x = y 
(mod R). Veamos ahora que x ^ y (mod R) es equivalente a E(x) = E(y). 
En efecto: 

a) Supongamos que x =. y (mod R) y veamos que E(x) = E(y). 

i) Veamos que E(x) C E(y) 
Si z e E(x) —^ z H X (mod R). Además como x = y (mod R) 
tenemos que z s y (mod R) y por lo tanto z G E(y) o sea que 
E(x) C E(y). 

ii) Veamos que E(y) C, E(x) 
Si z £ E(y) entonces z ^ y (mod R) y como x ^ y (mod R) en­
tonces y 5 X (mod R) y por lo tanto z S x (mod R). Luego 
z € E(x). 

b) P r o b e m o s ahora que s i E(x) = E(y) entonces x ~ y (mod R) p a r a 
cualquier x , y 6 E. 
Si E(x) = E(y) , t enemos que x e E(x) (por la reflexividad), luego 
X S y (mod R) . 

Hemos probado as f que: K(x) O E(y) ^ 0 «=^ E(x) = E(y) 
Lo que es equivalente a; (E(x) O E(y) - 0 ) 6 (ii(x) = E(y) ) 

E n l o s dos t e o r e m a s a n t e r i o r e s se ha probado que las c l a se s de equ iva len­
cia son no vacías y que si E(x) ^ E(y) entonces E(x) f] E(y) = 0 . E s de­
c i r ; dos c l a ses de equivalencia d is t in tas son dis jun tas . 

Definición. 

Sea X = y (mod R) una re lac ión de equivalencia en t re e lementos de E . Al 
conjunto £ E ( X ) / x e E j . se le l l ama conjunto cociente de E por R y se le 
e sc r ibe E / R . 

En o t r a s p a l a b r a s , el conjunto cociente de E por R es e l conjunto f o r m a ­
do por todas las c l a s e s de equivalencia módulo R de los e lementos de E . 

E jemplos : 

1) X ^ y (mod n) es una re lac ión de equivalencia en 2 • 

^ / R = { 2 { 0 ) . Z (1) . 7L(2) Z n - l } 
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2) Sea f : A ?*• B una aplicación. , 

La relación xes congruente con y ó x tiene la misma imagen que y 
si y solo si f(x) = f(y) es decir x <s* y <==^ f(x) = f(y). 

Con esto, para todo x £ A, la clase de equivalencia de x según esta 
relación es f" 1 ^ {.f(x)} ̂  

Entonces: A(x) = f" 1 <,{f (x)}) ={y£A/f(y) = f(x)j 

Luego: A / R = /f" 1 <{f(x)]) / x & AI 

EJERCICIO. Demostrar que la aplicación: 

( p : E ' » E/R 

X I > E(x) 

donde R es una relación de equivalencia en E. es epi­
yectiva. 

Proposición 1; 

Sea E un conjunto y R una relación de equivalencia en E. El conjunto con­
ciente E / R es una partición de E. 

Demostración: 

i) Los elementos del conjunto cociente, son subconjuntos (E(x)) no va­
cíos de E. (Ya probado) 

ii) La unión de las clases de equivalencia es igual al conjunto E ya que pa­
ra todo X e. E, X eE(x) y por tanto x e U E(x). 
Entonces E /R es un recubrimiento de E. 

iii) Veamos que los elennentos de E / R son disjuntos dos a dos: Sean 
E(x), E(y) elementos distintos de E / R . Entonces E(x) fl E(y) = 0 
(teorema 2). 

Con esto, toda relación de equivalencia entre elementos de E define una 
partición en E. 

I 



- 68 -

Proposic ión 2; . 

Sea (Xi) i e I una par t ic ión de E . La re lac ión definida asf: "x G E y exis­
ten algunos i e I ta l jquevx e Xi /̂  y e: Xi" es una re lac ión de equ iva len­
cia en E . 

Podemos e s c r i b i r es ta re lac ión asf: 

. X e E A ( 3 i e I) (x e Xi A y e Xi) 

o sea que toda par t ic ión de E define una re lac ión de equivalencia en E, 
(Demuést re lo) . 
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