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Resumen

En este trabajo se implementa un arreglo experimental de holografı́a de Fraunhofer en
lı́nea, con una muestra de partı́culas opacas micrométricas como objeto. La
reconstrucción del holograma, se realiza de forma numérica, utilizando la
transformada wavelet. A partir de esta reconstrucción, se calcula el valor del contraste y
se encuentra la coordenada axial en la que este valor presenta un máximo.
Esta coordenada, corresponde a aquella distancia de reconstrucción que coincide con
la utilizada en el proceso de registro. Una vez calculada la imagen de reconstrucción
para la coordenada axial apropiada, se determina el valor del diámetro para cada una
de las partı́culas en la muestra. Utilizando los resultados de esta medida, se elabora el
histograma de distribución de tamaño de grano en la muestra.

PALABRAS CLAVE: Holografı́a de Fraunhofer, transformada wavelet, localización
axial.
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máximo en cada región. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.19.Reconstrucción del holograma para tres planos de enfoque. . . . . . . . . 66
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Introducci ón

Son diversos los productos y procesos en la industria, ciencia y tecnologı́a, que
involucran partı́culas micrométricas como constituyentes de su materia prima. Las
caracterı́sticas fı́sicas y quı́micas de estas partı́culas, determinan la calidad y
eficiencia de los productos y procesos de los que hacen parte.

El campo de estudio de partı́culas de tamaños micro y nanométrico, involucra
diversas áreas de la fı́sica, quı́mica e ingenierı́a. La determinación de propiedades tales
como el tamaño de grano, es un aspecto de gran importancia que determina la calidad
en la elaboración de cementos y pinturas para automóviles, por citar solo dos ejemplos.
Asimismo, esta medida guarda una estrecha relación con la eficiencia de procesos indus-
triales tales como la adhesión y el secado de pinturas [1, 2].

Debido a su importancia, se han desarrollado una gran variedad de técnicas de
medición del tamaño de partı́culas para muestras granulares en un amplio rango que
va de unos pocos, a cientos de micrómetros. Dentro de estas técnicas, existen aquellas
basadas en el análisis de imágenes, entre ellas la holografı́a digital. Este método, realiza
el
registro holográfico de la información de la muestra de interés, codificada en un patrón de
interferencia, sobre un sensor de estado sólido. Con la aplicación de diversas herramien-
tas numéricas, es posible reconstruir el campo óptico de las partı́culas de la muestra, y
extraer datos relacionados con sus caracterı́sticas de tamaño, forma y movimiento.

El inicio de los primeros trabajos desarrollados en lo que se denomina holografı́a
de partı́culas, se remontan a 1962 con Bernard Silverman y sus colaboradores en los
Laboratorios de Investigación de la Fuerza Aérea en Bedford, Massachussets [3, 4]. En
esta ocasión, se utilizaron las sombras de unas partı́culas de prueba producidas por la
luz de un láser, para determinar su tamaño. La principal dificultad encontrada en la deter-
minación de las medidas, se encontraba en el efecto de la difracción sobre los bordes de
las partı́culas, debido al uso de una fuente de luz coherente como haz de iluminación.

Posteriormente, Glenn Tyler y sus colaboradores, realizaron un exhaustivo estudio de
las principales caracterı́sticas de lo que se conoce como holografı́a de Fraunhofer o de
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campo lejano [5]. A estos estudios, les siguieron inumerables pruebas experimentales
que empezaron a consolidar la holografia de partı́culas, como una herramienta valiosa
en el estudio de muestras con tamaños de grano micrométrico [6]. El desarrollo posterior
de herramientas digitales de análisis de imágenes, que dieron lugar al surgimiento de
la holografı́a digital, hicieron posible la exploración de un amplio número de técnicas de
reconstrucción numérica, para hologramas de partı́culas de diversa naturaleza y tamaño.

Dentro de las múltiples herramientas utilizadas para el estudio de sistemas de partı́cu-
las micrométricas, se encuentra la transformada wavelet [7, 8]. Esta herramienta del
procesamiento de imágenes, permite realizar una descomposición en tiempo y frecuen-
cia, de la información de la señal analizada. Su uso dentro de la reconstrucción de holo-
gramas digitales, ha permitido identificar dentro de sus parámetros, valores relacionados
con las propiedades fı́sicas de los objetos que son analizados y la implementación de
filtros para la imagen virtual o gemela en configuraciones de holografı́a fuera de eje [9].

En este trabajo, se muestra el estudio del tamaño y la localizacion axial de partı́cu-
las micrométricas dispuestas en un arreglo experimental de holografı́a de Fraunhofer en
lı́nea. El análisis de estas propiedades en las muestras involucradas, es efectuado sobre
las imágenes obtenidas después de realizar el proceso de reconstrucción de los hologra-
mas registrados. Este proceso de reconstrucción, es llevado a cabo en forma numérica,
aplicando los principios de la transformada wavelet.

El texto está dividido en cuatro capı́tulos: En el primero, se realiza una breve descrip-
ción de algunos de los métodos de caracterización de partı́culas más relevantes, utiliza-
dos en la actualidad. Dentro de esta revisión, se incluyen las principales propiedades del
método holográfico.
En el segundo capı́tulo, se muestran los principales desarrollos teóricos relacionados con
la holografı́a de Fraunhofer en lı́nea y la transformada wavelet, que constituyen la base
para la construcción de las herramientas numéricas con las cuales se realizará el análisis
de los datos experimentales.
El tercer capı́tulo, comprende una descripción detallada de las etapas que componen el
desarrollo de este trabajo: Una etapa inicial de simulación numérica de los procesos de
registro de los hologramas, y reconstrucción de la amplitud del campo óptico del objeto.
En este proceso, se definen algunos parámetros y herramientas útiles en el análisis de la
información almacenada en los hologramas registrados. Para el desarrollo de la segunda
etapa, se describen las principales caracterı́sticas de la implementacion experimental y
el procedimiento realizado para el estudio de las partı́culas de la muestra.
El cuarto y último capı́tulo, describe los principales resultados obtenidos a partir de los
datos obtenidos durante la implementacion experimental, junto con su análisis. Final-
mente, se presentan algunas conclusiones y perspectivas del trabajo.



Capı́tulo 1

Caracterizaci ón de Partı́culas
microm étricas

La caracterización del tamaño y forma de partı́culas micrométricas, constituye una
valiosa herramienta en el desarrollo de nuevas tecnologı́as y productos en áreas de la
industria y la investigación cientı́fica. El tamaño de las partı́culas que conforman algunos
de los productos industriales más comunes, y que hacen parte de importantes procesos
quı́micos, está comprendido en un rango que va de 10 nm hasta 1000 µm. En este inter-
valo, pueden encontrarse los elementos constituyentes de sólidos tales como geles, látex,
pinturas para autos, pigmentos, azúcares, polvos farmacéuticos, fibras de asbesto o las
burbujas en fluidos o sólidos gelatinosos, entre otros. La figura 1.1 muestra la distribución
de algunas partı́culas de naturaleza industrial y no industrial, clasificadas por rango de
tamaño [1].

En algunas áreas de la investigación cientı́fica, los estudios para la caracterización
de partı́culas suspendidas en el aire, tienen gran relevancia en diversos campos de la
ciencia: En medicina, por ejemplo, algunos de estos estudios han determinado que las
partı́culas que producen un mayor daño en el sistema respiratorio, son aquellas cuyo
tamaño se encuentra por debajo de 2,5 µm. Adicionalmente, estos estudios también han
permitido determinar que estas nocivas partı́culas, tienen un gran potencial para acelerar
reacciones cuyo resultado final es la formación de ozono [2].

Dentro de la industria, existen también muchos procesos para cuyo desarrollo es
esencial el conocimiento que sobre sus constituyentes, proporciona la tecnologı́a de
partı́culas. Se pueden mencionar entre otros: Adhesión, catálisis, elaboración de de-
tergentes, electro-deposición, procesamiento de alimentos, pulverizado, intercambio de
iones, lubricación, polimerización, precipitación, refinamiento de azúcares y purificación
de agua. Asimismo, algunas de las propiedades fı́sicas de los materiales granulares como
viscosidad, fluidez, filtración, estabilidad de emulsiones, capacidad abrasiva, desempeño
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CAPITULO 1. CARACTERIZACIÓN DE PARTÍCULAS MICROMÉTRICAS 2

Figura 1.1: Orden de magnitud de algunas partı́culas industriales y no industriales [1].

de cementos, resistencia de cerámicas y caracterı́sticas de color, fineza, brillo y potencia
de cubrimiento en pinturas, dependen de la adecuada determinación del tamaño y forma
de los granos que los componen.

Para 1981, existı́an alrededor de 400 métodos distintos para caracterizar
partı́culas. Dentro de los métodos más antiguos se destacan el método Sieve y el análisis
por sedimentación. Con el paso de los años, el surgimiento del láser, los computadores y
la automatización, han provocado la sustitución gradual de algunos de estos métodos por
otro no invasivos, denominados de ensamble; estos últimos se basan en la interacción
de la luz con la materia como los métodos microscópicos, el análisis por dispersión y el
método holográfico [1].

Los objetos que se analizan a través de los métodos de caracterización de partı́culas,
son objetos volumétricos cuya descripción espacial requiere de tres parámetros
correspondientes a su longitud, ancho y profundidad. Para facilitar esta descripción, la
mayorı́a de las técnicas utilizadas para la medición del tamaño de partı́culas, las
considera como esferas que pueden ser descritas completamente a través de la medida
de un único parámetro correspondiente a su diámetro. A continuación, se dará una breve
descripción de algunos de los métodos para la determinación del tamaño de partı́culas
más utilizados.

1.1. Método Sieve

El método Sieve [1], es la técnica más antigua en la caracterización del tamaño de
partı́culas, permitiendo clasificarlas en un rango que va de 5 µm hasta 10 cm. Se basa en
la utilización de un conjunto jerarquizado de tamices, como el que se muestra en la figura



CAPITULO 1. CARACTERIZACIÓN DE PARTÍCULAS MICROMÉTRICAS 3

Figura 1.2: Pila de tamices del método Sieve. Se indica el tamaño del orificio que compone
cada tamiz representado [10].

1.2, con orificios de forma cuadrada o circular de tamaño variable. Estas pilas de tamices
están tejidas en latón o alambre de acero inoxidable. Para una determinada muestra, la
fracción del material con un tamaño mayor al de los elementos de la malla será retenida,
mientras que la fracción mas pequeña será transmitida al tamiz siguiente. De esta forma,
se logra una separación de la muestra por grupos de diferente tamaño [10]. El paso de
las partı́culas a través de las mallas es estimulado con movimientos horizontales o verti-
cales, producidos mediante técnicas electromagnéticas, mecánicas o ultrasónicas.

Los resultados de las medidas realizadas a través de esta técnica, son presentados
como porcentajes de peso relativo respecto al peso total de la muestra inicial, según su
tamaño. Existen dos factores importantes que determinan la fiabilidad de estas medidas:
El primero de ellos es el número de granos que componen la muestra: por ejemplo, una
porción con un peso entre 75 g - 125 g es ideal para un tamiz de 8 pulg de diámetro.
El segundo factor, está relacionado con la orientación de las partı́culas que componen
la muestra, respecto a la geometrı́a de los orifcios del tamiz: por ejemplo, el diámetro en
formas circulares ó la diagonal para formas cuadradas. Este factor condiciona el paso de
los granos a través de la pila de tamices, y por tanto, influye en el su correcta clasificación.

1.2. Método de Sedimentaci ón

El método de sedimentación [1], se basa en la medida del cambio en la concen-
tración de partı́culas en suspensión con el tiempo, cuando la muestra es sometida a la
acción de campos gravitacionales o centrı́fugos (Figura 1.3) [11]. El rango de tamaño que
puede determinarse mediante sedimentación varı́a entre 0,05 µm y 100 µm. Esta técni-
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Figura 1.3: Representación del principio básico del método de Sedimentación [11].

ca constituye principalmente un proceso de clasificación, y requiere de algunas medidas
adicionales que permitan determinar el tamaño de grano en función de su concentración.
Estas medidas, involucran propiedades como la masa, densidad de la suspensión y la
dispersión de radiación. Dentro del método, existen alrededor de ocho arreglos experi-
mentales para su implementación, que se diferencian en la disposición de las partı́culas
y la forma de aplicación de los campos de interacción.

La determinación del tamaño de grano se lleva a cabo a través del cálculo de la
ecuación de Stokes. Esta ecuación, relaciona el diámetro de una partı́cula con algunas
de sus propiedades, tales como: velocidad, densidad efectiva y aceleración, y con la
densidad y viscosidad de suspensión del lı́quido. La ecuación de Stokes, es válida para
objetos esféricos que se mueven en fluidos con un número de Reynolds menor a 2100.
Para satisfacer estas condiciones, los experimentos deben ser realizados para muestras
con una baja concentración de partı́culas, evitando ası́ interacciones no deseadas. Adi-
cional a esto, el tamaño de grano debe restringirse, ya que para elementos de tamaño
considerable, no puede garantizarse la conservación de un flujo laminar en el medio de
suspensión, pues sus grandes velocidades pueden ocasionar turbulencias.

1.3. Métodos Microsc ópicos

Los métodos microscópicos [1], involucran procedimientos de captura, procesamien-
to y análisis de imágenes. La captura de la imagen puede ser realizada utilizando luz, o
bombardeo de electrones. En la figura 1.4 se muestra un ejemplo de imagen obtenida a
través de esta técnica, donde se observa la escala de medida en nanómetros [12]. Para
tamaños de grano del orden de los micrómetros y nanómetros, los microscopios de trans-
misión, especialmente los que utilizan luz polarizada, resultan ser los más apropiados, ya
que permiten una completa visualización de las siluetas de las partı́culas. La resolución
lateral y axial de la imagen, puede ser incrementada usando microscopios confocales,
con los que a su vez, se obtiene información de la porosidad de los objetos de interés.
El lı́mite de tamaño mas bajo con aceptable precisión para la microscopia óptica conven-
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cional es alrededor de 3 µm. Con el desarrollo del microscopio de escaneo de campo
cercano, en el que se dispone de una fibra óptica colocada muy cerca de la muestra, este
lı́mite ha sido reducido por debajo de las micras. La calibración es necesaria para todos
los métodos microscópicos y comúnmente se realiza usando esferas de tamaño conocido
o rejillas de calibración.

Dentro de las principales ventajas de la técnica microscópica, se encuentran la obten-
ción de información sobre el tamaño, forma y textura de la superficie de las partı́culas en
estudio, en un rango de medida comprendido entre 0,001 µm y 200 µm [1]. Sin embargo,
esta información está limitada a regiones en un plano proyectado 2D de las muestras, y el
número de partı́culas enfocadas que puede ser analizado, resulta limitado por la profundi-
dad de campo. Otro aspecto importante, es la orientación de las partı́culas en el volumen
preparado, que al cambiar, altera el resultado de forma considerable.

Figura 1.4: Imagen de pululano (polisacárido) obtenida mediante microscopı́a electrónica
de transmisión (TEM) [12].

1.4. Métodos Acústicos

Cuando el sistema a ser estudiado posee una concentración de partı́culas por enci-
ma de un 60 % del volumen total, es usual el uso de análisis acústicos para determinar el
tamaño de las partı́culas, debido a que las ondas sonoras pueden atravesar este tipo de
suspensiones. Existen dos modalidades principales para el desarrollo del análisis acústi-
co: La espectroscopia acústica de atenuación y el análisis electroacústico [1, 13].
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1.4.1. Espectroscopı́a Acústica de Atenuaci ón

La espectroscopia acústica, está basada en la medida del espectro de atenuación
de las ondas sonoras que atraviesan una solución concentrada como función de su fre-
cuencia, comprendida tı́picamente entre 1 MHz y 150 MHz. La atenuación, es debida a
las interacciones de la onda de sonido con el lı́quido del medio y con las partı́culas en
suspensión. La espectroscopı́a acústica puede ser utilizada para tamaños de grano en-
tre 0,01 µm y 1000 µm sobre un rango de concentración de 0,5 % a 50 % por volumen [1].

El funcionamiento de un dispositivo bajo este principio, consiste en la transmisión de
ondas de sonido de varias frecuencias por un transductor ultrasónico a través de la sus-
pensión. Un segundo transductor recibe las ondas planas atenuadas por la muestra. La
detección del espectro de atenuación se realiza utilizando técnicas de transmisión, pulso-
eco o interferometrı́a. Las mediciones extraı́das a partir del espectro de atenuación, con-
stituyen la caracterización de una suspensión particular, con una determinada distribución
de tamaño y concentración de partı́culas.

Si las propiedades fı́sicas del sistema, tales como la densidad, son conocidas, la
atenuación puede ser predecida y modelada a través de un conjunto de ecuaciones fun-
damentales. En el planteamiento de estas ecuaciones, se asume que el sistema se com-
pone de esferas sin múltiple dispersión para una onda plana de radiación incidente. El
conjunto de ecuaciones resultante, es expresado a través de matrices de conversión que
relacionan el espectro de atenuación con la distribución de tamaño de las partı́culas; es-
tas matrices de conversión son multidimensionales, por lo que encontrar una solución no
resulta sencillo, aún con los modernos sistemas de cálculo.

La aplicación de este método requiere el conocimiento de las propiedades mecánicas,
de transporte y termodinámicas del sistema (partı́culas y medio), con una precisión del
5 %. Entre los parámetros que deben conocerse se puede mencionar: densidad, coefi-
ciente de atenuación del sonido (como función de la frecuencia), coeficiente de expansión
térmica, conductividad térmica, capacidad calorı́fica, viscosidad del lı́quido y la rigidez de
las partı́culas. Un cambio en el valor de alguno de estos parámetros podrı́a alterar el
resultado de forma significativa.

1.4.2. An álisis espectral electroacústico

A diferencia de la espectroscopia de atenuación acústica, en el análisis electroacústi-
co, las ondas sonoras son generadas aplicando campos eléctricos de alta frecuencia
a través de suspensiones coloidales, siendo después detectados. Esto se denomina el
efecto electrocinético de amplitud [1]. Las ondas sonoras aparecen debido a que el cam-
po eléctrico alterno empuja las partı́culas suspendidas hacia atrás y hacia adelante, ha-
ciendo que estas oscilen respecto al fluido. Midiendo la amplitud y la fase de las ondas
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sonoras en múltiples frecuencias (1-10MHz), la movilidad dinámica de partı́culas puede
ser determinada, proporcionando la concentración y densidad de las mismas. La figura
1.5 [13], esquematiza el arreglo experimental para esta técnica: la celda donde se ubi-
ca la muestra consiste en un espacio entre dos electrodos paralelos que se encuentran
adheridos a dos barras de vidrio. Un pulso de voltaje alterno, es aplicado a través de
los electrodos siendo las ondas de sonido generadas por el movimiento de la partı́cula
en el campo eléctrico detectadas por un transductor. El rango de medida en este caso
está entre 0,1 µm y 100 µm de tamaño.

Figura 1.5: El efecto electroacústico [13].

1.5. Métodos de difracci ón de luz L áser

La dispersión de radiación por partı́culas opacas tiene su origen en la diferencia de
ı́ndice de refracción entre el material que las constituye y el medio que las rodea [1]. El
sistema de medición para este método, consiste en un haz láser que actúa como fuente
de radiación coherente, y una serie de detectores para medir la intensidad de luz disper-
sada por la muestra, que están localizados en diversas direcciones respecto a aquella
con la cual incide el haz (figura 1.6) [14]. Una medida confiable, requiere asegurar que
la radiación atraviesa un conjunto homogéneo de partı́culas en un estado de dispersión
conocido y reproducible [15]. Los instrumentos actuales más completos, realizan medi-
das en un rango angular que va desde 0,02 hasta 140 grados, para tamaños de partı́cula
entre 0,02 µm y 2000 µm.
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Figura 1.6: Principio de la difracción de luz láser por una muestra de partı́culas de diverso
tamaño.

En la mayor parte de los instrumentos, se utiliza un arreglo de fotodetectores ubicados
en posiciones fijas, en lugar de un solo fotodetector para escanear a través de muchos
ángulos. Un fotodetector, proporciona una corriente de salida proporcional al producto
entre la intensidad de iluminación y el área del detector, razón por la cual los fabricantes
de estos instrumentos ubican detectores de áreas pequeñas en regiones cercanas al
haz incidente para cubrir ángulos de dispersión pequeños y detectores con áreas progre-
sivamente mayores para los ángulos grandes. La cantidad de luz dispersada hacia los
detectores de menor área, proviene de las partı́culas de gran tamaño y tiene una mayor
magnitud que la medida en los detectores de área mayor, que proviene de las partı́cu-
las pequeñas. De este modo, los diseñadores de estos aparatos realizan un proceso
de balanceo que proporciona igual cantidad de información sobre todos los tamaños de
partı́culas.

Formalmente, lo anterior implica que la potencia y el ángulo con el que la radiación es
dispersada por un arreglo de partı́culas con determinadas caracterı́sticas, son función del
tamaño de grano. Esta relación, cambia con la razón entre el diámetro de las partı́culas
D y la longitud de onda λ de la radiación incidente. Cuando D/λ � 1, los ángulos de
dispersión son pequeños (menores que 90o) y la función que representa la potencia de
radiación depende del diámetro como D2. Cuando D/λ� 1, la dispersión es isotrópica
y la relación entre la potencia y el diámetro está dada como una potenciaD6. Finalmente,
cuando D/λ ≈ 1, la función que describe la potencia dispersiva toma una forma compli-
cada, y su dirección toma un valor de ángulo considerable. [16]

El análisis de los datos en esta técnica es efectuado utilizando la teorı́a de Mie para
patrones de dispersión. Los cálculos que se realizan utilizando las ecuaciones de Mie,
requieren el conocimiento de parámetros como: la longitud de onda y el estado de polar-
ización de la radiación incidente, el ı́ndice de refracción de las partı́culas y del medio, y el
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ángulo de observación relativo a la iluminación incidente.

Un conjunto de partı́culas pequeñas, para las cuales la potencia de radiación es débil
respecto a las de mayor tamaño, deben agruparse en el volumen adecuado para ser
percibidas por el instrumento de medida. De este modo, los resultados en esta técnica
involucran el reporte de volúmenes y no cantidad de partı́culas con determinado tamaño.

1.6. Método Hologr áfico

De la figura 1.1, puede notarse que algunas de las partı́culas utilizadas como materia
prima en procesos cientı́ficos y tecnológicos, tales como los pigmentos, los fertilizantes
y la ceniza, tienen tamaños micrométricos. Una resolución del orden de los micrómetros
puede alcanzarse a través de técnicas microscópicas convencionales. Sin embargo, si lo
que se requiere es el estudio de un volumen dinámico y no de un plano, la profundidad de
campo de un sistema de imagen convencional resulta insuficiente. Para un conjunto de
partı́culas con diámetros comprendidos entre 2 µm y 200 µm almacenadas en 1 cm3, re-
sulta complejo fotografiar todas las partı́culas enfocadas al mismo tiempo. En un sistema
de imagen con una resolución de 10 µm, la profundidad de foco es de solo alrededor de
20 µm. Esta es una de las dificultades que ha tratado de superarse a través del desarrollo
de la técnica holográfica.

La técnica holográfica de medición de tamaño de grano fue desarrollada hace alrede-
dor de tres décadas. Desde entonces, ha sido utilizada en el estudio de partı́culas sus-
pendidas en el aire y en sustancias lı́quidas, con diámetros comprendidos entre 1 µm y
1000 µm. En un experimento holográfico, las imágenes son formadas en un proceso de
dos pasos: el registro y la reconstrucción.

Los montajes ópticos para el proceso de registro, requieren de un mı́nimo equipamien-
to, como se observa en la figura 1.7. Uno de los primeros instrumentos utilizados para
implementar la técnica holográfica en la medición de tamaño de grano de gotas de niebla,
apareció en el trabajo de Silverman y sus colaboradores en 1964 [4]. En la figura 1.7(a)
se muestra el arreglo experimental de holografı́a en lı́nea utilizado para realizar este tipo
de medidas. Para el proceso de registro, la fuente en la mayorı́a de los casos, es un láser
pulsado con el cual se obtienen tiempos de exposición por debajo de los nanosegundos,
y una resolución del orden de las micras. A continuación, el haz se hace pasar por un fil-
tro espacial, y en algunos casos, es colimado. Después de este proceso, el haz atraviesa
el volumen de la muestra en estudio. Algunos arreglos experimentales, disponen de una
lente formadora de imagen adicional, que se ubica antes que el holograma sea registrado
en algún medio sensible a la luz. Esta imagen 3D de la muestra, puede ser estudiada una
y otra vez, enfocando el plano de visión sobre las partı́culas en diferentes localizaciones
axiales, permitiendo ası́ que puedan verse o registrarse, nuevas imágenes en planos 2D.
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Figura 1.7: Proceso de registro y reconstrucción en holografı́a de partı́culas.

En los casos más recientes [6], se dispone de herramientas computacionales para
la adquisición y el procesamiento de la información, que hacen parte de los métodos de
la holografı́a digital [17]. Esto permite que puedan utilizarse los mismos procedimientos
usados en microscopia para el análisis de las imágenes. Con un conjunto de registros,
es posible estudiar propiedades tales como tamaño, forma y orientación de las partı́culas
que constituyen la muestra, despúes de realizada su reconstrucción. Adicionalmente, con
una modificación mı́nima en el experimento, esta técnica permite determinar la trayecto-
ria y velocidad de los objetos en estudio [18, 19].

La reconstrucción de las imágenes de las partı́culas, puede realizarse de forma
experimental, como se muestra en la figura 1.7 (b), o digital. A nivel experimental, la
reconstrucción del holograma se obtiene al iluminarlo con una fuente similar a la utilizada
en el paso de registro. En esta imagen final, las partı́culas se observan en sus localiza-
ciones originales dentro del volumen.

A nivel digital, la imagen de las partı́culas es reconstruida mediante el uso de méto-
dos numéricos, y la localización de los planos de enfoque, también se realiza de forma
digital; las partı́culas se observan en la pantalla de un ordenador, y el dato de posición
axial hace parte de los parámetros de la función de reconstrucción que se utilice [20].
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Para tamaños de muestra micrométricos, las dimensiones de las partı́culas en estu-
dio resultan ser mucho menores que las distancias de enfoque de su imagen, por lo que
se considera que se encuentran en la región de campo lejano del plano de enfoque. Esto
se denomina holografı́a en lı́nea de Fraunhofer o de campo lejano, y determina el tipo de
algoritmos a través de los cuales se reconstruye la imagen del volumen de partı́culas en
forma digital [17]; la información que es analizada digitalmente, corresponde a la inten-
sidad almacenada en un medio sensible a la luz, tal como los CCD o los sensores CMOS.

La información contenida en la intensidad, es considerada como la interferencia en-
tre el patrón de difracción de campo lejano de la sección transversal del objeto, con
la iluminación no difractada que actúa como fondo [21, 22]. A través del proceso de
reconstrucción, se obtiene la silueta de los objetos, lo que resulta suficiente para la mayor
parte de las aplicaciones en el campo de la holografı́a de partı́culas.

El uso de la técnica de holografı́a de Fraunhofer en lı́nea para el estudio de partı́culas
micrométricas, es el principal interés de este trabajo. En este caso, se hace uso de her-
ramientas digitales y numéricas para el registro y reconstrucción de los hologramas. En el
capı́tulo que sigue, se proporcionarán algunas bases teóricas, que permiten desarrollar
las herramientas numéricas necesarias para el análisis de la información.



Capı́tulo 2

Teorı́a Preliminar

En 1948, la holografı́a fué propuesta como un método para registrar en un medio sen-
sible a la luz, la información de amplitud y fase del campo óptico difractado por un objeto.
Los medios de registro involucrados en holografı́a, son sensibles únicamente a cambios
en valores de intensidad, por lo que la información de fase se encuentra codificada en un
patrón de interferencia. Este patrón de interferencia, corresponde a la superposición del
campo óptico del objeto con un campo óptico de referencia.

En holografı́a en lı́nea, el objeto y la fuente de luz se encuentran alineados a lo largo
de un eje normal al plano de registro, como se muestra en la figura 2.1. Si se consider-
an objetos opacos, el haz objeto está compuesto por la difracción de la luz en su sec-
ción transversal. El holograma registrado, corresponde al patrón de interferencia entre
el haz objeto y el campo de iluminación coherente, que actúa como haz de referencia.
En la reconstrucción del holograma, el campo complejo no difractado y las denominadas
imágenes real y virtual, que corresponden a los órdenes de difracción +1 y -1, se encuen-
tran sobre la misma lı́nea. Esta superposición de las dos imágenes, ocasiona problemas
en la definición de los objetos de interés.

Cuando el tamaño de la partı́cula es tal que se satisface la condición de campo le-
jano, el efecto de la imagen gemela sobre la reconstrucción disminuye, haciendo que los
bordes de las partı́culas opacas puedan distinguirse, esto se conoce como holografı́a en
lı́nea de Fraunhofer o de campo lejano [23].

2.1. Holograf́ıa de Fraunhofer en ĺınea

Los estudios de la holografı́a de Fraunhofer, se inician con los trabajos de G.B. Parrent
y B.J. Thomson, quienes definen este tipo de hologramas a partir de los patrones de
difracción de Fraunhofer para una fuente cuasimonocromática coherente [21, 22]. La
aproximación de Fraunhofer, considera que la distancia de la fuente a la apertura difrac-

12
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Figura 2.1: Figura explicativa sistema de coordenadas.

tante z′ y de la apertura difractante al plano de registro z, es mucho mayor que la máxima
dimensión de los objetos en estudio [23, 7]:

z � π(ξ2 + η2)max/λ, z′ � π(ξ2 + η2)max/λ. (2.1)

Parrent y Thomson consideran el caso de objetos opacos o semi-transparentes de
sección transversal conocida, que son iluminados con un haz de luz colimado, coher-
ente y cuasi-monocromático. Se considera que las dimensiones del área que alberga los
objetos bajo estudio, es mucho mayor que el diámetro de estos objetos, de modo que
la aproximación de Fraunhofer está garantizada para las partı́culas que constituyen la
muestra, aunque el área que las contiene se encuentre en la región de campo cercano
del plano de registro.

En el caso que se describe a continuación, las partı́culas son consideradas como
objetos opacos que actúan como obstáculos sobre un fondo transparente (figura 2.2). El
patrón de difracción para estos objetos, puede encontrarse a partir de la solución de un
problema de valor en la frontera, utilizando la formulación de Rayleigh-Sommerfeld para
la difracción por una pantalla plana. La solución toma la forma [24],

A(x, y) = − 1

4π

∫∫

Σ

A(ξ, η)
∂G

∂n
(ξ, η)dξdη, (2.2)

donde A(x, y) es la amplitud en el plano de registro, A(ξ, η) es la amplitud en el
plano difractante, que en este caso contiene al objeto, y ∂/∂n representa la derivada en
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Figura 2.2: Dibujo ilustrativo de la formulación de Rayleigh-Sommerfeld: (a) Para una pan-
talla oscura con una apertura Σ transparente. (b) Pantalla transparente con una apertura
Σ opaca.

la dirección de la normal al plano del objeto.

En la ecuación 2.2, G representa la función de Green, que en este caso está dada
por [24]:

G(x− ξ, y − η) =
exp(ikr)

r
−
exp(ikr′)

r′
, (2.3)

con k el número de onda (k = 2π/λ), y donde el vector primado identifica una posición
localizada en z = -z0, como se ilustra en la figura 2.2. Esta función tiene valores nulos
sobre el plano de la apertura Σ [24].

Los vectores r y r′ están dados por las expresiones,

r2 := z0
2 + (x− ξ)2 + (y − η)2,

r′2 := z0
2 + (x′ − ξ)2 + (y′ − η)2. (2.4)

Aplicando la derivada parcial respecto al vector normal a la función 2.3, se obtiene
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∂G

∂n
= cosθ

(
ik − 1

r

)exp(ikr)
r

− cosθ′
(
ik − 1

r′

)exp(ikr′)
r′

, (2.5)

donde θ es el ángulo entre ~r y el vector normal al plano objeto ~n y donde θ′ es el
ángulo entre ~r′ y ~n.

Para puntos localizados sobre la apertura (condiciones de frontera), se tiene que
~r = ~r′ y cosθ = -cosθ′.

Reemplazando la ecuación 2.5 en la ecuación 2.2 y considerando condiciones de
frontera sobre A(ξ, η), se llega finalmente a una expresión para A(x, y),

A(x, y) = − 1

2π

∫∫

Σ

(1 −O(ξ, η))(ikr − 1)
cosθ

r2
exp(ikr)dξdη, (2.6)

donde O(ξ, η) es la función que describe el objeto y la integración se realiza sobre la
región de la apertura, Σ.

Si se considera que la distancia de registro es mucho mayor que la longitud de onda
de la iluminación, r � λ, se tiene que kr � 1. Siendo θ el ángulo entre los vectores ~r y
~n, el término cosθ, está dado por cosθ = z0/r.

La ecuación 2.6 puede reescribirse de la siguiente forma:

A(x, y) = −iz0

λ

∫∫

Σ

(1 −O(ξ, η))
exp(ikr)

r2
dξdη. (2.7)

Al ser expresado r en coordenadas cartesianas, se realiza sobre el radical resultante,
una expansión hasta primer orden de la forma,

r ≈ z0

[
1 +

1

2

(x− ξ

z0

)2

+
1

2

(y − η

z0

)2]
, (2.8)

Con lo que finalmente, la ecuación 2.7 toma la forma:

A(x, y) =
exp(ikz0)

λz0

∫∫

Σ

(1−O(ξ, η))exp
{ iπ

λz0
[(x−ξ)2 +(y−η)2]− iπ

2

}
dξdη, (2.9)
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que corresponde a la primera solución de Rayleigh-Sommerfeld. En la ecuación 2.9, el
término −iπ

2
en la exponencial, representa un desplazamiento en fase de 90o del campo

en el plano de registro respecto al campo de iluminación incidente sobre el plano objeto.

2.1.1. Cálculo de la intensidad en el plano de registro

A partir de la ecuación 2.9, es posible calcular la intensidad I(x, y) en el plano de
registro. Esta intensidad corresponde al módulo al cuadrado de A(x, y)

I(x, y) = A(x, y)A∗(x, y). (2.10)

Sobre esta última expresión, se opera aplicando las aproximaciones de Fraunhofer
dadas por la ecuación 2.1. La expresión para la intensidad queda finalmente expresada
como [5],

I(x, y) = 1 − 2

λz0

sen

(
π

λz
R2

)
<
[

Õ

(
x
λz0
, y
λz

)]

+ cos

(
π

λz0

R2

)
=
[

Õ

(
x
λz0
, y
λz

)]
+ 1
λ2z20

Õ

(
x
λz0
, y
λz

)
Õ∗
(

x
λz0
, y
λz

)
, (2.11)

donde R2 = x2 +y2, y < e =, simbolizan parte real e imaginaria respectivamente. La
expresión

Õ

(
x
λz0
, y
λz0

)
=
∫∫

O(ξ, η)exp

{
−2iπ( x

λz0
ξ + y

λz0
η)

}
dξdη,

representa la transformada de Fourier de la función O(ξ, η). La derivación completa
de la ecuación 2.11 se encuentra en el apéndice A.

Si O(ξ, η) representa una apertura de diámetro d, la función que la define puede ser
descrita como:

O(ξ, η) = circ
(√ξ2 + η2

d/2

)
=

{
1, para

∣∣√ξ2 + η2/d/2
∣∣ ≤ 1,

0, en otro caso.
(2.12)

La función de amplitud en el plano objeto, está descrita por la función 1 - O(ξ, η), que
corresponde al caso considerado en la figura 2.2(b).
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Al reemplazar en la ecuación 2.11, la función que representa O(ξ, η) dada en la
ecuación 2.12, la distribución de intensidad toma la forma:

I(x, y) = 1− πd2

2λz0
sen

[
π

λz0
(x2+y2)

][
2J1

(πd√x2+y2

λz0

)

πd
√
x2+y2

λz0

]

]
+

π2d4

16λ2z2
0

[
2J1

(πd√x2+y2

λz0

)

πd
√
x2+y2

λz0

]

]2

,

(2.13)

donde J1 representa la función de primer orden de Bessel. La distribución de inten-
sidad descrita por la ecuación 2.13 contiene tres términos: el primero de ellos es una
constante que representa la iluminación de fondo normalizada. El tercer término, cor-
responde a la distribución de intensidad usual asociada con el patrón de difracción de
Fraunhofer de una apertura circular. El segundo término, está dado por el producto de
la distribución de amplitud del patrón de difracción de Fraunhofer de la función O(ξ, η) y
una función seno que es independiente del diámetro de la apertura. Este término, es in-
terpretado como un término de interferencia entre el patrón de difracción de una apertura
y la iluminación de fondo (haz de referencia)[4]. Esta interpretación de los términos que
aparecen en la ecuación 2.13, dan lugar a que la información sobre el plano de registro
se denomine holograma en lı́nea de Fraunhofer.

Para lo que sigue, resulta conveniente construir una definición alternativa a la ecuación
2.11 para I(x, y). Sin considerar el término exp(ikz0) en la integral 2.9, esta ecuación
puede considerarse como la descripción de un sistema invariante ante traslación con una
respuesta al impulso hz0(x, y)

1 dada por la expresión

hz0(x, y) =
1

λz0
exp
[
i
π

λz0
(x2 + y2) − i

π

2

]
. (2.14)

Para esta clase de sistemas, el campo complejoA(x, y) en el plano de registro, puede
ser expresado como la convolución entre la función de entrada 1 −O(ξ, η), y la función
caracterı́stica del sistema o respuesta al impulso dada en la ecuación 2.14:

A(x, y) = [1 −O(x, y)]⊗ hz0(x, y). (2.15)

Calculando I(x, y) a partir de la ecuación 2.10 utilizando la expresión 2.15, se obtiene

1Un sistema lineal es invariante ante traslación cuando al tener una señal de entrada x(t) y una señal de
salida y(t) relacionadas de modo que x(t) → y(t), para un corrimiento T en el argumento, se cumple que
x(t − T ) → y(t − T ).
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I(x, y) = {[1 −O(x, y)] ⊗ hz0(x, y)}{[1−O∗(x, y)]⊗ h∗z0(x, y)}
= {1 −O(x, y) ⊗ hz0(x, y)}{1 −O∗(x, y)⊗ h∗z0(x, y)}
= 1 −O∗(x, y)⊗ h∗z0(x, y)−O(x, y) ⊗ hz0(x, y)

+ [O(x, y)⊗ hz0(x, y)][O
∗(x, y)⊗ h∗z0(x, y)],

(2.16)

en donde se ha hecho uso de la propiedad distributiva de la convolución y de las rela-
ciones: 1⊗hz0(x, y) = 1 y 1⊗h∗z0(x, y) = 1. Considerando la aproximación de Fraunhofer
(ecuación 2.1), el cuarto término de la ecuación 2.16, que tiene términos cuadráticos en
z, resulta ser mucho menor que los otros tres términos, por lo cual no es considerado [8].

En la expresión 2.16 para la intensidad, el segundo y tercer términos, son usualmente
asociados, con las imágenes real y virtual que aparecen en la reconstrucción de un holo-
grama, respectivamente [8]. Debido a que la función circulo en la ecuación 2.12 es de
valor real, estos dos términos pueden reunirse en uno solo, utilizando nuevamente las
propiedades de la convolución, de modo que:

−O∗(x, y)⊗h∗z0(x, y)−O(x, y)⊗hz0(x, y) = −O(x, y)⊗[hz0(x, y)+h
∗
z0

(x, y)]. (2.17)

Por otro lado, utilizando las propiedades de los números complejos,

hz0(x, y) + h∗z0(x, y) = 2<(hz0(x, y)) =
2

λz0
cos
[ π

λz0
(x2 + y2) − π

2

]

=
2

λz0
sin
[ π
λz0

(x2 + y2)
]
, (2.18)

reemplazando la ecuación 2.18 en la expresión 2.16 se obtiene finalmente

I(x, y) = 1 −O(x, y) ⊗ 2

λz0

sin
[ π
λz0

(x2 + y2)
]
, (2.19)

que corresponde a la información de intensidad que es registrada en el sensor.

En holografı́a, se dispone de un medio de registro sensible a los cambios de inten-
sidad en el plano de registro 2. A partir de esta información almacenada, se realiza la

2Los materiales para la elaboración de hologramas de volumen, son además de sensibles a cambios en
intensidad, sensibles a variaciones de ı́ndice de refracción.
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reconstrucción del holograma, que para el caso de la holografı́a digital, se realiza numéri-
camente [17]. El método para recuperar la información del objeto a partir de un hologra-
ma de Fraunhofer, que será utilizado en este trabajo, se basa en la transformada wavelet
[7, 8, 25, 27, 31].

2.2. Transformada wavelet

Las wavelets, funciones base de la transformada wavelet (TW), son generadas a partir
de una función denominada wavelet base que se describe de forma completa a través de
dos parámetros. En una dimensión pueden representarse de la siguiente forma:

Ψ(a,b)(x) = Ψa(x− b) =
1√
a
ψ
(x− b

a

)
, (2.20)

donde la función ψ(x) corresponde a la wavelet base o generadora, con parámetros a
y b que representan valores de escalamiento y desplazamiento de la función respectiva-
mente. Las wavelets Ψ(a,b)(x) generadas de la misma función wavelet base ψ(x) tienen
diferente escala a y ubicación b pero todas tienen la misma forma.

El factor de escala toma únicamente valores positivos (a > 0). Las wavelets son di-
latadas cuando el factor de escala a toma valores a > 1, y son contraı́das cuando a < 1.
En el espacio de frecuencias, el ancho de banda de la función depende directamente de
la elección del parámetro de escala: los valores altos para el parámetro a corresponden a
frecuencias bajas, mientras que valores pequeños de a corresponden a frecuencias altas.
En la figura 2.3, se observa el comportamiento de una función wavelet y su espectro de
frecuencias para valores del parámetro de a comprendidos en el intervalo 0 ≤ a < 11.

La transformada wavelet continua de una función ω(x), representa su descomposición
en un conjunto base conformado por las funciones wavelet Ψ(a,b)(x). De forma similar a
como ocurre en el análisis de Fourier, es necesario calcular los coeficientes CTW que
representan el peso de cada una de las funciones base en la expansión de la función
ω(x) [26]. A través de la siguiente expresión

CTWω(a, b;ψ) = 〈Ψ(a,b), ω〉 =

∫ ∞

−∞
ω(x)Ψ∗

(a,b)(x)dx, (2.21)

es posible calcular estos coeficientes, donde 〈Ψ(a,b), ω〉 representa la proyección (o
producto interno) de ω sobre las funciones de la base. Estas funciones base, forman un
conjunto ortogonal.
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Figura 2.3: Función wavelet (izquierda) y su espectro (derecha) para diferentes valores
del parámetro de escala. (a)-(b): 0.04, (c)-(d): 0.20, (e)-(f): 10.04.
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Este tipo de transformada permite analizar localmente señales no estacionarias, al
realizar un mapeo en una representación de tiempo-escala. Su principal ventaja, se en-
cuentra en el análisis multiresolución que es posible realizar al variar el parámetro de
escala de la función wavelet, como ya se habı́a mencionado anteriormente [27, 28].

El cálculo de la transformada wavelet continua en la ecuación 2.21, puede realizarse
en el espacio de frecuencias. De la identidad de Parseval se tiene que

CTWω(a, b;ψ) = 〈Ψ(a,b), ω〉 = 〈ω̃, Ψ̃(a,b)〉, (2.22)

donde ω̃ y Ψ̃(a,b), representan las transformadas de Fourier de las funciones ω y
Ψ(a,b), respectivamente.

Para evaluar Ψ̃(a,b), se hace uso de las siguientes propiedades de la transformada de
Fourier

f̃ (t) =

∫ ∞

−∞
f(t)ei2πνdt

f̃(t− t0) = f̃(ν)e−2πνt0

f̃(αt) =
1

|α| f̃(
ν

α
), (2.23)

donde α y t0 son constantes y f̃ (ν) es la transformada de Fourier de f(t). Aplicando
estas relaciones sobre Ψ(a,b) tal y como se define en la ecuación 2.20, se obtiene

Ψ̃(a,b) =
√
aψ̃(aν)e−i2πνb (2.24)

con ψ̃(aν), la transformada de Fourier de la wavelet base ψ(x). Teniendo en cuenta
la definción del producto interno 〈f, g〉

〈f, g〉 =

∫ ∞

−∞
f∗(x)g(x)dx, (2.25)

reemplazando en la ecuación 2.22, se obtiene
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CTWω(a, b;ψ) = 〈ω̃, Ψ̃(a,b)〉
=

√
a〈ω̃(ν), ψ̃(aν)e−i2πνb〉

=
√
a

∫ ∞

−∞
ω̃(ν)ψ̃∗(aν)e−i2πνbdν

CTWω(a, b;ψ) =
√
az−1{ω̃(ν)ψ̃∗(aν)}, (2.26)

donde z−1 simboliza la transformada de Fourier inversa del producto de funciones
entre corchetes.

Cuando la función wavelet ψ
(
x−b
a

)
corresponde a una función simétrica de valor

real, la transformada wavelet puede ser calculada, expresando la integral 2.21 como una
convolución de funciones:

CTWω(a, b;ψ) =
1√
a

∫ ∞

−∞
ω(x)ψ∗

(x− b

a

)
dx

=
1√
a

∫ ∞

−∞
ω(x)ψ

(x− b

a

)
dx

= ω ⊗Ψa(b)

Ψa(x) =
1√
a
ψ
(−x
a

)
(2.27)

2.2.1. Caracterı́sticas de la funci ón wavelet generadora

La forma funcional de ψ(x), depende de manera importante de la señal que quiere
analizarse a través de la transformada wavelet. Sin embargo, para lograr definir una TW
y una TW inversa, es necesario imponer algunas restricciones sobre las caracterı́sticas
de la función wavelet generadora [28, 29, 30]:

1. Condición de localización tiempo-frecuencia: La función ψ(x) y su transformada de
Fourier ψ̃(u) deben tener un soporte compacto o como mı́nimo, tener un rápido
decaimiento en su valor cuando su argumento tienda a ±∞.

2. Condición de admisibilidad: Se expresa mediante la relación

Cu =

∫ ∞

0

|ψ̃(u)|2

u
du <∞. (2.28)
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La condición de admisibilidad es muy importante cuando se plantea la recuperación
de la señal de entrada a partir de su transformada wavelet. Esto se logra, por supuesto,
efectuando la superposición de todas las contribuciones de las funciones base dentro de
la representación de la señal:

ω(x) =
1

Cu

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
CTWω(a, b;ψ)Ψ(a, b)(x)

dadb

a2
. (2.29)

De la condición de admisibilidad, se tiene que si ψ̃(u) es una función contı́nua, en-
tonces ψ̃(0) = 0, de donde se desprende una condición necesaria

∫ ∞

−∞
ψ(x)dx = 0. (2.30)

Esta condición puede interpretarse geométricamente diciendo que el gráfico con el
que se representa la función ψ(x) debe oscilar de modo que las porciones de área positi-
vas y negativas se cancelen para anular el valor de la integral [29]. Esto puede observarse
en las gráficas de la izquierda en la figura 2.3.

La extensión de las funciones wavelet definidas en 2.20 a dos dimensiones, involucra
el uso de tres parámetros para definir la función

Ψ(a,b,c)(x, y) = Kaψ
(x− b

a
,
y − c

a

)
, (2.31)

donde Ka es una constante que depende del parámetro de escala a.

Asimismo, la transformada wavelet en dos dimensiones para una función wavelet
simétrica y de valor real, toma la forma:

CTWω(a, b, c;ψ) = 〈Ψ(a,b,c), ω〉 =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ω(x, y)Ψ(a,b,c)(x, y)dxdy

= ω(x, y)⊗ Ψa(b, c), (2.32)

con

Ψa(b, c) = Kaψ
(−x
a
,
−y
a

)
.
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2.3. Funci ón wavelet en holograf́ıa de Fraunhofer en ĺınea

Los hologramas de Fraunhofer en lı́nea contienen la información relacionada con la
distancia de registro del holograma de forma codificada. El caso de interés en este trabajo,
es aquel en el cual los objetos en estudio corresponden a partı́culas de diverso tamaño,
ubicadas en uno o más planos separados una determinada distancia z del sensor. La
búsqueda del valor de profundidad desconocido, z = z0, de cada elemento localizado en
una ventana de observación 2D, es análoga a la ubicación de una frecuencia dominante
oculta en algún punto de una señal 2D usando análisis wavelet convencional [27].

El planteamiento de una forma de reconstrucción de hologramas a partir de un análi-
sis con transformada wavelet, comienza interpretando la información I(x, y) registrada
en el sensor, en términos de una transformada wavelet. De esta forma, el proceso de re-
construcción o recuperación de la señal, constituida en este caso por el holograma, puede
plantearse a partir de una transformada inversa. La función wavelet generadora ψ0(x, y)
que se propone en la literatura [8, 31] para describir un holograma de Fraunhofer en lı́nea,
corresponde a:

ψ0(x, y) = sin
(
x2 + y2

)
(2.33)

y la familia de funciones wavelet base construida a partir de la ecuación 2.33 es

Ψ0
a(x, y) =

1

a2
sin
(x2 + y2

a2

)
, (2.34)

donde el parámetro de escala a está relacionado con la coordenada axial z,

a =

√
λz

π
. (2.35)

Sin embargo, al evaluar las condiciones 2.28 y 2.30 para la ecuación 2.33, se encuen-

tra que no las satisface. La función sin
(
x2+y2

a2

)
no se encuentra limitada ni en el dominio

espacial ni en el espacio de frecuencias, por lo cual, ψ0(x, y) no puede considerarse co-
mo una función wavelet y por tanto no es posible definir una transformada wavelet con
las funciones base definidas en la ecuación 2.34.

Debido a lo anterior, es preciso construir una nueva función wavelet generadoraψG(x, y),
a partir de ψ0(x, y), utilizando una envolvente de Gauss que la limite, forzándola a satis-
facer la condición 2.28. Esta nueva función wavelet base resulta ser:
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ψG(x, y) = [sin(x2 + y2) −Mψ]exp
(
−x

2 + y2

σ2

)
, (2.36)

donde σ es el parámetro que determina el ancho de la función gaussiana envolvente y
Mψ un parámetro adicional, cuyo valor debe ser calculado para que ψG(x, y) satisfaga la
condición necesaria (2.30). En dos dimensiones, la condición de la ecuación 2.30 resulta
ser [8]:

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ψG(x, y)dxdy = 0. (2.37)

Al reemplazar 2.36 en esta última expresión, se llega a que

Mψ =

∫∞
−∞

∫∞
−∞ sin(x2 + y2)exp

(
−x2+y2

σ2

)
dxdy

∫∞
−∞

∫∞
−∞ exp

(
−x2+y2

σ2

)
dxdy

=
N

D
. (2.38)

Para resolver la ecuación 2.38, se utiliza la siguiente integral de Fresnel,
∫
exp(−α2x2)dx =

√
πα, (2.39)

con lo que se obtiene el siguiente resultado paraD

D = πσ2. (2.40)

Por su parte, el numerador en 2.38 queda escrito en términos de σ,

N =
πσ2

2i

[ 1

1 − iσ2
− 1

1 + iσ2

]
=

πσ4

1 + σ4
, (2.41)

con lo que finalmente, la razón N/D es

Mψ =
σ2

1 + σ4
. (2.42)

A partir de ψG(x, y), las nuevas funciones base ΨG
a (x, y) son:

ΨG
a (x, y) =

1

a2
[sin

(x2 + y2

a2

)
−Mψ]exp

(
−x

2 + y2

a2σ2

)
. (2.43)
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Con esta familia de funciones base, simétricas y de valor real, la transformada wavelet
de una función tal como O(x, y) en la ecuación 2.12, puede ser expresada como una
convolución, a partir de lo establecido en la expresión 2.27:

CTWO(a;ψG) =
1

a2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
O(x, y)ψG

(x
a
,
y

a

)
dxdy

= O ⊗ ΨG
a (0), (2.44)

con:

ΨG
a (x, y) =

1

a2
ψG
(−x
a
,
−y
a

)
. (2.45)

De la misma forma que se planteó en la ecuación 2.29 para la función ω(x), la función
O(x, y) puede ser recuperada realizando una transformada wavelet inversa. En este ca-
so, la integración deberı́a realizarse sobre el parámetro de escala a que está relacionado
con la coordenada z,

O(x, y) =

∫

a

Γa,ψG
CTWO(a;ψG)ψG(x, y)da, (2.46)

donde Γa,ψG
es una constante que depende del parámetro a y de la función ψG. Para

una distancia axial determinada, z0, que corresponderı́a a la distancia de registro del
holograma, se obtendrı́a la recuperación de la información de la función Oz0(x, y), que
está relacionada con la información del objeto mediante la expresión 1 - Oz0(x, y).

A partir de la ecuación 2.19, y del desarrollo obtenido en 2.44, es posible expresar
la intensidad I(x, y) en términos de una transformada wavelet. Para esto, se utiliza la

función ΨG
a (0) como reemplazo del término 2

λz0
sin
[
π
λz0

(x2 + y2)
]

en la ecuación 2.19.

La intensidad que se obtiene con este reemplazo tiene la siguiente forma funcional:

I(x, y) = 1 − 2

π
O ⊗ ΨG

a (0)

I(x, y) = 1 − 2

π
CTWO(a;ψG), (2.47)

con lo que se ha construido expresión para la intensidad en el plano de registro en
términos de la transformada wavelet de la función O(x, y), relacionada con el objeto me-
diante la expresión 1 - O(x, y). La transformada wavelet del objeto, se calcula utilizando
la familia de funciones wavelet establecida en la ecuación 2.43. Es necesario resaltar en
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este punto, que la validez de la ecuación 2.47 está determinada por el cumplimiento de
las restricciones impuestas por la condición de campo lejano sobre las dimensiones y la
distancia de registro en el arreglo experimental del que se obtienen los hologramas cuya
intensidad está dada por I(x, y). Adicionalmente, el tipo de objeto considerado en este
caso, está descrito por una función de valor real.

2.3.1. Recuperaci ón de O(x, y)

Partiendo de la ecuación 2.47 para la intensidad en el plano de registro (x,y), es posi-
ble construir una expresión que permita recuperar la información de la funciónO(x, y), en
una determinada ubicación axial z0. Despejando y expresando la convolución en términos
de la transformada de Fourier, se tiene

2

π
Oz0 ⊗ ΨG

a = 1 − I(x, y)

2

π
Õz0(x, y)Ψ̃

G
a (x, y) = z{1 − I(x, y)}, (2.48)

donde z{1−I(x, y)} representa la transformada de Fourier de la diferencia dentro de
los corchetes. Multiplicando ambos lados de 2.48 por {Ψ̃G

a (x, y)}∗ y teniendo en cuenta
que ΨG

a (x, y) debe satisfacer la condición de admisibilidad,

Mu,v =

∫∫ ∞

0

|ΨG
a (u, v)|2du <∞, (2.49)

se obtiene finalmente,

Õz0(x, y) = βa,Mu,vz{1 − I(x, y)}{Ψ̃G
a (x, y)}∗

Oz0(x, y) = βa,Mu,vz−1{z{1 − I(x, y)}{Ψ̃G
a (x, y)}∗}, (2.50)

donde βa,Mu,v es una constante que depende del valor del parámetro a y de Mu,v .

La función que representa el objeto, está dada por la expresión 1 - O(x, y), por lo
que es posible recuperar la información del objeto de interés en un holograma en lı́nea
de Fraunhofer, partiendo de la distribución de intensidad, utilizando una transformada
wavelet. El parámetro de localización axial z0 de las partı́culas, se encuentra involucrado
en el cálculo de la función wavelet ΨG

a (x, y), por lo que si el resultado de 2.50 permite
encontrar la información buscada del objeto de interés, se habrá hallado su localización
axial.
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Figura 2.4: El tamaño finito del sensor limita el valor del parámetro sigma de la función
wavelet.

2.3.2. Consideraciones sobre el par ámetro σ

Como se observa de la ecuación 2.43, las funciones base de la transformada wavelet,
dependen de manera considerable del parámetro sigma, que determina la forma como la
envolvente gaussiana limita la función original tanto en el espacio de coordenadas como
en el espacio de frecuencias. La elección del valor para σ está restringida por el tamaño
finito del sensor utilizado para registrar la información del holograma [31, 32].

Elecci ón de σ y el criterio de admisibilidad

Las funciones base 2.43, deben satisfacer la condición de admisibilidad, establecida
en la ecuación 2.28. Esta condición, implica que la función wavelet tendrá un valor cer-
cano a cero en las fronteras que limitan el tamaño del sensor, como se muestra en la
figura 2.4.

Para derivar una primera condición sobre el valor del parámetro σ, se considera el
caso en una dimensión y el tamaño de pı́xel del sensor se denominará δx. La condición
de admisibilidad, está relacionada con el confinamiento de la función wavelet en un inter-
valo espacial [−Nδx/2, Nδx/2], donde N es el tamaño del sensor. Esta consideración,
conduce a la siguiente restricción sobre la función gausiana,

exp
[
−(Nδx/2)

2

a2σ2

]
≤ ε, (2.51)

con ε una constante que asegura que ΨG
a (x, y) tenga un valor pequeño cuando
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x = ±Nδx/2. A partir de 2.51, se encuentra la primera condición sobre σ, al que se
denominará σmin,

σmin � N

2

δx
a

√
1

ln(ε−1)
. (2.52)

Elecci ón de σ y el criterio de muestreo

El segundo lı́mite para el valor de σ, está determinado por el criterio de muestreo de
Shannon-Wittaker, en el que la frecuencia de muestreo (fe) debe ser al menos dos ve-
ces la frecuencia de la señal a muestrear (fi). En la ecuación 2.43, la función ΨG

a (x, y),
está compuesta por una función chirp correspondiente al término sinusoidal y la función
gausiana envolvente.

Siendo β(x), la fase de la función chirp de la wavelet en la dirección x, dada por

β(x) = x2/a2, (2.53)

la frecuencia de la señal a muestrear se puede encontrar a partir de

fi(x) =
1

2π

∂β(x)

∂x
=

1

π

x

a2
. (2.54)

Teniendo en cuenta que la frecuencia de muestreo del sensor utilizado es

fe = 1
δx

,

puede hallarse la expresión para la máxima frecuencia espacial admisible de la fun-
ción wavelet. Esta frecuencia es alcanzada cuando x = xmax. Aplicando la condición de
Shannon-Wittaker,

fe = 2fi(xmax)

1

δx
= 2

xmax
πa2

xmax =
πa2

2δx
. (2.55)

Cuando x = xmax, la función gaussiana debe tomar un valor los suficientemente
pequeño para cumplir cn el criterio de admisibilidad. Esto último, implica que

exp
[
−x

2
max

a2σ2

]
� ε, (2.56)
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Figura 2.5: Valor de sigma en función de z. La lı́nea contı́nua representa los valores de
σmin y la lı́nea punteada, σmax.

de donde despejando σ, se encuentra la segunda condición sobre este parámetro
(σmax),

σmax ≤
π

2

a

δx

√
1

ln(ε−1)
(2.57)

La figura 2.5, muestra la gráfica del valor de σmin y σmax en función de la distancia
z. El valor de sigma seleccionado para determinar las funciones base en 2.43, debe
encontrarse por debajo de estas dos curvas, de acuerdo con la distancia z. Estos valores
corresponden en la gráfica a la zona señalada con franjas verticalesr. Para el cálculo
de valores de sigma en la gráfica 2.5, N = 1024, δx = 6.7 µm y λ = 0.633 µm. Estos
valores, hacen parte de los parámetros del experimento desarrollado en este trabajo, que
será detallado en los capı́tulos que siguen.



Capı́tulo 3

Procedimientos

A partir de la ecuación 2.50, se pudo concluir que la información de un objeto O(x, y),
puede ser recuperada del patrón de intensidad registrado en un montaje de holografı́a
en lı́nea de Fraunhofer, utilizando la transformada wavelet. En este trabajo, se aplica
esta técnica a partı́culas de prueba semi-transparentes de tamaño micrométrico, que son
colocadas sobre placas de vidrio. En este capı́tulo, se detallan algunos procedimientos
numéricos realizados con anterioridad al registro y reconstrucción experimental de los
hologramas de la muestra utilizada. Adicionalmente, se describen las caracterı́sticas del
arreglo experimental y la muestra utilizados en el desarrollo experimental.

3.1. Etapa de Simulaci ón y Procedimiento Num érico

En el caso de interés para este trabajo, el objeto tiene la forma 1 - O(x, y), donde
O(x, y) representa una apertura circular cuya forma funcional está dada en la ecuación
2.12. La simulación numérica de este objeto con un diámetro de 100 µm, se muestra en
la figura 3.1. El proceso de registro y la recuperación de la información del objeto, son
realizados de forma numérica en la plataforma Matlab R©.

3.1.1. Simulaci ón del proceso de registro

En holografı́a digital, la información del patrón de interferencia que proviene de la su-
perposición de los haces de objeto y referencia, es almacenada en un sensor CCD o
CMOS, como información de intensidad I(x, y). Este sensor, es dispuesto en el plano de
registro o plano del holograma, como se muestra en la figura 3.2.

En la ecuación 2.47, se presenta la forma funcional de la intensidad registrada I(x, y),
para un objeto descrito por la función O(x, y) ( ecuación 2.12), donde se muestra que la
intensidad registrada en el plano del holograma, puede expresarse como función de la

31
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Figura 3.1: Simulación de un objeto circular con un diámetro de 100 µm.

Figura 3.2: Arreglo experimental simulado.
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transformada wavelet de la función O(x, y).

Para realizar el cálculo de la transformada wavelet de la función O(x, y), se define
la función wavelet base para un sistema de holografı́a digital en lı́nea de Fraunhofer
ΨG
a (x, y), tal y como se describe en la ecuación 2.43. El valor para los parámetros in-

volucrados en esta función, se muestra en la tabla 3.1. El valor del parámetro ε se escoge
teniendo en cuenta las restricciones impuestas sobre la función wavelet establecidas en
las ecuaciones 2.28 y 2.30

Parámetro Valor (µm)
λ 0.633
δx 6.7
ε 0.01
z0 100000
N 1024
σmin 11.26

Tabla 3.1: Valores de los parámetros utilizados en el cálculo de la función wavelet base
ΨG
a (x, y).

La función wavelet descrita por la ecuación 2.43, con los parámetros definidos en la
tabla 3.1, es una función simétrica y real. El cálculo de la transformada wavelet de la
función O(x, y) se realiza a partir de su convolución con la familia de funciones wavelet
definida en la ecuación 2.43. Utilizando algoritmos de transformada rápida de Fourier,
esta convolución es realizada a partir de la siguiente ecuación,

CTWO(a, x, y) = z−1{Õ(γ, ν)Ψ̃G
a (γ, ν)}, (3.1)

donde γ y ν corresponden a las coordenadas en el espacio de frecuencias y a es
el parámetro de escala de la función wavelet, definido en la ecuación 2.35. El valor para
sigma considerado en esta wavelet, corresponde al calculado a partir de σmin, con el fin
de garantizar que se cumplan simultáneamente, el criterio de admisibilidad y el teorema
del muestreo. En la figura 3.3, se muestra un corte transversal de la función wavelet re-
sultante, para una imagen con un tamaño 1024 x 1280 pixeles.

Para calcular I(x, y), la ecuación 2.47 se reescribe utilizando la ecuación 3.1,

I(x, y) = 1 − z−1{Õ(γ, ν)Ψ̃G
a (γ, ν)}. (3.2)

En la figura 3.4(a), se muestra el resultado del cálculo de la ecuación 3.2, utilizando los
parámetros consignados en la tabla 3.1. En esta imagen, se pueden apreciar los anillos
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Figura 3.3: Perfil de intensidad para la función wavelet ΨG
a (x, y).

que caracterizan el patrón de difracción de Fraunhofer de un objeto circular. Este cálculo
de intensidad se compara en la parte (b) de la misma figura, con el que se obtiene de la
ecuación 2.13, que está basado en una función de primer orden de Bessel que depende
del valor del diámetro de la partı́cula, y que constituye la expresión completa para la
intensidad en un holograma en linea de Fraunhofer [5]. Las caracterı́sticas del patrón de
anillos en las dos imágenes son similares.

3.1.2. Simulaci ón del proceso de reconstrucci ón

A partir de la intensidad que se muestra en la figura 3.4, se procede a recuperar la
información de la función O(x,y), utilizando nuevamente la transformada wavelet, a partir
de la siguiente expresión:

Oz0(x, y) = z−1{z{1 − I(x, y)}{Ψ̃G
a (x, y)}∗}, (3.3)

El resultado de este cálculo se muestra en la figura 3.5. En esta imagen, se muestra
el negativo de la información que se espera recuperar del objeto original (3.5(a)). En la
figura 3.5(b), que correspone a 1 - O(x, y), se observan algunos anillos alrededor del
cı́rculo que delimita el objeto. Estos anillos son asociados a la imagen virtual presente
en un proceso de reconstrucción usual de hologramas en lı́nea, donde la imagen real
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(a) (b)

Figura 3.4: Simulación de la intensidad registrada en un holograma de Fraunhofer en
lı́nea para un objeto circular con un diámetro de 100 µm. (a) Cálculo de la intensidad con
base en la transformada wavelet del objeto. (b) Cálculo de la intensidad en términos de
la función de Bessel.

y la imagen virtual se superponen en el plano imagen. Los resultados de la simulación
muestran que la presencia de estos anillos, no impide que pueda distinguirse la región
que delimita el objeto.

3.1.3. Simulaci ón del Registro y reconstrucci ón de una muestra de
partı́culas

Los procedimientos anteriores, se extienden ahora a una muestra de 13 partı́culas
con diámetros comprendidos entre 100 y 160 micras en un área de 1280 x 1024 pixeles,
que son ubicadas a una distancia z0 = 15 cm del plano de registro. El nuevo objeto sim-
ulado, la intensidad registrada y la reconstrucción de O(x,y) para este caso, se muestran
en la figura 3.6.

Para efectos de visualización, en adelante se trabajará con la imagen que contiene la
información de O(x, y) (figura 3.6(c)), teniendo presente que la función que representa el
objeto simulado corresponde a 1 - O(x,y), pero considerando que la región que delimita
los objetos bajo estudio es la misma en la imagen que representa a O(x,y) y en la imagen
que representa a 1 - O(x,y). En la figura 3.6(c), se observan los anillos mencionados para
el caso de una sola partı́cula, alrededor de cada uno de los cı́rculos que delimita la región
que corresponde a una partı́cula.
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(a) (b)

Figura 3.5: (a) Simulación del proceso de reconstrucción de la función O(x,y), para una
apertura circular con un diámetro de 100 µm. (b) 1 - O(x,y).

Determinaci ón del Di ámetro de las Partı́culas

La determinación del diámetro de las partı́culas de prueba, a partir de la imagen
obtenida al recuperar la información de O(x,y), requiere de una buena definición de los
bordes que delimitan cada objeto bajo estudio. Esta definición de bordes, puede verse
alterada por la aparición de los anillos en la imagen que corresponde a la reconstrucción
del holograma. Por esta razón, se plantea la aplicación de un proceso de umbralización
de la imagen reconstruida, que permita una mejor definición de los objetos de interés.
Este umbral actuarı́a como un filtro para el conjunto de anillos que aparecen en la ima-
gen 3.6(c). En la figura 3.7 (a), se muestra la imagen original con una disminución en el
valor de su contraste, lo que permite observar anillos alrededor de la región que delimita
cada objeto reconstruido. La imagen 3.7 (b), muestra el resultado de aplicar un umbral a
la imagen original. Las imágenes 3.7(a) y 3.7(b), tienen el mismo valor de contraste, para
efectos comparativos.

El valor del umbral seleccionado en este caso, corresponde a

T =
(Imax + Imin)

2
, (3.4)

donde Imax e Imin representan lo valores de intensidad máximo y mı́nimo en la matriz
que representa la imagen reconstruı́da.

La medida del diámetro de las partı́culas es realizada dentro del programa de recon-
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(a) (b)

(c)

Figura 3.6: Simulación del registro y reconstrucción de un holograma en lı́nea para una
muestra de partı́culas con diámetros entre 100 y 160 micras: (a) Objeto, (b) Intensidad
registrada en el plano del holograma, (c) Imagen de O(x,y).

strucción, utilizando la herramienta EquivDiameter 1 de Matlab R©. Esta herramienta,
encuentra el valor de diámetro para un cı́rculo con un área igual al del objeto en la ima-
gen. Conjuntamente con la aplicación directa de esta herramienta sobre los resultados de
la simulación de una muestra de partı́culas, se determina la desviación de estas medidas,
respecto a los valores establecidos inicialmente en la simulación del objeto. La muestra
simulada, consiste en 25 partı́culas de igual diámetro ubicadas en un área de 1280 x
1024 pixeles, a 16 cm del sensor.

Aplicando el umbral definido en la ecuación 3.4 sobre la reconstrucción del hologra-
ma, se obtiene una imagen binarizada de las partı́culas, sobre la cual es aplicada la
herramienta EquivDiameter de Matlab R©. Esta operación, proporciona un vector de
25 elementos, que contiene los valores determinados por el programa para el diámetro
de cada una de las 25 partı́culas sobre la imagen. Sobre estos valores, se calcula un
valor promedio, que es consignado en la segunda columna de la tabla 3.2. Estos valores,
son comparados con aquellos determinados por el programa sobre el objeto simulado.

1 c© 1994-2006 The MathWorks, Inc
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(a) (b)

Figura 3.7: Aplicación de un umbral de intensidad a la imagen reconstruida de una mues-
tra de partı́culas. (a) Imagen original con brillo y contraste alterados. (b) Resultado de la
aplicación de un umbral a la reconstrucción original.

Para cada uno de estos datos, se calcula la desviación estándar de los 25 datos utiliza-
dos para calcular el promedio sobre la imagen reconstruida y el error relativo para cada
valor sobre la reconstrucción, respecto al del objeto simulado.

Diam. Objeto (µm) Diam. Reconstrucción (µm) Desv. Estandar Error Rel. ( %)
62.80 72.00 0.79 14.66
71.32 76.94 1.32 7.88
78.93 84.48 1.58 7.04
91.04 96.15 1.86 5.62

100.58 105.84 1.70 5.23
110.34 117.15 1.33 6.18
119.30 127.66 1.50 7.01
129.41 138.55 1.58 7.06
141.24 151.70 1.48 7.41

Tabla 3.2: Tabla comparativa. Valores de diámetro de las partı́culas en la imagen del
objeto original y en su reconstrucción.

Dentro de los resultados de la simulación, se encuentra una diferencia máxima entre
los diámetros en el objeto original y en su reconstrucción, equivalente a 1.5 el valor del
tamaño del pı́xel (6.7 µm). Este error, puede atribuirse en parte, a la elección del umbral
aplicado a las imágenes reconstruidas, que determina finalmente la cantidad de informa-
ción de las partı́culas que será conservada. En este caso, el mayor error relativo está pre-
sente en las medidas obtenidas para las partı́culas cuyos tamaños se encuentran en los
extremos del intervalo escogido (62.80 µm, 71.32µm y 141.24 µm). Para los objetos de
menor tamaño (62.80 µm y 71.32µm), este error se debe a que dentro de la imagen, se
necesita una cantidad mı́nima de pı́xeles para describir el objeto, por lo que la aplicación
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del umbral afecta considerablemente la cantidad de información que se está utilizando
para encontrar el valor del diámetro. Para las partı́culas en el extremo mayor del intervalo
(141.24 µm), la distancia a la cual se simula el proceso de registro y reconstrucción (16
cm), resulta estar cercana al valor lı́mite proporcionado por la condición de campo lejano,
en la relación 2.1. Para los valores restantes, el error oscila entre 0.8 y 1.4 pixeles.

El procedimiento descrito antes, se aplica sobre las imágenes 3.6 (a) y 3.7 (b), que
corresponden a una muestra de 13 partı́culas en las que se tienen 6 valores diferentes
de tamaño. En la tabla 3.3, se muestra el valor medido del diámetro de cada objeto y su
reconstrucción, junto con un valor de error porcentual. En este caso, el error porcentual
en la determinación del valor del diámetro reconstruido, oscila entre 0.2 y 0.8 pixeles.

Diamétro Objeto (µm) Diámetro Reconstrucción (µm) Error ( %)
100.58 101.70 1.14
110.33 112.90 2.27
119.29 120.49 0.99
141.23 145.28 2.78
151.39 154.75 2.17
158.04 161.79 2.32
169.89 175.68 3.30

Tabla 3.3: Tabla comparativa para una muestra de partı́culas de diferentes tamaños.

Localizaci ón Axial de las Partı́culas

La coordenada de localización axial de las partı́culas, z0, se encuentra incluida den-
tro de los parámetros de la función wavelet, al hacer parte del factor de escala a. Esta
relación entre la función wavelet base y la coordenada z, hace que el comportamien-
to de todas las funciones relacionadas con ΨG

a , dependan del valor de z. En holografia
de partı́culas, la función de reconstrucción presenta un comportamiento particular, en
aquella coordenada axial que coincide con la distancia de reconstrucción óptima para el
arreglo experimental utilizado [20, 33].

En este caso, la distancia de reconstrucción apropiada, z0, es quella para la cual los
bordes del objeto de interés presentan una mayor nitidez y es posible distinguirlos del
fondo en la imagen, como se presenta en las figuras 3.5 (a) y 3.6 (c). Para determinar
el valor de z0, se debe encontrar una parámetro cuyo comportamiento dependa de la
coordenada axial, presentando un valor extremo cuando z = z0. El parámetro escogido
en este caso, es el contraste RMS de la imagen reconstruida, que presenta un valor
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máximo en la coordenada axial z0, donde las partı́culas se distinguen mejor respecto al
fondo.

Contraste RMS

Una imagen con buen contraste, es aquella en la cual puede distinguirse fácilmente
un objeto particular de todos aquellos que se encuentran a su alrededor. Existen diversas
definiciones para el contraste según el tipo de aplicación de la cual hagan parte. En
este caso, se utiliza la definición del contraste RMS, que no depende del contendido de
frecuencia espacial de la imagen, ni de su distribución espacial de contraste. Este tipo
de definición se establece a partir de la desviación estándar de las intensidades de los
pixeles en la imagen de la forma,

αRMS =

√√√√ 1

MN

N−1∑

i=0

M−1∑

j=0

(Iij − Ī)2 (3.5)

donde Iij representan los valores de intensidad para el elemento (i, j) de una imagen
de tamaño M x N , e Ī es el valor de intensidad promedio de la imagen. La aplicación
de esta definición de contraste supone que el valor de intensidad para cada pixel se
encuentra normalizado. Esto último, garantiza que los valores de αRMS se encuentren
entre 0 y 1.

Contraste RMS y localizaci ón axial

La figura 3.8 muestra la gráfica del contraste RMS como función de la coordenada
z, para valores de intensidad obtenidos en la función de reconstrucción del conjunto de
partı́culas, cuya reconstrucción se muestra en la figura 3.7(b). Para obtener esta gráfica,
se definió un intervalo de valores z1 < z < z2, para cada uno de los cuales se calcula la
matriz que representa la reconstrucción de las partı́culas. Sobre estas matrices, se aplica
la definición establecida en la ecuación 3.5.

La gráfica presenta un máximo en la coordenada z0 = 15 cm, que coincide con la
distancia establecida en la simulación del registro del holograma, para el conjunto de
partı́culas de la figura 3.6(a). De esta forma, el cálculo del contraste RMS en la matriz que
representa la transformada wavelet de un holograma de partı́culas, permite localizarlas
axialmente.

Estos procedimientos numéricos previos, serán aplicados a los hologramas obtenidos
durante el desarrollo de la etapa experimental del trabajo. Estos resultados se describirán
en el siguiente capı́tulo. A continuación se describen las principales caracterı́sticas del
arreglo experimental y la muestra utilizada.
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Figura 3.8: Gráfica del valor del contraste RMS de la función de reconstrucción en función
de la coordenada z0, para la simulación de una muestra de partı́culas.

3.2. Procedimiento Experimental

3.2.1. Arreglo experimental

El registro de los hologramas se realizó utilizando un arreglo experimental de holo-
grafı́a en lı́nea como el mostrado en la figura 3.9. Este arreglo consiste en un láser de
He-Ne de 35 mW de potencia, con una longitud de onda λ = 0.633 µm. El haz de láser
(1), es atenuado a través de un filtro que impide la saturación del sensor. Después de ser
atenuado, el haz es filtrado por medio de un filtro espacial (2) compuesto por un objetivo
de microscopio y un pinhole. El haz divergente que proviene del filtro espacial es colima-
do a través de una lente convergente. La onda plana resultante, con un diámetro cercano
a los 3 cm, es desviada a través de un espejo plano (3), inclinado 45o respecto al eje del
haz para iluminar la muestra que se ubica sobre una placa de vidrio (4). El holograma de
la muestra es registrado a través del sensor (5). En este caso, el sensor es una cámara
Lumenera Lu120, con tecnologı́a CMOS, con 6.7 µm de tamaño de pı́xel, y un área de
imagen de 1280 x 1024 pixeles. Finalmente, la información de intensidad en el sensor, es
almacenada en el computador (6), para ser procesada posteriormente.

La placa portamuestras se encuentra ubicada sobre un tornillo milimétrico, con el
cuál puede ser desplazada de forma vertical, variando la distancia muestra - sensor z,
en pasos de ∆z = 1 mm. El máximo desplazamiento que permite este tornillo es de 10
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Figura 3.9: Arreglo experimental para el registro de hologramas en lı́nea.

mm. Los objetos de la muestra, se encuentran confinados en una región de la placa de
1 cm2. La densidad promedio de partı́culas sobre la placa con diámetros comprendidos
entre 70µm - 150µm corresponde a 80 por cm2.

3.2.2. Descripci ón de la muestra de partı́culas analizada

Las muestras que se utilizaron para el desarrollo de esta investigación, consisten en
partı́culas de silicio de tamaño micrométrico. En la figura 3.10, se muestra una fotografia
de una porción de la muestra, tomada utilizando un microscopio electrónico de barrido 2.
En esta fotografı́a, puede observarse que esta porción de la muestra está compuesta en
su mayor parte por partı́culas con forma esférica.

En el histograma de la figura 3.11, se encuentra la distribución del diámetro de los
objetos que componen la porción de muestra mostrada en la figura 3.10. Para obtener
este histograma, fué necesario binarizar la fotografı́a y determinar el diámetro a partir de
esta imagen binarizada, utlizando la herramienta EquivDiameter de Matlab R©, men-
cionada anteriormente. Este histograma se encuentra acotado por un lı́mite inferior, con
el que se ignoran aquellos elementos brillantes de escaso tamaño que constituyen ruido,
pero que pueden ser confundidos con partı́culas. Las partı́culas de mayor tamaño que
pueden distinguirse en la fotografı́a, aparecen aisladas en el histograma, y corresponden

2Agradecimientos al Laboratorio de Microscopı́a óptica, de la Universidad Nacional de Colombia - Sede
Bogotá
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Figura 3.10: Fotografia mediante microscopio electrónico de barrido de una porción de la
muestra.

a los valores para el diámetro, por encima de 200 µm. Los valores de interés para este
trabajo, corresponden a aquellos diámetros menores a 200 µm.

Tomando porciones de partı́culas de la muestra, se registraron hologramas digitales,
utilizando el arreglo experimental mostrado en la figura 3.9. Estos registros fueron proce-
sados numéricamente aplicando algunas de las herramientas desarrolladas durante la
etapa de simulación previa. El detalle de este análisis, se presenta en el siguiente capı́tu-
lo.
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Figura 3.11: Histograma con la distribución de diámetros de las partı́culas de la muestra.



Capı́tulo 4

Resultados y An álisis

La recuperación de la información de un objeto a partir de la transformada wavelet de
un holograma registrado en un arreglo experimental de holografı́a en lı́nea de Fraunhofer,
ha sido realizada para objetos tales como fibras y partı́culas [8, 31]. Para el estudio de
objetos descritos por una función en una dimensión, como el caso de las fibras, la base
de funciones wavelet mostrada en la ecuación 2.36, sigue siendo válida, ya que en la
aproximación de Fraunhofer, no se imponen restricciones a la geometrı́a de la función
O(x,y).

En el arreglo experimental de la figura 3.9, inicialmente, se utiliza como objeto de
prueba, una tarjeta calibrada USAF-1951, 1X. El objetivo de esta prueba inicial, es
realizar una verificación previa de la relación entre las medidas de los objetos que se
reconstruyen aplicando la ecuación 3.3, y las medidas determinadas en el plano objeto.
La tarjeta de prueba USAF de alta resolución, está compuesta por 9 grupos de lı́neas
que decrecen en tamaño, con anchos comprendidos entre 0.55 y 500 micras. Cada uno
de los grupos, está compuesto por seis subconjuntos, que se encuentran identificados
como elementos 1 al 6; a su vez, cada elemento contiene tres franjas horizontales y tres
verticales, que se encuentran igualmente espaciadas.

Para esta prueba inicial se registran los hologramas de algunas barras de la tarjeta
con anchos entre 50 µm - 180 µm. Después de realizar un proceso similar al descrito
en apartados anteriores para el cálculo de la localización axial del plano que contenı́a
las barras bajo estudio se procedió a determinar el ancho de cada una de las barras,
utilizando herramientas de la plataforma Matlab R©. El resultado de la determinación de
este ancho se muestra en la figura 4.1. En esta gráfica, se observa un acuerdo entre las
medidas determinadas a partir de la aplicación de la transformada wavelet al holograma
de la tarjeta, y los valores reportados en la literatura para el ancho de las barras.

Una prueba adicional, se realiza hallando el tamaño de las barras del elemento 1
del grupo 3, para diferentes valores de la coordenada axial, con el fin de determinar la

45
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Figura 4.1: Relación entre las medidas reportadas para los elementos de la USAF, re-
specto a los valores determinados a partir de la aplicación de la transformada wavelet al
holograma registrado.

variación de la medida con z. El resultado, se muestra en la figura 4.2. En esta figura,
se presenta un gráfico que relaciona la medida del ancho de la barra con respecto a la
distancia z a la que fueron reconstruidos los hologramas respectivos; la lı́nea puntea-
da, representa el valor promedio de todas las medidas. El valor promedio de la medida
corresponde a 66.05 µm, con una desviación estándar de 0.78 µm y un error relativo
del 5.68 %. La máxima diferencia entre el mayor valor medido (67.33 µm) y el valor real
(62.50 µm), es 5.28 µm, que es menor al tamaño del pixel del sensor.

4.1. Part́ıculas microm étricas ubicadas en un mismo plano

Las partı́culas de prueba utilizadas en el desarrollo de la etapa experimental de este
trabajo, fueron ubicadas sobre la placa portamuestras de un arreglo experimental como
el mostrado en la figura 3.9. Para los hologramas registrados de la muestra, se regis-
tra adicionalmente, una imagen de referencia sin las partı́culas. El procesamiento de la
información almacenada, se realiza implementando un procedimiento similar al esquema-
tizado en la figura 4.3. Los parámetros tales como λ y ε utilizados para el cálculo de la
función wavelet generadora, son los consignados en la tabla 3.1.
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Figura 4.2: Cambio en la determinación del ancho de las barras del grupo 3, elemento 1,
cuando varı́a la coordenada axial z. La lı́nea puntueada señala el valor promedio de la
medida del ancho de las barras que corresponde a 66.05 µm.

La disposición de la muestra sobre la placa se realiza de forma manual, controlan-
do que la cantidad de partı́culas no sea excesiva (en promedio 80 partı́culas por cm2),
para evitar dificultades en el detalle de la reconstrucción de la muestra. Una densidad
demasiado elevada de las partı́culas, dificulta su posicionamiento axial y por supuesto,
la medida de su diámetro [7]. Este aspecto es de gran importancia en este caso, en el
que se tiene una muestra en la cual el valor del diámetro no es el mismo para todas las
partı́culas. Durante el proceso de registro, se buscó que la cantidad de partı́culas sobre
la placa portamuestras fuera tal, que lograran resolverse los anillos de difracción de cada
partı́cula.

Los procesos descritos en el diagrama, se detallan a continuación:

1. Restado de una imagen de referencia. Dentro del procedimiento experimental,
se realiza un registro adicional de referencia en ausencia del objeto. Con esto, se
busca disminuir el nivel de ruido en la imagen original, ocasionado por elementos
del entorno.
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Figura 4.3: Diagrama de procesos numéricos aplicados sobre los hologramas para las
partı́culas de prueba.

2. Localizaci ón de la coordenada axial. El proceso de búsqueda de la coordenada
axial z0, comienza definiendo un intervalo (z1, z2) en el cual es posible encontrar la
coordenada z0. Este intervalo, es seleccionado teniendo en cuenta las condiciones
experimentales para cada holograma registrado. Para cada uno de estos valores
de z, se realizan los siguientes cálculos:

* Definici ón de la funci ón wavelet. Para cada uno de los valores z1 ≤ z ≤ z2,
se calcula el parámetro σmin, con el propósito de definir completamente la función
wavelet generadora, en la forma establecida en la ecuación 2.43. Posteriormente,
se calcula la transformada wavelet del complemento del holograma, según lo es-
tablecido en la ecuación 3.3.

* Cálculo del contraste RMS. De los procesos anteriores, se obtiene una matriz,
que contiene la información de intensidad de la imagen de reconstrucción del obje-
to, para cada valor de z en el intervalo (z1, z2). Para cada una de estas matrices, se
calcula el contraste RMS, tal y como se establece en la ecuación 3.5. El programa
proporciona el valor de la coordenada z0, para el cual αRMS es máximo.

3. Reconstrucci ón final de la imagen del objeto. Conocida la localización axial del
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plano buscado, se aplica la transformada wavelet al complemento del holograma
para recuperar la información del objeto.

4. Medici ón del di ámetro de las partı́culas. Siguiendo el proceso descrito en el
capı́tulo anterior, se aplica un umbral de intensidad sobre la imagen final obtenida
después de aplicar la transformada wavelet al complemento del holograma. Pos-
teriormente, se determina la distribución del diámetro de las partı́culas de prueba,
utilizando herramientas del entorno Matlab R©.

4.1.1. Resultados obtenidos

Siguiendo el procedimiento esquematizado en la figura 4.3, se muestran los resul-
tados obtenidos en la figura 4.4. La imagen en 4.4 (a), corresponde al holograma ini-
cialmente registrado sobre el sensor, al que posteriormente se le extrae la imagen de
referencia (figura 4.4 (b)). En la parte (c) de la figura 4.4, se obtiene la curva αRMS en
función de la coordenada axial z, que presenta un valor máximo para z = z0 = 18.30 cm.

La reconstrucción en intensidad de la información de la porción de muestra de partı́cu-
las analizada, se muestra en la figura 4.5. En esta figura, se muestra la imagen de recon-
strucción completa y un detalle para las distancias de reconstrucción z0 = 18.30 cm, z0

= 17.30 cm y z0 = 19.00 cm. Cuando se utiliza un valor de coordenada axial que no cor-
responde a un valor máximo de contraste, se obtiene una imagen reconstruida en donde
las partı́culas parecen estar ”fuera de foco”, y no es posible resolver sus bordes, como es
el caso en los detalles mostrados en las figuras 4.5 (d) y 4.5 (f).

Determinaci ón del Di ámetro de las Partı́culas en un Plano

En la figura 4.6 (a), se muestra el histograma de valores de intensidad de la matriz
que representa la imagen de reconstrucción de la muestra. A partir de este histograma,
se define el umbral más apropiado para la imagen de interés, que resulta ser el consigna-
do en la ecuación 3.4. Después de obtener la imagen binarizada al aplicar el umbral, se
procede a calcular el diámetro de las partı́culas en la muestra. Estos cálculos se realizan
utilizando las herramientas descritas ampliamente en el capı́tulo anterior.

El resultado de la medición del diámetro de las partı́culas, se encuentra consignado
en la gráfica 4.6 (c). Esta imagen, corresponde al histograma de distribución de tamaños
en las partı́culas de la muestra. Este histograma se encuentra acotado por un valor mı́ni-
mo de 67 micras, que evita que se tengan en cuenta zonas con tamaños menores o
iguales a este lı́mite, que se identificaron como datos que no corresponden a partı́culas
en la muestra. En esta porción de la muestra, la mayor parte de las partı́culas tienen un
valor de diámetro entre 88 µm y 125 µm. La principal fuente de desviación en los valores
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del diámetro en esta medida, proviene de aquellas partı́culas en la muestra, que se en-
contraban adheridas, formando clusters cuyo diámetro puede llegar a ser mayor que el
de una sola de las partı́culas que lo componen.

Para esta primera porción de muestra de partı́culas, se determina el valor de las
coordenadas (x, y) del centro de cada uno de los objetos dentro de la imagen binarizada
final, que es considerado una partı́cula. Esto permite recopilar por completo toda la infor-
mación relacionada con el plano de localización y el tamaño de las partı́culas de prueba
de la porción de muestra utilizada. En la figura 4.7, se grafica sobre el plano, la posición
de los centros de las partı́culas cuya distribución de tamaño se muestra en el histograma
de la figura 4.6. Las unidades para las coordenadas son los centı́metros. El área en la
que las partı́culas se localizan sobre la placa, corresponde a 1 cm x 1 cm.

Todas las partı́culas se encuentran sobre el mismo plano, y la posición axial medida
para todas ellas es 18.30 cm, valor que al ser comparado con una distancia esperada
de 17.70 cm, proporciona un error porcentual de 3.4 %. La incertidumbre en el cálculo
numérico de esta medida de la coordenada axial z, corresponde al valor del paso ∆z
= 0.05 cm, con el cual se recorre el intervalo z1 ≤ z ≤ z2, para calcular los datos que
corresponden a la gráfica del contraste en función de z. El valor de la incertidumbre en
la determinación del centro de coordenadas de cada una de las partı́culas corresponde
a un pı́xel.

En las figuras 4.8 y 4.9, se muestran los resultados obtenidos, al aplicar el mismo
procedimiento descrito antes, sobre otra porción de la muestra, ubicada en dos posi-
ciones axiales diferentes. A pesar de exhibir algunas diferencias, el rango de distribución
de tamaños en las partı́culas de la muestra se mantiene; cuando la muestra se encuentra
ubicada en la posición z0 = 15.80 cm, una mayor cantidad de partı́culas se encuentran
en el intervalo de tamaños 85 µm - 110 µm, mientras que para una ubicación z0 = 16.30
cm, este rango es 73 µm - 109 µm. Dentro de las posibles fuentes de error de las cuales
pueden derivarse estas diferencias, se encuentran los cambios en la uniformidad de la
iluminación de la muestra, y la imprecisión en la delimitación del borde de algunas partı́cu-
las, al aplicar el umbral a la imagen reconstruida.

4.2. Part́ıculas Microm étricas en Planos Distintos

En la figura 4.10, se muestran dos fotografı́as de algunas partı́culas, obtenidas con un
microscopio de campo claro 1. Para la obtención de estas imágenes, se dispusieron dos
placas de vidrio separadas 170 µm, cada una de los cuales contiene algunas partı́culas

1Agradecimientos al Laboratorio de microscopı́a óptica de la Universidad Nacional de Colombia sede
Bogotá.
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pertenecientes a parte de la muestra utilizada. Lo que se observa en estas fotografı́as,
es un ejemplo de lo que se obtiene al enfocar uno u otro de los planos fotografiados.
En la parte (a), se observan las partı́culas que se encuentran ubicadas en la placa que
se encuentra más alejada de la cámara, y que se ha denominado plano inferior. En la
parte (b), se muestran las partı́culas ubicadas en el plano más cercano a la cámara del
microscopio, llamado plano superior. Es importante aclarar que debido a dificultades ex-
perimentales, las partı́culas que se muestran en la fotografı́a no son las mismas utilizadas
en el desarrollo del experimento, pero si pertenecen a la misma muestra.

Para el desarrollo de esta parte del experimento, se dispuso de una parte de la mues-
tra, repartida en tres placas. Su disposición se muestra en la figura 4.11. La separación
entre los planos considerados, corresponde a 1 cm (primera y segunda placa), y 0,5
cm (segunda y tercera placa). Las distancias placa - sensor determinadas experimental-
mente corresponden a 14,5 cm, 15,5 cm y 16,0 cm, para la primera, segunda y tercera
placa respectivamente. Para que el método sea aplicable, es necesario garantizar que
exista una baja densidad de partı́culas en cada uno de los planos considerados (menor a
20 partı́culas por cm2), con el fin de evitar la superposición de los patrones de difracción
de las partı́culas. Esta superposición de anillos de difracción, ocasiona la aparición de
ruido en la reconstrucción del holograma. En este caso, la densidad total para las tres
placas fué de 50 partı́culas/cm2 . En la figura 4.12, se muestra el holograma registrado y
su reconstrucción para un conjunto de partı́culas pertenecientes a la muestra de trabajo,
distribuidas en tres placas.

El procedimiento implementado para la localización axial de las partı́culas para el ca-
so de un solo plano, basado en el cálculo del valor del contraste en la reconstrucción del
holograma, es implementado inicialmente en este caso. La gráfica del contraste en fun-
ción de la distancia z que se obtiene, no muestra tres valores máximos como era espera-
do. El resultado de este cálculo se encuentra ilustrado en la figura 4.13. Según el cálculo
realizado, se presenta un máximo en z = 15,4 cm, que es señalado en la gráfica 4.13. La
reconstrucción del holograma para esta distancia se muestra en la figura 4.14; En esta
figura, se presentan en la parte derecha algunos ejemplos de regiones del holograma re-
construido en detalle, donde se observa que las partı́culas no se encuentran enfocadas.
Esta distancia por tanto, no corresponde a la distancia de ninguno de los planos de en-
foque buscados. Se decide entonces, implementar un procedimiento en el cual el cálculo
del valor del contraste se realiza en forma local, considerando por separado regiones de
la matriz de reconstrucción del holograma. Esto tiene como objetivo, disminuir el efecto
de ruido que producen los patrones de difracción de las partı́culas ubicadas en planos
sucesivos, que impiden que un criterio basado en el cálculo del contraste para la totalidad
del holograma reconstruido, distinga tres planos de enfoque.

La selección de las regiones sobre las cuales se realiza el cálculo del contraste,
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comienza con la aplicación inicial de 80 máscaras sobre el holograma reconstruido para
una distancia inicial estimada a partir del experimento. Esta selección de distancia no
tiene que coincidir con ninguno de los planos buscados, ya que el único objetivo de este
procedimiento inicial, es discriminar aquellas regiones sobre la reconstrucción del holo-
grama que contienen información de una o mas partı́culas. Estas 80 máscaras corre-
sponden a una región cuadrada blanca de 128 x 128 pixeles que se desplaza sobre la
totalidad de la matriz de 1024 x 1280 pixeles que representa la reconstrucción del holo-
grama. En la figura 4.15, se muestran 6 de las 80 máscaras utilizadas. El procedimiento
completo se esquematiza en la figura 4.16.

El procedimiento completo aplicado sobre el holograma registrado (figura 4.16), con-
sistió en realizar su reconstrucción utilizando la transformada wavelet para un conjunto
de valores en un intervalo (z1 < z < z2); A continuación, para cada una de las matrices
resultantes de este proceso de reconstrucción, se realiza su producto con cada una de
las 80 máscaras previamente establecidas. El siguiente paso, es determinar el valor del
contraste sobre las matrices de 128 x 128 pixeles con valores distintos de cero resul-
tantes de la aplicación de las máscaras sobre la matriz de reconstrucción. Finalmente,
se obtiene la coordenada axial donde el valor del contraste es máximo para cada una de
las 80 regiones obtenidas en los productos matriciales realizados. En la figura 4.17, se
muestra a manera de ejemplo, dos de las regiones obtenidas del producto matricial entre
la reconstrucción mostrada en la figura 4.12(b), con las máscaras (c) y (f) de la figura 4.15.

A pesar de tener 80 datos a partir de este proceso, de la figura 4.17, puede notarse
que algunas de las regiones obtenidas contienen información de una o mas partı́culas
de la muestra (Figura 4.17(a)) y otras por el contrario, solo contienen información de in-
tensidad relacionada con la iluminación de fondo (Figura 4.17(b)), que no aportan datos
relevantes en las coordenadas axiales que se buscan. Debido a esto, no todos los datos
resultantes resultan ser válidos, y solo son considerados aquellos en los cuales la región
delimitada por la máscara contiene una o mas partı́culas. En este caso, las máscaras que
aportan información resultan ser únicamente 35.

En la tabla 4.1, se muestran los valores de distancia obtenidos a partir de la determi-
nación del contraste máximo para 35 máscaras válidas. Para cada distancia se muestra
el número de máscaras en las que esta distancia corresponde al máximo contraste. Al-
gunas de estas distancias son cercanas entre sı́. En la tercera columna de esta tabla, se
muestra el valor máximo del contraste para cada distancia en cada caso.

A partir de los datos proporcionados por la tabla 4.1, y teniendo en cuenta que los val-
ores de contraste están dados para regiones distintas sobre la reconstrucción del hologra-
ma, se realiza una gráfica en tres dimensiones, que muestra la distribución de valores de
contraste por color en la figura 4.18. En esta gráfica, las coordenadas x y y corresponden
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Distancia (cm) Máscaras Valor máximo del contraste (x 10−2)
13,60 2 6,67
13,80 1 7,05
14,00 1 7,91
14,20 1 4,77
14,45 1 4,42
14,65 3 9,23
14,90 9 11,01
15,15 1 6,19
15,40 2 6,59
15,65 2 8,20
15,90 5 11,07
16,20 5 11,83
16,45 2 9,47

Tabla 4.1: Datos obtenidos a partir del análisis de las 35 máscaras seleccionadas.

a la ubicación de los centros de cada una de las máscaras, y son expresadas en pı́xeles
sobre la imagen. La coordenada z, corresponde a la distancia axial reportada para cada
una de esas máscaras por su valor máximo de contraste. De esta figura, se destaca que
los valores máximos de contraste para las diferentes regiones, se encuentran para las
distancias 14.9 cm, 15.9 cm y 16.2 cm, que son las que muestran una mayor cantidad
de frecuencia de reporte en los datos de la tabla 4.1. Estos valores son señalados en
la gráfica entre paréntesis. Estas distancias, corresponden a los tres planos de enfoque
buscados. Respecto a los valores esperados, el máximo error porcentual resulta ser del
2.7 %.

A continuación, se realiza la reconstrucción del holograma para las tres distancias
señaladas en la figura 4.18. El resultado se muestra en la figura 4.19. Para cada una
de las reconstrucciones obtenidas, se señalan las partı́culas que son enfocadas en cada
caso. Estos resultados muestran que el procedimiento por regiones, es el más apropiado
para encontrar la distancia axial de enfoque de las partı́culas cuando se tiene un arreglo
con dos o mas placas. El criterio utilizado para discriminar la distancia en este caso, con-
tinua siendo el valor del contraste máximo, para cada una de las regiones seleccionadas.
El tamaño de las máscaras es importante para distinguir de forma apropiada la informa-
ción de todas las partı́culas en la muestra, ya que si varias partı́culas que se encuentran
en distintos planos comparten la misma región de la máscara, podrı́a perderse informa-
ción relacionada con la localización axial de alguna de ellas. En este caso, una máscara
de 128 x 128 pı́xeles, resultó ser apropiada.
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4.2.1. Determinaci ón del Di ámetro de Partı́culas en Planos Distintos

La medida del diámetro de las partı́culas ubicadas en los tres planos ya identificados,
se realiza mediante un cálculo por regiones, ya que cada una de las 35 máscaras con in-
formación identificadas, contiene la información de una o más partı́culas ubicadas en una
distancia determinada, que ahora no es única. Para hallar esta medida, el procedimiento
numérico implementado, es idéntico al caso de una sola placa, pero se realiza para cada
una de las 35 regiones establecidas. De esta forma, se encuentra el valor del diámetro
de las partı́culas y sus coordenadas x, y y z.

La distribución del diámetro de las partı́culas, se muestra en el histograma de la figu-
ra 4.20. En este histograma, se observa que el tamaño de las partı́culas para la configu-
ración con tres placas, se encuentra en su mayor parte en un rango entre
80 µm y 130 µm.

Finalmente, en la figura 4.21 se muestra la localización en las coordenadas x, y, z,
en unidades de centı́metros, para las partı́culas ubicadas en tres planos de enfoque, lo-
calizados a 14.9 cm, 15.9 cm y 16.2 cm del sensor.

El procedimiento descrito para encontrar la localización axial para partı́culas ubi-
cadas en planos distintos, proporciona resultados satisfactorios dentro de lo esperado.
Las distancias determinadas a partir de la aplicación de las máscaras sobre las matrices
obtenidas de la aplicación de la transformada wavelet al complemento del holograma,
presentan un error del 2.7 % respecto a los valores determinados en la realización del
experimento. Para las distancias axiales que corresponden a la ubicación de los tres
planos de enfoque para las partı́culas de prueba, se encontró un valor de contraste máxi-
mo respecto a los que se obtienen para otras distancias axiales, lo que reafirma la validez
del criterio del contraste máximo en la determinación de la localización axial de los planos
que contienen las partı́culas.

La distribución de diámetros para las partı́culas en la porción de muestra utilizada,
se mantiene dentro de un rango menor a 150 µm, tal y como se obtuvo en las prue-
bas realizadas para un solo plano de registro. Estos resultados se encuentran dentro de
los esperado, considerando la distribución hallada en la figura 3.11 para la porción de
muestra fotografiada.
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(a) (b)

(c)

Figura 4.4: Resultados experimentales para una muestra de partı́culas ubicada a 18.30
cm del sensor. (a) Holograma Registrado. (b) Restado de la imagen de referencia. (c)
Cálculo de la localización axial del plano de la muestra.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 4.5: Reconstrucción del holograma de la figura 4.4 (b).(a) Reconstrucción del obje-
to para z = 18.30 cm. (b) Detalle de la reconstrucción a 18.30 cm. (c) Reconstrucción del
objeto con z = 17.30 cm. (d) Detalle de la reconstrucción a 17.30 cm. (e) Reconstrucción
del objeto con z = 19.00 cm. (f) Detalle de la reconstrucción a 19.00 cm.
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(a) (b)

(c)

Figura 4.6: Cálculo del diámetro de las partı́culas en la muestra, con z0 = 18.03 cm. (a)
Histograma con los valores de intensidad (tono de gris) de la imagen de reconstrucción.
(b) Aplicación del umbral a la imagen reconstruida. (c) Histograma mostrando la distribu-
ción de tamaños en las partı́culas de la muestra.
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Figura 4.7: Localización en el plano de las partı́culas de prueba reconstruidas en la figura
4.5 a partir de la imagen binarizada en 4.6(b).
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.8: Resultados experimentales para una muestra de partı́culas. (a) y (b) Restado
de la imagen de referencia para una muestra ubicada a 15.80 cm y 16.30 cm del sensor,
respectivamente. (c) y (d) Reconstrucción del objeto, para una muestra ubicada a 15.80
cm del sensor y 16.30 cm, respectivamente.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.9: Cálculo del diámetro de las partı́culas. (a) y (b). Aplicación del umbral para
una muestra ubicada a 15.80 y 16.30 cm del sensor, repectivamente. (c) y (d) Histograma
de distribución de tamaño de partı́culas para una muestra ubicada a 15.80 cm y 16.30
cm del sensor, respectivamente.
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(a) (b)

Figura 4.10: Fotografı́a de algunas partı́culas de prueba enfocadas en dos planos de
observación distitnos. (a) Plano inferior (mas cercano a la cámara del microscopio), (b)
Plano superior, ubicado a 170 µm por encima del plano fotografiado en (a)).

Figura 4.11: Disposición experimental de las tres placas utilizadas para el registro de
un holograma con partı́culas ubicadas en diferentes planos. La distancias entre placas
corresponden a 1 cm (primera y segunda) y 0.5 cm (segunda y tercera.)
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Figura 4.12: (a) Holograma registrado para tres placas. (b) Reconstrucción del holograma
en uno de los planos en los que se encuentran las partı́culas.

Figura 4.13: Gráfica del contraste en función de la distancia z para la reconstrucción del
holograma de la figura 4.12(a).
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Figura 4.14: Reconstrucción del holograma de la figura 4.12(a) para z = 15,4 cm.

Figura 4.15: Máscaras utilizadas para el cálculo por regiones del valor del contraste en el
holograma reconstruido. Figuras (a)-(c): Desplazamiento vertical de la máscara. Figuras
(d)-(f): Desplazamiento horizontal de la máscara.
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Figura 4.16: Esquema explicativo del procedimiento de localización axial de partı́cula para
tres planos sucesivos.

Figura 4.17: Aplicación sobre la reconstrucción del holograma mostrada en la figura 4.12
de las máscaras de la figura 4.15. Figura (a), aplicación de la máscara (c) de la figura
4.15. Figura (b), aplicación de la máscara (f) de la figura 4.15
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Figura 4.18: Valores máximos del contraste en función de la distancia para las 35
máscaras seleccionadas. Los cı́rculos destacan el valor de los planos en los cuales se
reconstruyen las partı́culas. Las unidades son pixeles (px) para el plano xy, y centı́metros
(cm) para la coordenada axial. Los diferentes colores para los puntos, organizados en la
tabla, proporcionan el valor del contraste máximo en cada región.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.19: Enfoque de las partı́culas de la muestra en distintos planos. (a) z = 14,9 cm,
(b) z = 15,9 cm y (c) z = 16,2 cm. En cada una de las imágenes se destacan las partı́culas
enforcadas en cada plano localizado con el método.
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Figura 4.20: Histograma de distribución de diámetro para un conjunto de partı́culas de
prueba distribuidas en los tres planos de enfoque mostrados en la figura 4.19.
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Figura 4.21: Localización 3D para partı́culas en tres planos de enfoque: z = 14,9 cm, z =
15,9 cm y z = 16,2 cm. El área de localización de las partı́culas en el plano, corresponde
a 1 cm x 1 cm.



Conclusiones y Perspectivas

En este trabajo, se implementó un arreglo experimental de holografı́a de Fraunhofer
en lı́nea, con una muestra de partı́culas cuyos diámetros están comprendidos entre
70 µm y 200 µm, como objeto. La reconstrucción de los hologramas registrados a partir
del patrón de difracción de campo lejano de las partı́culas en la muestra, se efectuó de
forma numérica, utilizando la transformada wavelet. A partir de la reconstrucción de los
hologramas, se realizó el cálculo de la coordenada axial de la muestra, y de la distribu-
ción de tamaños de las partı́culas que la componen. En promedio, la cantidad de partı́cu-
las presentes en la porción de muestra utilizada en las pruebas experimentales, fué de
80 partı́culas/cm2 .

Dentro de los resultados encontrados a partir del desarrollo de esta investigación,
puede resaltarse lo siguiente:

1. El arreglo experimental implementado, resultó ser el más apropiado para el
registro de hologramas digitales de Fraunhofer en lı́nea. Las condiciones impuestas
sobre este montaje, permitieron satisfacer la condición de campo lejano consigna-
da en la ecuación 2.1, para las partı́culas que conforman la muestra utilizada.

2. La reconstrucción de los hologramas utilizando la transformada wavelet, permi-
tió obtener imágenes con la reconstrucción de las partı́culas de prueba, en las
cuales es posible resolver sus bordes. Esto puede observarse en las figuras 4.5 y
4.8. La distinción de los bordes de las partı́culas bajo estudio, hizo posible
determinar el valor de su diamétro, utilizando herramientas numéricas de
análisis de imagen.
La presencia de la imagen gemela sobre la reconstrucción de los hologramas, es
atenuada a través de la aplicación de un umbral a los valores de intensidad de la
imagen resultante.

3. La localización axial de las partı́culas bajo estudio, se realizó exitosamente, uti-
lizando la medida del contraste, en la imagen correspondiente a la reconstrucción
de los hologramas. Este contraste, cambia su valor con la variación de la coorde-
nada axial z dentro del algoritmo de reconstrucción, presentando un valor máximo
cuando la distancia de reconstrucción coincide con la distancia de registro. Este
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proceso, es equivalente a la realización de un enfoque digital de las partı́culas en
la reconstrucción.
Al reconstruir los hologramas registrados de las partı́culas de prueba, utilizando el
valor de z para el cual el valor del contraste en la imagen final es máximo, se ob-
tiene la imagen de reconstrucción con el mejor enfoque para cada partı́cula en la
muestra utilizada. Esto puede observarse en las figuras 4.5 y 4.8.

En el caso estudiado para tres planos de enfoque, la medida del contraste máximo
se realizó de forma local, mostrando resultados satisfactorios. El máximo error por-
centual para las tres coordenadas axiales calculadas, respecto a las determinadas
dentro del experimento, resultó ser 2.7 %. La localización 3D para estas partı́culas
se realiza de forma satisfactoria, como se muestra en la figura 4.21.

4. La determinación del tamaño de las partı́culas de prueba, se realizó satisfactoria-
mente, utilizando una herramienta de análisis de imágenes que aproxima el área
de cada partı́cula a un cı́rculo, del cual se extrae el valor del diámetro. Los histogra-
mas hallados a partir del cálculo del diámetro de las partı́culas, muestran que su
tamaño se encuentra distribuido en un rango de 80 µm - 150 µm.

El error en la determinación de este ”diámetro equivalente”se estimó en 6.7 µm,
que corresponde a la medida en micras de un pı́xel en la imagen.

5. En la determinación de la coordenada axial y el diámetro de las partı́culas
estudiadas, se identificaron cuatro fuentes de error en las medidas:

(a). La definición del paso ∆z dentro del algoritmo de reconstrucción, para el
cálculo del contraste de las imágenes reconstruidas, proporciona una incertidumbre
de 0.05 cm (500 micras) en el valor de la coordenada axial, en cada caso estudiado.

(b). Para el cálculo del diámetro, la elección del valor umbral para binarizar las
imágenes reconstruidas, altera considerablemente en algunos casos, la cantidad
de información de cada partı́cula que contribuye a la determinación de su diámetro.

(c). Una iluminación poco uniforme de las muestras, hace que aún después de
aplicar un umbral sobre los valores de intensidad en la imagen, aparezcan manchas
blancas que no corresponden a información de ninguna partı́cula, sino que pueden
considerarse como ruido, pero que aún ası́, alteran el valor de las medidas.

(d). Finalmente, la presencia de regiones con agrupamiento de partı́culas den-
tro de la muestra, ocasiona la aparición de datos falsos de diámetro de partı́culas,
que corresponden a todo el cluster y no a cada una de las partı́culas que lo com-
ponen, como es el interés de la medida.
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Dentro de los métodos de reconstrucción de hologramas digitales, implementados en
el campo de la holografı́a digital a nivel nacional, es la primera vez que este proceso se
realiza utilizando la transformada wavelet. A partir de esto, y considerando los resultados
alcanzados en esta investigación, se pueden mencionar las siguientes perspectivas de
este trabajo:

1. Dado que la construcción de la familia de funciones wavelet no es única para todo el
conjunto de señales que pueden analizarse aplicando la transformada wavelet, es
posible explorar otras definiciones alternativas a la mostrada en la ecuación 2.43,
que incluyen funciones wavelet complejas. Este tipo de funciones, permiten recon-
struir hologramas en configuraciones fuera de eje y realizar el filtrado de la imagen
conjugada sobre la reconstrucción, a través de la elección de los parámetros de la
función que resulten más adecuados.

2. El estudio de la reconstrucción de hologramas digitales, utilizando otro tipo de fun-
ciones wavelet base, permitirı́a evaluar sus ventajas respecto a otros métodos de
reconstrucción numérica, y definir los campos de aplicación en los cuales podrı́a ser
una ventaja la reconstrucción de los hologramas utilizando la transformada wavelet.

3. Dentro de los resultados, se encontró que para las porciones de la muestra estudi-
adas, la mayor parte de las partı́culas tenı́an un tamaño dentro de un intervalo de
80 µm - 150 µm, rango en el cual pueden encontrarse partı́culas de niebla, bur-
bujas de aire, polvo de carbón, polvo de cemento, y algunos minerales flotantes,
lo que hace posible pensar en aplicar la técnica de medición de tamaño de grano
implementada, al estudio de sistemas que involucren esta clase de elementos.

4. Otro tipo de sistemas que pueden estudiarse aplicando esta técnica de medición,
son aquellos en los cuales las partı́culas de la muestra se encuentran en suspen-
sión. En estos casos, el cálculo del valor del contraste máximo puede ser útil en
la determinación de la posición axial de cada una de las partı́culas en la muestra,
que ahora estarı́an distribuidas en planos objeto que no se encuentran a la misma
distancia del sensor.



Apéndice A

Intensidad en un holograma de
Fraunhofer en ĺınea

Partiendo de la ecuación 2.9 encontrada en el capı́tulo 2, que corresponde a la
primera solución de Rayleigh-Sommerfeld para describir la difracción en una pantalla
plana, se detalla la deducción de la expresión para la intensidad I(x, y), en el plano de
registro.

La primera solución de Rayleigh-Sommerfeld, puede expresarse de la siguiente for-
ma:

A(x, y) = −iexp(ikz0)

λz0

∫∫

Σ

(1 −O(ξ, η))exp
{ iπ

λz0
[(x− ξ)2 + (y − η)2]

}
dξdη. (A.1)

La intensidad I(x, y) en el plano de registro, puede encontrarse multiplicandoA(x, y)
por su complejo conjugado:
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I(x, y) =
(
− i

λz0

)2
{[∫∫

Σ

exp

{
iπ

λz0

[(x− ξ)2 + (y − η)2]

}
dξdη

−
∫∫

Σ

O(ξ, η)exp

{
iπ

λz0
[(x− ξ)2 + (y − η)2]

}
dξdη

]

×

[∫∫

Σ

exp

{
− iπ

λz0
[(x− ξ)2 + (y − η)2]

}
dξdη

−
∫∫

Σ

O∗(ξ, η)exp

{
− iπ

λz0
[(x− ξ)2 + (y − η)2]

}
dξdη

]}
, (A.2)

donde se han separado los términos 1 y O(ξ, η). Los términos exponenciales pueden
separarse en su parte real e imaginaria, utilizando la identidad de Euler,

eix = cos(x) + isen(x) (A.3)

con lo que se obtiene,

∫∫

Σ

exp

{
± iπ

λz0
[(x−ξ)2+(y−η)2]

}
dξdη =

∫∫

Σ

Cos

{
π

λz0
[(x−ξ)2+(y−η)2]

}
dξdη

±
∫∫

Σ

Sin

{
π

λz0
[(x− ξ)2 + (y − η)2]

}
dξdη. (A.4)

Evaluando las integrales en la ecuación A.4, se llega a los siguientes resultados

∫∫

Σ

Cos

{
π

λz0
[(x− ξ)2 + (y − η)2]

}
dξdη = 0 (A.5)

±
∫∫

Σ

Sin

{
π

λz0
[(x− ξ)2 + (y − η)2]

}
dξdη = ±iλz0.

Teniendo en cuenta que,
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e±i
π
2 = ±i, (A.6)

los términos que involucran términos con i, pueden expresarse como exponenciales.
Reemplazando los resultados en la ecuación A.5 dentro de la ecuación A.2 para la inten-
sidad, se tiene

I(x, y) =
(
− i

λz0

)2
{[

λz0e
iπ
2 −

∫∫

Σ

O(ξ, η)exp

{
iπ

λz0

[(x− ξ)2 + (y − η)2]

}
dξdη

]

×
[
λz0e

− iπ
2 −

∫∫

Σ

O∗(ξ, η)exp

{
− iπ

λz0
[(x− ξ)2 + (y − η)2]

}
dξdη

]}
. (A.7)

Realizando los productos indicados y reorganizando términos,

I(x, y) = 1 − e−
iπ
2

λz0

∫∫

Σ

O(ξ, η)exp

{
iπ

λz0

[(x− ξ)2 + (y − η)2]

}
dξdη

− e
iπ
2

λz0

∫∫

Σ

O∗(ξ, η)exp

{
− iπ

λz0
[(x− ξ)2 + (y − η)2]

}
dξdη

+
1

λ2z2
0

∫∫

Σ

O(ξ, η)exp

{
iπ

λz0
[(x− ξ)2 + (y − η)2]

}
dξdη

×
∫∫

Σ

O∗(ξ, η)exp

{
− iπ

λz0

[(x− ξ)2 + (y − η)2]

}
dξdη. (A.8)

Aplicando la condición de campo lejano de la ecuación 2.1, los términos cuadráticos
en el sistema coordenado de la apertura resultan ser menores que los términos cuadráticos
en el plano de registro, por lo cual no son considerados. Se tiene por tanto:

iπ
λz0

[
(x− ξ)2 + (y − η)2

]
≈ iπ

λz0

[
(x2 + y2) − 2(xξ + yη)

]
.

Con esta consideración, la intensidad toma la forma,
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I(x, y) = 1 − e−
iπ
2

λz0

∫∫

Σ

O(ξ, η)exp

{
iπ

λz0

[(x2 + y2) − 2(xξ + yη)]

}
dξdη

− e
iπ
2

λz0

∫∫

Σ

O∗(ξ, η)exp

{
− iπ

λz0
[(x2 + y2) − 2(xξ + yη)]

}
dξdη

+
1

λ2z2
0

∫∫

Σ

O(ξ, η)exp

{
iπ

λz0
[(x2 + y2) − 2(xξ + yη)]

}
dξdη

×
∫∫

Σ

O∗(ξ, η)exp

{
− iπ

λz0

[(x2 + y2) − 2(xξ + yη)]

}
dξdη. (A.9)

La expresión anterior puede reescribirse como

I(x, y) = 1 +
i

λz0
e

iπ
λz0

(R2)

∫∫

Σ

O(ξ, η)exp

{
−2iπ(

x

λz0
ξ +

y

λz0
η)

}
dξdη

− i

λz0
e
− iπ

λz0
(R2)

∫∫

Σ

O∗(ξ, η)exp

{
2iπ(

x

λz0
ξ +

y

λz0
η)

}
dξdη + M, (A.10)

donde

R2=x2 + y2, y

M =
1

λ2z2
0

∫∫

Σ

O(ξ, η)exp

{
−2iπ(

x

λz0
ξ +

y

λz0
η)

}
dξdη

×
∫∫

Σ

O∗(ξ, η)exp

{
2iπ(

x

λz0

ξ +
y

λz0

η)

}
dξdη. (A.11)

Usando la identidad de Euler sobre los exponenciales que involucranR2, en la ecuación
A.10:
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I(x, y) = 1

+
1

λz0

(
icos

(
π

λz0
R2

)
−sen

(
π

λz0
R2

))∫∫

Σ

O(ξ, η)exp

{
−2iπ(

x

λz0
ξ +

y

λz0
η)

}
dξdη

+
1

λz0

(
− icos

(
π

λz0
R2

)
−sen

(
π

λz0
R2

))∫∫

Σ

O∗(ξ, η)exp

{
2iπ(

x

λz0
ξ+

y

λz0
η)

}
dξdη

+ M. (A.12)

Teniendo en cuenta que la transformada de Fourier del objeto Õ

(
x
λz0
, y
λz

)
, está dada

por,

Õ

(
x
λz0
, y
λz

)
=
∫∫
Σ

O(ξ, η)exp

{
−2iπ( x

λz0
ξ + y

λz0
η)

}
dξdη,

reemplazando esta expresión en la ecuación A.12, se obtiene

I(x, y) = 1 − 2

λz0
sen

(
π

λz
R2

)
<
[

Õ

(
x
λz0
, y
λz

)]

+ cos

(
π

λz0
R2

)
=
[

Õ

(
x
λz0
, y
λz

)]
+ 1
λ2z20

Õ

(
x
λz0
, y
λz

)
Õ∗
(

x
λz0
, y
λz

)
, (A.13)

donde < e =, simbolizan parte real e imaginaria respectivamente.

El término correspondiente a la parte imaginaria de la transformada de Fourier del
objeto, se anula cuando la parte real del objeto es par y su parte imaginaria impar. De esta
forma, se tiene una expresión para la intensidad en el plano de registro que resulta ser
una función de la transformada de Fourier del objeto, debido a que se ha considerado la
restricción sobre la relación entre el tamaño del objeto y la distancia de registro, impuesta
por la condición de campo lejano (ecuación 2.1).

A.1. Objeto circular

Un objeto con sección transversal circular es iluminado con una fuente de luz cuasi-
monocromática. La intensidad registrada en un plano ubicado a una distancia z0 del ob-
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jeto, puede determinarse partiendo de la ecuación A.13. La apertura difractante tiene en
este caso simetrı́a circular y la función de transmitancia del objeto tiene la forma

O(ξ, η) = 1 para
√

(ξ2 + η2) ≤ d/2

= 0 para
√

(ξ2 + η2) > d/2,

donde d es el diámetro del objeto. La transformada de Fourier deO(ξ, η) tiene simetrı́a
circular y está dada por

Õ

(
x
λz0
, y
λz

)
= π d

2

4

[
2J1

(
πd

√
x2+y2

λz0

)
πd

√
x2+y2

λz0

]

]
,

donde J1 es la función de primer orden de Bessel. Debido a que la función que de-
scribe el objeto es real y dentro del dominio definido, la función de Bessel tambien lo es,
al sustituir en la expresión A.13 para la intensidad registrada en el sensor, se obtiene:

I(x, y) = 1− πd2

2λz0

sen

[
π

λz0

(x2+y2)

][
2J1

(πd√x2+y2

λz0

)

πd
√
x2+y2

λz0

]

]
+

π2d4

16λ2z2
0

[
2J1

(πd√x2+y2

λz0

)

πd
√
x2+y2

λz0

]

]2

.

(A.14)

La ecuación A.14, describe la intensidad registrada en el plano (x,y) para un objeto
circular de diámetro d, que constituye el objeto de interés para este trabajo.
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