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Resumen y Abstract IX

Resumen

Este trabajo, se inicia con un recorrido histérico de la aparicion y utilizacion de las
razones trigonométricas a través del tiempo. Luego se analizan algunos aspectos
bésicos relacionados con la introduccién de este concepto a nivel didactico. Y por ultimo
se disefia una propuesta en la cual se incluyen actividades que permiten introducir
preconceptos ligados al tema en cuestion y al planteamiento y resolucién de problemas

en diferentes ramas de las ciencias aplicadas para estudiantes de grado décimo.

Palabras clave

Teorema de Pitagoras, triangulos, razones trigonométricas.

Abstract

his work, it begins with a historical tour of the appearance and utilization of the
trigonometrically reasons across the time. Then there are analyzed some basic aspects
related to the introduction of this concept to didactic level. And finally there is designed an
offer in which there are included activities that allow to introduce preconceptions ligatures
to the topic in question and to the exposition and resolution of problems in different

branches of the sciences applied for students of tenth degree.
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Introduccioén

Una de las dificultades que se presenta en el aprendizaje de las matematicas, es la poca
aplicabilidad asignada a los conceptos. Los procesos de ensefianza, ya sea por falta de
tiempo, de conocimiento, de interés o por alguna otra razén, en la mayoria de los casos
estan relacionados Unicamente con las definiciones pertinentes y los algoritmos seguidos
para su calculos dejando de lado la amplia e importante aplicabilidad de los mismos,

llevando a un proceso puramente mecanico que facilmente puede ser olvidado.

Desde los lineamientos curriculares del MEN se da un papel muy importante a la
formulacion, tratamiento y resolucion de problemas, permitiendo de esta manera darle
sentido a los conceptos matematicos, ya que adquieren valor al ser utilizados en el
contexto real del individuo desde las mismas matematicas o en otras ciencias. Desde
esta perspectiva el docente debe crear, desarrollar y resignificar estrategias para
posibilitar el aprendizaje de conocimientos matematicos y transformar los procesos de

ensenanza.

Teniendo en cuenta este noble objetivo de ensefiar se toma en este trabajo el concepto
de razones trigonométricas para plantear y resolver problemas recreando algunas
experiencias hechas a través del tiempo con el fin de que se conviertan en elementos
fundamentales en la ensefianza de la matematica para que de esa forma se tenga un
primer paso cautivante y motivador que conlleve al educando a la fundamentacion de las

nociones mas importantes.

El presente trabajo se distribuye de la siguiente forma: el primer capitulo, resalta algunos
de los aspectos historicos relevantes que condujeron a los inicios de las razones

trigonométricas, haciendo referencia a las primeras experiencias o problemas resueltos
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por los principales cientificos de las civilizaciones antiguas desde el afio 2000 a. de C.

aproximadamente hasta nuestros dias.

El capitulo 1l, aparecen definiciones, propiedades, teoremas que se consideran al
momento de elaborar la secuencia de actividades relacionadas con las razones

trigonométricas.

El capitulo Il presenta algunos hechos histéricos de la resolucion de problemas y las
implicaciones que tiene este proceso para el cerebro lo cual permita establecer
estrategias tanto para el docente como estudiante al momento de dar solucion a
problemas matematicos. Posteriormente se construye una secuencia de actividades
empezando primero por recordar conceptos relacionados con el triangulo y en especial
triangulos rectangulos para luego introducir el concepto de razones trigonométricas.
Finalmente se utilizan situaciones historicas y situaciones cotidianas para plantear y

darle solucién a problemas reales que involucren el concepto central de este trabajo.



1.Capitulo I: Aspecto histérico

Gracias a que el ser humano siempre ha sentido la necesidad de indagar sobre el
comportamiento de los fendbmenos que suceden a su alrededor ha logrado obtener
resultados importantes para mejorar su calidad de vida, uno de estos tiene que ver con
temas concernientes a astronomia y que se sustentan matematicamente con el concepto
de razones trigonométricas. Culturas como los chinos, egipcios, babilonios y griegos
sentaron las bases para que civilizaciones posteriores retomaran estas ideas primarias y
formalizaran lo que hoy se conoce como trigonometria. Desafortunadamente los datos
encontrados sobre el desarrollo de esta nociéon es muy limitado, hay datos que no son
exactos en cuanto a sus fechas y a su autor debido a la falta de sistematizacion de la

informacioén o la pérdida de algunos documentos.

1.1 Las civilizaciones antiguas

1.1.1 La cultura China

Pese a que esta cultura estaba aislada de los resultados hallados por otras civilizaciones
en el campo de la astronomia por causa de su posicion geogréfica, tenian necesidades
muy similares como el de establecer un calendario y determinar las posiciones de los
cuerpos celestes, esta labor condujo a que personajes llamados choren [1] (funcionarios
publicos dedicados tanto a las matematicas como a la astronomia) encontrardn datos

parecidos a los que desarrollaron otras culturas de la época.

Del periodo 206 a. de C. a 220 d. de C. data el libro El clasico de la aritmética del

gnomon y las sendas circulares del cielo. Algunos de los problemas que se destacan por
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la relacién con el estudio de la trigonometria son los calculos sobre agrimensura y
cuerpos celestes donde usaron el teorema de Gougu que en la cultura occidental
corresponde al teorema de Pitagoras. Se utilizaba un palo vertical que recibia el nombre
de Gu y la sombra que arrojaba se llamaba Gou que son correspondientes a los catetos

de un triangulo rectangulo. A la hipotenusa se le puso el nombre de Xian (Figura 1-1).

Figura 1-1: Teorema de Gougu [2].

Gu Xian Gu? + Gou® = Xian?

Gou

Otra forma de encontrar alturas, profundidades, distancias y posiciones era haciendo uso
de los relojes de sol o gnomon, los choren al realizar sus observaciones notaron que la
sombra variaba de acuerdo con la posicion del sol. EI método consistia en un baston
incrustado perpendicular al suelo y en la tierra se sefialaban surcos que indicaban los
distintos momentos del dia, la sombra generaba diferentes horarios. Este procedimiento
cuando se utilizaban para medidas terrestres era preciso pero cuando se aplicaban en

astronomia daban lugar a errores.

Un ejemplo en el que se hacian uso de los relojes de sol (Figura 1-2), consistia en
averiguar la altura de un arbol; para ello se conoce la distancia del arbol al Ghomon, la
longitud de la vara y la sombra que esta proyecta, los datos arrojados junto con la

semejanza de tridngulos y el teorema de Gougu permitian encontrar esta medida.

Figura 1-2: Reloj de sol o Ghomon

Gnomon

sombra
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1.1.2 Los babilonios y los egipcios

En cuanto a estas dos culturas hacia los afios 1900 a. de C. logran determinar
propiedades y teoremas concernientes a las razones entre los lados de triangulos
semejantes, por ejemplo, los babilonios establecieron la siguiente afirmacion: los lados
de los angulos correspondientes de triangulos semejantes son proporcionales. Al parecer
estas dos culturas no utilizaban las relaciones entre los angulos, quizds porque su
concepto de medida angular no era muy claro como lo es hoy en dia, por eso el

historiador Carl Boyer sugiere llamarla trilaterometria [3].

Los babilonios hacia los afios 1900 a 1600 a. de C. en su tablilla Plimpton 322 usan
ternas pitagoricas (trios de numeros que representan longitudes en tridngulos
rectangulos) estableciendo la relacién aproximada de (secA)? [3]; no se puede
asegurar que conocian la implicacion trigonométrica de estos datos hallados. En la figura
1-3 se muestra el triangulo rectangulo para los valores de la linea cinco, la tablilla
Plimpton 322 y su representacion en el sistema decimal.

Figura 1-3: Tablilla Plimpton 322 [4].

A Interpretacion (decimal)
(c/by* a c b=clraiz(C1)
c1 c2 | c3 PRUEBA

1,98340278 | 119 | 169 | 198340278 120

97 A ./L‘ & 1,94915855 | 3367 | 4825 | 1,94915855 3456

8 AR L G 1,91880213 | 4601 | 6649 | 1,91880213 4300

hipotenusa f i il 1,88624791 | 12709 18541 | 1,88624791 13500

65 S .7 - 2R N 1,81500772| 65 o7 | 1,81500772 72

¥ d 3 Tt 17851929 | 319 | 481 | 17851929 360

7 o 1 1,71998368 | 2291 | 3541 | 171998368 2700

¥ A . - 169277344 | 799 | 1249 | 169270942 960

—5 o 164266944 | 481 | 769 | 164266944 600

iy 7 A 1,58612257 | 4961 | 8161 | 1,58612257 6480

12 cateto adyacente 2 a4 U : 1,5625 45 75 1,5625 60

- f 1,48941684 | 1679 | 2929 | 143941684 2400

s “ 1,45001736 | 161 | 289 | 1,45001736 240

XLia ﬁ: 7 1,43023882 | 1771 | 3229 | 1,43023882 2700

‘ 1,38716049 | s6 | 106 | 1,38716049 S0

En lo que hace referencia a la cultura egipcia, se podria presumir que los agrimensores
primitivos o estiradores de cuerdas [5] trazaban angulos rectos, usando un triangulo de
lados 3, 4, 5 para orientar las edificaciones. Por decirlo de otra manera, usaban una
cuerda de longitud 12 y hacian nudos en las posiciones 3y 7, con lo cual después de

doblarlo obtenian el triAngulo rectangulo [6].
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De otra parte, en el Papiro de Rhind, se presentan algunas ideas de trigopnometria y de
triangulos semejantes. Se introduce un concepto que puede ser asociado con lo que
hoy se llama cotangente de un angulo, obtenido al querer mantener una pendiente
uniforme e igual en las cuatro caras de las piramides. Para dicha nocion, usaban la
palabra seqt que significa la separacion horizontal de una recta oblicua del eje vertical
por unidad de variacion en la altura. La unidad de medida utilizada para medir

horizontalmente era la mano y verticalmente era el codo y el equivalente era 7 manos

avance _ manos

igual a un codo obteniéndose la relacion seqt = , asi que en el problema

subida ~ codos

56 del Papiro de Rhind se pedia hallar el seqt de una pirdmide cuyas medidas son 250

codos de altura y la base 360 codos [3].

La solucién presentada al problema 56 en el Papiro de Rhind aproximadamente en el
afio 1650 a. de C. (figura 1 — 4) es:

> La mitad de la base es 180.

» Multiplica 250 por %+ §+ % hasta llegar a 180.
» Recordando que 7 manos es igual a un codo, se multiplica 7 * (%+ %+ %) y el

1 . . P
resultado es seqt = 5 Py este valor coincide con la cotangente del angulo a.

Figura 1-4: Problema 56 del Papiro Rhind.

250 codos

250 codos

360 codos 180 codos

1.1.3 Los griegos

Una de las ciencias méas desarrolladas por los griegos era la Astronomia (600 a. de C. -
400 d. de C.), asi que una de sus principales tareas era darle una estructura matematica

a todos los fendbmenos naturales que observaban. Para realizar ésta labor, necesitaron



Capitulo | 7

de lo que hoy se conoce como trigonometria esférica, la cual a su vez requeria de lo que
actualmente se desarrolla como célculo de funciones trigonomeétricas que daria origen a
la trigonometria plana. En realidad, trabajaron mucho sobre la resolucion de triAngulos,
haciendo que la astronomia de posicion se aislara a la practica y fue aqui donde las
funciones trigonométricas adquirieron su importancia [3]. Algunas de las principales

referencias de célculos asociados con la trigonometria estan dados por

Thales de Mileto (630 — 545 a. de C.) [6], es uno de los principales referentes de la
cultura griega en muchos de los resultados asociados con la geometria especialmente.
Entre los logros mas importantes esta el de haber calculado la altura de la gran pirdmide
(figura 1 — 5) empleando al igual que otras culturas la teoria de triangulos semejantes;
para ello us6 la sombra de la piramide y la longitud de su bastdén que colocé de manera

perpendicular al piso.

Figura 1-5: Thales de Mileto y La Gran Piramide [7].

A los griegos, se les abona el hecho de que por primera vez de forma ordenada y
sistematica se establecen las relaciones entre los dngulos centrales en un circulo y las
longitudes de las cuerdas que los subtienden. Nuevamente, problemas propios de la
astronomia tales como averiguar las posiciones de los cuerpos celestes del universo

condujeron a que cientificos como HipOcrates, Eratdéstenes de Cirene, Aristarco de
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Samos, Arquimedes y Eudoxio realizaran los calculos que les permitié elaborar tablas

trigonométricas que relacionan angulos y cuerdas en un circulo.

Es muy posible que Eudoxio (408 - 355 a. de C.) antes que Aristarco, utilizara los datos
de las cuerdas para hallar el perimetro de la tierra y las distancias relativas del sol y la

luna.

Entre los muchos resultados asociados a Arquimedes (287 - 212 a. de C.) se le atribuye
el llamado teorema de la cuerda rota (figura 1 — 6) que enuncia lo siguiente. Dado

AC > AB y E el punto medio del arco ABC. Demostrar que AB + BD = DC.

Figura 1-6: Teorema de la cuerda rota [8].

El teorema de la cuerda rota conduce a las identidades trigonométricas para la suma,

diferencia y producto de angulos [9].

Aristarco de Samos (310 - 230 a. de C.) escribe el tratado Sobre los tamafios y las
distancias del sol y la luna. El llega a la conclusion, que la razon del arco a su cuerda en
un circulo disminuye segun el angulo decrece de 180° a 0°, tendiendo hacia el limite 1
[3]. También encontré lo que en lenguaje moderno seria que la relacion entre la distancia
de la luna a la tierra y la distancia del sol a la tierra que corresponde a sin 3 (figura 1- 7).

Para obtener éste resultado utilizé un teorema geométrico muy famoso en esa época que

sin « a tana

se expresarl'a actualmente como: <=-<—,
os 8 B tan 8

para 0 < f < a <90,

C s . 1 . 1 z . - - .
permitiéndole deducir que 70 < sin3 < o5 Por estarazon afirmo que el sol esta alejado
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entre 18 a 20 veces mas de la tierra que de la luna. Este valor fue mas cercano que el
encontrado por Eudoxio y Fidias, la falta de exactitud se debe a un error de observacion

al medir el angulo formado Luna-Tierra-Sol ya que debia ser 89°50'

Figura 1-7: Distancia sol-luna-tierra

luna sol

87°

tierra

Aristarco determiné también que el sol y la luna debian estar en la misma razén, ya que
se veian aproximadamente bajo el mismo angulo % ° de observacion desde la tierra.
Teniendo este valor junto con la observacién de los eclipses lunares le permitié afirmar
gue la anchura del cono de sombra proyectada por la tierra, a la distancia en que lo

atraviesa la luna es de unas dos veces la anchura de la luna, mas exactamente, si

Rs = radio del sol, Rt = radio de la tierra, RI = radio de la luna,
Ds = distancia del sol a la tierra y DI = distancia de la luna a la tierra (figura 1- 8).
Rt—2Rl _ DL Rt—2RI

Entonces remplazando = 119 de donde Rl = g Rt llegando

19RI-Rt

. . . . 108 Rt 60 19 R 43
finalmente al siguiente razonamiento: -—<—<=- y —<—<= [3].
43 RI 19 3 Rt 6

Rs—Rt  Ds’

Figura 1-8: Relacion distancia Sol-Luna-Tierra.

m.
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Eratostenes de Cirene (276 — 194 a. de C.). Este cientifico griego es el que determino el
radio de la tierra con mayor precisidn en su época, dato que utiliz6 posteriormente para
determinar el radio del soy y la luna. Eratéstenes “observd que el dia del solsticio de
verano a mediodia el sol alumbraba directamente en vertical el fondo de un pozo muy
profundo en la localidad de Syena (préximo a la actual Assuan), mientras que al mismo
tiempo en Alejandria, situada aproximadamente en el mismo meridiano y 5000 estadios
al norte de Syena, el sol proyectaba una sombra que indicaba que la distancia angular
del sol al cenit era de un cincuentavo de un circulo completo. A partir de la igualdad de
los angulos correspondientes S'’AZy S”"OZ (figura 1 - 9), resulta que la circunferencia de
la tierra debe ser igual a 50 veces la distancia entre Syena y Alejandria. Esto supone un
perimetro de unos 250000 estadios, o bien, como el estadio equivale a unos 185m., de
unos 46000 km. Otras estimaciones posteriores fijaron el numero anterior en 252000
estadios, probablemente con la intencion de obtener la cantidad redonda de 700 estadios

por grado” [3].

Figura 1-9: Perimetro de la tierra.

Alejandria

fe) iena s~

En la transicion de HipOcrates a Eratostenes (dos siglos y medio), los matematicos se
encargaron de estudiar relaciones entre rectas y circunferencias, y habian utilizado estos
resultados en astronomia pero no se sistematizé la informacion en documentos por

escrito.
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Hiparco de Nicea (180 — 125 a. de C.). Se le considera el padre de la trigonometria por
sSus aportes sistematicos en esta rama, lo cual le permitié hacer célculos trigopnométricos
sencillos que se necesitaban en los trabajos sobre astronomia. Sus observaciones lo
llevaron a calcular el equivalente de una tabla rudimentaria de senos para una serie
completa de angulos. Este proceso consistia en tomar una circunferencia de radio r y
registrar los datos entre 0° y 180° de la longitud de la cuerda delimitada por los lados del
angulo central y la circunferencia a la que corta. No se sabe cuando se utilizd
metddicamente la division de la circunferencia en 360° pero todo indica que fue Hiparco

con su tabla de cuerdas [3].

Menelao de Alejandria (siglo | d. de C.). Se le asocia con la escritura de un tratado de
cuerdas en un circulo, compuesta de seis libros en los cuales deduce algunas
identidades trigopnométricas. Su nombre sobresale con el llamado teorema de Menelao
(figura 1 — 10) importante tanto en la trigopnometria esférica como en la astronomia, que
posteriormente Tolomeo utilizaria en toda la teoria de triAngulos rectangulos esféricos

gue utilizé en el Almagesto [10].

Figura 1-10: Teorema de Menelao.

A B

Teniendo en cuenta los puntos A, B, C que forman el triangulo ABC, y los puntos D, E, F

gue se encuentran en BC, AC AB, entonces el teorema establece que D, E, F son
, . .. . A TD _ BF
colineales siysoélosi: =* —x == 1.
EC DB FA
Claudio Tolomeo de Alejandria (85 — 165 d. de C.). Motivado por las exigencias del
calculo astronémico casi logra describir la trigonometria como una rama de la matematica
distinta de la geometria y la astronomia, solamente le hizo falta para este objetivo mas

herramientas del algebra. En su obra mas significativa EI Almagesto (el mas grande),
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compilé la construccién de sus tablas trigopnométricas utilizando para ello: el catadlogo de
posiciones de estrella que dejé Hiparco, el seno de la diferencia de dos angulos (la

cuerda de una diferencia de dos arcos), la férmula moderna del seno del angulo mitad

1 1- .
sin a = /% (conociendo la cuerda de un arco dado, entonces se puede calcular la

cuerda del arco mitad) y sus teoremas geométricos equivalentes a las formulas de la

adiciéon de angulos para el seno y el coseno conocidas como férmulas de Tolomeo [6].

Los griegos, hindues y arabes utilizaban cuerdas en un circulo (lineas trigopnométricas) y
Tolomeo le asigné valores aproximados de medio en medio grado entre %2° hasta 180°
(tabla actual de seno de angulos desde %° hasta 90° de cuarto en cuarto grado [3]). Para
ello tenia que buscar como subdividir la circunferencia de un circulo y subdividir el
diametro del mismo circulo, pero en esta época ya se contaba con la division de la
circunferencia en 360 partes lo que le sugirié a Tolomeo dividir sus grados en 60 y cada

uno de ellos en 60, dando origen a los minutos y segundos.

Una vez que Tolomeo tenia su método claro, sus valores eran por ejemplo, la cuerda de
un arco de 120° sera 60v/3 = 103 partes 55y 33”. Luego siguid con el angulo de 36° y
72° para ello utilizé un teorema de Euclides en el que se demuestra que los lados del
pentagono regular, del hexadgono regular y el decagono regular inscritos en una misma
circunferencia, forman un triangulo rectangulo. Este trabajo lo complemento Apolonio

para las cuerdas de los arcos de 6°, 3°, 1°, 1%°y 3°.

Las identidades trigonométricas en el lenguaje de Tolomeo serian [3]

. cuerda 2x cuerda ( 180°— 2x) cuerda 2x
sinx = ———— Cosx = tanx = —— , para
120 120 cuerda(180°— 2 x)

esta época aun no se utiliza la expresién seno de x, sino la cuerda del doble del arco x,

donde cuerda 2x = 2 sinx [10].

Desde Hiparco hasta Tolomeo se llevaron importantes progresos en astronomia,
geografia, 6ptica y mecanica, pero en mateméaticas los avances fueron poco significativos
quizas por la deficiencia y limitaciones del algebra geométrica griega y no importo que la
trigonometria y las técnicas de medida estuvieran en un primer plano. Ademas, no esta

claro ni siquiera si hubo o no algun progreso importante en la trigonometria de Tolomeo,
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respecto a la de Hiparco, e incluso, a la de Apolonio y Arquimedes cien afios antes. Sin
embargo, gracias a que los arabes y los hindles se interesaron por la matematica griega

permitié ser puente entre la matematica antigua y el mundo moderno [6].

1.1.4 Indios

Durante los afios 500 a 1200 los indios se encargan de remplazar la trigonometria griega
de cuerdas a una trigonometria de correspondencia entre el angulo central subtendido

por la cuerda total, de esta forma nace la actual funcién seno de un angulo.

Las tablas mas antiguas de seno aparecen en la obra Aryabhata para los angulos
menores o iguales que 90° para 24 intervalos angulares iguales de 3 %° cada uno y en
los Surya-siddhanta se tratan problemas astrondmicos cuya solucion estaba en la
trigonometria plana, donde, inicialmente usan métodos gréaficos y luego desarrollaban

reglas de célculo [3, 6] .

1.1.5 Arabes (750 — 1300)

La trigonometria es la rama de las matematicas que cultivaron con mayor presteza
gracias a los problemas de astronomia de la época, para ello adoptaron y trabajaron con
la trigonometria hindu la cual se fundamentaba en la funcién seno, concepto que dieron a

conocer en el continente europeo.

Ya para esta época la trigonometria se consideraba como ciencia independiente y
algunos personajes que contribuyeron para que este hecho se diera fueron: Al - Battani
en el siglo IX, fue el que hizo el primer progreso notable al utilizar no sélo la geometria
sino también el algebra al desarrollo de la trigonometriay empled por primera vez en sus
trabajos los términos de seno y coseno. Al — Habas que se sitta por los afios 770 a 870,
introduce la funcion trigonométrica de la tangente y realiza las tablas de seno, tangente,
cotangente, cosecante; Abul - Wafa perfecciona el calculo mediante tablas
trigonométricas obteniendo una exactitud de 8 decimales en el sistema sexagesimal. At

— Tusi (1201- 1274) por primera vez da un tratado completo de trigonometria del
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triangulo plano y esférico, empleando el triAngulo polar y da las funciones
trigonométricas con una aproximacion de 17 decimales [8]. Nasir — Eddin (1201 — 1274)
elabora el primer libro de trigonometria plana y esférica como disciplina matemética
independiente, en esta obra se tratan las seis relaciones trigonométricas y se dan reglas
para resolver problemas concernientes a triangulos planos o esféricos. Esta obra muestra

muy buenos sustentos matematicos pero no logré ser conocida.

Los intelectuales latinos del siglo XII mostraron gran interés por la trigonometria arabe y
es en sus traducciones que sale la palabra seno; los hindues utilizaban la palabra jiva y
los &rabes jiba para designar la semicuerda utilizada en trigonometria, es Roberto de
Chester en una confusioén en la traduccién que lo asocio con la palabra jaib que significa

bahia y su traduccion en latin es sinus [3].

Otro dato interesante de esta cultura es que sugirieron trabajar con la circunferencia
unidad remplazando a la utilizada por Tolomeo que era de radio 60, este trabajo dio lugar

a los valores modernos de las relaciones trigonométricas [11].

1.2 Renacimiento

Esta es una época fundamental para el nacimiento de muchos conceptos matematicos
importantes para nuestra era actual. Durante el final de la edad media, el renacimiento y
principios del barroco se trabajé fuertemente con lo que tiene que ver con fendmenos
celestes (eclipses y constelaciones planetarias), observando principalmente sucesos que
tuvieran cierta periodicidad, datos que se utilizarian para un conocimiento mas profundo
de las estrellas. Es asi, como empiezan las primeras aplicaciones de la trigonometria a

la refraccion y a otros fendmenos fisicos.

En este periodo Leonardo de Pisa (Fibonacci) (1175- 1245) en su obra Liber abaci
menciona la identidad algebraica (a? + b?)(c? + d?) = (ac — bd)? + (ad + bc)?, siendo
a, b, c y d funciones de una variable y con las restricciones adecuadas, esta igualdad
incluye toda la trigonometria elemental [9]; la cual se sabe que se deriva de las
relaciones obtenidas de la circunferencia unitaria, cuyos elementos (x, y) satisfacen la

ecuacion x? + y? =1.
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Si (a, b) y (c, d) son puntos de la circunferencia unitaria entonces a?+ b2=1 'y
c?+d* =1 ysisedefine x=ac—bd y y=ad+bc entonces la identidad
(a? + b?)(c? + d?) = (ac — bd)? + (ad + bc)? dice que (x,y) estd en la circunferencia

unitaria

Otro personaje es Regiomontano (Juan Mdller, 1436 - 1476) considerado como el
matematico mas grande del renacimiento, escribe independientemente una trigopnometria
plana y esférica marcando el verdadero renacimiento de la trigonometria. Hasta el
momento se tenia sélo reglas, teoremas y tablas auxiliares sueltas dependientes para el
manejo de observaciones astronémicas. Su obra cumbre De triangulis omnimodis,
contiene en el libro | conceptos fundamentales sobre magnitudes y razones y 50
proporciones para la resolucién de triangulos basados en propiedades de los triangulos
rectangulos. El libro Il demuestra el teorema del seno y ejemplos sobre determinacion de
angulos, lados o areas de tridngulos planos. Libro Il y IV trata sobre trigonometria
esférica. Otro libro importante de Mdller es Tabulae Directionum (1464 — 1467) donde
incluye una tabla de tangentes de grado en grado con cinco cifras decimales, inicialmente

el nombre dado por él a la tangente fue numeros [3, 9].

1.3 Epoca de transicion al barroco (1475 — 1580)

Dentro de este periodo se tiene a J. Shdner (1477 — 1547) quien edita la trigonometria
de Regiomontano; en 1542 se publica la obra de Nicolas Copérnico obteniendo
excelentes avances trigonométricos muy similares a los de Regiomontano gracias a que
logro demostrar que la tierra giraba alrededor del sol; pero el discipulo de Copérnico
Georg Joachim Rheticus en su obra Opus palatinum de triangulis establece las
relaciones trigonométricas ya no con un arco de circunferencia sino como proporciones
respecto a los lados de un triangulo rectangulo, calculando tablas detalladas de las 6
funciones [3, 9, 11].
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1.4 Epoca moderna

Se encuentra al sefior Francois Viete (1540 — 1603) quien escribe una astronomia
extensa, trata de corregir las ideas de Tolomeo sobre la teoria de los planetas y basa sus
estudios con la trigonometria de Regiomontano y las Tablas de Rheticus. En su Canon
mathematicus calculé tablas para representar las seis razones trigonométricas de
minuto en minuto, con una precisién de cinco decimales respecto a los minutos y de diez
decimales para los grados enteros; incorpora también férmulas para expresar las
funciones de angulos mdltiples en funcién de potencias de las funciones de &angulos
simples. Llega al primer progreso notable hacia la generalizacion de los métodos del
algebra y de la trigonometria, y de aqui al progreso de toda la matematica y haciendo uso
del algebra y de las seis funciones trigonométricas obtiene muchas identidades tanto
para la trigonometria esférica como plana. Con los aportes Viete en 1750 la trigonometria
ya era del domino del analisis [6] y es durante este periodo que por primera vez se utiliza
el término de trigonometria y aparece el primer texto con este nombre, cuyo autor es
Bartolomé Pitiscus, profesor de matematicas de Heidelberg, Alemania, este libro exponia

solamente lo referente a medicion de triangulos sin tener en cuentas las aplicaciones [3,
6].

Al evolucionar la ciencia moderna posterior a Galileo, la astronomia no fue ya sino una
ciencia entre muchas y las funciones trigonométricas (o circulares) demostraron ser
indispensables para el desarrollo del conocimiento cientifico. El seno y el coseno derivan
su importancia cientifica de dos propiedades: son las dos funciones periddicas mas
sencillas, y son los primeros ejemplos de una serie de funciones ortogonales. Ambas
propiedades quedaban varios siglos en el futuro cuando los arabes terminaron su obra; la
segunda tenia que esperar al calculo integral. La ortogonalidad esta en la base de las
aplicaciones modernas del seno y del coseno, haciendo posible la resolucién de
importantes problemas de contorno que surgen de las ecuaciones diferenciales de la

fisica matematica.

Aporte importante en este tiempo, el trabajo con triangulos esféricos y planos que se
simplifica con el método prostaferético, el cual se basa en la relacion

2sinasinb = cos(a — b) — cos(a + b), para reducir las multiplicaciones a sustracciones.
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De esta manera se orienta la trigopnometria plana hacia otro rumbo y 50 afios después
estos procedimientos se sitan hacia los logaritmos siendo esta una herramienta mas
eficaz y sencilla de manejar para solucionar problemas no sélo prostaferéticamente [9].
En este periodo se destaca a los siguientes matematicos: el militar S. Steven (1548 —
1620) quien realiza pequefias mejoras a la teoria de trigonometria para la solucion de
problemas relacionados con asuntos nauticos, militares y geogréficos. Pronto se imponen
las tablas del seno, tangente y secante propuesta por Th. Fink (1561 — 1656). Lamberte
(1765) y Legendre (1787) muestran como la trigopnometria esférica puede convertirse en
plana. Cagnoli realiza un compendio de conocimientos trigonométricos (1786).
LaGrange reduce toda la trigopnometria al teorema de los cosenos. Euler a través de su
obra Introduction desarrolla las funciones circulares de forma elemental haciendo uso del
algebra y la geometria, las funciones trigonométricas ya nos son segmentos, sino
razones de éstos, considerado como el verdadero creador de la trigopnometria moderna,
definiendo las funciones trigopnométricas mediante expresiones con exponenciales de

nimeros complejos [9].

Durante el siglo XX y XXl| esta rama de la matemética ha realizado muchas
contribuciones en el andlisis de los fendbmenos de onda y oscilatorio, asi como el
comportamiento periodico, el cual se relaciona con las propiedades analiticas de las
funciones trigonométricas. En astronomia se utiliza para medir distancias a estrellas
proximas, para la medicion de distancias entre puntos geogréficos, y en sistemas de

navegacion satelital haciendo uso del sistema de posicién global (GPS).






2.Capitulo ll: Aspectos conceptuales

Antes de enfrentarse a resolver problemas en matematicas se hace necesario el
conocimiento de conceptos basicos. La mayoria de las ideas que se tendran en cuenta
en este capitulo referente a triangulos fueron estudiadas por los jovenes de grado décimo
en cursos anteriores, se retomaran con el fin de reforzar la introduccién de la nocion de

razones trigonomeétricas.

Este capitulo empieza con una presentacién de triangulos y algunas propiedades de
ellos, seguido de los triangulos rectangulos y sus caracteristicas; luego sigue una
ilustracién de angulos y sus sistemas de medida. A continuacion se exhiben las seis
relaciones de los lados con respecto a un angulo, en un tridngulo rectangulo. La seccién
termina con ideas acerca de las aplicaciones de la trigonometria a triangulos rectangulos.
Para un complemento y mayor profundidad acerca de los conceptos propuestos en este

capitulo, se pueden seguir las referencias [12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19].

2.1 Trigonometria

En la antigliedad para dar solucibn a problemas en areas como la astronomia, la
navegacion, la geografia se hizo uso de relaciones entre lados y angulo de un triangulo

rectangulo, dando origen a la trigonometria [12].

La palabra trigonometria se deriva de dos raices griegas, Tpiywvov, que significa
triangulo y perpov, medida. Entonces, el término trigonometria, se refiere a las varias

relaciones entre los angulos de un tridngulo y sus lados.
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2.2 Angulos

Sobre un plano determinado, se considera una semirrecta con origen O y que pasa por el
punto A, la cual se denota como 0A4. Sea B un punto en el plano fuera de esta semirrecta
y se hace girar manteniendo el punto inicial O fijo hasta obtener la semirrecta 0B. Se
logra de esta manera lo que se llama un angulo de lado inicial 04 y lado terminal OB y
O es el vértice, este angulo se denota como < AOB (Figura 2-1). Es posible que 04 haga

varios giros en cualquier direccion alrededor de O antes de llegar a la posicién de OB, por
esta razén, muchos angulos diferentes tienen los mismos lados iniciales y terminales,
este conjunto de angulos reciben el nombre de angulos coterminales, por ejemplo, los

angulos de 30°, 390° y -330° como se ilustra en la Figura 2-2.

Figura 2-1: Angulo.

lado terminal

»
O lado inical A

La posicion estandar de un angulo (o angulos en posicién normal) es aquel que tiene su
vértice en el origen de un sistema de coordenadas cartesianas, el lado inicial coincide
con el eje X positivo y el lado final estd contenido en uno de los cuatro cuadrantes

determinados por el sistema cartesiano, o esta sobre uno de los ejes . Si 04 se hace

girar en direccion contraria a las manecillas del reloj hasta la posicion terminal OB, el
angulo es positivo y si se gira en la misma direccion a las manecillas del reloj, el angulo

es negativo.



Capitulo Il 21

Figura 2-2: Posicion estandar de un angulo y &ngulos coterminales.

lado terminal

(7
\§;

~

El cuadrante al que pertenece el angulo es donde se encuentre el lado terminal y si cae
sobre un eje coordenado se llama angulo cuadrantal. Por ejemplo, en la Figura 2-3
el <BOA esti en el primer cuadrante, el < COA estd en el tercer cuadrante y el

< DOA es un angulo cuadrantal.

Figura 2-3: Cuadrante de un angulo.

2.2.1 Medida angular

Existen dos sistemas de unidades para medir la amplitud de un angulo.

= Sistema sexagesimal. Se toma la circunferencia y se divide en 360 partes iguales. El
angulo con vértice en el origen establecido por una de estas partes tiene una medida
de 1°. Teniendo en cuenta el sentido del giro en la Figura 2-3 el < BOA mide 52°, el
< COA mide -150°y el < DOA mide 270°.
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= Medida en radianes. Para definir un angulo cuya medida en radianes es 1, se
considera una circunferencia de radio r. Un angulo central de una circunferencia es
aquél cuyo vértice se encuentra en el centro de esta. Si 8 es el angulo central que se
muestra en la Figura 2—4, se dice que el AP subtiende a 6. Si la longitud de AP es

igual al radio r de la circunferencia, entonces 8 tiene la medida de un radian.

Figura 2-4: Angulo central 6.

Para determinar la medida en radianes que corresponde a 360°, se debe calcular
el nimero de veces que puede trazarse un arco circular de longitud r sobre la
circunferencia. Como el perimetro de una circunferencia es 2mr, el numero de
veces que pueden caber r unidades es 2m. Asi, un angulo que mida 27 rad

corresponde a la medida de 360° (figura 2-5).

Figura 2-5: Equivalencia entre los dos sistemas.

r

Para el caso de la figura 2-2 las equivalencias estan en la siguiente tabla
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Tabla 2-1: Equivalencia entre grados y radianes.

Sistema sexagesimal

Medida en radianes

© 0 «2m p
3600 ¢
< BOA 52° B
45
< COA -150° _2 T rad
< DOA 270° 3
5 T rad

2.2.2 Longitud de arco y area

Si se considera una circunferencia de radio r y un arco de longitud s que subtiende un

angulo 6 radianes, entonces se tiene que s = r 8 (Figura 2-6).

Figura 2-6: Ejemplo grafico longitud de arco y area.

s=2863cm

A=441cm?

e .z . . . 1
Y el area de la region circular determinada viene dada por A = > r2 0
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2.3 Triangulos

Si A, B y C son tres puntos cualesquiera no alineados, entonces la reunion de los

segmentos AB, BC Y AC se llama un triangulo y se simboliza A ABC (Figura 2-7).

Figura 2-7: Elementos del triangulo.

i}
, vértice
.-/". .
angulo |
exterior_/

/)‘ angulo
A interior

D B C

Los puntos A, By C se llaman vértices y los segmentos AB, BC Y AC se llaman lados.
Los angulos < ABC, < ACB y < BAC se denominan angulos interiores del triangulo. Un
angulo exterior es un angulo formado por uno de sus lados y la prolongacion de otro de
sus lados, el angulo < ABD es exterior al A ABC.

Las siguientes son algunas de las propiedades mas importantes asociadas a un

triangulo.
= Propiedad 1.

En todo triangulo, la suma de las longitudes de cualquier par de lados es mayor que
la longitud del tercer lado. Esta propiedad se conoce como desigualdad triangular
(Figura 2-8).

Figura 2-8: Desigualdad triangular.
a+b >c,
b+c > a,

a+c >b. C
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= Propiedad 2.

En todo triangulo,
(Figura 2-9).

la suma de

Figura 2-9: Medida de los angulos internos de un triangulo.

06,3 °

103,4°

203°

2.3.1 Clases de triangulos

las medidas de sus angulos internos es 180°

56,3° + 103,4°+20,3° = 180°

= Los triAngulos se pueden clasificar segin la medida de sus angulos (Tabla 2-2).

Tabla 2-2: Clasificacion segun la medida de sus angulos.

Tridngulo acutangulo

Tridngulo obtusangulo

Triangulo rectangulo

Todos sus angulos son
agudos (menores de 90°)

Uno de sus angulos es obtuso
(mayor de 90°)

Uno de sus angulos es
recto (90°)

= También se pueden clasificar de acuerdo con las medidas de sus lados.
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Tabla 2-3: Clasificacion segun la medida de los lados.

Triangulo equilétero Triangulo isOsceles Tridngulo escaleno
Todos sus lados son Dos de sus lados son No tiene un par de lados
congruentes congruentes congruentes
' 127 cm

216cm/  216cm

216cem

2,16¢c 2 16 cm

1,74 cm

* Propiedad 3.

En todo tridngulo isGsceles o equilatero se cumple que lados de igual longitud se

oponen angulos congruentes.

2.3.2 Lineas notables del tridngulo

Las lineas notables de un triangulo son las bisectrices, las mediatrices, las medianas y

las rectas que contienen las alturas del triangulo.

» Una mediatriz de un triangulo es una recta que corta a un lado en su punto medio y

perpendicularmente.

Figura 2-10: Mediatriz.

Las mediatices de los lados de un
triangulo se intersecan en un mismo
punto llamado el circuncentro del

triangulo.
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» Una bisectriz es una recta que pasando por el vértice del angulo lo divide en dos

angulos iguales.

Figura 2-11: Bisectriz.

Las bisectrices de los
angulos de un triangulo se
intersecan en un mMismMo

punto llamado el incentro

del tridngulo.

= Una mediana de un triangulo es un segmento que une un vértice con el punto medio

del lado opuesto.

Figura 2-12: Mediana.

Las medianas de un triangulo se

barcerifo intersecan en un mismo punto llamado el

baricentro o centroide del triangulo.

*» Una altura de un triangulo es un segmento, con un extremo en un vértice del
triangulo, que es perpendicular a la recta que contiene el lado opuesto a ese vértice y

tiene el otro extremo en esa recta.

Figura 2-13: Altura.

El ortocentro de un triangulo es el

punto de interseccion de las

rectas que contienen las alturas
del triéngulo. /Gr‘[ﬂcentrﬂ

I\
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2.3.3 Triangulos congruentes

Dos triAngulos son congruentes si existe una correspondencia entre sus veértices tal que

los lados y &ngulos correspondientes son congruentes.

Figura 2-14: llustracion triangulos congruentes.

wn)

/‘l.L
\
2

m ‘\_—_._._'_F]I :

En la figura 2-14, se muestra la correspondencia entre los vértices del A ABC y el A DEF

gue permite establecer la congruencia de los triAngulos ya que se tiene: <A =<D;

<B=<E; <C=<F;AC = DF; CB = FE; BA = ED.

Criterios de congruencia

Se presenta a continuacion algunos criterios que permiten decidir cuando dos triAngulos

son congruentes.

= Criterio 1. Lado — lado — lado (LLL). Dos triangulos son congruentes si tienen sus

tres lados respectivamente congruentes.

Figura 2-15: Criterio 1.

424 cm 391 cm
3,91 cm 17 cm

/ 424 I y .
A o B E 317 cm F

Si en los triangulos A ABC y A DEF, se tiene que AB = DE, AC = DF Y BC = EF,
entonces AABC = A DEF.
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Criterio 2. Lado — angulo — lado (LAL). Dos tridngulos son congruentes si tienen dos

lados respectivamente congruentes y el angulo comprendido entre ellos también

u
congruente.

Figura 2-16: Criterio 2.

c
4,24 ¢
AT cm
y . fB1T7°
424 B [ '
A cm E 317em F

Si en los triangulos A ABC y A DEF, se tiene que AB = DE, BC = EFY <B = <E,

entonces AABC = A DEF.

Criterio 3. Angulo — lado — angulo (ALA). Dos triangulos son congruentes si tiene dos

angulos respectivamente congruentes y el lado comprendido entre ellos también

congruente.

Figura 2-17: Criterio 3.

B17° 727°
E  317cm

IR
by
=
N
oo}
IR
N
o3
<

Si en los triangulos A ABC y A DEF, setieneque BC

R

<(C =< F, entonces AABC = A DEF.
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= Criterio 4. Lado — &ngulo — angulo (LAA). Si dos angulos y el lado opuesto a uno de
ellos, en un triangulo, son congruentes con dos angulos y el lado opuesto al angulo

correspondiente en otro triangulo, entonces los dos triangulos son congruentes.

Figura 2-18: Criterio 4.

D
C
727° 424 cm
61,7° /
' 61,7° 727°
A 424 cm B [ : :
E

Si en los triangulos A ABCy ADEF, setieneque AB = DE , <B = <E y
<C =< F,entonces AABC = A DEF.

2.3.4 Tridngulos semejantes

Dados los triAngulos A ABC y A DEF, se dice que A ABC es semejante a A DEF, lo cual
se denota A ABC ~ A DEF, si se verifican las siguientes condiciones:
» <Az=<D; <Bz=<Ey<Cz=<F

CB_ CA
FE FD

| |
S

Figura 2-19: llustracion triangulos semejantes.

5 ; 792 cm
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Se observa que los angulos correspondientes son congruentes y las relaciones entre los

. . 3.7 3.6 3.5
lados correspondientes son proporcionales 512 = 792 = 770" luego A ABC ~ A DEF .

Criterios de semejanza

= Criterio 1. Angulo — angulo (AA). Si dos angulos de un triangulo son congruentes a

dos angulos de otro, entonces los triangulos son semejantes.

Figura 2-20: Criterio 1.

C F
52 9° N
529
90.1°
A B
90.1° g
D E

Si en los triangulos A ABC y A DEF, setieneque <A = <D y <(C =<F,entonces
AABC ~ A DEF.

®  Criterio 2. Lado — angulo- lado (LAL). Si en dos triangulos las razones de dos pares
de lados correspondientes son iguales y los angulos que estos lados determinan son

congruentes, entonces los triangulos son semejantes.

Figura 2-21: Criterio 2.

7,20 cm
3,00 cm

904" 4,00 cm B 004 °

960 cm
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Si en los triangulos A ABC y A DEF, se tiene que <A = <D y a5 _

—, entonces
DE FD

AABC ~ A DEF.

= Criterio 3. Lado — lado — lado (LLL). Si los tres lados de un triangulo son
proporcionales a los tres lados de un segundo triangulo, entonces los triAngulos son
semejantes.

Figura 2-22: Criterio 3.

F
C
12,04 cm
502 cm ?20‘ cm
3,00 cm
A 400 cm B
D 9,60 cm E
: L . AB _CB _ CA
Si en los triangulos ABC y DEF, se tiene que — = = = —, entonces AABC ~ A DEF.

2.4 Triangulos Rectangulos

Un triangulo es rectangulo si tiene un angulo recto (medida angular 90°) y por ende sus
otros dos angulos son menores de 90° (agudos). El lado opuesto al &ngulo recto de este

poligono se llama hipotenusa y los otros dos lados son llamados catetos (Figura 2-23).

Figura 2-23: Triangulo rectangulo.

hipotenusa

cateto

cateto
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Algunas propiedades importantes asociadas a los triAngulos rectangulos son las

siguientes:

= Teorema 2.1. La altura relativa a la hipotenusa de un triAngulo rectangulo determina

dos tridngulos semejantes al triangulo original y semejantes entre si (Figura 2-24).

Figura 2-24: Semejanza en un triAngulo rectangulo.

33.0° El A ABC ~ A ADB por criterio
AA (< 33° y<90°).

El A ABC ~ A BDC por criterio
AA (< 57° y<90°).

El A BDC ~ A ADB por criterio

5,84 cm
AA (< 33° y<90°).

7

C

» Teorema 2.2. Teorema de Pitagoras. En todo triangulo rectangulo, el cuadrado de la
longitud de la hipotenusa es igual a la suma de cuadrados de las longitudes de los

catetos. La siguiente figura ilustra esta afirmacion.

Figura 2-25: Teorema de Pitagoras.

2= a’+ b? 4
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Teorema 2.3. En todo triangulo rectangulo isésceles, los catetos tienen la misma

longitud y sus angulos interiores miden 45°, 45° y 90° (Figura 2-26). Por el teorema

de Pitagoras, se deduce que la hipotenusa es V2 veces la longitud del cateto.

Figura 2-26: Triangulo rectangulo isosceles.

Teorema 2 — 4. En un triangulo rectangulo escaleno cuando la medida de los

angulos son 30°, 60° y 90° (Figura 2-27) se cumple que la hipotenusa es el doble de

la medida del cateto menor y el cateto mayor es V3 veces la medida del lado
menor.

Figura 2-27: Triangulo rectangulo escaleno.

2 _ 2 2
c“°=a“+b o
2a

(2a)? = a®> + (V3 a)? a

4a®? = a® + 3a? 30°

4a? = 4q? av3
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2.5 Razones trigonométricas de angulos agudos en
triangulos rectangulos

Se describe las razones trigopnométricas como seis relaciones entre los lados, a, b, y c,

de un tridngulo rectangulo (figura 2-28).

a a
b’ c

b
c

S o

) ) ) ’

a a

Figura 2-28: Razones trigonométricas.
i

16
b

Estas relaciones s6lo dependen de 6, y no del tamafio del tridngulo (figura 2-29), los dos

a

triangulos tienen angulos congruentes, son semejantes y, por lo tanto, las longitudes de

sus lados correspondientes son proporcionales.

Figura 2-29: Forma Unica de las razones trigonométricas.
I
. Por ejemplo, se tiene:

. c’

a a_a'

a '_C | ; E_?
|_|91 uef c ¢
b L’ a
b_b'

c

De esta forma, para cada valor de 6, las seis razones quedan determinadas en forma
Unica y son funciones de 6. El nombre de estas relaciones es seno, coseno, tangente,
cosecante, secante y cotangente, y sus simbolos respectivos son: sen, cos, tan, csc, sec

y cot.
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Como se muestra en la figura 2-30, si A ABC es un tridngulo rectangulo, entonces el lado
AC se llama cateto opuesto al angulo 6. El lado BC se denomina cateto adyacente al

angulo 6. La hipotenusa 4B, es el lado opuesto al &ngulo recto.

Figura 2-30: Nombre de los lados del tridngulo rectangulo segun el angulo 6.

cateto hipotenusa
opuesto

=]
cateto adyacente

Las seis razones trigonomeétricas del angulo © en un triangulo rectangulo se definen asi:

. cateto opuesto hipotenusa
sinf = ————— csc) = ————
hipotenusa cateto opuesto
cateto adyacente hipotenusa
cosg = ———— secd = ———
hipotenusa cateto adyacente
cateto opuesto cateto adyacente
tan = —— cot = ——
cateto adyacente cateto opuesto

EJEMPLO: Hallar el valor de las razones trigonométricas para el angulo agudo 6 del

siguiente triangulo.

Figura 2-31: Valores para el angulo 6.

sinf = S _ 234 cscl = \EL
T V3 34 - 5
\ 3 334 V34
N — c0sf = —= — cscl = —
5cm \ 34 V34 34 3
cateto " hipotenusa
tan@ = > cotd = =
opuesto \ 3

3cm
cateto adyacente
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2.5.1 Angulos especiales

Para encontrar los valores de las razones trigopnométricas de un angulo de 45° se toma

un triangulo rectangulo isésceles de longitud 1 en sus catetos y por el teorema 2.3 se

sabe que la hipotenusa es V2 , entonces se tiene

Figura 2-32: Angulo de 45°.

sind5° = — = = csc45° = — = 42
2 2 1

cos45° = — = = secd5° = = = 2
-1 v2 2 1
tan 45° = %: 1 cotd5° = 1

Y para los valores de los angulos de 30° y 60°, se toma un triangulo equilatero de
longitud 2. Se traza la bisectriz de uno de sus angulos y se obtiene los datos que se

ilustran en la figura 2 - 33.

Figura 2-33: Angulos de 30°y 60°.

B
60°
El A ACB es un triangulo rectangulo y por el 2 1
teorema 2.4 la hipotenusa es /3.
30°
Los valores para el angulo de 30° son: A C
V3
1
2
60°
D
sin30° = % csc30° =2 cos 30° = \/;
o2 _ 2B o L _ V3 o —
sec30 =5~ tan 30 =53 cot30° =+/3
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Usando el mismo A ACB los valores para el angulo de 60° es

in60° = L o2 _ 23 o /3

sin60° = 5 csc60 =5= 3 tan 60° = /3

cos 60° = 1 sec60° = 2 cot60°=i= \E
2 V3 3

2.6 Aplicaciones de Ila trigonometria a triangulos
rectangulos

Como ya se menciond la trigopnometria se establecié para ayudar a resolver problemas
en los que intervienen angulos y la medida de los lados de los triangulos en diferentes
campos del mundo real, por ejemplo, en fisica, en astronomia, en topografia, en

ingenieria civil, en geometria, en comunicaciones, entre otras.

Resolver un triangulo significa hallar la longitud de cada lado y la medida de cada angulo
del triangulo. Se puede resolver cualquier triangulo rectangulo si se da:

* Lalongitud de los lados o
* lalongitud de un lado y la medida de un angulo agudo.

EJEMPLO: Resolver el siguiente triangulo rectangulo A ACB, < A vale 34°y b = 10,5

cm.

Figura 2-34: Calcular las longitudes de los lados y angulos faltantes en un triangulo

rectangulo.

34°
A b=105cm c
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Teniendo en cuenta la propiedad 2, se tiene:

<A+<B+< C=180°
34°+ < B +90°=180°

< B=56°

Para hallar ¢ se utiliza .
Para hallar a se tiene

a
cos 34° = b tan 34° = 5
Cc
a
10,5 O = —_
cos 34° = — tan 34 10,5
¢ = _105 ¢ = tan34°10,5
cos 34°

c = 7,1cm

Figura 2-35: Solucién del triangulo rectangulo.

5G"
a=7f1e¢

127cms= ¢

A b=105¢cm c

2.6.1 Angulo de elevacion y depresion

Si la linea de visibilidad y el objeto estan por encima de la horizontal, el angulo se
denomina angulo de elevacion (el observador ve un objeto hacia arriba), mientras que si
la linea de visibilidad y objeto estan por debajo de la horizontal, el angulo se llama de

depresion (el observador ve un objeto hacia abajo).
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Figura 2-36: Angulo de elevacion y de depresion

L 4

o ANGULO DE ELEVACION

ﬁ A
HORIZONTAL

2.7 Leydel senoy ley del coseno

Como una extension de las razones trigopnométricas que se utilizaron para triangulos
rectangulos se encuentra la ley del seno y la ley del coseno, en los cuales también se

establecen relaciones entre los lados y los angulos de un triangulo cualquiera.
2.7.1 Ley del seno

Sien el A ABC (figura 2 — 37), a, b y ¢ son las longitudes de los lados opuestos a los

sinA _ sinB _ sinC
b T ¢

angulos A, By C respectivamente entonces:

Para encontrar todos los elementos de un triangulo mediante el teorema del seno, se

debe conocer dos lados y un angulo opuesto o dos angulos y cualquier lado.

Figura 2-37: Demostracion ley del seno
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Enel A ABC, CD es la altura respecto AB; determinando dos triangulos rectangulos
A ADCy ACDB, la altura respecto a AC es BE determinando los tridngulos rectangulos

A AEB y A CEB.

Utilizando la definicion de seno de un angulo y despejando hy h” se tiene:

sinC =

sind = sind = h? sinB =
h=bsinA h’ =c sind h =a sinB h =a sinC

Usando la propiedad transitiva de la igualdad se tiene:

b sinA =a sinB

¢ sinA =asinC

Dividiendo la primera igualdad por sinAsinB Yy la segunda por sin C sin A se tiene:

b a
sinB ~ sind
c a

sinC sin A

Por transitividad de la igualdad, se obtiene la relacién — = —— = —
sin A sinB sinC

2.7.2 Teorema del coseno

Sien elA ABC (figura 2-38), a, by c son las longitudes de los lados opuestos a los

angulos A, By C, respectivamente, entonces:

a’?= b%>+ c>—2bccosA
b?> = a?+ c*—-2accosB

c?=b?+ a*—2bacos C
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Este teorema permite calcular la medida de un lado cualquiera de un triangulo, conocida
las medidas de los otros lados y el angulo formado entre ellos. También, conocida la

longitud de los lados, se puede hallar la medida de cualquier &ngulo interior del triangulo.

Figura 2-38: Demostracion ley del coseno

C
a
b h
A D B
L m | | ]
I | I
| |
| C I

Utilizando teorema de Pitagoras en el ABDC : a? = h? + (c — m)?

a?= h%*+ c2—-2cm+ m?

Utilizando teorema de Pitagoras en el AADC : b? = h? + m?

h2 — b2 _ m2
Se sustituye h? = b? — m? en la ecuacion a’?= h?+ c?-2cm+ m?
a’? = b%?— m?+ c®—2cm+ m?

a’?= b*+ c®—-2cm

Como cos4 = %, entonces m = b cos 4, remplazando se tiene:

a’ = b%+ ¢ — 2cb cos A.

De la misma manera, si se traza la altura del AC,, se obtiene b? = a®> + c* —2accosB

Y al trazar la altura del BC , se llegaa c? = b?>+ a?—2bacos C.



3. Capitulo lll: Aspecto didactico

Es muy comun que los estudiantes se encuentren en las clases de matematicas con una
serie de dificultades al momento de asimilar el aprendizaje especialmente de
conocimiento nuevo. Esto se debe en gran parte a que el estudiante no posee aun las
habilidades necesarias que pueda usar para que el aprendizaje sea claro, y algo que en
realidad es muy importante, que no se le olvide pronto, sino que pueda recordarlo en
cualquier momento, especialmente cuando se vea enfrentado a problemas en cursos
posteriores e incluso en la misma universidad. Es por esta razén que en principio el
docente debe proveer a los estudiantes diversas experiencias asociadas al uso del
concepto, pues entre mas y mejores experiencias se tenga, mejor sera su representacion

mental.

Desde el MEN [29] se afirma que se hace necesario empezar por la identificacion del
conocimiento matematico informal de los jévenes en relacion con las actividades
practicas de su entorno y admitir que el aprendizaje de las matematicas no es una
cuestion relacionada Unicamente con la parte cognitiva, sino que hay que tener en
cuenta la parte afectiva y social, vinculados con contextos de aprendizaje particulares,
por esta razén, se toma en este caso las razones trigonométricas para dar solucién a
situaciones que sean significativas y comprensivas que encuentre en su vida escolar,
ayudando de esta manera a lograr seres competentes para la vida, es decir, que logre

contribuir a mejorar su calidad de vida y su desempefio como ciudadano.

En este capitulo se menciona algunos datos histéricos de como se han utilizado los
problemas para la ensefianza y aprendizaje de las matematicas y su contribucion a la
ejercitacion del cerebro; posteriormente se mencionan estrategias para tener en cuenta al
solucionar problemas; a continuacioén se esboza la utilizacién del software de geometria

dinamica Cabri Il Plus en algunas actividades del trabajo y por Gltimo se presenta la
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propuesta didactica para implementar el concepto de razones trigonométricas en

estudiantes de grado décimo a través de situaciones reales de su entorno escolar.

3.1 Coémo resolver problemas

Un problema es una situacién por solucionar empezando en una etapa inicial para llegar
a una etapa final, con algun tipo de impedimento para el paso de una etapa a otra.
Resolver el problema consiste en que cada educando busque la forma de atacarlo, no
importa que el proceso de encontrar la respuesta se demore, igual se esta resolviendo el
problema, se estd ejercitando el cerebro y la activacion de multiples operaciones
mentales que pueden llevar a soluciones verdaderamente sorprendentes [20].

Desde épocas remotas hasta nuestros dias nace la necesidad de buscar métodos que
permitan dar solucion a problemas matematicos y a como ensefiarlos y aprenderlos.
Sic6logos, pedagogos, matematicos, filbsofos estan en constante exploracién para
ofrecer herramientas que permitan tanto al educador como educando entender la
potencialidad que tiene el tema en cuestion, por un lado comprobar que la matematica no
es sélo algoritmos es también instrumento para dar solucién de situaciones reales que
encontramos en el diario vivir y por otro lado es uno de los tantos ejercicios que permiten
el buen funcionamiento de nuestro cerebro. A continuacion se menciona brevemente
algunos hechos que han sido importantes para el desarrollo de la teoria concerniente a la

resolucion de problemas a través del tiempo tanto en la parte metédica como sicoldgica.

3.1.1 Antecedentes historicos

Siempre ha existido la necesidad de resolver problemas y de utilizarlos en la educacién
de las matematicas, por ejemplo, el papiro Rhind, era usado como pretexto para ensefar
los rudimentos aritméticos elementales. La forma de solucionar los problemas
planteados en esta obra, se caracterizaba porque cada paso estaba sustentado en un

paso anterior o en uno de los datos iniciales, no se muestran argumentos adicionales del
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procedimiento utilizado y el aprendiz debia tener buenas bases conceptuales para

deducir cuales fueron las tacticas empleadas para resolver el problema.

Quizas Arquimedes en el siglo Il a. de C., fue el matematico mas antiguo que plasmo
sus ideas sobre cémo resolver problemas recopiladas en su obra El método de los
teoremas mecénicos, su técnica se fundamentaba en las propiedades innatas de los
objetos y en razonamientos fisico — experimentales con sumas infinitas, permitiéndole

adelantarse al concepto de limite y calculo infinitesimal [20].

Ya durante el Medioevo el matematico francés Descartes dio bases para que otros
grandes personajes como Leibniz (siglo XVII), Polya y Schoenfeld (siglo XX)
establecieran una serie de reglas para intentar dar soluciéon a los problemas que se
planteaban en cada época. Los pasos que sugiri6 Descartes fue en primer lugar
descomponer el problema en otros mas sencillos, luego construir una figura que le
permitiera analizar la informacién y luego hacer uso de las herramientas del algebra para
la generalizacion de la situacién planteada inicialmente; estas pautas se encuentran mas

explicitas en su obra El discurso del método [20].

Para el siglo XV, se comenz0 a ensefar las matematicas haciendo mas uso de la parte
practica y no solo de lo tedrico; se tom6 como referente el ambito comercial, de esta
manera los aprendices eran expertos en operaciones basicas para el desempefio de sus

labores mercantilistas.

Posteriormente Lobachevsky (1792 -1856) en su obra Instrucciones para los maestros de
matematica de los gimnasios, destaca la necesidad de refuerzos visuales y tener en

cuenta las edades de los estudiantes en el proceso de ensefianza — aprendizaje.

Desde diferentes épocas se vislumbra que un sin nimero de matematicos no escribieron
sobre la manera en que llegan a sus resultado; un ejemplo, fue Gauss (1777 -1855)
guien resume esta idea, en que cuando se ha terminado de construir un edificio, no debe
dejarse a la vista el andamiaje [20], quizas este ocultamiento es un pretexto para que el
educando indague como fue el proceso de solucién y de esta forma contribuir a un

aprendizaje mas significativo.
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En Francia a principios del siglo XX se encuentra Poincaré quien destaca cuatro fases: la
primera es la actividad consciente en la cual se trabaja en el problema hasta donde sea
posible, la segunda el subconsciente trabaja, la tercera las ideas emergen lentamente y
la dltima se examina la respuesta hasta asegurarse de su veracidad [20]. En esta época
se explora por primera vez los fenébmenos que ocurren en el cerebro al resolver

problemas.

Hacia mediados del siglo pasado el matemético y pedagogo George Polya propone un
método para solucionar problemas, ya que se habia caido en una ensefianza que se
fundamentaba en técnicas de memorizacion y repeticion de gran cantidad de ejercicios

siguiendo un mismo patron. El sugiere cuatro etapas [21]:

= Etapa |I: Comprender el problema.

¢, Cual es la incognita? ¢ Cudles son los datos? ¢ Cudl es la condicion? ¢ Es la condicion
suficiente para determinar la incégnita? ¢Es insuficiente? ¢Redundante?

¢ Contradictoria?

= Etapa ll: concebir un plan.

¢, Se ha encontrado con un problema semejante? ¢ Conoce algun teorema, que le pueda
ser Util? ¢Podria enunciar el problema en otra forma? Refiérase a las definiciones si no
puede resolver el problema propuesto, trate de resolver primero algin problema similar.
¢Podria imaginarse un problema analogo un tanto mas accesible? ¢Un problema mas
general? ¢Un problema mas particular? ¢Puede resolver una parte del problema?
¢,Puede usted deducir algun elemento (til de los datos? ¢ Puede pensar en algunos otros
datos apropiados para determinar la incégnita? ¢ Puede cambiar la incégnita o los datos o
ambos si es necesario, de tal forma que la nueva incégnita y los nuevos datos estén mas

cercanos entre si? ¢Ha empleado todos los datos? ¢ Ha empleado toda la condicién?

= Etapa lll: Ejecucion del plan.

Al ejecutar el plan para solucionar el problema, compruebe cada uno de los pasos.
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= Etapa IV: Examinar la solucion obtenida.

¢ Puede usted verificar el resultado? ¢ Puede verificar el razonamiento? ¢ Puede obtener
el resultado en forma diferente? ¢ Puede usted emplear el resultado o el método en algun

otro problema?

Para esta época se encuentra otro pedagogo dedicado a este tema, Alan Schoenfeld
quien estudia el método de Polya, considera la resolucion de problemas como el medio
de crear conocimiento en matematicas y aprendizaje de esta disciplina, €l identifica

cuatro factores relevantes [20].

= Recursos cognitivos: Son los conocimientos matematicos generales que tiene el

sujeto, tanto de conceptos y resultados como de procedimientos (algoritmos).

= Heuristica: Es el conjunto de estrategias y técnicas para resolver problemas que se

conocen y se esta en capacidad de aplicar.

= Control 0 metacognicién: Es la capacidad de utilizar lo que se sabe para lograr un

objetivo.

» Creencias: Se refiere a aquellas creencias y opiniones relacionadas con la resolucién

de problemas y que pueden afectar favorable o desfavorablemente.

Schoenfeld consideré al igual que Polya una serie de estrategias [22]:

= Andlisis.
a. Dibujar un diagrama.
b. Trate de simplificar el problema.

c. Examine muy bien los datos.

» Exploracion.
a. Trate de aprovechar cualquier problema relacionado que tenga forma, datos o

conclusiones similares.
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= Verificacion de la solucion.
a. Utiliza todos los datos pertinentes.

b. Sus estimaciones son razonables.

Teniendo en cuenta la teoria concerniente a la resolucion de problemas el MEN a través
de los estdndares bésicos de matematicas tiene en cuenta la formulacion, el
planteamiento, transformacion y solucion de problemas a partir de situaciones cotidianas,
desde matematicas o de otras ciencias. Para ello se necesita: examinar la situacion;
identificar lo importante en ella; establecer relaciones entre sus partes y con situaciones
semejantes; formarse modelos de ella y representarlos; enunciar distintos problemas,
posibles preguntas y posibles respuestas que surjan a partir de ella. Este proceso
requiere del uso de conceptos, procedimientos y diversos lenguajes para expresar las
ideas matematicas adecuadas y para formular y resolver los problemas asociados a
dicha situacién. En esta parte se tiene en cuenta también la argumentacién, ya que, se
requiere formular argumentos que justifiquen los andlisis y procedimientos realizados y la

validez de las soluciones propuestas [29].

3.1.2 El cerebro humano

Después de indagar un poco sobre la parte histdrica, ahora se tiene en cuanta los
aportes en el ambito sicolégico referente a la resolucion de problemas. Se ha
determinado que el proceso de aprendizaje nace en la percepcion, el cerebro recibe
informacion de lo que le impacta o llama la atenciéon de su entorno, luego procesa esta

informacién haciendo uso de los sistemas neuroevolutivos [23, 24]:

= Sistema de control de atencién. Supervisa y controla el aprendizaje y la conducta.

= Sistema de memoria. Recordar en cualquier momento de nuestra vida datos
especificos y generales de un tema.

» Sistema linguistico. Desarrollar habilidades verbales y no verbales.

» Ordenacion espacial. Permite organizar la informacion que recibimos para utilizarla
en el lugar que nos desenvolvemos.

» Ordenacion secuencial. Permite organizar, comprender, calcular y distribuir el tiempo

y tomar conciencia de los pasos que se estan siguiendo.



Capitulo 1l 49

= Sistema motor. Conexién entre el cerebro y los musculos del cuerpo.

= Sistema de pensamiento de orden superior. Contribuye a obtener la capacidad para
resolver problemas, razonar légicamente, adquirir y aplicar conceptos.

= Sistema de pensamiento social. Habilidades para tener buenas relaciones con los

demas.

Unido a este proceso se debe tener en cuenta que para que el cerebro aprenda necesita
de otras condiciones.

» Hay que entender que no sélo la parte fisica requiere ejercitacion, el cerebro necesita
una rutina de ejercicios para ser estimulado y se adquiere a través de cualquier
actividad que le genere probar cosas nuevas, lo cual no implica que se tenga que
llegar de una a lo correcto, probado y cierto, eso se consigue después de aprender
de la experiencia y de memorizar; lo que le hace bien al cerebro es el proceso que

estd realizando [25].

Dentro de esas experiencias nuevas esta el buscar soluciones a problemas que
encuentre en su diario vivir, potenciandose en un excelente entrenamiento para el
cerebro. Para que esta actividad se dé se necesita asociar conceptos, la significancia
de los mismos, analizar los errores y luego se usa la repeticion y de esta forma se

llega al aprendizaje matemaético [22].

» Apoyo familiar y de sus maestros para que los jovenes se motiven, tengan

disposicién, pasion, perseverancia, disciplina en cualquier actividad que emprendan.

= Se necesita creatividad, es decir, generar nuevas ideas para solucionar todo tipo de
problemas y tener presente que la copia atrofia el acto creativo. Este pensamiento se
divide en divergente (habilidad para pensar de manera original y elaborar nuevas
ideas) y convergente (capacidad critica y légica para evaluar alternativas y

seleccionar la mas apropiada) [20].

» La habilidad para resolver problemas es un trabajo personal, de la constante practica,

entrenamiento adecuado a través del uso de técnicas y de aprender de los errores,
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con el tiempo cada uno establece sus propias estrategias para solucionar problemas,
ya sea haciendo uso de los gréficos, o de lo algoritmico, o de procesos mas formales
gue conlleven a un proceso racional y significativo del conocimiento utilizado y el

aprendizaje sea duradero.

3.1.3 Estrategias que el docente puede implementar al momento
de resolver problemas

En esta tarea de aprender a solucionar problemas es importante el educador, para ello se
sugiere una serie de tics para tener en cuenta en este proceso [20, 21, 22, 26].

= Reconocer que cada uno de los educandos es diferente y sus niveles de aprendizaje
varian, de tal manera que no se recomienda generalizar un proceso de ensefianza
para todo el grupo, se puede disefar actividades que apunten a diferentes gustos de

los jovenes, por ejemplo, tener en cuenta el dibujo, las construcciones, lo algoritmico.

= La idea de utilizar el contexto para generar preguntas cuya solucién tenga que ver
formalmente con la parte mateméatica permitiéndolo llevar a formular sus propias
ideas y utilizar modelos matematicos al mundo real admitiendo de esta forma que el

conocimiento perdure en el cerebro.

= Persuadir al educando para que entienda que tanto la parte fisica como el cerebro
necesita ejercitacion constante para lograr un buen funcionamiento integro del cuerpo
humano y en sus clases de matematicas encuentra un gimnasio para su cerebro, la

resolucién de problemas al ser una experiencia nueva estimula la actividad cerebral.

* Incitar a los jévenes para que la atencion, la memoria, la motivacién, la pasion,
disposicion, perseverancia, disciplina, esfuerzo e interés este continuamente
presentes en las tareas concernientes a aprender y que entiendan que todo es para
mejorar la calidad de vida de cada individuo. No se debe desatender que el proceso
de aprendizaje es eminentemente humano y no puede aislarse la parte afectiva y

motivacional.
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El educador debe asesorar discretamente al joven, ponerse en el lugar de él, ver
desde el punto de vista del alumno, tratar de mirar que pasa por la mente de él y

plantear una pregunta para dirigirle el camino hacia la solucion del problema.

Es claro que la misma motivaciéon impartida por el profesor y su amor a su labor son

elementos importantes en el aprendizaje por parte del educando.

3.1.4 Algunas estrategias para el estudiante al momento de

resolver problemas

Teniendo en cuenta el método de Polya, Schoenfeld y [26] se sugieren una serie de

estrategias que el escolar debe seguir al momento de enfrentar la solucion de

problemas.

En primer lugar, el estudiante debe leer muy claramente el enunciado del problema para

lograr una imagen del mismo con el fin de que pueda establecer relaciones légicas entre

los datos, pueda identificar las incégnitas y las demas condiciones del problema.

Establecer las relaciones entre las variables e incégnitas del problema con el fin de

identificar las estrategias que lo conduzcan a la solucién del problema.

Asociar los problemas con situaciones o problemas conocidos con el fin de obtener
diferente estrategias que le permitan resolver el problema. Es importante comparar
algunos procesos de solucién en particular de situaciones similares con el fin de que
él pueda identificar la mejor.

Después de identificar cual es la mejor estrategia, el estudiante debe plantear todos

los procesos matematicos que lo conlleven a obtener la respectiva solucion.

Es fundamental que trate al final de validar sus respuestas, usando todas las

posibles herramientas tedricas que al momento posea.

Asimilar la idea de que la habilidad para resolver problemas se adquiere con el uso

de la inteligencia, la imaginacion, los sentidos, la practica y la memoria.



52 LAS RAZONES TRIGONOMETICAS EN EL PLANTEAMIENTO Y RESOLUCION DE PROBLEMAS

3.2 Geometria dinamica

Algunos de las actividades que se presenta en este trabajo requieren el uso de un
programa de geometria dindmica, para este caso se utiliza cabri Il Plus, por ser el
software instalado en la institucion donde se disefia la propuesta. Cabri es un cuaderno
de borrador interactivo utilizado para construir figuras geométricas, visualizarlos de forma

dinamica, manipularlos, transférmalos y averiguar medidas sobre ellas.

Las actividades que se plantean requieren que se puedan manipular las figuras
construidas sin alterar las relaciones estructurales entre las partes que conforman la

figura permitiendo comprobar algunas de las propiedades que tienen los triangulos.
El programa cuenta con una barra de herramientas formando grupos y el nombre de
cada uno de ellos describe el conjunto; se activan haciendo clic sobre la funcién que se

necesita [30].

Tabla 3-1: Barra de herramientas.

Limneas
[cm MMedida
MManipulacian | % - |"'r_:[ % +——"'_|
Construcciones
Tabla 3-2: Manipulacion.
% Apuntador Selecciona y desplaza objetos.

: . |Dilata o reduce un objeto efectuando una
™ Dilatar/Reducir homotecia del objeto con respecto a su centro.
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Tabla 3-3: Lineas.

Construye un segmento mediante la seleccidn de

Segmento dos puntos.

—
D Tria I Construye un tridngulo que tiene por vérnices
riangulo tres puntos dados y seleccionados.

Construye un poligono regular que puede ser
estrellado. Espera la seleccion del centro del
poligono, de uno de sus vértices a continuacion

del nimero de lados y de ramas para estrellas.
@ Poligono regular |Esta iltima seleccidn se hace desplazando el
cursor alrededor del vértice, en semicirculo a la
derecha para poligono, en semicirculo a la
izquierda para estrella. Haga clic para terminar
la construccion.

Tabla 3-4: Construcciones.

Construye la recta perpendicular a una direccidn
Recta dada y que pasa por un punto dado. Espera la
_’_\__ P dicul seleccion de un punto v de una direccidn dada
erpendicular por una recta, una semirrecta, un segmento, un
vector, un lade de peligono, o un eje.

Construye el punto medio de un segmento.

- Espera la seleccidon de dos puntos, de un
- Punto Medio segmento, de un vector, o del lade de un
poligono.

Mediatriz la seleccidn de dos puntos, de un segmento, de

ﬁ Construye la mediatriz de un segmento. Espera
un vector, o del lado de un poligono.

Bisectriz seleccion de tres puntos A B ,C que, en este

j/ Construye la bisectriz de un dngulo. Espera la
- orden, definen el dngulo de vértice B .

Tabla 3-5: Medida.

Mide la longitud de un segmento, la norma de un
vector, o la distancia entre un punto ¥ una recta
0 entre un punto vy un clreulo, o entre dos

p f puntos, Mide igualmente el perimetro de un
- Elstqnc&a v poligono, de un circulo, de una elipse (dard
— ongitu infinito para Ios otros tipos de cénicas). En

todos los casos, la herramienta presenta un
ndmers sobre la hoja de trabajo, dotado de una
unidad de longitud (por defecto el cm).

Mide un dngulo definido por tres puntos (siendo

¢l segundo punto seleccionado el vértice del

. : dngulo), o por una marca de dngulo. La medida

‘ AM:['L:?: de estd dada en la unidad elegida para los dngulos.
g Para el angulo definido por tres puntosd 7, 8B,

se trata del dngulo formado por los lados (074 ),

(I8 7).

n Calculadora Activa la ventana de la calculadora.
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3.3 Actividades

Las actividades que se realizan en este trabajo sigue los lineamientos curriculares del
Ministerio de Educacion Nacional (MEN) [29], el cual le da un papel muy importante a la
formulacion, tratamiento y resolucién de problemas, que para este caso especifico se usa
los conceptos teéricos sobre razones trigopnométricas para afianzar esta competencia

matematica.

Se tiene también muy en cuenta la apreciacion del francés Guy Brousseau [27] quien
plantea que la construccion de situaciones problémicas debe hacerse de tal manera que
permita las interacciones sociales entre alumnos, docentes y saberes mateméaticos que
se dan en una clase, que condicione lo que los alumnos aprenden y como lo aprenden.

Afirma que:

Una nocién aprendida no es utilizable sino en la medida en la que ella es
relacionada con otras, esas relaciones constituyen su significacion, su etiqueta, su
método de activacion. Empero, no es aprendida si no es utilizable y utilizada

efectivamente, es decir, sélo si es una solucién de un problema.

Actividad 1. Tomando como pretexto el relato titulado El astuto triangulito Hiparco de
Nicea [28], el educando recordara y reforzara conceptos basicos relacionados con los
triangulos a través de diversas actividades; como por ejemplo utilizard el programa cabri
para comprobar propiedades de los triangulos, hard construcciones con regla y compas,
dara solucion a un crucigrama teniendo en cuenta las caracteristicas de este poligono y

averiguara sobre algunos personajes que contribuyeron al desarrollo de la trigonometria.

Actividad 2. Los estudiantes de manera individual deben resolver una serie de preguntas
descritas en una guia donde aparecen conceptos referentes a las razones
trigonomeétricas. La guia esta disefiada de tal forma que ellos puedan comprobar sus
respuestas usando diferentes ayudas didacticas entre las cuales esta la regla y el
compas; asi como el software educativo Cabri. Con esta actividad se pretende en

general evaluar las caracteristicas principales que poseen los triangulos rectdngulos las
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cuales le permiten dar solucién a problemas que ellos pueden encontrar en su entorno

inmediato.

Actividad 3.

El enfoque se hace de tal manera que los problemas surjan de la historia y del contexto
(medio) del cual estan rodeados los estudiantes para que ellos puedan estar por un lado
motivados y ademas puedan resolverlos permitiendo reforzar el concepto de razon
trigonométrica. En especial, se toma como referencia la Institucion Educativa Distrital Los
Alpes, ubicada en la localidad de San Cristdbal que gracias a su ubicacién a 2850 msm
(metros sobre el nivel del mar) permite visualizar un panorama el cual admite el

planteamiento de diferentes situaciones problematicas.

Figura 3-1: Institucién educativa distrital “Los Alpes”.
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3.3.1 Actividad 1

EL ASTUTO TRIANGULITO HIPARCO DE NICEA

A, ;_?;EL GENt e,

\ AN
otk SUBRBE Sl — i

ELASTUTO TRIANGULITO &
~~HIPARCO DE NICEA ~~

Hubo una vez en el mar, querido
Joven.

Hubo una vez en el mar, una ballena que comia toda clase de triangulos: escalenos,
isésceles, equilateros, acutangulos y obtusangulos. A todos los triangulos que pudiera
encontrar en el mar se los engullia por la boca. Un dia encontré un triangulito
extremadamente astuto, de nombre Hiparco de Nicea, quien decidié nadar detras de la
oreja derecha de la ballena, y asi evitar que esta se lo comiera. La ballena se levanté
sobre su cola y exclamo: Tengo hambre, a lo que el astuto triangulito respondié con su

dulce voz: ¢ Nunca ha probado usted al triangulo rectangulo, noble y generoso cetaceo?

No respondio la ballena ¢ A qué sabe?

- Muy sabroso — respondié el astuto triangulito Hiparco — sabroso, aunque algo

nudoso.

- Entonces ve y traeme algunos — dijo la ballena, levantando olas de espumas con su

gran cola.

- Con uno para empezar es suficiente — replico el astuto triangulito. Si nadas hacia los
50° grados de latitud norte y 40° de longitud oeste encontrards, sentado en su balsa
triangular en medio del tridngulo de las Bermudas, vistiendo nada mas que unos

pantalones de dril azul, unos tirantes (que no debes olvidar) y una navaja, a quien es
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justo advertirte, es un triAngulo sagaz y de infinitos recursos, ya que tiene
cualidades diferentes a los demas triangulos que has comido. Este tiene un super
cuerpo, sus catetos e hipotenusa estan bien tonificados de tal forma que estan en
equilibrio lo cual puedes comprobar mediante la siguiente relacion: al sumar el
cuadrado de los catetos, debes obtener la hipotenusa al cuadrado. Por lo demas, en
su interior posee algo que lo hace brillar y es un angulo de 90°, que le permite ser el
salvador del mundo pues da soluciones a diferentes situaciones problema de la vida
cotidiana.

Entonces, la ballena se emocion6 con esta descripcion y nadé y nadé tan rapido hasta la
direccion dada por el triangulito, hasta que encontr6 solitario al triangulito prometido con
detallada descripcion, el cual estaba dejando rastros en el agua con sus vértices, dado
gue su mama rectangulita le habia dado permiso para hacerlo (cosa que nunca hubiera

hecho sin el permiso de su mama).

Entonces la ballena abri6 y abri6é y abrié sus fauces hacia atrds tanto que su nariz casi
tocaba su cola, y se trag6 al triangulillo junto con la balsa y toda su pinta. Todo fue a dar
de un solo bocado hasta sus oscuras y calidas alacenas interiores, luego se relamio los

labios y retoz6 tres veces sobre su cola alegremente.

Pero, tan pronto como el triangulillo, sagaz y de infinitos recursos, descubrié que estaba
dentro de la ballena, empezé a dar brincos y saltos, pufios y cabezazos, resortd y bailo,
golped y arafid, hirié y mordié, brincd y gated, chillé y maldijo, lloré y suspird, pellizcé e
hizo piruetas, todo ello en los sitios mas inapropiados de la ballena, logrando finalmente
gue la ballena se sintiese realmente infeliz (¢ Has olvidado los tirantes?). La ballena le
dijo al triangulito Hiparco de Nicea: Este triangulo rectangulo es realmente insoportable y

ademas me estéa produciendo hipo. ¢Qué debo hacer?

Ordénale que salga — replico el astuto triangulito Hiparco de Nicea. Entonces la ballena,
con una voz ronca que descendié por su esofago hasta el triangulillo rectangulo, le

ordend: sal de alli y compértate, porque me estas haciendo dar hipo.

- No, no y no. Hasta que me devuelvas a mi poligonal playa natal — respondio el

triangulito.
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- Es mejor que lo devuelvas a su casa - susurrd el astuto Hiparco de Nicea a la

ballena —creo haberte advertido que es un triangulo sagaz y de infinitos recursos.

Entonces la ballena nadd y nadé y nadd, con sus dos aletas y su cola, tan fuerte como el
hipo se lo permitia; y al fin avistd la costa natal del tridngulo, y avanz6 en gran proporcion
sobre la playa, abriendo sus fauces tanto como le fue posible, y dijo: cambio aqui para
pasajeros a Juan Rey, La Belleza, La victoria, Los Alpes y estaciones del espacio
poligonal. Justo al decir polig..., el triangulo salié disparado de sus fauces. Sin embargo,
antes de salir, mientras la ballena nadaba, el triangulito rectangulo, que era realmente
sagaz y de infinitos recursos, habia estado cortando la balsa triangular con su navaja
hasta convertirla en una pequefia reja entrecruzada, que luego até fuertemente con sus
tirantes de nombres Mediana, Mediatriz, Bisectriz y Altura (ahora entiendes porque no
podias olvidar los tirantes!), y acufié fuertemente esa reja dentro de la garganta de la
ballena donde se atasco. Luego recito la siguiente frase, que como no has escuchado
antes, procederé a recitar: MEDIANTE ESTE TRUQUILLO CONTROLARAS TU
APETITO.

Como el tridngulo rectangulo era un hipermegatriangulo, salto a la playa pedregosa y se
apresuro feliz a llegar a casa de su mami rectangulita, quien le habia dado permiso para
chapotear en el agua, y al cabo de algunos meses se casé con la princesa rectangulita y
vivid feliz por muchos afios. También lo hizo la ballena con el supe ballenato, pero desde
entonces la reja en su garganta, que no le permite escupir ni tragar, sélo le permite
comer triangulos, muy, muy pequefios. Ahora, se cuida demasiado de no ir a ingerir
triangulos rectangulos por temor a una fuerte indigestion.

El astuto triangulito Hiparco de Nicea corri6 a esconderse bajo el limoso umbral del
triangulo de las Bermudas, por miedo que la ballena pudiera estar furiosa con él. El
triangulo rectangulo volvié a casa con su navaja, y siempre usaba sus pantalones de dril
azul cuando salia a caminar por la playa pedregosa junto con su esposa. Como los
tirantes fueron dejados atras, Mama rectangulita volvié a tejer, con sus fuertes agujas de
croché, unos nuevos tirantes de nombres Mediana, Mediatriz, Bisectriz y Altura para su
proteccion y equilibrio, y de esta manera ser verdaderamente feliz. Y colorin colorado

este cuento ha terminado.
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= Control de lectura

1. Al principio del relato se menciona que la ballena se comia toda clase de triangulos:
escalenos, isOsceles, equilateros, acutangulos y obtusangulos. En la siguiente
ilustracién se encuentran estos personajes geomeétricos, escribe el nombre respectivo
de cada uno de ellos y establece una relacion entre las figuras de la columna 1 con

las caracteristicas de la columna 2.

2,16 cm 216 cm 1. Todos sus angulos
son agudos.
216cm
7300, 2. Dos de sus lados
y A son congruentes.
: b,
A agp 574° N
216 2,16 cm

3. Todos sus lados
tienen diferentes
1,74 cm medidas

4. Uno de sus angulos
es obtuso.

5. Todos sus lados son
congruentes
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2. Con el programa Cabri Geometry realiza la siguiente construccion

Traza un triangulo.

b. Con la opcién medida de un angulo determina la medida para cada uno de los

angulos.

Suma estas tres medidas angulares.

d. Realiza el mismo procedimiento con 5 tridngulos utilizando la herramienta

arrastre.

e. Anota los resultados en la siguiente tabla.

<A

<B

<C

Suma:<A+<B+<C

Triangulo 1

Triangulo 2

Triangulo 3

Triangulo 4

Tridngulo 5

Triangulo 6

f. ¢Qué se puede concluir acerca de la suma de los angulos interiores de cualquier

triangulo?

g. Completa el angulo faltante en cada triangulo.

59,2 °

716°

h. Responde cada pregunta y justifica tu respuesta

» ¢ Un tridngulo puede tener dos &ngulos obtusos?

59,4%,
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= ¢ Un triAngulo puede tener un angulo recto y uno obtuso?

= ¢ En un triangulo equilatero cuanto mide cada angulo?

= ¢ En un tridngulo rectangulo isésceles cuanto miden cada uno de los angulos?

Traza tres tridngulos.

Usando el programa de Cabri Geometry

Con la opcion distancia o longitud toma la medida de cada lado.

Completa la siguiente tabla.

Longitud | Longitud | Longitud
lado a lado b lado ¢ ca<b+c? | jb<a+c? | ic< b+a?
Triangulo 1
Triangulo 2
Triangulo 3

Con los datos obtenidos anteriormente determina si es verdadero o falso el

siguiente enunciado:

La suma de las longitudes de cualquier par de lados es mayor que la longitud del

tercer lado.

Con ayuda del compas construye si es posible un tridngulo con los segmentos de

las figuras dadas. Justifica los casos en los que no se puede hacer la

construccion.

= 4cm,7cmy5cm
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30cm,30cmy 16 cm

6cm,10cmy 14 cm

8cm,18cmy8cm



Capitulo 1l 63

4. Un triangulo rectangulo como el que se comié la ballena se encuentra dibujado a
continuacion, ubica cada una de las caracteristicas geométricas que posee este
poligono.

Catetos
Hipotenusa
Angulo de 90°
Alturas
Bisectrices
Medianas
Mediatrices

5. Escribe el nombre respectivo a los puntos donde concurren cada una de las lineas
notables

MEDIATRIZ

MEDIANAS

BISECTRICES

ALTURAS
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6. Con el programa Cabri Geometry realiza la siguiente construccion

Traza un triangulo equilatero con la opcién poligono regular

Traza las tres bisectrices del triangulo (opcidn bisectriz)

Traza las tres medianas del triangulo (opcién: punto medio y segmento)
Traza las tres alturas del triangulo (opcidn rectas perpendiculares)

Traza las tres mediatrices del triangulo (opcion mediatriz)

-~ o a0 T p

¢, Qué se puede concluir de esta construccion?

g. Al trazar las medianas, mediatrices, bisectrices y alturas en el triangulo equilatero
gue tipo de triangulos quedan construidos

7. Narra el cuento haciendo uso solamente de dibujos, debes tener en cuenta cada una

de las caracteristicas geométricas de los personajes del cuento.
8. El triangulo que encontrd la ballena, se llama Hiparco de Nicea y es un personaje
importante en la historia de la trigonometria. Consulta su biografia y completa los

siguientes datos.

Es originario de:

En qué afio naci6 aproximadamente

¢Por qué se considera el padre de la

trigonometria?

.
HIFARZT D& & IEEA

9. Completa el siguiente crucigrama con términos geométricos utilizados en el cuento.

1) En todo triangulo rectangulo, el cuadrado de la longitud de la hipotenusa es igual a la
suma de los cuadrados de las longitudes de los catetos.

2) La suma de las medidas de los angulos internos de un triangulo suman
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3) Punto de interseccién de las tres mediatrices de un triangulo.

4) Dos triangulos son si los lados y angulos correspondientes

son congruentes.

5) Triangulo con un angulo mayor de 90°.

6) Lado opuesto al &ngulo recto en un triangulo rectangulo.

7) Triangulo con todos sus lados congruentes.

8) Punto de interseccion de las medianas de un tridngulo.

9) Tridngulo con uno de sus angulos recto.

10) Tridngulo con todos sus &ngulos agudos.

11) Triangulos cuyos lados correspondientes son proporcionales y los &ngulos
correspondientes son congruentes.

12) Dado tres puntos no colineales, la unién de los tres segmentos que unen los puntos F

13) Recta perpendicular al lado de un tridngulo que pasa por el punto medio de éste.

14) Punto de interseccion de las bisectrices de los angulos de un triangulo F.

15) Triangulo con dos de sus lados congruentes.

16) Triangulo cuyos lados tiene medidas distintas.

17) Segmento, con un extremo en un vértice del triangulo y el otro extremo en el punto
medio del lado opuesto a ese vértice.

18) Segmento, con un extremo en un vértice del tridngulo, que es perpendicular a la recta
gue contiene el lado opuesto a ese vértice y tiene el otro extremo en esa recta.

19) Si los lados correspondientes de dos triAngulos son proporcionales, entonces los
triangulos son semejantes. Nombre de este criterio.

20) Si dos angulos de un triAngulo son congruentes a dos angulos de otro triangulo,

entonces los triangulos son semejantes. Nombre de este criterio
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10. Consulta la biografia de estos grandes personajes y destaca algunos de los aportes

realizados a la trigonometria por cada uno de ellos.

Arquimedes

>

Nasir — Eddin

Georg Rheticus

Thales de Mileto

Aristarco de Samos

Eratostenes de
Cire_ne

Claudio Tolomeo
de Alejandria

Francois Viete

Johan Miller

Leonard Euler
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Relaciona cada personaje con el aporte que realizé al desarrollo de la trigopnometria.

Leonard Euler

Eratéstenes de Cirene

Tolomeo

Ahmes

Johan Miiller

Nasir — Eddin

Thales de Mileto

Georg Rheticus

Francois Viete

Arquimedes

Aristarco de Samos

Se considera el autor del papiro Rhind, uno de los
problemas de este libro esta relacionado con el
concepto actual de cotangente.

Verdadero creador de la trigonometria moderna.

En su obra El Almagesto compil6 la construccion de
sus tablas trigonométricas.

Con este personaje renace la trigonometria.

Calcul6 la altura de La Gran Pirdmide empleando la

teoria de triAngulos semejantes.

Se le atribuye el teorema de la cuerda rota. En la
actualidad se traduce a las formulas para suma y
diferencia de angulos.

Durante el periodo de este matematico se utiliza por

primera vez el término trigonometria.

Establece las relaciones trigonométricas ya no con
un arco de circunferencia sino con respecto a los

lados del triangulo rectangulo.

Elabora el primer libro de trigonometria plana y

esférica como disciplina matemética separada.

Sugiere unos valores aproximados de las distancias

relativas Tierra — Sol y Tierra — Luna.

Calculd la circunferencia de la tierra en

aproximadamente 46.000 km.



Capitulo 1l 69

3.3.2 Actividad 2

1. Observa las siguientes figuras y determina cual es la caracteristica necesaria para

ser triangulo rectangulo.

N 33 631°/
42,5° #4135 ‘ /
- 253 832° /
90,0° 47.5° Ak : N
™" 607
L 60°
\ 450 45o /
90° L
\ 60°
Son triangulos rectangulos No son triangulos rectangulos

2. En todo triangulo rectangulo el lado opuesto al angulo recto (90°) se denomina
hipotenusa y los otros dos lados son los catetos. A continuacién determina con ayuda

del transportador cudl es el angulo recto y luego ubica el nombre de cada uno de sus

lados.

3. Con el programa Cabri Geometry realiza la siguiente construccion:
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Traza un triangulo rectangulo

b. Con la opcién distancia o longitud halla la medida de cada uno de los lados

c. Suma las medidas de los catetos al cuadrado y compara con el valor de la
hipotenusa al cuadrado. Anota los datos en la tabla

d. Utiliza la herramienta Dilatar/Reducir sobre el triangulo rectangulo, escribe las
medidas de los lados de cada nuevo triangulo que obtienes y completa el cuadro

e. Escribe una conjetura con respecto a los resultados obtenidos en las dos ultimas
columnas

Triangulo | CATETO1 | CATETO 2 Hipotenusa a® b? c? | a® + b?

a b C

1

2

Recuerda:

Los A ABCy el ADEF son congruentes si< A=<D; <Bz=<E; <C=<F

C =DF;(CB = FE; BA=E

O
T

w
>
m
o

Los A ABCy el ADEF son semejantessi<A=<D; <Bz=<E; <C=<F

B _

DE

_TB
~ FE

Sl3
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También puedes determinar la congruencia o semejanza de triangulos rectangulos

haciendo uso de los siguientes criterios

CRITERIOS DE CONGRUENCIA

CRITERIOS DE SEMAJANZA

Cateto — angulo (CA) si un cateto y un
angulo agudo de un triangulo rectangulo
son congruentes a las
de

rectangulo, entonces los triangulos son

partes

correspondientes otro  triangulo

congruentes.

Angulo — angulo (AA). Si dos angulos de
un tridngulo son congruentes a dos
angulos de otro triangulo, entonces los

triangulos son semejantes.

Hipotenusa — angulo (HA). Si la hipotenusa
y un angulo agudo de un tridngulo
rectdngulo son congruentes a las partes
de

rectangulo, entonces los tridngulos son

correspondientes otro  tridngulo

congruentes.

Lado — angulo — lado (LAL). Si un angulo

de un triangulo es congruente con un

angulo de otro triangulo y los lados

correspondientes que determinan los

angulos son proporcionales, entonces los

triAngulos son semejantes.

Lado — lado — lado (LLL). Si los lados
correspondientes de dos triAngulos son
proporcionales, entonces los triangulos son

semejantes.
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Con ayuda del transportador y la regla o el compas determina la medida de los dngulos
y la longitud de sus lados, luego establece para cada par de triangulos cuales son
semejantes y cudles son congruentes (ayudate de los criterios de semejanza o

congruencia para justificar tU respuesta)

5. En los siguientes triangulos toma la longitud de sus lados y luego calcula la razén

entre cada par de lados correspondientes. ¢ Qué puedes concluir?

Fl "E
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6. Los chinos (206 a. de C. — 220 d. de C.) encontraban las alturas, profundidades,
distancias y posiciones haciendo uso de los relojes de sol o gnomon y la semejanza
de triangulos, los choren (funcionarios publicos dedicados tanto a las matemaéticas
como a la astronomia) al realizar sus observaciones notaron que la sombra variaba
de acuerdo con la posicién del sol. EI método consistia en un baston incrustado
perpendicular al suelo y en la tierra se sefialaban surcos que indicaban los distintos
momentos del dia, la sombra generaba diferentes horarios.

Haciendo uso de los relojes de sol se desea saber la altura del arbol; para ello se
conoce la distancia del arbol al Ghomon, la longitud de la vara y la sombra que esta
proyecta. Utiliza la semejanza de tridngulos y encuentra el valor pedido.

Gnomon |=26m

48m sombra =34m

7. Enel AACB

= Ellado AB es la hipotenusa
= Ellado AC es el cateto opuesto al &ngulo By BC es su cateto adyacente

= Ellado AC es el cateto adyacente al &ngulo Ay BC es su cateto opuesto

B
T~

cl A
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En cada triangulo rectangulo determina el cateto opuesto, el cateto adyacente y la

hipotenusa con respecto al angulo A

c A E A

8. Consulta qué nombre recibe cada una de las siguientes relaciones

cateto opuesto _ hipotenusa
hipotenusa cateto opuesto
cateto adyacente _ hipotenusa
hipotenusa cateto adyacente
cateto opuesto  _ cateto adyacente __
cateto adyacente cateto opuesto -

9. Teniendo en cuenta el A ACB completa las seis razones trigpnométricas para el

angulo A

3 cocm
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10. Los triangulos ABC y ADE son rectangulo y el angulo A es comun a los dos

triangulos, por tanto son semejante por el criterio AA. Halla el valor de las razones

trigonométricas del angulo A para A ABC y A ADE.

.E
[
30
15
5
13
h.
12 B D
38
Para el A ABC Para el A ADE
sind = — cScCA = — sind = — cSscCA = —
CoOSA = — secA = — COSA = — secA = —
tan A = — cotA = — tan A = — cotdA = —

Teniendo en cuenta los resultados de la tabla, es verdad o falso el siguiente enunciado:

El valor de las razones trigonométricas para el angulo A, es el mismo para los dos

triangulos; lo que indica que este valor

triangulo sino de la magnitud del &ngulo.

no depende de la longitud de los lados del




76

LAS RAZONES TRIGONOMETICAS EN EL PLANTEAMIENTO Y RESOLUCION DE PROBLEMAS

11. En el siguiente triangulo equilatero se traza la altura respecto de uno de los lados

60°

¢, Cuantos tridngulos rectangulos se formaron?

c. Calcula las razones

respectivamente

trigonométricas para

Utilizando el teorema de Pitagoras halla la altura del triangulo

los angulos de 30°

y 60°

Para el angulo de 30°

Para el angulo de 60°

sin30° = —

csc 30°
cos 30° = — sec 30°
tan 30° = — cot30°

sin60° = —

cos 60° = —

tan 60° = —

csc60° = —

sec60° = —

cot 60° = —

12. El siguiente triangulo es rectangulo isGsceles
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Contesta las siguientes preguntas:

a. ¢Cuanto miden cada uno de los angulos?

b. Utiliza el teorema de Pitdgoras y halla el valor de la hipotenusa h =

c. Completa los valores faltantes

Para el angulo de 45°

d. ¢Sitoma otro triangulo rectangulo isdsceles con diferentes longitudes los resultados

de las razones seran las mismas? Justifica la respuesta.

3.3.3 Actividad 3

Para esta seccion ten en cuenta las siguientes definiciones:

Cuando se observa objetos a lo lejos se forma un par de angulos, los que dependen de
la posicion del objeto. Si la linea de visibilidad y el objeto estdn por encima de la
horizontal, el angulo se nombra angulo de elevacion (el observador ve un objeto hacia
arriba), mientras que si la linea de visibilidad y objeto estan por debajo de la horizontal, el

angulo se llama de depresion (el observador ve un objeto hacia abajo).
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g ANGULO DE ELEVACION
HORIZONTAL

También ten en cuenta las siguientes convenciones

= Cateto opuesto: co
= Cateto adyacente: ca
= Hipotenusa: h

Ejemplo

1. La siguiente foto fue tomada por un estudiante de grado décimo desde el colegio para
su proyecto de trigonometria. El desea hacer uso de las razones trigonométricas

para determinar algunos datos interesantes.
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a. En la foto se observa el nevado de Santa Isabel, la distancia entre el colegio y el
nevado es de 145.23 km. ¢ Si un observador esta en la cima del nevado y mira el

colegio cudl es el angulo que se forma?

b. Desde el colegio Los Alpes también se observa el nevado del Tolima en linea
vertical con una distancia de 140.4 km y desde este mismo punto se divisa el
nevado del Ruiz con un angulo de elevacion de 75°5’. Calcula la distancia que

hay desde el colegio hasta el nevado del Ruiz.

c. ¢Qué distancia hay entre los nevados de Santa Isabel y el nevado del Ruiz?

Solucioén:

Se toma como referencia la imagen con los siguientes datos

a. Para determina el &ngulo de depresion se tiene la siguiente ilustracion
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Angulo de

140.4
km

co 140,4

sind = — 0.97

h 14523
A= sin~1(0.9667) = 75.93°

R/ El angulo de depresién es de 75.93°

b. Para este problema se tiene los siguientes datos

g O
nd=—
si >
e _ 1404
sin =—
1404 kr LE I
o _ 1404
" sin75°5’
/A h = 14530 km

R/ La distancia entre el Colegio Los Alpes y el nevado del Ruiz es de 145.30 km.

c. Para hallar la distancia entre el nevado del Ruiz y el nevado de Santa Isabel se

realiza en dos pasos:
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Nevado Santa

MNevado del
Isabel _rlq_sa":%‘;o del Ruiz

75°1"

145.23 km 140.4 km

144.8 km
75°%'
= Distancia entre el nevado Santa Isabel al Tolima
A ca ca ca
O= — =
75.930 €0s75.93°% = h 145.23

ca = 145.23 * cos 75.93°
1404 kim = co

ca = 35.31
h=145.23 km

R/ La distancia entre el Nevado de Santa Marta y el Nevado del Tolima es 35.31 km

= Distancia entre el nevado del Tolima y el Nevado del Ruiz

co

tan14°55' = 2= 2
ca 140.4

tan 14°55' x 140.4 = co

140.4 km =
m=ca 145.30 km=h co =37.40km

14955

i\

R/ La distancia entre el nevado del Tolima y el nevado del Ruiz es de 35.42 km.
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Finalmente, sumando la distancia entre el nevado del Tolima y el Nevado de Santa Isabel

con la distancia entre el nevado del Tolima y el nevado del Ruiz es 72.71 km.

PROBLEMAS

1. Utilizando medidas reales modela la siguiente situacibn mediante una maqueta

tridimensional:

Eres un bombero y posees una escalera de 18
cm de longitud. El &ngulo maximo que puede
emplear por seguridad es de 75° medido sobre
la horizontal (suelo). Calcula la altura méaxima

gue se puede atender con la escalera.

Toma con la regla la altura que alcanza con este angulo y realiza el procedimiento

trigonométrico, compara estos dos resultados, qué puedes concluir.

2. Thales de Mileto (630 — 545 a. de C.) calculd la altura de La Gran Piramide usando la
sombra de la piramide y la longitud de su bastén que coloc6 de manera perpendicular

al piso, este procedimiento lo sustento con la teoria de triAngulos semejantes.
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Siguiendo el procedimiento utilizado por Thales de Mileto determina la altura del colegio
Los Alpes, utiliza la teoria de triangulos semejantes y compara el resultado con el uso de

razones trigonométricas.

3. Un arquitecto desea construir la maqueta del conjunto arquitectdnico llamado La
puerta del sol, ubicado en Madrid. Los dos edificios, de 115 metros de altura, estan
inclinados 14,3 grados, de forma simétrica con respeto al eje de la Castellana. ¢cual

es la medida de la base de los edificios para realizar el disefio?

p— == 14.3°

L eje de la Castellana
N - asddt MNNLLLS LHhrila s s RN s T T es - ]

4. Un movil recorre la trayectoria descrita en la figura ¢cudl es la distancia total desde
el punto A hasta el punto B?
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21°48°
7 km
6 km
6k
ATy 4 km
A - 45° ' B
S5km 6 km

5. Otro personaje importante en el desarrollo de la trigopnometria es Aristarco de Samos
(310 - 230 a. de C.), quien con ayuda de sus observaciones y conocimientos se

aproximé en gran medida a los valores reales de las distancias tierra — sol — luna.

luna sol

tierra

Teniendo en cuenta que la distancia tierra — luna es de 384000 km, encuentra las
distancias sol — tierra y sol — luna, luego calcula y compara con el dato que

posteriormente se utilizé con el &ngulo luna-tierra-sol de 89°5’.

6. Una compafiia de ingenieros desea construir un tinel que atraviese la montafia
gue se ubica en el barrio Malvinas, observa los datos que se encuentran en la

figura y encuentra la longitud de la nueva carretera.
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7.

8.

9.

En el desarrollo de la trigonometria se encuentra otro personaje importante,
Eratéstenes (200 a. de C.) quién observé que un dia del afio al mediodia el sol no
proyectaba sombra en la localidad de Siena, mientras que al mismo instante en

Alejandria tomando un palo de 1 m, la sombra que se proyectaba era de 12 cm.

Observa el siguiente video
https://www.youtube.com/wath?=sCUPB_mqPoc&Feature=related y luego contesta
las siguientes preguntas ¢Cual es el angulo formado entre el sol y la vertical?
Ademas si la distancia entre dos ciudades es de 5000 estadios (800 km), ¢cual es el

perimetro de la tierra?

Alejandria

Siena

La constructora asociada a la secretaria de Hacienda desea construir la sede B del
colegio Los Alpes y esta interesada en comprar un terreno que tiene la forma descrita

en la ilustracion. Si el m? lo consigue a $800.000, ¢.cudl es el valor total del terreno?

La NASA esta a punto de lanzar un cohete para poner en 6érbita un satélite. ¢Cual

sera la inclinacién para iniciar su despegue? Observe la figura
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10. Plantea una situacion de ta contexto donde hagas uso de las razones trigonométricas

Rrepreséntalo a través de un dibujo a escala.

b. Utiliza alguna herramienta tecnolégica (programa dindmico de geometria) para
ilustrarlo.
Construye la respectiva maqueta tridimensional.

d. Realiza el procedimiento trigonométrico y compara las respuestas en cada
proceso.

e. Expon tu proyecto a todo el grupo en la feria de la ciencia.



4.Conclusiones y recomendaciones

4.1 Conclusiones

De vital importancia examinar las situaciones que dieron origen y evolucion a cada
uno de los conceptos que se utilizan en la escuela ya que estos permiten sustentar el
valor de la nocién para la solucién de problemas actuales.

No solamente existe una propuesta didactica en torno a un mismo tema, la labor del
docente es examinar y complementar cada uno de estos trabajos que le permitan

enriguecer su propia propuesta teniendo en cuenta su entorno social.

Tener presente la idea de Brousseau para la implementacibn de estrategias
didacticas en el aula:
Una nocion aprendida no es utilizable sino en la medida en la que ella es
relacionada con otras, esas relaciones constituyen su significacién, su
etiqueta, su método de activacion. Empero, no es aprendida si no es utilizable
y utilizada efectivamente, es decir, sélo si es una solucion de un problema.
Tales problemas, junto con las restricciones a las que la nocién responde,

constituyen la significacion de la nocion... [27].

La ensefianza de las mateméticas necesita que los docentes planeen y propongan
situaciones de aprendizaje significativo y comprensivo para los educandos y asi
permitir que ellos participen activamente en la reconstruccion y validacion del saber
matematico haciendo uso de materiales manipulativos, representativos y tecnoldgicos
para encontrar estrategias de solucion a los problemas que se le planteen y de esta
manera ayude a profundizar y consolidar los distintos procesos generales ( formular y

resolver problemas; modelar procesos y fendbmenos de la realidad; comunicar;
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razonar, y formular comparar y ejercitar procedimientos y algoritmos) y los distintos
tipos de pensamiento matematico (numérico, espacial, l6gico, métrico, variacional y

aleatorio).

4.2 Trabajo futuro

Como tarea queda seguir enriqueciendo la practica pedagdgica en cada uno de los
conceptos a compartir con los educandos con el fin de sensibilizar al estudiante para que

se le facilite cada vez mas el proceso de aprendizaje teniendo en cuenta tres aspectos:

= Fundamentacion epistemoldgica e historica.
= Fundamentacion disciplinar.

= Fundamentacion pedagogica.
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A. Anexo A: Soluciones a algunos de
los problemas de la propuesta
didactica

A continuacién se dan las soluciones a los ejercicios pares propuestos para lo cual se
usara las siguientes notaciones:

* Co: cateto opuesto

= ca: cateto adyacente

* h : hipotenusa

2. Un grupo de estudiantes del colegio Los Alpes calculé la altura del plantel, siguiendo

un procedimiento parecido al utilizado por Thales.

Encuentra la altura del colegio haciendo uso de la teoria de triAngulos semejantes y

luego compara el resultado con el uso de razones trigopnométricas.

=  Solucion 1: Semejanza de tridngulos

Datos: En uno de los tridngulos que se forman la altura es 1.89 m y la base es 4.5 m.
En el triangulo mayor la altura no se conoce y corresponde a la altura del edificio y la

base de este triangulo es la sumade 10 m + 4.5 m

145 45
“x 189
14.5  1.89
YT 745

x = 6.09
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Altura del colegio es 6.09 m.

=  Solucién 2: Razones trigonométricas

Para el triAngulo formado por la estatura de la persona y su sombra se tiene que el co =

1.89y el ca=4.5tomando como referencia el &ngulo A, se utiliza la razon trigonomeétrica

tangente.
tand = £
ca
tand = =2 1.89
4.5
A = tan"1(0.42) 4.5 A
A =22.78°

Con este dado para el triangulo formado entre la altura del colegio y su sombra se tiene
gue el co es el valor por buscar, el cateto adyacente es 14.5

co
tandA = —
ca

co

tan 22.78° = — co
14.5

co = tan22.78°x 14.5
co = 6.09

14.5 22.78°

R/ Comparando los dos procedimientos, se llega a la misma conclusién la altura del
colegio es de 6.09 m.

4. Un movil recorre la trayectoria descrita en la figura ¢ cual es el recorrido total desde el
punto A hasta el punto B?
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21°48°
7 km
6 km

6k
Jrane 4 km
A& 45° E;} B

5km 6 km

Para la solucion se divide en 6 etapas.

= FEtapa 1: 5km
» Etapa 2: En el triangulo que se forma se debe averiguar la hipotenusa

) 450_c0_4
sin =7 =

- 4
) 4km = co h=—— =565km
450 sin45

e FEtapa 3: 6 km
e FEtapa 4: Uno de los angulos del tridngulo es de 21.48° y su cateto opuesto es la
diferencia entre 6 km y 4 km. Se debe hallar la hipotenusa.

—_

. o_ 2
21.480 sin21.48° = N

—6km h= —2— =546

sin21.48°

4 km

e FEtapa5:7 km
o FEtapa 6: Como se conoce el valor de los catetos se puede hacer uso del teorema de
Pitagoras
h? = a? + b?
h= 62+ 62=+72=6V2 ~848
Se suman las trayectorias de las 6 etapas

5km+5.65km+ 6 km +5.46 km + 7 km + 8.48 km = 37.59 km

R/ La trayectoria del movil desde el punto A al B es de 37.59 km.
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6. Una compafia de ingenieros desea construir un tanel que atraviese la montafia que se

ubica en el barrio Malvinas. ¢ Cudl sera la longitud de la nueva carretera?

Triangulo 1:

El &ngulo formado en el pico de esta montafia es de 143°, una parte mide 75° luego la

otra parte mide 68°.

ege o O O
SINOST= 3= 23

co = 2.3% sin68°=2.13

68°
h=2.3km
co

Tridngulo 2:
75°
h=2.4km
co
in 750 = co  co
R

co = 2.4 % sin75° = 2.32
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R/ La longitud de la nueva carretera es la suma de 2.13 km y 2.32 km, es decir, 4.45 km,

8. La constructora asociada a la secretaria de Hacienda desea construir la sede B del
colegio Los Alpes y esté interesada en comprar un terreno que tiene la forma descrita en
la ilustracion. Si el m? lo consigue a $800.000, ¢ cudl es el valor total del terreno?

Triangulo 1: 41.6° e co co
anAlo= T 697
6.97 m co = 697« tan41.6° = 6.19
co

Triangulo 2:
tan41.1°= £ = &¥ 6.97 m

ca ca
ca = =2 _=799

tan41.1°
41.1°

Para hallar el area de un triangulo se debe conocer la base y la altura, en este caso la
base es lasumade 6.19 my 7.99 m. La altura es 6.97 m.

_ bxh _ 14.18 * 6.97
o2 2
Entonces el area de este terreno es de 49.41 m?.

=49.41

R/ Como el metro cuadrado vale $800.000, el precio total del terreno es de $39°5338.840



B. Anexo B: Soluciones a ejercicios
haciendo uso del software educativo

cabri

1. Suma de los angulos internos de un triangulo

ul

(Triangle)

Construir un triangulo con la herramienta‘

#3 Cabri Geometry II Plus - [Figure #1] | |
=1 File Edit Options Session Window Help
cm A
NS -SCEYEUES |-'I| | [AUEE

Line

Segment

Ray

Vector

Triangle

Polygon |

Regular Polygon |

g

L-=-Il—ll-ﬂ-J

4

Calcular la medida angular con la opcion (angle)

(et Cabri Geometry I Plus - [Figure #1 -]

File Edit Options Session ndow  Help

[ [ A B\ E] AT "1*|

Distance or Length
Area
L Slope
K Angle
Equation or Coordinates

. Calculate...
- - Apply an Expression
i o Tabulate

—

Aangle

Nombrar los angulos con la opcion L°_-| (Label).

= | S| i S—

-
#1 Cabri Geometry II Plus - [Figure #1 *]
File Edit Optiens Session Window Help

(] [ &S] B B A=

Label
Text
Mumerical Edit
Expression

— =] 2=

Mark Angle
Fix f Free
51.2° Trace OnfOTf
B .|  Animation
42, Multiple Animation...

c -

Angle
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Sumar los angulos con la opcion B2

i

Calculator

O | clear |[asbic = [fio000
3 1 1 o 1 O i

R

Con la opcion arrastre

4

calculadora (calculate)

(pointer) toma uno de los vértices y modifica los triangulos

Y Cabri Geormetry I Plus - [Figure #1 =] e[ =1

T3 File Eait  Options  Session Window
&= [- S ==aaE= Iml_J I_JI_J

Fotate ‘

Fotate and Dilate

~ 50.4 ~

Pointer

Vuelve a calcular la suma de los angulos para cada trian

tus conclusiones

gulo, completa la tabla y saca

<A <B <C

Suma:<A+<B+<C

Triangulo 1

Triangulo 2

Triangulo 3

Triangulo 4

Tridngulo 5

Triangulo 6

2. Desigualdad triangular

Construir un triangulo con la herramienta‘

¥, Cabri Geometry II Plus - [Figure #1]

4 File Edit Options Session Window Help-

] - O] A=) |-*I| =] [ A=

Line

Segment

Ray
Vector
Triangle
Polygon |
Regular Polygon |
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cm

Calcular la longitud de cada lado con la opcién [*—-| distancia o longitud (Distance or
Length)
T Calborl Seorme Lyupluslegure#l‘] L-—-||E||&J
= File Eclit TionE | Session 3
I3 I - II-&-IIG:*I I—-\r—ll s IIX4I Ii‘-—ll“" T A=
= \-\ M7 em E:l::c:g.:::a;::iun or Coordinates
Completa la tabla y saca tus conclusiones
Longitud | Longitud | Longitud
lado a lado b lado ¢ ca<b+c? | (b<a+c? | ¢c< b+a?
Triangulo 1
Triangulo 2
Triangulo 3

3. Lineas notables del triangulo

Traza un tridngulo equilatero con la opcion poligono regular

%% Cabri Geometry I Plus - [Figure #1 *]

=4 File Edit Options Session Window Help

(=] [-

1= A -\-Jlx—~] =]

Line

Segment

Fayw
Wector

Triangle |
Polywygon |
| Pegular Polygon

« !

Regular Pelygon

X

Traza las tres bisectrices del triangulo

(Angle

Bisector)

(Regular Polygon)
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£3, Cabri Geometry I Plus - [Figure #1 =]

File Edit Options Session Window  Help

IR A=A =S

Pocrpendicular Line

Parallel Line

ridpoint

Pcocrpendicular Bisector

Angle Biscctor
Yector Sum

Compass

bMeasurement Transfer

—~—

Traza las tres medianas del triAingulo con la opcién punto medio y segmento L -

( Midpoint y segment)

3, Cabri Geometry I Plus - [Figure #1 =]

e —c—

File Edit O ptions  Session WWind o Help

[ - II-—"||®I [—l[A-x—~] [Z—]

[~et =]

Perpendicular Line

Parallel Line
] rAidpoint
Perpendicular Bisector
Angle Bisector
Yector Sum

Compass
FMeasurement Transfer

—

A

Pidpoint

Traza las tres alturas del triangulo con

(Perpendicular Line)

la

File Edit Options  Session

q,, Cabri Geomatn I Flus - [Figure #1 =] L [ (]

B -J—l=l | | \- IIX*I |--II L] [~nl 2]

Perpendicular Line

Traza las tres mediatrices del triangulo con la opcién mediatriz

Bisector)

opcién rectas perpendiculares '3"

-} (Perpendicular

—
L Cabri Geomeatny I Plus - [Figure =1 =]

e[ [ ——] ]

=4 File Edit Opticons Session Wi o Helgp

][ - J—I] [\ Bl [a=d] “]

Perpendicular Line

L Parallel Line

rdidpoint

Angle Bisector

Perpendicular Bisector

e ctor S5orm

Compass

Measurement Transfer

—~——

- il

Perpendicular Bisector

¢, Qué se puede concluir de esta construccion?
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4. Teorema de Pitdgoras

4

Construir un triangulo con la herramienta‘

4, Cabri Geometry I Plus - [Figure #1]

(Triangle)

File Edit Options Session Window Help

=] [-JA

Ol -\l Bl [AER]

Line
Segment

Ray
Yector
Triangle
Polygon
Regular Polygon |

Calcular la longitud de cada lado con la opcién

Length)

cm

At

distancia o longitud (Distance or

&Y Cabri Geometry II Plus - [Figure ¥1 =]

File Edit Options Session Window Help
5] [ IASO] [T B
529 cm
2.50 cm This triangle
90.0 °

4. 66 cm

o |

Pointer

Suma las medidas de los catetos al cuadrado y compara con el valor de la hipotenusa al

cuadrado. Anota los datos en la tabla

Calculator

=

ﬂ Clear |a+h+c

I | 3 e | [ |

| = |[180.00°

LN .
Utiliza la herramienta Dilatar/Reducir (D|Iate) tomando uno de los lados del triangulo

rectdngulo, escribe las medidas de los lados de cada nuevo tridngulo que obtienes,

completa la tabla y escribe una conjetura con respecto a los resultados obtenidos
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i, Cabri Geometry II Plus - [Figure #1 =]

[ ) |

File Edit Options Session Window Help — [=][ =
[ ? = =
%] - IO [l Adx—] Bz [anl]=f]
Pointer | ‘T
Rotate |
| Dilate
Rotate and Dilate | 5.99 cm
283 C [
90.0
5.28 cm
- =l [3
Pointer

Triangulo | CATETO 1 CATETO 2
a b

Hipotenusa
C

b2

a? + b?

1

2
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