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Notaciones

1. Cx(R™) es el espacio de funciones definidas en R™ a valor real continuas que tienden
a cero en infinito.

2. C°(9) es el espacio de funciones definidas en el conjunto abierto 2 C R™ a valor
real infinitamente diferenciables.

3. C§°(Q) es el espacio de funciones f € C°°(§2) con soporte compacto en €.

4. IP(R"), 1 < p < o0, es el espacio de funciones medibles f : R" — C tales que
1
11l ogny = (Jgn [f(@)]P dz) > < 0.

5. L*>°(R™) es el espacio de las funciones esencialmente acotadas de R™ en C tales que
1l e ) = SUP e |F(2)]

6. LEL, 1 < p < oo, 1 < ¢ < o es el espacio de funciones medibles f : R x R — C

tales que
00 0o b 1
q p
1fllzere = (/ </ !f(azt)\th) d:x) < 0.

Analogamente, LELY, 1 < p < 00, 1 < ¢ < 00 es el espacio de funciones medibles
f:Rx[0,T] — C tales que

o) T § %
lzzag = ([~ ([ 1rteiar) ae)” <o

Similarmente se definen los espacios L{ L% y LLLE.

7. S(R™) es el espacio de Schwartz definido como el conjunto de todas las funciones
f € C®(R"™) tales que

[fllo s = sup 298P f(x)| < oo para todo «, 8 € N
TER™
8. X — Y, significa que X esta contenido densa y continuamente en Y.

9. Para variables x y y, * < y significa que existe una constante positiva ¢ tal que
x < cy. x ~ ysignifica que z Syyy < .

II



NOTACIONES 11T

10.

11.

J¥ = (1—A)2 y D® = (—A)2 denotan los potenciales de Bessel y de Riesz de orden
—s, cuyos simbolos son (1 + £2)%/2 y |€|* respectivamente.

[A; B] = AB— BA, donde A y B son operadores. En particular, [J%; flg = J*(f.g) —
f(J%g) si f es tomado como operador de multiplicacion.



Introduccion

En 1895, Korteweg y de Vries deducen la famosa ecuacion Korteweg-de Vries (KdV)
oru + &%u +udzu = 0,

la cual describe la propagacién de ondas en un canal poco profundo. Y Benjamin en 1967
y posteriormente Ono en 1975 introducen la no menos famosa ecuaciéon de Benjamin-Ono
(BO)

oyu + H@gu +udzu = 0,

donde H es la transformada de Hilbert, la cual describe la propagacion de ondas en un
fluido estratificado de profundidad infinita. Durante las pasadas décadas, ambas ecuaciones
fueron extensamente estudiadas en una gran cantidad de literatura, en lo referente al prob-
lema de buen planteamiento. (Ver entre otros 3], [4], [5], [12], [14], [15], [16], [19], |31]).

En general un problema de valor inicial (PVI)
Oru = F(u)a (1)
U(ZL’, O) = UO(I'), (2)

es localmente bien planteado (lbp) en un espacio de funciones X, si para cada ug € X,
existe T' = T(|luo|lx) > 0 y una tnica funcion v € C([0,T],X) N ---, que satisface
para todo t € [0,T], y ademés, u depende continuamente del dato inicial ug, esto es, que la
funcién ug — wu sea continua en los respectivos espacios apropiados. Sil" es arbitrariamente
grande, se dice que el (PVI) es globalmente bien planteado en X.

Ambas ecuaciones, tanto la KdV como la de BO poseen un niimero infinito de integrales
que son conservadas, que en la literatura se conocen como leyes de conservacion. General-
mente en un problema (Ibp), estas leyes permiten extender las soluciones globalmente en
los espacios de Sobolev asociados a la estructura de la cantidad conservada.

Algunos de los resultados mas recientes sobre buen planteamiento de estas dos ecua-
ciones son:

Para la ecuacion de BO es conocido (véase [9]) que tiene soluciones débiles globales en
L?(R). Iorio (véase [12]) obtuvo buen planteamiento local en H*(R) para s > 3 y poste-
riormente Ponce (véase [30]) demostré buen planteamiento global en H*(R) para s > 3

v
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primero probando buen planteami-ento local usando la teoria de Bona y Smith (véase [4]),
y extendiendo las soluciones con la ayuda de las leyes de conservacién en la jerarquia de
cantidades conservadas por el flujo de la BO. Més recientemente Koch y Tzvetkov (véase
[25]) y Kenig y Koenig (véase [I8]) mejoraron este resultado para s > 2 y s > % respec-
tivamente, ambas usando estimaciones refinadas de tipo Strichartz para el grupo lineal
asociado a esta ecuacion. Tao logra (véase [33]), mediante una transformada compleja sim-
ilar a la de Hopf-Cole, alcanzar el espacio de energia H'(R), y hace un par de afios y casi
simultaneamente Burq y Planchon (véase [6]), y Ionescu y Kenig (véase [I1]) muestran el
buen planteamiento local y global en H*(R) para s > i, y L?(R) respectivamente.

Para la ecuacion KdV, Bourgain (véase [5]) introdujo espacios de Sobolev que involu-
cran el simbolo completo en espacio y tiempo via transformada de Fourier de la parte
lineal de la ecuacién diferencial, y mediante un argumento de punto fijo obtuvo buen
planteamiento local (y asi global) en L?(R). Posteriormente Kenig, Ponce y Vega (véase
[19]) mediante una estimacion bilineal en los espacios introducidos por Bourgain probaron,
de nuevo usando un argumento de punto fijo, buen planteamiento local en H*(R) para
5 > —% y Colliander, Staffilani, Takaoka y Tao extendieron este resultado a uno global
(véase [§8]). Christ, Colliander y Tao consiguieron alcanzar el buen plantemianto local has-
ta el extremo s > —% (véase [7]), y un resultado global en el extremo fue recien obtenido
por Kishimoto (véase [24]) y por Guo (véase [10]).

En este trabajo consideraremos la familia de ecuaciones dispersivas

{atu +0,D 4t udpu = 0 (2,t) €R2, 0<a<1 )

u(z,0) = up(z).

Se tiene que cuando a = 0 resulta la ecuacién de BO, y cuando a = 1 resulta la ecuacién
KdV. Cuando 0 < a < 1 esta familia dispersiva no local es conocida como la ecuacion de
dispersion generalizada de Benjamin-Ono. Esta ecuaciéon surge como modelo matemati-
co para la propagacion débilmente no lineal de ondas largas en canales poco profundos.
Kenig, Ponce y Vega (véase [22]) mostraron que (3|) es (Ibp) con dato inicial en H*(R) para
5> % haciendo uso del método de energia, los efectos regularizantes del grupo asociado
a la parte no lineal junto con argumentos de aproximaciéon de Bona y Smith. Combinando
la teoria local con las leyes de conservacion, (2.2) y (2.3) del capitulo 2, se demuestra el
buen planteamiento global de || en H*(R) para s > “TH > %.

Molinet, Saut y Tzvetkov (véase [29]) mostraron que para 0 < a < 1 solo una suposicion
del dato inicial en H*(R) es insuficiente para una prueba de buen planteamiento local via
iteracién de Picard o argumentos de punto fijo sin importar qué espacio de funciones de
espacio-tiempo, que contienen a C([0,7]; H*(R)), es considerado para la contraccién. En
particular, la aplicaciéon dato-soluciéon no es siquiera de clase C? en las respectivas topolo-
gias.

Luego, para demostrar buen planteamiento local de no es posible realizar un ar-
gumento de punto fijo. En particular, el tipo de argumento usado por Bourgain y Kenig,
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Ponce y Vega para la ecuacion KdV no es posible para en el rango 0 < a < 1.

El objetivo principal de este trabajo es demostrar que el problema de Cauchy asociado
a la ecuacion de dispersion generalizada de Benjamin-Ono

{&tu + 0 DX+ udu = 0 (r,t) eR%, 0<a<1 (4)

u(x,0) = up(z)

es (Ibp) en espacios de Sobolev H*(R) para s > 9_83“, y por tanto globalmente bien
planteado en H*(R) para s > %1 > S mejorando as el resultado en [22]. Este resultado
fue anunciado en [18], donde la prueba alli contenida se hace para el caso a = 0 y no in-
cluye la propiedad de persistencia ni de dependencia continua del dato inicial. Usando las
técnicas desarrolladas recientemente para obtener mejores resultados para la ecuacion de
Benjamin-Ono, puede ser factible mejorar el resultado de este trabajo (ver las referencias

antes mencionadas en el contexto de la ecuacion de Benjamin-Ono).

La estrategia de la prueba consiste principalmente en mejorar el método clasico de
energia, lo cual se logra refinando la estimativa de Strichartz de la ecuacion (4)), jun-
to con efectos regularizantes globales del grupo lineal y estimativas locales de las solu-
ciones de la misma, continuando y adaptando las ideas dadas en los trabajos de Koch y
Tzvetkov [25] y Kenig y Koenig [18] aplicadas a la ecuacion de Benjamin-Ono. Finalmente,
mostramos en detalle el proceso de Bona y Smith necesario para completar la prueba del
buen planteamiento local (véase [4]).

Enunciamos ahora, el resultado principal del trabajo.
9-3a s : —(+52) .
Teorema .1. Sea s > =g*. Para todo ug € H*(R), existe T' 2, |[ug| y una unica
solucion u del (PVI) que satisface

ue C([0,T]; H*(R))

dyu € LY([0,T]; L°(R)).

Ademds, para todo R > 0, la aplicacion ug — u(t) es continua de la bola {uo € H°(R) :
HUO”HS < R} a C([O,T];HS(R)).

El trabajo esta organizado como sigue: el primer capitulo contiene la notacién necesaria,
definiciones y resultados basicos de la transformada de Fourier, espacios de Sobolev H*(R)
y la teoria de Littlewood-Paley. El segundo capitulo presenta las estimativas lineales del
grupo asociado y de sus soluciones junto con la estimativa de energia. El tercer capitulo
estudia la estimativa refinada de Strichartz para la ecuacion (4)) y el cuarto capitulo muestra
una estimativa a priori de la norma de la solucién en L3° Hj para s > 9_83“, seguido de la
prueba del buen planteamiento local para el (PVI) (4) por el método de Bona y Smith.




CAPiTULO 1

Preliminares

En este capitulo presentamos definiciones y algunos resultados de la teoria, necesarios
para ilustar posteriormente los resultados del trabajo.

1.1. Transformada de Fourier

Definicién 1.1. La transformada de Fourier de una funcion f € LY(R"), denotada por f,

se define por
f€) = [ f)e @9 an,

C2m)? Jre

donde (x - ) es el producto punto usual en R™.

La transformada de Fourier tiene la siguientes propiedades (para sus demostraciones
véase [13] v [27]).

Proposicién 1.1. Si f € LY(R™) entonces

1. f es acotada, continua y ademds

1
(2m)3

1£©O] < I1fll e < £l -

2. lim f(€)=0.

€] o0
3. SiTof(x) := f(x — a) entonces
LA = Of©) y [N Q) = (T-uf)(©).
4. Sta>0, 6uf(z):= f(ax) entonces

(0af)(&) = a " f(a719).
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5. Sea g € L'(R™) entonces

o —

(f = 9) (&) = F(£)3(9).

También enunciamos algunas propiedades de la transformada de Fourier definida sobre
el espacio de Schwartz.

Proposicion 1.2. Si ¢ € S(R™) entonces ¢ € S(R™) y
(=) @p)(€) = £°¢(),
(—0) " zo)(€) = 9% ().

Ademds vale la formula de inversion

o) = [ F©)e=9 de.

(27)% Jgrn

Proposicion 1.3. La transformada de Fourier A : S(R™) — S(R™) es un isomorfismo,
es decir, es una aplicacion inyectiva continua y con inversa continua.

Proposicioén 1.4 (Plancherel). Sea f € LY(R") N L2(R") entonces f € L2(R™) y ademds
Hf”L?(Rn) = Hf”L?(an)-

Dado que S(R™) es denso en L?(R™) entonces la transformada de Fourier se puede
extender de manera tnica a L?(R"™).

Para terminar esta parte definamos la transformada de Fourier en el contexto de las
distribuciones.

Definiciéon 1.2. Una distribucion temperada es un funcional continuo sobre S(R™). El
conjunto de todas las distribuciones temperadas es denotado por S'(R™).

Definiciéon 1.3. Si f € S'(R™) entonces la transformada de Fourier de f denotada por f
es la distribucion temperadada definida por

(f,¢) = (f,¢) para todo ¢ € S(R™).

Proposicion 1.5. La transformada de Fourier n : S'(R™) — S'(R™) es un isomorfismo,
es decir, es una aplicacion inyectiva, continua, con inversa continua. Ademds

555y

) =r=0U"" f=Ffy
(=)@ F)(e) = € (),
(=il (@) (&) = 0 f(9).
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1.2. Espacios de Sobolev

En esta seccion introduciremos los espacios de Sobolev WP,

Definicién 1.4. Sea Q un conjunto abierto de R", el espacio de Sobolev WP () se define
por

WmP(Q) = {f € LP(Q) : 0°f € LP(),0 < |o] <m},

donde 1 < p < oo, con norma || - |, , definida como
1/p
1, = (X [1o0)" 12p<,
|ao|<m Q

1Fllpoe = Y supess|0®f(z)], e,

lal<m

o equivalentemente para s € R, WsP(Q) := LE(Q) = JSLP(Q) con norma || - lsp =

J5|l.. En el caso particular p = 2 se define H5(Q) = JSL%(Q via transformada de
» P p y
Fourier su norma es equivalente a

1/2

11,2 =15 = ([ @+ len®IF e )
R"l
Ademds H®(Q) = 32y H*(Q) con la métrica inducida.

Estos espacios de Sobolev tienen las siguientes propiedades (para sus demostraciones
véase [1, [13] y [27]).

Proposicion 1.6. 1. (Inmersiones de Sobolev) Sean m > 1, 1 < p < 00, se verifica:

(a) Si % — ™ >0 entonces W™P(R") — LI(R"), donde % = % -
(b) Si % — ™ =0 entonces W™P(R") < LI(R") para todo q € [p, 00).
(c) Si % — ™ <0 entonces W™P(R") — L>*(R").

En particular, stk > 1 y1 <p < q < oo tales que % = 1%— %, entonces Wk’p(R”) —

Wha(R™).

2. (Interpolacion) Si f € S(R™) entonces
12l < ell-T*0 F Ul 1 £l (11)

donde 0 € [0,1], po, p1 € (1,00), 50,51 € [0,00), 5 = Oso+(1—0)s1, y % = Z%*Flp;le-

3. (Lema de Sobolev) Sip =2y s> 5 entonces

H*(R"™) < Coo (R™) N L(R™).
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Siguiendo las ideas de J. Bona y R. Smith (Véase [4]), en el capitulo 4 introduciremos
la nocion de "solucién e-aproximada". Para esto se necesita la siguiente proposicion. (Para
su demostracion véase [4])

Definiciéon 1.5. Sea ¢ una funcion par en C°(R) que satisface

1. 0<p<1entodo R yp(0)=1.
2. v(z) :=1— p(x) tiene un cero de orden infinito en x = 0.

3. v tiende exponencialmente a cero en +oo.

Definimos @-(x) = (%) y fe(x) = (¢ * f)(x) para todo € > 0, € € (0,1).

Proposicion 1.7. Si f € W5P(R) con 1 < p < 00, entonces para todo € > 0 se tiene

| fellstip < CE*leH&p para todo >0 (1.2)

N f = fells—gp < c€5||f||s,p para todo 8 € 0, s]. (1.3)

Mads ain, para f fija, el limite cuando € tiende a cero satisface
If— fz—:”s—ﬁ,p = 0(55)- (1.4)

1.3. Teoria de Littlewood-Paley

Es esta seccién enunciaremos la teoria de Littlewood-Paley necesaria para la prueba de
la estimativa refinada de Strichartz del capitulo 3 (véase [32]).

Fijemos una funcién x tal que
x € C°(R), 0<x<1, x[—1,1=1, y supp(x) C [-2,2].

Definimos para k > 1

$(€) == x(€) = x(28) ¥ ¥w(§) :==p(277¢)
tal que

D Wk(€) +x(€) =1, para todo & #0 y supp(yy) C {2877 < [¢] < 2}
k=1

Los multiplicadores de Littlewood-Paley se definen para f € S’(R)

Qo(f) = (xf)",
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Qi(f) = (Vuf)" = ()" * f para k> 1.

Si A = 2F (es un nimero diadico) y se denota a f\ = Qx(f) entonces
F=Y_h
A

se dice ser una descomposicion de Littlewood-Paley de f en la variable de frecuencia, donde
[ tiene frecuencia ~ A > 1. El siguiente resultado clésico es una extension a LP del teorema
de Plancherel valido cuando p = 2.

Teorema 1.8 (Littlewood-Paley). Para 1 < p < oo se tiene

51~ [ (S 1@uh) ], = [ (1))

r’

1.4. Otros resultados

Para analizar los productos que surgen de la expresiéon no lineal de la ecuacién , se
requiere el siguiente resultado que se conoce como la féormula de Leibniz para derivadas
fraccionarias (para su demostracion véase [21]).

Proposicion 1.9. Sea s = s1 + s2 € (0,1), s1,52 € (0,8) yp € [1,00), p1,p2 € (1,00) tal
que L = p% + p%. Entonces, si f,g € S(R™)

p
1D*(fg) = F(D*9) = g(D* Pllze < [ID* fllzes [ D* g vz

La siguiente estimativa del conmutador fué establecida por T. Kato y G. Ponce (para
su demostracion véase [17]) y es la clave para probar la estimativa de energia que satisfacen
las soluciones de .

1

Proposicion 1.10. Para s > 1 y 1 < p < oo donde pa,p3 € (1,00) son tales que 5=
1,1 1,1 -
ot 5y = 25 T ;- Entonces, si f,g € S(R")

p2
117% flglle S UV Fllen | T° gllzes + 17° fllzes llgllzes-
17D e S N f Lo |T°gl oz + (177 F || Los [ gl o -

En particular, sin =1, y p= py = p3 = 2, entonces
117% flgllzz S 10 fllzee T gllzz + 17° fll 2 llgll e

Por tltimo, se enuncia la desigualdad de Gronwall, necesaria para la prueba de la
estimativa de energia (para su demostracion véase [13]).

Proposicién 1.11. Sean k € L'([a,b]) con k > 0y f,g € C([a,b] : R) tales que f(t) <
g(t) + fat k(s)f(s)ds para a <t <b. Entonces

s <90+ [ K)o [ Ko atoras

para a <t <b. Ademds, si g es constante entonces

0 < g [ wran]



CAPITULO 2

Estimativas lineales

En este capitulo se mostraran las diferentes estimativas que satisface el grupo lineal
asociado a la ecuacién y las soluciones no lineales de ella, probando ademas la estima-
tiva de energia asociada a la misma.

En la literatura aparecen ciertas cantidades que son conservadas por la ecuacién ,
llamadas leyes de conservacién las cuales son

Il(u):/u(m,t)d:c (2.1)

R
Lu) = [ |u(z,t)|?dz (2.2)
R

1

Is(u) = 6/Ru(x,t)3da:+/RD;;au(az,tﬂzd:c (2.3)

Estas leyes de conservacién proveen cotas a priori de la solucién. Is se dice ley de conser-
vacion en L2(R), por lo que si u(t) es soluciéon de , entonces

[u®)]|L2 = [luollLz-
2.1. Estimativas globales
Ahora consideramos el problema lineal homogéneo asociado al (PVI) (4))

{@u%— 0:D*% = 0 (z,t)eR? 0<a<1 (2.4)

u(z,0) = up(z)

cuya solucion u(x,t) es

w(w, 1) = S (tyuo () = / T el g ),

6
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donde S%(t) es el grupo unitario asociado a la ecuacion con simbolo asociado &|¢[1H.
Este grupo es una isometria en H*(R) para todo s € R. Con esta notaciéon y por el principio

de Duhamel la solucién del problema lineal no homogéneo

ou+0,D:u+F =0 (z,t)eR? 0<a<1
(2.5)
U(:L‘,O) = UO(:E)
satisface la ecuacién integral
t
u(t) = S (t)u(x) — / SOt — ) F(w, V)dl. (2.6)
0

A continuacién presentamos las estimativas globales que satisface el grupo lineal uni-
tario {S?(t)}+cr. (Para sus demostraciones véase [22])

Proposicion 2.1 (Efecto regularizante de tipo Kato).
1+a
1Dz S*(t)uoll peo 2 = calluollz2-
Proposicion 2.2 (Estimativa de Strichartz).

98
D27 5% (t)uoll ez < clluoll 2, (2.7)

para (6,8) € [0,1] x [0,a/2] y (a.0) = (5559, % ).

Proposicion 2.3. La estimativa de Strichartz es equivalente a

D35 ()uoll ez < clluoll L2,

parap > 2,0 <y <7 yq que satisface —fy+2iq“+%:%,

Demostracion. (=) De la Proposicion 2.2, se tiene que

1 1 6 24a 0
p 2 2 7 qBry 2
por lo tanto
1 2+a 1
-4 = 2.8
p qB+1) 2 (28)
Sea’y:%,en‘conces
77(2—|—a)ﬂ
q(B+1)

Ahora, v como funciéon de 5 € [0,a/2] es una funciéon creciente, por lo que

0<~<

Q|
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Pero, al realizar la divisiéon en la igualdad anterior, se tiene que

24+ a 2+a
Y= - :
q q(B+1)

Reemplazando esto en (22.8) se concluye el resultado.

_8 60 _1_ 1
(<=) Llamemos v = %~ y 3 =35 — 3 con esto

)

2
P=1"%

y por ser p > 2 entonces 0 € [0, 1]. Por lo tanto

_
q 2 q B’

24a 0 2+a
’y: — =

asi
~ (2+a)B
q(B+1)’
por lo que
_ 2(2+4a)
ENICESY
Ademas ya que 0 < vy < %, entonces
o< P o @
“f4+1724a
de donde
2 1
< <1,
2+a - B+1°
y obtenemos que
a
0<p<—.
<B=3
O
Proposicion 2.4 (Estimativa de la funciéon maximal). Asumimos ug € H St (R) para

algun &' > 0. Entonces para todo p > %

o] 2
15 (Ouollz2rse < ( > ’Sa(t)UOH%oo([j,jH)x[0,T])> < c(L+T)uoll 250 -

j=—o00
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2.2. Estimativa de energia

Comenzamos por recordar un resultado de existencia local de soluciones del (PVI) (4)
para datos suficientemente regulares y cuya demostracion se puede encontrar en [16], [31].

Teorema 2.5. 1. Para todo ug € H*(R) con s > 3/2 existe una unica solucion
ue C(0,T]: H*(R))

de con T = T(||uo||gs) > 0.

2. Para todo T' < T existe una vecindad V de ug en H*(R) tal que la aplicacion iy —
u(t) de V en C([0,7"] : H5(R)) es continua.

3. Siug € H¥(R) con s’ > s el tiempo de existencia T depende unicamente de ||ug| g

Este teorema garantiza que las soluciones obtenidas por la regularizaciéon en el dato
inicial pertenecen a C([0,7;] : H>**(R)). Una de las estimativas claves para la prueba del
resultado principal es la estimativa de energia satisfecha por las soluciones de . Para las
estimativas siguientes supondremos que las soluciones de la ecuacién sean suficientemente
regulares, es decir que u € C([0,T] : H>*(R)).

Proposicion 2.6 (Estimativa de energia). Sea s >0 yu € C([0,T] : H>*(R)) solucion de
. Entonces

t€[0,T]

T
sup |Ju(t)||gs < esl|uol|ms exp <c/ ||81u||Loodt>
0
< csl|uol| s exp (T2 (|0ul| 3 00) -
Demostracion. Aplicando el operador J*uJ*(-) a la ecuacion en (4) resulta

JouJ®(Opu) + J5uJ® (0, DI ) + JuJ® (udyu) = 0,

teniendo en cuenta que el operador J® conmuta con D; para todo s € R, y sumando el
término uJ*uJ*(9d,u) a ambos lados de la ecuacion tenemos

Jou(0pJou) + J5u(9, DETOT%u) + J5u ({Js(uf)xu) —uJ®(0pu)} + uJS(axu)) =0,
de donde
1
§8t(JSu)2 + J5u(9, DT T5u) + Jsu([Js; u]@wu) + uJ%uJ®(Opu) = 0.

Usando integracién por partes en R y la antisimetria del operador 9, D1 %% se llega a

1 1
Ot/(JSu)Q—/Gxu(JSu)Q—i—/[JS;u]@xu'Jsu:0.
2 Jr 2 Jr R
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Por lo tanto, la desigualdad de Cauchy-Schwartz y la Proposiciéon con f=uyg=0.u
conllevan a que

Brl|u(®)1Fs < sug\azu\/R(Jsu)QH![Jsau]amuHLzHJSUHB
S

< N0sullzo |7 ulle + 7%l 2 (1000l e |7~ D] 2+
(17 g2 s o)
< N0sullzo | T ulle + 7%l 2 (1%l 21|80l )

S N0zull oo | T*ul| -

Entonces
Ollu) |l s < [|0zullpoo |lu(t) || -

Asi, por la desigualdad de Gronwall (Proposicion [1.11)) obtenemos

T
sup lu(®)lle < lluoll i exp ( / ||axuumdt>.
te[0,7) 0

La ultima desigualdad de esta proposicion se sigue aplicando la desigualdad de Cauchy-
Schwartz en la variable temporal del término exponencial.

O

De esta estimativa tenemos que si u € C([0,T] : H*(R)) es una solucion de (4 y para
algtin T > T se tiene que

T
/ |8yt peedt = M < o0
0

observamos que
sup |[u(t)||ms S [luoll s exp(M)
t€[0,T
para todo s > 0. Notese que el lado derecho de esta ultima desigualdad es independiente de
t € [0,71] y aplicando el Teorema (2.5 obtenemos que la solucién u(-) puede ser extendida
a una solucion de la misma clase en el intervalo [0, 77].

2.3. Estimativa local

Notese que la estimativa de la Proposicion establece la ganancia de H'T“ derivadas,
que es mas pequena que 1, por lo que la ecuaciéon integral no puede ser usada para mostrar
la existencia de soluciones debido a la presencia de una derivada en la no linealidad de ,
como si se puede hacer en el caso a = 1 (ver [22]). En esta situacion se requiere la siguiente
version local del efecto regularizante de tipo Kato (Proposicion la cual es consecuencia

de la estimativa de energia (Proposicion [2.6]). (Para su demostracion, véase [22])

Proposicion 2.7 (Efecto regularizante local). Fijamos n > 0, y sea I un intervalo de
longitud uno. Siw € C([0,T] : H*(R)) es solucion de , entonces para s > 15% se tiene
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1/2
(/ /|D 2 opu(e t)‘%a;dt) < ol (14T + Tl 3., +

+ 90l - ) - exp (cllOaul 1y 1x)-



CAPITULO 3

Estimativa refinada de Strichartz

En este capitulo se demostrara la estimativa lineal clave para determinar la cota a
priori de las soluciones de . Esta version refinada de la estimativa de Strichartz fue
introducida por Koch y Tzvetkov [25] y mejorada por Kenig y Koenig [I8] en el contexto
de la ecuacién de Benjamin-Ono.

Teorema 3.1. Sea a € [0,1] y T € (0,1]. Asumimos que w € C([0,T] : H*®(R)) es
solucion de la ecuacion
Gtw + D;‘m@xw =F.

Entonces para todo € > 0,

~3gte 14

1 —3ae
19zwll 2 Lee S 1 Da Wiiegrz +1Dx * % Flipzrz +llwliogrz +1Fl 22 (3.1)

Demostracion. Sea g =), gx una descomposicion de Littlewood-Paley de una funcion g.
Fijamos ¢’ > 0. Para p > 1/¢’ > 2, por el lema de inmersién de Sobolev (Proposicion [1.6]
parte c¢) y el Teorema [1.8| tenemos:

’ / 1/2
lgllz= S 17 gllr ~ | (3219 9a) 2]
A

Lp

r 2/p1/2
- (/ ((Z‘JEIQAQ)UQ)IJCZ”C) - (/ (Z\Jf’gﬁ)mdx)
R N R )\
, / / /
=[S . £ (1o aml) ™
A )

este dltimo término debido a la desigualdad integral de Minkowsky. Aplicando la norma
de L% a la desigualdad concluimos que

1/2

! 2

lollzsre S (31 arl2e )
A

12
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Por lo tanto, para mostrar la acotacion del término || 0, wl| 1215 serd suficiente mostrarlo
para Haxw)\HLQTL?; con A = 2% > 1y p > 2. La prueba de este hecho se realizara en dos pasos,
cuando k = 0 y cuando k > 1. (Notese ademas que de la forma que se define la descom-

posicion de Littlewood-Paley para w, cada w) satisface la ecuacion dywy + D1F20,wy = F),
para A > 1)

Paso 1. Estimacién de H(?gcleLzTLg.

Usando la desigualdad de Hélder en la variable temporal, se tiene

T 1/2
Jorulgar = ([ Iowunl3ar)
q—2

< (/0 Hagﬁwl”i%%)dt) 2 </O dt> 5

q—2
< T2 ||Opwillpg e
S | Opwi|pa -

Ahora, por ser wy solucién de dywq + Dalfaé?xwl = I y por la estimativa de Strichartz
Proposicién [2.3), (tomando p > 2y ¢ tal que —2 + 282 11 — 1) v 15 formula de Duhamel
q q p 2

(2.6]) se sigue que

t
10swillzs 1z < 1S (00sw1 (0)llgs 12 + ] / §°(t — 10, Fy(t')dY
0

LLLE

IN

_a T _a
1D 9,01 (0)]| 2 + / |Dy 0, Fy | 2t
0

IN

_a T _a
sup 1Dy * Oyuon 12 + / |Dy # 0,y | 2,
T€(0,1] 0

al aplicar la identidad de Plancherel y teniendo en cuenta que supp(x) C [—2,2] y al aplicar
la desigualdad de Cauchy-Schwartz en la variable temporal se obtiene

T
foswnlligee S swp furloz + [ IFilade
T€(0,1) 0

T 1/2 T \1/2
Sliligrz + ([ 1eia) ([ a)
0 ’ 0

S lwillpgerz + 11l 22 22
que corresponden a los dos tltimos términos de (3.1)).
Paso 2. Estimaciéon de ||6mw,\||L%Lg, para A > 1.

Considerese una particion [0, 1] = UI; del intervalo unidad en subintervalos de longitud
|I;| ~ A™%, donde I; = [aj,b;], tal que T' = b; para algtn j. Notese que existen O(A%)
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subintervalos de estos, y que para el ultimo subintervalo y aquel con punto final T, se
requiere que sus longitudes sean al menos A~ y a lo mas 2A™%; los otros subintervalos se
pueden tomar de longitud A™¢.

Para p > 2 se toma ¢ tal que —% 4 2ae 4 1 % Entonces aplicando la desigualdad de
Holder y sumando sobre indices j tales que b; < T' se tiene

T 1/2 1/2
[ 10slpar) = (3 [ fouuslya)
j J

<§j N Lp)
2 =2\ 1/2
q q
< (/ ouslifar) ([ o) )
I;
1/2
(Zua wnlly 1p 11 )
9 1/2
- j
J

HaschHLZTLg

1/2

Ahora, por ser wy, solucion de dywy + DEte0,wy = Fy, la formula de Duhamel (2.6) se
tiene. Ademas, por la estimativa de Strichartz (Proposici()n y la desigualdad de Jensen
se tiene

N

10swAll 21z S A2 70 (Z (HS“(t— a;)0zwx(a;)|7a o+
J

J

t
+H/ St — )0, F\(t')dt’

a

9 1/2
Lwé))
SA? 3<ZHD " Ogwa(aj)l|72+

J
o\ 1/2
# ([ 18- 00 F )y et )
7 J

< A2t (ZTSGI(I(I)DH HD 3 w>\||L2+

. 9\ 1/2

+Z(/ lleqamFxllL;dt)> :
- I.
7 J
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Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwartz a la dltima integral se obtiene

|0z w/\”L2 J AN <At <Z ||D;Eaxwk\|%%%g+

J
. 1/2
+) (/ ||D$q8xF,\H%,2.dt> : </ dt>>
' I; ’ I;
J
1/2
<\2 q<Z||D awAHme) -
J
1/2
A2 Z(ZA /||D 79 F,\||L2dt>
. 1/2
sA(%*?\\D;qawarLM(Zl) +

J

T _a
+AT2Ta e (/ | D qﬁxF,\|%%dt>
0

Ya que existen O(AY) subintervalos en consideracion, entonces

1/2

a

A3 (|Dy 7 gl e 12+

T " 1/2
+Aa+3</ HD;"@xF)\‘@%dt)
0

< \S|Ds 70 AT Dy 10
S A Dy Opwilpserz + || Dz * 02 Fx| 12 2

s
q

|02 w/\HL2 wSA 2"

Por la identidad de Plancherel (Proposicién |1.4)) y considerando que wy tiene frecuencia
A, se concluye que

1+Q_2 1_a+2_2
10zwAllzz e S 1D2 * “willpgerz + 1Dz ° qFA”L%‘FLg-
Se ha tomado ¢ tal que —% + 2‘*'7“ + % = % es decir l = % . Luego

yo-a_a-a _qte-a_a-a

l—«
loswrllzz e S1Ds % wallgerz + 105 F 7 Fallpare

a—a
SID. * 2 wAHLOOL2+HD Y Rz

~

Por hipotesis, p > 1/¢’ > 2,0 < a <1y 0<a< 1. Entonces se tiene que

Lo cual concluye la prueba. O



CAPITULO 4

Demostracion del teorema 0.1

En este capitulo se mostrard en primer lugar y como consecuencia de la estimati-
va de energia 1) un control a priori de HawaL%Loo, seguido de la prueba del buen
planteamiento local para el (PVI) ().

4.1. Estimativa a priori para ||0,ul| 1z 1o

En el capitulo anterior se mostré la estimativa lineal de la forma
10zull 2. oo S |1 Dgullpgerz + HDgFHL%Lg +llullpgerz + I1F 2 2
d
~ N zullpgerz + 12 F 2 -

Entonces se quisiera poder aplicar el efecto regularizante local (Proposicion [2.7)) y absorver
tantas derivadas como sean posibles de la derivada de la no linealidad F'; este argumento
es valido si se tiene que

=d .
c +2

Con esto, la eleccién 6ptima para el pardmetro de la estimativa (3.1]) sera

1 a+oz+ _<1 a 30z+)+1—a
1177 41 "¢ 2

es decir
1—a

2
Y asi se tendra buen planteamiento local de para s > c¢. Reemplazando éste valor de «
en la estimativa (3.1)), se obtiene que
9—3a _5+a

d
8+€y 3

o =

c= +e.

Sea s > 9_83“ y tomemos € = s — %. El siguiente argumento de escala nos permite

suponer sin pérdida de generalidad que

9=3a 4 .
A= fluoll s ~ lluollpz + Dz ® uollpz <6

16



CAPITULO 4. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 0.1 17

para ¢ > 0 suficientemente pequeno (que sera determinado después) y que T' < 1.

En efecto, sea u(x,t) una soluciéon de (4], entonces tomando
uy(z,t) = ATz, A2T)
con A > 0 se tiene que

Dpuy = X324y (\x, A2T0),
DItag uy = N2 Aoy (Aa, A2T0) = A3T20 (A, \2T0¢),

Es decir, uy, es solucion de dyuy + DETe0,uy +undzuy = 0 con uy(z,0) = A% (Az) como
dato inicial. Ya que,

1/2
lun(a, 0) 112 = ( / v”a\u()u:c)r?dx)
R

1/2
=z [ huataPar) =2 s
R

1/2
|D2ur(z, 0)1 12 = ( / AM“!D;uo(Ax)de)
R
1/2
st [ D2ua)ar) =2 Dol

entonces se puede elegir A\ suficientemente pequernio tal que
[ux(x,0)|| s <0

para ¢ > 0 dado.

Maés atin, supongamos que existe 6 > 0 tal que se tenga una solucion del (PVI)

Oruy, + 8ID316+GU)\ +urOzuy = 0 (l’,t) S ]R2, O<axl1
uy(z,0) = M yo(\r)

con uy € C([0,1]; H*(R)) y |lur(x,0)| gs < J. Entonces tomando a
u(z,t) = X% (A, A2

se obtiene una solucién de con u € C([0,T]; H*(R)). Estas dos soluciones tienen en
comtn que A"27%T ~ 1, es decir T ~ A\?>T®. Por lo tanto, como

(. )Lz ~ AV2F(L 4+ X*) Juol 7= <
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al hacerse A suficientemente pequefio resulta

AR g gt
es decir )
A\~ HuOHH“’Q".
Pero T ~ \?>T¢ por lo que
2(24+a) —(14-—3_
~ uollge ™ = fluolle =7,

En conclusion, si existe una soluciéon del (PVI) (4) v € C([0, 1]; H*(R)) cuando [Jug||gs < 6,

o G iy : (4 1753)
entonces para dato inicial arbitrario existe una solucion para tiempo T" 2 ||uo|| ;s el

Ahora bien, aplicando la Proposicion con o =154 w=uy F = —ud,u tenemos

2 I

_l-a
100l 2 e S 1 Dsullpgers + 11Dz F (udsw)ll gz + lullgerz + lludoul g2 2

1/2
S (HD;uHLgng + Hu||L%oL%) + (/ / |u3xu|2dwdt> +
B ' R

_l-a
+ ”D 7 (u0y U)”LQL%

por la ley de conservacion en L3(R) (2.2) y la estimativa de energia (Proposicion [2.6)
tenemos

102ull 2 1o S sup luollrz + | D3uol 2 exp (clldaull 12 oo )+
te[0,T)
/2

_l-a
+ (/ sup |0y u|2/ |u\2dxdt> + HD;Z 2 (u0zu)|| 12 12
z€R T

S A+ Aexp (c||81u||LzTLgo) + <( sup / ]u|2dm>.

te[0, 7] JR

T 1/2
s_lfa
(/ sup|8xu]2dt)> + Dz ? (uOyu)|p2 2.
0 z€R R

S A+ Aexp (cllOrull gz ) + lullpgerzllOnull 2 o

_l-a
1D (wdew) 2 1
< A+ Aexp (e drullpz pe) + lluol e 12 exp (clldul 2 )

_l-a
1D (wdew) 2 1

_la
SA+ Aexp (CHamuHLQTLgO) + ”Di ’ (UamU)HfﬂTLg-
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Para este tltimo término, por la regla de Leibniz (Proposicion [1.9)) tenemos

S

_1l—a — _1l—a
1Dz % (udsw)l 212 S (0su) D = ullpzzz + luDa ® (o)l zz L2

. 1/2
< sup |0y u\Q/ |D;2u\2d:1;dt>
z€eR

Dy Do)l 21

e T 1/2
< sup /|D z u|2dfn></ sup|@xu|2dt>)
t€[0,T] 0 z€eR

_la
+[|uDy (Oxw)l| 2 12

s—1z2 g—1lza
S|Pz 2 ullpgrzlOvull iz e + luDe* (Oxu)llrz 12,

aplicando el lema de inmersion de Sobolev (Proposicion y de nuevo la Proposiciéon
resulta

s—1z2 g—1l=a
1Dz 2 (UaxU)HL%Lg S HngUHLOTOLgHazUHL?TLgO + [[uDz * (aaru)HLZTLg

< [ D3uoll 2 exp (ell9rull 2 1) - exp (ell9ull 2 1)
_l-a
Dy (@) 2 g

_l=a
S Aexp (Cuaa:UHL%Lgo) +|luD; 2 (Ozu)l 2 12

Pero, para este tltimo término se tiene

D% (Ozu) HL2TL§

T . 1/2
_ (Z / / ups (8xu)\2d;vdt>
~ Jo Jj

Tl i 1/2
sup  sup ]u2>/ / |D; % (Opu)|*dzdt
xe[j,j+1 t€[0,7) 0 Jj

1 1/2
<ZHU\L°0 I o <axu>|r%2([j,j+1)x[o,m>

1/2 —a 1/2
s—5 2
< ZIIUIqum)me}) <S‘J¥P“Dr ’ @“)||L2([j,j+1>x[o,T1>)

Usando el efecto regularizante local (Proposicion [2.7)) se tiene
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1—a

) 1/2
(SUP Dz 2 (accu)H%z([j,jﬂ)x[o,T]))
J

S lluol s (1 +T + THUOHH%H; + HaquLlTLgo> " €Xp (CHC‘%UHL%L?)?

entonces aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwartz en la variable temporal y de nuevo
el lema de inmersion de Sobolev (Proposicion (Notese que % +n < sparan >0
adecuado)

S ol (1 + T+ Tlluoll s + 102wl 13 1 ) exp (el 1)
AL+ A+ [[0ull L2 10 ) exp (cllOzull L2 poo )

14+ A+exp (C||azu||L2TLgo)) exp (CHf)xUHL?FLgo)

2+ A) exp (CH&CUHLQTL;O)

2+ 2A) exp (C||833“HL2TLg°)

1+ A)exp (cHaquL%Lgo),

AN A N A A
= = = =

es decir,

HUD?T((?.TU)HL?TLEC S A(1 + A) €xp (CuaquLQTLgo)'

1/2
: (Z ||u||2L°°([jaj+1)><[0,TD> :
J

Para el ultimo término de esta desigualdad, utilizamos la formula de Duhamel (2.6)) para
obtener

1/2
(Z ||uuioo([j,j+1)x[0,ﬂ>) < (Z RO —
J J

t 1/2
+ HSa(t)/O Sa(_t)uﬁmu(t’)dt’||%oo([j’j+1)X[07T])> s

por la estimativa de la funcién maximal (Proposicion [2.4) y la Proposicion (De nuevo,
2o 4§ < s para ' > 0 adecuado)

HZ-XG 46!

1/2 t
<Z ||UH%OO([_]J+1)X[O,T])> 5 HU[}HH%E_H;/ + H /(; Sa(—t)uaxu(t’)dt/
J

dt

‘H%ﬂ”/

T
S ||u0||Hs—|—/ |uu
0

2+7ﬂ+5/
S A+ [udeullpypz + [De® " (upu)l L1 p2,
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haciendo calculos analogos a los anteriores y por la desigualdad de Cauchy-Schwartz en la
variable temporal tenemos

1/2
(Sl eomnory) S A+ luligszloulsy e+
J

2ta 4 5
11Dzt (udpu)|| 2 12
<A+ Aexp (c\|3gcu||L2TL;z°)+

Hays
(

2
+ D" udpu)| 2 2-

De nuevo, repitiendo calculos previos llegamos a (por lo que %T“ +6 <s— 1;2a = HT“ + ¢,

tomando 0 < §' < 15%)

—a

2ta 4 5 s—
D" (u0au)|lpzrz < 1Dz 2 (ubpu)lr2 12

l1—a
2

_1l—a _
S N@w)DE = ullgapy + uDi = (@ew)llgz 1z,

es decir,
2+7‘1+5/
[Da® " (udor) || 22 S Aexp (llOzullp2 poe ) + AL+ A) exp (cl|Opul L2 1)

1/2
(S i)

J

Tomemos

1/2
(1) == HaacuHLQTL;O + <Z H“”QLOO([]',J'H)x[o,T]))

J

la cual es una funciéon continua no decreciente en 7. Con los calculos anteriores se ha
probado que

(T) S A+ Mexp(co(T)) + Ad(T) + A(A + 1)p(T) exp(ce(T)),

es decir
$(T) < CA + CAexp(CH(T))
con la hipotesis que A < 4. Notese que, usando la Proposicion [1.6] se tiene

o\ 1/2
(5 g o)) - (St
J : J

< (luolZ2 + 1Djuol72)

1/2
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< CoA

con Cy < C' tomado anteriormente.

Se mostrarad que existe 6 > 0 y una constante M > 0 tales que si A < J, entonces
¢(1) < M.

Sea
®(y,n) =y — Cn— Cnexp(Cy).
Para esta funcién se tiene que

oL
©(0,0)=0 —(0,0) =1
(0,0) y 8y( )

por lo que el teorema de la funcion implicita garantiza que para todo |n| < § suficientemente
pequeno, existe una funciéon diferenciable A(n) tal que

A(0)=0 'y  ®(An),n) =0.

Como ®(y,n) < 0 paray < 0, entonces A(n) > 0 para n > 0. Més ain, ya que %—3(0, 0) =1,
se cumple que ®(-,7) es creciente en la vecindad donde A(-) esta definida.
Asumimos que A < 4, y tomamos M = A(A). Entonces

$(0) < CoA < CA < CA + CAexp(CA(A) = M

por ser A(n) = Cn + Cnexp(CA(n)) localmente.
Supongamos que ¢(7') > M para algin T € (0,1), y sea

To =inf{T € (0,1) : ¢(T) > M}.

Entonces Ty > 0, ¢(Tp) = M y existe una sucesion decreciente {T;,} que converge a Tj tal
que ¢(T),) > M para todo n. Como ¢(T) < CA+ CAexp(Co(T)), se tiene que

B(G(T), A) = 4(T) — CA — CAexp(CH(T)) < 0
para todo T" € [0, 1]. Por otro lado, ®(-,A) es creciente cerca a M, asi
((Tn),A) > (&(Tp), A) = (M, A) = P(A(A),A) =0

para n suficientemente grande. Lo cual es una contradiccion.

Concluimos que ¢(7') < M para todo T € (0,1). Asi
¢(1) <M

obteniendo la cota a priori que queriamos. Mas aun, de la estimativa de energia (Proposi-
cion 2.6]) tenemos

sup |[u(t)|[ms S [luollms exp(e(T))
t€[0,T]

Sdexp(eM) < K.
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4.2. Buen planteamiento local

Se denota por u®(t) la soluciéon del (PVI) con dato inicial
Uy = Qe * U

donde . es tomada como en la Definicion El Teorema garantiza que para todo
e >0 el (PVI) tiene una tnica solucion v € C([0,7:] : H®(R)). Asi, si T. < T* =T
(con T dado en la prueba anterior), entonces por la anterior cota a priori y el comentario
al final de la prueba de la estimativa de energia (Proposicion encontramos que

sup ||u®(8)[| s < csllugllms
t€[0,T%]

El lado derecho de esta desigualdad no depende de T (por lo que T. < T™*) y asi podemos
aplicar el Teorema ([2.5) para extender la solucion de la misma clase a todo el intervalo
[0, T%].

Se ha mostrado con la estimativa a prior: que

1/2
||u€||L%OH;+\|axu€r\L2TLgo+(ZHu€|rioo<[j,j+1>x[o,m) < O, Juollme).  (41)
J

El principal objetivo sera establecer la existencia de una solucion fuerte u(t) como limite de
funciones u®(t) € L H, con lo cual se mostraria la propiedad de persistencia. Sin pérdida
de generalidad, podemos asumir, como antes se hizo, que T'= 1 y que ||ug||gs < 0 donde
0 > 0 se encontro en el capitulo anterior. Por otro lado, sean 0 < ¢/ < & < 1 y definimos

w(t) = we () = (v — u®)(2).

Entonces w satisface

8t(u€/ —u®) + D}jaaz(uf’ —u) 4 uf Opuf — uEpus = 0

Oyw + DIT*0,w + (W€ 0 — uf 0u®) + (U Bpus — uCDUE) = 0,

es decir
Orw + D;Jra&vw + u® Opw + wdpu® =0, (4.2)

con |[w(0)||gs = |Juf — u|zrs = o(1) cuando ¢ tiende a cero.

Probaremos la propiedad de persistencia en la norma de L? de w. Multiplicando por w
e integrando sobre R en (4.2) tenemos

/w@tw—i—/wD;+a81w+/w(u€,8Iw)+/wQBmu‘f:O,
R R R R

por la antisimetria del operador D129, se llega a

1 1 /
SO lw(®)]|Zs + = / u D’ + / W2 = 0,
2 x 2 R R
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Aplicando integraciéon por partes resulta

AUl (1) 2, = /R w0 -2 [ wou

sup\(‘) ug/w + sup |0 uE]/w2
z€R zeR R
< c(10au | 2= + 10507 | g2 ) Il (D) 72

Entonces

Orllw(t)llzz < c(llopu® [lLee + 10wu | Lee ) llw(t)ll 2

Asi, por la desigualdad de Gronwall (Proposicion [1.11)) y la estimativa a priori (4.1) se
tiene

sup [|(u” —u)(t)] g2 < elluf — ufllz2 = o(*) (4.3)
t€[0,T]

cuando ¢ tiende a cero y con s > %. Esto demuestra la existencia y unicidad de una
solucion fuerte u(-) del (PVI) (4).

Ahora se obtendra la propiedad de persistencia en la norma de H*(R) de w. Se seguira
el argumento dado por Bona y Smith [4]. De la estimativa a priori (4.1) y la Proposicion

se sigue que para [ > 0

sup [|uf(t)]| yort < ce™ (4.4)
t€[0,T] v
y
ID5 7 s (8] 918 < =™ (4.5)

para 0 <~y < % y q tal que —vy + Q%a + % = % (La prueba de esta tultima estimativa esta
esbozada en [22]).
En la ecuacion (4.2) aplicamos el operador J%w.J*(-)

JSwJ® (Opw) + JSwJ® (0, DLT0w) + JPwJ® (uf dpw + wdyus) = 0,

teniendo en cuenta que el operador J® conmuta con D; para todo s € R y sumando el
. ’ ., .
término u® J*w.J*(0,w) a ambos lados de la ecuacion se tiene

T w(BJw) + Jow(8, DI T w) + sz({JS(uslaww) — T (Dpw) }+

+uf T (D) + Js(w81u6)> =0

1 ! !
SOUT W)+ Jw(@, DY T w) 4+ Jw ([JS; e ]axw) + Jow - T (Opw)+
+ JPw - J¥(woyu) =0,
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integrando sobre R y por la antisimetria del operador 9, D" se llega a

lat/(sz)QJr/ sz<[JS;u€/]axw)+1/Ualax(ejs’(U)2+
2 " Jr R 2 Jr

+/ Jow - J*(wOzu®) = 0.
R

Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz e integracion por partes en R se tiene

1 / ]_ /
S w0l < 17wl e~ & [ o (7w)?
R
+ [ w] 2 | T* (w0eu) || 2
Por la Proposicién se llega a que
ol TPw(t)| 72 S 1 T°wl 2 (HaxuslHLw||Js_laszL2 + HJSUEIHL2H(99:IU||L°°)+
+ 1000 || o | Tow] |72 + | Towl] 2 (HJsaxugHLm [w][Le2 + HJSWHLPBHawUEHLM)v

donde 5 = —1 + = p2 = = + —. Aplicando el lema de Sobolev e interpolacion (Proposicion

. y tomando aps = 2 y p4 o0 se tiene
Oull T w3z S 17wl (1900 e + 05 o< )+
17wl gz (1720 o [l + 170 |2 o] o ).
Por lo que
oul T w(t) |2 S T wl g (190 s + 190 1< ) +
(17200 | e o + 1170 || 2o o

Asi, por la desigualdad de Gronwall (Proposicion [1.11]) se concluye que

sup w(®)llne < (Hw e + / 7 dﬂ)
te[0,7)
T !
- exp (C/o ([|0u® ()| Lo + Haxua(T)HLoo)dT),

donde
FC) = 10205 llspr lw() 2o + [0 ()l s 02w ()| os -

Por la estimativa a priori (4.1]) el término exponencial permanece acotado y ||w(0)|| s =

o(1) cuando ¢ tiende a cero, por lo que se mostrara la estimacion de fOT f(p)dp, la cual se
realizara en dos pasos.
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4.2.0.1. Paso 1. Estimacion de fOT 1021 ()| 5.y |w ()] o2 dt.

De las desigualdades (4.4) y (1.7]) se tiene que
sup H(ua’ —uS)(t)|| yor < " (4.6)
t€[0,T] *

con 0 < r < s. Por la desigualdad de tipo Gagliardo-Nirenberg (ver [2]) tenemos

lw(®)[ze> < [|7Pw (@)l 72w (@)=,

donde

1 1 1

Por lo que

sup [lw(t)llze2 S sup [[JPw(t)]|2 Sup]IIw(t)HlLEG

t€[0,T] t€[0,T) te(0,T
0
S sup Jw(®)|f sup [lw(®)ll’,
t€[0,T) te[0,T)

por las desigualdades (4.4]) y (4.6|) se tiene
sup Hw(t)HLPQ _ 0(5(5—;))9) . 0<€s(1—9)) _ 0(850—9p+s—50)

te[0,7

11 1
= o(e0rFs) = 0(51’2 +S) =o(e” ).

Ahora, para estimar

T T
/ 100" (8)]5 py dE ~ / 1D s ()| o it
0 0

usamos la estimativa 1) con y = % v q tal que —% + 2% + % = %, es decir % = % — .

Queremos que s +1=s+ ¢ i l,oseal=1-— 5’ y que —1 %. Entonces aplicando la
desigualdad de Holder y estimativa ( . ) tenemos

T ' T ayy 1/q i a
[ it <i( [ HDi“*ua(t)H%pdt) < ee079)

a

a_q
< ceq — et

Por lo tanto

T T
/ 1056 (&)l pu [0 o2t < sUp [Je0(t) |1 / | DSVl (1) o dit
0 te 0

0,
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T 2py

Ya que 0 < a < 1ydado s > % > 1 — 7 escojemos p1 > 1 tal que el exponente de ¢

sea positivo. Por lo que

T
/0 10 () | 0 (8) o2t = o(1) (4.7)

cuando ¢ tiende a cero.

4.2.0.2. Paso 2. Estimacion de fOT Hugl(t)HHsH@mw(t)HLoodt.

De la estimativa (4.4) se tiene que

sup [Ju' (t)[| > < c.
te[0,T

Ahora, para estimar fOT |0zw(t)||Leodt de nuevo, aplicando los lemas de inmersion de

Sobolev e interpolacién de la Proposicion y la desigualdad de tipo Gagliardo-Nirenberg
(ver [2]) tenemos

3 _
10sw() L < T2 w(t) | g2 < 120w (t)]| 1 (b £re

donde
1—9_1_0_1
1 7“2_2
y
3 3
Srm=0-0+(1-0)(5+m+p)
—(§+ +)—9<§+ +p)
~—\5 pP1L TP 9 P1LTP)s
por lo que
-
3/2+p1+p

En este caso, se estiman las cantidades

T
sup ()% ¥ / |3/ 40 o (1) |14 .
t€[0,7) 0

Para ||w(t)|%,, de nuevo aplicando la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg se tiene

w2 < [|7Mw ()52 w2,
donde 1 1 1 1
~ —o(=—h l—0)-=—-0ch+ .
79 G<2 ) * ( 0)2 oht 2
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Por lo que

sup [lw(t)llzr S sup [|7Mw(®)[72 sup [lw(t)] 27

t€[0,T) t€[0,T)] t€[0,T)
< sup [Jw(®)|Fn sup [lw(®)]7,
te0,T] t€[0,T7]

de nuevo, por las estimativas (4.4) y (4.6))

sup [[w(t)l|zra = o(e®™7) - o(e*(1 7)) = o7 T+o77)
t€[0,T]

= oM s) = o(F 7).

Asi

9 1 _1
sup [[w(t)][4r, = o(e”T7272)),

te[0,7]

Para - -
/ ||J3/2+p1+pw( )||Lr0dt N/ HDg/Qﬂ)H—pw( )Hl dt + K
0 0

usamos la estimativa 1) con y = % v q tal que —% + 2% + % = %, es decir % =

Queremosque%+p1+p28+%+l,oseal=%+P1+p*8*%ayque

Entonces aplicando la desigualdad de Holder tenemos

T : s+2 4 La
A|m%”ﬁ%wmnﬁsr(/nD meQ

— 0(5—(§+p1+p—5—§))’

Asi .
/0 HD{%/2+P1+Pw(t)”£:19dt:0(6*(%+p1+p s=5)1-0)y

Por lo tanto

T T
/’Hm<meW%wunuwmesg/ 10ut0(t)]| o dt
0 0

=0

Mostraremos que

1 3
<S+T‘2_2>0_< +p1+p—5—4+2m>(1—9) 0

(€(s+%f%)97(%+p1+pfsf%+%)(179))'
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para 6 = 3/2+7pp1+p y un valor conveniente de r1. O equivalentemente

+1 1 3+ L a+a 3+ >0
s+——=)p—|= —s——+— (=
rg 2 P g TPTP 4 2r g TP =

para lo cual es suficiente que

L Grmtemita)Gra)+ Gl
B S+pi+p

1-0 , 6

= 1y dado 0 como antes, entonces
T2 2 ’

lirl(%+p1+p)—2(%+pl)

T2 2pr1
Asi
3 3 pri—ri(§+pi+p)—2(5+p1)
G+mtr—5+3=)(E+m)+( o) 2
- SHpitp

Grmtr—5+a)G+m) = g1 —2)(5+m)
stptp

G+pm+r—4+=—-5+-)3+m)
St+pmtp

2r1

(L4+pr+p—§+%2) (35 +m)
%+m+p '

Ya que 0 < a < 1y dado s > 9783& > 1 — ¢, escojemos p1,p > 0y ry > 1 tal que el

exponente de ¢ sea positivo. Por lo que

T

T
/0 I (t)IIHsllazw(t)HLoodtéts[up}llua (75)||Hs/0 10zw(t) || Lo dt = o(1)

)

cuando ¢ tiende a cero.
Por lo que, usando las estimativas (4.7)) y (4.8)) encontramos que

T
/0 F()dp = of1)

(4.8)
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cuando ¢ tiende a cero. Por lo tanto se concluye que

sup [lw(t)[|lms = sup [[(u¥ —u)()]us = o(1)
t€[0,7T] t€[0,T]

cuando ¢ tiende a cero. Obteniendo asi la convergencia de {u°} a una funcion v € L¥ H
y la propiedad de persistencia en la norma de LFHj. Mas atn, la desigualdad anterior
muestra la convergencia en C([0,T]; H*(R)), ya que se ha probado que las redes {u®} sat-
isfacen la propiedad de Cauchy en H*(R), los cuales son espacios de Banach con la norma

inducida. (Notese que el conjunto (0,1) con direccién < es un conjunto directo, asi {u®}
es una red en H*(R)).

La prueba de la dependencia continua es similar a la prueba anterior de persistencia.
Probaremos que dado A > 0 existe § = d(||luo| s, T, ) > 0 tal que si ||ug — vol|lgs < 9
entonces

sup_u(t) — v()|l < A,
te[0,7

donde u y v son las correspondientes soluciones del (PVI) . Del resultado anterior se
sigue que existe g > 0 tal que si € < g¢ entonces

sup [|u”(t) — u(t)|mg < A/3
t€[0,T)]
sup () — v(t)[az < A/3.
te[0,7
Se mostrara que existe § > 0 tal que si ||ug — vo|| s < J entonces, para £ < &g

sup ||u®(t) —v°(t)||ms < A/3.
t€[0,T]

Si se define z(t) = u®(t) — v°(¢) y notando que
120) | zs = [lug — v5llzs ~ [luo — vollms <6
para € pequeno. Entonces la ecuaciéon de la diferencia es

Oz + D}ﬁ“@ﬂ 4+ 00,2 + 20,u° = 0.

Argumentando de manera similar a la prueba anterior obtenemos que

sup |[|z()[z2 < cllug — vgllz2 <9+ o(€)
te[0,T

cuando ¢ tiende a cero, y ademés

T
mwwwmsQMMW+Agme

te[0,7)
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T
- exp (C/o (102 (1)l oo + Hazva(T)HW)dT)v

donde
9() = 100" ()ls pr 12l o2 4 (1w () s 1022 ()] oo -

Reuniendo los pasos dados en la prueba de las estimativas (4.1)), (4.7) v (4.8)), recordando
ademaés que la acotaciéon de tales términos esta dada por constantes positivas con expo-
nentes positivos, se tiene

sup [2(8)[arz < (8 + cT(E™ 8™ + £M35™)),
te[0,T

donde m1, mo, mg, mg > 0.
Asi, fijando ¢ < gq suficientemente pequeno, podemos determinar § > 0 tal que

sup |[|z(t)[lmg = sup [[u*(t) — o (¢)|lmy < A/3.
te[0,T] t€[0,T]

En conclusiéon

[u@®) = v(®)|lLgmz < l[u) — u (Ol Lgmz + u(t) — v° (D)l gz +
+ v5 () — v(t)loge as
<A34+AN3+A/3=A\

Lo cual determina el buen planteamiento local de |} en H*(R) para s > %.
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