














Capitulo3. Fundamentos Matematicos Basicos

Figura 3.3: Procesos politrépicos

en forma diferencial para un flujo estable sin friccién o ecuacion de Euler, considerando el
orificio de la figura 3.4 donde la seccién transversal 1 se ha tomado corriente arriba del
orificio y la seccién 2 denota la vena contrata donde el drea del chorro emitido llega a ser

minimo. El modelo resultante es [48]:

P, 2% P\F [P\
e |(#) -(7) ] 1

donde C,. = ‘2—5 es el coeficiente de contracciéon, Ay es el drea del orificio, P, y 71 son la

m = C.Ap

presion y la temperatura absolutas en la seccién de alta presion, respectivamente, P; es la
presi6n absoluta en la seccién de baja presion, k £ ¢,/c, es la constante isentrépica del gas,
cp es el calor especifico a presién constante, ¢, es el calor especifico a volumen constante, y R
es la constante particular del gas.

Definiendo la funcién de flujo ¥ [16] como:

P\E (B

2 2

() - () ] (319
el flujo de masa se puede expresar como:

2
n=~C.AgPi\/] =—V¥ 14
m = C.Ag M’RTl (3.14)
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Capitulo3. Fundamentos Matematicos Basicos

Figura 3.4: Flujo permanente de gas perfecto a través de un orificio

3.5.1. Presién Critica, Velocidad Critica y Razén de Flujo de Gas Maxima

Manteniendo constantes P;, T1, Ay y C. en la ecuacion (3.14), la razén de flujo de masa
m depende tinicamente de P». La figura 3.5 muestra la relacién de 7 con P». Como se indica
en la figura, la razén de flujo de masa es cero cuando P = P1 y se hace mdxima en el punto

B donde P, = P, siendo P, la presién critica para la cual se cumple:

Figura 3.5: Curva de relacion entre i y P

om

— 3.15
oD, 0 (3.15)
desarrollando (3.15) y denotando el valor particular de P, como F,, se obtiene:
P\ 2
il - 1
<P1> k+1 (3.16)

o bien,
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P, 2 %P 3.17
() 1)

La razén maxima de flujo de masa 77,4, se obtiene sustituyendo P» = F. en la ecuacién

(3.12), por lo tanto,

, P 2k 2\ 1
= A .
Mimaz ajovﬁavck+1ﬂ%<k+1> (3.18)

Puesto que el valor de C. A es constante y el valor de k& para un gas ideal es también una
constante, la razén del flujo de masa maxima 72,4, depende solamente de la condicién en la

seccion 1, y se presenta para el intervalo de la presién de baja 0 < P, < P..

3.5.2. Velocidad Critica
Tomando como referencia la figura 3.4, y aplicando la ecuacién de continuidad en la
seccion 2 del orificio, se puede deducir la expresion para la velocidad en esta seccién como:

_m
CCA0p2

vy (3.19)

==

con po = p1 (%) , se obtiene:

P\
1_<H> ] (3.20)

sustituyendo P, = P, en (3.20) se obtiene la velocidad critica como:

2k
e =1\ ——RT 3.21
! k+1 1 (3.21)
yaquel; = (%) T., entonces:
ve. = \/ kRT, (3.22)

por lo tanto, la velocidad v. es igual a la velocidad del sonido, la cual depende de la natu-

raleza del gas y de su temperatura absoluta.
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3.5.3. Flujo de Aire a través de un Orificio

Las ecuaciones de razén de flujo de masa de aire se obtienen mediante la sustituciéon de

los valores apropiados de las constantes k y R. Para el aire k£ = 1.4. Asi se obtiene:

k
P, 2\ 1
= — = _— = . 2 2

= p <k+1> 0.528 (3.23)

conocida como la relacién de presiones critica debido a que a partir de este punto la veloci-
dad del aire alcanza la velocidad del sonido.

Ecuacién para la Razén de Flujo de Masa de Aire para P, > 0.528P;

Cuando la condicién de presion a través del orificio es tal que P» > 0.528 P, la velocidad

del aire a través del orificio es subsénica. El modelo de la razén de flujo de masa queda

. [ 2

expresado por la ecuacién (3.14)

con

+1

() -()]

Ecuacién para la Razén de Flujo de Masa de Aire para P, < 0.528P;

k
U=, —
k—1

Cuando la condicién de presion a través del orificio es tal que P» < 0.528 P, la velocidad
del aire a través del orificio es la velocidad del sonido. El modelo de la razén de flujo de masa

queda expresado por la ecuacién:

. [ 2
m = CCA(]Pl Rizjl‘l}maz (326)

con

W 2 A+ i 0.484 3.27
me=(51) V=0 427

En resumen, la razén de flujo de masa de aire a través de un orificio queda definida como:
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. C.ApP, RLTl\IJ sirp, < %’ <1 (flujo subsoénico) (328)
C.ApP; RLqujmaff si % <71p. (flujo sénico)

Conductancia Sénica

Potencialmente el método mas preciso para determinar el flujo de aire a través de vélvu-
las y restricciones es el método de la conductancia sénica desarrollado en Europa y discutido
como un posible documento ISO/NFPA /ANSI [4,14].

Bésicamente este método establece que la relacién de presién en la cual ocurre flujo criti-
co o flujo sénico en vélvulas direccionales o en otros dispositivos de restriccién es menor
que el valor tedrico de 0.528. Esto es debido al hecho que las véalvulas direccionales no son
generalmente dispositivos de restriccion simple, en su lugar, tienen multiples restricciones.
Sanville propuso en 1971 un modelo que mas tarde seria recomendado provisionalmente
como una norma CETOP en 1973 y como una norma ISO en 1989 [49]. El modelo tiene dos
pardmetros para describir la razén de flujo de masa de aire: la relacioén de presiones critica b
y la conductancia sénica C.

El modelo se puede expresar como:

T, Pop)? P.
P CppPry/ ey |1 — P1> siz2 >b
m=f (Pl,Th]D;) - v < = i (3.29)
Cﬂnpu/% si% <b

donde p,, y T}, son la densidad y la temperatura del aire a las condiciones de referencia
establecidas por la correspondiente norma’

La conductancia sénica, C, y la relacion de presiones critica, b, son definidos por la norma
ISO 6358 como parametros que cuantifican la capacidad de flujo a través un componente
neumaético. En la figura 3.6/ se muestra el banco de pruebas utilizado por la norma ISO 6358
para determinar estos pardmetros.

El procedimiento experimental segtin la norma es el siguiente [15]:

1. Mantener la presién de suministro P; constante (P; > 4 bar)

2. Reducir la presién de baja, P, hasta que se perciba la razén de flujo de masa critica, m*

!Segtin la norma ISO 6358 p,, = 1.185 % y T, =293.15 K
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Figura 3.6: Banco de pruebas para determinar experimentalmente C'y b (segtin ISO 6358)

3. Cerrar parcialmente la valvula de control de flujo para reducir la razén de flujo de

masa, 1;, aproximadamente a 80 %, 60 %, 40 % y 20 % de m*
4. Medir la razén de flujo de masa, 7, y la temperatura, 7'.

5. Calcular la conductancia sénica, C, de la siguiente ecuacion,

ot [T
Pip, VT,

C (3.30)

6. Calcular la relacién de presiones critica, b, como el valor medio de b; para cada valor

de rh; de acuerdo con la siguiente ecuacién,

bi=1— D (3.31)
1\ 2
L—y/1- ()

En la figura 3.7/ se muestra la curva del comportamiento de la razén de flujo méxima en

funcién de la relacion de presiones.

Ahora, definiendo la funcién de flujo como:

P2>
U =0,,.f>2 3.32
(5 6:32)
donde

P 2 P

r .

H(3) =4 V- () sk (333)
1
1.0 sie<p

la ecuacion (3.28) se puede expresar como:
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Figura 3.7: Curva de relacién entre la razén de flujo de masa 71 y la relacién de presiones %

(segun ISO 6358)

) [ 2 Py
m = C.Ao Py ﬁwmamf (H)

Para una razén de flujo de aire méxima, se obtiene:

- 2 1T,
m = CCAOmaIPI ﬁ@max = Cpnpl ?711

de donde el 4rea maxima del orificio de control se puede estimar como:

CP,
CeVonaeV2RT,

AOmﬂ..’L‘ =

3.6. Segunda Ley de Newton del Movimiento

Esta ley puede enunciarse como sigue [50]:

(3.34)

(3.35)

(3.36)

Si la fuerza resultante que actiia sobre un cuerpo es distinta de cero, el cuerpo tendrd

una aceleracion proporcional a la magnitud de la resultante y en la direccion de esta fuerza

resultante.

Cuando un cuerpo de masa m estd sujeto a una fuerza F, esta fuerza y la aceleracién a del

cuerpo deben satisfacer la relacién:

F =ma

(3.37)

Cuando un cuerpo se somete simultdneamente a varias fuerzas, la ecuacion (3.37) debe susti-

tuirse por:

ZF:ma
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En sistemas neumaticos, la parte mévil del elemento de trabajo (actuador) estd sometida
a la accion de fuerzas de diferente naturaleza, entre otras: fuerzas de presion F),, fuerzas de
friccion Fy, y fuerzas de carga F;. Por lo tanto, la segunda ley de Newton quedaria expresada

como:

Fy+ Fy + F, = mi (3.39)

donde # es la aceleracién de la parte movil.

3.7. Friccion

El deslizamiento, el rodamiento y el roce de diferentes partes constituyen algunos de
los casos de friccién que se presentan en sistemas mecanicos. En la mayoria de los casos,
las fuerzas de friccién presentes son una combinacién de friccién viscosa, friccién en seco y
algunos otros tipos [35, 48].

La friccién es un campo relevante en la ingenierfa de control, ya que un buen disefio de
un sistema depende en gran parte del tratamiento que se le aplique a este fenémeno. La
friccién se caracteriza por ser altamente no-lineal y en sistemas neumaticos e hidraulicos es
la responsable de la aparicién de dindmicas no deseables como el movimiento adherencia-
deslizamiento y el movimiento hunting, los cuales se manifiestan por la presencia de ciclos
limites u oscilaciones caéticas [40, 51, 52], ademads, la friccién es la responsables de la apari-

cién de los errores de estado estacionario en tareas de posicionamiento.

3.7.1. Friccién Estatica y por Deslizamiento

La friccién es una fuerza de reaccién tangencial entre dos superficies en contacto. Fisi-
camente esta fuerza de reaccién es el resultado de diferentes mecanismos que dependen

principalmente de:

T Geometria y topologia de las superficies en contacto
T Material de las superficies en contacto
T Desplazamiento y velocidad relativa de los cuerpos

T Presencia de lubricacién
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Si un cuerpo que reposa sobre una superficie dspera es empujado por una fuerza F; en
incremento (Fig. 3.8(a)), al principio no se moverd. Pero a medida que la magnitud de la
fuerza se incrementa y alcanza un valor suficiente para superar la friccién entre las superfi-
cies en contacto, el cuerpo comenzara a moverse. Cuando dos superficies en contacto estan
en reposo relativo una con respecto a la otra, la fuerza de fricciéon estética alcanza un max-
imo valor cuando el deslizamiento entre las dos superficies es inminente. Inmediatamente
después que el movimiento se inicia, la magnitud de la fuerza de friccién disminuye liger-
amente. La fuerza de friccién que actta sobre el cuerpo cuando se mueve con movimiento
uniforme se llama friccién de deslizamiento o cinética. También se la conoce como friccién
de Coulomb. En la figura 3.8(b)| se indica la curva caracteristica de la fricciéon estatica y por

deslizamiento.

(@) (b)

Figura 3.8: (a) Sistema de friccion; (b) Curva caracteristica de la friccion estatica y deslizante

La friccién en seco entre dos superficies planas puede ser modelada como una fuerza
debido a deformaciones elésticas y plésticas entre las asperezas microscépicas en contacto.
Cada aspereza transmite una parte de la fuerza normal F;, entre las superficies. Si se asume
que las asperezas tienen deformacion plastica hasta que el area de contacto de cada empalme
es lo suficientemente grande para transmitir parte de la fuerza normal, entonces, el 4rea de

contacto en cada empalme de asperezas es:

fA=20n (3.40)
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donde H es la dureza de del material mas débil de los cuerpos en contacto. El 4rea total de

contacto puede ser determinado como:

1 F,
A_/éA_H/(SF_H (3.41)

Para cada contacto de asperezas la deformacion tangencial es elastica hasta que la presion
cizallante sea superior al esfuerzo cizallante 7 en la superficie de los materiales, cuando se

convierte en plastica. La fuerza de friccién se puede obtener mediante:

Ff=7A (3.42)

y el coeficiente de friccién como:

Fy T
— Fn =5 (3.43)

Para el cuerpo en el caso estético, el coeficiente de friccién estdtica se puede obtener como:

=|.m

o = (3.44)

donde Fj es la magnitud de la fuerza de friccién estdtica méxima y N = mg es es la fuerza
normal. En realidad la fuerza de friccién estatica I’ puede tener cualquier valor entre cero
(cuando ninguna fuerza de aplica paralela a la superficie) y un valor méximo de p; N, esto

es:

0<F < uN (3.45)
Si la fuerza de friccion es aquella que se observa en el movimiento uniforme del cuerpo,

el coeficiente de friccién por deslizamiento o de friccion cinética se expresa como:

Fe
e = 57 (3.46)

donde F, es la magnitud de la fuerza de Coulomb.

Es de notar que la friccion estdtica méxima siempre es mayor que la friccién por deslizamien-

to, es decir,

[s > [k (3.47)
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Por lo tanto, el coeficiente de friccién es independiente de la fuerza normal o de la velocidad
en este caso. En consecuencia es posible manipular las caracteristicas de la fricciéon alterando

la naturaleza de las superficies en contacto.

3.7.2. Algunos Fenémenos Experimentales de la Friccion

El comportamiento de la friccién ha sido examinado durante el dltimo siglo. Los experi-
mentos han sido desarrollados bajo condiciones ideales con superficies limpias y para condi-
ciones estables. Recientemente el estudio de la friccién se ha intensificado en gran medida.

Algunas de las facetas de este fenémeno se presentan a continuacién [53]:

Friccién bajo Velocidad Constante

El comportamiento de la friccion como una funcién de la velocidad para un movimien-
to con velocidad constante se conoce con el nombre de curva de Stribeck. En particular, el
comportamiento de la friccién en bajas velocidades se llama efecto Stribeck. La relacién en-
tre la friccion y la velocidad depende y varia con las propiedades del material, temperatura,

desgaste, etc.

Fuerza de Rompimiento

Es la fuerza necesaria para superar la fuerza estatica e iniciar el movimiento. Segtn estu-
dios experimentales, la fuerza de rompimiento es el pico maximo que ocurre en un desplaza-
miento pequerio a partir del punto inicial, tal como se indica en la figura 3.9(a).

También se ha determinado experimentalmente que la fuerza de rompimiento depende
de la rapidez con la cual se incrementa la fuerza externa, este comportamiento se muestra en

la figura 3.9(b).

Desplazamiento Pre-deslizamiento (Pre-sliding)

Experimentalmente la friccion tiene un comportamiento casi eldstico antes del desliza-
miento. Este comportamiento se muestra en la figura 5.23| donde se observa que cuando se

libera la fuerza externa aplicada se obtiene un desplazamiento permanente (lineas a tramos).
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(@) (b)

Figura 3.9: (a) Curva de relacion fuerza de friccion vs. desplazamiento; (b) Curva de relacién

de fuerza de rompimiento vs. tasa de fuerza externa

Figura 3.10: Desplazamiento pre-deslizamiento

Retardo por Friccién

Segun [29], el comportamiento de la friccion frente a la velocidad cuando ésta varia en
un movimiento unidireccional genera ciclos de histéresis (Fig.|3.11), en los cuales la fuerza
de friccién es més baja para velocidades decrecientes que para velocidades crecientes. Estos
lazos de ciclos de histéresis son mds amplios a medida que la frecuencia del movimiento
aumenta. Este comportamiento se debe a la presencia de un tiempo de retardo entre la ve-

locidad y la fuerza de friccién.
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Figura 3.11: Curvas de relacion friccién vs. velocidad

3.7.3. Modelos de Friccion

La fricciéon ha sido un campo de investigacién de gran importancia en las tltimas décadas
y muchos modelos se han propuesto para describirla. Entre los modelos se pueden destacar

modelos estéticos cldsicos y modelos fenomenolégicos empiricos o dindmicos [53].

Modelos Estaticos

Los modelos estaticos o cldsicos de friccion estdn compuestos por diferentes componentes

que describen ciertos aspectos de la friccion.

Modelo de friccién de Coulomb. La idea bésica del modelo de friccién de Coulomb con-
siste en considerar a la friccion como una fuerza que se opone al movimiento y su magnitud
es independiente de la velocidad y del area de contacto. Este modelo se puede expresar co-

mo:

Fy = F,.sgn(v) (3.48)

donde F; es la fricciéon de Coulomb. Tal como se muestra en la figura 3.12, este modelo no
tiene en cuenta la fuerza de friccién cuando la velocidad es cero, puesto que en este caso la

funcién signo estd definida como:

1 siv>0
sgn(v) = | i< (3.49)
-1 siv
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Figura 3.12: Modelo de friccién de Coulomb

Modelo de friccién viscosa. La teoria de la hidrodindmica permiti6 desarrollar expresiones
de la fuerza de friccién causada por la viscosidad de los lubricantes. El término friccion

viscosa se refiere a la componente de la friccién que puede ser representada por:
Fr = Bv (3.50)

donde B es el coeficiente de friccion viscosa y v es la velocidad relativa entre las dos super-

ficies.

Modelo de friccion de Coulomb + friccién viscosa. La combinacién de la fricciéon de
Coulomb con la friccién viscosa da como resultado el comportamiento de la friccién mostra-

do en la figura|3.13,

Figura 3.13: Modelo de friccién de Coulomb-+fricciéon viscosa
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Modelo de friccion estatica. La friccion en reposo puede ser modelada mediante:

F, siv=0,|F| < F;
Fy = (3.51)

F,sgnE,) siv=0,|F.,|>F,
donde F; es la resultante de la fuerza externa y F es la friccion estdtica maxima. Los com-
ponentes de la friccion cldsica pueden ser combinados de diferentes formas. La figura 3.14

muestra el comportamiento cldsico Coulomb-viscoso-estdtico de la friccion.

Figura 3.14: Modelo de friccién de Coulomb+viscosa-+estatica

en este modelo la friccién decrece en forma discontinua en la transicién de reposo a desliza-

miento.

Modelo Stribeck. En este modelo la friccién no presenta discontinuidades en la transicion
de reposo a deslizamiento. El modelo de Stribeck es una descripcién més general de la fric-

cion (Fig. 3.15), esto es:

F(v) siv#£0
Fy=4q F. siv=0,|F.| < F, (3.52)
F,sgnE,) siv=0,|F.,|>F,

donde F'(v) es una funcién arbitraria generalmente representada por:

F@) = Fo+ (Fs — F)e &) 4 Bu (3.53)

donde F. es la friccién de Coulomb, Fj es la friccion estatica, d5 es un exponente que depende
de la geometria de la aplicaciéon y v, es la velocidad de Stribeck. F'(v) se obtiene en forma

experimental.
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Figura 3.15: Modelo de friccién de Stribeck

Modelo de Amstrong. Este modelo introduce dependencias temporales para la friccién es-
tatica y para el efecto Stribeck, pero no trata el desplazamiento pre-deslizamiento. La friccién

es descrita por:

Fi(z) = opx (3.54)

para el reposo. oy es la rigidez tangencial. Para el deslizamiento la friccién es descrita por:

1

Fy(v,ta) = | Fe+ Fs(v,ta) —————5 | sgn(v) + Bv (3.55)
14 (22)
con
ld
Fs(v,tq) = Fso+ | Fsoo — Fsqg— 3.56
(7:ta) : < : ’td+7> (3.56)

donde Fi(v,tq) es la friccion estédtica de crecimiento, F, es la magnitud de la friccién de
Stribeck al final del periodo de deslizamiento anterior, F o, es la magnitud de la friccién de
Stribeck con una aplicacién lenta de fuerza, ¢, es el tiempo, v es un parametro temporal, 7 es

el tiempo de retardo y ¢ es un exponente de aplicacion.

Modelos Dindmicos

Los estudios experimentales han demostrado la necesidad de usar modelos dindmicos

de friccién. Estos modelos han sido impulsados por la necesidad actual de obtener mayor
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precision en servomecanismos y el gran desarrollo obtenido en los tltimos tiempos en hard-
ware que ha hecho posible implementar a partir de estos modelos técnicas de compensacién

de friccion. Algunos de estos modelos se citan a continuacion:

El Modelo Dahl. Este modelo fue desarrollado con el objetivo de simular sistemas de con-
trol con friccién. También ha sido usado en compensacién de friccién adaptativa. El modelo
de Dahl se originé a partir de varios experimentos de fricciéon en rodamientos de bola. El
punto de partida del modelo de Dahl es la curva de esfuerzo-tensién de la mecanica cldsica
de s6lidos. Esta curva es modelada mediante la ecuacién diferencial:

dFy & o
T =00 (1 b sgn(v)> (3.57)

donde Fy es la fuerza de fricciéon, x es el desplazamiento, F. es la fuerza de friccion de
Coulomb, oy es el coeficiente de rigidez y a es un parametro que determina la forma de
curva esfuerzo-tension. La figura 3.16| muestra el comportamiento de la fuerza de friccién

como funcién del desplazamiento segtin el modelo de Dahl.

Figura 3.16: Modelo de friccién de Dahl

Diferenciando la ecuacién (3.57) con respecto al tiempo, tenemos:

dFy  dFpdx  dFy Fy @
el i (1 7. sgn(v) | v (3.58)
Si o = 1, se tiene:
dFy Fy
7dt = ooV — UOE‘U‘ (3'59)

Definiendo F; = 0z, el modelo puede ser expresado por:
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dz _  oolv]
dt Fe (3.60)
Ff = 0p%

El modelo de Dahl es una generalizacién de la friccién de Coulomb. Este modelo no capta
el efecto Stribeck ni el fenémeno adherencia-deslizamiento, puesto que la friccién es una

funcién del desplazamiento.

El modelo de cerda flexible. Este modelo captura el comportamiento del contacto de pun-
tos microscépicos entre dos superficies. Debido a las irregularidades en las superficies el
ntmero de puntos de contacto y su ubicacion son aleatorios. Cada punto de contacto se con-
sidera como un empalme de cerdas flexibles. Al moverse las superficies entre si con una
velocidad relativa, la tensiéon aumenta en cada empalme y las cerdas se comportan como

resortes generando una fuerza de friccién. Esta fuerza puede ser estimada por:

N
Fy=> ooz — bi) (3.61)
=1

donde N es el nimero de cerdas, oy es la rigidez de las cerdas, z; es la posicién relativa de
las cerdas y b; es la ubicacién del empalme. Como |z; — b;| = J;, al romperse un empalme se
forma uno nuevo en una ubicacién aleatoria en relacién con la ubicacién anterior. La com-
plejidad del modelo aumenta con N. Una interesante propiedad del modelo es que capta el
cardcter aleatorio de la friccién. La aleatoriedad depende del ntiimero de cerdas. El modelo

es ineficiente en simulaciones debido a su complejidad.

El modelo de Bliman-Sorine. El modelo de Bliman-Sorine hace énfasis en la tasa de inde-
pendencia. La magnitud de la fricciéon depende tinicamente del signo de v y de la variable

de espacio s definida por:
t
s = / |v(T)|dr (3.62)

El modelo se puede expresar como:

drs = Az, + Bu,
ds (3.63)
Fy = Cux,
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donde vy = sgn(v). El modelo tiene varias formas de diferente complejidad. El modelo de

primer orden puede ser escrito como:

A:—l/e’;‘f, B:f1/€f, c=1

Ahora, el modelo puede expresarse como:

dFy  dFpds dFy Fy
i s at gy T /e (U i

el cual es idéntico al modelo de Dahl (3.58) con F, = f1, 0 = g—; y o = 1. Ya que este modelo

no capta la friccién estética, se recurre entonces al modelo de segundo orden, en el cual:

A= B

0 —1/€f ’ —f2/€f

donde f; — f> es la friccién cinética alcanzada exponencialmente a medida que s — co. Este

—1/(neg) 0 _ [ f/tep) o ( - )

modelo es practicamente una conexién en paralelo de dos modelos de Dahl; uno lento y
otro rdpido. El modelo rdpido maneja mads alta fricciéon en estado estacionario que el modelo
lento. La fuerza del modelo lento es substraida del modelo répido, lo cual se traduce en un
pico de friccién. Tanto el modelo de primer orden como el de segundo orden demuestran ser
disipativos. Ya que ¢ tiende a cero, el modelo de primer orden se comporta como el modelo
clasico de friccion de Coulomb, y el modelo de segundo orden como el modelo clasico con

friccién de Coulomb y friccién estatica, presentando algunas diferencias en el efecto Stribeck.

El modelo de LuGre. Este modelo se basa en el comportamiento promedio de las cerdas
que estan en contacto [35]. La figura |3.17 muestra la interface de contacto de una cerda que
representa el comportamiento promedio. En este modelo la friccién se interpreta como la
fuerza media de defleccion de resortes eldsticos o cerdas. Cuando una fuerza tangencial es
aplicada sobre las cerdas, éstas se deformaran como resortes. Si la deformacioén es lo sufi-
cientemente grande las cerdas comenzardn a deslizarse. La defleccion media de cerda para
un movimiento con velocidad constante depende de la velocidad y debe alcanzar un valor
de estado estacionario. Si la velocidad es alta, el lubricante es forzado a entrar en la interface
s6lido-solido con el fin de separar las superficies y asi lograr que las cerdas no se deflecten

tanto antes de que se deslicen. Esto significa que las cerdas promedio deben alcanzar una
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defleccién menor en estado estacionario que a velocidades bajas y en presencia de poco lu-
bricante en la interface, dando origen asi al efecto Stribeck. El modelo también incluye el
fenémeno de la fuerza de rompimiento y el retardo de friccién. La defleccién media de las
cerdas denotada por z es modelada mediante:

dz oolv|z

dat =" ()

donde v es la velocidad relativa entre las superficies, op > 0 es la rigidez de las cerdas y g(v)

(3.64)

es una funcién que depende de la velocidad.

Figura 3.17: Deformacién media de una cerda

La fuerza de friccién es producida por la curvatura de las cerdas que actdan como re-
sortes. Esta fuerza es proporcional a la defleccién media y a la tasa de cambio de la defleccién.
La fuerza de friccién en una interface sélido-sélido puede expresarse como:

dz

Fy = 0024—01(7))%

donde o1 (v) > 0 es el coeficiente de amortiguamiento seco dependiente de la velocidad.
El segundo factor que interviene en la fuerza de friccién es debido a la viscosidad del
lubricante. Este factor es funcién de la velocidad relativa entre las superficies y depende del

tipo de interface. Por lo tanto, la fuerza de friccién total puede escribirse como:

Fy =00z + 01(’0)% + f(v) (3.65)

Generalmente f(v) tiene un comportamiento lineal con la velocidad, o sea,
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f(v) = Bo

El modelo de friccién de LuGre estd caracterizado por el pardmetro og y por las funciones
g(v),01(v)y f(v). La funcién g(v) es siempre positiva, ademas, g(v) > € > 0 para velocidades
reducidas, esta funcion modela el efecto Stribeck relacionado con la forma como la velocidad
relativa entre las superficies en contacto afecta la defleccién media de las cerdas, tanto en
estado transitorio como en estado estacionario. La funcién g(v) puede ser parametrizada

como:

o) = Fu 4 (Fy — F)e () (3.66)

donde F, es la friccién de Coulomb, F; es la friccion estética y v; es la velocidad de Stribeck

que determina como varia g(v) entre F; y F,, tal como se muestra en la figura 3.18|

Figura 3.18: Curva de la funcién g(v)
La funcién o (v) se parametriza como:
o1(v) = o1 (3.67)
En estado estacionario % = 0, por lo tanto, la fuerza de friccién se expresa como:

Fy., = g(vss) sgn(vss) + Buss (3.68)

donde v, es la velocidad de estado estacionario.
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Linealizacién. La linealizacién del modelo al rededor de un punto de equilibrio arbi-
trario recibe especial atencion. De acuerdo con [35], el modelo de friccién estd descrito por
tres funciones g(v), o1(v), y f(v). La linealizacién implica a estas funciones y a sus derivadas.

La linealizacién se realiza teniendo en cuenta las siguientes suposiciones:

T La funcién g(v) se asume que es continua y diferenciable en todo su dominio excepto

env = 0.
T La funcién o(v) se asume que es continua y diferenciable en todo su dominio.
T La funcién f(v) se asume que es continua y diferenciable en todo su dominio.

1 El lado derecho de la ecuacién (3.64) involucra la funcién valor absoluto de la veloci-

dad, la cual no es diferenciable en v = 0.

Es claro que la linealizacién requiere mayor importancia en torno a velocidad cero, donde
se pueden presentar discontinuidades. No obstante, pese a la discontinuidad de g(v), el lado
derecho de la ecuacioén (3.64) es continuo a velocidad cero.

La linealizacion de la ecuacién (3.64) al rededor de v = vg y 2 = 2y se puede expresar

como:
d(6z) oo|v]
= — oz+ H 4] .69
dt g(’U) V0, 20 o (,U’Z)|U0,Zo : (36 )
con
sgn(v) _ |vlg'(v)
H(v,z)=1-o0¢z -
glv)  g*(v)
donde sgn(v) = %. La fuerza de friccién puede ser linealizada teniendo en cuenta que

los pardmetros de friccién seca o1 (v) y viscosa f(v) son diferenciables a velocidad cero. La

linealizacién de la fuerza de friccion estd dada por la expresion:

ov

V0, 20

(3.70)

8(Fy) = oo (1 - M)

g(v)

dz + (01 (v)H (v, z) + (v - %) ai(v) + f’(v))

V0, 20

La linealizaciéon expresada en las ecuaciones (3.69) y (3.70) es vélida para todos los puntos
de equilibrio excepto para vg = 0 debido a las suposiciones hechas con anterioridad. Para
v = 0, se tiene en primer lugar el caso donde zy = 0. Las ecuaciones linealizadas pueden ser

simplificadas como:
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d(6z)
dt
§(Ff) = o006z + (01(0) + f'(0)) bv

= v

donde 01 (0) es delimitado y f(0) existe. El modelo de fricciéon acttia entonces como un sis-
tema oscilatorio lineal cuya constante eldstica es o y la amortiguaciéon o1(0) + f'(0). La
ecuacion de movimiento queda:

d*z dx

e = —Fy = ~(@(0) + £(0) 5 — oo

donde la frecuencia natural de oscilacién es:

W = /a0 (3.71)

y la relacién de amortiguamiento es:

71(0) + £(0)
2/

Sivg = 0 pero zy # 0 se tienen diferentes ecuaciones para velocidades positivas y negativas.

¢ = (3.72)

La linealizacién queda expresada como:

d(6z)
dt
3(Ff) = ooz + (U1(0)G(5’U, 20) + f/(O)) v

= G(dv, z)dv

donde

1— 2020 gjju >0
G(0v, 20) = 9(0™)
g020 :
1—1—9(0,) sidv <0

Teniendo en cuenta que la funcién g(v) es discontinua en v = 0, por lo tanto g(0") denota la

el valor de la funcién g(v) evaluada para velocidades ligeramente mayores que cero. g(0™)
es definido de manera semejante. Se observa que las caracteristicas del modelo de friccién
son diferentes en relacién a la direccién del movimiento. La linealizacién se mantiene bajo

las suposiciones que 01 (0) es delimitado y f/(0) existe.
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3.8. Resumen

Un servomecanismo neumatico de posicionamiento estd constituido por una combinacién
de dispositivos, dentro de los cuales se involucran partes méviles que estdn sujetas a la ac-
cién de diferentes fuerzas externas, asi como también de diferentes volimenes de control en
los cuales los flujos de masa y energia a través de las superficies de control se encuentran pre-
sentes en cualquier instante. Por lo tanto, el comportamiento dindmico de un servosistema
neumatico estd estrechamente relacionado con las leyes y principios que rigen la dindmica
de cuerpos sélidos y la dindmica de fluidos.

La friccion es un fenémeno que se presenta en la interface entre dos superficies en contac-
to. Este fenémeno tiene alta importancia ya que de él depende en gran medida la dindmica
altamente no-lineal del servosistema neumatico. En el modelado de sistemas con friccién, los
modelos maés utilizados son los modelos dindmicos, destacandose entre ellos el modelo de
LuGre, el cual describe la mayoria de aspectos relacionados con la friccién y cuenta con las

mejores caracteristicas dindmicas [54, 29].
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Modelo Matematico

E L PROPOSITO de este capitulo es el desarrollo en forma sistemética del modelo matemati-

co no-lineal del servomecanismo neumatico de posicionamiento. Teniendo en cuenta
que uno de los objetivos de este proyecto es el estudio de fenémenos no-lineales, requiere
que el modelo cuente con una precisién considerable. Para ello es importante seleccionar las
variables y relaciones fisicas que puedan ser despreciadas y dejar las que son cruciales en la
exactitud del mismo.

El modelo matematico estd definido en un conjunto de ecuaciones diferenciales no-lineales,
donde se desprecia todo parametro distribuido que pueda estar presente en el sistema.

Para el desarrollo del modelo se recurre a la aplicacién de las leyes fisicas a cada una
de las componentes especificas del sistema. De acuerdo con la naturaleza del sistema, se
aplicaron principios de termodindmica, mecénica de fluidos y dindmica Newtoniana. Al fi-
nal el conjunto de ecuaciones se organiza de tal forma que permita obtener el andlisis y la
simulacion del sistema.

Este capitulo abarca los siguientes aspectos:

T Definicién de los objetivos del modelo y la exactitud esperada
T Suposiciones que simplifican el modelo.
1 Ecuaciones constitutivas del sistema.

T Transformacién del modelo a la forma estandar como un conjunto de ecuaciones difer-

enciales de primer orden.
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4.1. Objetivos del Modelado Matemaético

El objetivo del modelado matematico del servomecanismo neumadtico consiste en uti-
lizarlo para el anélisis del sistema y el disefio de un controlador de posicién. La construccién

del modelo matemético implica tres consideraciones importantes:

1. La determinacién del flujo de aire a través de la valvula.
2. La determinacién de la presion, el volumen y la temperatura del aire.
3. La determinacién de la dindmica del cilindro.

Sobre la base del objetivo del modelado, se deben considerar las siguientes propiedades:

T El modelo debe ser capaz de describir el comportamiento dindmico del servomecanis-

mo neumatico con una precisién considerable.

T El modelo debe ser de tipo deterministico entrada-salida.

4.2. Suposiciones

Con el objetivo de simplificar en parte el modelo y reducir su complejidad sin que se
afecte el equilibrio entre la simplicidad del modelo y la exactitud de los resultados de anélisis,

se tienen en cuenta las siguientes suposiciones:

T El fluido de trabajo es aire y se considera como un gas ideal.

T Las propiedades del aire como los calores especificos, la constante del gas y el expo-

nente politrépico se consideran constantes.

T Se aplica la conservaciéon de la masa en cada volumen de control, expresada en la

ecuaciéon de continuidad.
T Se desprecian pérdidas de presion por fricciéon en los conductos de aire.

T Las propiedades como la presion, la temperatura y la densidad del aire se consideran

uniformes en los diferentes volimenes de control.

T Se desprecian las energias potencial y cinética del aire.
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T Los fenémenos de impacto se modelan considerando los cuerpos en cuestiéon como

sistemas elastoplésticos.

4.3. Volumenes de Control del Servomecanismo Neumatico

La figura 4.1 muestra el diagrama del servomecanismo neumaético de posicionamiento.
En él se indican los diferentes volimenes de control (lineas a trazos) en las cdmaras del
cilindro, las mangueras y las cdmaras de la valvula. Para facilitar el andlisis del sistema se
designa al volumen compuesto por la cdmara 1 de la vdlvula, manguera 1 y cdmara A del
cilindro como el volumen de control A;y se designa al volumen compuesto por la cdmara
2 de la védlvula, manguera 2 y cdmara B del cilindro como el volumen de control B. Es de
mucha importancia destacar que en estos volimenes de control, las propiedades del aire

como la presidén y la temperatura son uniformes.

4.4. Modelo de la Vilvula Proporcional

La valvula MPYE-5-1/8-HF-010-B tiene caracteristicas de una valvula proporcional, tales
como un disefio sencillo, robusto y econémico, y algunas caracteristicas de una servovélvula
tales como buenas propiedades dindmicas y precisién. Con ello, la valvula no puede asig-
narse claramente a una de sus categorias. Por su corredera (spool) accionada directamente,
la vélvula se denomina por el fabricante!| como vdlvula proporcional. Segin su configu-
racion fisica interna, esta valvula se puede clasificar como sobretraslapada y tiene 3 posibles

estados de flujo dependiendo de la posiciéon que adopte la corredera:

T Flujo casi nulo en su posicion media.

T Dos direcciones opuestas de flujo, dependiendo del sentido en que se mueva la corred-

era.

Puesto que la valvula tiene 5 conexiones (puertos), es una valvula de 5/3 vias [55, 56,/57].

1Festo Pneumatic
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Figura 4.1: Sistema neumaético y volimenes de control
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4.4.1. Configuraciéon de los Flujos de Masa en el Interior de la Vdlvula

Los flujos de masa de aire a través de la vdlvula dependen de la posicion de la corredera.
En la figura 4.2 se muestra un diagrama en seccién de la valvula en su posicién media, en
el cual se indican los sobretraslapes x,; y x, y el ancho del orificio en cada puerto h. A
través del puerto 1 entran los flujos de masa de suministro tanto a la cdmara 1 como a la
cadmara 2 de la valvula. Los flujos de masa de escape hacia la atmdsfera se realizan a través
de los puertos 3 y 5 desde las cAmaras 1 y 2 de la vélvula, respectivamente. Por medio de los
puertos de trabajo 4 y 2 la valvula se comunica a través de las mangueras con las cAmaras A
y B del cilindro, respectivamente, por lo tanto, en estos puertos se presentan flujos de masa
en ambas direcciones dependiendo de las condiciones de operacién de la vélvula. Conectada
la valvula al cilindro y en condiciones estables, los flujos de suministro 7, y s, son muy
pequerios e iguales entre si, ademds, son practicamente iguales a los flujos de escape 15 y
13, respectivamente, por lo tanto, los flujos de masa 724 y 72 son iguales a cero. En esta

posicioén la vélvula se encuentra bajo condiciones de bloqueo [3].

Figura 4.2: Posicién central de la corredera

En la figura 4.3 se muestran los flujos de masa que se generan cuando la corredera se
mueve con un desplazamiento x;, positivo. En este caso se produce un proceso de carga o
presurizacion en la cdmara A y un proceso de descarga o despresurizacién en la cAmara B
del cilindro.

En forma contraria a la anterior, para un desplazamiento de la corredera z, , negativo, se
generan los flujos de masa que se muestran en la figura 4.4. Aqui se produce un proceso de

descarga en la cdmara A y un proceso de carga en la cimara B del cilindro.
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Figura 4.3: Desplazamiento positivo de la corredera

Figura 4.4: Desplazamiento negativo de la corredera

4.4.2. Calculo de los Flujos de Trabajo y de Escape

El flujo de masa de aire a través de un orificio de la vélvula se puede obtener mediante
un flujo isentrépico [46,'45]. La caida de presién a través del orificio es usualmente grande, y
el flujo se trata en régimen turbulento. El modelo del flujo de masa estd basado en el modelo
de la norma ISO 6358 més conocido como el método de la conductancia sénica. Este modelo
tiene dos pardmetros que describen el flujo de masa: la relacién de presiones critica b, y la
conductancia sénica C, y es el modelo mds preciso comparado con otros tipos de modelos

convencionales [4, 58]. El modelo se expresa como:

P ArPuCpny )72 sipt < b
m = AT‘f <PuvTua 7d

= Py _y\ 2 (4.1)
Pu) APy Cpny ) Tey 1 - (Plu_b”) sib< £ <1

donde A, es el drea relativa de cada puerto, P, y T, son la presién y la temperatura absolutas

en la seccién de alta presion, P; es la presion absoluta en la secciéon de baja presion, p,, y
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T, son la densidad y la temperatura del aire a las condiciones de referencia establecidas
por la norma ISO 6358. Los estados de las variables en las secciones de alta y baja presién
cambian de acuerdo a los procesos de presurizacién y de despresurizacion que experimenta
cada cdmara del cilindro en un determinado momento. Para el proceso de presurizacién
en cualquier cdmara, las condiciones del aire de suministro son las de alta presién y las
condiciones del aire dentro de la cdmara son las de baja presiéon. En cambio para el proceso
de despresurizacion, las condiciones de alta presion son las condiciones del aire dentro de la

cadmara y las de baja presién son las condiciones del aire atmosférico.

4.4.3. Area Relativa de la Valvula

El drea relativa se define como la relacién entre el drea geométrica variable del orificio de

paso en un puerto de la vélvula A, y el 4&rea geométrica maxima A4,,,,,, 0 sea:

Omazx

4,2 Ao

< (4.2)

Omax
este pardmetro es independiente de las presiones en el orificio, tinicamente depende del

voltaje aplicado a la valvula, v [16].

4.4.4. Calculo de los Flujos de Masa

Los cuatro orificios de area variable son completamente andlogos a las cuatro ramas de un
puente de Wheatstone mostrado en la figura 4.5, y tomando esta analogia se puede analizar
la operacion de la valvula en base a la configuracién adoptada en la figura 4.2,

Aplicando la ley de Kirchhoff para los flujos de masa en el nodo (1) e igualando a la rapi-
dez de cambio de masa dentro del volumen de control comprendido en la cdmara (1) de la

vélvula, se obtiene:

d(paVe)  Vu dP,
dt  nRT, dt

(4.3)

Mgy, — My — M5 =
donde my, es el flujo de masa de suministro hacia la cdmara (1) de la valvula, 724 es el flujo
de masa desde la cdmara 1 de la valvula hacia la cdmara A del cilindro, 725 es el flujo de

masa de escape desde la cdmara 1 de la vélvula hacia la atmoésfera, V,, es el volumen en

cada cdmara de de la valvula®, n es la constante politrépica, 7, y P, son la temperatura y

2Se considera que los volimenes en ambas cdmaras son iguales
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Figura 4.5: Analogia electro-neumatica de la valvula

la presién en el volumen de control A, respectivamente. De igual forma, para el nodo (2), la

ecuacion de flujo de masa se obtiene como:

d(ppVo) Vi dB,
dt  nRT dt

donde 74, es el flujo de masa de suministro hacia la cAmara 2 del la valvula, i es el flujo de

(4.4)

Mg, + Ty — M3 =

masa desde la cdmara B del cilindro hacia la cdmara 2 de la véalvula, 73 es el flujo de masa
de escape desde la cdmara 2 de la valvula hacia la atmésfera, T3, y P, son la temperatura y la
presion en el volumen de control B, respectivamente.

El volumen de las cdmaras de la vélvula es insignificante con respecto al volumen de las
camaras del cilindro, por lo tanto, despreciando el volumen en cada cdmara de la vélvula V,

las ecuaciones (4.3) y (4.4) se reducen a:

T, — 1ig — 1ity = 0 (4.5)
Titg, + 1itg — g = 0 (4.6)

Ahora, tomando como referencia la configuracién mostrada en la figura 4.6, Seguin esta
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Figura 4.6: Configuracién de los flujos de masa para los puertos 4 y 2

configuracién, las ecuaciones de flujo de masa en los puertos 4 y 2 se pueden escribir como:

my = msl +ms (47)

Mg = m52 + m3 (48)

se definen las relaciones de flujo de masa:

oy 2 ”7;41 (4.9)
By 2 %’1 (4.10)
oy 2 ”ﬂ”‘w (4.11)
A m3
= — 4.12
B2 o (4.12)
por lo tanto:
as+pB4 = 1 (4.13)
as+ P2 = 1 (4.14)

Para condiciones estables de presion y temperatura en las cdmaras de la véalvula [16,59], las

ecuaciones (4.7) y (4.8) se pueden escribir como:

A f <Pa,Ta, PO) — A.f (Pa,Ta, PO) +ALf <Pa,Ta, PO)

Pa Pa Pa

PQ PO PO

A f(Po120) = Auf(Pom 22+ A4, (P10
2f<b be> 2f<b be)-i- 3f<b be>

de donde:

A'r4 - AT$1 + A'r5

Arz = Arsg +A7"3
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