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Perturbaciones Cosmolégicas en Teorias de Gravedad Escalar-Tensor

by Joel José VELASQUEZ CELIS

Motivados por el creciente auge de estudios en teorias de Gravedad Modificada
(TGM), se estudian las teorias de Brans-Dicke, Escalar-Tensor y f(R), las cuales son
un grupo de estas modificaciones de la Relatividad General. En el presente trabajo,
se hallan, las ecuaciones de campo, las ecuaciones Friedmann para un universo ho-
mogéneo e isotrépico y las perturbaciones cosmolégicas para cada una de las teorias
anteriormente expuestas. Ademads de hallar las perturbaciones cosmolégicas en
forma general, se calculan éstas para un universo de dominio de materia, encon-
trando asf las ecuaciones tipo Poisson para las teorias de gravedad Escalar-Tensor
y f(R). Luego, se muestran las equivalencias entre las teorias de gravedad Escalar-
Tensor y f(R), en todos los desarrollos que se hicieron a lo largo de la tesis. Por
altimo, se muestra como calcular los potenciales partiendo de dos ejemplos especi-
ficos de f(R), los cuales son, el modelo de Starobinsky y el modelo de Hu-Sawicki,
encontrando asi, todas las equivalencias entre las teorias.
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Perturbaciones Cosmolégicas en Teorias de Gravedad Escalar-Tensor

by Joel José VELASQUEZ CELIS

Motivated by the growing rise of studies in theories of Modified Gravity (TGM),
the theories of Brans-Dicke, Scalar-Tensor and f(R) are studied, which are a group
of these modifications of General Relativity. In the present work, we find, the field
equations, the Friedmann equations for a homogeneous and isotropic universe and
the cosmological perturbations for each of the theories previously exposed. In ad-
dition to finding the cosmological perturbations in a general way, these are calcu-
lated for a domain of matter domain, thus finding the Poisson equations for the
Scalar-Tensor and f(R) gravity theories. Then, the equivalences between the Scalar-
Tensor and f(R) gravity theories are shown in all the developments that were made
throughout the thesis. Finally, we show how to calculate the potentials from two
specific examples of f(R), which are, the Starobinsky model and the Hu-Sawicki
model, finding all the equivalences between the theories.
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Notaciones y convenciones

En esta tesis se usard la signatura de la métrica (— + ++), la velocidad de la luz se
toma en unidades geométricas ¢ = 1, la constate de Gravitacién universal se toma
G = 1. Los indices latinos a, b, . . . representan las componentes espacio-temporales
y van de 0 a 3, los indices griegos «, (3, . . . representan las componentes para las co-
ordenadas espaciales y van de 1 a 3.
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Capitulo 1

Introduccion

La teoria de la Relatividad General (RG) fue dada por Albert Einstein en 1915. A
partir de esta fecha, el entendimiento de nuestro universo ha tenido una transfor-
macién profunda. A pesar de que la Relatividad General se ha mostrado consistente
con los datos conocidos [1, 2], cada vez hay mas indicios de sus limitaciones. La
idea de modificar la teoria de RG no es actual. La primera modificacién fue intro-
ducida por Weyl en 1919 incluyendo invariantes adicionales de orden superior en la
accion de Einstein-Hilbert ademads del escalar Ricci [3]. Es importante destacar, que
estas modificaciones fueron introducidas por motivacion teérica mas no por eviden-
cia experimental. El primer indicio que hay de que la RG no es la teoria final de la
gravedad es cuando se mostré que la teoria no es renormalizable [4, 5].

Las ultimas observaciones del CMB y de las supernovas tipo I revelan que el uni-
verso estd compuesto por 23% de materia oscura, 73% de energia oscura y, por lo
tanto, solo el 4% de la energia del universo esta en forma de materia bariénica [6, 7].
La materia oscura se refiere a formas desconocidas de materia que tienen las mis-
mas propiedades de agrupamiento de la materia ordinaria, mientras que la energia
oscura se refiere a una forma desconocida de energia que no se agrupa.

La materia oscura ha sido detectada indirectamente por el estudio de lentes grav-
itacionales o las curvas de rotaciéon de las galaxias [8]. La energia oscura exhibe
caracteristicas repulsivas y es responsable por la expansion acelerada actual del uni-
verso [9, 10].

El modelo més simple que se acomoda con los datos observacionales es el mod-
elo A-Cold Dark Matter (ACDM). Sin embargo, este modelo no explica el origen de
la materia oscura ni el de energia oscura y deja sin respuesta los problemas de la
constante cosmolégica [11, 12].

Asumiendo que la RG no es del todo correcta a escalas cosmolégicas, es posible que
no se necesite el término de constante cosmolégica para dar explicacién a la expan-
sién acelerada del universo. Por lo tanto, es plausible considerar una modificacién a
la teoria.

Existen varias maneras de modificar la teoria de Einstein. Una manera, es la teoria
propuesta por Brans y Dicke en 1961 [13, 14], donde se considera un campo es-
calar acoplado no minimalmente al escalar de curvatura de Ricci. Otras propuestas
son las teorfas de gravedad Escalar-Tensor (ST) (ver el review [15] y las referencias
alli citadas), las cuales generalizan la teoria de Brans-Dicke (funciones del campo
escalar). Otra manera de modificar la RG es reemplazar en la acciéon de Einstein-
Hilbert el escalar de Ricci R, a través, de una funcién de este escalar, f(R) [16].



2 Capitulo 1. Introduccién

El presente trabajo se divide en 5 partes: en la parte inicial se hallan las ecuaciones
de campo partiendo de la accién de cada teoria, RG, Brans-Dicke (BD), ST y f(R).
Como resultado propio del presente trabajo se muestra como el término de frontera
se cancela con el término de Gibbons-York-Haawking (GYH). En la segunda parte
se construye el modelo cosmolégico estdindar homogéneo e isotrépico para cada una
de las teorias expuestas anteriormente. En la tercera parte se desarrollan las ecua-
ciones de campo perturbadas a primer orden en el gauge de Newton conforme para
las teorfas RG, BD, STy f(R). En la cuarta parte, se toman las expresiones generales
de las perturbaciones y se hace la consideracién para un universo dominado por la
materia, luego se realiza la aproximacion sub-horizonte y se hallan las ecuaciones
bajo este régimen. En la dltima parte, se muestran las equivalencias (en la accién,
en las ecuaciones de campo, en las ecuaciones de Friedmann de background y per-
turbadas) entre la teorias de gravedad ST y f(R). Ademads de lo hallado en forma
general, se toman como ejemplo dos modelos especificos de f(R) (Starobinsky y
Hu-Sawicki). Es importante resaltar que los detalles mostrados en las equivalencias
de Friedmann de background y perturbadas entre las teorias anteriormente men-
cionadas son resultados propios.



Capitulo 2

Ecuaciones de Campo y Principios
Variacionales

En el presente capitulo se deducen las ecuaciones de campo de RG, asi como, para
las teorias de gravedad modificada (TGM), BD, STy f(R).

Estas ecuaciones se encontraran a partir de un principio variacional 65 = 0, siendo
S la accién. Cada célculo se realiza introduciendo el término de frontera de GYH,
para asi evitar asunciones extras sobre la variacién de la métrica y el campo escalar
en la frontera.

En el presente capitulo también se mostrard como las ecuaciones de campo de las
TGM, se relacionan con las ecuaciones de campo de RG.

2.1 Relatividad General

Las ecuaciones de campo de RG se pueden encontrar mediante un principio varia-
cional. La accién que permite esto es [17]

1
50 = = /M v/ =GR + S™ (gup, ), 2.1)

el primer término es conocido como la accién de Einstein-Hilbert, donde d*z\/—g es
el elemento de volumen invariante y R el escalar de Ricci.
El segundo término es la accién de los campos de materia, la cual estd dada por

S0m) = /M 42/ GL™ (gap, ), (2.2)

donde v denota todos los campos de materia.
Para obtener las ecuaciones de campo de Einstein desde un principio variacional se
varia la accion respecto a g“b, obteniendo asi

1

(RG) _— _—
05 167

/ d*z6(/—gR) + 65, (2.3)
M
Los siguientes resultados se usaran a lo largo del célculo [17, 18]

8Gab = —Gacghadg?, 59" = —g"°¢**5g.q, (2.4)

1 1
OV=g = —5V=99a09",  OV=g=5V=99"0ga (2.5)
ORap = VC((;FCab) - vb(ércac)' (2.6)
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La variacién del escalar de Ricci es [18]

6R = 69"Rap + g0 Rap = 69 Rap + g™ (Ve (6T€,;) — V3(6T€,.))
= 69 Ry, + Vo (g%0T¢,,) — Vi(g?0T¢,,), 2.7)

donde se ha utilizado la compatibilidad métrica, V. g, = 0.
Se procede a calcular el término 6(,/—¢R) haciendo uso de la ecuacion (2.5)

0(v=gR) = vV—=9g0R + Rév/—g
= \/jg(Rab - %gabR) 5gab + \/jg(vC(gabércab) - vb(gabdrcac))' (28)

Reemplazando la expresién anterior en (2.3) se tiene

1 1
(RG) _— _~ 4 — . ab
58 o /M d*zv/=g(Rab 2gabR) dg
+ L d*z/—gVa(g®oT?,, — g*dore,,) + 65, (2.9)
167T M

donde se han renombrado algunos indices mudos.
Se analiza el término de divergencia (segunda integral) de la ecuacién anterior

59 — / d*a/—gV Ve (2.10)
M

donde
Ve = g1, — g*eTe,,. (2.11)

Utilizando el teorema de Gauss-Stokes [17, 18]

/d"a:\/|g]VdAd:7{ A" Yye\/|h|ngA?, (2.12)
M oM

donde OM es la frontera de un hipervolumen en M, h es el determinante de la
métrica inducida, ng es un vector normal unitario a OM, € es +1 si OM es como
de tiempo y —1 si 9M es como de espacio (se asume que 9 M no es nulo en alguna
parte). Las coordenadas = son usadas para la region finita en M y y* para la frontera
oM.

Reemplazando el teorema de Gauss-Stokes en (2.10) se puede escribir el término de

frontera como
55D = f Pyer/|h|naVe. (2.13)
oM
Para calcular las variaciones en los simbolos de Christoffel (I'*, ) que aparecen en el

término de V¢, se debe tener en cuenta que se estd trabajando en una variedad libre
de torsién. Los simbolos de Christoffel son [18]

1
e = §gad(8bgdc + 9cgbd — Fagne)s (2.14)

obteniendo

1 1
o, = §5gad(3b9dc + Ocgbd — Oagne) + and(ab@dc + 0:09bd — 0adgne).  (2.15)
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Para encontrar la variacién de la accién se fija la siguiente condicién [17, 19]
0 =0, 2.16
YGab oM ( )

esto es, la variacion del tensor métrico se anula en la frontera 9 M. Por lo cual, la
variacion (2.15) da

“be o %Qad(abfsgdc + 9c0gbd — OadGoc), (2.17)
g d L b de L ad_cb
V| = 590" (0adges + D3guc — 0ud9u) = 39™9 Dudghes  (218)
como V; = g.qV'¢, entonces
Vil = 5060000+ Ohdc — 03u) — 504 udine
= 9"(909da — DadGba). (2.19)
Se evalua el término n?Vy| s Usando para esto que
g% = h® 4 enn?, (2.20)
entonces
ndVd‘aM = n%(h® + en®n®) (0 gaa — Oadgba)

= n@h (30 gda — DadGa), (2.21)

donde se ha usado el hecho de la parte antisimétrica de en®n® con € = niny = +1.
Ahora, como dg,, = 0 en la frontera, entonces h**9,0g4, = 0 [17], obteniendo

1V ypg = 0040 gba (2.22)

con lo cual (2.13) queda

59D — f[g y dPyer/ [ h®0,6 gpa. (2.23)

Por lo tanto, la variacién de la accién (2.9) queda

1 1
(RG) - 4 _ _ = ab
58 T6m /Md z+/—g(Rab anbR)ég
b Byer/Th|Inh®038 gy + 65™. (2.24)
167T OM

La ecuacién anterior muestra que si se fija dg,, = 0 en OM existe un término de
frontera adicional. La mayoria de la literatura anula tal término argumentando flujos
nulos en el infinito; otro argumento es el de fijar tanto la variacién de la métrica como
su primera derivada sean nulas sobre la frontera, es decir, g, = 0y 0:69qp = 0.
Aunque este tltimo argumento nos conduce directamente a las ecuaciones de campo
de Finstein (pues la contribucién en la frontera es automaticamente cero), implica
fijar dos condiciones en la variaciéon. Para evitar esto, Gibbons, York y Hawking
introdujeron un término de frontera que permite tener un problema variacional bien
definido con solo dg,, = 0, a este término se le conoce como término de frontera de
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Gibbons-York-Hawking (GYH) [20, 21], el cual esta dado por
1
s 7{ dyer/Th| K (2.25)
8w OM

donde K es la traza de la curvatura extrinseca sobre la frontera M.
La variacion de la ecuacién anterior es

1
SSi i = o ?é » d*ye\/|h|0K, (2.26)

donde 61 = 0 en OM.
La curvatura extrinseca esta definida por [17]

Koy = hy'Veng, (2.27)
por lo cual, la traza de la curvatura extrinseca es

K =Van® = ¢®Vyn,

= (h“b + enanb)vbna
= h®Vyn, (2.28)
= h®(Dyng — T, ne). (2.29)

Teniendo en cuenta (2.17) se calcula § K sobre la frontera,
0K = *hdbéFcbanc
1
- _ihabgdc(abégda + 0a0gbd — 9adgva)nc
1. d
= —§h (8b(sgda + aa(sgbd - 8dégba)n

1
= 5h“badagband, (2.30)
ya que h®0y0 g4, = 0 y h®9,8gsq = 0. La variacién (2.26) queda

RG 1 a
S5y = 165, PueV TR dudgpan 231)

Este término se cancela con la segunda integral de (2.24) (el término de la contribu-
cién de la frontera), con lo cual se tiene

1

1
— / d*zv/—g(Rap — 5gabR)csgab + 65, (2.32)

(RG) _
58 167 M

Haciendo la variacién de la acciéon (2.2) se tiene

65 — / d*z8(/—gL™)
M

(i con)
M 8

2

m) 1
_ / a5 <3‘ b —£<m>gab> 59, (2.33)
M 0g®
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donde se ha utilizado la relacion (2.5).
Definiendo el tensor momentum-energia como [22]

oLtm 2 58
Ty = —2 M) Gy = — e ————, 2.34
ab Bg + L5 gap =5 0g7 (2.34)
entonces 1

58(m — -5 /M da/—gTp092. (2.35)

Imponiendo que las variaciones permanezcan invariantes respecto a §g%, se tiene

1 (RG)
V=g 9g°

obteniendo finalmente las ecuaciones de campo de Einstein
1
Rab — §Rg“b = 87TTab. (2.37)
Definiendo el tensor de Einstein como
1
Gap = Rap — §Rgab7 (238)

se tiene
Gap = 87Ty (2.39)

2.2 Teoria de Brans-Dicke

La teoria de Jordan-Fierz-Brans-Dicke de la gravedad, comtinmente referida como la
teoria de Brans-Dicke (BD) es el prototipo de las teorfas gravitacionales alternativas
a Relatividad General.

La motivacion inicial para la teoria BD fue dada por Pascual Jordan, él cambi6 la
constante gravitacional G por un campo escalar variable [23]. Brans y Dicke tomaron
esta idea de Jordan y publicaron su teoria en 1961 [13, 14], donde un campo escalar
describe la gravedad junto con el tensor métrico.

La accién en el marco de Jordan' es [25, 26]

1

(BD) _ _~
5 167

[ vy [¢>R - 241V a6~ V()| + 5 (2.40)
M

donde S(™ es la accién (2.2) que describe materia ordinaria (cualquier forma de ma-
teria diferente al campo escalar ¢), w es un pardmetro adimensional de la teoria. cabe
anotar que la materia no estd acoplada directamente a ¢, ya que £(™ no depende de
¢, sino que el campo de BD estd acoplado directamente al escalar de Ricci.

El campo gravitacional estd descrito por el tensor métrico gq, y por el campo escalar
¢ de BD, estos, junto con las variables de materia describen la dindmica. El poten-
cial del campo escalar V(¢) constituye una generalizacién natural de la constante
cosmoldgica.

'En el marco de Jordan, el campo escalar estd acoplado no minimalmente al escalar de Ricci R. Para
mayor detalle sobre este marco ver [24]
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2.2.1 Variacién de la accidon respecto a la métrica

La variacién de (2.40) respecto a §g*° da

D) _ 1 4 — _ W o _
o500 — i [ atab(y=g) [0k — S IToVa - V(o)
+ L d*z/—g [(b(SR — wa(gcd)chﬁvm} + 65, (2.41)
167 M Qb

Teniendo en cuenta las relaciones (2.5) y (2.7) se tiene

1 1
55(BD) =1 /M diz <—2¢ngabagab> [¢R - %ngcqbvdéb - V(sb)}

1

167 /., d'zy/—g [qﬁ <Rab59ab + Ve (g“”éFCab> =V (gabéfcac))
_Za(gcdwcqsvdas] +650m),

agrupando y factorizando los términos con g% se tiene

1 1 1
(SS(BD) :16/ d4$\/ —g [¢ <Rab — gabR> + *gabV((b)
™ J M 2 2
w 1
_5 <Va¢vb¢ - 2gab90dvc¢vd¢):| 5gab
1 4 — ab se _ ab sc (m)
+16r ., 2/—=gé [vc (g sT ab) v, (g sT a)} +65M. (2.42)

Analizando la segunda integral

5S\PP) — % /M da/—go [VC (gabaFCab) VA (gabarcac)] , (2.43)

la cual puede ser escrita en la forma

1

(551(3BD) = / d4x\/jg¢vd <gab6Fdab - gad(srcac> : (244)
167 M

El término entre paréntesis es (ver apéndice A)
g 0Ty — g**0T°,. = gy V69 — Vebg™. (2.45)
Reemplazando este resultado en (2.44) se tiene:

1

55](33[’) — / d*z/=gpV4 (gefvd5gef - Vc59dc) :
167 Jpq

Usando el hecho de la compatibilidad métrica (V.gq, = 0) se tiene

1
167 Jaq

Utilizando la definicién del operador D’ Alembertiano

0= V4V, (2.46)
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entonces

1
55;_330) _ / d*z/—g (¢gefD5gef _ qﬁVerégef) . (2.47)
167 J g

La integral anterior se puede reescribir de forma diferente, realizando para esto una
integracion por partes. Con lo cual, se definen las siguientes cantidades

M, = ¢gerVe(69°7) — (69 )ges Ve (2.48)

y
N¢ = ¢V ;(69°) = (69)V 50, (2.49)

con lo cual el término entre paréntesis se convierte en (ver apéndice B)

09ef00g% — ¢V .V 109 = 69°7 (9o 0¢ — VeV ) + (VEM, — V.N¢),  (2.50)

asi que (2.47) queda
1
6557 = Tor [ d'ov=0909" (9es006 = VeV 59)
T JM
1
+ — | d'z/=g(V°M. — V.N°). (2.51)
167 M

La variacién de la accién (2.44) queda

1 1 1
(BD) _ 4., /= _ = -
o580~ [ atoy=g |6 (R 0k + 50V (6)

w 1

_E (Va¢vb¢ - 29ab96dvc¢vd¢> + (gabDCb - vaqub) 5gab

1
+— [ d*z/=g(VeM, — V .N°) 4 65™. (2.52)
].67T M

Usando el teorema de Gauss-Stokes (2.12) en el término de divergencia se tiene

1 1 1
55(BD) :16/ d4x\/jg |:¢ (Rab — gabR> + 5 9abV (9)
™ J M 2 2

w 1 . a
_g (va¢vb¢ - §gabg dvc¢vd¢> + (gabqub - vavb(;s) dg b
1 1
+— ¢ dy/|hlen*M, — — ¢ d>y+/|hlen.N¢+ 68T, (2.53)
167’[’ OM 1671' OM

Se evaltan los términos M. y N€ en la frontera

= ¢ Ve0g°
” ?gefVedg
= ¢gefvc(_gaegbf59ab)

C

= _QS(;?gbfac(Sgab
= —d)gbaacégab (254)
y
Ne| = —dg"g" 9;6ga- (2.55)

oM
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Se ha cambiado V — 0, ya que
Vcégab - 8c5gab - chaégdb - chbégada (256)

pero las variaciones de la métrica son cero en la frontera.
Ahora se calculan los términos que aparecen en las integrales sobre la frontera.
Usando (2.20) se calcula

n°M, o~ —nC(h® + en®n®)0.0gay = —pn°h®P0.0ga (2.57)
y
neN° o —pne(h® + enn®) (h* 4 en®n?)0; (5gap)
= _¢nahbfaf<59ab)
=0, (2.58)

donde se ha usado el hecho que n:.h% = 0, €& = 1y que la derivada tangencial
hbfﬁf(égab) se anula [17].
Por tanto, la variacién de la accién (2.53) toma la forma

1 1 1
55(BD) ~Tom /M d'zy/—g [¢ (Rab - 29abR> + §9abv(¢)

w 1
_g <va¢vb¢ - 2gab90dvc¢vd¢> + (gablj(b - vavb¢) 5gab
1
——— ¢ dPy\/|hlepnh®(5gas) + 65™. (2.59)
167 oM

La dltima integral se puede eliminar argumentando que ademds de la variacién de la
métrica, su primera derivada se anula en la frontera [27](como la mayoria de textos
lo utilizan para RG [18, 22]). En cambio, se utiliza el término de frontera tipo GYH
para BD [28, 29]

BD 1
SBD) = 7{ d3y/h]ed K. (2.60)
™ JoM
La variacion de este término respecto a g
1
sSEP) — — jq{ dPy/h|edd K, (2.61)
8T Jom
teniendo en cuenta (2.30), la ecuacién anterior queda

1 C1,a
3Gt = 165§, PuVIHleonn0:dgus (262
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El término GYH cancela con la segunda integral de (2.59).
Teniendo en cuenta (2.35) la variacion de la accion de BD respecto a la métrica queda

1 1 1
55(BD) — 16/ d*zy/—g [¢5 <R(zb - 29abR> + igabv((ﬁ)

w 1

_E <Va¢vb¢ - 2gabngvc¢vd¢> + (gabD¢ - vavb¢) 59 b
1 m

= / dha/—gT M g% (2.63)
2 Jm

Imponiendo que ésta variacion sea estacionaria, se tiene

1 4 (BD)
L ST, (2.64)
/_g 5gab

entonces
w 1
] (R gabR> E < a¢vb¢ - 2gabngvc¢vd¢>
1 m
+ (9036 — Va Vi) + 30V (9) —87T;" = 0

Como Gup = Rap — % gap R, tenemos finalmente la siguiente ecuacién de campo

Gap :8(;:25;?) P ( Vi — fgabvcw ¢)
1 V(9)
+ P (VaVid — gape) — W (2.65)

La traza de las ecuaciones de campo es (ver Apéndice C)

= STy W g 80¢ 2V

R 5 Tm 4 ¢2v OV o + 5 + d) (2.66)
El lado izquierdo de la ecuaciéon de campo (2.65) es el tensor de Einstein. El primer
término del lado derecho es el término de fuente usual de la teoria de la relativi-
dad general, pero con el pardmetro de acoplo ¢ 1. Por tanto, las ecuaciones de
movimiento de una masa en una métrica dada son las mismas que en RG (La ecuacién
de la geodésica es la misma que en RG [30]). El segundo término es el tensor
momentum-energia del campo escalar acoplado también con ¢! (el tensor
momentum-energia para un campo escalar es T(EZ’) = VooV — % Jar VoV ). El
tercer término proviene de la presencia de segundas derivadas del tensor métrico y
el Gltimo término es el del potencial del campo escalar.

2.2.2 Variacién de la accién respeto al campo escalar

La variaciéon de la accién de BD (2.40) respecto a d¢ es

558D = - / diz/—g [RM) b < 59 Cdvc¢vd¢> —6V(¢>)] (2.67)
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Como el escalar de Ricci no depende del campo escalar, no hay variacién respecto a
éste. El término entre paréntesis se puede reescribir como

¢
_ ( e 5¢> VepVeh+ =

5 (Zvcwc@ —5 (2) VeOVed + =6 (VeVc0)

5 ((6V@)Vep + Vh(6Veh))

2
= —?vcwdpw + ?‘“’vcwc(w). (2.68)
Ademds, teniendo en cuenta que JV (¢) = d—éqb la variacién de la accién de BD

d¢
(2.67) queda

1 . . 1%
167T/Mm\ﬁ<R+¢2v OV — d¢) 5
1

~Tor ), d*z/—g < VoV, (5¢)> (2.69)

55(BD) =

Ya que

Ve (00VeP) = Ve(00)V9 + 66V VP
= Ve(69) Vo + dplg

se obtiene
VoV e(6¢) = Ve (00VP) — doUo, (2.70)

reemplazando la ecuacién anterior en (2.69) y agrupando términos se tiene

1
5(31)):/ B/ na _dav
S Tor /., x\/—g R+¢2V¢V¢>+¢ Lo ¢ 0o
1 4 c
Para resolver la segunda integral, se define la siguiente cantidad
w
L = gvcgbégb (2.72)

Calculando la derivada covariante de L¢ se llega a

V.= V. (:‘;) Vehdd + =V o(VEhS)

¢
d (w ¢ w ¢
-2 (¢> Ve 600 + STV 650)
Vc Vpd o)
T2 ¢ ¢¢+¢V(V¢¢)
con lo cual o w
EVC(VCqﬁdqﬁ) = ?V%chﬁqﬁ + V. L. (2.73)
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El término obtenido anteriormente es el que aparece entre paréntesis en la variacion
de la accién de BD (2.71). Haciendo el reemplazo se obtiene

ssBD) — 1 / d*z\/ =g (R — 2v0¢vc¢ 42 ey P dV) 56
M

167 ) ) do
_ 2 d*z\/—gV.LE. (2.74)
1671' M

Aplicando el teorema de Gauss-Stokes al término de divergencia se tiene

/ Az /—gV, L° = 7{ d3y\/|hlencL¢ = f d3y/|hlene (“v%w) . (2.75)
M oM oM ¢
Se impone que la variaciéon del campo escalar en la frontera sea nulo

5¢‘8M — 0. (2.76)

La variacién de la accién queda

167 @? o do

Es importante resaltar que la variacién del término de GYH respecto a d¢ es cero,
debido a la imposicién de §¢ en la frontera.
Imponiendo que esta variacién sea estacionaria, se tiene

558D = L / d*zv/—g (R Y 9T+ 2206 - ) 5. (2.77)

1 (BD)
o5 =0, (2.78)
N
obteniendo asi la ecuacién de campo
2w dV
“0¢+R— —=V° Vep———=0. 2.79

reemplazando (2.66) en la ecuacién anterior para eliminar el término de R se llega a

<8 L 2v> (2.80)

2w+ 3

La teorfa de BD es indistinguible de la RG cuando w — oo para T(™) # 0. En este
limite el campo escalar de BD presenta el comportamiento asintético ¢ = gzbo—I—O(ﬁ),
donde ¢ es constante [25, 31].

2.3 Teorias de Gravedad Escalar-Tensor

Las teorfas de gravedad Escalar-Tensor (ST) generalizan la teoria de BD, ya que
ahora el parametro w es funcién del escalar de BD al igual que la funcién f mostrada
en la accién.

La teoria mas general de ST fue encontrada por Horndeski [32], donde la lagrangiana
L puede ser funcién de £ = L(V,V0, V40, ¢). En la literatura es comtnmente con-
siderar una lagrangiana dependiente del campo escalar y de su término cinético, es
decir, £ = L(V,¢, ¢). En esta tesis se trabaja con la dltima lagrangiana mencionada.
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La accién para teorias de gravedad ST en el marco de Jordan? es [25]

w
ST = /M d'zy/—g [f(f)R - (f)g“”vawbqs ~V(g)| + 8™ (2.81)
donde S(™) est4 dada por (2.2).

De la accién de ST se puede llegar a la accion de BD (2.40) haciendo

¢

:g’

w(p) = —2

1) = 5

(2.82)
donde wy es constante y el potencial estd reescalado por un factor de 167.

Antes de realizar la variacién de la accién ST respecto a la métrica, se reescribe el
escalar de Ricci R en términos de, R; que contiene las segundas derivadas de la
métrica y en Ry los términos restantes [33]

R = R; + R, (2.83)
donde
Ry = g% (abrbac _ acra) (2.84)
Y 1
Ry =T,C° + indea,,ng. (2.85)
Se han definido las cantidades
(9,1\/ —g 1 d
r,=r°_= = —¢° e .
g =~ 2Y OaGed (2.86)
y
Cc° = gabfcab = —0g9°? — ¢°Ty,. (2.87)

En el apéndice D se muestra el procedimiento para escribir el escalar de Ricci R en
términos R y Ro.

No olvidar que el objetivo del presente calculo es reescribir la accién (2.81), para
calcular su variacion. Para esto, se define la siguiente cantidad

G¢=C°— ¢°T,. (2.88)
Realizando la derivada parcial de \/—gG* se obtiene
0e(V=9G°) = 0:(v/=99""T ) — 0c(v/=99°'Ta)
= V799" (L4 = 9eTa) +T¢40e(vV=99") — TaOb(v/=99"),

donde se han renombrado algunos indices mudos.
Ya que R; es el término entre paréntesis de la ecuacién anterior, se tiene que

V=gR1 = 0.(v—9G°) — T°40.(v=99™) + Ta0s(v/—99") (2.89)

?En el marco de Jordan, la funcién f(¢) estd acoplada no minimalmente al escalar de Ricci R, para
mayor detalle sobre este marco ver [24]
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La derivada parcial de v/—gg® se puede escribir como

9e(v/=99®) =g®0cr/—g + v/ —g0eg®
=V _g(rcgab + &zgab)’ (290)

donde se ha utilizado la ecuacién (2.86).
Multiplicando la ecuacién anterior por I',;, se tiene

T00:(V=99") = V/=g(LeC° + T4 0eg™)- (2.91)
un caso particular de (2.90) es
0(vV=99") = V=9(Log™ + 8pg™) = —/=gC". (2.92)

Reemplazando las dos ecuaciones anteriores en (2.89) se llega a

V—=gR1 = 0.(v/=9G°) — V=g(20.C* +T°,,0.9")

donde el tltimo término es 2R,, con lo cual

V—9gR1 = 0.(/—9G°) — 2Ry (2.93)
usando la ecuacién anterior en (2.83), se tiene
V—9gR = 0c(vV—9G°) — V—gRa. (2.94)

Ahora,
0e(V—9G f(9)) = V=9G0cf () + f($)Ie(v/—9G"),

multiplicando la ecuacién (2.94) por f(¢) y teniendo en cuenta la ecuacién anterior
se tiene

V=9f(@)R = —v/—=g(GOcf($) + R2f(8)) + 0c(vV—9G  f(9)). (2.95)
Considerando la siguiente identidad [22]
_

]
donde A° es cualquier vector, la ecuacién (2.95) queda

V=9f ()R = —V=g(GOcf(¢) + Rof(9)) + V=gVe(G[(9)). (2.97)

Integrando la ecuacién anterior se obtiene

VA Be(v/—gA®), (2.96)

/ d'av/gf($)R = / 42/ =G(G°0uf(6) + Rof(9))
M M
+ / d*a/—gV e (GEf (). (2.98)
M

Aplicando el teorema de Gauss-Stokes al término de divergencia, la integral se anula
por la condicion égq, = 0 en la frontera M (seguir el mismo desarrollo que se hizo
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para BD de la seccién anterior en la frontera), quedando asi [33]
/M a4y =g/ (6)R = — /M Io GG S (D) + Raf(8).  (2.99)
Dada esta integral se procede a calcular la variacion de la accion respecto a la métrica.

2.3.1 Variacién de la accién respecto a la métrica

Se realiza la variacion de los términos de la ecuacién (2.99) respecto a la métrica

(5gde 5gde 5gde . .
Ahora [33]
SR a
I _ g 2.101)

donde G es el tensor de Einstein.
El primer término de la derecha de (2.100) se convierte en

6(v=9G0.f(9)) 9 I(v—9G°)
=0, V—9G°) — 0y |0, — . 2.102
Som f(9) 3gde( 9G") f(9) DBngae ( )
En un marco local de Lorentz®
r<.=0. (2.103)
Tomando la derivada covariante de g,;, se tiene
C 0 C 0
vagde = Ua9de — L4d9ce — L-Ge9dc (2104)
de la compatibilidad métrica V,g4. = 0, por lo tanto
Ougde = 0. (2.105)
De la ecuacion (2.86) se ve que 9,1/—g = 0. Por tanto
O(v/—gG*© 0
(Vo9 _ 0 (/g Bug™ — 426 Oygag)) = 0 (2:106)
agde agde
g 0(v/—9G°) 0G
—g c c
_ I = /= . .107
6@ 8Cf(¢) aaagde :l ga(l |:aCf(¢> aaagde:| (2 10 )
Usando (2.87) se halla
oCc  0(Bpg®)  O(g°Ty)

aaagole B aaagde 8aagde ’

*En un sistema de coordenadas sometido a un campo gravitacional, es posible realizar una trans-
formacién de coordenadas a un marco, en el cual, localmente sea el mismo que un marco inercial. Tal
marco es llamado Marco local de Lorentz. Esto es debido al principio de equivalencia (e.g ver [34])
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teniendo en cuenta (2.4), (2.86) y (2.105)

00 _ cr ohO%gsn 1 o 1nO0bgsn

aaagde aaagde 2 aaagde
1
=g 9" 05570, — 599" 5070}

1
_ gcdgae _ ggcagde’ (2.108)

por lo tanto, para G° se tiene

aGe  acc  A(ghTy)

aaa.gde - 86agde aaagde ‘

utilizando los resultados de la ecuacién (2.108) finalmente se obtiene

0G* 1 1
50 p — gcdgae _ 5gcagde _ 5gcagde
aYde
= g“lg" — g“g. (2.109)

Reemplazando (2.106) y (2.109) en (2.102), ademas, recordando que se esta traba-
jando en un marco local de Lorentz se tiene

5(\/?95(;;80f(¢)) = V=90 |0/ (@) (59" — g™)]

= —V=9(9°%9" — g°*9")0u0c f (¢)

por lo tanto

0(v/—9G°0, . .

WA __ mgeter - gy o) @110
donde J = ¢g*“0,0. es el operador D’Lambertiano en el espacio-tiempo de Minkowski.
Extendiendo este resultado a un espacio-tiempo curvo (el resultado se puede exten-
der debido al principio de equivalencia, e.g. ver [34]), (2.110) se convierte en

5(\/ngcacf(¢)) — _\/jg(vdve
5gde

—9*D)f(¢) (2.111)

donde 0 = ¢*“V,V..
Usando las ecuaciones (2.101) y (2.111) en (2.100) se ve que

W = V=9(VV[(9) = g"Df(¢) + G*[(9))- (2.112)

Variando la accién de Escalar-Tensor (2.81) respecto a la métrica se tiene

§S6T) = / d*z [5 <*/Tg£(¢)R> - “’f)a(ﬂg“”vawm) (2.113)
M
- [ dtasty=gvie) + a5, (2:114)
M

Utilizando (2.5) en el término de la segunda integral de la ecuacién anterior

S8V (9) = V(9)0V=9 = —5 V=gV (8)3g" @.115)
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Se calcula la variacién de

3(V=99""VadVi9) = 6(V=9)9""Vad Vi + /=989 Vad Vs,
aplicando (2.5) en la ecuacién anterior
1
3(V=99""V V) = (VaWb(b - 29abVC¢Vc¢) V=989 (2.116)

Para obtener la variacién de la accién de Escalar-Tensor, se reemplaza (2.115), (2.116)
y (2.112) en (2.113)

5507 = | /M dhey/=g(VOV? F(8) — gD (8) — F(&)G)ogan
~ 5 [ Vg0 (Vad Vit - G005
M
+ 1 / d*a/=ggaV (0)6g™ + 650 (2.117)
2 /m

ahora de la relacion (2.4) y de la variacion de la accién (2.35), se obtiene finalmente

1
35T = 5 [ dey=3[auDI(©) + F(6)Cus = VuVif (0
1 m a
— (@) (VadVo6 — 30V OVed) + gusV (6)3g™ — T3 |0g™.  (2.118)
Imponiendo que ésta variacion sea estacionaria, se tiene

1 69657

ﬁw = O, (2119)

entonces

F(8)Ga = T3 +w(0)(VabdVid — 500 7°6V.0)
+ (vavbf(¢) - gabDf(¢)) - gabv(¢)' (2120)

Las cuales son las ecuaciones de campo para las teorias de gravedad ST.

2.3.2 Variacién de la accién respecto al campo escalar

Realizando la variacion de la accién de ST (2.81) respecto a d¢

56 = [ dtay=g {135 1(6) ~ $0(@)V6Ve0) —aV(6)| . (2121)
M 2 2
seve quedf(¢p) = (U;gf)éqb = f400.

El segundo término queda

d(w(p)VPV.p) = VPV pdw(d) + w(9)d(VoV o)
= VeV pdw(d) + 2w(d) VPV 6
= VOOV cdwydd + 2w(d)VEhV 6, (2.122)
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reemplazando el valor obtenido anteriormente en la variacién de la accién (2.121),
se tiene

58T = / d*z/—g { Rfy — fwd)chchgZ) v@ 8¢
— / d*aN/—gw () VPV 06, (2.123)
teniendo en cuenta (2.70) en la ecuacién anterior, se llega a
65T — / d*z/—g [ Rfy — —w¢VC¢VC¢+w(¢)D¢— V4 5
- /M 0o/ =g (B)V(367°0). (2.124)

Sea

Ve(w(@)Vhip) = Ve(w(9))Vipip + w(9)Ve(Vig)
= wpVepVhig + w(9)Ve(Veig),

por lo tanto
w(P)Ve(Vepip) = Ve(w(p)Vpip) — wsV oV hip.

Reemplazando la ecuacién anterior en la variacién de la accién (2.124), se tiene
68T — / d*z/—g [ Rfy+ W¢VC¢VC¢ + w(¢)O¢ — v4 5
— / A/ =gV e(w(@)VEpdo). (2.125)
M

aplicando el teorema de Gauss-Stokes a la tltima integral y haciendo lo mismo que
para BD (ver 2.75) se tiene

650T) = / dtz/—g [ Rfy + w¢vc¢v ¢+ w(¢)Ue — V¢] 0. (2.126)

Imponiendo que ésta variacion sea estacionaria

1 65067
— =0, 2.127
= 00 (2.127)
se obtiene la ecuacién de campo
1 1 .
w(¢)O¢ + §Rf¢, + §w¢V Ve —Vy =0/ (2.128)

2.4 Teorias f(R)

Después de que Einstein propusiera la RG. Kretschman [35], propuso una accién
construida con el escalar R,p.qR*® en vez del escalar de Ricci, el cual fue denom-
inado tiempo después como el escalar de Kretschman. Maés adelante, se considerd
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una accién donde se reemplazaba el escalar de curvatura R por el escalar de Gauss-
Bonnet G [36], la cual estd dada por

G = R* — ARyR™ + Rapea R,

Sin embargo, existe una teorfa mas general denominada Teoria de Lovelock [37] en
el cual se da una generalizacion del escalar de Gauss-Bonnet. Como una extension
natural de RG y de las teorias de orden superior surgen las teorias f(R) las cuales
consideran una funcién arbitraria del escalar de Ricci.

La accién para teorias f(R) es [16]

§I(R) :% / A/ =g f(R) + S, (2.129)

donde f(R) es una funcién analitica no lineal del escalar de Ricci y S(™ esta dada
por (2.2). La variacién de la accién respecto a §g*° da

§9f () = = / d*z6(vV/=gf(R)) 4+ 65™, (2.130)
como

0(V=gf(R)) = V=gfroR + f( )0V =g
=vV=9(frRa — gabf (R)3g™ + V=9 r(Ve(9™0T ) — V(g**0T¢,.)),

donde se han utilizado las ecuaciones (2.5) y (2.7), y el hecho de que 6 f(R) = friR.
Ahora,

vc(gab(sFCab) - vb(gabércac) = vd(gabércab - gaddrcac)
= gefD(Sgef - vevfégefa

donde se han renombrado algunos indices mudos y se ha usado la ecuacion (2.45).
Por lo tanto, la variacién de la accién queda escrita como

1
087 = o / d'zy/=g (fRRab 5daf (R >> 69"
1 ab ab (m)
= | dafs <gabD(5g —V,V3g )+55 . (2.131)
2/ m

Para analizar la dltima integral se definen las siguientes cantidades (no confundir
con las cantidades definidas para BD)

M, = frgabVe69™ — 09" gapVefr (2.132)

y
= frVedg™ — 69“Vefr. (2.133)

Haciendo un procedimiento similar al hecho en BD (apéndice B), se llega a

Fr(9as089" — VoV69™) = 69" (90 fr — VaVifr) + (VEM, — V.N). (2.134)
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La ecuacién (2.131) queda
557 — ;/M d'ey/=g (fRRab - %gabf(R) + 9afR — VabeR> 3g"
+ % /M d*z(VeM, — V N°€) + 5™, (2.135)
Aplicando el teorema de Gauss-Stokes (2.12) en el término de divergencia se tiene

1 1
051 = 2 /M d'zv/=g (fRRab = 59a0f (R) + g0 fr = vavbe) 69"
1 1
+ = jq{ dy/|hlen°M, — = jq{ dy\/|h|encN¢ + 65, (2.136)
2 Jom 2 Jom
Los términos n°M,. y n.N° sobre la frontera dan [38]

n°My| = —frnh®d:5ga (2.137)

oM

n.N°¢

=0. 2.138
oM ( )

Con estos resultados la variacion de la acciéon queda

1
557 = /M d'z/=g (fRRab = 59abf (R) + ganUfr — VabeR> 3g™
- }’{ By/|hlefrnh®,8gay + 65, (2.139)
oM
Se introduce el término de frontera tipo GYH para f(R) (como se expuso para RG,

BD y ST, este término se introduce para no hacer mds consideraciones sobre dg,; en
la frontera), el cual estd dado por [29]

SV = ]{ d*y/|hlefrK, (2.140)
oM
La variacion resulta
SIS = § /I rk + fr0K)
oM
= f d*y+/|hle(frRRESR + frOK), (2.141)
oM

2
donde frr = j—R];.

Usando la variacién de K, ecuacion (2.30), se tiene
1
sSIR) — f Py/|hlefrrK R + - j'{ By |hlen frh®0s8gre.  (2.142)
oM 2 Jom
El segundo término de la ecuacién anterior cancela con el término de frontera de

(2.139) y adicionalmente se necesita imponer § R = 0 en la frontera [35].
Teniendo en cuenta la variaciéon de la acciéon de materia (2.35), la ecuacioén (2.139)
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finalmente queda

1 1
557 = 5 /M d*z/—g <fRRab - §gabf(R) + 9a0fr — VoV fr — Té?) g

(2.143)
Imponiendo que esta variacion sea estacionaria, se tiene
1 687 (R
————7 =0, (2.144)
/—g 5gab
entonces 1
JrBab = 390 (R) + guOfr = VaVifr = Tpy”, (2.145)

2

son las ecuaciones de campo para f(R).

Estas ecuaciones son de cuarto orden en la métrica (por la contribucién de segundas
derivadas en R de los operadores 'y V,Vy).

Las ecuaciones de campo que resultan de las teorias de orden superior?, tienden a
tener problemas de fantasmas (estados de norma negativa cuya existencia viola la
unicidad al permitir que las probabilidades sean negativas [39]). Sin embargo, para
teorfas f(R), cuya lagrangiana consiste de funciones solamente del escalar de Ricci
no sufren de los problemas anteriores [30] (teorema de inestabilidad Ostrogradsky,
para mayor detalle ver [40] y las referencias alli citadas.) .

La traza de estas ecuaciones de campo 2.145 es

frR —2f(R) + 30fr =T, (2.146)

en donde se puede ver la relacién diferencial entre R y T(™).
Las ecuaciones de campo se pueden reescribir como

1
frGay =T + 39ab(f(R) = RfR) + VaVi/r = 9aDfr | (2.147)

Tomando f(R) = R, fr = 1, las ecuaciones de campo de f(R) se reducen a las
ecuaciones de campo de Relatividad General.

“Teorias con acciones mas alld del escalar de Ricci R [30]
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Capitulo 3

Universo Homogéneo e Isotropico

La cosmologia moderna se basa en el principio cosmolégico, el cual afirma, que al
menos a gran escala', el universo es homogéneo e isotrépico [41]. Este universo,
se describe por la métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW). Esta
métrica permite encontrar las soluciones dindmicas del universo, conocidas como
ecuaciones de Friedmann.

En el presente capitulo se encuentran las ecuaciones de Friedmann para RG, BD, ST
y f(R), en funcién del tiempo césmico ¢ y del tiempo conformal 7. Ocasionalmente,
es mds conveniente trabajar con 7, sobretodo, cuando se estudian perturbaciones, el
cual serd el tema principal en el préximo capitulo.

3.1 Cosmologia estindar

En el modelo estdndar de la cosmologia, la expansién del universo se describe me-
diante la evolucion del factor de escala a(t) que aparece en la métrica de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW), escrita en coordenadas esféricas como [42]

dr?

2 _ 2 2

+ r2d6?* + r? sin? 9d¢>2> , (3.1)
donde K determina la geometria de las hipersuperficies espaciales. Si K = 0 la
geometria es plana, si K = 1 la geometria es esférica y si K = —1 es hiperbdlica y ¢
es el tiempo cHésmico.
El principio cosmolégico permite escribir el tensor momentum-energia en la forma
de fluido perfecto[42]

Tab = Pgab + (P + p)uats, (3.2)
siendo p la presion del fluido, p la densidad de energia y u® es la cuadrivelocidad de

los observadores fundamentales?.
A partir de la métrica se obtienen los simbolos de Christoffel [43]

%, =0, %, =0, 1%, = a(t)a(t)guw, (3.3)
o, = H(t)0u, T =0, v, = fuw. (3.4)

donde un punto denota diferenciacion respecto a la coordenada temporal ¢ y g,,, es
la métrica de la hipersuperficie maximalmente simétrica (es decir, g, = a?(t)g,u).
Las componentes del tensor de Ricci quedan dadas por [43]

a(t)

R = — a(i) Rou =0, Ry, = (a(t)a(t) + 262(t) + 2K)Gpu (3.5)

'Escalas mayores que 100 Mpc.
2Observadores coméviles en la métrica FLRW
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y el escalar de Ricci

_(a)  a*(t) . K
R_6<a(t)+a2(t)+a2(t)>' (3.6)

Reemplazando estos valores en la ecuacién de campo de Einstein (2.37) se obtienen
las ecuaciones que gobiernan la dindmica del universo, conocidas como las ecua-
ciones de Friedmann (ver e.g., la referencia [42])

K
H? :g - — componente tiempo-tiempo (3.7)
a
. 1
CoH+H=- é(p + 3p) componente espacial-espacial (3.8)
a

en las ecuaciones de Friedmann no aparece la componente tiempo-espacio, ya que
estas componentes son cero, tanto en el tensor de Einstein como en el tensor momentum-

a .
energia. H = — es el pardmetro de Hubble?, el cual dice como se .
a

La conservacion de la energia es
VT, = 0. (3.9)

Si se reemplaza el tensor momentum-energia del fluido perfecto (3.2) se obtiene la
siguiente ecuacion de conservacion

p+3H(p+p) = 0. (3.10)

En el elemento de linea FLRW (3.1) la parte espacial del sistema de coordenadas se
estd expandiendo con la expansién del universo. Es préctico, realizar un cambio en
la coordenada temporal, tal que ésta, también se expanda con el universo.
Utilizando como coordenada temporal el tiempo conformal 7, definido por

iy — a((li)’ (3.11)
el elemento de linea FLRW para K = 0* queda
ds? = a*(n)(—dn® + ddxtdz"). (3.12)
Usando el tiempo conformal, las ecuaciones de Friedmann quedan
H? :§a2 componente tiempo-tiempo (3.13)
H =— %(p + 3p)a’ componente espacial-espacial (3.14)
donde ’ = 4. A continuacién se muestran las relaciones entre el pardmetro de

Hubble escrito en funcién del tiempo conformal con el mismo pero escrito en funcién

del tiempo césmico ¢.

a/

H="%cal (3.15)
a
y N
W = (2) = a*(H + H?). (3.16)

*El parametro de Hubble proporciona la tasa de expansi6én del universo.
*Observaciones del CMB y WMAP favorecen un universo con K = 0 [6, 44].
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Para resolver la ecuacién de conservaciéon (3.10), es necesario conocer una relacién
entre la presion p y la densidad de energia p. Para ello, se considera una ecuacién de
estado de la forma [41]

p = wp, (3.17)

con w un pardmetro, que a lo mas puede depender del tiempo® w = w(t). Las ecua-
ciones de Friedmann junto con la ecuaciéon de estado (3.17) determinan el modelo
cosmolégico. Los modelos més trabajados son: el de polvo (w = 0) y radiacién
(w = %) [41], los cuales dan cuenta de la evolucién del universo. Sin embargo,
hoy en dia se sabe que el universo se expande de forma acelerada. De esta manera
surgen los modelos de constante cosmoldgica, que tratan de explicar esa expansion
introduciendo formas exéticas de energia [45]. Para que el universo tenga una ex-
pansion acelerada se necesita que @ > 0. Usando la ecuacién de Friedmann (3.8) y
la ecuacién de estado (3.17), se llega a que w < %. Los modelos con ecuaciones de
estado de esta forma se denominan de Quintaesencia [46]. El caso con w = —1 se
obtiene suponiendo en la ecuacién (3.17) que la densidad es constante, lo cual lleva
a una ecuaciéon de estado de la forma

p=—p, (3.18)

es decir, una ecuacion de estado con presion negativa. A esta forma de energia se le
conoce como energia oscura.

En las siguientes secciones, se trabajan con las teorias de gravedad modificada: BD,
STy f(R). Las cuales explican la aceleracién del universo sin introducir el término
de energia oscura.

3.2 Cosmologia de Brans-Dicke

El campo escalar de BD sélo depende del tiempo césmico t°, por lo tanto bajo la
métrica FLRW se cumple

VeoVep == &, (3.19)
. . d .-
06 = (6 +3Hd) = — 5 (%), 3.20)

ademds, si el tensor momentum-energia asume la forma del fluido perfecto (3.2), las
ecuaciones de Friedmann para BD son [25]

-\ 2 .
8 K V
y
.\ 2
. s 8w wie 1 /- . Vip) K
2H + 3H ——¢p—2<¢> _$<¢_2H¢>+W+a7’ (3.22)

donde la primera ecuacién es la componente tiempo-tiempo y la segunda es la com-
ponente espacio-espacio. En el apéndice E.1 se muestra como se llega a estas ecua-
ciones.

®Debido al principio cosmolégico
SDebido al principio cosmolégico.
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Dado un potencial V' (¢), se puede tener un universo en expansion acelerada [47, 48],
sin la necesidad de introducir un término extra, como en el caso de RG.

Las ecuaciones de Friedmann se pueden escribir en términos del tiempo conformal
(3.11). Utilizando las relaciones (3.15) y (3.16), con K = 0, se obtiene

’\ 2 /
HE = igpcﬁ + % (i) —H <i) + g;cﬁ (3.23)
y
I\ 2
—2H —H? = 8(;1)(12 + % (Z) + ;(d’ +He') — Q‘;aQ . (3.24)

Donde se ha usado la relacién
b=———=d¢. (3.25)

La ecuacion de campo de BD para el campo escalar (2.80) queda

dVv
8l = 3p) — 613 +2V], (3.26)

donde se ha usado la relacién (3.20) y el hecho de que la traza del momentum-
energia es

¢+3Hp =

2w+ 3

T = 3p — p, (3.27)
la tltima ecuacioén se puede reescribir en términos del tiempo conformal como

2

a
2w+ 3

[87(p — 3p) — d)cjl‘; +2V]. (3.28)

Las ecuaciones (3.23) y (3.28) son consideradas 2 ecuaciones independientes que re-
gulan la dindmica de la cosmologia de BD.

¢// + QH(bI —

3.3 Cosmologia en teorias Escalar-Tensor

Para calcular las ecuaciones de Friedmann en teorias Escalar-Tensor se sigue el mismo
procedimiento que se hizo para calcular las ecuaciones de Friedmann para BD, es
decir, se parte de las ecuaciones de campo de Escalar-Tensor (2.120), se asume la
métrica de un universo homogéneo e isotrépico (3.1) con K = 0, un tensor de
momentum-energia de fluido perfecto (3.2) y se llega a las siguientes ecuaciones
(Apéndice E.2)

3fH%=p+§¢?+V—3Hf. (3.29)

-aHf—wﬂf:p+%m¥+f+2Hf—v, (3.30)

las cuales son las componentes tiempo-tiempo y espacio-espacio de las ecuaciones
de Friedmann para ST.

Dado un potencial V' (¢), se puede tener un universo en expansion acelerada [49, 50],
sin la necesidad de introducir el término de constante cosmolégica.
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Las ecuaciones anteriores se pueden expresar en términos del tiempo conformal

3H2F = pa® + ggﬁ'z FVa —3HSf | (3.31)

1
—(2H +H?) f = pa® + §w¢'2 +Hf + = Vd?|. (3.32)

Reemplazando (3.29) en (3.30) se elimina el término del potencial, quedando
—2fH =p+p+wd®>+ f—Hf. (3.33)
Sustituyendo las ecuaciones (3.6) y (3.20) en la ecuacién de campo (2.128) se obtiene
w(¢p+3H@) = 3f4(H +2H?) — %w(b(b? —V, (3.34)
la cual se puede reescribir en términos del tiempo conformal
w(@" +2H¢") = 3f4(H + H?) — %w(bqbQ — Vya®. (3.35)

Las ecuaciones de Friedmann y del campo escalar para ST se reducen a las ecua-
ciones de BD tomando las relaciones (2.82).

3.4 Cosmologia en f(R)

Para calcular las ecuaciones de Friedmann con K = 0, se parte de las ecuaciones de
campo para teorfas f(R) (2.147), se asume la métrica de un universo homogéneo e
isotrépico (3.1), un tensor de momentum-energia de fluido perfecto (3.2) y se llega a
las siguientes ecuaciones [16] (Apéndice E.3)

3H? = p+ ¢ (Rfr— f(R)) ~ 3H (3.36)

—(2H + 3H?)fr = p + 2HRfrr + %(f(R) — Rfg)+ Rfpn+ R2FP | (337)

las cuales son las componentes tiempo-tiempo y espacio-espacio de las ecuaciones

2 3
de Friedmann con K = 0 para f(R). Aqui, frr = d d];gf) y fg’) _d dﬁf)' el punto

denota diferenciacién respecto a t.
A partir de la traza de la ecuaciéon de campo (2.146), se puede encontrar una relacién
para f(R) y sus derivadas con la presién y la densidad de la energia [51]

frRR—=2f(R)+30fr = (3p— p). (3.38)

Las ecuaciones de Friedmann se pueden expresar en términos del tiempo conformal

a2
3H%fr = pa* + E(RfR — f(R)) — 3H frr R (3.39)
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2

~(2H +H)fr = pa® + HR Jrn + 5 (/(R) = RfR) + R frr+ RPf5 | (340)

Dependiendo del modelo de f(R), se puede tener un universo expandiéndose ace-
leradamente, sin la necesidad de un término extra de energia [52, 53].
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Capitulo 4

Perturbaciones Cosmoldgicas

La premisa central en la cosmologia moderna es que al menos a gran escala, el Uni-
verso es homogéneo e isotropico [41]. Esto ha sido inferido de las observaciones, de
la cuasi igualdad en la temperatura de la radiacién césmica de fondo (CMB) (pre-
senta fluctuaciones del orden de 10~°K) (ver figura 4.1). No obstante, a pesar de esta
homogeneidad a gran escala, son bien conocidas las inhomogeneidades en regiones
a escalas menores (~ 40 Mpc.), donde el material se aglomera en galaxias y en cu-
mulos de galaxias.

FIGURE 4.1: La radiacién césmica de fondo presenta en promedio
una temperatura de 2.7K con variaciones del orden de 10~°K. Figura
tomada de NASA/WMAP

En esta tesis se toma la métrica FLRW con K = 0 como fondo y sobre ésta se im-
ponen perturbaciones a primer orden con el fin de describir las inhomogeneidades
presentes en las observaciones.

La teoria de perturbaciones cosmolégicas a primer orden ha sido utilizada para ex-
plicar las anisotropfas de CMB y la formacién de estructuras [54, 45]. Esta teoria
ha sido corroborada con las observaciones realizadas [6, 7]. Sin embargo, para cierto
problemas cosmolégicos es necesario trabajar con perturbaciones de segundo orden.
Por ejemplo, si se quiere describir la no gaussianidad de la perturbacién primordial,
o describir los efectos de polarizacién en CMB [55, 56].

En el presente capitulo se estudian las perturbaciones cosmoldgicas escalares en el
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gauge de Newton conforme! para RG, y las TGM, BD, STy f(R). Ademas, se hallan
las perturbaciones para las ecuaciones de continuidad de momentum-energia [57].

4.1 Perturbaciones en Relatividad General

En teoria de perturbaciones en Relatividad General se considera un espacio-tiempo
perturbado que es cercano al espacio-tiempo background que ya se conoce? [54, 58].
En particular, en cosmologia, el background es homogéneo e isotrépico descrito por
la métrica FLRW (3.1), asi que, cualquier tensor puede ser escrito en la forma

T(n,x) = T(n) + 0T (n, x), (4.1)

donde n
€
5T(777 X) = Z Eé’nT(na X)7 (42)

donde 7 es el tiempo conformal. De aqui en adelante se consideran perturbaciones
a primer orden, las variables con barra se refieren a cantidades background y las
que no la tienen son cantidades perturbadas. El espacio-tiempo es dividido en una
dimensién temporal y tres dimensiones espaciales, llamadas slicings, de tiempo con-
formal constante. Las variables perturbadas se descomponen en sus partes escalares,
vectoriales y tensoriales de acuerdo a sus propiedades de transformacién bajo rota-
ciones espaciales, esta es, la descomposicién SVT 6 descomposicién de Helmholtz
[57, 59, 45].
El teorema SVT permite descomponer las perturbaciones vectoriales en una parte
escalar y una parte vectorial
s 1%
Ap=A + A, (4.3)

donde

AZ=-V,A y VFAY =0, (4.4)

el signo negativo viene del hecho en asumir el campo escalar A como un potencial.
Un 3-tensor simétrico sin traza £, se descompone en sus partes escalar, vectorial y
tensorial

S |4
E.=E, +E, +E,, (4.5)
donde
1
ES, = (vuvy — 35#Vv2> E, (4.6)
1
EL/V = *Q(quu +VuE,), V.E,=0, 4.7)

Lo importante de esta division es que las partes escalares, vectoriales y tensoriales
no estdn acopladas entre si, es decir, evolucionan independientemente, debido a que
se estdn considerando perturbaciones a primer orden [54].

!Eleccién apropiada para describir las perturbaciones escalares.
Espacio-tiempo descrito por la métrica FLRW
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4.1.1 Transformaciones Gauge

En teoria de perturbaciones en relatividad general, una transformacién gauge es una
transformacion de coordenadas sobre el espacio-tiempo perturbado. Como no hay
una eleccion de gauge preferencial, se hallard una relacion entre las perturbaciones
en diferentes gauges®. Sean 2¢ y £ dos sistemas de coordenadas sobre una variedad
fisica M asi que estos dos sistemas de coordenadas corresponden a dos diferentes
gauges [57].

La transformacion de coordenadas esta dada por

20 = 2% + €%, (4.9)

donde £ y las derivadas son de primer orden pequefias [58].

Las coordenadas “ se asocian a un punto P en el background con P, mientras que
las coordenadas z al mismo punto del background P se asocian con el punto P (ver
figura 4.2). La asociacion esta dada por

z%(P) = 2*(P) = z*(P). (4.10)
La transformacion de coordenadas relaciona las coordenadas sobre el mismo punto

Espacio-Tiempo Espacio-Tiempo
Perturbado

Background

ol

FIGURE 4.2: Mapeo correspondiente entre 2 gauges: Un punto sobre
la variedad background no tiene una tinica correspondencia sobre un
punto del espacio-tiempo perturbado. Figura adaptada de la ref. [57].

en el espacio-tiempo perturbado, i.e.,
24(P) = «*(P) + £,
34 P) = 2%(P) + £ (4.11)

Como &£” es a primer orden pequefia, se puede asociar con el punto fijo del back-
ground

¢ = ¢4z (P)). (4.12)

*Se estd buscando describir cantidades invariantes gauges, i.e, que no dependan del sistema de
coordenadas elegido.




32 Capitulo 4. Perturbaciones Cosmolégicas

Usando las ultimas dos ecuaciones se pueden relacionar dos puntos distintos en las
mismas coordenadas
2%(P) = 2%(P) — ¢ (4.13)
z(P)=z%(P)—&"~. (4.14)
Se definen las perturbaciones en diferentes gauges como funciones de la variedad
background en un sistema de coordenadas background z¢ a un punto dado P
0T = T(2%(P)) — T(z%(
T

T = T(z*(P)) — ). (4.15)

La correspondencia entre las perturbaciones en diferentes gauges es
6T = 6T + T (2%(P)) — T(z*(P)), (4.16)

donde se ha usado (4.15).

Sea s = 5 + ds una perturbacién escalar. La cantidad s cambia cuando se mueve de
un punto P con coordenadas % a un punto P con coordenadas #*. Expandiendo el
nuevo escalar s alrededor del punto antiguo P da

s(#(P)) = s(@(P)) + (2"(P) — fﬁb(P))%S(i““(P))

= 5(2%(P)) — €= 5(a"(P).

Teniendo en cuenta que la cantidad background sélo depende de 1 debido a la ho-
mogeneidad y del hecho que £* es de primer orden pequenia, se tiene

s(%(P)) = s(z*(P)) — £°5'. (4.17)
Usando (4.16) y la ecuacién anterior se obtiene
05 = ds + s(z(P)) — s(z*(P))
=6s — &5, (4.18)

Cabe anotar que la ecuacién anterior muestra que la perturbacion escalar no es in-
mediatamente un invariante gauge, sin embargo, es posible formar combinaciones
lineales de diferentes variables de perturbacién para que sean invariantes [60].
La matriz Jacobiana y su inversa para la transformacién infinitesimal (4.9) son

oz
90 — 06 — & (4.19)
oz®
98 = % T &% (4.20)

Ahora, se expande un 4-tensor tipo (0,2)* como se hizo para el caso del escalar,
obteniendo A ) )
Bap(P) = Bap(P) — £ Bap,e(P). (4.21)

*En especifico se expande un tensor tipo (0, 2), ya que se quiere expandir el tensor métrico.
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Realizando un a transformacion de coordenadas, las componentes del tensor cam-
bian de acuerdo a

. Ox¢ dx? .
Bu(#(P)) = 522 55 Bea(a(P) = (85 — ) (6] = €°4) (Bea(a) = &/ Beary (=)
= Bup(2°(P)) — €0 Bep — €% Baa — &/ By - (4.22)

La regla de transformacién gauge da
0Bap = 0By — €4 By — €% Baa — £ Bapse » (4.23)

donde se ha usado (4.16).
Dado que el espacio-tiempo background es isotrépico y homogéneo, los 4-vectores
y tensores del background son de la forma

(4.24)

A0
./Zla:(AO,O), Aab: |:AO 0 :| ,

0 lonAn,

donde todas las cantidades son s6lo funciones del tiempo conformal 7.
Las reglas de transformacién para las componentes de las perturbaciones quedan

Escalares

Una perturbacién escalar §s definida por s = 5 + ds cambia como

5s = s — 5¢0. (4.25)

4-vectores

Una perturbacién 4-vectorial definida por A* = A% + §A% cambia como

SA® = §A% 4 ¢, AP — A%, €0, (4.26)
en componentes

6AY = 5A° 405 A0 — A0 &0 (4.27)

SAH = §AM 4 gt 5 A, (4.28)

4-tensores (1,1)

Una perturbacion 4-tensorial (1,1) definida por A%, = A% + §A% queda como

0A% = GAY + €%, A — €°, A%, — A%y £°, (4.29)
en componentes
6A% = 6A% — A%, &° (4.30)
0A°, =6A°, + égo,u AR €0, A% (4.31)
SAF, = §AF, 4+ €1 o AR — %5“,0 A%, (4.32)

SAM = §AF — %55[1“”,0 €, (4.33)
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En particular, las partes con traza y sin traza transforman como
dA"

- %SA"H = 0A", — %514% (4.35)

= 0AF, — A% &0 (4.34)

K

SAH

v

de la ecuacién anterior se puede ver que la parte sin traza es un invariante gauge.

4.1.2 Perturbaciones del tensor métrico

La métrica del universo perturbado se define como

Jab = Gab + 5gab = CL2 (nab + hab)’ (436)

donde g, = a®nqp es la métrica FLRW no perturbada y R, es una perturbacién a
primer orden. La inversa de la métrica es

9% = a?(n™ — h), (4.37)
donde la inversa de la perturbacién de la métrica a primer orden es
R = nenbdp, . (4.38)

Realizando la descomposicion SVT a la perturbacion de la métrica se obtiene

~ [-24 -B,
oy = [—BH ~2D6,,, + 2EW] ’ (439)

donde D = —%h“ u lleva la traza de la perturbacion espacial h,,, E,, es un tensor
sin traza, B, es el vector de desplazamiento A es la funcién lapso [54]. La inversa es
—2A B
ab __ "
= [ B, —2D§,, + ZEHJ ’ (440)

en términos del tiempo conformal el elemento de linea es
ds* = a*(n)[—(1 + 24)dn* — 2B,dndx" + [(1 — 2D)d,, + 2B, )datdz”].  (4.41)
La perturbacién vectorial se divide en partes sin rotacional y sin divergencia
B,=-B,,+B), (4.42)

donde B es un escalar y oM B v= 0. La parte tensorial £ v Se descompone en sus
J7ans 1%
partes escalar, vectorial y tensorial como

E.= E;fy + EMLV + Eu'ly, (4.43)
donde
1
S 2
E;, = (8H8V — §5WV ) E, (4.44)

1
Ey, = —§(VuEl, +V,E,), donde J"E,, =0, (4.45)
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se puede ver que Efl, es simétrico y sin traza, EXZ, es simétrico, sin traza y sin diver-

gencia, y la parte tensorial tiene las propiedades

S EL,.=0,  "El, =0, (4.46)

pvok —

donde E/, es transversal y sin traza.

La métrica perturbada tiene 4 escalares (A, B, D, E), 2 vectores (B, E,,) y un solo
tensor F,, [57]. Cada escalar tiene un grado de libertad, cada vector tiene 2 gra-
dos de libertad y la parte tensorial tiene 2 grados de libertad, por lo cual hace que
las componentes de la métrica perturbada tenga en total 10 grados de libertad. Las
perturbaciones escalares son las més importantes, ya que estds se acoplan a las per-
turbaciones de densidad y presion del tensor momentum-energia y son el factor de
la formacién de estructuras [57]. Las perturbaciones vectoriales tienden a decaer en
un universo en expansion, y las tensoriales son ondas gravitacionales.

Transformaciones gauge de las perturbaciones de la métrica

Al aplicar la ecuacién (4.23) a la perturbacion de la métrica se obtiene

Sgab = 59ab - fc)a gcb - é‘dab gad - gegabve
= 0gab — a*(E%a Neb + €% Maa + 2HNapE), (4.47)

Aplicando la ley de transformacién gauge a las diferentes componentes se obtiene

dgoo = —2a>A = §goo — a®(€%,0Me0 + €%0 Moa + 2Hn00E")
= —2a*(A — %, —H¢ED), (4.48)

por lo cual, la ley de transformacion gauge es
A=A—¢ -, (4.49)

Andlisis similar para las otras perturbaciones dan

Bu=B,+&0-¢, (4.50)
A 1
D=D- ggﬂ,ﬁ +HEO (4.51)
R 1 1
E;w = E;u/ - 5(5“71/ +£V7u) + gé,uugnm (4-52)

4.1.3 Perturbaciones Escalares

Para describir la evolucién de las perturbaciones en la densidad de materia®, solo
se consideran perturbaciones escalares. La métrica mas general para el universo
perturbado involucrando solamente perturbaciones escalares es

ds? = a2(1) [ — (1 + 2A)dn? + 2B, dyda”

+ (1= 2D),, +2 (auay + §v2> E} dodz”]. (459)

°Para mayor detalle ver el siguiente capitulo.
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Se define la perturbacién de curvatura como
Yv=D+ %v%, (4.54)
quedando la métrica como
@2:a%m[—(L+Z®Wf+23wdmh“+Kl—waW+2EwAdﬁ%fﬂ (4.55)

Para evitar perturbaciones vectoriales que puedan surgir de las perturbaciones es-
calares en B,D y E. Se divide la parte espacial {# de la manera usual, es decir, una
parte sin rotacional y una sin divergencia

g =€l —ome,, con &, =0. (4.56)

La parte puramente vectorial ¢/ es la responsable de los grados de libertad gauge
puramente vectoriales los cuales van decayendo, por lo cual se prescindira el tér-
mino ¢/. Las transformaciones gauge escalares estin completamente especificadas
por las funciones ¢ y ¢,

n=n+¢, (4.57)
GH = gk §hvE,, (4.58)

Aplicando perturbaciones escalares y transformaciones gauge a las ecuaciones de
transformacion (4.49 - 4.52) se tiene

A=A—¢" — e, (4.59)
B=B+¢+¢, (4.60)
1L:D—%v%+4ﬁ2 (4.61)
E=E+¢, (4.62)
O =+ HE. (4.63)

Ahora, se escoge un gauge especifico, el gauge de Newton conforme, el cual consiste en
tomar B = E = 0. De las ecuaciones anteriores se ve que esto se cumple escogiendo

(¢=-E, y &&=-B+E. (4.64)
Esta eleccién de gauge da®
AN =A+(B-FE) +H(B-E) (4.65)
DN:¢N:D+%WE+H@B+E@:¢—H@-EW (4.66)
Se definen las cantidades ¢ y ¥ (conocidos como potenciales de Bardeen) como

d=A+(B—E)+H(B-F) (4.67)
V=14 —HB-E). (4.68)

Estas cantidades son invariantes bajo transformaciones gauge. En este gauge ® =
AN yU = .

°El superindice N denota el gauge de Newton conforme
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La métrica en el gauge de Newton conforme es

o [-1-20 0 ab_ 2 |—1+2P 0
Gab =4 [ 0 (1—2\1/)5uj yo9o=a 0 (1+20)5,) 4

o escribiendo solo la métrica perturbada

[-20 o0 w200
hab_[ 0 —waw] y h _[o 2\1/5,w]‘ (4.70)

El elemento de linea en el gauge de Newton conforme es

ds? = a*(n)[—(1 + 2®)dn* + (1 — 2V)6,,, dzt dz") (4.71)
4.1.4 Perturbaciones escalares en los tensores de curvatura en el gauge de
Newton conforme
De la métrica en el gauge de Newton conforme se obtiene los coeficientes de conex-
i6n
o0 =M+, %, =y, [0, = Hou — [2H(® + ) + V)3,
00 =P, I, = Hot = U'ek, TH = —(T,, 004+ T,,08) +T,,06,, 472)

dondeI'*, = fab . +6I'%,., por lo cual se ve que,

fooo — H, foou = O7 fo'uy — 'H(SIW,
F’uoo - 0, Fuoy - Hdllj’ Fuy’i == 07 (4.73)
y
0% =9, 0T, =P, oT°,, = —2H(® + ¥) + V']6,,

T =, ODF, = —Wol  oTH, = — (U, 68 + U, 08) + U, 6,. (4.74)

El tensor de Ricci Ry = Rgp + 0Rgp €5
Rap = Fcbavc _Fccmb +Fccdrdba - Iwl}zirdca? (4.75)
calculando las componentes se obtiene

Roo = —3H' + 30" + V?® + 3H(D' + T') (4.76)
Ro, = 2(V' + HD),, (4.77)
Ry, = (H' + 2H2)5uv

+ [0+ V2O — H(D 4 50) — (2H + 4H?)(D + V)]0,

+ (U —d),,. (4.78)

Subiendo el primer indice del tensor de Ricci da

R = g*Ra, = (3% + 09°)(Rey + 0Rwp) = R + 6g*“Repy + §*“0 Rep, (4.79)
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obteniendo las componentes

RY% =302+ a ?[-30" — V?® — 3H (P + V') — 6H'D] (4.80)
R, = —2a7*(V' + HD),, (4.81)
R'y=-R’, =2a"%(V + H®P),, (4.82)

R', = a 2(H +2H*)d,
+a =0+ VAU — H(P +50) — (2K + AH?) (@ + V)]6
+a (U - D), (4.83)
El escalar de Ricci es
R=R%+ R",
— 6@72 (Hl 4 7_[2)
+ a2 60" 4+ 2V (20 — @) — 6H (D' + 3U') — 12(H + H?)d]. (4.84)

Finalmente, para el tensor de Einstein G% = R — 152 R se tiene

G0 = =307 H? + a2 [<2V>U + 6H Y + 61°D] (4.85)
0 _ o

& =R, (4.86)

GMO — RHO (487)

Gt =a 3 (—2H — 2H*)d,
+a 220" + V(D — V) + H (20 +4V') + (4H + 2H*) |6,
+a 3V - D),,. (4.88)

Estas son las componentes del tensor de Einstein en el gauge de Newton conforme.

4.1.5 Perturbaciones en el tensor Momentum-Energia

El tensor de momentum-energia del background esta dado por [61]

T = (p+ p)ua’ + pg™ (4.89)
T% = (p + p)uiyp + poy, (4.90)

debido a la homogeneidad p = p(n) y p = p(n). Debido a la isotropia, el fluido esta
en reposo en el background u® = (i, 0,0,0). Se sabe que

1T = a’neuta’ = —a®(@°)? = -1, (4.91)
asi que
a* =a"%(1,0,0,0), @, =a(—1,0,0,0). (4.92)

El tensor total de momentum-energia se divide en su partes background y pertur-

bada como

Igual que en la perturbacién de la métrica, la perturbaciéon en el tensor momentum-
energia tiene 10 grados de libertad. Este también puede dividirse en escalar+vectorial
+tensorial, con 44442 grados de libertad. La perturbacién también puede dividirse
en fluido perfecto+ no perfecto, con 5 + 5 grados de libertad.



4.1. Perturbaciones en Relatividad General 39

Ademas, para las perturbaciones de la densidad, presion y velocidad se tiene

p=p+dp (4.94)
p=p+0p (4.95)
ut = " + dut = dut = a ok, (4.96)

donde se ha usado el hecho que v, = 0. Se escriben las velocidades en términos de
vt

7

u® = 4% + du = a1 (1 + adu®, vt v, v¥) (4.97)
Ug = Uq + OUug = (—a + dug, duq, dug, dus), (4.98)
las cuales estan relacionadas por ub = g®u, y u®u, = —1. Usando la métrica pertur-

bada general se encuentra (a primer orden)

up = goau® = —a — a®6u’ — 2aA, (4.99)
de lo cual se ve que
dug = —a’ou’ — 2aA. (4.100)
Similarmente
uy = 0uy = guau” = —aB, + av,. (4.101)
Ademas del hecho que u®u, = —1, se obtiene
ou’ = —a A, (4.102)

Asi que las 4-velocidades son

u =a (1 - A vy) (4.103)
ug = a(—1—A,v, — By). (4.104)

El tensor de momentum-energia queda
Tab = Tab + (STab
_|=? 0 —0p  (p+p)(vu— By)
= [ 0 pa,w] * [—(p—i— D o+ S | (4105
donde se ha definido

0T*, = opdj; + X =p @f + HW> : (4.106)

Donde ¥, 11, son simétricas y sin traza, con lo cual se puede escribir la pertur-
bacién de la presiéon como una traza

1
op = 507", (4.107)
y se define la presion anisotrépica como la parte sin traza

Sy = 0T, — éé{jéT"‘H. (4.108)
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La perturbacion de la velocidad v, y el 3-tensor II,, también pueden descompon-
erse en la forma SVT.

Transformaciones gauge del tensor de energia

Las perturbaciones del tensor momentum-energia obedecen las reglas de transfor-
macién (4.30), (4.32), (4.35). Con lo cual

0T = —dp = —dp+ 7 +&° (4.109)
ST = —(p+ P)bop = —(p + P)vy — €0 (5 + D) (4.110)
1. L1 _
§5T“ﬂ = op = g(éTﬂﬂ —T" 0&% =op—p'e° (4.111)
Y = S, (4.112)

o equivalentemente

Sp=bp—p + & (4.113)

§p=dp—p +¢° (4114)

B = U + € (4.115)
N —

6= 54’ =020 =5+ 311 + w)e°, (4.116)
p p

donde 0 es la perturbacion de la densidad de energia relativa.

4.1.6 Ecuaciones de Einstein en el gauge de Newton conforme

En esta tesis se encontrardn las perturbaciones cosmoldgicas en el gauge de New-
ton conforme. Este gauge no es la tnica eleccién posible (gauge comévil, gauge
sincrono, entre otros), pero dadas las relaciones de transformaciones gauge, en prin-
cipio, es posible relacionar las cantidades para cada gauge [60, 10]. Por tanto, los
resultados encontrados en la tesis son generales y no estan restringidos a este gauge
en especifico.

La ecuacién perturbada de Einstein es
0Gap = 8m0T . (4.117)

Antes de escribir las componentes de Einstein perturbadas es necesario encontrar
las perturbaciones escalares del tensor momentum-energia en el gauge de Newton
conforme. En este gauge vfy = —v,fy y B!]LV = B,f)’ = 0. Ademas, la parte escalar de
la descomposicion SVT de 11, es

1
15, = <aua,, — 35Wv2> II. (4.118)

Como se estdn considerando solamente las perturbaciones escalares no se tienen en
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conforme

cuenta las partes vectoriales y tensoriales de II,,,, quedando el tensor momentum-
energia como
—0p —(p+ D
%y =1,_ _ o . 4119
b (p +p)vvu 5P5g + b (Hauu _%5MVV2H) ( )
Teniendo en cuenta lo anterior y las ecuaciones (4.85) - (4.88), las ecuaciones de Fried-
mann perturbadas quedan

SH(V 4+ H®) — V2T = —47a’sp (4.120)
(V' +H®),, = 4ma®(p + P)v,, (4.121)
1
U+ H(D +20') 4+ (2H + HH)D + gv2(<1> — W) = 4ma?p (4.122)

(0,0, — éagv%(xp — @) = 87a%p(9, 0y — é&ng)n,
(4.123)

donde la primera ecuacién es la componente (0 — 0), la segunda la componente
(0 — p), la tercera la parte de la traza de la componente (¢ — v) y la cuarta la parte
sin traza de la componente (;1 — v).

La parte fuera de la diagonal de la dltima ecuacién da

U — & = 8ma’plL (4.124)
Para el fluido perfecto, I = 0, llegando a la relacién

U=, (4.125)

4.2 Ecuaciones de continuidad de momentum-energia en el
gauge de Newton conforme

La ecuacion de conservacion de momentum-energia es
VT = 0,T% + 1,179 —TI%,T°% =0, (4.126)
con la cual se pueden calcular (ver apéndice H), la ecuacién de energia perturbada
op = —3H(5p + p) + (p + p) (Vv + 30) (4.127)

y la ecuacién de momentum perturbada
2
(p+p)W' = (p+p)v—4H(p+p)v+op+ ng2H + (p+p)®. (4.128)

Enla ecuacién de conservacion de perturbacion de energia (4.127), el primer término
de la derecha implica la expansién del espacio-tiempo de fondo, luego el efecto de
la divergencia de la velocidad (expansion local del fluido) y por altimo el efecto de
la expansién o contraccién debida a la perturbacion de la métrica.

En la ecuacién de perturbacion del momentum (4.128), el lado izquierdo y el primer
término de la derecha representa el cambio en inercia x velocidad. El segundo tér-
mino es el efecto de la expansion del fondo, el tercero y los dltimos términos repre-
sentan fuerzas debido a los gradientes de presién y al potencial gravitacional.
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Teniendo en cuenta la ecuaciéon de estado

(4.129)

S
Il

Rk

las ecuaciones de conservacion se pueden reescribr de la siguiente forma (ver apéndice
H)

& = (1+w)(VZ + 30') + 3H (ws — 5;9) (4.130)

y / s
v/ __v p d 0 1 @, 4131
v H(1 — 3w)v 1+wv—|—ﬁ(1+w)+31+wv + (4.131)

4.3 Perturbaciones en Brans-Dicke en el gauge de Newton
conforme
Ya se calcularon las ecuaciones de campo de Einstein perturbadas, ahora la idea es

calcular las ecuaciones de campo de Brans-Dicke perturbadas. Para esto, se pertur-
ban las ecuaciones de campo de BD

G%¢ = 8T + % <g“0vc¢vb¢ - ;5“chq§Vc¢>
+ (¢°°V Vo — 6% 0¢) — V(;S)&“b.

Hay dos maneras de perturbar las ecuaciones de campo, dependiendo de como estén
escritas las ecuaciones (de la forma anterior o como (2.65) en componentes mixtas).
La diferencia radica en la perturbacién del campo escalar, por lo cual, el procedi-
miento subsecuente es igual en ambas formas.

Se calculan las componentes tiempo-tiempo y espacio-espacio de las ecuaciones de
campo, sin realizar perturbaciones en el campo escalar ’.

La componente tiempo-tiempo de las ecuaciones de campo queda

GOy = 87T + <90°<¢’>2 - 1v0¢w>

P 2
+ (Vs ~09) - 2,

Las siguientes relaciones perturbadas a primer orden se usaran a lo largo del célculo
(ver apéndice F)

9°°Ved = a2[(=1+2®)¢" + (H + @')¢ — 20H¢ + ., 0,0] (4.132)
9V D¢ = a*[(1 4 29)8,0,¢ + H¢' (=1 + 20)6,, + V'¢'6,,
+ U, 0+, 0,6 — U5 Ond,u,] (4.133)
O¢ = a™?[(—1420)¢" + V2$(1 + 20) + 8,0(®,, — ¥, )
+ 2H (=1 4 2®) + ¢’ (3V' + @')] (4.134)
VeoVop = a™2[(—1 + 20)¢™ + (1 4 21)(d¢)?], (4.135)

"Primero se calculan las perturbaciones sin perturbar el campo escalar, luego se calculan intro-
duciendo la perturbacién escalar.
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donde (8¢)? = 6,,,0,,60, ¢. Reemplazando las relaciones anteriores, se tiene

-2

GO = 8719 + wa ((—1 +20)(¢')? — %((—1 +20)¢" + (1 + 2\1/)(8@2))
+a 7 [(-1429)¢" + (H + )¢/ — 20H¢ + D, 00

(14 28)¢" — V(1 +20) — 9,(P., —V,,,)

—2HP (=1 +2®) — ¢' (30 + @)] — V(;’)
o , lwa™? "2 2
= 87T + 5 s [(—1 4 2®)(¢')? — (1 + 2%)(8¢)?]
+a 2 [3HG — 6HY'® — V2p(1 + 2T) + 0,07, —3¢' V'] — V<2¢)

Teniendo en cuenta la componente (0-0) del tensor de Einstein perturbada (4.85) y la
del tensor momentum-energia (4.119) se tiene

(=3a72H? + a7 2[-2V2¥ + 6HY + 6H>P])¢

wa*Q

[(—1+22)(¢')* — (1 +27)(99)?]

+a 2[3HG — 6HP'® — V2p(1 + 20) + 0,07, , —3¢' V']

_Vie)
.

1
= —8m(p+dp) + 3

(4.136)

La ecuacién de campo perturbada para la componente espacio-espacio es

6", = 8T, + 5 (9000 3, 7°69.0)
gVt - 0,00) -~ P,

— 87TH, + % <g““aﬁ¢ay¢> - ;&gv%chﬁ)
+ (¢**V 0,0 — 61, O¢) — V(QQS)(WV.

Se reemplazan las relaciones (4.133) - (4.135), para obtener

—2
wa
GH, ¢ = 8nTH, +

(01 +29)0,60,6 — S ((~1+28)5”

+ (14 20)(06)%) ) + a2 ((1+20)0,0,6 + H' (1 + 20)6,, + V',

+ 0, 0,0+ VU, 0,0 — W5 00y — (—1 +28)¢"5,,, — (1 +29) V3¢5,

v
— ND(Por —W,\ )0 — 2HY (—1 +28)5, — ¢'(3U' + <I>’>6W) = 5 O
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Teniendo en cuenta la componente (1 — /) del tensor de Einstein perturbado (4.88)
y del tensor momentum-energia (4.119) se tiene

(a 2(=2H' — H*)0p + a 220" + V(D — V) + H(2D' + 4V') + (4H' + 2H?*)D]0

1
+ CL_2(\I/ - (I))vwf )¢ = 8W(ﬁ5uu + 5p5;u/ + ﬁ(ﬂauu _géuuv2ﬂ))
(,UCL72
+

((1+29)(3u60,6 — L5,(00)%) — S o(~1 +20)67)
+a? ((1 +20)(8,0,0 — v%auy) (=14 20)¢" 5, — H (—1 + 20)3,,

1%
— QU + B3, + U, D+ U, Dyp — amaw,) — 50 (4.137)

El procedimiento mostrado hasta ahora (componentes tiempo-tiempo y espacio-
espacio) no tiene en cuenta las perturbaciones del campo escalar.
La perturbacién del campo escalar es

b= ¢+ 5¢. (4.138)

La expansion del potencial a primer orden es [62]

V(g) = V(¢ +06¢) =V(®) + Vs =V + Vo, (4.139)
donde V; = ?9 5 . Las derivadas del potencial son
V(6 +39) _0V(9) OV

Vo =—"75 5 a6 o 6¢ = Vy + Vsl (4.140)

Voo = P _ Vio + VS50, (4.141)

99

Las siguientes relaciones son perturbaciones lineales relacionadas al campo escalar
—=(¢+dp) =¢ <1+ > (1—
¢ = ) ¢ ¢ ¢
1
@?

_ o\ 21 56
- @rooy =5 (10 ) =5 (1)

(09)* = 6" 0u(d + 6¢)Dy (¢ + 5¢) = 0 (4.142)
0 $0yd = 0u(d + 6¢)0 (¢ + 6) = 0
V2 = V2(¢ + 6¢) = V5
0,0,0 = 0,0, (¢ + 6¢) = 9,0,6¢.

Como se mencioné anteriormente, se van a mostrar las dos maneras de perturbar
las ecuaciones de campo.
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4.3.1 I-Forma

Reemplazando las relaciones (4.142) y la definicién del potencial (4.139) en la ecuacién
perturbada (4.136) se tiene

(—=3a7*H? + a 2[—2V>U + 6HY + 6H>D]) (¢ + J9)
2
= —8n(p+ dp) + ;“‘; (1 - ‘if) [(—1 + 28)(¢ + 28/6¢)]
+ a2 [3H(P +0¢') — 6H (P + 6¢))® — V25p(1 + 20)

+0u(8 + 00) W, —3(8 +86) W) — (V + Vy66).

Despreciando términos de orden superior, se llega a

(=30 2H? 4 0 2[-2V2W + 6HY + 6H2P])¢ — 3a 2H?5¢) = —8m(p + 6p)
- (1 - if) [~ — 2¢/6¢ + 209
“23H(P + 6¢') — 6HP' D — V26 — 3¢/ V'] — % (V 4 V460) .

Distribuyendo el término entre paréntesis que multiplica a w se obtiene

(—3a*2H2 + a2 [2V2U 4+ 6HY + 6H2D))p — 3a 2 H25¢ = —87(p + Ip)

lwa 7 "
g g
+a2[BH(P +0¢') — 6HP' D — V35 — 3¢/ V'] — % (V + Vyd9) .

Z6¢ —2¢'6¢" + 209"

Si se tiene en cuenta la ecuacién del background de Friedmann (0-0) (3.23), la ecuacién
de perturbacién de Friedmann para la componente tiempo-tiempo es

[—2V20 + 6HT + 6H2®|¢p — 3H25¢p = —8ma’dp

CZ)/Q 712 ) i
—= ) 206 20D 3HI 6Ho P
+2¢(¢ ¢ — 2009/ +26°® | + 315G — 61

2
~ V25 — 360 — %V¢5¢. (4.143)

Ahora se perturba el campo escalar para la componente espacio-espacio. Para esto,
se usan las relaciones (4.142) para el campo escalar en la ecuacién (4.137)

(a 2(=2H' — H*)0pu + a 220" + V(@ — ¥) + H(2D' + 4V') + (4H' + 2H?*)D]d,

+a 3V~ D), ) () + ) = 87(pd, + 60 + BT, —%@wvzn))
-2
_ ‘*’;‘q,ﬁ ( 1+20 + (f) (¢ +6¢)2 0, + a2 ((1 +29)(0,0,66 — V2645,

— (14 2B)(§ + 56") o — HF + 66)(—1 +28)0 — (3 +66) 2V + )3, )

1 -
— 5 (V + V56)d,0
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Despreciando términos de orden superior

(a2(=2H — H®)0p + a 220" + V(D — U) + H(2D' + 4V) + (4H' + 2H*) D)5,
_2(\1’ - ‘b)wv )CB + a_z(_QH/ - H2)5¢5W =8m <I5‘5/w + 5P5;w + p(I1 v 5WV2 )>

wa~

2
e <<1 — 20— if) 0% + 2¢’5¢’> S +a”? (c%ayéqﬁ — V2608 — (—1 +28)¢" b,
06" Oy — H(=1+ 20)¢ 8 + HIG G — (20 + @) F6y,) - %(V + V80) 0y

Dada la ecuaciéon background de Friedmann espacio-espacio (3.24), la ecuacién de
perturbacién de Friedmann para la componente espacio-espacio es

(20" + V(@ — U) + H(2®' + 4V') + (4H + 2H?) @5,
+ (U = @), )b+ (—2H — H?)646,, = 87a’5pd,,

—|—87ra2]5< o — 5u,,v2 >+2°;< <2<1>+ j) ¢’2+2¢5¢>

+ (auay - 5#,,v2)5¢ — 20/ D0, + 50" 6, — 2HE B, + HOG'6,,

2
— (U 4+ )@ 5, — %%&b%- (4.144)

Tomando la traza se llega a

(20" + SVA(® — W) + H(2® +4V') + (4H + 2H)®)¢ + (~2H' — H?)d0 = 8ma’dp

+ 2% ( <2<I> + (f) % +2¢'6¢ > (%QVZ(M) —2¢"® + 5¢" — 2HP' D + H¢'
_ a2 _
- 2V + )¢ ) — TV
Reemplazando la ecuacién anterior en (4.144) se tiene

_ s o2 (p g = 8T 2 1 1o
<auay 35Wv)(x11 ?)="7 (aa 5,wv>n+¢(aua,, 35Wv)5¢,

(4.145)

la parte fuera de la diagonal da

8ma? 5¢
v—90 pll + 4.146
( ) = 5 Pt (4.146)

para el fluido perfecto se tiene que II = 0, llegando a la relacién

voa422 (4.147)
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4.3.2 II-forma
Despejando ¢ de la ecuacion (4.136)

—3a?H? + a2 [-2V2V + 6HT + 6H D]
2

= =5+ b0) + 525 -1+ 20)()? - (1+ 29) (09
a’72 / / 2 IANTU V(¢)
+ 2 BHY — GHG® — V(1 4+ 20) + 0,00, —30'W| - 5 (4148)

Reemplazando las relaciones (4.142) y la definicién del potencial (4.139) en la ecuacién

anterior se tiene
—3a7?H% 4 a2 [-2V2V + 6HT 4 6H2 D)

_ 8 (1 . M) (p+dp) + ;ng (1 - 255) (=1 +2@)(¢" + 2¢6¢)]

+ % (1 — ‘if) [BH(¢' + 6¢') — 6H (¢ + 6¢')® — V25p(1 + 2T)
o¢

+0,(0+00) 0, =3( + 60)¥] - 5 (1 - ¢> (V + V66).

Despreciando términos de orden superior,
8 J
—3a*H? 4+ a?[-2V2U + 6HY + 612 D] = —% <ﬁ +dp — j’ﬁ)

1 wa2 5¢ ) el 12
+5?[_ (1_25)¢ —2¢/6¢" + 20¢"]
a; [3H¢' ( ‘Zf)) + 3HSY — 6HP' D — V59 — 3¢/ V]

¢
~ 33 <V+V¢6<z> 1% ¢>

Teniendo en cuenta la ecuacién del background de Friedmann tiempo-tiempo (3.23),
la ecuacion de perturbacién de Friedmann para la componente tiempo-tiempo es

[—2V20 + GHY + 6H20] = 87:; (5 - ¢5¢>
1w ¢? 2
557[2?5(’5 2356 + 25"
1 (i)' - T,
5[ 37—[¢5¢+3H6¢ 6%¢<I>—V25¢>—3¢\If}
a’ (- — 00
- o (v v%2). (4.149)




48 Capitulo 4. Perturbaciones Cosmolégicas

Despejando ¢ de la ecuacion (4.137)

T2 2H — 1) + a2 20 + VEH(D — U) + H (2 + AV) + (4H + 2H?) D5,

8 1
(W - D), = — =6, VI
( )u p 30wV )
—2

iy
+ o (1 29)(0,00,0 = 50,(00)%) = 5, (—1+20)67)
—2
+ % ((1+20)(D,0,6 — V200,0) — (~1 4+ 20)¢8,, — H/ (=1 + 20)3,

1%
26

(ﬁé,uu + 5p5,u1/ + ﬁ(Ha,uu -

— QY )+ Wy 0+ W Dy — By DB ) (4.150)
Usando las relaciones (4.142) para el campo escalar

2H2H — 1) + a2V £ VEHD — U) + H (20 + 4V 4 (4H + 2H?) D)6,

+ aiz(lp - q))WV 8;- (1 - ?) (p(suv + 5p5uu +p(H7;u/ _%5uyv2ﬂ))
wa? ¢ a=? 56
- < 1420+ 2¢> (&' + 6¢/)26,, + e <1 - ¢> ((1 +20)(8,0,6¢

— V250,) — (=14 2®)(¢" + 69" )0, — H(P' + 5¢") (=1 + 28)d,,,
i / / / 1 W [/ [/ 5¢
(@ 40V + ) - o (V4 Vedo - V) b
Despreciando términos de orden superior
2H2H — H?)O + a 220" £ VEH(D — V) + H(20 + 4V) + (4H + 2H?) D)0,
+a (T — D), = 8;: <p5,“, - p‘sjaw + 6p0, + P(IT, ;5WV2H))
-9 —2
+ % <(1 — 20 — 2?) ¢ + 2&’5&) S + % (8u8,,5¢ — V258, + "0
+ <5¢” —20¢" ¢>”5> o +H <¢ +0¢" — 204" — ¢’ f) — (20 + @’)45'5“,,)
1 (o - _ 5¢>>
— — (V4 Vydp—V—=) 6.
3 ( FYa0e = Vg ) on

Teniendo en cuenta la ecuacién background de Friedmann espacio-espacio (3.24), la
ecuaciéon de perturbacion de Friedmann para la componente espacio-espacio es

20" + V(@ — W) + H(2®' + 4') + (4H' + 2H?) D)0,

8ra [ 6 1
+ (‘Ij - (I))uw = QE ( jdﬁw + 5175#!/ + p(H,W _35WVQH)>

Sy
— (20 + <I>’)¢_>’5W> s <¢5¢ V{f) Sy (4.151)




4.3. Perturbaciones en Brans-Dicke en el gauge de Newton conforme 49

AL tomar la traza se llega a

2
20" 4 §v2(<b —U) + H (2P +4V') + (4H' + 2H*)D = tra (15 ? )

¢ ¢
w e / I 1/-2 1 0P
¢2((q>+¢>¢2—¢5¢)+$(3v25¢+<5¢ —2¢" 9"
) _ a?
H <5¢> 204 — ¢ d>> (20 + q>’)¢’) 23 <V¢5¢ j)

Reemplazando la ecuacién anterior en (4.151) se tiene

s o2 g gy = 5T 2 1 Lo
<aﬂay 35Wv>(qf ?) =" <aa 5WV>H+¢-)<8“0,, 35Wv)5¢,

(4.152)
la parte fuera de la diagonal da
2
(W= @) = Iy 99 (4.153)
¢ ¢
para el fluido perfecto se tiene que II = 0, llegando a la relaciéon
U=2a+ (Sf (4.154)

Sin importar cual forma se escoge para realizar las perturbaciones, la relacién entre
los potenciales y el tensor anisotrépico es igual.
4.3.3 Perturbacién en la ecuaciéon del campo escalar

Para hallar la ecuaciéon de campo de BD perturbada para el campo escalar (2.80),
primero se calcula la relacion (4.134), usando la perturbacién del campo escalar
(4.138)

Op = a 2[—0¢" —2HIP + V35— ¢ — 2HP +28¢" + (B +3V") ¢ +4HDJ'], (4.155)
obteniendo asi

_ (SQZ)// _ 2H5¢, + v25¢ _ Q_SH _ 27_[@_51 + 2(I)¢_)// + ((I)l + B\III)QZ_)/ + 47_[@&/
2
a

:2w+3

[87(—p + 3p) + 87 (—dp + 36p) + Vi + OV + Vo — 2V — 2V40¢],

donde se usado el hecho de que la traza del tensor momentum-energia perturbado
es
T = —5+3p — 6p + 30p. (4.156)

Teniendo en cuenta la ecuacién background (3.28) se llega a

5¢”+2H5¢/—V2(5¢— (‘I’/+3\I//)$

a2

= 553 [8722(p = 3p) + 0p — 30p] = BVipd0 + V506 — 206V, +42V]  (4.157)
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4.4 Perturbaciones en teorias Escalar-Tensor en el gauge de
Newton conforme

Para calcular las ecuaciones de campo perturbadas de Escalar-Tensor, se parte de la
ecuacién de campo hallada con anterioridad (2.120)

G (0) = T+ w(0) (4Vo0%46 — 306V, + (4 VT4l () - 3407 (0)
V)

La componente tiempo-tiempo es

G(6) = T +(6) (4966 — L0969 ) + (9007 (6) ~ 9,01 (0)
— %V (¢)
= 1 +(6) (o767 - JT0V0) + (5°9.5(6) - 07 (6) ~ V(9).

Las siguientes relaciones se tendrdn en cuenta a lo largo del célculo (estas relaciones
son las mismas que las encontradas en la seccién anterior para BD, pero ahora para

f(9)

9OV (9) = a2[(=1+2®) " + (H + @) f — 20Hf + D,,0,f] (4.158)
94V O f(9) = a2 [(1 4 29)0,0, f + Hf (=14 20)6,, + V' f'6,,

+ U, 0uf + Y, 00 f — U, 0xf0u] (4.159)
Of(¢) = a 2[(—1+2®) f" + (1 +20)V?f + 0, f(®,, —V,,. )
+2H [ (—1 4 2®) + f'(3V' + &')], (4.160)

reemplazando la ecuacién de la métrica perturbada (4.69), la relacién (4.135) y las
anteriores, se tiene

Guf(9) =% + w(@)a (~1+20)0% = 3((~1+20)0 + (1+20)(00)))
+a 2 ((=1+20)f" + (H+ @) f —20Hf +@,,0.f — (—1+2®)f"
— (1 +20)V2f — 0, f (D, =, ) — 2H ' (1 +2®) — f/(3V + @) — V(¢)
=T7% + %w(qb)a—?((—l +20)¢"? — (1 +20)(99)?) + a 2(3Hf — 6HDf’
— (14 20)V2f +0,,0,f — 30 f) — V().

Teniendo en cuenta la componente (0-0) del tensor de Einstein perturbado (4.85) y
del tensor momentum-energia (4.119) se llega a

(=3a"2H? + a 2(—=2V2V + 6HY + 6H*®))f = —(p+ Ip)
- 1wa—Q((—1 +20)¢"? — (1 +2W)(9¢)?) + a 2(3Hf — 6HDf’

2
— (14+20)V?f 4+ ,,0,f —30'f) - V. (4.161)



4.4. Perturbaciones en teorias Escalar-Tensor en el gauge de Newton conforme 51

Ahora, la ecuaciéon de campo para las componentes espacio-espacio es

6", (6) = T, +w(0) (570.00,0 — 30,5650 ) + (4V.0,1(6) ~ 9",0f ()
V()
=T+ () (470.00,0 ~ JTOV.0) + (4" T.0,5(0) - 0F(0)
V().
Se perturba la ecuacién anterior teniendo en cuenta (4.69), las relaciones (4.135),
(4.159) y (4.160)
GH,f = T*, + wa™ ((1 £ OW)060,6 — (1 +22)6” + (14 2\1/)(3@2))

+ a1+ 29)0,0, f + Hf' (=1 4 28)8, + V' /8, + U, 0, f +V,, 0, f
— W\ O\ fOu — O (—1 4 20) 7 + (1 4+ 20)V2f + O3 f(BA —T.5)
+2HF (=1 +2®) + f/(3V' + &) — V.

Eliminando perturbaciones no lineales y teniendo en cuenta la componente del ten-
sor de Einstein perturbado (4.88) y del momentum-energia (4.119) se encuentra

la™2(—2H — H*)S, + a 220" + V(D — V) + H(2D + 4V') + (4H' + 2H*)®)0,

1
+a 2V~ @), |f = PO + 0pS,u + p(I, —§5WVQH)

+ wa™? <(1 +20) <5N¢8,,¢ — %5,“,((9@2) — %5,“,(4 + 2<1>)¢’2)
+ a7 [(1+20) (0,0, f — 6, V2 f) = Hf (=1 +20)0,, + V., Ouf + ., 0, f
—(=1429) "5 — ONf P2 O — /(29" + D)) — V. (4.162)

En las ecuaciones encontradas (componentes tiempo-tiempo y espacio-espacio para
ST) no se ha tenido en cuenta la perturbacién del campo escalar. Como se hizo para
BD, hay 2 maneras de perturbar las ecuaciones de campo dependiendo de como se
tome f(¢) en las ecuaciones.

441 I-forma

Usando las relaciones para el campo escalar perturbado (4.138 - 4.140) y (4.142) en la
ecuacion (4.161)

(=3a2H? + a 2(—2V2V + 6HY + 6H2®))(f + f400) = —(p+ Ip)
+ (@4 By6)a (1 +28)(6” +28/66') + a (BH(fy + Fosd0)(@ + 60

— 6HP(fs + fop0d) (& +6¢') — (1+20)V>(f + fs00)
+ U, 0, (f + f500) — 3V (fy + f300) (¢ + 6¢")) — (V 4 Vy9).
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Despreciando términos de segundo orden
[—3a72H? + a 2(—2VV + 6HV + 6H?®)|f — 3a >H> 406 = —(p + dp)
+ %(Da_z((—l +20)¢"* — 2¢/5¢) — %%a—%’?&d)
a2 (3H (Jo + Fas00) & + 3HIo00 — 6HI,0'® — [,92%60 — 3[,0'V)
— (V4 Vy09).

Dada la ecuacién background de Friedmann tiempo-tiempo (3.31), la ecuacién de
perturbacion de Friedmann para la componente tiempo-tiempo es

[—2V2U + 6HY + 6H?D|f — 3H? f30¢ = —a®0p + @ (4P — ¢/5¢)

1 - o _ o _ _
— 5068200 + (3HS Food6 + 3HFo00 — GHI,0' — [oV200 — 3f,0'W)
— a*Vy6¢. (4.163)

Para calcular las perturbaciones del campo escalar en la componente espacio-espacio,
primero se calcula f” usando la ecuaciones (4.140) y (4.141)

"= oo + o0 = (foo + 1)00)(67 + 26/08) + (Fs + Fap00)(8" + 08"
= (Foo + 1,50)6"™ + 260 foo0d + (Fs + Fo000)8" + F400" (4.164)

Teniendo en cuenta las relaciones (4.142) en la componente espacio-espacio (4.162)
se encuentra

(a_Q(—Q’H' — H®)op + a 220" + VH(D — V) + H (20 +4V') + (4H + 2H*) S,
a2 (W = @), 1) (F + F400) = P + 090+ P — 3807211
- %ﬂ(@ + 0g0P) (—1 + 20) (¢ + 2¢'6¢)6 0 + a2[f5(0,0,,0¢ — 8, V25¢)
— H((fs + foo00)® + F908) (—1+20)0 — (=1 +20) ((fp + £ 00)8”
+2¢' f350¢" + (fo + Fos00)0" + F60¢" )0 — ((fo + Fss00)¢ + fo0¢")
20 + 8)5,,] — (V + Vd¢) 0,
despreciando términos de orden superior
[a™2(=2H' — H?)0, + a 220" + V(D — ) + H(20 + 4TV') 4 (4H' + 2H>)D]6 .,
F a0~ ®),0 1 o+ a7 2H — H) o605 = P+ 50+ Py — 56091

- %wa”((—l +20)¢”? — 2¢/0¢) 6, + %%a*%%ww
+ a2 f3(0,0000 — 6,0, V?00) + H((fo + fo000)d' + [50¢" )0 — 2HE' [y @y
+ ((Foo + F550) 82 + 20/ Fosdd' + (Fs + Fop00)@" + Fod )0y

- 2q)(f¢¢¢_)l2 + f(bq_y/)&;w - (2\1’, + (b/)ﬁbgg,éuu] - (V + V¢5¢)6MV'
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En vista de la ecuacién background de Friedmann espacio-espacio (3.32), la ecuacién
de perturbacién de Friedmann para la componente espacio-espacio es

(20" + V(@ — U) + H(2D' + 4V') + (4H' + 2H?*) D0,
+ (U = @), 1 f + (—2H — H?) f4000,, = a*5pd,u,
+a®p(IL,. —%%,VZH) — (9P — ¢'6¢') 6, + %w¢<13’25¢6w,

+ £5(0,0,00 — 6,,V260) + H (P Fpp00 + 5000, — 2HY f4 P61
+ (B2F 80+ 20/ Fopdd + 8" Fosd6 + Fs00" )b

—20(f3s0% + 0" )0 — 2V + &) f38 6, — a2 V30,1 (4.165)

Al tomar la traza se tiene
2 _ _
20" + gv2(<1> —U) + H 2 +4V) + (4H + 2H*) | f + (—2H — H?) f45¢
_ _ 1 - 9 _ o _
= a’0p — w(¢°® — ¢'d¢) + 5%415'2591) - §f¢V25¢ + H(f30' 00 + [500")

—2H fs0'® + é'Qfég)M + 20 fos0¢ + 6" Fos00 + [300" — 2@ (fps0” + [o9")
— (2\11/ + (I)/)‘]%(El — a2‘7¢)5¢.

Reemplazando la ecuacién anterior en (4.165) queda

_ 1 1 . 1
f (a“ay — 35Wv2> (U —®)=da?p (aﬂay - 35Wv2> I+ fy (auay — g(sWV?)aqb.

(4.166)
La parte fuera de la diagonal queda
F(W — @) = a®pIl + 450, (4.167)
Para el fluido perfecto II = 0, se tiene
R
U=+ 225p, (4.168)

f

44.2 II-forma

Como se mencion6 con anterioridad la 2 forma depende de como se despeje f(¢) de
las ecuaciones de campo.
Despejando f(¢) de la ecuacién (4.161)

— 307 H? + a2 (—2V2U + 6HT + 6H2D) = } [ —(p+dp)
+ %wa‘Q((—l +2B)2 — (1 4 20)(96)%) + a 2(3HS'
— GHOS — (1 4+ 20)V2f + 0,0, f — 30 ) — v]

Usando las relaciones para el campo escalar perturbado (4.138 - 4.140), (4.142) y

= —1
() ). e
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se tiene
— 307 H? + a2 (—2VU + 6HT + 6H2D) = } <1 — J;j’agz)) [ —(p+dp)
+ %(@ + @gdp)a 2 (=14 28)(¢? + 2¢'6¢') + a 2 (3H(fy + Fs000) (& + 6¢')

— GHO(fy + fo000)(& +06) — (1+20)V2(f + 400)
0, Dl + [06) = 3 (Fy + Foud0)( +66') = (V + Vo).

Despreciando términos de segundo orden
[—3a72H? + a2 (—2V2U + 61T + 6H2D)|f = <p +dp — ¢5¢>
7
1 _ f¢ /2 —2712
+2wa —1+20+ f5¢> —2¢'5¢' w¢a Rt

2
+a72 (3% ( fo+ fopdd — iﬁ’&p) ¢+ 3Hfy6¢ — 6HPfyd — f3V25¢ — 30 f¢q3’)

- (v Vo — Vj;f)&b) |

Teniendo en cuenta la ecuacién de Friedmann del background tiempo-tiempo (3.31),
la ecuacién de perturbacién de Friedmann para la componente tiempo-tiempo es

)

7 r2
+ <<1>¢’2 + f—"iq’s’%gb — ¢'5¢'> ~wyd?0¢ + 3H ( foo J}f’) ¢

k‘“l‘e\ |

(—2V20 + 6HT + 6H2®)f = (5;;

2f

+ 3Hf¢5(]5' — 67—[<1>f¢<5' — f¢v25¢ _ S\I//f(b(j;’ 2 <

500 —V

fo 5¢> | @170)

Despejando f(¢) de las ecuacion (4.162)
[a™2(=2H — H*)dp + a 220" + V(D — U) + H(2D' + 4V) + (4H' + 2H?) D5,

_ 1/, _ i 1
ta 2(\11 - (p)uw} = ? <(p5lw =+ 5175,1“/ +p(H7}LV _g(suuvzﬂ))

b (14 20)(2,00,0 - 30,/(007) - (-1 +20)0")
+a72[(1+29)(0,0,f — 6M,,V2f) —Hf (~1+20)6, + U, 0uf + 9,0, f

(=14 20) "5 — ONS B Oy — (20 + B)5,) — va,w). (4.171)
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Ahora, teniendo en cuenta las relaciones (4.142) y (4.164) se encuentra
221 — 1) + a2V + VEH(D — U) + H (20 + AV) + (4H + 2H?) D6,

+ a72(‘11 - (D)WV] = jc < ];? ¢> ((ﬁéull + (5p5uy +ﬁ(H7MV _%(5,uuv2ﬂ))

— (@ + 0p0)a 8, (=1 + 28) (¢ + 20'6¢) + a?[[4(8u0000 — 6,5, V69)
— H((fo + fo600) + f0') (=1 +20)8,, — (—1 + 2®)((fe + ff)5¢)¢_>'2
+ 20" fo000" + (fo + fs500)" + [606" )0, — ((fs + Fop00)d' + f400')

QU + 3)6,,] — (V + V¢5¢)5W).

N =

Despreciando términos de orden superior

la™2(—2H — H*)S + a 220" + V(D — V) + H(2D + 4V') + (4H' + 2H*)®)0,

fo

1
—*5MVV2H) f p(5¢5;w

+ aiz(\y - (I))a/w ]f = POy + 6Py + ﬁ(ﬂmu 3

_ %(Da—Q(_gEQ + 2@&/2 o 2(2)/5¢l + $/2f;)5¢)5#1/ + %@¢a_2<z>/25¢5w,
+a 2[f4(0,0,60 — 6, V268) + H((fs + Fs600)d + 500" )00 — 2HP f50' 6,
+ ((Foo + F00)8% + 20/ Fosdd' + (Fs + Fop00)@" + Fod )0y

L oo/ Jeols

- 2@(f¢¢g5/2 + fdﬂg”)éuu - (2\11/ + (I)/)JE¢Q§/5MV - f 5¢5;w - f ¢/25¢5uu
- _
= L2 568) (V7 + Vb + VL2500

En vista de la ecuacién background de Friedmann espacio-espacio (3.32), la ecuaciéon
de perturbacioén de Friedmann para la componente espacio-espacio es

(20" + V(@ — U) + H(2D' + 4V) + (4H' + 2H*) D)5, + (V — @), 1 f

L6,V — o ";?pam (@ — F58)5,

= az(spéuy + QQﬁ(HWV - 3

1 — _f _ _
+ §(w¢¢>’2 — @¢’2’;§5)5¢5W + F5(0,0,00 — 6,,V?*60) — 2H® fy /0,

+ H(fo09' 06 + [50¢)0,
+ (F)3%00 + 20 Fsp08 + Fap®" 06+ Fo00" )b

729

- 2(1)(]?(15(1%5/2 + fqb(l_sll)éuu (2\Ij/ + (I)/)f¢¢ 5,ul/ —H— f 5¢75,u1/

— - _2 r
- Joelo ¢§f R ";?dS”&béW — a*Vyd$dyy + 0’V ’;?&béw- (4172)
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Al tomar la traza se tiene

X ]
20"+ SV2(® — W) + H(20 + 4V) + (4K + 21°)2]f

= aﬂ%p‘s"b ~ B(@ — §50)) + 52,67 ~ 6 72)56

\\‘@ [

— §f¢v25¢) — 27—[<I>f¢gz_5’ + H(fqg(bd_),(ggf) + f¢5¢/)
I ff)(])&&b + 2(5/&@(5(;5/ + f¢¢<]3”5¢ 4 f¢5¢// _ Q(I)(JF¢¢(Z§/2 + ﬁbd;//)

£2 1/ ;o7 £2 7
— (20 + @) [y — ! d;f 56— 2 ‘f’j;f 26256 — ];%”&p — a*Vydp + aQVJ;?&p.

Reemplazando la ecuacién anterior en (4.172) queda

_ 1 1 - 1
f <auay - 35Wv2> (U — @) =a’p (a“ay -~ Séﬂyvi’) I+ fy (auay - gdwv"’)w

(4.173)
La parte fuera de la diagonal queda
f(U — @) = a®pIl + f4d¢, (4.174)
Para el fluido perfecto IT = 0, se tiene
P
U=+ —=i0¢, (4.175)

f

De las 2 formas que se hicieron para encontrar las perturbaciones, las relaciones
entre los potenciales fue la misma.

4.4.3 Perturbacién en la ecuacién del campo escalar

La ecuacién de campo en Escalar-Tensor (2.128) es
()00 + S Rfy+ 5wV Ve~ Vy =0,
la relacion (4.135) con la perturbacién (4.138) a primer orden queda
VepVed = a 2[—¢" — 246" + 2¢ D). (4.176)
Teniendo en cuenta esta ecuacion y las relaciones (4.139, 4.140,4.155) se tiene
a2(@ + @y6P) [ 00" — 2HIY + V25¢p — ¢ — 2HP + 209" + (' + 3V )¢ + 4HP]
b SRRy Josb6) + 50725 + 84s00)[ 67 — 20150/ + 2570
— Vi — Vispdp = 0.
Despreciando términos de orden superior queda
0[—0¢" — 2HSY + V35 — ¢ — 2HP' + 20¢" 4 (¥ + 3V )¢ + 4HD Y|
— wy(¢" 4+ 2H')0¢ + %aQ(R Jo+ fo0R + Rfs00)

1 - _ _ 1. - L
+ §w¢(—¢’2 —24/6¢' + 24"%®) — §@¢¢¢’25¢/ — a*(Vg + Vggdg) = 0. (4.177)



4.5. Perturbaciones en teorias f(R) en el gauge de Newton conforme 57

Si se tiene en cuenta la ecuacién del background (3.35), la ecuacién de perturbaciéon
del campo escalar queda

W[—6¢" — 2HIY + V26 + 204" + (' + 3V ¢ + AHPP| — wy(¢" + 2HP )6
1, - 1 - - 1 - _
+ §a2 fs0R + 3(H' + H?) fopdd + §w¢(—2¢’5¢’ + 2¢%®) — §@¢¢¢’25¢’ — a®Vyydp = 0.
(4.178)

Se mostro el procedimiento para calcular las perturbaciones en ST. Sin embargo, en el
apéndice I se muestra un método para hallar las perturbaciones usando el software
Mathematica con el paquete Xpand [63].

4.5 Perturbaciones en teorias f(R) en el gauge de Newton con-
forme
La ecuacién de campo de f(R) en componentes mixtas es

1
GY%fr=T%+ idab(f — frR) + VVy fr — 6%0fr. (4.179)

Las siguientes relaciones se usaran a lo largo del desarrollo de las ecuaciones pertur-
badas para f(R) (ver apéndice G)

VOVofr = a2((—1420)fi + (H + &) fp — 2HDff, + B, Orfr) (4.180)
VAV, fr = a 2((1 4+ 29)0"0, fr — (1 + 20 )H*, fr + (2H(D + ¥) + V)", fr
+ 0, 0,fr+ 0,0, fr — V.5 O\frO") (4.181)
Of(R) = a 2((=1 +2®) f5 + 2H fRp(—1 + 2®) 4 (&' + 30') ffr + (1 + 20)V3fr
+(®,, —V,,)0,fR)- (4.182)

La ecuacién de campo para las componentes tiempo-tiempo es

1
G fr=T% + 5(f = frR) + V'Vofr — Ofp. (4.183)
reemplazando las relaciones anteriores se llega a
1
Goofr=T%+ Sf = frR) — a (1 +29)V? fr + 3H(~1 +20) f
+ 3V fr — ., 0, R)- (4.184)

De la componente tiempo-tiempo del tensor de Einstein perturbada (4.85) y la del
momentum-energia (4.119) se tiene

[—3a2H? + a2 (=2V*V + 6HV + 6H>®)] fr
= —(p+00) + 5(f ~ frR) — aH(1+ 20) V2 + BH(-1+20)
+ 30 [l — WU, O, fR). (4.185)

La ecuacién para la componente espacio-espacio es

1
Gy fr =T + 50", (f = frR) + VIV, fr — 0" 0fk, (4.186)
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teniendo en cuenta las relaciones (4.181) y (4.182) se llega a

G fi = Th + 50%,(f — FrR) + a™>(1+ 2000, f + (~1 + 2BV fhdt, + W',
+ \Iln/ aufR + \IIW 8VfR - \Ily)\ 8)\fR(5Ml/ - (_1 + 2(I))f;é6'uu - 2HflR(_1 + 2®)5HV
— (B 4 3V ) fro”, — (1 +20)V2fro1, — (®,5 —W,\ )IrfrOM,

1
=T, + 50",(f = frR) + (1 +29)(9"9, = V) fr = (=1 + 20)HfRd",
+ \Ilﬂ/ a,ufR + \Ila,u aufR - (_1 =+ 2<I))f1,é(suu - (q)/ + Q\Ill)fll%dluy - (I)v)\ a/\fR(SMu)'

De la componente espacio-espacio del tensor de Einstein perturbada (4.88) y la del
momentum-energia (4.119) se tiene

[a 2(=2H' — H*)dp + a 220" + V(D — U) + H(2D' + 4TV) + (4H' + 2H?) D5,
1 1
+a (¥ — D), | fr = POy + 63, + DI, —ga,WVZH) - 55“,,( f— frR)

+a2((1+29)(0"9y — V) fr — (=1 +2®)H fro", + V., Oufr+ V., 0 fr
— (=14 29) fro", — (@' + 2W') fR", — ©,5 O\ frO",). (4.187)

Teniendo en cuenta
f=Ff+Jr6R , fr=Ffr+frroR y frr=frr+ [ oR, (4.188)

se tienen las siguientes relaciones

1 F . . 1 frR
S SRl = — (1- 188
fr (s + frroR) fr <1 Ir R>

Oufr = fRROLOR (4.189)
V2 fr = frrV?SR,

donde se ha usado el hecho de que R = R(n).
Como para las teorfas de BD y ST, se pueden perturbar las ecuaciones para f(R) de
dos maneras, dependiendo de donde se encuentre el factor fg.

4.5.1 I-forma
Reemplazando las relaciones (4.189) en la ecuacion (4.185)
[—3a"2H% + a~2(=2V>V + 6KV + 612®)|(fr + frRrOR)
= (o4 60) + (7 + TwOR ~ (Fn+ FandR)(R + 6R))
—a"2((1+ 29) frr V20 R + 3H(—1 + 28)(frr + [ 6R)(R + 6R)
+ 3V (frr + FYSR)(R + 6R') — frr¥.,, 0,0 R)
= (o4 60) + (F — FnR— RipndR) — 0~ (FnV?oR
+ 3H(—1 + 28)(frrR’ + frroR + R TS R) + 3V (frrR’ + frroR + R FY6R))
=—(p+dp) + %(f — frRR — RfrroR) — a *(frrV*R

— 3H(frrR + frrOR + R'J\SR) + 6HfprR'® + 3frpR'V'),
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donde se han depreciado términos de orden superior, ademds, distribuyendo el
paréntesis en el término de la izquierda se obtiene

[=307H? + a7 (=2V2U + 6HY' + 6H®)] fr — 3a™*H> frroR = —(p + 6p)

1 £ £ D £ r = — — —, —
+o(f = frE — RfrroR) — a2 (frrV?6R — 3H(frrR’ + frroR + RS 6R)
+ 6H frrR'® + 3frrR'T').

Dada la ecuacién del background de Friedmann (0-0) (3.36), la ecuacién de pertur-
bacién para la componente tiempo-tiempo es

=
(—2V2U + 6HY + 6H2®) fr — 3H2frrOR = —a’dp — %fRRaR

— frrV?0R + 3H(frroR + R'TP)6R) — 61 frrR'® — 3frrR'V'. (4.190)

Reemplazando las relaciones (4.189) para la componente espacio-espacio (4.187), se
tiene

[a2(—2H — H)S, + a 220" + V(@ — U) + H (20" + 4T') + (4H' + 2H?)D]6 .,
_ _ 1
+ a,_2(\ll - (I))a;w }fR + a_Q(_Q/H/ - /HQ)fRR(SRéuu = p(s;w + 5p5/w + ﬁ(Ha,ul/ _§5MVV2H)
1 o _ _
+ 50w (f = frR = RfrroR) +a™*((1+ 2) frr(0,0, — 6", V*)0R — (~1+ 20)H
(R'frr + frrdR + R FO5R)", — (—1 +20)(R?fY) + 2R FP6R + R?FVSR
+ R'frr + frrdR"’ + R'FPSR)6", — (&' + 20')(R far + [rroR + R FPSR)6"),

donde se han utilizado las relaciones (4.188), (4.189) y el hecho de que

fr= jn(fRRR/) = £ R? + frrR"
= (fit) + Fi SR)NR? +2R'6R) + (fr + fiy OR) (R + 6R")
= R?f®) 1 2R FYSR + R2FV6R+ R' frr + frrdR’ + R'FPSR. (4.191)
Despreciando términos de segundo orden se encuentra que
[(—2H' — H?*)0p + 20" + V(D — U) + H (2D + 4T') + (4H + 2H?)D]6 .,

_ _ 1
+ (U — @), | fr+ (=2H' — H?) FRRORS 1 = a* (PO + 0pSp + P(IL, 0 —ga,wvm))

2
a _ - _ I _ —, - _
+ ?(f - fRR - RfRR(SR)(S,uV + fRR(a/Jal/ - 5uuv2)5R + H(R,fRR + fRRéR/
+ R 6 R)0,, — 2HR frr®d,, + (RPFYD + 2R FPSR + R?FY)6R + R far
+ frRrROR" + R”f}(;’)(m)(sw - 2@(Rl2f§) + R"frR)Ou — (' + 29")R' frRO W -
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Teniendo en cuenta la ecuacién background de Friedmann espacio-espacio (3.40), la
ecuaciéon de perturbacion de Friedmann para la componente espacio-espacio es

(290" + VZ(® — U) + H(2®' + 4V') + (4H' + 2H?*) D0,

+ (U = @), ) fr + (—2H — H?) fRrORO = a®6pdy

+ a*p(M, —éa,wvm) — “ZR fRRORS + fRE(0,0, — 0, V?)SR
+ H(frrOR + R T 6R)6,, — 2HR frr®,,

+ QR YR + R?FSR + frroR' + R'FP6R)5,,
—20(R2FY) + R" Frr) 0 — (¥ + 20\ R frrdu. (4.192)

Al tomar la traza se tiene

2 _ _
20" 4 gv2(c1> — W)+ H (2P +4V) + (4H + 2H*) D] fr + (—2H' — H?) frrOR

2
_ 9 _ _ o _
— a20p — %R JrrdR = S IraV*OR + H(IrpdR + R FD5R) — 21R frr®

+ 2R FOSR + R?FVSR+ frroR’ + R'FP6R — 20(R2fP) + R” frp)
— (@' + 2R frr

reemplazando la ecuacién anterior en (4.192) queda
3 1 2 2 1 2 3 1 2
F (040 = 58,6V ) (0= ®) = a5 ( 0,0, — 58,0V | I+ fier (90, — 50, V2 )OR

(4.193)
la parte fuera de la diagonal queda

fr(¥ — ®) = a®pll + frROR. (4.194)

Para el fluido perfecto IT = 0, se obtiene la relaciéon

v—o+ IBRsp (4.195)
Ir
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4.5.2 II-forma

Despejando el factor f(R) de la ecuaciéon (4.185), y reemplazando las relaciones
(4.189) se tiene

[—3a72H? + a7 2(=2V2U + 6HY + 6H>D)|fr
— (1- T25r) (— (4 8) + 5(7 + FadR — (Fi+ andR)(R + 6R))

— a72((1+ 20) frr V26 R + 3H(—1 + 28)(frr + [V)6R)(R + 6R)

+ 30 (fri + FDOR) (R + 6R') — FrrV., 8“5]%))

= (1 - %53) (‘ (p+dp) + %(f— frR — RfrrOR) — a *(frrRV?0R

+ 3H(—1+420)(frrR + frrdR + R [YSR) + 3V (frrR + frroR + R’ f@m»)

= (1 - J}?M%) (‘ (p+dp) + %(f— frR — RfrroR) — a*(frrV>6R

— 3H(frrR + frroR + R FY6R) + 6H® frpR + 31/ fRRR’)> ,

donde se han depreciado términos de orden superior, ademds, distribuyendo el
primer paréntesis después de la igualdad se obtiene

[—3a?H? + a 2(—2V2V¥ + 6HY + 6H?®D)|fr = —p (1 — “’?5}2) —dp
R

+ 37— FuR ~ RfpndR) — 5(F  fuR) ffRéR a”? (fRRv%b‘t
— 3H(frrR + frr6R + R [YSR) + 37—[(f I;R) R'6R + 61D frrR’
R

+ 3\I’/fRRR/> .

Dada la ecuacién background de Friedmann para la componente tiempo-tiempo
(3.39), la ecuacion de perturbacién de Friedmann para la componente tiempo-tiempo
es

(—=2V2W + 6HY + 6H>®) fr = a <pﬂ’;f”*5R _ 5p) 7f@5R
R

Ir
(frr)’ R'6R — 6H® frpR’
fr

— 3V frrR'. (4.196)

— FRrV?0R + 3H(frroR + R FOIsR) — 3~ 1RL
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Para la componente espacio-espacio (4.187) se tiene
[a2(—2H — H*)0u + a 220" + V(D — U) + H(2 + 4V') + (4H' + 2H*)®]0,

= 1
+ a_2(\1j - <I>)7,u1/ ]fR = (1 - ]}f&R> (ﬁé,ul/ + 5p5;w + ﬁ(Hv,ul/ _géuVVQH)

1 o _

+ 5<5,w(f — fRR — RfrrOR) + a%((1 + 20) frr(9"9, — 6* V*)6R — (—1 + 20)H
(R'fri + frroR + R FDsR)6", — (—1+ 20)(R2FY) 4 2R FP6R + R2FVSR

+ R'fre + frroR" + R'FPSR)6", — (' + 20')(R frr + frroR + R FYSR)6")),

donde se han utilizado las relaciones (4.188), (4.189) y (4.191) Despreciando términos
de segundo orden se encuentra que

[(—2H — H?)6, + 20" 4+ V(D — U) + H(2D' + 4V) + (4H' + 2H?) D5,

+ (T — ®), ] fr <1 - j}méR> (a2 (b, + 6Py + P(IT, 1y —

1
=0y V7ID))
R

3
2

+ E(f — fRR — RfprOR)Su + FrR(8,0y — 6,, VE)OR + H(R frr + frrOR

+ R [P5R)S,, — 2HOR frrdu + (R?FYD + 2R fO6R + R?f)6R + R frr

+ JrrdR! + B Fi 0R) 0y — 20(R i) + R fr)du — (¥ + 20)R fridy).
distribuyendo el primer paréntesis se obtiene

[(—2H — H?)6, + 20" + V(D — U) + H(2D' 4 4V') + (4H' + 2H?) D)6,

_ 1 f
+ (lIl - (I))#W ]fR - aQ(ﬁ(Sm/ + 5p5,uu + ﬁ(HauV _g(sMVVQH)) - agﬁf}—%R(SR5#V
R
a? a* frRr ;7 & - )
E(f fRR RfRR(SR) py ?fiR(f - fRR)(SRduV + fRR(auau - 5uuv )6R

£2
+H(R frr + frrdR + R FDSR)S,, — HR'J;;’;%R&W — QHOR frrd.uw
+(RPFY + 2R FY)SR + R2FOR + R frp + frroR" + R fy) 0R)8,u,
 Irr

7 TBR(R2FS) 4 R Frr)6 RS — 20(RPFY) + R Frr)dum — (¥ + 20V R frpb.
R
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Teniendo en cuenta la ecuacién background de Friedmann espacio-espacio (3.37), la
ecuacion de perturbacién de Friedmann para la componente espacio-espacio es

(20" + V(@ — U) + H(2®' + 4V') + (4H' + 2H?*) D0,

_ 1 f
+ (‘Il - (I))mu ]fR = a2(5p(5m, +15(H7u1/ _g‘suuvzn)) - GQﬁjtﬁ%éR&uv
2 — £ - - — —
- % fj}’_jdeéW + Frr(0u0) — 6, V?)SR + H(frroR + R SRS,

2
— HR’J}“’L(SR% — 2HOR' frrO
R

+ QR i0R + RJRSR + frrd R’ + R I 5R)3,u

_ "}?(R’? T R Frp)oRS, — 20(R2TS 4 R )

— (9" +29")R' frRROyu0- (4.197)

Al tomar la traza se tiene
2 _
20" + §v2(<1> — ) + ”H(z@’ +4V) + (4H' + 2H*) D) fr

= a25p — fij(SR — —RfRR(SR - ihi(f FfrR)SR — ffRRV25R

2 fr
H(frrOR + R fR 6R) — HR"’}'“%(SR — 2HOR frr
R
+ 2R fYSR + R?FYSR + frroR' + R'FP6R - %(R’Q 9 4 R frr)oR

2B(R?FS) + R frr) — (¥ + 20\ R fan,

reemplazando la ecuacién anterior en (4.197) queda

fr (auay - ;%v?) (U — @) = a®p <auay - ;%v?) T+ frr (0,0, - %%v?) SR

(4.198)
la parte fuera de la diagonal queda
fr(¥ — ®) = a®pll + frROR. (4.199)
Para el fluido perfecto II = 0, se obtiene la relaciéon
U=0+ Irrsp (4.200)
IR

Como en las relaciones de los potenciales para BD y ST, la relacién en los potenciales
para f(R) en las dos formas es la misma.

Las perturbaciones encontradas para RG, BD, ST y f(R) fueron encontradas de
forma general. El siguiente capitulo se centrard en restringir las perturbaciones en el
dominio de materia, las cuales dan explicacién a la formacién de estructuras.
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Capitulo 5

Perturbaciones cosmoldgicas en el
dominio de materia en el gauge de
Newton conforme

En el presente capitulo se encuentran las perturbaciones en el dominio de materia
para RG, BD, ST y f(R). Las ecuaciones que gobiernan la evolucién de las densi-
dades perturbadas, son las que describen la formacién de estructuras [45, 10].

5.1 Aproximacién sub-horizonte en las ecuaciones de con-
tinuidad de momentum-energia

Las ecuaciones de conservacion de energia (4.130) y de momentum perturbado (4.131)
en el dominio de materia!,ie,p=0,w =0,11=0, quedan

o =V 4 30 (5.1)

y
v = —Ho+ @, (5.2)

donde §,,, es la densidad relativa, v es la velocidad peculiar, ® y ¥ son los potenciales
de Bardeen y # es el parametro de Hubble.
La ecuacién de conservacién de energia escrita en el espacio de Fourier queda [41]

6l = —k*v + 3V, (5.3)

donde k es el nimero de onda.

Las ecuaciones de conservacion anteriores contienen el término v. Lo que se pre-
tende hacer es eliminar este término, para lo cual se deriva la primera ecuacién re-
specto a 11y se reemplaza en la segunda ecuacién, obteniendo

o = k*Hu — k*® 4 39",
reemplazando la ecuacién (5.3), se tiene
S+ HOL, + k2D — 3HT — 39" = 0. (5.4)

La aproximacién sub-horizonte contiene dos aproximaciones: una, la aproximacién
a escala pequefia H < k y la segunda, la aproximacién cuasi-estédtica a% ~ H [41].

"Materia se refiere a materia no relativista, tal que la presiéon es muy pequefia comparada con la
densidad de energia, por lo cual se puede ignorar.
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Aplicando la aproximacién sub-horizonte, la ecuacién anterior queda

8" +HS + k2D = 0. (5.5)

5.1.1 Aproximacién sub-horizonte en Relatividad General

La componente tiempo-tiempo perturbada (4.120) en la aproximacién de sub-horizonte
en el espacio de Fourier queda

kU = —47a®pdm, (5.6)
teniendo en cuenta la relacion (4.125), se tiene
k2D = —4ma®pmdm, (5.7)

la ecuacién anterior corresponde la ecuacién de Poisson en el espacio de Fourier.
Reemplazando la ecuacién anterior en (5.5) se llega a

6!+ M6, — 4ma’pd, = 0. (5.8)
Esta expresion da el crecimiento de las perturbaciones de la densidad relativa de
materia [41],i.e., el crecimiento de estructuras [45].
5.1.2 Aproximacién sub-horizonte en Escalar-Tensor

Sin importar qué forma se utilice en las perturbaciones cosmolégicas para ST?, los
resultados en la aproximacion sub-horizonte son los mismos.

La componente tiempo-tiempo perturbada (4.163) o (4.170) en la aproximacién de
sub-horizonte en el espacio de Fourier queda

22U f = —a?Sp + k* f400. (5.9)

Para calcular d¢ de la ecuacion anterior, se toma i = 1 en la ecuacion (4.178), (te-
niendo en cuenta que se estd trabajando en la aproximacién sub-horizonte en el es-
pacio de Fourier)

e %a2 fs0R =0, (5.10)
de la ecuacién (4.84) se tiene que
SR = a2 [—60" 4+ 2VZ(20 — &) — 6H(P' + 30') — 12(H' + H?)D), (5.11)
la cual, aplicando la aproximacién queda
SR = —2a"2k*(20 — D), (5.12)

reemplazando dR en la ecuacion (5.10), se llega a

5 = (& — 20) fy. (5.13)

?Se encontr6 que habian dos formar de perturbar las ecuaciones en ST, para mayor detalle ver
capitulo anterior.
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Utilizando la relacion (4.168) en la ecuacion anterior se tiene
0p = <—<I> — 2‘);?&5) fos

obteniendo B
fo

5¢ — —7.?@,
(1 - 2}?)

(5.14)

se puede ver que las perturbaciones del campo escalar en teorfas de gravedad Escalar-
Tensor no dependen del ntimero de onda en la aproximacién sub-horizonte.
Reemplazando las expresiones d¢ y (4.168) en la ecuacion (5.9) se llega a

£2
a2 [(2+4%
o = —— = Spm, (5.15)
2f \243%
f
el cual se puede expresar como
k20 = — 4G a2 pmdm, (5.16)
donde 7
1 244
Gt = L, (5.17)

9 F 72
877 \ 2+ 3%

es la constante gravitacional efectiva para ST[64].
La evolucion lineal de las densidades de materia en escalas sub-horizonte para teorias
de gravedad Escalar-Tensor esta dada por

8! 4+ ML, — AnGE a2 pdm = 0, (5.18)

donde se ha usado (5.5). La ecuacién anterior esta de acuerdo con las referencias [64,
65].

5.2 Aproximacion sub-horizonte en teorias f(R)

Sin importar que forma se utilice en las perturbaciones cosmolégicas para f(R), los
resultados en la aproximacién sub-horizonte son los mismos.

La componente tiempo-tiempo perturbada (4.190) o (4.196) en la aproximacién de
sub-horizonte en el espacio de Fourier queda

2k2W fr = —adpm + k> frrOR, (5.19)
reemplazando la relacion (4.195) en la ecuacién anterior se tiene

2 2 r
26— % _ k" frr
2P = szapm A SR. (5.20)
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Utilizando la ecuacién (5.12) se llega a

2 1+4’;—5%

29— 4 "¢ Ir
kP = 2 \ 13 s dpm, (5.21)
a® fr
la cual se puede reescribir como
K20 = —4n G a? prbp. (5.22)

Esta es la ecuacion de Poisson en el espacio de Fourier en teorias f(R), donde

K2 frr

_ 1 (e (5.23)
8rfr \ 143k fen |
a? fr

f(R) _
Geff

es la constante gravitacional efectiva para teorias f(R).
La evolucion lineal de las densidades de materia en escalas sub-horizonte para teorias
de gravedad f(R) estd dada por

5!+ He, — 4n Gl a2ps,, = 0, (5.24)

donde se ha usado (5.5). La ecuacién anterior se ha verificado con las referencias [66,
67].
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Capitulo 6

Equivalencia entre teorias f(R) y
Escalar-tensor

En el presente capitulo se estudia la equivalencia entre las teorias de gravedad f(R)
y Escalar-Tensor, mostrando sus relaciones entre las acciones, ecuaciones de Fried-
mann en el universo homogéneo e isotrépico y ademads entre las perturbaciones cos-
moldgicas.

Los resultados en las equivalencias de perturbaciones cosmolégicas son propios de
la tesis.

6.1 Correspondencia entre la acciones

La accién para teorias f(R) es

S = / d*z/=gf(R) + 5™, (6.1)
M

donde f(R) es una funcién no lineal del escalar de Ricci. Para observar la equiva-
lencia con la teorfa escalar-tensor, se introduce la siguiente accién'

5= / d'ay~g(H(B)R — V(9)), 62)
M

donde se ha incluido ¢ como campo auxiliar.
Siempre que f4 # 0, se puede tomar

Y= fp (6.3)
V(g) = dfs — f(&) = o — f(9), (6.4)
quedando la accién
S= [ dav=gissh- o)+ 1(6). (6.5)
M
Si ¢ = R, se tiene que
Y =[fr (6.6)

y se recobra la accién (2.129). Es mas, la variacion respecto a ¢ de la accién anterior
da

fos(R— ) =0, (6.7)

'Ver la accién (2.120.)
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se ve que si fy4 # 0 implica que
$»=R. (6.8)

La accién (6.2) corresponde a la acciéon de escalar-tensor (2.81) con el parametro

w(¢) = 0.

6.2 Equivalencia en las ecuaciones de campo

Las ecuaciones de campo para la teoria f(R) son

m 1
Ganfr =Ty + VaVofr — guOfr + S9a(f — Rfr). (69)

Tomando la relacién (6.6) en las ecuaciones de campo se obtiene

m 1
Gath = Ty + VoVt = g0 + Sgan(F(6) = 90)
=Tap + Va V) — g0 — gV (),

donde se ha usado (6.4), con el potencial reescalado por 1. La ecuacion anterior
concuerda con las ecuaciones de campo (2.120) con w(¢) = 0.

6.3 Equivalencia en las ecuaciones de Friedmann

Las ecuaciones de Friedmann espacialmente plana” para teorfas f(R) en funcién del
tiempo conformal estan dadas por

2
3H2fr = pa’ + 5 (Rfr — f(R)) = 3Hfr R’ (6.10)

2

— (2 +3H?)fr = pa® + MR fre + 5 (F(R) = Rfp) + R far+ R2f}) . (6.11)

Pf(R) .3 _ df(R)
donde frr = IR yfr = FTTE

Teniendo en cuenta la relacién (6.6) se tiene

A A
fRR—dR—R,dn—R,—¢,—d¢—¢¢ (6.12)

f(3)_ii£,_ T,Z)” R/lwl_ 1 dwl

— — = = 6.13
R R! dTi R’ R/Q R/3 ¢/ d?? ¢/ wd’d” ( )

donde se ha usado la equivalencia (6.8).
Teniendo en cuenta las ecuaciones (6.4), (6.6) y (6.12), en la primera ecuacién de
Friedmann para f(R) se tiene

3H%) = pa® + Va® — 3HY' (6.14)

donde se ha reescalado V' por un factor de 3. La ecuaci6n anterior estd de acuerdo
con (3.31), la cual es la componente tiempo-tiempo de la ecuacién de Friedmann

2Tomar K = 0 en las ecuaciones de Friedmann.
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para escalar-tensor con w = 0.
Realizando lo mismo para la segunda ecuacién de Friedmann para f(R) se llega a

— (2H + 3H?)¢p = pa® + H'Y — Va® + ¢"¢g + ¢ e, (6.15)

donde se ha usado (6.13). Esta ecuacion concuerda con (3.32), la cual es la compo-
nente espacio-espacio de la ecuacion de Friedmann para escalar-tensor con w = 0.

6.4 Equivalencia en las perturbaciones cosmolégicas escalares
en el gauge de Newton conforme

En el capitulo 4, se calcularon las perturbaciones cosmolégicas lineales en el gauge
de Newton conforme, para BD, ST y f(R). Se mostr6 que habia dos maneras de
calcular las perturbaciones para cada una de esas teorias. En la literatura es mas
comun encontrar las perturbaciones en la I-forma [68, 69]. Lo que se debe tener en
cuenta para calcular las equivalencias es que ambas teorias se hayan perturbado de
la misma forma.

En esta seccién se van a mostrar las equivalencias en las perturbaciones cosmolégi-
cas para las dos formas en STy f(R).

6.4.1 I-forma
La derivada del potencial (6.4) es

Vo = fo+ 0o — o = 0o = o0 (6.16)

Para ver la equivalencia entre las perturbaciones de las teorias, se analiza el siguiente
término _
R 1 -

§fRR = §¢>1/1¢ = Vg, (6.17)
donde se han usado las ecuaciones (6.8), (6.12) y el potencial se ha reescalado por el
factor de 3.

Usando los resultados anteriores en la ecuacion de perturbacion para la componente
tiempo-tiempo de Friedmann para f(R) (4.190) se tiene

(—2V2W 4 6HY + 6H2®)) — 3H?sdp = —a*dp — a* Vo

—YsV?00 + 3H (V08 + 1ped'30) — 6HP0P — 3T,
la cual concuerda con la componente tiempo-tiempo de la ecuacién de Friedmann
perturbada (I-forma) para ST (4.163), con w(¢) = 0.

Reemplazando las equivalencias encontradas a la ecuacion de perturbacién de Fried-
mann para la componente espacio-espacio (4.192) en f(R), se llega a

(20" + V(@ — ¥) + H(2D' + 4V) + (4H' + 2H?) D5,

(0= @) 10+ (2H — H2)Du000 = a2 (5pS + P — 38 9°TT))
— a®Vy6 0, + V6000 — 6, V)60 + H(1p0d + ¢ Ps00) 6,

— TG D@0y + (260000 + 62055+ D00 + 3" hipp00)

= 20(¢ g + ¢"Pg)0 — (@ + 20) ¢ V0,
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la cual concuerda con la componente perturbada espacio-espacio de Friedmann (I-
forma) para ST (4.172), con w(¢) = 0.
6.4.2 II-forma

En la II-forma, el siguiente término aparece de manera concurrente en las perturba-
ciones en f(R)

frE Vg
OSSR = 2256, 6.18
fr (0 ¢ (6.18)
Ademas,
1 - frR 1. U
—f=——0R =~ =0
2 7 5/ () > _¢
— 225
(Yo )_w ¢
- <V¢ - f/fj) 5, (6.19)

donde se han usado las ecuaciones (6.4) (6.6), (6.8) y (6.16). Cabe recordar que el
potencial se ha reescalado por 3.

Usando los resultados anteriores en la ecuacion de perturbacion para la componente
tiempo-tiempo de Friedmann para f(R) (4.196) se tiene

(—2V20 + 6HT + 6H2D)y) = a? <p¢¢5¢ — 5/)) —a? (n — f/w‘f’> 5¢)
(G (4
RV
— g V250 + 3H(Vdd + Pssd 66) — Bngqﬁ’éqﬁ — 6H DYy — 3V Yy,
la cual concuerda con la componente tiempo-tiempo de la ecuacion de Friedmann
perturbada (II-forma) para ST (4.170), con @(¢) = 0.

Reemplazando las equivalencias encontradas a la ecuacion de perturbacién de Fried-
mann para la componente espacio-espacio (4.197) en f(R), se obtiene

(20" + V(@ — U) + H(2D' + 4TV) + (4H' + 2H?) D5,

_ B 1 JE
+ (U =B, 10 = a(6p6,u, + B(IT,, —gawv2n)) — a2pf5¢5wj

<

—a? <V¢ -V ¢> (5(25(5,w + 1;(;3(8“61, — 5,WV2)5<;5 + H(1/7J¢(5(Z5/ + (23/1;¢¢5¢)5“V

@l‘

2 - - . . -
~H f 060 — 2HO Doy, + (20 V608 + 320506 +10s08" + 6" V5500) Oy
- ?W%W +0"16)000u — 20(6 g + 6" Pg) 0 — (2 +20)¢ Vg1,

la cual concuerda con la componente espacio-espacio de la ecuacién de Friedmann
perturbada (II-forma) para ST (4.165).

6.5 Ejemplo en la equivalencia de las teorias

Se comprobaron las equivalencias entre las teorfas ST y f(R) en forma general. A
continuacion se muestran 2 teorias como ejemplos particulares. La importancia de
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mostrar estos ejemplos radica en ver como se pueden construir los potenciales para
ST partiendo del modelo f(R).

Las 2 teorias que se trabajan de f(R) son: las propuestas por Starobinsky [70] y
Waine-Hu & Ignacy Sawicki [71].

El modelo de Starobinsky es un modelo de inflacién césmica cuyas perturbaciones
en la época inflacionaria fueron primeramente discutidas por Mukhanok y el mismo
Starobinsky [72, 73]. Sus predicciones concuerdan con los datos recientes del CMB
[74]. Para mas discusiones sobre este modelo, ver [75].

El modelo de Hu-Sawicki es un modelo capaz de reproducir la aceleracion del uni-
verso (concordando con varias pruebas [76, 77, 78]) y a la vez satisface las pruebas
para el sistema solar [71].

En estos modelos se construye el potencial partiendo del f(R) dado, mostrando las
equivalencias entre las ecuaciones de Friedmann background y las perturbadas.

6.5.1 Modelo de Starobinsky
El modelo de Starobinsky estd dado por

RZ

(6.20)
donde la constante M tiene dimensién de masa.
Para construir el potencial V' (¢) de Starobinsky, primero se calcula la derivada de

f(R)

R
JR=1+ W (6-21)
De la ecuacion (6.6) se tiene
R
p=1+ VL (6.22)
por tanto
R =3M?(¢—1), (6.23)

donde se ha tomado ¢ (¢) = ¢.
Ahora, V = R¢ — f(R) usando la equivalencia del potencial (6.4), por lo cual

V(9) = 3MA(p — 1)6 — 3M(6 — 1) — 5 (6 — 1M
_ 2M2(¢ 12, (6.24)

donde se ha reemplazado (6.23) en los términos que inclufan a R, ademds, como se
ha mencionado con anterioridad el potencial se ha reescalado por 3 [76].

Equivalencia en las ecuaciones de Friedmann

Del modelo, se calculan las siguientes relaciones

1
JRR = EYYEk (6.25)

RZ
Rfr — f(R) (6.26)

~6M2
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Reemplazando estos valores en las ecuaciones de Friedmann (3.39) y (3.40) se obtiene

R R® MR
2 _ 2 2
R HR' R® R
~(@H ) (1 * 3M2> =o't s e T (628)

Las ecuaciones de Friedmann para Brans-Dicke con el factor w = 0 y el potencial
reescalado son

3H2¢p = pa® — 3HP + Va? (6.29)
—(2H' + MY = pa® + ¢" + H' — Va?. (6.30)

Usando el potencial (6.24), y debido a la relacién de equivalencia ¢ = fg, se tiene

3 R 2
=M (1+——1
v (14 g 1)

R2

donde se ha usado la ecuacién (6.21). Reemplazando las equivalencias obtenidas en
las ecuaciones de Friedmann de BD, se ven que son las mismas que las encontradas
en la teorfa de f(R).

Equivalencia en las perturbaciones Cosmoldgicas

Se muestran las equivalencias en las perturbaciones cosmolégicas en las dos formas
paraBDy f(R).

I-forma

Las ecuaciones de perturbacién para las componentes tiempo-tiempo (4.190) y espacio-
espacio (4.192) para el modelo de Starobinsky en f(R) son

R H?
_ov2 / 2 N = —q?
(—2V?W + 6HY' + 61 <1>)<1+3 2) ( 2>5R a’ép

R 1 H
2 o 2 e /
a (6 2)51% (3 2>V5R+< 2>5R

— 2K (5;) o — (ﬁ;) v (6.32)
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(20" + V(@ — U) + H(2D' + 4V') + (4H' + 2H?)®]0,

R 2H' + H?
(0 =P <1+ 3M2) B < 3M?

> 6RO, = a*6pd,u,

1 R 1
2~ 2 2
+a”p(I1, . —ga,wv M) —a <6M2> SR + (3M2

H 2HR 1
+ <3M2> SRS, — <3M2> D6, + (3M2> SRS,
R// R/
<3M2> 6, — (D' +20) (3]\/[2> Sy (6.33)
Ya calculadas las perturbaciones en f(R), se procede a calcular las componentes

perturbadas en BD. Las componentes tiempo-tiempo y espacio-espacio con w = 0
son

> (0,0, — 0, V2)OR

[—2V20 + 6H T 4 6H2D|¢p — 3H25¢p = —a®Sp + 3HIP — 6HP' P — V35¢
— 3¢V — a*Vyd¢.

(20" + V(@ — V) + H (20 + 4V') + (4H + 2H?)®]0,,,
+ (U =), )b+ (—2H — H)566,, = d (5p5u,, +p <H,W —;%,VQH) )
+ (040000 — V2560 — 26" @8y, + 568y — 2HE DGy, + HIY 5y
— (20 + @’)émy) — V060,
De la ecuacioén (6.24) se ve que

6 R
Vo= M o—1) =3, (6.34)

donde se ha usado la equivalencia (6.22). Reemplazando estos valores y del hecho
que 6¢p = M2 , se puede ver que las ecuaciones perturbadas en BD con la equivalen-
cia corresponden a las ecuaciones perturbadas en f(R).

II-forma

Para calcular las ecuaciones de perturbacién para f(R) en el modelo de Starobinsky
en la II-forma se tendrdn en cuenta las siguientes relaciones

f;RR - 3M21+ R (6.35)
Jin _ ! (6.36)

fn  3M2(3MZ+R)
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donde se han usado las ecuaciones (6.21) y (6.25). La ecuaciones de perturbacion

para las componentes tiempo-tiempo (4.196) y espacio-espacio (4.197) para el mod-
elo de Starobinsky en f(R) de la II-forma son

R a? _ R?
R AVA o’ 29) (1 = §
(—2V2W + 6H Y + 6 )<+3M2) (3M2—|—R)(R+6M2> R
H HER 2HR R
2
~p VR e R e e (637)

20" + V(@ — U) + H(2®' + 4V') + (4H' + 2H?*) P00

R a? R?
T —®),,](1 = — —
+( S ]< +3M2> 2(3M? + R) <R+6M2>5R

H HER
0,0y — 6, V2)OR + ———56R'S,, — __ RS,

3M2< w V)R + 3M2 M 3M2(3M2 4+ R)

2HR 1 R" 2R
— B, + s 0RS,, — __SRO,, — ——= D6,

sar2 Yo T g0t on 3M2(3M?2 + R) Row = 53 ®n

D/

- 5P (@' +27")5,,,. (6.38)

Las componentes tiempo-tiempo y espacio-espacio para la II-forma en BD son

[—2V2W + 6HY' 4 6H>®]p = —3H (Z 8¢ + 3HIPY — 6HY'D — V35p — 3¢'T’
—a (v, - ) 5
¢ ( )%

(20" + V(@ — U) + H(2®' + 4V') + (4H' + 2H?*) D0,
an
+ (U — @), 6 = (0,05 — 0, V)6 + 60”8, — 24" D6, — iw&w
i
+HEP' 8, — 2HP B, — HE&MW — (20 + ®)¢/5,, — <V¢ — ‘;) 5H0 -

Teniendo en cuenta las relaciones de equivalencia (6.22), (6.24) y (6.34), las siguientes
expresiones quedan

VR R? 3 _ R?
Ve —=—_ __ = — R+ —= 6.39
®7 % 2 4BM2+R) 2(3M2+R) < N 6M2> (6:39)
¢l Rl
¢ _ _ 6.40
¢ 3M2+R (6.40)
¢Il R//
= 6.41
¢  3M2+R (641)

Reemplazando estos valores en las ecuaciones de Friedmann de BD, se ve que con-
cuerdan con las ecuaciones de Friedmann en f(R) para la II-forma.
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6.5.2 Modelo de Hu-Sawicki
El modelo de Hu-Sawicki estd dado por [79]

2A
f(R) = AT (6.42)
donde A es una escala de energia constante cuyo valor coincide con el el valor ob-
servado A = 3HZQ, y € < 1 es un pardmetro de deformacion pequefio positivo.
Este valor ha sido acotado por diferentes observaciones [80], tal que, en la expansién
cosmoldgica, la teoria f(R) es indistinguible del modelo ACDM
Debido a que ¢ es un valor muy pequeno, f(R) se puede escribir en forma aproxi-

mada LA T
€
=-2A(1—-2—( — . .
= (12 () 619
La derivada es "
AAN\"
De la equivalencia (6.6), se tiene
n+1
b= —c <4£> ’ (6.45)
por tanto
__1
B M n+i
R=4A (" . (6.46)

Reemplazando este valor en (6.43)

f=—2A+— (4A)"+1 ((4/\)—" <W)|> il)

—2A +4A- <|¢|> (6.47)

Usando la equivalencia del potencial (6.8), el potencial para Hu-Sawicki es

V(g) = 4A¢<|¢‘) 20 — 4N (’¢|>

— 2 <1 — 26”T+1 (@) "“) . (6.48)

el cual esta concorde con [79].
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Equivalencia en las ecuaciones de Friedmann

De la ecuacion (6.43) se obtienen las siguientes relaciones

= D (A (649
o _ Ce(n+ 2§n+2) <4};\)"+1 (6.50)
o _ e(n + 1)(nRJg 2)(n + 3) <4é\>"+1 (651)
Rfn— f(R) = 2A (1 ~ 9" : ! (4]{2\)”) . 6.52)

Reemplazando las relaciones anteriores en las ecuaciones de Friedmann para f(R)
(componente tiempo-tiempo (3.39) y componente espacio-espacio (3.40)) se obtiene

AN\ n+1 [4A\"
g2 [ 2 _ 2 2 o =
3H6<R> pa —i—aA(l 2¢€ - <R>>

! AN\
— 3e(n + 1)%% <R> (6.53)
y
4N\ R [4A\" n+1 [4A\"
2y [ AN _ 2 o, a0 _ _ il

(2H+H)6<R> pa —i—e(n—i—l)RH(R) A(l 2¢ " <R>>

R [4A\"T! R? [4A\"!
(6.54)

Para calcular las ecuaciones de Friedmann en BD, primero se calcula el potencial
(6.48) a través de la equivalencia

V =2A (1 - 26”2 L (4}?)”) . (6.55)

Reemplazando este potencial en las ecuaciones de Friedmann de BD con w = 0 (6.29)
y (6.30) se llegan a las mismas ecuaciones mostradas para f(R).

Equivalencia en las perturbaciones Cosmolégicas

A continuacién se muestra las equivalencias de las perturbaciones en la I-forma para
BD y f(R), debido a que las ecuaciones encontradas son muy engorrosas. Aunque
a lo largo de la secciéon ya se mostraron las equivalencias en manera general de las
2 formas posibles. Las ecuaciones de perturbacién de Friedmann para f(R) en la
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I-forma son

n+1 n+1
— (=2V2V + 6HT + 6H*D)e (%\) — 332¢ e(n + = )<4}1;> 6R

2 n+1 n+1
= —a?*0p — 7Re(n +1) <4£\> OR — (n + D) <{\> V3R

2 R R R

+37—t( (”;1) (4}%\)”“ 53/—e(n+1)(n+2)R2 (%)nﬂ 51-‘5)
e(n+

n+1 n+1
)(4]?) R — 3(”R+1) (%) R (6.56)

—6H

R
— (20" + V(@ — U) + H(2®' + 4T') + (4H' + 2H?) D],

AN\ e(n+1) [4A\"!
+ (le - (I))7lw ]6 <R> - (2H/ + HQ) R (R) 5R5MV

2_ 1 4A n+1
= a?(6pdyu + p(11 ,W—35Wv2 ) - “fteln )<> SRG,.,

2 R R
n+1 n+1
+€(”gl) (%) (0u0y — 5Wv2)5R+H< cnt = D (i?) OR
n+1 n+1
_e(n+1)(n+2) <4A>“H L pe(n+1)(n+2)(n+3) <4A>”“
+ (— 2R E — R+ R - — 0R
R? R R3 R
( +1) (4A i v pu€n+1)(n+2) (4A mH
7 5] OR" — R 2 7 OR |0,
1) 2) [4A\"T 1) [4A\"
‘”( T (R) 2 (R) )
n+1) [4A\"
— (& +20)R'" el 7 )(R> Sp- (6.57)
Para calcular las equivalencias con BD, basta con tener en cuenta que
q q
_ ‘¢’ n+1
Vs = —4A =R, (6.58)
y
n+1
56 = 6(”; D) (4;%\) SR (6.59)

donde se ha usado la equivalencia (6.45). Reemplazando estas equivalencias se llega
a las mismas ecuaciones encontradas en f(R) para la I-forma.
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Capitulo 7

Conclusiones y Perspectivas

Las teorias de Gravedad Modificada (TGM), proveen una interesante alternativa
para abordar el problema de la actual expansion acelerada del universo. A lo largo
de este trabajo se vio un desarrollo en tres ramas de estas teorias, la teoria de Brans-
Dicke, la teoria de Escalar-Tensor y de f(R).

A continuacién se muestra un resumen de lo realizado en cada capitulo.

e En el segundo capitulo, se hallaron las ecuaciones de campo partiendo de las
acciones para las siguientes teorfas, Relatividad General, Brans-Dicke, Escalar-
Tensory f(R), donde en cada una de éstas, se enfatiz6 en el término de frontera
correspondiente y el término de frontera de GYH.

Como resultado importante y propio de esta tesis, en este capitulo se mostré
que para BD el término de frontera se cancela con el término de GYH, como la
tesis de Alejandro Guarnizo [51] mostré lo mismo para f(R).

e En el tercer capitulo se mostraron las ecuaciones de Friedmann para un uni-
verso homogéneo e isotrépico en las teorias, Relatividad General, Brans-Dicke,
Escalar-Tensor y f(R). Este universo es la base para estudiar un modelo mas
realista.

e El cuarto capitulo es importante en este trabajo, ya que, éste muestra las per-
turbaciones cosmoldgicas a primer orden en el gauge de Newton conforme en
todas las teorias expuestas con anterioridad. En las teorias de gravedad modi-
ficada se perturbaron las ecuaciones dependiendo de donde estuviera el factor
implicado, en BD y ST dependian del campo escalar y de la funcién de éste
respectivamente, y en f(R) del factor fr. La diferencia en las dos formas de
perturbar las ecuaciones, solo es algebraica, la fisica es la misma, pero es im-
portante tenerlas en cuenta, dado que, para realizar las equivalencias como se
muestra en un capitulo posterior, las perturbaciones deben haberse hecho de
la misma forma. En el desarrollo de las perturbaciones surge de forma directa
una contribucién a la ecuacién de anisotropia, para BD en la forma %, en ST,

L25¢yen f(R), 25R,

e En el quinto capitulo se hizo una restriccién sobre la época de dominio de ma-
teria de las perturbaciones encontradas en el capitulo anterior. Luego se realiz6
la aproximacion sub-horizonte para cada una de las teorias desarrolladas a lo
largo de este trabajo, llegando a una ecuacién tipo Poisson para cada una de
las teorias.
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e En el dltimo capitulo desarrollado, se realiz6 la parte mas importante en el tra-

bajo, se mostraron las equivalencias entre las teorias STy f(R). Se presentaron
las equivalencias en las perturbaciones cosmolégicas en el gauge de Newton
conforme en las dos formas obtenidas en el capitulo 4.
Como ejemplo de las equivalencias, se tomaron las teorias de Starobinsky y
Hu-Sawicki, partiendo de la equivalencia en las acciones se construy¢ el poten-
cial, se hallaron las ecuaciones de Friedmann del background y perturbadas,
donde se evidenciaron las equivalencias en las ecuaciones mencionadas.

Como perspectiva importante que deja el trabajo, es la posibilidad de realizar simu-
laciones cosmoldgicas con las ecuaciones encontradas tipo Poisson para las teorias
Relatividad General, Brans-Dicke, Escalar-Tensor y f(R).
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Apéndice A

Evaluacion del término
gab(;Fde o gadg[wcac

En (2.15) se calculé la variacién de los simbolos de Christoffel

1 1
or%,. = §5gad<8bgdc + OcGbd — OaGbe) + §gad(8b59dc + 0:09bd — OdOGne), (A1)

usando la relacion (2.4) se tiene

1 1
oy, = 5(—9aegdf 09ef)(Obgde + Ocgbd — Oagve) + igad(abfs.gdc + 0:09bd — OadGne)
1
= 9" T80t + 59" (0h09ac + Ocbigha — Dadgnc)

1
= 59"(0s09ac + Ocbgba — Dadgne — 207, 00ap), (A2)

acé se uso la definicién de T’/ pe Y S€ renombro algtin indice mudo. Se suman y restan
L s f f . .
los siguientes términos I', ;6g.r y I’ ;.09 en la ecuacién anterior

1
o, = §gad(5b5gdc 17, 0945 — T, 89es + 0000 — T, 0948 — T 1097
— Dabgpe + T ba09ct + Ffdc&]fb)o (A.3)
La derivada covariante de dg, es
Vcégab = acgab - cha(sgbd - chbdgad' (A4)

Teniendo en cuenta que el simbolo de Christoffel es simétrico I'?, ., = I'? ; ,ya que se
estd trabajando en una variedad libre de torsién, se tiene

1
ol = §9ad(vb5gdc + Vedgba — Vadgee)- (A.5)
Por lo tanto, se tiene
ab sTd ad ST ab 1 dc ad 1 cb
g or ab— 9 or ac — 9 ig (vaégcb + Vbégac - vcégab) —dg 59 vaégbc

1 1
= ig“bgdc(vaégcb + V09ac — Vedgap) — ig“dgd’Vaégbc (A.6)



Apéndice A. Evaluacién del término

84
gabérdab _ gad(srcac

Es conveniente expresar el resultado anterior en términos de §g%, para lo cual se
utiliza (2.4), con lo cual

1
g**oT %y, — g*ere,, = 59“”9‘“ (Va(=9eegnrdg™) + Vi (—gacgerdg®)

e 1 a. Ci e
— Ve(=9acar09°)] = 9“9V a(—gbegerdg™)

2

1
= §g“bgdc [90e961 V09 — 9eegvf Va9 — gacger Viog®]

1
+ 599" Gbeer Vadg*,
recordando que g,,g* = 0¢, y V¢ = g%V, se tiene

1
gabérdab _ gadércac — 5 [5b€gbfvd5gef _ 6af5devadgef _ 5b€5dfvb(sgef
+ 5Cegcfvd5g€f]

1
= Sloer V0T — Vadg™ — Vidg™ + geyV4og"],

renombrando algunos indices mudos, se tiene

g** 0Ty — g*0T°,, = gy V09 — Vebg™ (A7)



Apéndice B

Términos con M.y N°

Se definen las siguientes cantidades
M, = ¢gefvcégef - 5gefgefvc¢a

y
N¢ = ¢V 169 — 69V ;9.

La derivada covariante de M. es
VM, = V(¢gesVebg™) — V(697 gesVet)
= (vccz))gefvcégef + ¢gefvcvcégef - (v6696f>gefvc¢
— 697 gey VoV 0,

donde el primer y tercer término se cancelan, con lo cual
VM, = ¢ge;06g%" — 59°7 geyOo,

entonces
¢gefD698f = VM, + 5gefgef|:|¢~

La derivada covariante de N€ es

VN¢ = Vo (¢V39%T) — V(599 V 1)
= (Vep)V 09T + ¢V V1697 — (V3 )V — 697V Vs,

donde se cancelan el primer y tercer término, por lo tanto
VN = ¢V, V59 — 56V .V ¢

obteniendo asf
OV V169 = V.NC + 8¢V .V ¢

Restando (B.4) con (B.6), se tiene

¢ger 089 — 9V V169 = 69 (9500 — VeV 5¢) + (VM — VN°)
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(B.1)

(B.2)

(B.3)

(B.4)

(B.5)

(B.6)

(B.7)






87

Apéndice C

Traza de las ecuaciones de campo
de Brans-Dicke

Se obtuvieron las ecuaciones de campo de Brans-Dicke

_8Tpm)

Gab (Z) ab

¢2 ( a¢vb¢ 7gabv vacd))

Vi(9)
¢ (V V¢ — gapId) — W (C1)

Para hallar la traza, se multiplica la ecuaciéon anterior por g,

ab ab (m) ab 1 ab c
Gaw ¢ T ¢2 (g Va¢vb¢_ 59 JabV ¢vc¢>

+ ; (gabvavb¢ - gabgablj¢> - V;j)gabgab- (CZ)

La traza del tensor de Einstein
ab ab 1
g Gab =g Rab - §Rgab

1
= R~ 5R(4)
=R, (C.3)

donde se ha usado el hecho que R = 9 Rap y 9 ga = 4, ya que es la dimensién del

espacio-tiempo en el que se esta trabajando.

Recordando que V¢ = ¢V, y la traza de momentum-energia 7™ = g“bTCE;n), se

tiene

“R= 8;::?( m) 4 p (ngévbgb - fv%pv ¢>
|y 4V ()
+3 (V"9 - 4000) -5y
_ STy _ @ e ¢ V(¢
= ¢2v Ve~ 3~ 2 (C.4)

donde se han renombrado algunos indices mudos y el hecho que V¢V ¢ = O¢.
Finalmente, la traza de las ecuaciones de campo de BD da

R=5Tpm | “gesg,p 4372 4 oV

5 P s T2 (€5)
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Apéndice D

Escalar de Ricci R en términos de
las cantidades ', y C°

El escalar de Ricci comtnmente se escribe de la siguiente manera
R = g% Ry = g%0,T° — g%8,T%,, + ¢g*T? T, — grd, T, (D.1)
donde )
I = 596(1 [Oagab + ObGad — Oagab];
en particular
[, = %gbd [Ob9da + Oagba — Oaga) = lgbdaagbd-

2
De (2.5) se tiene

Oev=9 _ 1gbda Gbd
V=g 27 T
por tanto
Oar/— 1
r,=r°, = i/?gg = 59" 0ugea (D.2)

Se multiplica el factor anterior por g

1
9Ty = §gd’gef OpGes

1
= 590d9ab5d9ab7 (D.3)

donde se han renombrado algunos indices mudos.
De (2.4) se ve que
029" = —9°9" Bages,

la cual se puede reescribir
1
—0ag”" = )

1 1
_ §gabgcd8bgad + igabgcdaagdb’ (D4)

1
9°gY Bages + §gcegdf Dager

donde se han renombrado algunos indices mudos.
Multiplicando g% por el simbolo de Christoffel mostrado en la parte superior, se
tiene

1
g¥rC,, = §gab90d(3a9db + OvGad — OdGab)- (D.5)
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El término anterior es igual a la resta de los términos (D.4) con (D.3), por lo tanto

C¢ = goT°,, = —039°% — g°T,. (D.6)

Ya se ha encontrado los términos I', y C'¢, ahora se busca reescribir el escalar de Ricci
en término de estos dos, para esto, se puede reescribir el siguiente término como

1

1 1
2deef9bgd€ = — T, (9% gD gac) = —g“T?y, <29d“8bgac> ,

2

donde se ha usado (2.4), ademds, si se suma un cero convenientemente, se tiene

1 1
§deeab9de = —g“T", (29da(5’cgab + OvGac — 3agbc)> ,

por lo cual
L
2

Haciendo el producto de I'y y C?, se obtiene

I°,,0pg% = —g™T?,,T%.. (D.7)

yC?% = g1, T°,. (D.8)

Los términos (D.7) y (D.8) son las altimas dos componentes del escalar de Ricci (D.1),
por tanto se ve que
R=Ri+ Ry (D.9)

donde
Ry =g ((%F”ac - 80Fa> (D.10)

1
Ry =T,C° + 5l‘l)deabgde. (D.11)



Apéndice E

Ecuaciones de Friedmann para la
teorias de Brans-Dicke,
Escalar-Tensor y f(R)

E.1 Ecuaciones de Friedmann para BD

Partiendo de las ecuaciones de campo para BD (2.65) se tiene

8 m 1 C
Gap =— T 4 (va¢vb¢—2gabv ¢VC¢>

v T
+ 2 (Va¥i — g00) — D,
para la componente tiempo-tiempo se tiene
Rop — %gooR 28(; (pgoo + (p + puouo) + 25 @ - 1goo( %))
g(qﬁ + go0(d + 3H))

N\ 2 .
87r 1 10) 10) %

donde se han usado las relaciones (3.19) y (3.20).

Reemplazando (3.5) y (3.6) en la ecuacién anterior se tiene

. 2 .
, 87w (é o\ K V
AL <¢> _H(¢>_@2+6¢

para la componente espacio-espacio se tiene

1 8
Ry = 59 R = (;TT}LT) o ( WOV — gWVCqbchﬁ)
%4
+ E (Vuquﬁ - g;wDQb) - 2(;b>g;wa

91

(E.1)

(E.2)

(E.3)

(E.4)
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ya que,
VYoo = 8,050 T, 0.6

= _F;wai) = _(adguu)ﬂg

= _g,uVHQZBv (E5)
se tiene )

1 8t 1 (¢ 1y N V(9)
Ry = 591t = SPt Y <¢> +3 (¢ + 2H¢>) 2% (E.6)

donde se han usado las relaciones (3.19) y (3.20).
Reemplazando (3.5) y (3.6) en la ecuacién anterior se tiene

" 2 \¢) ¢ 2¢

o\ 2
i+ H2 = 2T, L, <¢> —1(d§+2H¢})+V(¢)+£§. (E.7)

E.2 Ecuaciones de Friedmann para ST

Para calcular las ecuaciones de Friedmann para ST, se parte de las ecuaciones de
campo de ST (2.120)

Ganf (6) = T3 + w(0) (Vad Vi — 50V 6V.0)
+ (vavbf(¢) - gabDf(¢)> - gabv(¢)a (ES)

para la componente tiempo-tiempo se tiene

(Roo — 5 o) f(8) = T§5" +w(6)(& ~ S000V"99.6)

+ (f(9) — go00f () — gooV (¢).

Asumiendo el universo espacialmente plano como un fluido perfecto y teniendo en
cuenta (3.19), se llega a

1 . ..
(Roo + 5R)f = p+ 58+ +0f +V, (E9)
ya que
) 0 .
Of = VoV = ¢0a0.] — 6°'Tiadaf = 8 — T f — g0,

= _f_ ngF;wa = _f_ a_Qg'uV(aaguu)f
=—f—3Hf, (E.10)

se obtiene la primera ecuacién de Friedmann

3fH? =p+gq52+V—3Hf, (E.11)
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donde se han usado las ecuaciones (3.5) y (3.6).
Para la componente espacio-espacio se tiene

Guof = T ~ S0V 6V)
+(VuVuf = 9 0f) — 9V (9)
(Ryw — %gwR)f = PG + %gwwd}z
+ (VuVuf + gu(f = 3H)) = gV,

como
v,uvuf :W_O Ffwacf

= _F/(,)Lljf = _(adguu)f
— (E12)

se tiene la segunda ecuacién de Friedmann para ST

—2Hf—3H2f:p—i—%w(ﬁz—i—f—l—QHf'—V, (E.13)

donde se ha usado (3.5) y (3.6).

E.3 Ecuaciones de Friedmann para f(R)

Las ecuaciones de campo para f(R) son (2.147)

m 1
G fr = Téb )+ §gab(f(R) — Rfr) + VaVifr — g fR,

para la componente tiempo-tiempo se tiene

1 m 1
(Roo — iRgoo)fR = To(o )+ §goo(f(R) — Rfr) + VoVofr — goo0fr

(Roo + 3 B)fr = T§3" — S(f(R) = Rfr) + VoVon + Of

Teniendo en mente que el escalar de Ricci R depende solamente de ¢, se hallan las
siguientes relaciones

S 0 i}
VoVofr = Vofr = fr = T00:/r = [r (E.14)
0
Ofr = VVefr = g“0a0cfr — 9°Tea0afr = 9" fr — L% fr — ¢* T, fr
= _fR - g#VF/(in'R = _fR - a_QgMV(aaguu)fR

= —fr — 3H R, (E.15)

donde fr = frrRYy fr = ff(g?))RZ + frrR.
Reemplazando los valores anteriores y las ecuaciones (3.5) y (3.6) se llega a la primera



94

Apéndice E. Ecuaciones de Friedmann para la teorias de Brans-Dicke ,

Escalar-Tensor y f(R)

ecuacion de Friedmann

3H?fn = p-+ 5(Rfn — [(R)) ~ 3H fant

(E.16)

donde se ha asumido el universo espacialmente plano como un fluido perfecto.

Para la componente espacio-espacio se tiene

1
G,quR = Téﬁl) + *guu(f(R) - RfR) + vuvufR - g;w‘:’fR

2

1 1
(Ruu - 7gle)fR = T/ST) + iguu(f(R) - RfR) + vuvufR - gMVDfR?

2

calculando la siguiente relacién

0 e
v,uvl/fR :M_ Fuuach
= _ngfR = _(adguu)fR
= _g,uVHfRa

se llega a la segunda ecuacion de Friedmann

2

QL + 3H) fu = p+ 2HRfpn + ~(F(R) — Rfr) + Bfn + B2FY

(E.17)

. (E.18)

donde se ha asumido el universo espacialmente plano como un fluido perfecto y se

han reemplazado las ecuaciones (3.5), (3.6) y (E.15).
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Apéndice F

Relaciones perturbadas para BD

Para hallar las relaciones perturbadas se usaran las componentes de conexién per-
turbadas (4.72). Primero se calcula

gocvc¢/ = goc(ac¢l - choad¢)
= %8¢’ — T — T" 100 )
=a ?(=142®)[¢" — (H + )¢ — ®,,0,4],

donde se ha usado (4.69), como se esta trabajando en perturbaciones lineales se tiene
9°Ved = a 2[(—1+28)¢" + (H+ )¢ — 20H¢ + ,,0,9]. (F.1)
Para la segunda relacién
99V Dy = g+ (00,6 — T, 0]
= 9" [0x00 — T, 000 — [, 0x)]

=a 2(1 4 29)6,,[0:000 — (Hbwy — (QH(® + V) + V)4, ¢’
- (_(\II?V 5)\.‘-@ + \Ijvﬁ 5>\1/) + \II7>\ 5I€V)a>\¢]>

donde se ha usado (4.69), despreciando términos de alto orden

94V 0,d = a2 [(1+29)0,0,6 — (1 + 2V)H — 2H(D + U) + V')(1 + 2¥))5,,¢’
— (= (W, 0y + U, 00) + W, 0,) 000
=a 2[(1+29)8,0,6 — (1 + 20)H 0" + 2H(P + U) + /)5,
(U, Oxp + U, 00)000 — U3 OrO, ],

agrupando términos, finalmente se tiene

94V 0,0 = a2 [(1+29)0,0,0 + He' (=1 + 20)8, + V' ¢ 6,
+ \ij 8u¢ =+ \I’au 81/¢ - \I’M aAQb(s,uV]' (Fz)

Se halla la tercera relacion perturbada
0¢ = 9" Vadyt = 9™ (0abd — T*430c0)
= 9"(900s6 = T040e0) + 9" (0u0s6 = T,0c0)

= 9%(8000¢ — I'400¢) + 9" (80,0 — I°,,,0:0)
= goo(aoao¢ - ]‘_‘00080¢ - Fuooauﬁb) + guy(aﬂqus - FO#V80¢ - FHNV8H¢)7
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reemplazando la métrica y las conexiones perturbadas se encuentra

06 = a=2(~1 +20)[¢" — (H + @)/ — ®,,,0,0)
a2 (14 20)8,0[0,000 — (B — (ZH(B +T) + 15,
— (T 85 4 U,y 68) + U, 6,0) 00,

despreciando términos de segundo orden en la perturbacién se tiene

O¢ = a ?[(—1+29)¢" + V2p(1 + 20) + 0,¢(®,, —V,, ) + 2H¢' (=1 + 29)
+ ¢/ (30 4 @) (E3)

La cuarta relacién perturbada es

vc¢vc¢ = gac a¢ac¢

= 90680¢6c¢ + gucau¢8c¢
= 90080¢60¢ + glwa;ﬂsaud)
reemplazando (4.69) se tiene
VeoVed = a 2[(—1 + 20)¢"? + (1 + 2W)(99)?], (F4)

donde (8¢)? = 6,,,0,60,¢.
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Apéndice G

Relaciones perturbadas para f(R)

Para hallar las relaciones perturbadas se usaran las componentes de conexién per-
turbadas (4.72). Primero se calcula

VOVofr = 9" (fi — T000efR)
= a1+ 20)(ff — Do~ 0 )
= a (=1 429)(ff — (H+ ) fr— PAOrfR)
eliminando ordenes de orden superior
VOVofr = a2 (=1 +20)ff + (H + ®) fr = 2HO fly + .1 Oz ). (G.1)

Para la segunda relacién

VEVL fr = 9" (00, fR — T, 0cfR)
= 9" (0x0ufr — T, fr — T2, ONFR)
= a"2(1+ 20)0" (0,00 fr — MO [l + QH(D + ) + U)o f1z
+ (U, 0%, + W, 07,00 R — V.0 55000 fR),

eliminando ordenes de segundo orden, se tiene

VAV, fr=a"2((1 +29)0"0, fr — (1 + 2U)HH, fr + (2H(D + T) + )", ff
+ W, 0ufr+ V., 00 fr — V,\O\fRS")). (G.2)

Ahora se calcula [ fg, a partir de las relaciones halladas anteriormente

Ofr = VVofr + V*Vyufr
=a 2((—14+20)fl + (H+ B fr — 2HOff, + ®,x Orfr) +a 2((1 4 20)0* fg
=31+ 2U)HfR + 6H(® +0) fr+ 3V fr+ V., 0, fr + V., 0ufr — 3V, 2 OrfR)
= a7 (=14 20) 8 + 2H fR(—1 4 20) 4+ (&' + 30 ff + (1 + 20)V3fr
+(®,, —V,,)0,fR)- (G.3)
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Apéndice H

Ecuaciones de momentum-energia
perturbadas en el gauge de Newton
conforme

La derivada covariante para el tensor momentum-energia es
vaTab == aaTab + FacaTCb - FcbaTac7
dado que T% = T% + 6T%, entonces la derivada covariante queda

vaTab + VadT = aaTab + aa(STab + (faca + 5Paca)( _Cb + 5ch)
- <fcba + 5rcba)<Tac + 5Tac)
= (0T + D0, T = T, T%) + a8, + T, 0T + T56T",,
B f‘cbaéTaC - Tacércbm (Hl)

donde se han despreciado términos de orden superior en las perturbaciones. El
paréntesis en la ecuacién anterior es la derivada covariante del tensor momentum-
energia del background, por lo tanto

VadTa - 8a(5Tab + f‘aca(STCb + ch(sraca - f‘cbadTac - Tac5rcba. (H.Z)
Tomando b = 0 y dado que V,67% = 0, se tiene
0 = 06T + 8uST"y + T000T % + T, 6T + THT g + THoT
= T000T"% — T, 6T#, — T 0 — T*,6T",,,
usando las ecuaciones (4.73), (4.74) y (4.119), se llega a
0=—6p + (p+p)VZiv — 3HIp + 3p¥ — 3HIp — HFVTT + HpVTT + 3V,
organizando los términos se obtiene la ecuacién de conservacion de energia
5p = —3H(6p + dp) + (p + p) (Vv + 30'). (H.3)
Tomando b = p se tiene
0 = 800T", + 8,67, + L06T°, + 7,07, + 1,60 4 + T",0T",,
— ¥ ,00T%, —I°,,6T" — TGor° o — T%.6T"
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usando las ecuaciones (4.73), (4.74) y (4.119), se llega a

o o _ 1_ o o
0=—(p+p)v,u—(p+ P, +3p,, +pV>1L,, —ngQH,# ~H(p + P)vyu —3H(p + P)v.p

+ 5P, —p¥s — 3% + P, + H(p AP0, — M40 + PP +P%5 + 39
7%7

quedando la ecuacién de conservacién del momentum

2
(p+P)' = (p+)'v = 4H(p + p)v + 0p + PV T+ (5 + p) 2. (H.4)
. . . op
Derivando la densidad relativa (6 = E)
sp\" o P
§ = <_> = — — T25Pa (H5)
p PP

usando la ecuacién (H.3) y la conservacioén de energia del background
p'=—=3M(p+p), (H.6)

se tiene 5
§ =-3H (6 + 5) + (14 w) (V20 + 39) + 3H5(1 + w),

donde se ha usado la ecuacién de estado p = wp. Por lo tanto, la ecuaciéon de conser-
vacion de energfa queda reescrita

&' = (1+w)(V3v + 3¥) + 3H(ws — 5;) (H.7)
Ahora, derivando la ecuacion de estado
P+p) =wp+p(1+w)=w'p—3Hp(l+w)?,

donde se ha usado (H.6).
De la ecuaciéon (H.4) se tiene

! ) 2
V= 3HA +w —dHo + L 2 g g,
1+w p+p 3l1+w
quedando finalmente
! ) 2w
F— _H(1 = 3wy — —2 p el V211 + & H.8
v H( w)v 1+wv+ﬁ(1+w)+31+w e (H.8)

la cual es la ecuaciéon de conservacion del momentum.
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Apéndice 1

Paquete de Mathematica

Needs|[“xActxPand”|

DefMamfold[M, 4, {a, ﬁ) Y Ky V, Aa 0'}]
DefMetric[—1, g[—a, —],CD, {“;”, “CD”}, PrintAs — gJ;
DefMetricPerturbation|g, dg, €|;

SetSlicing|g, n, h,cd, {“|”, “V"}, “FLFlat”]

VisualizeTensor[dg[LI[1], —p, —v]/ .SplitMetric[g, dg, h, “NewtonGauge”], h|
MyToxPand[expr_, gauge_, order_]:=ToxPand[expr, dg, u, du, h, gauge, order];
MyToxPand|[RicciScalarCD[], “NewtonGauge”, order]

MyEqsE = MyToxPand|EinsteinCD[y, —v], “NewtonGauge”, order]
DefTensor[T[—p, —v|, M]

$Dust = False;
IndexSet[T[a_, B_], ((p[u][] + K[$Dust, 0, P[u][l])u[a]u[B] + ([$Dust, 0, P[u][l])g[c, A])]

PrintAs[Pu]"=P; PrintAs[pu]*="p";

MyConEnergy = MyToxPand[CD[—pu|QT (1, —v], “NewtonGauge”, order]
ExtractComponents[ExtractOrder[-MyConEnergy, 0], h]
ExtractComponents[ExtractOrder[MyConEnergy, 1], h|

MyGR|[p_, v_]:=EinsteinCD|u, v] — 87Ty, V]

MyGRResult = MyToxPand[MyGR|y, —v], “NewtonGauge”, order|
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PerfectFluidConstraint = MakeRule[{yh[LI[1], LI[0]], #h[LI[1], LI[0]]}]
AutomaticRules[h, PerfectFluidConstraint|

MyGRResult2 = MyToxPand[MyGR |, —v], “NewtonGauge”, order]
ExtractComponents|ExtractOrder[1/2MyGRResult2ah[|2, 1], h]

Clear[V]
DefScalarFunction[V]
ConformalWeight[V'] = 0;

DefScalarFunction[F]
ConformalWeight[F'] = 0;

DefScalarFunction|w]
ConformalWeight[w'] = 0;

DefTensor|[Teff[—p, —v], M]
Teff[p_, v_]:=1/F[[l] (CD[u] [ [ICD][¢(]] - 1/2¢[, vICDe][¢[l|CD[-a][p[l])+
1/F[¢[l)(CD[u]@CD[][Flp(l]] — glu, VICD[-]@CDIa] [Flp(ll] — glu, vIVell])

MyST(s._, v_|:=EinsteinCDIu, v] — T{u, v}/ Flp[]] — Teff[u, ]
MySTResult = MyToxPand[MyST |y, —v], “NewtonGauge”, order]

Si se quieren calcular las perturbaciones para BD partiendo de ST se usan las rela-
ciones (2.82).
DefConstantSymbol|w]

Floll] = oll; wlelll = w/ell;
MyST(u, v]

MySTResult = MyToxPand[MyST|u, —v], “NewtonGauge”, order]
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