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Magister en Ciencias Físicas

Perturbaciones Cosmológicas en Teorías de Gravedad Escalar-Tensor

by Joel José VELÁSQUEZ CELIS

Motivados por el creciente auge de estudios en teorías de Gravedad Modificada
(TGM), se estudian las teorías de Brans-Dicke, Escalar-Tensor y f(R), las cuales son
un grupo de estas modificaciones de la Relatividad General. En el presente trabajo,
se hallan, las ecuaciones de campo, las ecuaciones Friedmann para un universo ho-
mogéneo e isotrópico y las perturbaciones cosmológicas para cada una de las teorías
anteriormente expuestas. Además de hallar las perturbaciones cosmológicas en
forma general, se calculan éstas para un universo de dominio de materia, encon-
trando así las ecuaciones tipo Poisson para las teorías de gravedad Escalar-Tensor
y f(R). Luego, se muestran las equivalencias entre las teorías de gravedad Escalar-
Tensor y f(R), en todos los desarrollos que se hicieron a lo largo de la tesis. Por
último, se muestra como calcular los potenciales partiendo de dos ejemplos especí-
ficos de f(R), los cuales son, el modelo de Starobinsky y el modelo de Hu-Sawicki,
encontrando así, todas las equivalencias entre las teorías.
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Perturbaciones Cosmológicas en Teorías de Gravedad Escalar-Tensor

by Joel José VELÁSQUEZ CELIS

Motivated by the growing rise of studies in theories of Modified Gravity (TGM),
the theories of Brans-Dicke, Scalar-Tensor and f(R) are studied, which are a group
of these modifications of General Relativity. In the present work, we find, the field
equations, the Friedmann equations for a homogeneous and isotropic universe and
the cosmological perturbations for each of the theories previously exposed. In ad-
dition to finding the cosmological perturbations in a general way, these are calcu-
lated for a domain of matter domain, thus finding the Poisson equations for the
Scalar-Tensor and f(R) gravity theories. Then, the equivalences between the Scalar-
Tensor and f(R) gravity theories are shown in all the developments that were made
throughout the thesis. Finally, we show how to calculate the potentials from two
specific examples of f(R), which are, the Starobinsky model and the Hu-Sawicki
model, finding all the equivalences between the theories.
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Capítulo 1

Introducción

La teoría de la Relatividad General (RG) fue dada por Albert Einstein en 1915. A
partir de esta fecha, el entendimiento de nuestro universo ha tenido una transfor-
mación profunda. A pesar de que la Relatividad General se ha mostrado consistente
con los datos conocidos [1, 2], cada vez hay mas indicios de sus limitaciones. La
idea de modificar la teoría de RG no es actual. La primera modificación fue intro-
ducida por Weyl en 1919 incluyendo invariantes adicionales de orden superior en la
acción de Einstein-Hilbert además del escalar Ricci [3]. Es importante destacar, que
estas modificaciones fueron introducidas por motivación teórica mas no por eviden-
cia experimental. El primer indicio que hay de que la RG no es la teoría final de la
gravedad es cuando se mostró que la teoría no es renormalizable [4, 5].

Las últimas observaciones del CMB y de las supernovas tipo I revelan que el uni-
verso está compuesto por 23% de materia oscura, 73% de energía oscura y, por lo
tanto, solo el 4% de la energía del universo está en forma de materia bariónica [6, 7].
La materia oscura se refiere a formas desconocidas de materia que tienen las mis-
mas propiedades de agrupamiento de la materia ordinaria, mientras que la energía
oscura se refiere a una forma desconocida de energía que no se agrupa.

La materia oscura ha sido detectada indirectamente por el estudio de lentes grav-
itacionales o las curvas de rotación de las galaxias [8]. La energía oscura exhibe
características repulsivas y es responsable por la expansión acelerada actual del uni-
verso [9, 10].

El modelo más simple que se acomoda con los datos observacionales es el mod-
elo Λ-Cold Dark Matter (ΛCDM). Sin embargo, este modelo no explica el origen de
la materia oscura ni el de energía oscura y deja sin respuesta los problemas de la
constante cosmológica [11, 12].

Asumiendo que la RG no es del todo correcta a escalas cosmológicas, es posible que
no se necesite el término de constante cosmológica para dar explicación a la expan-
sión acelerada del universo. Por lo tanto, es plausible considerar una modificación a
la teoría.

Existen varias maneras de modificar la teoría de Einstein. Una manera, es la teoría
propuesta por Brans y Dicke en 1961 [13, 14], donde se considera un campo es-
calar acoplado no minimalmente al escalar de curvatura de Ricci. Otras propuestas
son las teorías de gravedad Escalar-Tensor (ST) (ver el review [15] y las referencias
allí citadas), las cuales generalizan la teoría de Brans-Dicke (funciones del campo
escalar). Otra manera de modificar la RG es reemplazar en la acción de Einstein-
Hilbert el escalar de Ricci R, a través, de una función de este escalar, f(R) [16].
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El presente trabajo se divide en 5 partes: en la parte inicial se hallan las ecuaciones
de campo partiendo de la acción de cada teoría, RG, Brans-Dicke (BD), ST y f(R).
Como resultado propio del presente trabajo se muestra como el término de frontera
se cancela con el término de Gibbons-York-Haawking (GYH). En la segunda parte
se construye el modelo cosmológico estándar homogéneo e isotrópico para cada una
de las teorías expuestas anteriormente. En la tercera parte se desarrollan las ecua-
ciones de campo perturbadas a primer orden en el gauge de Newton conforme para
las teorías RG, BD, ST y f(R). En la cuarta parte, se toman las expresiones generales
de las perturbaciones y se hace la consideración para un universo dominado por la
materia, luego se realiza la aproximación sub-horizonte y se hallan las ecuaciones
bajo este régimen. En la última parte, se muestran las equivalencias (en la acción,
en las ecuaciones de campo, en las ecuaciones de Friedmann de background y per-
turbadas) entre la teorías de gravedad ST y f(R). Además de lo hallado en forma
general, se toman como ejemplo dos modelos específicos de f(R) (Starobinsky y
Hu-Sawicki). Es importante resaltar que los detalles mostrados en las equivalencias
de Friedmann de background y perturbadas entre las teorías anteriormente men-
cionadas son resultados propios.
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Capítulo 2

Ecuaciones de Campo y Principios
Variacionales

En el presente capítulo se deducen las ecuaciones de campo de RG, así como, para
las teorías de gravedad modificada (TGM), BD, ST y f(R).
Estas ecuaciones se encontrarán a partir de un principio variacional δS = 0, siendo
S la acción. Cada cálculo se realiza introduciendo el término de frontera de GYH,
para así evitar asunciones extras sobre la variación de la métrica y el campo escalar
en la frontera.
En el presente capítulo también se mostrará como las ecuaciones de campo de las
TGM, se relacionan con las ecuaciones de campo de RG.

2.1 Relatividad General

Las ecuaciones de campo de RG se pueden encontrar mediante un principio varia-
cional. La acción que permite esto es [17]

S(RG) =
1

16π

∫
M
d4x
√
−gR+ S(m)(gab, ψ), (2.1)

el primer término es conocido como la acción de Einstein-Hilbert, donde d4x
√
−g es

el elemento de volumen invariante y R el escalar de Ricci.
El segundo término es la acción de los campos de materia, la cual está dada por

S(m) =

∫
M
d4x
√
−gL(m)(gab, ψ), (2.2)

donde ψ denota todos los campos de materia.
Para obtener las ecuaciones de campo de Einstein desde un principio variacional se
varía la acción respecto a gab, obteniendo así

δS(RG) =
1

16π

∫
M
d4xδ(

√
−gR) + δS(m). (2.3)

Los siguientes resultados se usarán a lo largo del cálculo [17, 18]

δgab = −gacgbdδgcd, δgab = −gacgbdδgcd, (2.4)

δ
√
−g = −1

2

√
−ggabδgab, δ

√
−g =

1

2

√
−ggabδgab (2.5)

δRab = ∇c(δΓcab)−∇b(δΓcac). (2.6)
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La variación del escalar de Ricci es [18]

δR = δgabRab + gabδRab = δgabRab + gab(∇c(δΓcab)−∇b(δΓcac))
= δgabRab +∇c(gabδΓcab)−∇b(gabδΓcac), (2.7)

donde se ha utilizado la compatibilidad métrica,∇cgab ≡ 0.
Se procede a calcular el término δ(

√
−gR) haciendo uso de la ecuación (2.5)

δ(
√
−gR) =

√
−gδR+Rδ

√
−g

=
√
−g
(
Rab −

1

2
gabR

)
δgab +

√
−g
(
∇c(gabδΓcab)−∇b(gabδΓcac)

)
. (2.8)

Reemplazando la expresión anterior en (2.3) se tiene

δS(RG) =
1

16π

∫
M
d4x
√
−g
(
Rab −

1

2
gabR

)
δgab

+
1

16π

∫
M
d4x
√
−g∇d

(
gabδΓdab − gadδΓcac

)
+ δS(m), (2.9)

donde se han renombrado algunos índices mudos.
Se analiza el término de divergencia (segunda integral) de la ecuación anterior

δS
(RG)
B =

∫
M
d4x
√
−g∇dV d (2.10)

donde
V d = gabδΓdab − gadδΓcac. (2.11)

Utilizando el teorema de Gauss-Stokes [17, 18]∫
M
dnx

√
|g|∇dAd =

∮
∂M

dn−1yε
√
|h|ndAd, (2.12)

donde ∂M es la frontera de un hipervolumen en M, h es el determinante de la
métrica inducida, nd es un vector normal unitario a ∂M, ε es +1 si ∂M es como
de tiempo y −1 si ∂M es como de espacio (se asume que ∂M no es nulo en alguna
parte). Las coordenadas xa son usadas para la región finita enM y ya para la frontera
∂M.
Reemplazando el teorema de Gauss-Stokes en (2.10) se puede escribir el término de
frontera como

δS
(RG)
B =

∮
∂M

d3yε
√
|h|ndV d. (2.13)

Para calcular las variaciones en los símbolos de Christoffel (Γabc) que aparecen en el
término de V d, se debe tener en cuenta que se está trabajando en una variedad libre
de torsión. Los símbolos de Christoffel son [18]

Γabc =
1

2
gad(∂bgdc + ∂cgbd − ∂dgbc), (2.14)

obteniendo

δΓabc =
1

2
δgad(∂bgdc + ∂cgbd − ∂dgbc) +

1

2
gad(∂bδgdc + ∂cδgbd − ∂dδgbc). (2.15)
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Para encontrar la variación de la acción se fija la siguiente condición [17, 19]

δgab

∣∣∣
∂M

= 0, (2.16)

esto es, la variación del tensor métrico se anula en la frontera ∂M. Por lo cual, la
variación (2.15) da

δΓabc

∣∣∣
∂M

=
1

2
gad(∂bδgdc + ∂cδgbd − ∂dδgbc), (2.17)

y

V d
∣∣∣
∂M

=
1

2
gabgdc(∂aδgcb + ∂bδgac − ∂cδgab)−

1

2
gadgcb∂aδgbc, (2.18)

como Vd = gedV
e, entonces

Vd

∣∣∣
∂M

=
1

2
gabδcd(∂aδgcb + ∂bδgac − ∂cδgab)−

1

2
δadg

cb∂aδgbc

= gab(∂bδgda − ∂dδgba). (2.19)

Se evalúa el término ndVd
∣∣
∂M, usando para esto que

gab = hab + εnanb, (2.20)

entonces

ndVd
∣∣
∂M = nd(hab + εnanb)(∂bδgda − ∂dδgba)

= ndhab(∂bδgda − ∂dδgba), (2.21)

donde se ha usado el hecho de la parte antisimétrica de εnanb con ε = ndnd = ±1.
Ahora, como δgab = 0 en la frontera, entonces hab∂bδgda = 0 [17], obteniendo

ndVd
∣∣
∂M = −ndhab∂dδgba, (2.22)

con lo cual (2.13) queda

δS
(RG)
B = −

∮
∂M

d3yε
√
|h|ndhab∂dδgba. (2.23)

Por lo tanto, la variación de la acción (2.9) queda

δS(RG) =
1

16π

∫
M
d4x
√
−g
(
Rab −

1

2
gabR

)
δgab

− 1

16π

∮
∂M

d3yε
√
|h|ndhab∂dδgba + δS(m). (2.24)

La ecuación anterior muestra que si se fija δgab = 0 en ∂M existe un término de
frontera adicional. La mayoría de la literatura anula tal término argumentando flujos
nulos en el infinito; otro argumento es el de fijar tanto la variación de la métrica como
su primera derivada sean nulas sobre la frontera, es decir, δgab = 0 y ∂cδgab = 0.
Aunque este último argumento nos conduce directamente a las ecuaciones de campo
de Einstein (pues la contribución en la frontera es automáticamente cero), implica
fijar dos condiciones en la variación. Para evitar esto, Gibbons, York y Hawking
introdujeron un término de frontera que permite tener un problema variacional bien
definido con solo δgab = 0, a este término se le conoce como término de frontera de
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Gibbons-York-Hawking (GYH) [20, 21], el cual está dado por

S
(RG)
GYH =

1

8π

∮
∂M

d3yε
√
|h|K (2.25)

donde K es la traza de la curvatura extrínseca sobre la frontera ∂M.
La variación de la ecuación anterior es

δS
(RG)
GYH =

1

8π

∮
∂M

d3yε
√
|h|δK, (2.26)

donde δhab = 0 en ∂M.
La curvatura extrínseca está definida por [17]

Kab = h c
a∇cnb, (2.27)

por lo cual, la traza de la curvatura extrínseca es

K = ∇ana = gab∇bna
= (hab + εnanb)∇bna
= hab∇bna (2.28)

= hab(∂bna − Γcbanc). (2.29)

Teniendo en cuenta (2.17) se calcula δK sobre la frontera,

δK = −habδΓcbanc

= −1

2
habgdc(∂bδgda + ∂aδgbd − ∂dδgba)nc

= −1

2
hab(∂bδgda + ∂aδgbd − ∂dδgba)nd

=
1

2
hab∂dδgban

d, (2.30)

ya que hab∂bδgda = 0 y hab∂aδgbd = 0. La variación (2.26) queda

δS
(RG)
GYH =

1

16π

∮
∂M

d3yε
√
|h|hab∂dδgband. (2.31)

Este término se cancela con la segunda integral de (2.24) (el término de la contribu-
ción de la frontera), con lo cual se tiene

δS(RG) =
1

16π

∫
M
d4x
√
−g
(
Rab −

1

2
gabR

)
δgab + δS(m). (2.32)

Haciendo la variación de la acción (2.2) se tiene

δS(m) =

∫
M
d4xδ(

√
−gL(m))

=

∫
M
d4x

(
∂L(m)

∂gab
δgab
√
−g + L(m)δ

√
−g

)

=

∫
M
d4x
√
−g

(
∂L(m)

∂gab
− 1

2
L(m)gab

)
δgab, (2.33)
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donde se ha utilizado la relación (2.5).
Definiendo el tensor momentum-energía como [22]

Tab ≡ −2
∂L(m)

∂gab
+ L(m)gab = − 2√

−g
δS(m)

δgab
, (2.34)

entonces
δS(m) = −1

2

∫
M
d4x
√
−gTabδgab. (2.35)

Imponiendo que las variaciones permanezcan invariantes respecto a δgab, se tiene

1√
−g

δS(RG)

δgab
= 0, (2.36)

obteniendo finalmente las ecuaciones de campo de Einstein

Rab −
1

2
Rgab = 8πTab. (2.37)

Definiendo el tensor de Einstein como

Gab = Rab −
1

2
Rgab, (2.38)

se tiene
Gab = 8πTab. (2.39)

2.2 Teoría de Brans-Dicke

La teoría de Jordan-Fierz-Brans-Dicke de la gravedad, comúnmente referida como la
teoría de Brans-Dicke (BD) es el prototipo de las teorías gravitacionales alternativas
a Relatividad General.
La motivación inicial para la teoría BD fue dada por Pascual Jordan, él cambió la
constante gravitacionalG por un campo escalar variable [23]. Brans y Dicke tomaron
esta idea de Jordan y publicaron su teoría en 1961 [13, 14], donde un campo escalar
describe la gravedad junto con el tensor métrico.
La acción en el marco de Jordan1 es [25, 26]

S(BD) =
1

16π

∫
M
d4x
√
−g
[
φR− ω

φ
gcd∇cφ∇dφ− V (φ)

]
+ S(m) (2.40)

donde S(m) es la acción (2.2) que describe materia ordinaria (cualquier forma de ma-
teria diferente al campo escalar φ), ω es un parámetro adimensional de la teoría. cabe
anotar que la materia no está acoplada directamente a φ, ya que L(m) no depende de
φ, sino que el campo de BD está acoplado directamente al escalar de Ricci.
El campo gravitacional está descrito por el tensor métrico gab y por el campo escalar
φ de BD, estos, junto con las variables de materia describen la dinámica. El poten-
cial del campo escalar V (φ) constituye una generalización natural de la constante
cosmológica.

1En el marco de Jordan, el campo escalar está acoplado no minimalmente al escalar de RicciR. Para
mayor detalle sobre este marco ver [24]
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2.2.1 Variación de la acción respecto a la métrica

La variación de (2.40) respecto a δgab da

δS(BD) =
1

16π

∫
M
d4xδ(

√
−g)

[
φR− ω

φ
gcd∇cφ∇dφ− V (φ)

]
+

1

16π

∫
M
d4x
√
−g
[
φδR− ω

φ
δ(gcd)∇cφ∇dφ

]
+ δS(m). (2.41)

Teniendo en cuenta las relaciones (2.5) y (2.7) se tiene

δS(BD) =
1

16π

∫
M
d4x

(
−1

2

√
−ggabδgab

)[
φR− ω

φ
gcd∇cφ∇dφ− V (φ)

]
+

1

16π

∫
M
d4x
√
−g
[
φ
(
Rabδg

ab +∇c
(
gabδΓcab

)
−∇b

(
gabδΓcac

))
−ω
φ
δ(gcd)∇cφ∇dφ

]
+ δS(m),

agrupando y factorizando los términos con δgab se tiene

δS(BD) =
1

16π

∫
M
d4x
√
−g
[
φ

(
Rab −

1

2
gabR

)
+

1

2
gabV (φ)

−ω
φ

(
∇aφ∇bφ−

1

2
gabg

cd∇cφ∇dφ
)]

δgab

+
1

16π

∫
M
d4x
√
−gφ

[
∇c
(
gabδΓcab

)
−∇b

(
gabδΓcac

)]
+ δS(m). (2.42)

Analizando la segunda integral

δS
(BD)
B =

1

16π

∫
M
d4x
√
−gφ

[
∇c
(
gabδΓcab

)
−∇b

(
gabδΓcac

)]
, (2.43)

la cual puede ser escrita en la forma

δS
(BD)
B =

1

16π

∫
M
d4x
√
−gφ∇d

(
gabδΓdab − gadδΓcac

)
. (2.44)

El término entre paréntesis es (ver apéndice A)

gabδΓdab − gadδΓcac = gef∇dδgef −∇cδgdc. (2.45)

Reemplazando este resultado en (2.44) se tiene:

δS
(BD)
B =

1

16π

∫
M
d4x
√
−gφ∇d

(
gef∇dδgef −∇cδgdc

)
.

Usando el hecho de la compatibilidad métrica (∇cgab = 0) se tiene

δS
(BD)
B =

1

16π

∫
M
d4x
√
−g
(
φgef∇d∇dδgef − φ∇d∇cδgdc

)
.

Utilizando la definición del operador D’Alembertiano

� ≡ ∇d∇d, (2.46)
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entonces
δS

(BD)
B =

1

16π

∫
M
d4x
√
−g
(
φgef�δg

ef − φ∇e∇fδgef
)
. (2.47)

La integral anterior se puede reescribir de forma diferente, realizando para esto una
integración por partes. Con lo cual, se definen las siguientes cantidades

Mc = φgef∇c(δgef )− (δgef )gef∇cφ (2.48)

y
N c = φ∇f (δgcf )− (δgcf )∇fφ, (2.49)

con lo cual el término entre paréntesis se convierte en (ver apéndice B)

φgef�δg
ef − φ∇c∇fδgcf = δgef (gef�φ−∇e∇fφ) + (∇cMc −∇cN c), (2.50)

así que (2.47) queda

δS
(BD)
B =

1

16π

∫
M
d4x
√
−gδgef (gef�φ−∇e∇fφ)

+
1

16π

∫
M
d4x
√
−g(∇cMc −∇cN c). (2.51)

La variación de la acción (2.44) queda

δS(BD) =
1

16π

∫
M
d4x
√
−g
[
φ

(
Rab −

1

2
gabR

)
+

1

2
gabV (φ)

−ω
φ

(
∇aφ∇bφ−

1

2
gabg

cd∇cφ∇dφ
)

+ (gab�φ−∇a∇bφ)

]
δgab

+
1

16π

∫
M
d4x
√
−g(∇cMc −∇cN c) + δS(m). (2.52)

Usando el teorema de Gauss-Stokes (2.12) en el término de divergencia se tiene

δS(BD) =
1

16π

∫
M
d4x
√
−g
[
φ

(
Rab −

1

2
gabR

)
+

1

2
gabV (φ)

−ω
φ

(
∇aφ∇bφ−

1

2
gabg

cd∇cφ∇dφ
)

+ (gab�φ−∇a∇bφ)

]
δgab

+
1

16π

∮
∂M

d3y
√
|h|εncMc −

1

16π

∮
∂M

d3y
√
|h|εncN c + δS(m). (2.53)

Se evalúan los términos Mc y N c en la frontera

Mc

∣∣∣
∂M

= φgef∇cδgef

= φgef∇c(−gaegbfδgab)
= −φδafgbf∂cδgab
= −φgba∂cδgab (2.54)

y
N c
∣∣∣
∂M

= −φgacgbf∂fδgab. (2.55)
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Se ha cambiado∇ → ∂, ya que

∇cδgab = ∂cδgab − Γdcaδgdb − Γdcbδgad, (2.56)

pero las variaciones de la métrica son cero en la frontera.
Ahora se calculan los términos que aparecen en las integrales sobre la frontera.
Usando (2.20) se calcula

ncMc

∣∣∣
∂M

= −φnc(hab + εnanb)∂cδgab = −φnchab∂cδgab (2.57)

y

ncN
c
∣∣∣
∂M

= −φnc(hac + εnanc)(hbf + εnbnf )∂f (δgab)

= −φnahbf∂f (δgab)

= 0, (2.58)

donde se ha usado el hecho que nchac = 0, ε2 = 1 y que la derivada tangencial
hbf∂f (δgab) se anula [17].
Por tanto, la variación de la acción (2.53) toma la forma

δS(BD) =
1

16π

∫
M
d4x
√
−g
[
φ

(
Rab −

1

2
gabR

)
+

1

2
gabV (φ)

−ω
φ

(
∇aφ∇bφ−

1

2
gabg

cd∇cφ∇dφ
)

+ (gab�φ−∇a∇bφ)

]
δgab

− 1

16π

∮
∂M

d3y
√
|h|εφnchab∂c(δgab) + δS(m). (2.59)

La última integral se puede eliminar argumentando que además de la variación de la
métrica, su primera derivada se anula en la frontera [27](como la mayoría de textos
lo utilizan para RG [18, 22]). En cambio, se utiliza el término de frontera tipo GYH
para BD [28, 29]

S
(BD)
GYH =

1

8π

∮
∂M

d3y
√
|h|εφK. (2.60)

La variación de este término respecto a δgab

δS
(BD)
GYH =

1

8π

∮
∂M

d3y
√
|h|εφδK, (2.61)

teniendo en cuenta (2.30), la ecuación anterior queda

δS
(BD)
GYH =

1

16π

∮
∂M

d3y
√
|h|εφnchab∂cδgab. (2.62)
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El término GYH cancela con la segunda integral de (2.59).
Teniendo en cuenta (2.35) la variación de la acción de BD respecto a la métrica queda

δS(BD) =
1

16π

∫
M
d4x
√
−g
[
φ

(
Rab −

1

2
gabR

)
+

1

2
gabV (φ)

−ω
φ

(
∇aφ∇bφ−

1

2
gabg

cd∇cφ∇dφ
)

+ (gab�φ−∇a∇bφ)

]
δgab

− 1

2

∫
M
d4x
√
−gT (m)

ab δgab (2.63)

Imponiendo que ésta variación sea estacionaria, se tiene

1√
−g

δS(BD)

δgab
= 0, (2.64)

entonces

φ

(
Rab −

1

2
gabR

)
− ω

φ

(
∇aφ∇bφ−

1

2
gabg

cd∇cφ∇dφ
)

+ (gab�φ−∇a∇bφ) +
1

2
gabV (φ)− 8πT

(m)
ab = 0

Como Gab = Rab − 1
2gabR, tenemos finalmente la siguiente ecuación de campo

Gab =
8π

φ
T

(m)
ab +

ω

φ2

(
∇aφ∇bφ−

1

2
gab∇cφ∇cφ

)
+

1

φ
(∇a∇bφ− gab�φ)− V (φ)

2φ
gab. (2.65)

La traza de las ecuaciones de campo es (ver Apéndice C)

R = −8π

φ
T (m) +

ω

φ2
∇cφ∇cφ+

3�φ
φ

+
2V

φ
. (2.66)

El lado izquierdo de la ecuación de campo (2.65) es el tensor de Einstein. El primer
término del lado derecho es el término de fuente usual de la teoría de la relativi-
dad general, pero con el parámetro de acoplo φ−1. Por tanto, las ecuaciones de
movimiento de una masa en una métrica dada son las mismas que en RG (La ecuación
de la geodésica es la misma que en RG [30]). El segundo término es el tensor
momentum-energía del campo escalar acoplado también con φ−1 (el tensor
momentum-energía para un campo escalar es T (φ)

ab = ∇aφ∇bφ − 1
2gab∇

cφ∇cφ). El
tercer término proviene de la presencia de segundas derivadas del tensor métrico y
el último término es el del potencial del campo escalar.

2.2.2 Variación de la acción respeto al campo escalar

La variación de la acción de BD (2.40) respecto a δφ es

δS(BD) =
1

16π

∫
M
d4x
√
−g
[
Rδφ− δ

(
ω

φ
gcd∇cφ∇dφ

)
− δV (φ)

]
. (2.67)
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Como el escalar de Ricci no depende del campo escalar, no hay variación respecto a
éste. El término entre paréntesis se puede reescribir como

δ

(
ω

φ
∇cφ∇cφ

)
= δ

(
ω

φ

)
∇cφ∇cφ+

ω

φ
δ (∇cφ∇cφ)

=

(
− ω

φ2
δφ

)
∇cφ∇cφ+

ω

φ
((δ∇cφ)∇cφ+∇cφ(δ∇cφ))

= − ω

φ2
∇cφ∇cφδφ+

2ω

φ
∇cφ∇c(δφ). (2.68)

Además, teniendo en cuenta que δV (φ) =
dV

dφ
δφ, la variación de la acción de BD

(2.67) queda

δS(BD) =
1

16π

∫
M
d4x
√
−g
(
R+

ω

φ2
∇cφ∇cφ−

dV

dφ

)
δφ

− 1

16π

∫
M
d4x
√
−g
(

2ω

φ
∇cφ∇c(δφ)

)
. (2.69)

Ya que

∇c (δφ∇cφ) = ∇c(δφ)∇cφ+ δφ∇c∇cφ
= ∇c(δφ)∇cφ+ δφ�φ

se obtiene
∇cφ∇c(δφ) = ∇c (δφ∇cφ)− δφ�φ, (2.70)

reemplazando la ecuación anterior en (2.69) y agrupando términos se tiene

δS(BD) =
1

16π

∫
M
d4x
√
−g
(
R+

ω

φ2
∇cφ∇cφ+

2ω

φ
�φ− dV

dφ

)
δφ

− 1

16π

∫
M
d4x
√
−g
(

2ω

φ
∇c(δφ∇cφ)

)
. (2.71)

Para resolver la segunda integral, se define la siguiente cantidad

Lc =
ω

φ
∇cφδφ (2.72)

Calculando la derivada covariante de Lc se llega a

∇cLc = ∇c
(
ω

φ

)
∇cφδφ+

ω

φ
∇c(∇cφδφ)

=
d

dφ

(
ω

φ

)
∇cφ∇cφδφ+

ω

φ
∇c(∇cφδφ)

= − ω

φ2
∇cφ∇cφδφ+

ω

φ
∇c(∇cφδφ),

con lo cual
ω

φ
∇c(∇cφδφ) =

ω

φ2
∇cφ∇cφδφ+∇cLc. (2.73)
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El término obtenido anteriormente es el que aparece entre paréntesis en la variación
de la acción de BD (2.71). Haciendo el reemplazo se obtiene

δS(BD) =
1

16π

∫
M
d4x
√
−g
(
R− ω

φ2
∇cφ∇cφ+

2ω

φ
�φ− dV

dφ

)
δφ

− 2

16π

∫
M
d4x
√
−g∇cLc. (2.74)

Aplicando el teorema de Gauss-Stokes al término de divergencia se tiene∫
M
d4x
√
−g∇cLc =

∮
∂M

d3y
√
|h|εncLc =

∮
∂M

d3y
√
|h|εnc

(
ω

φ
∇cφδφ

)
. (2.75)

Se impone que la variación del campo escalar en la frontera sea nulo

δφ
∣∣∣
∂M

= 0. (2.76)

La variación de la acción queda

δS(BD) =
1

16π

∫
M
d4x
√
−g
(
R− ω

φ2
∇cφ∇cφ+

2ω

φ
�φ− dV

dφ

)
δφ. (2.77)

Es importante resaltar que la variación del término de GYH respecto a δφ es cero,
debido a la imposición de δφ en la frontera.
Imponiendo que esta variación sea estacionaria, se tiene

1√
−g

δS(BD)

δφ
= 0, (2.78)

obteniendo así la ecuación de campo

2ω

φ
�φ+R− ω

φ2
∇cφ∇cφ−

dV

dφ
= 0. (2.79)

reemplazando (2.66) en la ecuación anterior para eliminar el término de R se llega a

�φ =
1

2ω + 3

(
8πT (m) + φ

dV

dφ
− 2V

)
. (2.80)

La teoría de BD es indistinguible de la RG cuando ω → ∞ para T (m) 6= 0. En este
límite el campo escalar de BD presenta el comportamiento asintótico φ = φ0+O( 1√

ω
),

donde φ0 es constante [25, 31].

2.3 Teorías de Gravedad Escalar-Tensor

Las teorías de gravedad Escalar-Tensor (ST) generalizan la teoría de BD, ya que
ahora el parámetro ω es función del escalar de BD al igual que la función f mostrada
en la acción.
La teoría más general de ST fue encontrada por Horndeski [32], donde la lagrangiana
L puede ser función de L = L(∇a∇bφ,∇aφ, φ). En la literatura es comúnmente con-
siderar una lagrangiana dependiente del campo escalar y de su término cinético, es
decir, L = L(∇aφ, φ). En esta tesis se trabaja con la última lagrangiana mencionada.
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La acción para teorías de gravedad ST en el marco de Jordan2 es [25]

S(ST ) =

∫
M
d4x
√
−g
[
f(φ)

2
R− ω(φ)

2
gab∇aφ∇bφ− V (φ)

]
+ S(m) (2.81)

donde S(m) está dada por (2.2).
De la acción de ST se puede llegar a la acción de BD (2.40) haciendo

f(φ) =
φ

8π
, ω(φ) =

ω0

8πφ
(2.82)

donde ω0 es constante y el potencial está reescalado por un factor de 16π.
Antes de realizar la variación de la acción ST respecto a la métrica, se reescribe el
escalar de Ricci R en términos de, R1 que contiene las segundas derivadas de la
métrica y en R2 los términos restantes [33]

R = R1 +R2, (2.83)

donde
R1 = gac

(
∂bΓ

b
ac − ∂cΓa

)
(2.84)

y

R2 = ΓbC
b +

1

2
Γbde∂bg

de. (2.85)

Se han definido las cantidades

Γa ≡ Γeea =
∂a
√
−g√
−g

=
1

2
ged∂aged (2.86)

y
Cc ≡ gabΓcab = −∂dgcd − gcbΓb. (2.87)

En el apéndice D se muestra el procedimiento para escribir el escalar de Ricci R en
términos R1 y R2.
No olvidar que el objetivo del presente cálculo es reescribir la acción (2.81), para
calcular su variación. Para esto, se define la siguiente cantidad

Gc = Cc − gcaΓa. (2.88)

Realizando la derivada parcial de
√
−gGc se obtiene

∂c(
√
−gGc) = ∂c(

√
−ggabΓcab)− ∂c(

√
−ggcaΓa)

=
√
−ggac(∂bΓbac − ∂cΓa) + Γcab∂c(

√
−ggab)− Γa∂b(

√
−ggab),

donde se han renombrado algunos índices mudos.
Ya que R1 es el término entre paréntesis de la ecuación anterior, se tiene que

√
−gR1 = ∂c(

√
−gGc)− Γcab∂c(

√
−ggab) + Γa∂b(

√
−ggab) (2.89)

2En el marco de Jordan, la función f(φ) está acoplada no minimalmente al escalar de Ricci R, para
mayor detalle sobre este marco ver [24]
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La derivada parcial de
√
−ggab se puede escribir como

∂c(
√
−ggab) =gab∂c

√
−g +

√
−g∂cgab

=
√
−g(Γcg

ab + ∂cg
ab), (2.90)

donde se ha utilizado la ecuación (2.86).
Multiplicando la ecuación anterior por Γcab, se tiene

Γcab∂c(
√
−ggab) =

√
−g(ΓcC

c + Γcab∂cg
ab). (2.91)

un caso particular de (2.90) es

∂b(
√
−ggab) =

√
−g(Γbg

ab + ∂bg
ab) = −

√
−gCa. (2.92)

Reemplazando las dos ecuaciones anteriores en (2.89) se llega a
√
−gR1 = ∂c(

√
−gGc)−

√
−g(2ΓcC

c + Γcab∂cg
ab)

donde el último término es 2R2, con lo cual
√
−gR1 = ∂c(

√
−gGc)− 2R2 (2.93)

usando la ecuación anterior en (2.83), se tiene
√
−gR = ∂c(

√
−gGc)−

√
−gR2. (2.94)

Ahora,
∂c(
√
−gGcf(φ)) =

√
−gGc∂cf(φ) + f(φ)∂c(

√
−gGc),

multiplicando la ecuación (2.94) por f(φ) y teniendo en cuenta la ecuación anterior
se tiene

√
−gf(φ)R = −

√
−g(Gc∂cf(φ) +R2f(φ)) + ∂c(

√
−gGcf(φ)). (2.95)

Considerando la siguiente identidad [22]

∇eAe =
1√
−g

∂e(
√
−gAe), (2.96)

donde Ae es cualquier vector, la ecuación (2.95) queda
√
−gf(φ)R = −

√
−g(Gc∂cf(φ) +R2f(φ)) +

√
−g∇c(Gcf(φ)). (2.97)

Integrando la ecuación anterior se obtiene∫
M
d4x
√
−gf(φ)R = −

∫
M
d4x
√
−g(Gc∂cf(φ) +R2f(φ))

+

∫
M
d4x
√
−g∇c(Gcf(φ)). (2.98)

Aplicando el teorema de Gauss-Stokes al término de divergencia, la integral se anula
por la condicion δgab = 0 en la frontera ∂M(seguir el mismo desarrollo que se hizo
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para BD de la sección anterior en la frontera), quedando así [33]∫
M
d4x
√
−gf(φ)R = −

∫
M
d4x
√
−g(Gc∂cf(φ) +R2f(φ)). (2.99)

Dada esta integral se procede a calcular la variación de la acción respecto a la métrica.

2.3.1 Variación de la acción respecto a la métrica

Se realiza la variación de los términos de la ecuación (2.99) respecto a la métrica

δ(
√
−gf(φ)R)

δgde
= −δ(

√
−gGc∂cf(φ))

δgde
− f(φ)

δ(
√
−gR2)

δgde
. (2.100)

Ahora [33]
δ(
√
−gR2)

δgde
=
√
−gGde, (2.101)

donde Gde es el tensor de Einstein.
El primer término de la derecha de (2.100) se convierte en

δ(
√
−gGc∂cf(φ))

δgde
= ∂cf(φ)

∂

∂gde
(
√
−gGc)− ∂a

[
∂cf(φ)

∂(
√
−gGc)

∂∂agde

]
. (2.102)

En un marco local de Lorentz3

Γabc = 0. (2.103)

Tomando la derivada covariante de gab, se tiene

∇agde = ∂agde −���*
0

Γcadgce −���*
0

Γcaegdc, (2.104)

de la compatibilidad métrica∇agde = 0, por lo tanto

∂agde = 0. (2.105)

De la ecuación (2.86) se ve que ∂a
√
−g = 0. Por tanto

∂(
√
−gGc)
∂gde

=
∂

∂gde
(
√
−g(−∂agca − gcbgaf∂bgaf )) = 0 (2.106)

y

− ∂a
[
∂cf(φ)

∂(
√
−gGc)

∂∂agde

]
= −
√
−g∂a

[
∂cf(φ)

∂Gc

∂∂agde

]
. (2.107)

Usando (2.87) se halla

∂Cc

∂∂agde
= −∂(∂bg

cb)

∂∂agde
− ∂(gcbΓb)

∂∂agde
,

3En un sistema de coordenadas sometido a un campo gravitacional, es posible realizar una trans-
formación de coordenadas a un marco, en el cual, localmente sea el mismo que un marco inercial. Tal
marco es llamado Marco local de Lorentz. Esto es debido al principio de equivalencia (e.g ver [34])
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teniendo en cuenta (2.4), (2.86) y (2.105)

∂Cc

∂∂agde
= gcfgbh

∂∂bgfh
∂∂agde

− 1

2
gcbgfh

∂∂bgfh
∂∂agde

= gcfgbhδab δ
d
fδ
e
h −

1

2
gcbgfhδab δ

d
fδ
e
h

= gcdgae − 1

2
gcagde, (2.108)

por lo tanto, para Gc se tiene

∂Gc

∂∂agde
=

∂Cc

∂∂agde
− ∂(gcbΓb)

∂∂agde
.

utilizando los resultados de la ecuación (2.108) finalmente se obtiene

∂Gc

∂∂agde
= gcdgae − 1

2
gcagde − 1

2
gcagde

= gcdgae − gcagde. (2.109)

Reemplazando (2.106) y (2.109) en (2.102), además, recordando que se está traba-
jando en un marco local de Lorentz se tiene

δ(
√
−gGc∂cf(φ))

δgde
= −
√
−g∂a

[
∂cf(φ)(gcdgae − gcagde)

]
= −
√
−g(gcdgae − gcagde)∂a∂cf(φ)

por lo tanto
δ(
√
−gGc∂cf(φ))

δgde
= −
√
−g(∂d∂e − gde�)f(φ) (2.110)

donde � = gac∂a∂c es el operador D’Lambertiano en el espacio-tiempo de Minkowski.
Extendiendo este resultado a un espacio-tiempo curvo (el resultado se puede exten-
der debido al principio de equivalencia, e.g. ver [34]), (2.110) se convierte en

δ(
√
−gGc∂cf(φ))

δgde
= −
√
−g(∇d∇e − gde�)f(φ) (2.111)

donde � = gac∇a∇c.
Usando las ecuaciones (2.101) y (2.111) en (2.100) se ve que

δ(
√
−gf(φ)R)

δgde
=
√
−g(∇d∇ef(φ)− gde�f(φ) +Gdef(φ)). (2.112)

Variando la acción de Escalar-Tensor (2.81) respecto a la métrica se tiene

δS(ST ) =

∫
M
d4x

[
δ

(√
−gf(φ)R

2

)
− ω(φ)

2
δ(
√
−ggab∇aφ∇bφ)

]
(2.113)

−
∫
M
d4xδ(

√
−gV (φ)) + δS(m). (2.114)

Utilizando (2.5) en el término de la segunda integral de la ecuación anterior

δ(
√
−gV (φ)) = V (φ)δ

√
−g = −1

2

√
−ggabV (φ)δgab. (2.115)
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Se calcula la variación de

δ(
√
−ggab∇aφ∇bφ) = δ(

√
−g)gab∇aφ∇bφ+

√
−gδgab∇aφ∇bφ,

aplicando (2.5) en la ecuación anterior

δ(
√
−ggab∇aφ∇bφ) =

(
∇aφ∇bφ−

1

2
gab∇cφ∇cφ

)√
−gδgab. (2.116)

Para obtener la variación de la acción de Escalar-Tensor, se reemplaza (2.115), (2.116)
y (2.112) en (2.113)

δS(ST ) =
1

2

∫
M
d4x
√
−g(∇a∇bf(φ)− gab�f(φ)− f(φ)Gab)δgab

− 1

2

∫
M
d4x
√
−gω(φ)(∇aφ∇bφ−

1

2
gab∇cφ∇cφ)δgab

+
1

2

∫
M
d4x
√
−ggabV (φ)δgab + δS(m), (2.117)

ahora de la relación (2.4) y de la variación de la acción (2.35), se obtiene finalmente

δS(ST ) =
1

2

∫
M
d4x
√
−g
[
gab�f(φ) + f(φ)Gab −∇a∇bf(φ)

− ω(φ)(∇aφ∇bφ−
1

2
gab∇cφ∇cφ) + gabV (φ)δgab − T (m)

ab

]
δgab. (2.118)

Imponiendo que ésta variación sea estacionaria, se tiene

1√
−g

δS(ST )

δgab
= 0, (2.119)

entonces

f(φ)Gab = T
(m)
ab + ω(φ)(∇aφ∇bφ−

1

2
gab∇cφ∇cφ)

+ (∇a∇bf(φ)− gab�f(φ))− gabV (φ). (2.120)

Las cuales son las ecuaciones de campo para las teorías de gravedad ST.

2.3.2 Variación de la acción respecto al campo escalar

Realizando la variación de la acción de ST (2.81) respecto a δφ

δS(ST ) =

∫
M
d4x
√
−g
[

1

2
Rδf(φ)− 1

2
δ(ω(φ)∇cφ∇cφ)− δV (φ)

]
, (2.121)

se ve que δf(φ) =
df(φ)

dφ
δφ = fφδφ.

El segundo término queda

δ(ω(φ)∇cφ∇cφ) = ∇cφ∇cφδω(φ) + ω(φ)δ(∇cφ∇cφ)

= ∇cφ∇cφδω(φ) + 2ω(φ)∇cφ∇cδφ
= ∇cφ∇cφωφδφ+ 2ω(φ)∇cφ∇cδφ, (2.122)
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reemplazando el valor obtenido anteriormente en la variación de la acción (2.121),
se tiene

δS(ST ) =

∫
M
d4x
√
−g
[

1

2
Rfφ −

1

2
ωφ∇cφ∇cφ− Vφ

]
δφ

−
∫
M
d4x
√
−gω(φ)∇cφ∇cδφ, (2.123)

teniendo en cuenta (2.70) en la ecuación anterior, se llega a

δS(ST ) =

∫
M
d4x
√
−g
[

1

2
Rfφ −

1

2
ωφ∇cφ∇cφ+ ω(φ)�φ− Vφ

]
δφ

−
∫
M
d4x
√
−gω(φ)∇c(δφ∇cφ). (2.124)

Sea

∇c(ω(φ)∇cφδφ) = ∇c(ω(φ))∇cφδφ+ ω(φ)∇c(∇cφδφ)

= ωφ∇cφ∇cφδφ+ ω(φ)∇c(∇cφδφ),

por lo tanto
ω(φ)∇c(∇cφδφ) = ∇c(ω(φ)∇cφδφ)− ωφ∇cφ∇cφδφ.

Reemplazando la ecuación anterior en la variación de la acción (2.124), se tiene

δS(ST ) =

∫
M
d4x
√
−g
[

1

2
Rfφ +

1

2
ωφ∇cφ∇cφ+ ω(φ)�φ− Vφ

]
δφ

−
∫
M
d4x
√
−g∇c(ω(φ)∇cφδφ). (2.125)

aplicando el teorema de Gauss-Stokes a la última integral y haciendo lo mismo que
para BD (ver 2.75) se tiene

δS(ST ) =

∫
M
d4x
√
−g
[

1

2
Rfφ +

1

2
ωφ∇cφ∇cφ+ ω(φ)�φ− Vφ

]
δφ. (2.126)

Imponiendo que ésta variación sea estacionaria

1√
−g

δS(ST )

δφ
= 0, (2.127)

se obtiene la ecuación de campo

ω(φ)�φ+
1

2
Rfφ +

1

2
ωφ∇cφ∇cφ− Vφ = 0 . (2.128)

2.4 Teorías f(R)

Después de que Einstein propusiera la RG. Kretschman [35], propuso una acción
construida con el escalar RabcdRabcd en vez del escalar de Ricci, el cual fue denom-
inado tiempo después como el escalar de Kretschman. Más adelante, se consideró
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una acción donde se reemplazaba el escalar de curvatura R por el escalar de Gauss-
Bonnet G [36], la cual está dada por

G = R2 − 4RabR
ab +RabcdR

abcd.

Sin embargo, existe una teoría mas general denominada Teoría de Lovelock [37] en
el cual se da una generalización del escalar de Gauss-Bonnet. Como una extensión
natural de RG y de las teorías de orden superior surgen las teorías f(R) las cuales
consideran una función arbitraria del escalar de Ricci.
La acción para teorías f(R) es [16]

Sf(R) =
1

2

∫
M
d4x
√
−gf(R) + S(m), (2.129)

donde f(R) es una función analítica no lineal del escalar de Ricci y S(m) esta dada
por (2.2). La variación de la acción respecto a δgab da

δSf(R) =
1

2

∫
M
d4xδ(

√
−gf(R)) + δS(m), (2.130)

como

δ(
√
−gf(R)) =

√
−gfRδR+ f(R)δ

√
−g

=
√
−g(fRRab −

1

2
gabf(R))δgab +

√
−gfR(∇c(gabδΓcab)−∇b(gabδΓcac)),

donde se han utilizado las ecuaciones (2.5) y (2.7), y el hecho de que δf(R) = fRδR.
Ahora,

∇c(gabδΓcab)−∇b(gabδΓcac) = ∇d(gabδΓcab − gadδΓcac)
= gef�δg

ef −∇e∇fδgef ,

donde se han renombrado algunos índices mudos y se ha usado la ecuación (2.45).
Por lo tanto, la variación de la acción queda escrita como

δSf(R) =
1

2

∫
M
d4x
√
−g
(
fRRab −

1

2
gabf(R)

)
δgab

+
1

2

∫
M
d4xfR

(
gab�δg

ab −∇a∇bδgab
)

+ δS(m). (2.131)

Para analizar la última integral se definen las siguientes cantidades (no confundir
con las cantidades definidas para BD)

Mc = fRgab∇cδgab − δgabgab∇cfR (2.132)

y
N c = fR∇eδgce − δgce∇efR. (2.133)

Haciendo un procedimiento similar al hecho en BD (apéndice B), se llega a

fR(gab�δg
ab −∇a∇bδgab) = δgab(gab�fR −∇a∇bfR) + (∇cMc −∇cN c). (2.134)
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La ecuación (2.131) queda

δSf(R) =
1

2

∫
M
d4x
√
−g
(
fRRab −

1

2
gabf(R) + gab�fR −∇a∇bfR

)
δgab

+
1

2

∫
M
d4x(∇cMc −∇cN c) + δS(m). (2.135)

Aplicando el teorema de Gauss-Stokes (2.12) en el término de divergencia se tiene

δSf(R) =
1

2

∫
M
d4x
√
−g
(
fRRab −

1

2
gabf(R) + gab�fR −∇a∇bfR

)
δgab

+
1

2

∮
∂M

d3y
√
|h|εncMc −

1

2

∮
∂M

d3y
√
|h|εncN c + δS(m). (2.136)

Los términos ncMc y ncN c sobre la frontera dan [38]

ncMc

∣∣∣
∂M

= −fRnchab∂cδgab (2.137)

y
ncN

c
∣∣∣
∂M

= 0. (2.138)

Con estos resultados la variación de la acción queda

δSf(R) =

∫
M
d4x
√
−g
(
fRRab −

1

2
gabf(R) + gab�fR −∇a∇bfR

)
δgab

−
∮
∂M

d3y
√
|h|εfRnchab∂cδgab + δS(m). (2.139)

Se introduce el término de frontera tipo GYH para f(R) (como se expuso para RG,
BD y ST, este término se introduce para no hacer más consideraciones sobre δgab en
la frontera), el cual está dado por [29]

S
f(R)
GYH =

∮
∂M

d3y
√
|h|εfRK, (2.140)

La variación resulta

δS
f(R)
GYH =

∮
∂M

d3y
√
|h|ε(δfRK + fRδK)

=

∮
∂M

d3y
√
|h|ε(fRRKδR+ fRδK), (2.141)

donde fRR = d2f
dR2 .

Usando la variación de K, ecuación (2.30), se tiene

δS
f(R)
GYH =

∮
∂M

d3y
√
|h|εfRRKδR+

1

2

∮
∂M

d3y
√
|h|εndfRhab∂dδgba. (2.142)

El segundo término de la ecuación anterior cancela con el término de frontera de
(2.139) y adicionalmente se necesita imponer δR = 0 en la frontera [38].
Teniendo en cuenta la variación de la acción de materia (2.35), la ecuación (2.139)
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finalmente queda

δSf(R) =
1

2

∫
M
d4x
√
−g
(
fRRab −

1

2
gabf(R) + gab�fR −∇a∇bfR − T

(m)
ab

)
δgab.

(2.143)

Imponiendo que esta variación sea estacionaria, se tiene

1√
−g

δSf(R)

δgab
= 0, (2.144)

entonces
fRRab −

1

2
gabf(R) + gab�fR −∇a∇bfR = T

(m)
ab , (2.145)

son las ecuaciones de campo para f(R).
Estas ecuaciones son de cuarto orden en la métrica (por la contribución de segundas
derivadas en R de los operadores � y ∇a∇b).
Las ecuaciones de campo que resultan de las teorías de orden superior4, tienden a
tener problemas de fantasmas (estados de norma negativa cuya existencia viola la
unicidad al permitir que las probabilidades sean negativas [39]). Sin embargo, para
teorías f(R), cuya lagrangiana consiste de funciones solamente del escalar de Ricci
no sufren de los problemas anteriores [30] (teorema de inestabilidad Ostrogradsky,
para mayor detalle ver [40] y las referencias allí citadas.) .
La traza de estas ecuaciones de campo 2.145 es

fRR− 2f(R) + 3�fR = T (m), (2.146)

en donde se puede ver la relación diferencial entre R y T (m).
Las ecuaciones de campo se pueden reescribir como

fRGab = T
(m)
ab +

1

2
gab(f(R)−RfR) +∇a∇bfR − gab�fR . (2.147)

Tomando f(R) = R, fR = 1, las ecuaciones de campo de f(R) se reducen a las
ecuaciones de campo de Relatividad General.

4Teorías con acciones mas allá del escalar de Ricci R [30]
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Capítulo 3

Universo Homogéneo e Isotrópico

La cosmología moderna se basa en el principio cosmológico, el cual afirma, que al
menos a gran escala1, el universo es homogéneo e isotrópico [41]. Este universo,
se describe por la métrica de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker (FLRW). Esta
métrica permite encontrar las soluciones dinámicas del universo, conocidas como
ecuaciones de Friedmann.
En el presente capítulo se encuentran las ecuaciones de Friedmann para RG, BD, ST
y f(R), en función del tiempo cósmico t y del tiempo conformal η. Ocasionalmente,
es más conveniente trabajar con η, sobretodo, cuando se estudian perturbaciones, el
cual será el tema principal en el próximo capítulo.

3.1 Cosmología estándar

En el modelo estándar de la cosmología, la expansión del universo se describe me-
diante la evolución del factor de escala a(t) que aparece en la métrica de Friedmann-
Lemaître-Robertson-Walker (FLRW), escrita en coordenadas esféricas como [42]

ds2 = −dt2 + a2(t)

(
dr2

1−Kr2
+ r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

)
, (3.1)

donde K determina la geometría de las hipersuperficies espaciales. Si K = 0 la
geometría es plana, si K = 1 la geometría es esférica y si K = −1 es hiperbólica y t
es el tiempo cósmico.
El principio cosmológico permite escribir el tensor momentum-energía en la forma
de fluido perfecto[42]

Tab = pgab + (p+ ρ)uaub, (3.2)

siendo p la presión del fluido, ρ la densidad de energía y ua es la cuadrivelocidad de
los observadores fundamentales2.
A partir de la métrica se obtienen los símbolos de Christoffel [43]

Γ0
00 = 0, Γ0

0µ = 0, Γ0
µν = a(t)ȧ(t)ĝµν , (3.3)

Γµ0ν = H(t)δµν , Γµ00 = 0, Γµνγ = Γ̂µνγ . (3.4)

donde un punto denota diferenciación respecto a la coordenada temporal t y ĝµν es
la métrica de la hipersuperficie maximalmente simétrica (es decir, gµν = a2(t)ĝµν).
Las componentes del tensor de Ricci quedan dadas por [43]

R00 = −3
ä(t)

a(t)
, R0µ = 0, Rµν = (a(t)ä(t) + 2ȧ2(t) + 2K)ĝµν (3.5)

1Escalas mayores que 100 Mpc.
2Observadores comóviles en la métrica FLRW
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y el escalar de Ricci

R = 6

(
ä(t)

a(t)
+
ȧ2(t)

a2(t)
+

K

a2(t)

)
. (3.6)

Reemplazando estos valores en la ecuación de campo de Einstein (2.37) se obtienen
las ecuaciones que gobiernan la dinámica del universo, conocidas como las ecua-
ciones de Friedmann (ver e.g., la referencia [42])

H2 =
ρ

3
− K

a2
componente tiempo-tiempo (3.7)

ä

a
= Ḣ +H2 =− 1

6
(ρ+ 3p) componente espacial-espacial (3.8)

en las ecuaciones de Friedmann no aparece la componente tiempo-espacio, ya que
estas componentes son cero, tanto en el tensor de Einstein como en el tensor momentum-

energía. H ≡ ȧ

a
es el parámetro de Hubble3, el cual dice como se .

La conservación de la energía es

∇bTab = 0. (3.9)

Si se reemplaza el tensor momentum-energía del fluido perfecto (3.2) se obtiene la
siguiente ecuación de conservación

ρ̇+ 3H(p+ ρ) = 0. (3.10)

En el elemento de línea FLRW (3.1) la parte espacial del sistema de coordenadas se
está expandiendo con la expansión del universo. Es práctico, realizar un cambio en
la coordenada temporal, tal que ésta, también se expanda con el universo.
Utilizando como coordenada temporal el tiempo conformal η, definido por

dη =
dt

a(t)
, (3.11)

el elemento de linea FLRW para K = 04 queda

ds2 = a2(η)(−dη2 + δµνdx
µdxν). (3.12)

Usando el tiempo conformal, las ecuaciones de Friedmann quedan

H2 =
ρ

3
a2 componente tiempo-tiempo (3.13)

H′ =− 1

6
(ρ+ 3p)a2 componente espacial-espacial (3.14)

donde ′ = d
dη . A continuación se muestran las relaciones entre el parámetro de

Hubble escrito en función del tiempo conformal con el mismo pero escrito en función
del tiempo cósmico t.

H =
a′

a
= aH (3.15)

y

H′ =
(
a′

a

)′
= a2(Ḣ +H2). (3.16)

3El parámetro de Hubble proporciona la tasa de expansión del universo.
4Observaciones del CMB y WMAP favorecen un universo con K = 0 [6, 44].
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Para resolver la ecuación de conservación (3.10), es necesario conocer una relación
entre la presión p y la densidad de energía ρ. Para ello, se considera una ecuación de
estado de la forma [41]

p = wρ, (3.17)

con w un parámetro, que a lo más puede depender del tiempo5 w = w(t). Las ecua-
ciones de Friedmann junto con la ecuación de estado (3.17) determinan el modelo
cosmológico. Los modelos más trabajados son: el de polvo (w = 0) y radiación
(w = 1

3 ) [41], los cuales dan cuenta de la evolución del universo. Sin embargo,
hoy en día se sabe que el universo se expande de forma acelerada. De esta manera
surgen los modelos de constante cosmológica, que tratan de explicar esa expansión
introduciendo formas exóticas de energía [45]. Para que el universo tenga una ex-
pansión acelerada se necesita que ä > 0. Usando la ecuación de Friedmann (3.8) y
la ecuación de estado (3.17), se llega a que w < 1

3 . Los modelos con ecuaciones de
estado de esta forma se denominan de Quintaesencia [46]. El caso con w = −1 se
obtiene suponiendo en la ecuación (3.17) que la densidad es constante, lo cual lleva
a una ecuación de estado de la forma

p = −ρ, (3.18)

es decir, una ecuación de estado con presión negativa. A esta forma de energía se le
conoce como energía oscura.
En las siguientes secciones, se trabajan con las teorías de gravedad modificada: BD,
ST y f(R). Las cuales explican la aceleración del universo sin introducir el término
de energía oscura.

3.2 Cosmología de Brans-Dicke

El campo escalar de BD sólo depende del tiempo cósmico t6, por lo tanto bajo la
métrica FLRW se cumple

∇cφ∇cφ =− φ̇2, (3.19)

�φ = −(φ̈+ 3Hφ̇) =− 1

a3

d

dt
(a3φ̇), (3.20)

además, si el tensor momentum-energía asume la forma del fluido perfecto (3.2), las
ecuaciones de Friedmann para BD son [25]

H2 =
8π

3φ
ρ+

ω

6

(
φ̇

φ

)2

−H

(
φ̇

φ

)
− K

a2
+
V

6φ
(3.21)

y

2Ḣ + 3H2 = −8π

φ
p− ω

2

(
φ̇

φ

)2

− 1

φ

(
φ̈− 2Hφ̇

)
+
V (φ)

2φ
+
K

a2
, (3.22)

donde la primera ecuación es la componente tiempo-tiempo y la segunda es la com-
ponente espacio-espacio. En el apéndice E.1 se muestra cómo se llega a estas ecua-
ciones.

5Debido al principio cosmológico
6Debido al principio cosmológico.
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Dado un potencial V (φ), se puede tener un universo en expansión acelerada [47, 48],
sin la necesidad de introducir un término extra, como en el caso de RG.
Las ecuaciones de Friedmann se pueden escribir en términos del tiempo conformal
(3.11). Utilizando las relaciones (3.15) y (3.16), con K = 0, se obtiene

H2 =
8π

3φ
ρa2 +

ω

6

(
φ′

φ

)2

−H
(
φ′

φ

)
+
V

6φ
a2 (3.23)

y

−2H′ −H2 =
8π

φ
pa2 +

ω

2

(
φ′

φ

)2

+
1

φ
(φ′′ +Hφ′)− V

2φ
a2 . (3.24)

Donde se ha usado la relación

φ̈ =
φ′′

a2
− H
a2
φ′. (3.25)

La ecuación de campo de BD para el campo escalar (2.80) queda

φ̈+ 3Hφ̇ =
1

2ω + 3
[8π(ρ− 3p)− φdV

dφ
+ 2V ], (3.26)

donde se ha usado la relación (3.20) y el hecho de que la traza del momentum-
energía es

T (m) = 3p− ρ, (3.27)

la última ecuación se puede reescribir en términos del tiempo conformal como

φ′′ + 2Hφ′ = a2

2ω + 3
[8π(ρ− 3p)− φdV

dφ
+ 2V ]. (3.28)

Las ecuaciones (3.23) y (3.28) son consideradas 2 ecuaciones independientes que re-
gulan la dinámica de la cosmología de BD.

3.3 Cosmología en teorías Escalar-Tensor

Para calcular las ecuaciones de Friedmann en teorías Escalar-Tensor se sigue el mismo
procedimiento que se hizo para calcular las ecuaciones de Friedmann para BD, es
decir, se parte de las ecuaciones de campo de Escalar-Tensor (2.120), se asume la
métrica de un universo homogéneo e isotrópico (3.1) con K = 0, un tensor de
momentum-energía de fluido perfecto (3.2) y se llega a las siguientes ecuaciones
(Apéndice E.2)

3fH2 = ρ+
ω

2
φ̇2 + V − 3Hḟ . (3.29)

y

−2Ḣf − 3H2f = p+
1

2
ωφ̇2 + f̈ + 2Hḟ − V , (3.30)

las cuales son las componentes tiempo-tiempo y espacio-espacio de las ecuaciones
de Friedmann para ST.
Dado un potencial V (φ), se puede tener un universo en expansión acelerada [49, 50],
sin la necesidad de introducir el término de constante cosmológica.
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Las ecuaciones anteriores se pueden expresar en términos del tiempo conformal

3H2f = ρa2 +
ω

2
φ′2 + V a2 − 3Hf ′ . (3.31)

y

−(2H′ +H2)f = pa2 +
1

2
ωφ′2 +Hf ′ + f ′′ − V a2 . (3.32)

Reemplazando (3.29) en (3.30) se elimina el término del potencial, quedando

− 2fḢ = ρ+ p+ ωφ̇2 + f̈ −Hḟ. (3.33)

Sustituyendo las ecuaciones (3.6) y (3.20) en la ecuación de campo (2.128) se obtiene

ω(φ̈+ 3Hφ̇) = 3fφ(Ḣ + 2H2)− 1

2
ωφφ̇

2 − Vφ, (3.34)

la cual se puede reescribir en términos del tiempo conformal

ω(φ′′ + 2Hφ′) = 3fφ(H′ +H2)− 1

2
ωφφ

′2 − Vφa2. (3.35)

Las ecuaciones de Friedmann y del campo escalar para ST se reducen a las ecua-
ciones de BD tomando las relaciones (2.82).

3.4 Cosmología en f(R)

Para calcular las ecuaciones de Friedmann con K = 0, se parte de las ecuaciones de
campo para teorías f(R) (2.147), se asume la métrica de un universo homogéneo e
isotrópico (3.1), un tensor de momentum-energía de fluido perfecto (3.2) y se llega a
las siguientes ecuaciones [16] (Apéndice E.3)

3H2fR = ρ+
1

2
(RfR − f(R))− 3HfRRṘ (3.36)

y

−(2Ḣ + 3H2)fR = p+ 2HṘfRR +
1

2
(f(R)−RfR) + R̈fRR + Ṙ2f

(3)
R , (3.37)

las cuales son las componentes tiempo-tiempo y espacio-espacio de las ecuaciones

de Friedmann con K = 0 para f(R). Aquí, fRR =
d2f(R)

dR2
y f (3)

R =
d3f(R)

dR3
, el punto

denota diferenciación respecto a t.
A partir de la traza de la ecuación de campo (2.146), se puede encontrar una relación
para f(R) y sus derivadas con la presión y la densidad de la energía [51]

fRR− 2f(R) + 3�fR = (3p− ρ). (3.38)

Las ecuaciones de Friedmann se pueden expresar en términos del tiempo conformal

3H2fR = ρa2 +
a2

2
(RfR − f(R))− 3HfRRR′ (3.39)
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y

−(2H′ +H2)fR = pa2 +HR′fRR +
a2

2
(f(R)−RfR) +R′′fRR +R′2f

(3)
R . (3.40)

Dependiendo del modelo de f(R), se puede tener un universo expandiéndose ace-
leradamente, sin la necesidad de un término extra de energía [52, 53].
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Capítulo 4

Perturbaciones Cosmológicas

La premisa central en la cosmología moderna es que al menos a gran escala, el Uni-
verso es homogéneo e isotrópico [41]. Esto ha sido inferido de las observaciones, de
la cuasi igualdad en la temperatura de la radiación cósmica de fondo (CMB) (pre-
senta fluctuaciones del orden de 10−5K) (ver figura 4.1). No obstante, a pesar de esta
homogeneidad a gran escala, son bien conocidas las inhomogeneidades en regiones
a escalas menores (∼ 40 Mpc.), donde el material se aglomera en galaxias y en cú-
mulos de galaxias.

FIGURE 4.1: La radiación cósmica de fondo presenta en promedio
una temperatura de 2.7K con variaciones del orden de 10−5K. Figura

tomada de NASA/WMAP

En esta tesis se toma la métrica FLRW con K = 0 como fondo y sobre ésta se im-
ponen perturbaciones a primer orden con el fin de describir las inhomogeneidades
presentes en las observaciones.
La teoría de perturbaciones cosmológicas a primer orden ha sido utilizada para ex-
plicar las anisotropías de CMB y la formación de estructuras [54, 45]. Esta teoría
ha sido corroborada con las observaciones realizadas [6, 7]. Sin embargo, para cierto
problemas cosmológicos es necesario trabajar con perturbaciones de segundo orden.
Por ejemplo, si se quiere describir la no gaussianidad de la perturbación primordial,
o describir los efectos de polarización en CMB [55, 56].
En el presente capitulo se estudian las perturbaciones cosmológicas escalares en el
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gauge de Newton conforme1 para RG, y las TGM, BD, ST y f(R). Además, se hallan
las perturbaciones para las ecuaciones de continuidad de momentum-energía [57].

4.1 Perturbaciones en Relatividad General

En teoría de perturbaciones en Relatividad General se considera un espacio-tiempo
perturbado que es cercano al espacio-tiempo background que ya se conoce2 [54, 58].
En particular, en cosmología, el background es homogéneo e isotrópico descrito por
la métrica FLRW (3.1), así que, cualquier tensor puede ser escrito en la forma

T(η,x) ≡ T̄(η) + δT(η,x), (4.1)

donde
δT(η,x) ≡

∑ εn

n!
δnT(η,x), (4.2)

donde η es el tiempo conformal. De aquí en adelante se consideran perturbaciones
a primer orden, las variables con barra se refieren a cantidades background y las
que no la tienen son cantidades perturbadas. El espacio-tiempo es dividido en una
dimensión temporal y tres dimensiones espaciales, llamadas slicings, de tiempo con-
formal constante. Las variables perturbadas se descomponen en sus partes escalares,
vectoriales y tensoriales de acuerdo a sus propiedades de transformación bajo rota-
ciones espaciales, esta es, la descomposición SVT ó descomposición de Helmholtz
[57, 59, 45].
El teorema SVT permite descomponer las perturbaciones vectoriales en una parte
escalar y una parte vectorial

Aµ = ASµ +AVµ , (4.3)

donde
ASµ = −∇µA y ∇µAVµ = 0, (4.4)

el signo negativo viene del hecho en asumir el campo escalar A como un potencial.
Un 3-tensor simétrico sin traza Eµν se descompone en sus partes escalar, vectorial y
tensorial

Eµν = ESµν + EVµν + ETµν , (4.5)

donde

ESµν =

(
∇µ∇ν −

1

3
δµν∇2

)
E, (4.6)

EVµν = −1

2
(∇µEν +∇νEµ), ∇µEµ = 0, (4.7)

∇µETµν = 0. (4.8)

Lo importante de esta división es que las partes escalares, vectoriales y tensoriales
no están acopladas entre sí, es decir, evolucionan independientemente, debido a que
se están considerando perturbaciones a primer orden [54].

1Elección apropiada para describir las perturbaciones escalares.
2Espacio-tiempo descrito por la métrica FLRW
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4.1.1 Transformaciones Gauge

En teoría de perturbaciones en relatividad general, una transformación gauge es una
transformación de coordenadas sobre el espacio-tiempo perturbado. Como no hay
una elección de gauge preferencial, se hallará una relación entre las perturbaciones
en diferentes gauges3. Sean xa y x̂a dos sistemas de coordenadas sobre una variedad
física M así que estos dos sistemas de coordenadas corresponden a dos diferentes
gauges [57].
La transformación de coordenadas está dada por

x̂a = xa + ξa, (4.9)

donde ξa y las derivadas son de primer orden pequeñas [58].
Las coordenadas x̂a se asocian a un punto P̄ en el background con P̂ , mientras que
las coordenadas xa al mismo punto del background P̄ se asocian con el punto P (ver
figura 4.2). La asociación está dada por

xa(P ) = x̂a(P̂ ) = x̄a(P̄ ). (4.10)

La transformación de coordenadas relaciona las coordenadas sobre el mismo punto

FIGURE 4.2: Mapeo correspondiente entre 2 gauges: Un punto sobre
la variedad background no tiene una única correspondencia sobre un
punto del espacio-tiempo perturbado. Figura adaptada de la ref. [57].

en el espacio-tiempo perturbado, i.e.,

x̂a(P ) = xa(P ) + ξa,

x̂a(P̂ ) = xa(P̂ ) + ξa. (4.11)

Como ξa es a primer orden pequeña, se puede asociar con el punto fijo del back-
ground

ξa = ξa(x̄(P̄ )). (4.12)

3Se está buscando describir cantidades invariantes gauges, i.e, que no dependan del sistema de
coordenadas elegido.
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Usando las ultimas dos ecuaciones se pueden relacionar dos puntos distintos en las
mismas coordenadas

xa(P̂ ) = xa(P )− ξa (4.13)

x̂a(P̂ ) = x̂a(P )− ξa. (4.14)

Se definen las perturbaciones en diferentes gauges como funciones de la variedad
background en un sistema de coordenadas background x̄a a un punto dado P̄

δ̂T ≡ T (x̂a(P̂ ))− T̄ (x̄a(P̄ ))

δT ≡ T (xa(P ))− T̄ (x̄a(P̄ )). (4.15)

La correspondencia entre las perturbaciones en diferentes gauges es

δ̂T = δT + T (x̂a(P̂ ))− T (xa(P )), (4.16)

donde se ha usado (4.15).
Sea s = s̄ + δs una perturbación escalar. La cantidad s cambia cuando se mueve de
un punto P con coordenadas xa a un punto P̂ con coordenadas x̂a. Expandiendo el
nuevo escalar s alrededor del punto antiguo P̂ da

s(x̂a(P̂ )) = s(x̂a(P )) + (x̂b(P̂ )− x̂b(P ))
∂

∂xb
s(x̂a(P ))

= s(xa(P ))− ξb ∂

∂xb
s̄(xa(P )).

Teniendo en cuenta que la cantidad background sólo depende de η debido a la ho-
mogeneidad y del hecho que ξa es de primer orden pequeña, se tiene

s(x̂a(P̂ )) = s(xa(P ))− ξ0s̄′. (4.17)

Usando (4.16) y la ecuación anterior se obtiene

δ̂s = δs+ s(xa(P ))− s(xa(P ))

= δs− ξ0s̄′. (4.18)

Cabe anotar que la ecuación anterior muestra que la perturbación escalar no es in-
mediatamente un invariante gauge, sin embargo, es posible formar combinaciones
lineales de diferentes variables de perturbación para que sean invariantes [60].
La matriz Jacobiana y su inversa para la transformación infinitesimal (4.9) son

∂xa

∂x̂b
= δab − ξa,b (4.19)

∂x̂a

∂xb
= δab + ξa,b . (4.20)

Ahora, se expande un 4-tensor tipo (0, 2)4 como se hizo para el caso del escalar,
obteniendo

Bab(P̂ ) = Bab(P )− ξcB̄ab,c(P̄ ). (4.21)

4En específico se expande un tensor tipo (0, 2), ya que se quiere expandir el tensor métrico.
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Realizando un a transformación de coordenadas, las componentes del tensor cam-
bian de acuerdo a

Bab(x̂
e(P̂ )) =

∂xc

∂x̂a
∂xd

∂x̂b
Bcd(x

e(P̂ )) = (δca − ξc,a )(δdb − ξd,b )(Bcd(x
e)− ξfBcd,f (xe))

= Bab(x
e(P ))− ξc,a B̄cb − ξd,b B̄ad − ξf B̄ab,f . (4.22)

La regla de transformación gauge da

δ̂Bab = δBab − ξc,a B̄cb − ξd,b B̄ad − ξeB̄ab,e , (4.23)

donde se ha usado (4.16).
Dado que el espacio-tiempo background es isotrópico y homogéneo, los 4-vectores
y tensores del background son de la forma

Āa = (A0, 0), Āab =

[
Ā0

0 0
0 1

3δ
µ
ν Āκκ

]
, (4.24)

donde todas las cantidades son sólo funciones del tiempo conformal η.
Las reglas de transformación para las componentes de las perturbaciones quedan

Escalares

Una perturbación escalar δs definida por s = s̄+ δs cambia como

δ̂s = δs− s̄′ξ0. (4.25)

4-vectores

Una perturbación 4-vectorial definida por Aa = Āa + δAa cambia como

δ̂Aa = δAa + ξa,b Ā
b − Āa,b ξb, (4.26)

en componentes

δ̂A0 = δA0 + ξ0,0 Ā
0 − Ā0,0 ξ

0 (4.27)

δ̂Aµ = δAµ + ξµ,0 Ā
0. (4.28)

4-tensores (1,1)

Una perturbación 4-tensorial (1,1) definida por Aab = Āab + δAab queda como

δ̂Aab = δAab + ξa,c Ā
c
b − ξc,b Āac − Āab,c ξc, (4.29)

en componentes

δ̂A0
0 = δA0

0 − Ā0
0,0 ξ

0 (4.30)

δ̂A0
µ = δA0

µ +
1

3
ξ0,µ Ā

κ
κ − ξ0,µ Ā

0
0 (4.31)

δ̂Aµ0 = δAµ0 + ξµ,0 Ā
κ
κ −

1

3
ξµ,0 Ā

0
0 (4.32)

δ̂Aµν = δAµν −
1

3
δµν Ā

κ
κ,0 ξ

0. (4.33)
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En particular, las partes con traza y sin traza transforman como

δ̂Aκκ = δAκκ − Āκκ,0 ξ0 (4.34)

δ̂Aµν −
1

3
δ̂Aκκ = δAµν −

1

3
δAκκ, (4.35)

de la ecuación anterior se puede ver que la parte sin traza es un invariante gauge.

4.1.2 Perturbaciones del tensor métrico

La métrica del universo perturbado se define como

gab = ḡab + δgab = a2(ηab + hab), (4.36)

donde gab = a2ηab es la métrica FLRW no perturbada y hab es una perturbación a
primer orden. La inversa de la métrica es

gab ≡ a−2(ηab − hab), (4.37)

donde la inversa de la perturbación de la métrica a primer orden es

hab = ηacηbdhcd. (4.38)

Realizando la descomposición SVT a la perturbación de la métrica se obtiene

hab =

[
−2A −Bµ
−Bµ −2Dδµν + 2Eµν

]
, (4.39)

donde D ≡ −1
6h

µ
µ lleva la traza de la perturbación espacial hµν , Eµν es un tensor

sin traza, Bµ es el vector de desplazamiento A es la función lapso [54]. La inversa es

hab =

[
−2A Bµ
Bµ −2Dδµν + 2Eµν

]
, (4.40)

en términos del tiempo conformal el elemento de línea es

ds2 = a2(η)[−(1 + 2A)dη2 − 2Bµdηdx
µ + [(1− 2D)δµν + 2Eµν ]dxµdxν ]. (4.41)

La perturbación vectorial se divide en partes sin rotacional y sin divergencia

Bµ = −B,µ +BV
µ , (4.42)

donde B es un escalar y δµνBV
µ ,ν = 0. La parte tensorial Eµν se descompone en sus

partes escalar, vectorial y tensorial como

Eµν = ESµν + EVµν + ETµν , (4.43)

donde

ESµν =

(
∂µ∂ν −

1

3
δµν∇2

)
E, (4.44)

EVµν = −1

2
(∇µEν +∇νEµ), donde δµνEµ,ν = 0, (4.45)
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se puede ver que ESµν es simétrico y sin traza, EVµν es simétrico, sin traza y sin diver-
gencia, y la parte tensorial tiene las propiedades

δµκETµν ,κ = 0, δµνETµν = 0, (4.46)

donde ETµν es transversal y sin traza.
La métrica perturbada tiene 4 escalares (A,B,D,E), 2 vectores (Bµ, Eµ) y un solo
tensor Eµν [57]. Cada escalar tiene un grado de libertad, cada vector tiene 2 gra-
dos de libertad y la parte tensorial tiene 2 grados de libertad, por lo cual hace que
las componentes de la métrica perturbada tenga en total 10 grados de libertad. Las
perturbaciones escalares son las más importantes, ya que estás se acoplan a las per-
turbaciones de densidad y presión del tensor momentum-energía y son el factor de
la formación de estructuras [57]. Las perturbaciones vectoriales tienden a decaer en
un universo en expansión, y las tensoriales son ondas gravitacionales.

Transformaciones gauge de las perturbaciones de la métrica

Al aplicar la ecuación (4.23) a la perturbación de la métrica se obtiene

δ̂gab = δgab − ξc,a ḡcb − ξd,b ḡad − ξeḡab,e
= δgab − a2(ξc,a ηcb + ξd,b ηad + 2Hηabξ0), (4.47)

Aplicando la ley de transformación gauge a las diferentes componentes se obtiene

δ̂g00 ≡ −2a2Â = δg00 − a2(ξc,0 ηc0 + ξd,0 η0d + 2Hη00ξ
0)

= −2a2(A− ξ0,0−Hξ0), (4.48)

por lo cual, la ley de transformación gauge es

Â = A− ξ0,0−Hξ0. (4.49)

Análisis similar para las otras perturbaciones dan

B̂µ = Bµ + ξµ,0−ξ0,µ (4.50)

D̂ = D − 1

3
ξκ,κ +Hξ0 (4.51)

Êµν = Eµν −
1

2
(ξµ,ν +ξν ,µ ) +

1

3
δµνξ

κ,κ (4.52)

4.1.3 Perturbaciones Escalares

Para describir la evolución de las perturbaciones en la densidad de materia5, solo
se consideran perturbaciones escalares. La métrica mas general para el universo
perturbado involucrando solamente perturbaciones escalares es

ds2 = a2(η)
[
− (1 + 2A)dη2 + 2B,µ dηdx

µ

+

[
(1− 2D)δµν + 2

(
∂µ∂ν +

1

3
∇2

)
E

]
dxµdxν

]
. (4.53)

5Para mayor detalle ver el siguiente capitulo.
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Se define la perturbación de curvatura como

ψ ≡ D +
1

3
∇2E, (4.54)

quedando la métrica como

ds2 = a2(η)
[
− (1 + 2A)dη2 + 2B,µ dηdx

µ + [(1− 2ψ)δµν + 2E,µν ] dxµdxν
]
. (4.55)

Para evitar perturbaciones vectoriales que puedan surgir de las perturbaciones es-
calares en B,D y E. Se divide la parte espacial ξµ de la manera usual, es decir, una
parte sin rotacional y una sin divergencia

ξµ = ξµ⊥ − δ
µνξν , con ξµ⊥,µ = 0. (4.56)

La parte puramente vectorial ξµ⊥ es la responsable de los grados de libertad gauge
puramente vectoriales los cuales van decayendo, por lo cual se prescindirá el tér-
mino ξµ⊥. Las transformaciones gauge escalares están completamente especificadas
por las funciones ξ0 y ξ,

η̂ = η + ξ0, (4.57)
x̂µ = xµ − δµνξν . (4.58)

Aplicando perturbaciones escalares y transformaciones gauge a las ecuaciones de
transformación (4.49 - 4.52) se tiene

Â = A− ξ0′ −Hξ0, (4.59)

B̂ = B + ξ0 + ξ′, (4.60)

D̂ = D − 1

3
∇2ξ +Hξ0, (4.61)

Ê = E + ξ, (4.62)

ψ̂ = ψ +Hξ0. (4.63)

Ahora, se escoge un gauge específico, el gauge de Newton conforme, el cual consiste en
tomar B = E = 0. De las ecuaciones anteriores se ve que esto se cumple escogiendo

ξ = −E, y ξ0 = −B + E′. (4.64)

Esta elección de gauge da6

AN = A+ (B − E′)′ +H(B − E′) (4.65)

DN = ψN = D +
1

3
∇2E +H(−B + E′) = ψ −H(B − E′). (4.66)

Se definen las cantidades Φ y Ψ (conocidos como potenciales de Bardeen) como

Φ ≡ A+ (B − E′)′ +H(B − E′) (4.67)
Ψ ≡ ψ −H(B − E′). (4.68)

Estas cantidades son invariantes bajo transformaciones gauge. En este gauge Φ =
AN y Ψ = ψN .

6El superíndice N denota el gauge de Newton conforme
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La métrica en el gauge de Newton conforme es

gab = a2

[
−1− 2Φ 0

0 (1− 2Ψ)δµν

]
y gab = a−2

[
−1 + 2Φ 0

0 (1 + 2Ψ)δµν

]
, (4.69)

o escribiendo solo la métrica perturbada

hab =

[
−2Φ 0

0 −2Ψδµν

]
y hab =

[
2Φ 0
0 2Ψδµν

]
. (4.70)

El elemento de línea en el gauge de Newton conforme es

ds2 = a2(η)[−(1 + 2Φ)dη2 + (1− 2Ψ)δµνdx
µdxν ] (4.71)

4.1.4 Perturbaciones escalares en los tensores de curvatura en el gauge de
Newton conforme

De la métrica en el gauge de Newton conforme se obtiene los coeficientes de conex-
ión

Γ0
00 = H+ Φ′, Γ0

0µ = Φ,µ , Γ0
µν = Hδµν − [2H(Φ + Ψ) + Ψ′]δµν ,

Γµ00 = Φ,µ , Γµ0ν = Hδµν −Ψ′δµν , Γµνκ = −(Ψ,κ δ
µ
ν + Ψ,ν δ

µ
κ) + Ψ,µ δνκ, (4.72)

donde Γabc = Γ̄abc + δΓabc, por lo cual se ve que,

Γ̄0
00 = H, Γ̄0

0µ = 0, Γ̄0
µν = Hδµν ,

Γ̄µ00 = 0, Γ̄µ0ν = Hδµν , Γ̄µνκ = 0, (4.73)

y

δΓ0
00 = Φ′, δΓ0

0µ = Φ,µ , δΓ0
µν = −[2H(Φ + Ψ) + Ψ′]δµν ,

δΓµ00 = Φ,µ , δΓµ0ν = −Ψ′δµν , δΓµνκ = −(Ψ,κ δ
µ
ν + Ψ,ν δ

µ
κ) + Ψ,µ δνκ. (4.74)

El tensor de Ricci Rab = R̄ab + δRab es

Rab = Γcba,c−Γcca,b +ΓccdΓ
d
ba − ΓcbdΓ

d
ca, (4.75)

calculando las componentes se obtiene

R00 = −3H′ + 3Ψ′′ +∇2Φ + 3H(Φ′ + Ψ′) (4.76)
R0µ = 2(Ψ′ +HΦ),µ (4.77)

Rµν = (H′ + 2H2)δµν

+ [−Ψ′′ +∇2Ψ−H(Φ′ + 5Ψ′)− (2H′ + 4H2)(Φ + Ψ)]δµν

+ (Ψ− Φ),µν . (4.78)

Subiendo el primer índice del tensor de Ricci da

Rab = gacRcb = (ḡac + δgac)(R̄cb + δRcb) = R̄ab + δgacR̄cb + ḡacδRcb, (4.79)
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obteniendo las componentes

R0
0 = 3a−2 + a−2[−3Ψ′′ −∇2Φ− 3H(Φ′ + Ψ′)− 6H′Φ] (4.80)

R0
µ = −2a−2(Ψ′ +HΦ),µ (4.81)

Rµ0 = −R0
µ = 2a−2(Ψ′ +HΦ),µ (4.82)

Rµν = a−2(H′ + 2H2)δµν

+ a−2[−Ψ′′ +∇2Ψ−H(Φ′ + 5Ψ′)− (2H′ + 4H2)(Φ + Ψ)]δµν

+ a−2(Ψ− Φ),µν . (4.83)

El escalar de Ricci es

R = R0
0 +Rµµ

= 6a−2(H′ +H2)

+ a−2[−6Ψ′′ + 2∇2(2Ψ− Φ)− 6H(Φ′ + 3Ψ′)− 12(H′ +H2)Φ]. (4.84)

Finalmente, para el tensor de Einstein Gab = Rab −
1
2δ
a
bR se tiene

G0
0 = −3a−2H2 + a−2[−2∇2Ψ + 6HΨ′ + 6H2Φ] (4.85)

G0
µ = R0

µ (4.86)

Gµ0 = Rµ0 (4.87)

Gµν = a−2(−2H′ − 2H2)δµν

+ a−2[2Ψ′′ +∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φ]δµν

+ a−2(Ψ− Φ),µν . (4.88)

Estas son las componentes del tensor de Einstein en el gauge de Newton conforme.

4.1.5 Perturbaciones en el tensor Momentum-Energía

El tensor de momentum-energía del background está dado por [61]

T̄ ab = (ρ̄+ p̄)ūaūb + p̄ḡab (4.89)
T̄ ab = (ρ̄+ p̄)ūaūb + p̄δab , (4.90)

debido a la homogeneidad ρ̄ = ρ̄(η) y p̄ = p̄(η). Debido a la isotropía, el fluido está
en reposo en el background ūa = (ū0, 0, 0, 0). Se sabe que

ūaūa = a2ηabū
aūb = −a2(ū0)2 = −1, (4.91)

así que
ūa = a−1(1, 0, 0, 0), ūa = a(−1, 0, 0, 0). (4.92)

El tensor total de momentum-energía se divide en su partes background y pertur-
bada como

T ab = T̄ ab + δT ab. (4.93)

Igual que en la perturbación de la métrica, la perturbación en el tensor momentum-
energía tiene 10 grados de libertad. Éste también puede dividirse en escalar+vectorial
+tensorial, con 4+4+2 grados de libertad. La perturbación también puede dividirse
en fluido perfecto+ no perfecto, con 5 + 5 grados de libertad.
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Ademas, para las perturbaciones de la densidad, presión y velocidad se tiene

ρ = ρ̄+ δρ (4.94)
p = p̄+ δp (4.95)

uµ = ūµ + δuµ = δuµ ≡ a−1vµ, (4.96)

donde se ha usado el hecho que uµ = 0. Se escriben las velocidades en términos de
vµ,

ua = ūa + δua ≡ a−1(1 + aδu0, v1, v2, v3) (4.97)
ua = ūa + δua ≡ (−a+ δu0, δu1, δu2, δu3), (4.98)

las cuales están relacionadas por ub = gabua y uaua = −1. Usando la métrica pertur-
bada general se encuentra (a primer orden)

u0 = g0au
a = −a− a2δu0 − 2aA, (4.99)

de lo cual se ve que
δu0 = −a2δu0 − 2aA. (4.100)

Similarmente
uµ = δuµ = gµau

a = −aBµ + avµ. (4.101)

Ademas del hecho que uaua = −1, se obtiene

δu0 = −a−1A. (4.102)

Así que las 4-velocidades son

ua = a−1(1−A, vµ) (4.103)
ua = a(−1−A, vµ −Bµ). (4.104)

El tensor de momentum-energía queda

T ab = T̄ ab + δT ab

=

[
−ρ̄ 0
0 p̄δµν

]
+

[
−δρ (ρ̄+ p̄)(vµ −Bµ)

−(ρ̄+ p̄)vµ δpδµν + Σµν

]
, (4.105)

donde se ha definido

δTµν ≡ δpδµν + Σµν ≡ p̄
(
δp

p̄
+ Πµν

)
. (4.106)

Donde Σµν , Πµν son simétricas y sin traza, con lo cual se puede escribir la pertur-
bación de la presión como una traza

δp ≡ 1

3
δT κκ (4.107)

y se define la presión anisotrópica como la parte sin traza

Σµν ≡ δTµν −
1

3
δµν δT

κ
κ. (4.108)
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La perturbación de la velocidad vµ y el 3-tensor Πµν también pueden descompon-
erse en la forma SVT.

Transformaciones gauge del tensor de energía

Las perturbaciones del tensor momentum-energía obedecen las reglas de transfor-
mación (4.30), (4.32), (4.35). Con lo cual

δ̂T 0
0 = −δ̂ρ = −δρ+ ρ̄′ + ξ0 (4.109)

δ̂Tµ0 = −(ρ̄+ p̄)v̂µ = −(ρ̄+ p̄)vµ − ξµ,0 (ρ̄+ p̄) (4.110)
1

3
δ̂T κκ = δ̂p =

1

3
(δT κκ − T̄ κκ,0 ξ0) = δp− p̄′ξ0 (4.111)

Σ̂µν = Σµν , (4.112)

o equivalentemente

δ̂ρ = δρ− ρ̄′ + ξ0 (4.113)

δ̂p = δp− p̄′ + ξ0 (4.114)
v̄µ = vµ + ξµ,0 (4.115)

δ̂ ≡ δ̂ρ

ρ̄
= δ − ρ̄′

ρ̄
ξ0 = δ + 3H(1 + ω)ξ0, (4.116)

donde δ es la perturbación de la densidad de energía relativa.

4.1.6 Ecuaciones de Einstein en el gauge de Newton conforme

En esta tesis se encontrarán las perturbaciones cosmológicas en el gauge de New-
ton conforme. Este gauge no es la única elección posible (gauge comóvil, gauge
sincrono, entre otros), pero dadas las relaciones de transformaciones gauge, en prin-
cipio, es posible relacionar las cantidades para cada gauge [60, 10]. Por tanto, los
resultados encontrados en la tesis son generales y no están restringidos a este gauge
en específico.

La ecuación perturbada de Einstein es

δGab = 8πδTab. (4.117)

Antes de escribir las componentes de Einstein perturbadas es necesario encontrar
las perturbaciones escalares del tensor momentum-energía en el gauge de Newton
conforme. En este gauge vNµ = −v,Nµ y BN

µ = B,Nµ = 0. Ademas, la parte escalar de
la descomposición SVT de Πµν es

ΠS
µν =

(
∂µ∂ν −

1

3
δµν∇2

)
Π. (4.118)

Como se están considerando solamente las perturbaciones escalares no se tienen en
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cuenta las partes vectoriales y tensoriales de Πµν , quedando el tensor momentum-
energía como

δT ab =

[
−δρ −(ρ̄+ p̄)v,µ

(ρ̄+ p̄)v,µ δpδµν + p̄
(
Π,µν −1

3δµν∇
2Π
)] . (4.119)

Teniendo en cuenta lo anterior y las ecuaciones (4.85) - (4.88), las ecuaciones de Fried-
mann perturbadas quedan

3H(Ψ′ +HΦ)−∇2Ψ = −4πa2δρ (4.120)

(Ψ′ +HΦ),µ = 4πa2(ρ̄+ p̄)v,µ (4.121)

Ψ′′ +H(Φ′ + 2Ψ′) + (2H′ +H2)Φ +
1

3
∇2(Φ−Ψ) = 4πa2δp (4.122)

(∂µ∂ν −
1

3
δµν∇2)(Ψ− Φ) = 8πa2p̄(∂µ∂ν −

1

3
δµν∇2)Π,

(4.123)

donde la primera ecuación es la componente (0 − 0), la segunda la componente
(0 − µ), la tercera la parte de la traza de la componente (µ − ν) y la cuarta la parte
sin traza de la componente (µ− ν).
La parte fuera de la diagonal de la última ecuación da

Ψ− Φ = 8πa2p̄Π. (4.124)

Para el fluido perfecto, Π = 0, llegando a la relación

Ψ = Φ. (4.125)

4.2 Ecuaciones de continuidad de momentum-energía en el
gauge de Newton conforme

La ecuación de conservación de momentum-energía es

∇aT ab = ∂aT
a
b + ΓacaT

c
b − ΓcbaT

a
c = 0, (4.126)

con la cual se pueden calcular (ver apéndice H), la ecuación de energía perturbada

δρ′ = −3H(δρ+ δp) + (ρ̄+ p̄)(∇2v + 3Ψ′) (4.127)

y la ecuación de momentum perturbada

(ρ̄+ p̄)v′ = (ρ̄+ p̄)′v − 4H(ρ̄+ p̄)v + δp+
2

3
p̄∇2Π + (ρ̄+ p̄)Φ. (4.128)

En la ecuación de conservación de perturbación de energía (4.127), el primer término
de la derecha implica la expansión del espacio-tiempo de fondo, luego el efecto de
la divergencia de la velocidad (expansión local del fluido) y por último el efecto de
la expansión o contracción debida a la perturbación de la métrica.
En la ecuación de perturbación del momentum (4.128), el lado izquierdo y el primer
término de la derecha representa el cambio en inercia × velocidad. El segundo tér-
mino es el efecto de la expansión del fondo, el tercero y los últimos términos repre-
sentan fuerzas debido a los gradientes de presión y al potencial gravitacional.
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Teniendo en cuenta la ecuación de estado

w ≡ p̄

ρ̄
, (4.129)

las ecuaciones de conservación se pueden reescribr de la siguiente forma (ver apéndice
H)

δ′ = (1 + w)(∇2v + 3Ψ′) + 3H(wδ − δp

ρ̄
) (4.130)

y

v′ = −H(1− 3w)v − w′

1 + w
v +

δp

ρ̄(1 + w)
+

2

3

w

1 + w
∇2Π + Φ. (4.131)

4.3 Perturbaciones en Brans-Dicke en el gauge de Newton
conforme

Ya se calcularon las ecuaciones de campo de Einstein perturbadas, ahora la idea es
calcular las ecuaciones de campo de Brans-Dicke perturbadas. Para esto, se pertur-
ban las ecuaciones de campo de BD

Gabφ = 8πT ab +
ω

φ

(
gac∇cφ∇bφ−

1

2
δab∇cφ∇cφ

)
+ (gca∇c∇bφ− δab�φ)− V (φ)

2
δab.

Hay dos maneras de perturbar las ecuaciones de campo, dependiendo de como estén
escritas las ecuaciones (de la forma anterior o como (2.65) en componentes mixtas).
La diferencia radica en la perturbación del campo escalar, por lo cual, el procedi-
miento subsecuente es igual en ambas formas.
Se calculan las componentes tiempo-tiempo y espacio-espacio de las ecuaciones de
campo, sin realizar perturbaciones en el campo escalar 7.
La componente tiempo-tiempo de las ecuaciones de campo queda

G0
0φ = 8πT 0

0 +
ω

φ

(
g00(φ′)2 − 1

2
∇cφ∇cφ

)
+
(
gc0∇cφ′ −�φ

)
− V (φ)

2
.

Las siguientes relaciones perturbadas a primer orden se usarán a lo largo del cálculo
(ver apéndice F)

goc∇cφ′ = a−2[(−1 + 2Φ)φ′′ + (H+ Φ′)φ′ − 2ΦHφ′ + Φ,µ ∂µφ] (4.132)

gcµ∇c∂νφ = a−2[(1 + 2Ψ)∂µ∂νφ+Hφ′(−1 + 2Φ)δµν + Ψ′φ′δµν

+ Ψ,ν ∂µφ+ Ψ,µ ∂νφ−Ψ,λ ∂λφδµν ] (4.133)

�φ = a−2[(−1 + 2Φ)φ′′ +∇2φ(1 + 2Ψ) + ∂µφ(Φ,µ−Ψ,µ )

+ 2Hφ′(−1 + 2Φ) + φ′(3Ψ′ + Φ′)] (4.134)

∇cφ∇cφ = a−2[(−1 + 2Φ)φ′2 + (1 + 2Ψ)(∂φ)2], (4.135)

7Primero se calculan las perturbaciones sin perturbar el campo escalar, luego se calculan intro-
duciendo la perturbación escalar.
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donde (∂φ)2 = δµν∂µφ∂νφ. Reemplazando las relaciones anteriores, se tiene

G0
0φ = 8πT 0

0 +
ωa−2

φ

(
(−1 + 2Φ)(φ′)2 − 1

2
((−1 + 2Φ)φ′2 + (1 + 2Ψ)(∂φ)2)

)
+ a−2

[
(−1 + 2Φ)φ′′ + (H+ Φ′)φ′ − 2ΦHφ′ + Φ,µ ∂µφ

−(−1 + 2Φ)φ′′ −∇2φ(1 + 2Ψ)− ∂µφ(Φ,µ−Ψ,µ )

−2Hφ′(−1 + 2Φ)− φ′(3Ψ′ + Φ′)
]
− V (φ)

2

= 8πT 0
0 +

1

2

ωa−2

φ
[(−1 + 2Φ)(φ′)2 − (1 + 2Ψ)(∂φ)2]

+ a−2[3Hφ′ − 6Hφ′Φ−∇2φ(1 + 2Ψ) + ∂µφΨ,µ−3φ′Ψ′]− V (φ)

2
.

Teniendo en cuenta la componente (0-0) del tensor de Einstein perturbada (4.85) y la
del tensor momentum-energía (4.119) se tiene

(−3a−2H2 + a−2[−2∇2Ψ + 6HΨ′ + 6H2Φ])φ

= −8π(ρ̄+ δρ) +
1

2

ωa−2

φ
[(−1 + 2Φ)(φ′)2 − (1 + 2Ψ)(∂φ)2]

+ a−2[3Hφ′ − 6Hφ′Φ−∇2φ(1 + 2Ψ) + ∂µφΨ,µ−3φ′Ψ′]

− V (φ)

2
. (4.136)

La ecuación de campo perturbada para la componente espacio-espacio es

Gµνφ = 8πTµν +
ω

φ

(
gµc∇cφ∂νφ−

1

2
δµν∇cφ∇cφ

)
+ (gcµ∇c∂νφ− δµν�φ)− V (φ)

2
δµν

= 8πTµν +
ω

φ

(
gµκ∂κφ∂νφ−

1

2
δµν∇cφ∇cφ

)
+ (gcµ∇c∂νφ− δµν�φ)− V (φ)

2
δµν .

Se reemplazan las relaciones (4.133) - (4.135), para obtener

Gµνφ = 8πTµν +
ωa−2

φ

(
(1 + 2Ψ)∂µφ∂νφ−

1

2
δµν((−1 + 2Φ)φ′2

+ (1 + 2Ψ)(∂φ)2)
)

+ a−2
(

(1 + 2Ψ)∂µ∂νφ+Hφ′(−1 + 2Φ)δµν + Ψ′φ′δµν

+ Ψ,ν ∂µφ+ Ψ,µ ∂νφ−Ψ,λ ∂λφδµν − (−1 + 2Φ)φ′′δµν − (1 + 2Ψ)∇2φδµν

− ∂λφ(Φ,λ−Ψ,λ )δµν − 2Hφ′(−1 + 2Φ)δµν − φ′(3Ψ′ + Φ′)δµν

)
− V

2
δµν .
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Teniendo en cuenta la componente (µ − ν) del tensor de Einstein perturbado (4.88)
y del tensor momentum-energía (4.119) se tiene

(a−2(−2H′ −H2)δµν + a−2[2Ψ′′ +∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φ]δµν

+ a−2(Ψ− Φ),µν )φ = 8π(p̄δµν + δpδµν + p̄(Π,µν −
1

3
δµν∇2Π))

+
ωa−2

φ

(
(1 + 2Ψ)(∂µφ∂νφ−

1

2
δµν(∂φ)2)− 1

2
δµν(−1 + 2Φ)φ′2

)
+ a−2

(
(1 + 2Ψ)(∂µ∂νφ−∇2φδµν)− (−1 + 2Φ)φ′′δµν −Hφ′(−1 + 2Φ)δµν

− φ′(2Ψ′ + Φ′)δµν + Ψ,ν ∂µφ+ Ψ,µ ∂νφ− Φ,λ ∂λφδµν

)
− V

2
δµν . (4.137)

El procedimiento mostrado hasta ahora (componentes tiempo-tiempo y espacio-
espacio) no tiene en cuenta las perturbaciones del campo escalar.
La perturbación del campo escalar es

φ = φ̄+ δφ. (4.138)

La expansión del potencial a primer orden es [62]

V (φ) = V (φ̄+ δφ) = V (φ̄) + Vφδφ = V̄ + V̄φδφ, (4.139)

donde Vφ =
∂V

∂φ
. Las derivadas del potencial son

Vφ =
∂V (φ̄+ δφ)

∂φ
=
∂V (φ̄)

∂φ
+
∂2V

∂φ2
δφ ≡ V̄φ + V̄φφδφ (4.140)

Vφφ =
∂Vφ
∂φ

= V̄φφ + V̄
(3)
φ δφ. (4.141)

Las siguientes relaciones son perturbaciones lineales relacionadas al campo escalar

1

φ
=
(
φ̄+ δφ

)−1
= φ̄−1

(
1 +

δφ

φ̄

)−1

=
1

φ̄

(
1− δφ

φ̄

)
1

φ2
=
(
φ̄+ δφ

)−2
= φ̄−2

(
1 +

δφ

φ̄

)−2

=
1

φ̄2

(
1− 2

δφ

φ̄

)
(∂φ)2 = δµν∂µ(φ̄+ δφ)∂ν(φ̄+ δφ) = 0 (4.142)

∂µφ∂νφ = ∂µ(φ̄+ δφ)∂ν(φ̄+ δφ) = 0

∇2φ = ∇2(φ̄+ δφ) = ∇2δφ

∂µ∂νφ = ∂µ∂ν(φ̄+ δφ) = ∂µ∂νδφ.

Como se mencionó anteriormente, se van a mostrar las dos maneras de perturbar
las ecuaciones de campo.
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4.3.1 I-Forma

Reemplazando las relaciones (4.142) y la definición del potencial (4.139) en la ecuación
perturbada (4.136) se tiene

(−3a−2H2 + a−2[−2∇2Ψ + 6HΨ′ + 6H2Φ])(φ̄+ δφ)

= −8π(ρ̄+ δρ) +
1

2

ωa−2

φ̄

(
1− δφ

φ̄

)
[(−1 + 2Φ)(φ̄′2 + 2φ̄′δφ′)]

+ a−2[3H(φ̄′ + δφ′)− 6H(φ̄′ + δφ′)Φ−∇2δφ(1 + 2Ψ)

+ ∂µ(φ̄+ δφ)Ψ,µ−3(φ̄′ + δφ′)Ψ′]− 1

2
(V̄ + V̄φδφ).

Despreciando términos de orden superior, se llega a

(−3a−2H2 + a−2[−2∇2Ψ + 6HΨ′ + 6H2Φ])φ̄− 3a−2H2δφ = −8π(ρ̄+ δρ)

+
1

2

ωa−2

φ̄

(
1− δφ

φ̄

)
[−φ̄′2 − 2φ̄′δφ′ + 2Φφ̄′2]

+ a−2[3H(φ̄′ + δφ′)− 6Hφ̄′Φ−∇2δφ− 3φ̄′Ψ′]− 1

2

(
V̄ + V̄φδφ

)
.

Distribuyendo el término entre paréntesis que multiplica a ω se obtiene

(−3a−2H2 + a−2[−2∇2Ψ + 6HΨ′ + 6H2Φ])φ̄− 3a−2H2δφ = −8π(ρ̄+ δρ)

+
1

2

ωa−2

φ̄
[−φ̄′2 +

φ̄′2

φ̄
δφ− 2φ̄′δφ′ + 2Φφ̄′2]

+ a−2[3H(φ̄′ + δφ′)− 6Hφ̄′Φ−∇2δφ− 3φ̄′Ψ′]− 1

2

(
V̄ + V̄φδφ

)
.

Si se tiene en cuenta la ecuación del background de Friedmann (0-0) (3.23), la ecuación
de perturbación de Friedmann para la componente tiempo-tiempo es

[−2∇2Ψ + 6HΨ′ + 6H2Φ]φ̄− 3H2δφ = −8πa2δρ

+
1

2

ω

φ̄

(
φ̄′2

φ̄
δφ− 2φ̄′δφ′ + 2φ̄′2Φ

)
+ 3Hδφ′ − 6Hφ̄′Φ

−∇2δφ− 3φ̄′Ψ′ − a2

2
V̄φδφ. (4.143)

Ahora se perturba el campo escalar para la componente espacio-espacio. Para esto,
se usan las relaciones (4.142) para el campo escalar en la ecuación (4.137)

(a−2(−2H′ −H2)δµν + a−2[2Ψ′′ +∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φ]δµν

+ a−2(Ψ− Φ),µν )(φ̄+ δφ) = 8π(p̄δµν + δpδµν + p̄(Π,µν −
1

3
δµν∇2Π))

− ωa−2

2φ̄

(
−1 + 2Φ +

δφ

φ̄

)
(φ′ + δφ′)2δµν + a−2

(
(1 + 2Ψ)(∂µ∂νδφ−∇2δφδµν)

− (−1 + 2Φ)(φ̄′′ + δφ′′)δµν −H(φ̄′ + δφ′)(−1 + 2Φ)δµν − (φ̄′ + δφ′)(2Ψ′ + Φ′)δµν

)
− 1

2
(V̄ + V̄φδφ)δµν .
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Despreciando términos de orden superior(
a−2(−2H′ −H2)δµν + a−2[2Ψ′′ +∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φ]δµν

+ a−2(Ψ− Φ),µν
)
φ̄+ a−2(−2H′ −H2)δφδµν = 8π

(
p̄δµν + δpδµν + p̄(Π,µν −

1

3
δµν∇2Π)

)
+
ωa−2

2φ̄

((
1− 2Φ− δφ

φ̄

)
φ̄′2 + 2φ̄′δφ′

)
δµν + a−2

(
∂µ∂νδφ−∇2δφδµν − (−1 + 2Φ)φ̄′′δµν

+ δφ′′δµν −H(−1 + 2Φ)φ̄′δµν +Hδφ′δµν − (2Ψ′ + Φ′)φ̄′δµν

)
− 1

2
(V̄ + V̄φδφ)δµν .

Dada la ecuación background de Friedmann espacio-espacio (3.24), la ecuación de
perturbación de Friedmann para la componente espacio-espacio es(

[2Ψ′′ +∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φ]δµν

+ (Ψ− Φ),µν
)
φ̄+ (−2H′ −H2)δφδµν = 8πa2δpδµν

+ 8πa2p̄

(
Π,µν −

1

3
δµν∇2Π

)
+

ω

2φ̄

(
−
(

2Φ +
δφ

φ̄

)
φ̄′2 + 2φ̄′δφ′

)
δµν

+
(
∂µ∂ν − δµν∇2

)
δφ− 2φ̄′′Φδµν + δφ′′δµν − 2Hφ̄′Φδµν +Hδφ′δµν

− (2Ψ′ + Φ′)φ̄′δµν −
a2

2
V̄φδφδµν . (4.144)

Tomando la traza se llega a

(2Ψ′′ +
2

3
∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φ)φ̄+ (−2H′ −H2)δφ = 8πa2δp

+
ω

2φ̄

(
−
(

2Φ +
δφ

φ̄

)
φ̄′2 + 2φ̄′δφ′

)
+
(−2

3
∇2δφ− 2φ̄′′Φ + δφ′′ − 2Hφ̄′Φ +Hδφ′

− (2Ψ′ + Φ′)φ̄′
)
− a2

2
V̄φδφ

Reemplazando la ecuación anterior en (4.144) se tiene(
∂µ∂ν −

1

3
δµν∇2

)
(Ψ− Φ) =

8πa2

φ̄
p̄

(
∂µ∂ν −

1

3
δµν∇2

)
Π +

1

φ̄

(
∂µ∂ν −

1

3
δµν∇2

)
δφ,

(4.145)
la parte fuera de la diagonal da

(Ψ− Φ) =
8πa2

φ̄
p̄Π +

δφ

φ̄
. (4.146)

para el fluido perfecto se tiene que Π = 0, llegando a la relación

Ψ = Φ +
δφ

φ̄
. (4.147)
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4.3.2 II-forma

Despejando φ de la ecuación (4.136)

− 3a−2H2 + a−2[−2∇2Ψ + 6HΨ′ + 6H2Φ]

= −8π

φ
(ρ̄+ δρ) +

1

2

ωa−2

φ2
[(−1 + 2Φ)(φ′)2 − (1 + 2Ψ)(∂φ)2]

+
a−2

φ
[3Hφ′ − 6Hφ′Φ−∇2φ(1 + 2Ψ) + ∂µφΨ,µ−3φ′Ψ′]− V (φ)

2φ
. (4.148)

Reemplazando las relaciones (4.142) y la definición del potencial (4.139) en la ecuación
anterior se tiene

− 3a−2H2 + a−2[−2∇2Ψ + 6HΨ′ + 6H2Φ]

= −8π

φ̄

(
1− δφ

φ̄

)
(ρ̄+ δρ) +

1

2

ωa−2

φ̄2

(
1− 2

δφ

φ̄

)
[(−1 + 2Φ)(φ̄′2 + 2φ̄′δφ′)]

+
a−2

φ̄

(
1− δφ

φ̄

)
[3H(φ̄′ + δφ′)− 6H(φ̄′ + δφ′)Φ−∇2δφ(1 + 2Ψ)

+ ∂µ(φ̄+ δφ)Ψ,µ−3(φ̄′ + δφ′)Ψ′]− 1

2φ̄

(
1− δφ

φ̄

)
(V̄ + V̄φδφ).

Despreciando términos de orden superior,

− 3a−2H2 + a−2[−2∇2Ψ + 6HΨ′ + 6H2Φ] = −8π

φ̄

(
ρ̄+ δρ− δφ

φ̄
ρ̄

)
+

1

2

ωa−2

φ̄2
[−
(

1− 2
δφ

φ̄

)
φ̄′2 − 2φ̄′δφ′ + 2Φφ̄′2]

+
a−2

φ̄
[3Hφ̄′

(
1− δφ

φ̄

)
+ 3Hδφ′ − 6Hφ̄′Φ−∇2δφ− 3φ̄′Ψ′]

− 1

2φ̄

(
V̄ + V̄φδφ− V̄

δφ

φ̄

)
.

Teniendo en cuenta la ecuación del background de Friedmann tiempo-tiempo (3.23),
la ecuación de perturbación de Friedmann para la componente tiempo-tiempo es

[−2∇2Ψ + 6HΨ′ + 6H2Φ] = −8πa2

φ̄

(
δρ− ρ̄

φ̄
δφ

)
+

1

2

ω

φ̄2

[
2
φ̄′2

φ̄
δφ− 2φ̄′δφ′ + 2φ̄′2Φ

]
+

1

φ̄

[
− 3H φ̄

′

φ̄
δφ+ 3Hδφ′ − 6Hφ̄′Φ−∇2δφ− 3φ̄′Ψ′

]
− a2

2φ̄

(
V̄φδφ− V̄

δφ

φ̄

)
. (4.149)
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Despejando φ de la ecuación (4.137)

a−2(−2H′ −H2)δµν + a−2[2Ψ′′ +∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φ]δµν

+ a−2(Ψ− Φ),µν =
8π

φ
(p̄δµν + δpδµν + p̄(Π,µν −

1

3
δµν∇2Π))

+
ωa−2

φ2

(
(1 + 2Ψ)(∂µφ∂νφ−

1

2
δµν(∂φ)2)− 1

2
δµν(−1 + 2Φ)φ′2

)
+
a−2

φ

(
(1 + 2Ψ)(∂µ∂νφ−∇2φδµν)− (−1 + 2Φ)φ′′δµν −Hφ′(−1 + 2Φ)δµν

− φ′(2Ψ′ + Φ′)δµν + Ψ,ν ∂µφ+ Ψ,µ ∂νφ− Φ,λ ∂λφδµν

)
− V

2φ
δµν . (4.150)

Usando las relaciones (4.142) para el campo escalar

a−2(−2H′ −H2)δµν + a−2[2Ψ′′ +∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φ]δµν

+ a−2(Ψ− Φ),µν =
8π

φ̄

(
1− δφ

φ̄

)
(p̄δµν + δpδµν + p̄(Π,µν −

1

3
δµν∇2Π))

− ωa−2

2φ̄2

(
−1 + 2Φ + 2

δφ

φ̄

)
(φ′ + δφ′)2δµν +

a−2

φ̄

(
1− δφ

φ̄

)(
(1 + 2Ψ)(∂µ∂νδφ

−∇2δφδµν)− (−1 + 2Φ)(φ̄′′ + δφ′′)δµν −H(φ̄′ + δφ′)(−1 + 2Φ)δµν

− (φ̄′ + δφ′)(2Ψ′ + Φ′)δµν

)
− 1

2φ̄

(
V̄ + V̄φδφ− V̄

δφ

φ̄

)
δµν .

Despreciando términos de orden superior

a−2(−2H′ −H2)δµν + a−2[2Ψ′′ +∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φ]δµν

+ a−2(Ψ− Φ),µν =
8π

φ̄

(
p̄δµν − p̄

δφ

φ̄
δµν + δpδµν + p̄(Π,µν −

1

3
δµν∇2Π)

)
+
ωa−2

2φ̄2

((
1− 2Φ− 2

δφ

φ̄

)
φ̄′2 + 2φ̄′δφ′

)
δµν +

a−2

φ̄

(
∂µ∂νδφ−∇2δφδµν + φ̄′′δµν

+

(
δφ′′ − 2Φφ̄′′ − φ̄′′ δφ

φ̄

)
δµν +H

(
φ̄′ + δφ′ − 2Φφ̄′ − φ̄′ δφ

φ̄

)
δµν − (2Ψ′ + Φ′)φ̄′δµν

)
− 1

2φ̄

(
V̄ + V̄φδφ− V̄

δφ

φ̄

)
δµν .

Teniendo en cuenta la ecuación background de Friedmann espacio-espacio (3.24), la
ecuación de perturbación de Friedmann para la componente espacio-espacio es

[2Ψ′′ +∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φ]δµν

+ (Ψ− Φ),µν =
8πa2

φ̄

(
−p̄ δφ

φ̄
δµν + δpδµν + p̄(Π,µν −

1

3
δµν∇2Π)

)
− ω

φ̄2

((
Φ +

δφ

φ̄

)
φ̄′2 − φ̄′δφ′

)
δµν +

1

φ̄

(
∂µ∂νδφ− δµν∇2δφ

+

(
δφ′′ − 2Φφ̄′′ − φ̄′′ δφ

φ̄

)
δµν +H

(
δφ′ − 2Φφ̄′ − φ̄′ δφ

φ̄

)
δµν

− (2Ψ′ + Φ′)φ̄′δµν

)
− a2

2φ̄

(
V̄φδφ− V̄

δφ

φ̄

)
δµν . (4.151)
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AL tomar la traza se llega a

2Ψ′′ +
2

3
∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φ =

8πa2

φ̄

(
−p̄ δφ

φ̄
+ δp

)
− ω

φ̄2

((
Φ +

δφ

φ̄

)
φ̄′2 − φ̄′δφ′

)
+

1

φ̄

(−2

3
∇2δφ+

(
δφ′′ − 2Φφ̄′′ − φ̄′′ δφ

φ̄

)
+H

(
δφ′ − 2Φφ̄′ − φ̄′ δφ

φ̄

)
− (2Ψ′ + Φ′)φ̄′

)
− a2

2φ̄

(
V̄φδφ− V̄

δφ

φ̄

)
.

Reemplazando la ecuación anterior en (4.151) se tiene(
∂µ∂ν −

1

3
δµν∇2

)
(Ψ− Φ) =

8πa2

φ̄
p̄

(
∂µ∂ν −

1

3
δµν∇2

)
Π +

1

φ̄

(
∂µ∂ν −

1

3
δµν∇2

)
δφ,

(4.152)
la parte fuera de la diagonal da

(Ψ− Φ) =
8πa2

φ̄
p̄Π +

δφ

φ̄
. (4.153)

para el fluido perfecto se tiene que Π = 0, llegando a la relación

Ψ = Φ +
δφ

φ̄
. (4.154)

Sin importar cual forma se escoge para realizar las perturbaciones, la relación entre
los potenciales y el tensor anisotrópico es igual.

4.3.3 Perturbación en la ecuación del campo escalar

Para hallar la ecuación de campo de BD perturbada para el campo escalar (2.80),
primero se calcula la relación (4.134), usando la perturbación del campo escalar
(4.138)

�φ = a−2[−δφ′′−2Hδφ′+∇2δφ− φ̄′′−2Hφ̄′+2Φφ̄′′+(Φ′+3Ψ′)φ̄′+4HΦφ̄′], (4.155)

obteniendo así

− δφ′′ − 2Hδφ′ +∇2δφ− φ̄′′ − 2Hφ̄′ + 2Φφ̄′′ + (Φ′ + 3Ψ′)φ̄′ + 4HΦφ̄′

=
a2

2ω + 3
[8π(−ρ̄+ 3p̄) + 8π(−δρ+ 3δp) + φ̄V̄φ + φ̄V̄φφδφ+ V̄φδφ− 2V̄ − 2V̄φδφ],

donde se usado el hecho de que la traza del tensor momentum-energía perturbado
es

T (m) = −ρ̄+ 3p̄− δρ+ 3δp. (4.156)

Teniendo en cuenta la ecuación background (3.28) se llega a

δφ′′ + 2Hδφ′ −∇2δφ− (Φ′ + 3Ψ′)φ̄′

=
a2

2ω + 3

[
8π[2Φ(ρ̄− 3p̄) + δρ− 3δp]− φ̄V̄φφδφ+ V̄φδφ− 2Φφ̄V̄φ + 4ΦV̄

]
(4.157)
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4.4 Perturbaciones en teorías Escalar-Tensor en el gauge de
Newton conforme

Para calcular las ecuaciones de campo perturbadas de Escalar-Tensor, se parte de la
ecuación de campo hallada con anterioridad (2.120)

Gabf(φ) = T ab + ω(φ)

(
gca∇cφ∇bφ−

1

2
δab∇cφ∇cφ

)
+ (gca∇c∇bf(φ)− δab�f(φ))

− δabV (φ).

La componente tiempo-tiempo es

G0
0f(φ) = T 0

0 + ω(φ)

(
g0c∇cφ∂0φ−

1

2
δ0

0∇cφ∇cφ
)

+
(
gc0∇c∂0f(φ)− δ0

0�f(φ)
)

− δ0
0V (φ)

= T 0
0 + ω(φ)

(
g00φ′2 − 1

2
∇cφ∇cφ

)
+
(
gc0∇cf ′(φ)−�f(φ)

)
− V (φ).

Las siguientes relaciones se tendrán en cuenta a lo largo del cálculo (estas relaciones
son las mismas que las encontradas en la sección anterior para BD, pero ahora para
f(φ))

gc0∇cf ′(φ) = a−2[(−1 + 2Φ)f ′′ + (H+ Φ′)f ′ − 2ΦHf ′ + Φ,µ ∂µf ] (4.158)

gcµ∇c∂νf(φ) = a−2[(1 + 2Ψ)∂µ∂νf +Hf ′(−1 + 2Φ)δµν + Ψ′f ′δµν

+ Ψ,ν ∂µf + Ψ,µ ∂νf −Ψ,λ ∂λfδµν ] (4.159)

�f(φ) = a−2[(−1 + 2Φ)f ′′ + (1 + 2Ψ)∇2f + ∂µf(Φ,µ−Ψ,µ )

+ 2Hf ′(−1 + 2Φ) + f ′(3Ψ′ + Φ′)], (4.160)

reemplazando la ecuación de la métrica perturbada (4.69), la relación (4.135) y las
anteriores, se tiene

G0
0f(φ) = T 0

0 + ω(φ)a−2

(
(−1 + 2Φ)φ′2 − 1

2
((−1 + 2Φ)φ′2 + (1 + 2Ψ)(∂φ)2)

)
+ a−2

(
(−1 + 2Φ)f ′′ + (H+ Φ′)f ′ − 2ΦHf ′ + Φ,µ ∂µf − (−1 + 2Φ)f ′′

− (1 + 2Ψ)∇2f − ∂µf(Φ,µ−Ψ,µ )− 2Hf ′(−1 + 2Φ)− f ′(3Ψ′ + Φ′)
)
− V (φ)

= T 0
0 +

1

2
ω(φ)a−2((−1 + 2Φ)φ′2 − (1 + 2Ψ)(∂φ)2) + a−2(3Hf ′ − 6HΦf ′

− (1 + 2Ψ)∇2f + Ψ,µ ∂µf − 3Ψ′f ′)− V (φ).

Teniendo en cuenta la componente (0-0) del tensor de Einstein perturbado (4.85) y
del tensor momentum-energía (4.119) se llega a

(−3a−2H2 + a−2(−2∇2Ψ + 6HΨ′ + 6H2Φ))f = −(ρ̄+ δρ)

+
1

2
ωa−2((−1 + 2Φ)φ′2 − (1 + 2Ψ)(∂φ)2) + a−2(3Hf ′ − 6HΦf ′

− (1 + 2Ψ)∇2f + Ψ,µ ∂µf − 3Ψ′f ′)− V. (4.161)
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Ahora, la ecuación de campo para las componentes espacio-espacio es

Gµνf(φ) = Tµν + ω(φ)

(
gcµ∂cφ∂νφ−

1

2
δµν∇cφ∇cφ

)
+ (gcµ∇c∂νf(φ)− δµν�f(φ))

− δµνV (φ)

= Tµν + ω(φ)

(
gκµ∂κφ∂νφ−

1

2
δµν∇cφ∇cφ

)
+ (gcµ∇c∂νf(φ)− δµν�f(φ))

− δµνV (φ).

Se perturba la ecuación anterior teniendo en cuenta (4.69), las relaciones (4.135),
(4.159) y (4.160)

Gµνf = Tµν + ωa−2

(
(1 + 2Ψ)∂µφ∂νφ−

1

2
δµν((−1 + 2Φ)φ′2 + (1 + 2Ψ)(∂φ)2)

)
+ a−2[(1 + 2Ψ)∂µ∂νf +Hf ′(−1 + 2Φ)δµν + Ψ′f ′δµν + Ψ,ν ∂µf + Ψ,µ ∂νf

−Ψ,λ ∂λfδµν − δµν((−1 + 2Φ)f ′′ + (1 + 2Ψ)∇2f + ∂λf(Φ,λ−Ψ,λ )

+ 2Hf ′(−1 + 2Φ) + f ′(3Ψ′ + Φ′))]− V δµν .

Eliminando perturbaciones no lineales y teniendo en cuenta la componente del ten-
sor de Einstein perturbado (4.88) y del momentum-energía (4.119) se encuentra

[a−2(−2H′ −H2)δµν + a−2[2Ψ′′ +∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φ]δµν

+ a−2(Ψ− Φ),µν ]f = p̄δµν + δpδµν + p̄(Π,µν −
1

3
δµν∇2Π)

+ ωa−2

(
(1 + 2Ψ)

(
∂µφ∂νφ−

1

2
δµν(∂φ)2

)
− 1

2
δµν(−1 + 2Φ)φ′2

)
+ a−2[(1 + 2Ψ)(∂µ∂νf − δµν∇2f)−Hf ′(−1 + 2Φ)δµν + Ψ,ν ∂µf + Ψ,µ ∂νf

− (−1 + 2Φ)f ′′δµν − ∂λfΦ,λ δµν − f ′(2Ψ′ + Φ′)δµν ]− V δµν . (4.162)

En las ecuaciones encontradas (componentes tiempo-tiempo y espacio-espacio para
ST) no se ha tenido en cuenta la perturbación del campo escalar. Como se hizo para
BD, hay 2 maneras de perturbar las ecuaciones de campo dependiendo de como se
tome f(φ) en las ecuaciones.

4.4.1 I-forma

Usando las relaciones para el campo escalar perturbado (4.138 - 4.140) y (4.142) en la
ecuación (4.161)

(−3a−2H2 + a−2(−2∇2Ψ + 6HΨ′ + 6H2Φ))(f̄ + f̄φδφ) = −(ρ̄+ δρ)

+
1

2
(ω̄ + ω̄φδφ)a−2(−1 + 2Φ)(φ̄′2 + 2φ̄′δφ′) + a−2(3H(f̄φ + f̄φφδφ)(φ̄′ + δφ′)

− 6HΦ(f̄φ + f̄φφδφ)(φ̄′ + δφ′)− (1 + 2Ψ)∇2(f̄ + f̄φδφ)

+ Ψ,µ ∂µ(f̄ + fφδφ)− 3Ψ′(f̄φ + f̄φφδφ)(φ̄′ + δφ′))− (V̄ + V̄φδφ).
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Despreciando términos de segundo orden

[−3a−2H2 + a−2(−2∇2Ψ + 6HΨ′ + 6H2Φ)]f̄ − 3a−2H2f̄φδφ = −(ρ̄+ δρ)

+
1

2
ω̄a−2

(
(−1 + 2Φ)φ̄′2 − 2φ̄′δφ′

)
− 1

2
ω̄φa

−2φ̄′2δφ

+ a−2
(

3H
(
f̄φ + f̄φφδφ

)
φ̄′ + 3Hf̄φδφ′ − 6Hf̄φφ̄′Φ− f̄φ∇2δφ− 3f̄φφ̄

′Ψ′
)

− (V̄ + Vφδφ).

Dada la ecuación background de Friedmann tiempo-tiempo (3.31), la ecuación de
perturbación de Friedmann para la componente tiempo-tiempo es

[−2∇2Ψ + 6HΨ′ + 6H2Φ]f̄ − 3H2f̄φδφ = −a2δρ+ ω̄
(
φ̄′2Φ− φ̄′δφ′

)
− 1

2
ω̄φφ̄

′2δφ+
(

3Hφ̄′f̄φφδφ+ 3Hf̄φδφ′ − 6Hf̄φφ̄′Φ− f̄φ∇2δφ− 3f̄φφ̄
′Ψ′
)

− a2Vφδφ. (4.163)

Para calcular las perturbaciones del campo escalar en la componente espacio-espacio,
primero se calcula f ′′ usando la ecuaciones (4.140) y (4.141)

f ′′ = fφφφ
′2 + fφφ

′′ = (f̄φφ + f̄
(3)
φ δφ)(φ̄′2 + 2φ̄′δφ′) + (f̄φ + f̄φφδφ)(φ̄′′ + δφ′′)

= (f̄φφ + f̄
(3)
φ δφ)φ̄′2 + 2φ̄′f̄φφδφ

′ + (f̄φ + f̄φφδφ)φ̄′′ + f̄φδφ
′′. (4.164)

Teniendo en cuenta las relaciones (4.142) en la componente espacio-espacio (4.162)
se encuentra(
a−2(−2H′ −H2)δµν + a−2[2Ψ′′ +∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φδµν

+ a−2(Ψ− Φ),µν ]
)

(f̄ + f̄φδφ) = p̄δµν + δpδµν + p̄(Π,µν −
1

3
δµν∇2Π)

− 1

2
a−2(ω̄ + ω̄φδφ)(−1 + 2Φ)(φ̄′2 + 2φ̄′δφ′)δµν + a−2[f̄φ(∂µ∂νδφ− δµν∇2δφ)

−H((f̄φ + f̄φφδφ)φ̄′ + f̄φδφ
′)(−1 + 2Φ)δµν − (−1 + 2Φ)((f̄φφ + f̄

(3)
φ δφ)φ̄′2

+ 2φ̄′f̄φφδφ
′ + (f̄φ + f̄φφδφ)φ̄′′ + f̄φδφ

′′)δµν − ((f̄φ + f̄φφδφ)φ̄′ + f̄φδφ
′)

(2Ψ′ + Φ′)δµν ]− (V̄ + V̄φδφ)δµν ,

despreciando términos de orden superior

[a−2(−2H′ −H2)δµν + a−2[2Ψ′′ +∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φ]δµν

+ a−2(Ψ− Φ),µν ]f̄ + a−2(−2H′ −H2)f̄φδφδµν = p̄δµν + δpδµν + p̄(Π,µν −
1

3
δµν∇2Π)

− 1

2
ω̄a−2

(
(−1 + 2Φ)φ̄′2 − 2φ̄′δφ′

)
δµν +

1

2
ω̄φa

−2φ̄′2δφδµν

+ a−2[f̄φ(∂µ∂νδφ− δµν∇2δφ) +H((f̄φ + f̄φφδφ)φ̄′ + f̄φδφ
′)δµν − 2Hφ̄′f̄φΦδµν

+ ((f̄φφ + f̄
(3)
φ δφ)φ̄′2 + 2φ̄′f̄φφδφ

′ + (f̄φ + f̄φφδφ)φ̄′′ + f̄φδφ
′′)δµν

− 2Φ(f̄φφφ̄
′2 + f̄φφ̄

′′)δµν − (2Ψ′ + Φ′)f̄φφ̄
′δµν ]− (V̄ + V̄φδφ)δµν .
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En vista de la ecuación background de Friedmann espacio-espacio (3.32), la ecuación
de perturbación de Friedmann para la componente espacio-espacio es

[[2Ψ′′ +∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φ]δµν

+ (Ψ− Φ),µν ]f̄ + (−2H′ −H2)f̄φδφδµν = a2δpδµν

+ a2p̄
(
Π,µν −

1

3
δµν∇2Π

)
− ω̄

(
φ̄′2Φ− φ̄′δφ′

)
δµν +

1

2
ω̄φφ̄

′2δφδµν

+ f̄φ(∂µ∂νδφ− δµν∇2δφ) +H(φ̄′f̄φφδφ+ f̄φδφ
′)δµν − 2Hφ̄′f̄φΦδµν

+ (φ̄′2f̄
(3)
φ δφ+ 2φ̄′f̄φφδφ

′ + φ̄′′f̄φφδφ+ f̄φδφ
′′)δµν

− 2Φ(f̄φφφ̄
′2 + f̄φφ̄

′′)δµν − (2Ψ′ + Φ′)f̄φφ̄
′δµν − a2V̄φδφδµν . (4.165)

Al tomar la traza se tiene

[2Ψ′′ +
2

3
∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φ]f̄ + (−2H′ −H2)f̄φδφ

= a2δp− ω̄(φ̄′2Φ− φ̄′δφ′) +
1

2
ω̄φφ̄

′2δφ− 2

3
f̄φ∇2δφ+H(f̄φφφ̄

′δφ+ f̄φδφ
′)

− 2Hf̄φφ̄′Φ + φ̄′2f̄
(3)
φ δφ+ 2φ̄′f̄φφδφ

′ + φ̄′′f̄φφδφ+ f̄φδφ
′′ − 2Φ(f̄φφφ̄

′2 + f̄φφ̄
′′)

− (2Ψ′ + Φ′)f̄φφ̄
′ − a2V̄φδφ.

Reemplazando la ecuación anterior en (4.165) queda

f̄

(
∂µ∂ν −

1

3
δµν∇2

)
(Ψ− Φ) = a2p̄

(
∂µ∂ν −

1

3
δµν∇2

)
Π + f̄φ

(
∂µ∂ν −

1

3
δµν∇2

)
δφ.

(4.166)
La parte fuera de la diagonal queda

f̄(Ψ− Φ) = a2p̄Π + f̄φδφ, (4.167)

Para el fluido perfecto Π = 0, se tiene

Ψ = Φ +
f̄φ

f̄
δφ, (4.168)

4.4.2 II-forma

Como se mencionó con anterioridad la 2 forma depende de como se despeje f(φ) de
las ecuaciones de campo.
Despejando f(φ) de la ecuación (4.161)

− 3a−2H2 + a−2(−2∇2Ψ + 6HΨ′ + 6H2Φ) =
1

f

[
− (ρ+ δρ)

+
1

2
ωa−2((−1 + 2Φ)φ′2 − (1 + 2Ψ)(∂φ)2) + a−2(3Hf ′

− 6HΦf ′ − (1 + 2Ψ)∇2f + Ψ,µ ∂µf − 3Ψ′f ′)− V
]
.

Usando las relaciones para el campo escalar perturbado (4.138 - 4.140), (4.142) y

1

f
= f̄−1

(
1 +

f̄φ

f̄
δφ

)−1

=
1

f̄

(
1−

f̄φ

f̄
δφ

)
, (4.169)
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se tiene

− 3a−2H2 + a−2(−2∇2Ψ + 6HΨ′ + 6H2Φ) =
1

f̄

(
1−

f̄φ

f̄
δφ

)[
− (ρ̄+ δρ)

+
1

2
(ω̄ + ω̄φδφ)a−2(−1 + 2Φ)(φ̄′2 + 2φ̄′δφ′) + a−2(3H(f̄φ + f̄φφδφ)(φ̄′ + δφ′)

− 6HΦ(f̄φ + f̄φφδφ)(φ̄′ + δφ′)− (1 + 2Ψ)∇2(f̄ + f̄φδφ)

+ Ψ,µ ∂µ(f̄ + fφδφ)− 3Ψ′(f̄φ + f̄φφδφ)(φ̄′ + δφ′))− (V̄ + V̄φδφ)
]
.

Despreciando términos de segundo orden

[−3a−2H2 + a−2(−2∇2Ψ + 6HΨ′ + 6H2Φ)]f̄ = −
(
ρ̄+ δρ− ρ̄

f̄φ

f̄
δφ

)
+

1

2
ω̄a−2

((
−1 + 2Φ +

f̄φ

f̄
δφ

)
φ̄′2 − 2φ̄′δφ′

)
− 1

2
ω̄φa

−2φ̄′2δφ

+ a−2
(

3H

(
f̄φ + f̄φφδφ−

f̄2
φ

f̄
δφ

)
φ̄′ + 3Hf̄φδφ′ − 6HΦf̄φφ̄

′ − f̄φ∇2δφ− 3Ψ′f̄φφ̄
′
)

−
(
V̄ + Vφδφ− V̄

f̄φ

f̄
δφ

)
.

Teniendo en cuenta la ecuación de Friedmann del background tiempo-tiempo (3.31),
la ecuación de perturbación de Friedmann para la componente tiempo-tiempo es

(−2∇2Ψ + 6HΨ′ + 6H2Φ)f̄ = −a2

(
δρ− ρ̄

f̄φ

f̄
δφ

)
+ ω̄

(
Φφ̄′2 +

f̄φ

2f̄
φ̄′2δφ− φ̄′δφ′

)
− 1

2
ω̄φφ̄

′2δφ+ 3H

(
f̄φφ −

f̄2
φ

f̄

)
φ̄′δφ

+ 3Hf̄φδφ′ − 6HΦf̄φφ̄
′ − f̄φ∇2δφ− 3Ψ′f̄φφ̄

′ − a2

(
V̄φδφ− V̄

f̄φ

f̄
δφ

)
. (4.170)

Despejando f(φ) de las ecuación (4.162)

[a−2(−2H′ −H2)δµν + a−2[2Ψ′′ +∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φ]δµν

+ a−2(Ψ− Φ),µν ] =
1

f

(
(p̄δµν + δpδµν + p̄(Π,µν −

1

3
δµν∇2Π))

+ ωa−2

(
(1 + 2Ψ)

(
∂µφ∂νφ−

1

2
δµν(∂φ)2

)
− 1

2
δµν(−1 + 2Φ)φ′2

)
+ a−2[(1 + 2Ψ)(∂µ∂νf − δµν∇2f)−Hf ′(−1 + 2Φ)δµν + Ψ,ν ∂µf + Ψ,µ ∂νf

− (−1 + 2Φ)f ′′δµν − ∂λfΦ,λ δµν − f ′(2Ψ′ + Φ′)δµν ]− V δµν
)
. (4.171)
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Ahora, teniendo en cuenta las relaciones (4.142) y (4.164) se encuentra

a−2(−2H′ −H2)δµν + a−2[2Ψ′′ +∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φδµν

+ a−2(Ψ− Φ),µν ] =
1

f̄

(
1−

f̄φ

f̄
δφ

)(
(p̄δµν + δpδµν + p̄(Π,µν −

1

3
δµν∇2Π))

− 1

2
(ω̄ + ω̄φδφ)a−2δµν(−1 + 2Φ)(φ̄′2 + 2φ̄′δφ′) + a−2[f̄φ(∂µ∂νδφ− δµν∇2δφ)

−H((f̄φ + f̄φφδφ)φ̄′ + f̄φδφ
′)(−1 + 2Φ)δµν − (−1 + 2Φ)((f̄φφ + f̄

(3)
φ δφ)φ̄′2

+ 2φ̄′f̄φφδφ
′ + (f̄φ + f̄φφδφ)φ̄′′ + f̄φδφ

′′)δµν − ((f̄φ + f̄φφδφ)φ̄′ + f̄φδφ
′)

(2Ψ′ + Φ′)δµν ]− (V̄ + V̄φδφ)δµν

)
.

Despreciando términos de orden superior

[a−2(−2H′ −H2)δµν + a−2[2Ψ′′ +∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φ]δµν

+ a−2(Ψ− Φ),µν ]f̄ = p̄δµν + δpδµν + p̄(Π,µν −
1

3
δµν∇2Π)−

f̄φ

f̄
p̄δφδµν

− 1

2
ω̄a−2(−φ̄′2 + 2Φφ̄′2 − 2φ̄′δφ′ + φ̄′2

f̄φ

f̄
δφ)δµν +

1

2
ω̄φa

−2φ̄′2δφδµν

+ a−2[f̄φ(∂µ∂νδφ− δµν∇2δφ) +H((f̄φ + f̄φφδφ)φ̄′ + f̄φδφ
′)δµν − 2HΦf̄φφ̄

′δµν

+ ((f̄φφ + f̄
(3)
φ δφ)φ̄′2 + 2φ̄′f̄φφδφ

′ + (f̄φ + f̄φφδφ)φ̄′′ + f̄φδφ
′′)δµν

− 2Φ(f̄φφφ̄
′2 + f̄φφ̄

′′)δµν − (2Ψ′ + Φ′)f̄φφ̄
′δµν −H

f̄2
φφ̄
′

f̄
δφδµν −

f̄φφf̄φ

f̄
φ̄′2δφδµν

−
f̄2
φ

f̄
φ̄′′δφδµν ]− (V̄ + V̄φδφ)δµν + V̄

f̄φ

f̄
δφδµν .

En vista de la ecuación background de Friedmann espacio-espacio (3.32), la ecuación
de perturbación de Friedmann para la componente espacio-espacio es

[(2Ψ′′ +∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φ)δµν + (Ψ− Φ),µν ]f̄

= a2δpδµν + a2p̄(Π,µν −
1

3
δµν∇2Π)− a2 f̄φ

f̄
p̄δφδµν − ω̄(Φφ̄′2 − φ̄′δφ′)δµν

+
1

2
(ω̄φφ̄

′2 − ω̄φ̄′2
f̄φ

f̄
)δφδµν + f̄φ(∂µ∂νδφ− δµν∇2δφ)− 2HΦf̄φφ̄

′δµν

+H(f̄φφφ̄
′δφ+ f̄φδφ

′)δµν

+ (f̄
(3)
φ φ̄′2δφ+ 2φ̄′f̄φφδφ

′ + f̄φφφ̄
′′δφ+ f̄φδφ

′′)δµν

− 2Φ(f̄φφφ̄
′2 + f̄φφ̄

′′)δµν − (2Ψ′ + Φ′)f̄φφ̄
′δµν −H

f̄2
φφ̄
′

f̄
δφδµν

−
f̄φφf̄φ

f̄
φ̄′2δφδµν −

f̄2
φ

f̄
φ̄′′δφδµν − a2V̄φδφδµν + a2V̄

f̄φ

f̄
δφδµν . (4.172)
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Al tomar la traza se tiene

[2Ψ′′ +
2

3
∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φ]f̄

= a2δp− a2 f̄φ

f̄
p̄δφ− ω̄(Φφ̄′2 − φ̄′δφ′) +

1

2
(ω̄φφ̄

′2 − ω̄φ̄′2
f̄φ

f̄
)δφ

− 2

3
f̄φ∇2δφ− 2HΦf̄φφ̄

′ +H(f̄φφφ̄
′δφ+ f̄φδφ

′)

+ f̄
(3)
φ φ̄′2δφ+ 2φ̄′f̄φφδφ

′ + f̄φφφ̄
′′δφ+ f̄φδφ

′′ − 2Φ(f̄φφφ̄
′2 + f̄φφ̄

′′)

− (2Ψ′ + Φ′)f̄φφ̄
′ −H

f̄2
φφ̄
′

f̄
δφ−

f̄φφf̄φ

f̄
φ̄′2δφ−

f̄2
φ

f̄
φ̄′′δφ− a2V̄φδφ+ a2V̄

f̄φ

f̄
δφ.

Reemplazando la ecuación anterior en (4.172) queda

f̄

(
∂µ∂ν −

1

3
δµν∇2

)
(Ψ− Φ) = a2p̄

(
∂µ∂ν −

1

3
δµν∇2

)
Π + f̄φ

(
∂µ∂ν −

1

3
δµν∇2

)
δφ.

(4.173)
La parte fuera de la diagonal queda

f̄(Ψ− Φ) = a2p̄Π + f̄φδφ, (4.174)

Para el fluido perfecto Π = 0, se tiene

Ψ = Φ +
f̄φ

f̄
δφ, (4.175)

De las 2 formas que se hicieron para encontrar las perturbaciones, las relaciones
entre los potenciales fue la misma.

4.4.3 Perturbación en la ecuación del campo escalar

La ecuación de campo en Escalar-Tensor (2.128) es

ω(φ)�φ+
1

2
Rfφ +

1

2
ωφ∇cφ∇cφ− Vφ = 0,

la relación (4.135) con la perturbación (4.138) a primer orden queda

∇cφ∇cφ = a−2[−φ̄′2 − 2φ̄′δφ′ + 2φ̄′2Φ]. (4.176)

Teniendo en cuenta esta ecuación y las relaciones (4.139, 4.140,4.155) se tiene

a−2(ω̄ + ω̄φδφ)[−δφ′′ − 2Hδφ′ +∇2δφ− φ̄′′ − 2Hφ̄′ + 2Φφ̄′′ + (Φ′ + 3Ψ′)φ̄′ + 4HΦφ̄′]

+
1

2
(R̄+ δR)(f̄φ + f̄φφδφ) +

1

2
a−2(ω̄φ + ω̄φφδφ)[−φ̄′2 − 2φ̄′δφ′ + 2φ̄′2Φ]

− V̄φ − V̄φφδφ = 0.

Despreciando términos de orden superior queda

ω̄[−δφ′′ − 2Hδφ′ +∇2δφ− φ̄′′ − 2Hφ̄′ + 2Φφ̄′′ + (Φ′ + 3Ψ′)φ̄′ + 4HΦφ̄′]

− ω̄φ(φ̄′′ + 2Hφ̄′)δφ+
1

2
a2(R̄f̄φ + f̄φδR+ R̄f̄φφδφ)

+
1

2
ω̄φ(−φ̄′2 − 2φ̄′δφ′ + 2φ̄′2Φ)− 1

2
ω̄φφφ̄

′2δφ′ − a2(V̄φ + V̄φφδφ) = 0. (4.177)
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Si se tiene en cuenta la ecuación del background (3.35), la ecuación de perturbación
del campo escalar queda

ω̄[−δφ′′ − 2Hδφ′ +∇2δφ+ 2Φφ̄′′ + (Φ′ + 3Ψ′)φ̄′ + 4HΦφ̄′]− ω̄φ(φ̄′′ + 2Hφ̄′)δφ

+
1

2
a2f̄φδR+ 3(H′ +H2)f̄φφδφ+

1

2
ω̄φ(−2φ̄′δφ′ + 2φ̄2Φ)− 1

2
ω̄φφφ̄

′2δφ′ − a2V̄φφδφ = 0.

(4.178)

Se mostró el procedimiento para calcular las perturbaciones en ST. Sin embargo, en el
apéndice I se muestra un método para hallar las perturbaciones usando el software
Mathematica con el paquete Xpand [63].

4.5 Perturbaciones en teorías f(R) en el gauge de Newton con-
forme

La ecuación de campo de f(R) en componentes mixtas es

GabfR = T ab +
1

2
δab(f − fRR) +∇a∇bfR − δab�fR. (4.179)

Las siguientes relaciones se usarán a lo largo del desarrollo de las ecuaciones pertur-
badas para f(R) (ver apéndice G)

∇0∇0fR = a−2((−1 + 2Φ)f ′′R + (H+ Φ′)f ′R − 2HΦf ′R + Φ,λ ∂λfR) (4.180)

∇µ∇νfR = a−2((1 + 2Ψ)∂µ∂νfR − (1 + 2Ψ)Hδµνf ′R + (2H(Φ + Ψ) + Ψ′)δµνf
′
R

+ Ψ,ν ∂µfR + Ψ,µ ∂νfR −Ψ,λ ∂λfRδ
µ
ν) (4.181)

�f(R) = a−2((−1 + 2Φ)f ′′R + 2Hf ′R(−1 + 2Φ) + (Φ′ + 3Ψ′)f ′R + (1 + 2Ψ)∇2fR

+ (Φ,µ−Ψ,µ )∂µfR). (4.182)

La ecuación de campo para las componentes tiempo-tiempo es

G0
0fR = T 0

0 +
1

2
(f − fRR) +∇0∇0fR −�fR, (4.183)

reemplazando las relaciones anteriores se llega a

G0
0fR = T 0

0 +
1

2
(f − fRR)− a−2((1 + 2Ψ)∇2fR + 3H(−1 + 2Φ)f ′R

+ 3Ψ′f ′R −Ψ,µ ∂µfR). (4.184)

De la componente tiempo-tiempo del tensor de Einstein perturbada (4.85) y la del
momentum-energía (4.119) se tiene

[−3a−2H2 + a−2(−2∇2Ψ + 6HΨ′ + 6H2Φ)]fR

= −(ρ̄+ δρ) +
1

2
(f − fRR)− a−2((1 + 2Ψ)∇2fR + 3H(−1 + 2Φ)f ′R

+ 3Ψ′f ′R −Ψ,µ ∂µfR). (4.185)

La ecuación para la componente espacio-espacio es

GµνfR = Tµν +
1

2
δµν(f − fRR) +∇µ∇νfR − δµν�fR, (4.186)
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teniendo en cuenta las relaciones (4.181) y (4.182) se llega a

GµνfR = Tµν +
1

2
δµν(f − fRR) + a−2((1 + 2Ψ)∂µ∂νfR + (−1 + 2Φ)Hf ′Rδµν + Ψ′f ′Rδ

µ
ν

+ Ψ,ν ∂µfR + Ψ,µ ∂νfR −Ψ,λ ∂λfRδ
µ
ν − (−1 + 2Φ)f ′′Rδ

µ
ν − 2Hf ′R(−1 + 2Φ)δµν

− (Φ′ + 3Ψ′)f ′Rδ
µ
ν − (1 + 2Ψ)∇2fRδ

µ
ν − (Φ,λ−Ψ,λ )∂λfRδ

µ
ν

= Tµν +
1

2
δµν(f − fRR) + a−2((1 + 2Ψ)(∂µ∂ν −∇2)fR − (−1 + 2Φ)Hf ′Rδµν

+ Ψ,ν ∂µfR + Ψ,µ ∂νfR − (−1 + 2Φ)f ′′Rδ
µ
ν − (Φ′ + 2Ψ′)f ′Rδ

µ
ν − Φ,λ ∂λfRδ

µ
ν).

De la componente espacio-espacio del tensor de Einstein perturbada (4.88) y la del
momentum-energía (4.119) se tiene

[a−2(−2H′ −H2)δµν + a−2[2Ψ′′ +∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φ]δµν

+ a−2(Ψ− Φ),µν ]fR = p̄δµν + δpδµν + p̄(Π,µν −
1

3
δµν∇2Π) +

1

2
δµν(f − fRR)

+ a−2((1 + 2Ψ)(∂µ∂ν −∇2)fR − (−1 + 2Φ)Hf ′Rδµν + Ψ,ν ∂µfR + Ψ,µ ∂νfR

− (−1 + 2Φ)f ′′Rδ
µ
ν − (Φ′ + 2Ψ′)f ′Rδ

µ
ν − Φ,λ ∂λfRδ

µ
ν). (4.187)

Teniendo en cuenta

f = f̄ + f̄RδR , fR = f̄R + f̄RRδR y fRR = f̄RR + f̄
(3)
R δR, (4.188)

se tienen las siguientes relaciones

1

fR
= (f̄R + f̄RRδR)−1 =

1

f̄R

(
1− f̄RR

f̄R
δR

)
∂µfR = f̄RR∂µδR (4.189)

∇2fR = f̄RR∇2δR,

donde se ha usado el hecho de que R̄ = R̄(η).
Como para las teorías de BD y ST, se pueden perturbar las ecuaciones para f(R) de
dos maneras, dependiendo de donde se encuentre el factor fR.

4.5.1 I-forma

Reemplazando las relaciones (4.189) en la ecuación (4.185)

[−3a−2H2 + a−2(−2∇2Ψ + 6HΨ′ + 6H2Φ)](f̄R + f̄RRδR)

= −(ρ̄+ δρ) +
1

2
(f̄ + f̄RδR− (f̄R + f̄RRδR)(R̄+ δR))

− a−2
(
(1 + 2Ψ)f̄RR∇2δR+ 3H(−1 + 2Φ)(f̄RR + f̄

(3)
R δR)(R̄′ + δR′)

+ 3Ψ′(f̄RR + f̄
(3)
R δR)(R̄′ + δR′)− f̄RRΨ,µ ∂µδR

)
= −(ρ̄+ δρ) +

1

2
(f̄ − f̄RR̄− R̄f̄RRδR)− a−2

(
f̄RR∇2δR

+ 3H(−1 + 2Φ)(f̄RRR̄
′ + f̄RRδR

′ + R̄′f̄
(3)
R δR) + 3Ψ′(f̄RRR̄

′ + f̄RRδR
′ + R̄′f̄

(3)
R δR)

)
= −(ρ̄+ δρ) +

1

2
(f̄ − f̄RR̄− R̄f̄RRδR)− a−2

(
f̄RR∇2δR

− 3H(f̄RRR̄
′ + f̄RRδR

′ + R̄′f̄
(3)
R δR) + 6Hf̄RRR̄′Φ + 3f̄RRR̄

′Ψ′
)
,
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donde se han depreciado términos de orden superior, además, distribuyendo el
paréntesis en el término de la izquierda se obtiene

[−3a−2H2 + a−2(−2∇2Ψ + 6HΨ′ + 6H2Φ)]f̄R − 3a−2H2f̄RRδR = −(ρ̄+ δρ)

+
1

2
(f̄ − f̄RR̄− R̄f̄RRδR)− a−2

(
f̄RR∇2δR− 3H(f̄RRR̄

′ + f̄RRδR
′ + R̄′f̄

(3)
R δR)

+ 6Hf̄RRR̄′Φ + 3f̄RRR̄
′Ψ′
)
.

Dada la ecuación del background de Friedmann (0-0) (3.36), la ecuación de pertur-
bación para la componente tiempo-tiempo es

(−2∇2Ψ + 6HΨ′ + 6H2Φ)f̄R − 3H2f̄RRδR = −a2δρ− a2R̄

2
f̄RRδR

− f̄RR∇2δR+ 3H(f̄RRδR
′ + R̄′f̄

(3)
R δR)− 6Hf̄RRR̄′Φ− 3f̄RRR̄

′Ψ′. (4.190)

Reemplazando las relaciones (4.189) para la componente espacio-espacio (4.187), se
tiene

[a−2(−2H′ −H2)δµν + a−2[2Ψ′′ +∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φ]δµν

+ a−2(Ψ− Φ),µν ]f̄R + a−2(−2H′ −H2)f̄RRδRδµν = p̄δµν + δpδµν + p̄(Π,µν −
1

3
δµν∇2Π)

+
1

2
δµν(f̄ − f̄RR̄− R̄f̄RRδR) + a−2((1 + 2Ψ)f̄RR(∂µ∂ν − δµν∇2)δR− (−1 + 2Φ)H

(R̄′f̄RR + f̄RRδR
′ + R̄′f̄

(3)
R δR)δµν − (−1 + 2Φ)(R̄′2f̄

(3)
R + 2R̄′f̄

(3)
R δR′ + R̄′2f̄

(4)
R δR

+ R̄′′f̄RR + f̄RRδR
′′ + R̄′′f̄

(3)
R δR)δµν − (Φ′ + 2Ψ′)(R̄′f̄RR + f̄RRδR

′ + R̄′f̄
(3)
R δR)δµν),

donde se han utilizado las relaciones (4.188), (4.189) y el hecho de que

f ′′R =
d

dη
(fRRR

′) = f
(3)
R R′2 + fRRR

′′

= (f̄
(3)
R + f̄

(4)
R δR)(R̄′2 + 2R̄′δR′) + (f̄RR + f̄

(3)
R δR)(R̄′′ + δR′′)

= R̄′2f̄
(3)
R + 2R̄′f̄

(3)
R δR′ + R̄′2f̄

(4)
R δR+ R̄′′f̄RR + f̄RRδR

′′ + R̄′′f̄
(3)
R δR. (4.191)

Despreciando términos de segundo orden se encuentra que

[(−2H′ −H2)δµν + [2Ψ′′ +∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φ]δµν

+ (Ψ− Φ),µν ]f̄R + (−2H′ −H2)f̄RRδRδµν = a2(p̄δµν + δpδµν + p̄(Π,µν −
1

3
δµν∇2Π))

+
a2

2
(f̄ − f̄RR̄− R̄f̄RRδR)δµν + f̄RR(∂µ∂ν − δµν∇2)δR+H(R̄′f̄RR + f̄RRδR

′

+ R̄′f̄
(3)
R δR)δµν − 2HR̄′f̄RRΦδµν + (R̄′2f̄

(3)
R + 2R̄′f̄

(3)
R δR′ + R̄′2f̄

(4)
R δR+ R̄′′f̄RR

+ f̄RRδR
′′ + R̄′′f̄

(3)
R δR)δµν − 2Φ(R̄′2f̄

(3)
R + R̄′′f̄RR)δµν − (Φ′ + 2Ψ′)R̄′f̄RRδµν .
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Teniendo en cuenta la ecuación background de Friedmann espacio-espacio (3.40), la
ecuación de perturbación de Friedmann para la componente espacio-espacio es

[[2Ψ′′ +∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φ]δµν

+ (Ψ− Φ),µν ]f̄R + (−2H′ −H2)f̄RRδRδµν = a2δpδµν

+ a2p̄(Π,µν −
1

3
δµν∇2Π)− a2R̄

2
f̄RRδRδµν + f̄RR(∂µ∂ν − δµν∇2)δR

+H(f̄RRδR
′ + R̄′f̄

(3)
R δR)δµν − 2HR̄′f̄RRΦδµν

+ (2R̄′f̄
(3)
R δR′ + R̄′2f̄

(4)
R δR+ f̄RRδR

′′ + R̄′′f̄
(3)
R δR)δµν

− 2Φ(R̄′2f̄
(3)
R + R̄′′f̄RR)δµν − (Φ′ + 2Ψ′)R̄′f̄RRδµν . (4.192)

Al tomar la traza se tiene

[2Ψ′′ +
2

3
∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φ]f̄R + (−2H′ −H2)f̄RRδR

= a2δp− a2

2
R̄f̄RRδR−

2

3
f̄RR∇2δR+H(f̄RRδR

′ + R̄′f̄
(3)
R δR)− 2HR̄′f̄RRΦ

+ 2R̄′f̄
(3)
R δR′ + R̄′2f̄

(4)
R δR+ f̄RRδR

′′ + R̄′′f̄
(3)
R δR− 2Φ(R̄′2f̄

(3)
R + R̄′′f̄RR)

− (Φ′ + 2Ψ′)R̄′f̄RR

reemplazando la ecuación anterior en (4.192) queda

f̄R

(
∂µ∂ν −

1

3
δµν∇2

)
(Ψ−Φ) = a2p̄

(
∂µ∂ν −

1

3
δµν∇2

)
Π + f̄RR

(
∂µ∂ν −

1

3
δµν∇2

)
δR

(4.193)
la parte fuera de la diagonal queda

f̄R(Ψ− Φ) = a2p̄Π + f̄RRδR. (4.194)

Para el fluido perfecto Π = 0, se obtiene la relación

Ψ = Φ +
f̄RR
f̄R

δR. (4.195)
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4.5.2 II-forma

Despejando el factor f(R) de la ecuación (4.185), y reemplazando las relaciones
(4.189) se tiene

[−3a−2H2 + a−2(−2∇2Ψ + 6HΨ′ + 6H2Φ)]f̄R

=

(
1− f̄RR

f̄R
δR

)(
− (ρ̄+ δρ) +

1

2
(f̄ + f̄RδR− (f̄R + f̄RRδR)(R̄+ δR))

− a−2
(
(1 + 2Ψ)f̄RR∇2δR+ 3H(−1 + 2Φ)(f̄RR + f̄

(3)
R δR)(R̄′ + δR′)

+ 3Ψ′(f̄RR + f̄
(3)
R δR)(R̄′ + δR′)− f̄RRΨ,µ ∂µδR

))

=

(
1− f̄RR

f̄R
δR

)(
− (ρ̄+ δρ) +

1

2
(f̄ − f̄RR̄− R̄f̄RRδR)− a−2

(
f̄RR∇2δR

+ 3H(−1 + 2Φ)(f̄RRR̄
′ + f̄RRδR

′ + R̄′f̄
(3)
R δR) + 3Ψ′(f̄RRR̄

′ + f̄RRδR
′ + R̄′f̄

(3)
R δR)

))

=

(
1− f̄RR

f̄R
δR

)(
− (ρ̄+ δρ) +

1

2
(f̄ − f̄RR̄− R̄f̄RRδR)− a−2

(
f̄RR∇2δR

− 3H(f̄RRR̄
′ + f̄RRδR

′ + R̄′f̄
(3)
R δR) + 6HΦf̄RRR̄

′ + 3Ψ′f̄RRR̄
′)),

donde se han depreciado términos de orden superior, además, distribuyendo el
primer paréntesis después de la igualdad se obtiene

[−3a−2H2 + a−2(−2∇2Ψ + 6HΨ′ + 6H2Φ)]f̄R = −ρ̄
(

1− f̄RR
f̄R

δR

)
− δρ

+
1

2
(f̄ − f̄RR̄− R̄f̄RRδR)− 1

2
(f̄ − f̄RR̄)

f̄RR
f̄R

δR− a−2

(
f̄RR∇2δR

− 3H(f̄RRR̄
′ + f̄RRδR

′ + R̄′f̄
(3)
R δR) + 3H (f̄RR)2

f̄R
R̄′δR+ 6HΦf̄RRR̄

′

+ 3Ψ′f̄RRR̄
′

)
.

Dada la ecuación background de Friedmann para la componente tiempo-tiempo
(3.39), la ecuación de perturbación de Friedmann para la componente tiempo-tiempo
es

(−2∇2Ψ + 6HΨ′ + 6H2Φ)f̄R = a2

(
ρ̄
f̄RR
f̄R

δR− δρ
)
− a2

2
f̄
f̄RR
f̄R

δR

− f̄RR∇2δR+ 3H(f̄RRδR
′ + R̄′f̄

(3)
R δR)− 3H (f̄RR)2

f̄R
R̄′δR− 6HΦf̄RRR̄

′

− 3Ψ′f̄RRR̄
′. (4.196)
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Para la componente espacio-espacio (4.187) se tiene

[a−2(−2H′ −H2)δµν + a−2[2Ψ′′ +∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φ]δµν

+ a−2(Ψ− Φ),µν ]f̄R =

(
1− f̄RR

f̄R
δR

)(
p̄δµν + δpδµν + p̄(Π,µν −

1

3
δµν∇2Π)

+
1

2
δµν(f̄ − f̄RR̄− R̄f̄RRδR) + a−2((1 + 2Ψ)f̄RR(∂µ∂ν − δµν∇2)δR− (−1 + 2Φ)H

(R̄′f̄RR + f̄RRδR
′ + R̄′f̄

(3)
R δR)δµν − (−1 + 2Φ)(R̄′2f̄

(3)
R + 2R̄′f̄

(3)
R δR′ + R̄′2f̄

(4)
R δR

+ R̄′′f̄RR + f̄RRδR
′′ + R̄′′f̄

(3)
R δR)δµν − (Φ′ + 2Ψ′)(R̄′f̄RR + f̄RRδR

′ + R̄′f̄
(3)
R δR)δµν)

)
,

donde se han utilizado las relaciones (4.188), (4.189) y (4.191) Despreciando términos
de segundo orden se encuentra que

[(−2H′ −H2)δµν + [2Ψ′′ +∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φ]δµν

+ (Ψ− Φ),µν ]f̄R =

(
1− f̄RR

f̄R
δR

)(
a2(p̄δµν + δpδµν + p̄(Π,µν −

1

3
δµν∇2Π))

+
a2

2
(f̄ − f̄RR̄− R̄f̄RRδR)δµν + f̄RR(∂µ∂ν − δµν∇2)δR+H(R̄′f̄RR + f̄RRδR

′

+ R̄′f̄
(3)
R δR)δµν − 2HΦR̄′f̄RRδµν + (R̄′2f̄

(3)
R + 2R̄′f̄

(3)
R δR′ + R̄′2f̄

(4)
R δR+ R̄′′f̄RR

+ f̄RRδR
′′ + R̄′′f̄

(3)
R δR)δµν − 2Φ(R̄′2f̄

(3)
R + R̄′′f̄RR)δµν − (Φ′ + 2Ψ′)R̄′f̄RRδµν

)
,

distribuyendo el primer paréntesis se obtiene

[(−2H′ −H2)δµν + [2Ψ′′ +∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φ]δµν

+ (Ψ− Φ),µν ]f̄R = a2(p̄δµν + δpδµν + p̄(Π,µν −
1

3
δµν∇2Π))− a2p̄

f̄RR
f̄R

δRδµν

+
a2

2
(f̄ − f̄RR̄− R̄f̄RRδR)δµν −

a2

2

f̄RR
f̄R

(f̄ − f̄RR̄)δRδµν + f̄RR(∂µ∂ν − δµν∇2)δR

+H(R̄′f̄RR + f̄RRδR
′ + R̄′f̄

(3)
R δR)δµν −HR̄′

f̄2
RR

f̄R
δRδµν − 2HΦR̄′f̄RRδµν

+ (R̄′2f̄
(3)
R + 2R̄′f̄

(3)
R δR′ + R̄′2f̄

(4)
R δR+ R̄′′f̄RR + f̄RRδR

′′ + R̄′′f̄
(3)
R δR)δµν

− f̄RR
f̄R

(R̄′2f̄
(3)
R + R̄′′f̄RR)δRδµν − 2Φ(R̄′2f̄

(3)
R + R̄′′f̄RR)δµν − (Φ′ + 2Ψ′)R̄′f̄RRδµν .
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Teniendo en cuenta la ecuación background de Friedmann espacio-espacio (3.37), la
ecuación de perturbación de Friedmann para la componente espacio-espacio es

[[2Ψ′′ +∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φ]δµν

+ (Ψ− Φ),µν ]f̄R = a2(δpδµν + p̄(Π,µν −
1

3
δµν∇2Π))− a2p̄

f̄RR
f̄R

δRδµν

− a2

2
f̄
f̄RR
f̄R

δRδµν + f̄RR(∂µ∂ν − δµν∇2)δR+H(f̄RRδR
′ + R̄′f̄

(3)
R δR)δµν

−HR̄′
f̄2
RR

f̄R
δRδµν − 2HΦR̄′f̄RRδµν

+ (2R̄′f̄
(3)
R δR′ + R̄′2f̄

(4)
R δR+ f̄RRδR

′′ + R̄′′f̄
(3)
R δR)δµν

− f̄RR
f̄R

(R̄′2f̄
(3)
R + R̄′′f̄RR)δRδµν − 2Φ(R̄′2f̄

(3)
R + R̄′′f̄RR)δµν

− (Φ′ + 2Ψ′)R̄′f̄RRδµν . (4.197)

Al tomar la traza se tiene

[2Ψ′′ +
2

3
∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φ]f̄R

= a2δp− p̄ f̄RR
f̄R

δR− a2

2
R̄f̄RRδR−

a2

2

f̄RR
f̄R

(f̄ − f̄RR̄)δR− 2

3
f̄RR∇2δR

+H(f̄RRδR
′ + R̄′f̄

(3)
R δR)−HR̄′

f̄2
RR

f̄R
δR− 2HΦR̄′f̄RR

+ 2R̄′f̄
(3)
R δR′ + R̄′2f̄

(4)
R δR+ f̄RRδR

′′ + R̄′′f̄
(3)
R δR− f̄RR

f̄R
(R̄′2f̄

(3)
R + R̄′′f̄RR)δR

− 2Φ(R̄′2f̄
(3)
R + R̄′′f̄RR)− (Φ′ + 2Ψ′)R̄′f̄RR,

reemplazando la ecuación anterior en (4.197) queda

f̄R

(
∂µ∂ν −

1

3
δµν∇2

)
(Ψ−Φ) = a2p̄

(
∂µ∂ν −

1

3
δµν∇2

)
Π + f̄RR

(
∂µ∂ν −

1

3
δµν∇2

)
δR

(4.198)
la parte fuera de la diagonal queda

f̄R(Ψ− Φ) = a2p̄Π + f̄RRδR. (4.199)

Para el fluido perfecto Π = 0, se obtiene la relación

Ψ = Φ +
f̄RR
f̄R

δR. (4.200)

Como en las relaciones de los potenciales para BD y ST, la relación en los potenciales
para f(R) en las dos formas es la misma.

Las perturbaciones encontradas para RG, BD, ST y f(R) fueron encontradas de
forma general. El siguiente capítulo se centrará en restringir las perturbaciones en el
dominio de materia, las cuales dan explicación a la formación de estructuras.
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Capítulo 5

Perturbaciones cosmológicas en el
dominio de materia en el gauge de
Newton conforme

En el presente capítulo se encuentran las perturbaciones en el dominio de materia
para RG, BD, ST y f(R). Las ecuaciones que gobiernan la evolución de las densi-
dades perturbadas, son las que describen la formación de estructuras [45, 10].

5.1 Aproximación sub-horizonte en las ecuaciones de con-
tinuidad de momentum-energía

Las ecuaciones de conservación de energía (4.130) y de momentum perturbado (4.131)
en el dominio de materia1, i.e., p = 0, w = 0, Π = 0, quedan

δ′m = ∇2v + 3Ψ′ (5.1)

y
v′ = −Hv + Φ, (5.2)

donde δm es la densidad relativa, v es la velocidad peculiar, Φ y Ψ son los potenciales
de Bardeen yH es el parámetro de Hubble.
La ecuación de conservación de energía escrita en el espacio de Fourier queda [41]

δ′m = −k2v + 3Ψ′, (5.3)

donde k es el número de onda.
Las ecuaciones de conservación anteriores contienen el término v. Lo que se pre-
tende hacer es eliminar este término, para lo cual se deriva la primera ecuación re-
specto a η y se reemplaza en la segunda ecuación, obteniendo

δ′′m = k2Hv − k2Φ + 3Ψ′′,

reemplazando la ecuación (5.3), se tiene

δ′′m +Hδ′m + k2Φ− 3HΨ′ − 3Ψ′′ = 0. (5.4)

La aproximación sub-horizonte contiene dos aproximaciones: una, la aproximación
a escala pequeñaH � k y la segunda, la aproximación cuasi-estática ∂

∂η ∼ H [41].

1Materia se refiere a materia no relativista, tal que la presión es muy pequeña comparada con la
densidad de energía, por lo cual se puede ignorar.
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Aplicando la aproximación sub-horizonte, la ecuación anterior queda

δ′′m +Hδ′m + k2Φ = 0. (5.5)

5.1.1 Aproximación sub-horizonte en Relatividad General

La componente tiempo-tiempo perturbada (4.120) en la aproximación de sub-horizonte
en el espacio de Fourier queda

k2Ψ = −4πa2ρ̄mδm, (5.6)

teniendo en cuenta la relación (4.125), se tiene

k2Φ = −4πa2ρ̄mδm, (5.7)

la ecuación anterior corresponde la ecuación de Poisson en el espacio de Fourier.
Reemplazando la ecuación anterior en (5.5) se llega a

δ′′m +Hδ′m − 4πa2ρ̄δm = 0. (5.8)

Esta expresión da el crecimiento de las perturbaciones de la densidad relativa de
materia [41],i.e., el crecimiento de estructuras [45].

5.1.2 Aproximación sub-horizonte en Escalar-Tensor

Sin importar qué forma se utilice en las perturbaciones cosmológicas para ST2, los
resultados en la aproximación sub-horizonte son los mismos.
La componente tiempo-tiempo perturbada (4.163) o (4.170) en la aproximación de
sub-horizonte en el espacio de Fourier queda

2k2Ψf̄ = −a2δρ+ k2f̄φδφ. (5.9)

Para calcular δφ de la ecuación anterior, se toma ω̄ = 1 en la ecuación (4.178), (te-
niendo en cuenta que se está trabajando en la aproximación sub-horizonte en el es-
pacio de Fourier)

− k2δφ+
1

2
a2f̄φδR = 0, (5.10)

de la ecuación (4.84) se tiene que

δR = a−2[−6Ψ′′ + 2∇2(2Ψ− Φ)− 6H(Φ′ + 3Ψ′)− 12(H′ +H2)Φ], (5.11)

la cual, aplicando la aproximación queda

δR = −2a−2k2(2Ψ− Φ), (5.12)

reemplazando δR en la ecuación (5.10), se llega a

δφ = (Φ− 2Ψ)f̄φ. (5.13)

2Se encontró que habían dos formar de perturbar las ecuaciones en ST, para mayor detalle ver
capítulo anterior.
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Utilizando la relación (4.168) en la ecuación anterior se tiene

δφ =

(
−Φ− 2

f̄φ

f̄
δφ

)
f̄φ,

obteniendo

δφ = −
f̄φ(

1 + 2
f̄2φ
f̄

)Φ, (5.14)

se puede ver que las perturbaciones del campo escalar en teorías de gravedad Escalar-
Tensor no dependen del número de onda en la aproximación sub-horizonte.
Reemplazando las expresiones δφ y (4.168) en la ecuación (5.9) se llega a

k2Φ = − a
2

2f̄

2 + 4
f̄2φ
f̄

2 + 3
f̄2φ
f̄

 δρm, (5.15)

el cual se puede expresar como

k2Φ = −4πGSTeff a
2ρ̄mδm, (5.16)

donde

GSTeff =
1

8πf̄

2 + 4
f̄2φ
f̄

2 + 3
f̄2φ
f̄

 , (5.17)

es la constante gravitacional efectiva para ST[64].
La evolución lineal de las densidades de materia en escalas sub-horizonte para teorías
de gravedad Escalar-Tensor está dada por

δ′′m +Hδ′m − 4πGSTeff a
2ρ̄mδm = 0, (5.18)

donde se ha usado (5.5). La ecuación anterior está de acuerdo con las referencias [64,
65].

5.2 Aproximación sub-horizonte en teorías f(R)

Sin importar que forma se utilice en las perturbaciones cosmológicas para f(R), los
resultados en la aproximación sub-horizonte son los mismos.
La componente tiempo-tiempo perturbada (4.190) o (4.196) en la aproximación de
sub-horizonte en el espacio de Fourier queda

2k2Ψf̄R = −aδρm + k2f̄RRδR, (5.19)

reemplazando la relación (4.195) en la ecuación anterior se tiene

k2Φ = − a2

2f̄R
δρm −

k2

2

f̄RR
f̄R

δR. (5.20)
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Utilizando la ecuación (5.12) se llega a

k2Φ = −a
2

2

1 + 4k
2

a2
f̄RR
f̄R

1 + 3k
2

a2
f̄RR
f̄R

 δρm, (5.21)

la cual se puede reescribir como

k2Φ = −4πG
f(R)
eff a2ρ̄mδm. (5.22)

Esta es la ecuación de Poisson en el espacio de Fourier en teorías f(R), donde

G
f(R)
eff =

1

8πf̄R

1 + 4k
2

a2
f̄RR
f̄R

1 + 3k
2

a2
f̄RR
f̄R

 , (5.23)

es la constante gravitacional efectiva para teorías f(R).
La evolución lineal de las densidades de materia en escalas sub-horizonte para teorías
de gravedad f(R) está dada por

δ′′m +Hδ′m − 4πG
f(R)
eff a2ρ̄δm = 0, (5.24)

donde se ha usado (5.5). La ecuación anterior se ha verificado con las referencias [66,
67].
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Capítulo 6

Equivalencia entre teorías f(R) y
Escalar-tensor

En el presente capítulo se estudia la equivalencia entre las teorías de gravedad f(R)
y Escalar-Tensor, mostrando sus relaciones entre las acciones, ecuaciones de Fried-
mann en el universo homogéneo e isotrópico y además entre las perturbaciones cos-
mológicas.
Los resultados en las equivalencias de perturbaciones cosmológicas son propios de
la tesis.

6.1 Correspondencia entre la acciones

La acción para teorías f(R) es

S =

∫
M
d4x
√
−gf(R) + S(m), (6.1)

donde f(R) es una función no lineal del escalar de Ricci. Para observar la equiva-
lencia con la teoría escalar-tensor, se introduce la siguiente acción1

S =

∫
M
d4x
√
−g(ψ(φ)R− V (φ)), (6.2)

donde se ha incluido φ como campo auxiliar.
Siempre que fφφ 6= 0, se puede tomar

ψ = fφ (6.3)
V (φ) = φfφ − f(φ) = φψ − f(φ), (6.4)

quedando la acción

S =

∫
M
d4x
√
−g(fφ(R− φ) + f(φ)). (6.5)

Si φ = R, se tiene que
ψ = fR (6.6)

y se recobra la acción (2.129). Es más, la variación respecto a φ de la acción anterior
da

fφφ(R− φ) = 0, (6.7)

1Ver la acción (2.120.)
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se ve que si fφφ 6= 0 implica que
φ = R. (6.8)

La acción (6.2) corresponde a la acción de escalar-tensor (2.81) con el parámetro
ω(φ) = 0.

6.2 Equivalencia en las ecuaciones de campo

Las ecuaciones de campo para la teoría f(R) son

GabfR = T
(m)
ab +∇a∇bfR − gab�fR +

1

2
gab(f −RfR). (6.9)

Tomando la relación (6.6) en las ecuaciones de campo se obtiene

Gabψ = T
(m)
ab +∇a∇bψ − gab�ψ +

1

2
gab(f(φ)− φψ)

= Tab +∇a∇bψ − gab�ψ − gabV (φ),

donde se ha usado (6.4), con el potencial reescalado por 1
2 . La ecuación anterior

concuerda con las ecuaciones de campo (2.120) con ω(φ) = 0.

6.3 Equivalencia en las ecuaciones de Friedmann

Las ecuaciones de Friedmann espacialmente plana2 para teorías f(R) en función del
tiempo conformal están dadas por

3H2fR = ρa2 +
a2

2
(RfR − f(R))− 3HfRRR′ (6.10)

y

− (2H′ + 3H2)fR = pa2 +HR′fRR +
a2

2
(f(R)−RfR) +R′′fRR +R′2f

(3)
R . (6.11)

donde fRR =
d2f(R)

dR2
y f (3)

R =
d3f(R)

dR3
.

Teniendo en cuenta la relación (6.6) se tiene

fRR =
dψ

dR
=

1

R′
dψ

dη
=
ψ′

R′
=
ψ′

φ′
=
dψ

dφ
= ψφ (6.12)

f
(3)
R =

1

R′
d

dη

ψ′

R′
=
ψ′′

R′2
− R′′ψ′

R′3
=

1

φ′
d

dη

ψ′

φ′
= ψφφ, (6.13)

donde se ha usado la equivalencia (6.8).
Teniendo en cuenta las ecuaciones (6.4), (6.6) y (6.12), en la primera ecuación de
Friedmann para f(R) se tiene

3H2ψ = ρa2 + V a2 − 3Hψ′ (6.14)

donde se ha reescalado V por un factor de 1
2 . La ecuación anterior está de acuerdo

con (3.31), la cual es la componente tiempo-tiempo de la ecuación de Friedmann

2Tomar K = 0 en las ecuaciones de Friedmann.
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para escalar-tensor con ω = 0.
Realizando lo mismo para la segunda ecuación de Friedmann para f(R) se llega a

− (2H′ + 3H2)ψ = pa2 +Hφ′ψ − V a2 + φ′′ψφ + φ′2ψφφ, (6.15)

donde se ha usado (6.13). Esta ecuación concuerda con (3.32), la cual es la compo-
nente espacio-espacio de la ecuación de Friedmann para escalar-tensor con ω = 0.

6.4 Equivalencia en las perturbaciones cosmológicas escalares
en el gauge de Newton conforme

En el capítulo 4, se calcularon las perturbaciones cosmológicas lineales en el gauge
de Newton conforme, para BD, ST y f(R). Se mostró que había dos maneras de
calcular las perturbaciones para cada una de esas teorías. En la literatura es más
común encontrar las perturbaciones en la I-forma [68, 69]. Lo que se debe tener en
cuenta para calcular las equivalencias es que ambas teorías se hayan perturbado de
la misma forma.
En esta sección se van a mostrar las equivalencias en las perturbaciones cosmológi-
cas para las dos formas en ST y f(R).

6.4.1 I-forma

La derivada del potencial (6.4) es

V̄φ = f̄φ + φ̄f̄φφ − f̄φ = φ̄f̄φφ = φ̄ψ̄φ. (6.16)

Para ver la equivalencia entre las perturbaciones de las teorías, se analiza el siguiente
término

R̄

2
f̄RR =

1

2
φ̄ψ̄φ = V̄φ, (6.17)

donde se han usado las ecuaciones (6.8), (6.12) y el potencial se ha reescalado por el
factor de 1

2 .
Usando los resultados anteriores en la ecuación de perturbación para la componente
tiempo-tiempo de Friedmann para f(R) (4.190) se tiene

(−2∇2Ψ + 6HΨ′ + 6H2Φ)ψ̄ − 3H2ψ̄φδφ = −a2δρ− a2V̄φδφ

− ψ̄φ∇2δφ+ 3H(ψ̄φδφ
′ + ψ̄φφφ̄

′δφ)− 6Hψ̄φφ̄Φ− 3′ψ̄φφ̄
′Ψ,

la cual concuerda con la componente tiempo-tiempo de la ecuación de Friedmann
perturbada (I-forma) para ST (4.163), con ω̄(φ) = 0.
Reemplazando las equivalencias encontradas a la ecuación de perturbación de Fried-
mann para la componente espacio-espacio (4.192) en f(R), se llega a

[[2Ψ′′ +∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φ]δµν

+ (Ψ− Φ),µν ]ψ̄ + (−2H′ −H2)ψ̄φδφδµν = a2(δpδµν + p̄(Π,µν −
1

3
δµν∇2Π))

− a2V̄φδφδµν + ψ̄φ(∂µ∂ν − δµν∇2)δφ+H(ψ̄φδφ
′ + φ̄′ψ̄φφδφ)δµν

− 2Hφ̄′ψ̄φΦδµν + (2φ̄′ψ̄φφδφ
′ + φ̄′2ψ̄

(3)
φ δφ+ ψ̄φδφ

′′ + φ̄′′ψ̄φφδφ)δµν

− 2Φ(φ̄′2ψ̄φφ + φ̄′′ψ̄φ)δµν − (Φ′ + 2Ψ′)φ̄′ψ̄φδµν ,
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la cual concuerda con la componente perturbada espacio-espacio de Friedmann (I-
forma) para ST (4.172), con ω̄(φ) = 0.

6.4.2 II-forma

En la II-forma, el siguiente término aparece de manera concurrente en las perturba-
ciones en f(R)

f̄RR
f̄R

δR =
ψ̄φ

ψ̄
δφ. (6.18)

Además,

1

2
f̄
f̄RR
f̄R

δR =
1

2
f̄(φ)

ψ̄φ

ψ̄
δφ

= (ψ̄φ̄− V̄ )
ψ̄φ

ψ̄
δφ

=

(
V̄φ − V̄

ψ̄φ

ψ̄

)
δφ, (6.19)

donde se han usado las ecuaciones (6.4) (6.6), (6.8) y (6.16). Cabe recordar que el
potencial se ha reescalado por 1

2 .
Usando los resultados anteriores en la ecuación de perturbación para la componente
tiempo-tiempo de Friedmann para f(R) (4.196) se tiene

(−2∇2Ψ + 6HΨ′ + 6H2Φ)ψ̄ = a2

(
ρ̄
ψ̄φ

ψ̄
δφ− δρ

)
− a2

(
V̄φ − V̄

ψ̄φ

ψ̄

)
δφ

− ψ̄φ∇2δφ+ 3H(ψ̄φδφ
′ + ψ̄φφφ̄

′δφ)− 3H
(ψ̄φ)2

ψ̄
φ̄′δφ− 6HΦψ̄φφ̄− 3Ψ′ψ̄φφ̄

′,

la cual concuerda con la componente tiempo-tiempo de la ecuación de Friedmann
perturbada (II-forma) para ST (4.170), con ω̄(φ) = 0.
Reemplazando las equivalencias encontradas a la ecuación de perturbación de Fried-
mann para la componente espacio-espacio (4.197) en f(R), se obtiene

[[2Ψ′′ +∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φ]δµν

+ (Ψ− Φ),µν ]ψ̄ = a2(δpδµν + p̄(Π,µν −
1

3
δµν∇2Π))− a2p̄

ψ̄φ

ψ̄
δφδµν

− a2

(
V̄φ − V̄

ψ̄φ

ψ̄

)
δφδµν + ψ̄φ(∂µ∂ν − δµν∇2)δφ+H(ψ̄φδφ

′ + φ̄′ψ̄φφδφ)δµν

−Hφ̄′
ψ̄2
φ

ψ̄
δφδµν − 2Hφ̄′ψ̄φΦδµν + (2φ̄′ψ̄φφδφ

′ + φ̄′2ψ̄
(3)
φ δφ+ ψ̄φδφ

′′ + φ̄′′ψ̄φφδφ)δµν

−
ψ̄φ

ψ̄
(φ̄′2ψ̄φφ + φ̄′′ψ̄φ)δφδµν − 2Φ(φ̄′2ψ̄φφ + φ̄′′ψ̄φ)δµν − (Φ′ + 2Ψ′)φ̄′ψ̄φδµν ,

la cual concuerda con la componente espacio-espacio de la ecuación de Friedmann
perturbada (II-forma) para ST (4.165).

6.5 Ejemplo en la equivalencia de las teorías

Se comprobaron las equivalencias entre las teorías ST y f(R) en forma general. A
continuación se muestran 2 teorías como ejemplos particulares. La importancia de



6.5. Ejemplo en la equivalencia de las teorías 73

mostrar estos ejemplos radica en ver como se pueden construir los potenciales para
ST partiendo del modelo f(R).
Las 2 teorías que se trabajan de f(R) son: las propuestas por Starobinsky [70] y
Waine-Hu & Ignacy Sawicki [71].
El modelo de Starobinsky es un modelo de inflación cósmica cuyas perturbaciones
en la época inflacionaria fueron primeramente discutidas por Mukhanok y el mismo
Starobinsky [72, 73]. Sus predicciones concuerdan con los datos recientes del CMB
[74]. Para mas discusiones sobre este modelo, ver [75].
El modelo de Hu-Sawicki es un modelo capaz de reproducir la aceleración del uni-
verso (concordando con varias pruebas [76, 77, 78]) y a la vez satisface las pruebas
para el sistema solar [71].
En estos modelos se construye el potencial partiendo del f(R) dado, mostrando las
equivalencias entre las ecuaciones de Friedmann background y las perturbadas.

6.5.1 Modelo de Starobinsky

El modelo de Starobinsky está dado por

f(R) = R+
R2

6M2
, (6.20)

donde la constante M tiene dimensión de masa.
Para construir el potencial V (φ) de Starobinsky, primero se calcula la derivada de
f(R)

fR = 1 +
R

3M2
(6.21)

De la ecuación (6.6) se tiene

φ = 1 +
R

3M2
, (6.22)

por tanto
R = 3M2(φ− 1), (6.23)

donde se ha tomado ψ(φ) = φ.
Ahora, V = Rφ− f(R) usando la equivalencia del potencial (6.4), por lo cual

V (φ) = 3M2(φ− 1)φ− 3M2(φ− 1)− 3

2
(φ− 1)2M2

=
3

4
M2(φ− 1)2, (6.24)

donde se ha reemplazado (6.23) en los términos que incluían a R, además, como se
ha mencionado con anterioridad el potencial se ha reescalado por 1

2 [76].

Equivalencia en las ecuaciones de Friedmann

Del modelo, se calculan las siguientes relaciones

fRR =
1

3M2
. (6.25)

RfR − f(R) =
R2

6M2
. (6.26)
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Reemplazando estos valores en las ecuaciones de Friedmann (3.39) y (3.40) se obtiene

3H2

(
1 +

R

3M2

)
= ρa2 + a2 R2

12M2
− HR

′

M2
(6.27)

−(2H+H2)

(
1 +

R

3M2

)
= pa2 +

HR′

3M2
− a2 R2

12M2
+

R′′

3M2
. (6.28)

Las ecuaciones de Friedmann para Brans-Dicke con el factor ω = 0 y el potencial
reescalado son

3H2φ = ρa2 − 3Hφ′ + V a2 (6.29)

−(2H′ +H2)φ = pa2 + φ′′ +Hφ′ − V a2. (6.30)

Usando el potencial (6.24), y debido a la relación de equivalencia φ = fR, se tiene

V =
3

4
M2

(
1 +

R

3M2
− 1

)2

=
R2

12M2
, (6.31)

donde se ha usado la ecuación (6.21). Reemplazando las equivalencias obtenidas en
las ecuaciones de Friedmann de BD, se ven que son las mismas que las encontradas
en la teoría de f(R).

Equivalencia en las perturbaciones Cosmológicas

Se muestran las equivalencias en las perturbaciones cosmológicas en las dos formas
para BD y f(R).

I-forma

Las ecuaciones de perturbación para las componentes tiempo-tiempo (4.190) y espacio-
espacio (4.192) para el modelo de Starobinsky en f(R) son

(−2∇2Ψ + 6HΨ′ + 6H2Φ)

(
1 +

R̄

3M2

)
−
(
H2

M2

)
δR = −a2δρ

− a2

(
R̄

6M2

)
δR−

(
1

3M2

)
∇2δR+

(
H
M2

)
δR′

− 2H
(
R̄′

M2

)
Φ−

(
R̄′

M2

)
Ψ′. (6.32)
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y

[[2Ψ′′ +∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φ]δµν

+ (Ψ− Φ),µν ]

(
1 +

R̄

3M2

)
−
(

2H′ +H2

3M2

)
δRδµν = a2δpδµν

+ a2p̄(Π,µν −
1

3
δµν∇2Π)− a2

(
R̄

6M2

)
δRδµν +

(
1

3M2

)
(∂µ∂ν − δµν∇2)δR

+

(
H

3M2

)
δR′δµν −

(
2HR̄′

3M2

)
Φδµν +

(
1

3M2

)
δR′′δµν

−
(

2R̄′′

3M2

)
Φδµν − (Φ′ + 2Ψ′)

(
R̄′

3M2

)
δµν . (6.33)

Ya calculadas las perturbaciones en f(R), se procede a calcular las componentes
perturbadas en BD. Las componentes tiempo-tiempo y espacio-espacio con ω = 0
son

[−2∇2Ψ + 6HΨ′ + 6H2Φ]φ̄− 3H2δφ = −a2δρ+ 3Hδφ′ − 6Hφ̄′Φ−∇2δφ

− 3φ̄′Ψ′ − a2V̄φδφ.

y (
[2Ψ′′ +∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φ]δµν

+ (Ψ− Φ),µν
)
φ̄+ (−2H′ −H2)δφδµν = a2

(
δpδµν + p̄

(
Π,µν −

1

3
δµν∇2Π

))
+
(
∂µ∂νδφ−∇2δφδµν − 2φ̄′′Φδµν + δφ′′δµν − 2Hφ̄′Φδµν +Hδφ′δµν

− (2Ψ′ + Φ′)φ̄′δµν

)
− a2V̄φδφδµν .

De la ecuación (6.24) se ve que

Vφ =
6

4
M2(φ− 1) =

R

2
, (6.34)

donde se ha usado la equivalencia (6.22). Reemplazando estos valores y del hecho
que δφ = δR

3M2 , se puede ver que las ecuaciones perturbadas en BD con la equivalen-
cia corresponden a las ecuaciones perturbadas en f(R).

II-forma

Para calcular las ecuaciones de perturbación para f(R) en el modelo de Starobinsky
en la II-forma se tendrán en cuenta las siguientes relaciones

f̄RR
f̄R

=
1

3M2 +R
(6.35)

f̄2
RR

f̄R
=

1

3M2(3M2 +R)
, (6.36)
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donde se han usado las ecuaciones (6.21) y (6.25). La ecuaciones de perturbación
para las componentes tiempo-tiempo (4.196) y espacio-espacio (4.197) para el mod-
elo de Starobinsky en f(R) de la II-forma son

(−2∇2Ψ + 6HΨ′ + 6H2Φ)

(
1 +

R̄

3M2

)
= − a2

2(3M2 + R̄)

(
R̄+

R̄2

6M2

)
δR

− 1

3M2
∇2δR+

H
M2

δR′ − HR̄′

M2(3M2 + R̄)
δR− 2HR̄′

M2
Φ− R̄′

M2
Ψ′ (6.37)

y

[[2Ψ′′ +∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φ]δµν

+ (Ψ− Φ),µν ]

(
1 +

R̄

3M2

)
= − a2

2(3M2 + R̄)

(
R̄+

R̄2

6M2

)
δR

+
1

3M2
(∂µ∂ν − δµν∇2)δR+

H
3M2

δR′δµν −
HR̄′

3M2(3M2 + R̄)
δRδµν

− 2HR̄′

3M2
Φδµν +

1

3M2
δR′′δµν −

R̄′′

3M2(3M2 + R̄)
δRδµν −

2R̄′′

3M2
Φδµν

− R̄′

3M2
(Φ′ + 2Ψ′)δµν . (6.38)

Las componentes tiempo-tiempo y espacio-espacio para la II-forma en BD son

[−2∇2Ψ + 6HΨ′ + 6H2Φ]φ̄ = −3H φ̄
′

φ̄
δφ+ 3Hδφ′ − 6Hφ̄′Φ−∇2δφ− 3φ̄′Ψ′

− a2

(
Vφ −

V

φ̄

)
δφ.

y

[[2Ψ′′ +∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φ]δµν

+ (Ψ− Φ),µν ]φ̄ = (∂µ∂ν − δµν∇2)δφ+ δφ′′δµν − 2φ̄′′Φδµν −
φ̄′′

φ̄
δφδµν

+Hδφ′δµν − 2Hφ̄′Φδµν −H
φ̄′

φ̄
δφδµν − (2Ψ′ + Φ′)φ̄′δµν − a2

(
Vφ −

V

φ̄

)
δφδµν .

Teniendo en cuenta las relaciones de equivalencia (6.22), (6.24) y (6.34), las siguientes
expresiones quedan

V̄φ −
V̄

φ̄
=
R̄

2
− R̄2

4(3M2 + R̄)
=

3

2(3M2 + R̄)

(
R̄+

R̄2

6M2

)
(6.39)

φ′

φ
=

R̄′

3M2 + R̄
(6.40)

φ′′

φ
=

R̄′′

3M2 + R̄
. (6.41)

Reemplazando estos valores en las ecuaciones de Friedmann de BD, se ve que con-
cuerdan con las ecuaciones de Friedmann en f(R) para la II-forma.
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6.5.2 Modelo de Hu-Sawicki

El modelo de Hu-Sawicki está dado por [79]

f(R) = − 2Λ

1 + 2 εn(4Λ
R )n

, (6.42)

donde Λ es una escala de energía constante cuyo valor coincide con el el valor ob-
servado Λ = 3H2

0 ΩΛ y ε � 1 es un parámetro de deformación pequeño positivo.
Este valor ha sido acotado por diferentes observaciones [80], tal que, en la expansión
cosmológica, la teoría f(R) es indistinguible del modelo ΛCDM
Debido a que ε es un valor muy pequeño, f(R) se puede escribir en forma aproxi-
mada

f(R) = −2Λ

(
1− 2

ε

n

(
4Λ

R

)n)
. (6.43)

La derivada es

fR = −ε
(

4Λ

R

)n+1

. (6.44)

De la equivalencia (6.6), se tiene

φ = −ε
(

4Λ

R

)n+1

, (6.45)

por tanto

R = 4Λ

(
|φ|
ε

)− 1
n+1

. (6.46)

Reemplazando este valor en (6.43)

f = −2Λ +
ε

n
(4Λ)n+1

(
(4Λ)−n

(
|φ|
ε

) n
n+1

)

= −2Λ + 4Λ
ε

n

(
|φ|
ε

) n
n+1

. (6.47)

Usando la equivalencia del potencial (6.8), el potencial para Hu-Sawicki es

V (φ) = −4Λφ

(
|φ|
ε

)− 1
n+1

+ 2Λ− 4Λ
ε

n

(
|φ|
ε

) n
n+1

= 2Λ

(
1− 2ε

n+ 1

n

(
|φ|
ε

) n
n+1

)
. (6.48)

el cual está concorde con [79].
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Equivalencia en las ecuaciones de Friedmann

De la ecuación (6.43) se obtienen las siguientes relaciones

fRR =
ε(n+ 1)

R

(
4Λ

R

)n+1

(6.49)

f
(3)
R = −ε(n+ 1)(n+ 2)

R2

(
4Λ

R

)n+1

(6.50)

f
(4)
R =

ε(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

R3

(
4Λ

R

)n+1

(6.51)

RfR − f(R) = 2Λ

(
1− 2ε

n+ 1

n

(
4Λ

R

)n)
. (6.52)

Reemplazando las relaciones anteriores en las ecuaciones de Friedmann para f(R)
(componente tiempo-tiempo (3.39) y componente espacio-espacio (3.40)) se obtiene

−3H2ε

(
4Λ

R

)n+1

= ρa2 + a2Λ

(
1− 2ε

n+ 1

n

(
4Λ

R

)n)
− 3ε(n+ 1)HR

′

R

(
4Λ

R

)n+1

(6.53)

y

(2H+H2)ε

(
4Λ

R

)n+1

= pa2 + ε(n+ 1)
R′

R
H
(

4Λ

R

)n+1

− Λ

(
1− 2ε

n+ 1

n

(
4Λ

R

)n)
+ ε(n+ 1)

R′′

R

(
4Λ

R

)n+1

− ε(n+ 1)(n+ 2)
R′2

R2

(
4Λ

R

)n+1

.

(6.54)

Para calcular las ecuaciones de Friedmann en BD, primero se calcula el potencial
(6.48) a través de la equivalencia

V = 2Λ

(
1− 2ε

n+ 1

n

(
4Λ

R

)n)
. (6.55)

Reemplazando este potencial en las ecuaciones de Friedmann de BD con ω = 0 (6.29)
y (6.30) se llegan a las mismas ecuaciones mostradas para f(R).

Equivalencia en las perturbaciones Cosmológicas

A continuación se muestra las equivalencias de las perturbaciones en la I-forma para
BD y f(R), debido a que las ecuaciones encontradas son muy engorrosas. Aunque
a lo largo de la sección ya se mostraron las equivalencias en manera general de las
2 formas posibles. Las ecuaciones de perturbación de Friedmann para f(R) en la
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I-forma son

− (−2∇2Ψ + 6HΨ′ + 6H2Φ)ε

(
4Λ

R̄

)n+1

− 3H2 ε(n+ 1)

R̄

(
4Λ

R̄

)n+1

δR

= −a2δρ− a2R̄

2

ε(n+ 1)

R̄

(
4Λ

R̄

)n+1

δR− ε(n+ 1)

R̄

(
4Λ

R̄

)n+1

∇2δR

+ 3H
(ε(n+ 1)

R̄

(
4Λ

R̄

)n+1

δR′ − ε(n+ 1)(n+ 2)
R̄′

R̄2

(
4Λ

R̄

)n+1

δR
)

− 6Hε(n+ 1)

R̄

(
4Λ

R̄

)n+1

R̄′Φ− 3
ε(n+ 1)

R̄

(
4Λ

R̄

)n+1

R̄′Ψ′. (6.56)

y

− [[2Ψ′′ +∇2(Φ−Ψ) +H(2Φ′ + 4Ψ′) + (4H′ + 2H2)Φ]δµν

+ (Ψ− Φ),µν ]ε

(
4Λ

R̄

)n+1

− (2H′ +H2)
ε(n+ 1)

R̄

(
4Λ

R̄

)n+1

δRδµν

= a2(δpδµν + p̄(Π,µν −
1

3
δµν∇2Π))− a2R̄

2

ε(n+ 1)

R̄

(
4Λ

R̄

)n+1

δRδµν

+
ε(n+ 1)

R̄

(
4Λ

R̄

)n+1

(∂µ∂ν − δµν∇2)δR+H

(
ε(n+ 1)

R̄

(
4Λ

R̄

)n+1

δR′

− R̄′ ε(n+ 1)(n+ 2)

R̄2

(
4Λ

R̄

)n+1

δR

)
δµν − 2HR̄′ ε(n+ 1)

R̄

(
4Λ

R̄

)n+1

Φδµν

+

(
− 2R̄′

ε(n+ 1)(n+ 2)

R̄2

(
4Λ

R̄

)n+1

δR̄′ + R̄′2
ε(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

R̄3

(
4Λ

R̄

)n+1

δR

+
ε(n+ 1)

R̄

(
4Λ

R̄

)n+1

δR′′ − R̄′′ ε(n+ 1)(n+ 2)

R̄2

(
4Λ

R̄

)n+1

δR

)
δµν

− 2Φ

(
− R̄′2 ε(n+ 1)(n+ 2)

R̄2

(
4Λ

R̄

)n+1

+ R̄′′
ε(n+ 1)

R̄

(
4Λ

R̄

)n+1
)
δµν

− (Φ′ + 2Ψ′)R̄′
ε(n+ 1)

R̄

(
4Λ

R̄

)n+1

δµν . (6.57)

Para calcular las equivalencias con BD, basta con tener en cuenta que

Vφ = −4Λ

(
|φ|
ε

)− 1
n+1

= R, (6.58)

y

δφ =
ε(n+ 1)

R

(
4Λ

R

)n+1

δR (6.59)

donde se ha usado la equivalencia (6.45). Reemplazando estas equivalencias se llega
a las mismas ecuaciones encontradas en f(R) para la I-forma.





81

Capítulo 7

Conclusiones y Perspectivas

Las teorías de Gravedad Modificada (TGM), proveen una interesante alternativa
para abordar el problema de la actual expansión acelerada del universo. A lo largo
de este trabajo se vio un desarrollo en tres ramas de estas teorías, la teoría de Brans-
Dicke, la teoría de Escalar-Tensor y de f(R).
A continuación se muestra un resumen de lo realizado en cada capitulo.

• En el segundo capítulo, se hallaron las ecuaciones de campo partiendo de las
acciones para las siguientes teorías, Relatividad General, Brans-Dicke, Escalar-
Tensor y f(R), donde en cada una de éstas, se enfatizó en el término de frontera
correspondiente y el término de frontera de GYH.
Como resultado importante y propio de esta tesis, en este capitulo se mostró
que para BD el término de frontera se cancela con el término de GYH, como la
tesis de Alejandro Guarnizo [51] mostró lo mismo para f(R).

• En el tercer capítulo se mostraron las ecuaciones de Friedmann para un uni-
verso homogéneo e isotrópico en las teorías, Relatividad General, Brans-Dicke,
Escalar-Tensor y f(R). Este universo es la base para estudiar un modelo más
realista.

• El cuarto capítulo es importante en este trabajo, ya que, éste muestra las per-
turbaciones cosmológicas a primer orden en el gauge de Newton conforme en
todas las teorías expuestas con anterioridad. En las teorías de gravedad modi-
ficada se perturbaron las ecuaciones dependiendo de donde estuviera el factor
implicado, en BD y ST dependían del campo escalar y de la función de éste
respectivamente, y en f(R) del factor fR. La diferencia en las dos formas de
perturbar las ecuaciones, solo es algebraica, la física es la misma, pero es im-
portante tenerlas en cuenta, dado que, para realizar las equivalencias como se
muestra en un capitulo posterior, las perturbaciones deben haberse hecho de
la misma forma. En el desarrollo de las perturbaciones surge de forma directa
una contribución a la ecuación de anisotropía, para BD en la forma δφ

φ , en ST,
fφ
f δφ y en f(R), fRRfR δR.

• En el quinto capítulo se hizo una restricción sobre la época de dominio de ma-
teria de las perturbaciones encontradas en el capítulo anterior. Luego se realizó
la aproximación sub-horizonte para cada una de las teorías desarrolladas a lo
largo de este trabajo, llegando a una ecuación tipo Poisson para cada una de
las teorías.
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• En el último capítulo desarrollado, se realizó la parte mas importante en el tra-
bajo, se mostraron las equivalencias entre las teorías ST y f(R). Se presentaron
las equivalencias en las perturbaciones cosmológicas en el gauge de Newton
conforme en las dos formas obtenidas en el capítulo 4.
Como ejemplo de las equivalencias, se tomaron las teorías de Starobinsky y
Hu-Sawicki, partiendo de la equivalencia en las acciones se construyó el poten-
cial, se hallaron las ecuaciones de Friedmann del background y perturbadas,
donde se evidenciaron las equivalencias en las ecuaciones mencionadas.

Como perspectiva importante que deja el trabajo, es la posibilidad de realizar simu-
laciones cosmológicas con las ecuaciones encontradas tipo Poisson para las teorías
Relatividad General, Brans-Dicke, Escalar-Tensor y f(R).
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Apéndice A

Evaluación del término
gabδΓdab − g

adδΓcac

En (2.15) se calculó la variación de los símbolos de Christoffel

δΓabc =
1

2
δgad(∂bgdc + ∂cgbd − ∂dgbc) +

1

2
gad(∂bδgdc + ∂cδgbd − ∂dδgbc), (A.1)

usando la relación (2.4) se tiene

δΓabc =
1

2
(−gaegdfδgef )(∂bgdc + ∂cgbd − ∂dgbc) +

1

2
gad(∂bδgdc + ∂cδgbd − ∂dδgbc)

= −gaeΓfbcδgef +
1

2
gad(∂bδgdc + ∂cδgbd − ∂dδgbc)

=
1

2
gad(∂bδgdc + ∂cδgbd − ∂dδgbc − 2Γfbcδgdf ), (A.2)

acá se uso la definición de Γfbc y se renombró algún índice mudo. Se suman y restan
los siguientes términos Γfbdδgcf y Γfdcδgfb en la ecuación anterior

δΓabc =
1

2
gad(∂bδgdc − Γfbcδgdf − Γfbdδgcf + ∂cδgbd − Γfbcδgdf − Γfdcδgfb

− ∂dδgbc + Γfbdδgcf + Γfdcδgfb). (A.3)

La derivada covariante de δgab es

∇cδgab = ∂cgab − Γdcaδgbd − Γdcbδgad. (A.4)

Teniendo en cuenta que el símbolo de Christoffel es simétrico Γabc = Γacb,ya que se
está trabajando en una variedad libre de torsión, se tiene

δΓabc =
1

2
gad(∇bδgdc +∇cδgbd −∇dδgbc). (A.5)

Por lo tanto, se tiene

gabδΓdab − gadδΓcac = gab
[

1

2
gdc(∇aδgcb +∇bδgac −∇cδgab)

]
− gad

[
1

2
gcb∇aδgbc

]
=

1

2
gabgdc(∇aδgcb +∇bδgac −∇cδgab)−

1

2
gadgcb∇aδgbc (A.6)
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gabδΓdab − gadδΓcac

Es conveniente expresar el resultado anterior en términos de δgab, para lo cual se
utiliza (2.4), con lo cual

gabδΓdab − gadδΓcac =
1

2
gabgdc

[
∇a(−gcegbfδgef ) +∇b(−gaegcfδgef )

−∇c(−gaegbfδgef )
]
− 1

2
gadgcb∇a(−gbegcfδgef )

=
1

2
gabgdc

[
gaegbf∇cδgef − gcegbf∇aδgef − gaegcf∇bδgef

]
+

1

2
gadgcbgbegcf∇aδgef ,

recordando que gabgbc = δca y ∇c = gac∇a, se tiene

gabδΓdab − gadδΓcac =
1

2

[
δbegbf∇dδgef − δafδde∇aδgef − δbeδdf∇bδgef

+ δcegcf∇dδgef
]

=
1

2
[gef∇dδgef −∇aδgda −∇bδgdb + gef∇dδgef ],

renombrando algunos índices mudos, se tiene

gabδΓdab − gadδΓcac = gef∇dδgef −∇cδgdc (A.7)
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Apéndice B

Términos con Mc y Nc

Se definen las siguientes cantidades

Mc = φgef∇cδgef − δgefgef∇cφ, (B.1)

y
N c = φ∇fδgcf − δgcf∇fφ. (B.2)

La derivada covariante de Mc es

∇cMc = ∇c(φgef∇cδgef )−∇c(δgefgef∇cφ)

= (∇cφ)gef∇cδgef + φgef∇c∇cδgef − (∇cδgef )gef∇cφ
− δgefgef∇c∇cφ,

donde el primer y tercer término se cancelan, con lo cual

∇cMc = φgef�δg
ef − δgefgef�φ, (B.3)

entonces
φgef�δg

ef = ∇cMc + δgefgef�φ. (B.4)

La derivada covariante de N c es

∇cN c = ∇c(φ∇fδgcf )−∇c(δgcf∇fφ)

= (∇cφ)∇fδgcf + φ∇c∇fδgcf − (∇cδgcf )∇fφ− δgcf∇c∇fφ,

donde se cancelan el primer y tercer término, por lo tanto

∇cN c = φ∇c∇fδgcf − δgcf∇c∇fφ (B.5)

obteniendo así
φ∇c∇fδgcf = ∇cN c + δgcf∇c∇fφ. (B.6)

Restando (B.4) con (B.6), se tiene

φgef�δg
ef − φ∇c∇fδgcf = δgef (gef�φ−∇e∇fφ) + (∇cMc −∇cN c) (B.7)
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Apéndice C

Traza de las ecuaciones de campo
de Brans-Dicke

Se obtuvieron las ecuaciones de campo de Brans-Dicke

Gab =
8π

φ
T

(m)
ab +

ω

φ2

(
∇aφ∇bφ−

1

2
gab∇cφ∇cφ

)
+

1

φ
(∇a∇bφ− gab�φ)− V (φ)

2φ
gab. (C.1)

Para hallar la traza, se multiplica la ecuación anterior por gab.

gabGab =
8π

φ
gabT

(m)
ab +

ω

φ2

(
gab∇aφ∇bφ−

1

2
gabgab∇cφ∇cφ

)
+

1

φ

(
gab∇a∇bφ− gabgab�φ

)
− V (φ)

2φ
gabgab. (C.2)

La traza del tensor de Einstein

gabGab = gab
(
Rab −

1

2
Rgab

)
= R− 1

2
R(4)

= −R, (C.3)

donde se ha usado el hecho que R = gabRab y gabgab = 4, ya que es la dimensión del
espacio-tiempo en el que se está trabajando.
Recordando que ∇c = gac∇a y la traza de momentum-energia T (m) = gabT

(m)
ab , se

tiene

−R =
8π

φ
T (m) +

ω

φ2

(
∇bφ∇bφ−

4

2
∇cφ∇cφ

)
+

1

φ

(
∇b∇bφ− 4�φ

)
− 4V (φ)

2φ

=
8π

φ
T (m) − ω

φ2
∇cφ∇cφ− 3

�φ
φ
− 2

V (φ)

φ
, (C.4)

donde se han renombrado algunos índices mudos y el hecho que∇c∇cφ = �φ.
Finalmente, la traza de las ecuaciones de campo de BD da

R = −8π

φ
T (m) +

ω

φ2
∇cφ∇cφ+ 3

�φ
φ

+ 2
V (φ)

φ
(C.5)
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Apéndice D

Escalar de Ricci R en términos de
las cantidades Γa y Cc

El escalar de Ricci comúnmente se escribe de la siguiente manera

R = gacRac = gac∂bΓ
b
ac − gac∂aΓbbc + gacΓdacΓ

e
de − gacΓdbcΓbda, (D.1)

donde
Γcab =

1

2
gcd[∂agdb + ∂bgad − ∂dgab],

en particular

Γbba =
1

2
gbd[∂bgda + ∂agbd − ∂dgba] =

1

2
gbd∂agbd.

De (2.5) se tiene
∂a
√
−g√
−g

=
1

2
gbd∂agbd,

por tanto

Γa ≡ Γeea =
∂a
√
−g√
−g

=
1

2
ged∂aged. (D.2)

Se multiplica el factor anterior por gcb

gcbΓb =
1

2
gcbgef∂bgef

=
1

2
gcdgab∂dgab, (D.3)

donde se han renombrado algunos índices mudos.
De (2.4) se ve que

∂dg
ab = −gaegbf∂dgef ,

la cual se puede reescribir

−∂dgcd =
1

2
gcegdf∂dgef +

1

2
gcegdf∂dgef

=
1

2
gabgcd∂bgad +

1

2
gabgcd∂agdb, (D.4)

donde se han renombrado algunos índices mudos.
Multiplicando gab por el símbolo de Christoffel mostrado en la parte superior, se
tiene

gabΓcab =
1

2
gabgcd(∂agdb + ∂bgad − ∂dgab). (D.5)



90 Apéndice D. Escalar de Ricci R en términos de las cantidades Γa y Cc

El término anterior es igual a la resta de los términos (D.4) con (D.3), por lo tanto

Cc ≡ gabΓcab = −∂dgcd − gcbΓb. (D.6)

Ya se ha encontrado los términos Γa y Cc, ahora se busca reescribir el escalar de Ricci
en término de estos dos, para esto, se puede reescribir el siguiente término como

1

2
Γbde∂bg

de = −1

2
Γbde(g

dagec∂bgac) = −gecΓbde
(

1

2
gda∂bgac

)
,

donde se ha usado (2.4), además, si se suma un cero convenientemente, se tiene

1

2
Γbde∂bg

de = −gecΓbde
(

1

2
gda(∂cgab + ∂bgac − ∂agbc)

)
,

por lo cual
1

2
Γbda∂bg

da = −gacΓbdaΓdbc. (D.7)

Haciendo el producto de Γd y Cd, se obtiene

ΓdC
d = gacΓdacΓ

e
de. (D.8)

Los términos (D.7) y (D.8) son las últimas dos componentes del escalar de Ricci (D.1),
por tanto se ve que

R = R1 +R2 (D.9)

donde
R1 = gac

(
∂bΓ

b
ac − ∂cΓa

)
(D.10)

y

R2 = ΓbC
b +

1

2
Γbde∂bg

de. (D.11)
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Apéndice E

Ecuaciones de Friedmann para la
teorías de Brans-Dicke ,
Escalar-Tensor y f(R)

E.1 Ecuaciones de Friedmann para BD

Partiendo de las ecuaciones de campo para BD (2.65) se tiene

Gab =
8π

φ
T

(m)
ab +

ω

φ2

(
∇aφ∇bφ−

1

2
gab∇cφ∇cφ

)
+

1

φ
(∇a∇bφ− gab�φ)− V (φ)

2φ
gab, (E.1)

para la componente tiempo-tiempo se tiene

R00 −
1

2
g00R =

8π

φ
(pg00 + (ρ+ p)u0u0) +

ω

φ2
(φ̇2 − 1

2
g00(−φ̇2))

+
1

φ
(φ̈+ g00(φ̈+ 3Hφ̇))

R00 +
1

2
R =

8π

φ
ρ+

1

2
ω

(
φ̇

φ

)2

− 3H

(
φ̇

φ

)
+
V

2φ
, (E.2)

donde se han usado las relaciones (3.19) y (3.20).
Reemplazando (3.5) y (3.6) en la ecuación anterior se tiene

H2 =
8π

3φ
ρ+

ω

6

(
φ̇

φ

)2

−H

(
φ̇

φ

)
− K

a2
+
V

6φ
, (E.3)

para la componente espacio-espacio se tiene

Rµν −
1

2
gµνR =

8π

φ
T (m)
µν +

ω

φ2

(
∇µφ∇νφ−

1

2
gµν∇cφ∇cφ

)
+

1

φ
(∇µ∇νφ− gµν�φ)− V (φ)

2φ
gµν , (E.4)
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Escalar-Tensor y f(R)

ya que,

∇µ∇νφ =���
�:0

∂µ∂νφ− Γcµν∂cφ

= −Γ0
µν φ̇ = −(aȧḡµν)φ̇

= −gµνHφ̇, (E.5)

se tiene

Rµν −
1

2
gµνR =

8π

φ
p+

1

2
ω

(
φ̇

φ

)2

+
1

φ

(
φ̈+ 2Hφ̇

)
− V (φ)

2φ
, (E.6)

donde se han usado las relaciones (3.19) y (3.20).
Reemplazando (3.5) y (3.6) en la ecuación anterior se tiene

2Ḣ +H2 = −8π

φ
p− 1

2
ω

(
φ̇

φ

)2

− 1

φ

(
φ̈+ 2Hφ̇

)
+
V (φ)

2φ
+
K

a2
. (E.7)

E.2 Ecuaciones de Friedmann para ST

Para calcular las ecuaciones de Friedmann para ST, se parte de las ecuaciones de
campo de ST (2.120)

Gabf(φ) = T
(m)
ab + ω(φ)(∇aφ∇bφ−

1

2
gab∇cφ∇cφ)

+ (∇a∇bf(φ)− gab�f(φ))− gabV (φ), (E.8)

para la componente tiempo-tiempo se tiene

(R00 −
1

2
Rg00)f(φ) = T

(m)
00 + ω(φ)(φ̇2 − 1

2
g00∇cφ∇cφ)

+ (f̈(φ)− g00�f(φ))− g00V (φ).

Asumiendo el universo espacialmente plano como un fluido perfecto y teniendo en
cuenta (3.19), se llega a

(R00 +
1

2
R)f = ρ+

ω

2
φ̇2 + f̈ + �f + V, (E.9)

ya que

�f = ∇c∇cf = gcd∂d∂cf − gcdΓacd∂af = g00f̈ − gc0�
��

0

Γ0
c0ḟ − gcµΓ0

cµḟ

= −f̈ − gµνΓ0
µν ḟ = −f̈ − a−2ḡµν(aȧḡµν)ḟ

= −f̈ − 3Hḟ, (E.10)

se obtiene la primera ecuación de Friedmann

3fH2 = ρ+
ω

2
φ̇2 + V − 3Hḟ, (E.11)
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donde se han usado las ecuaciones (3.5) y (3.6).
Para la componente espacio-espacio se tiene

Gµνf = T (m)
µν −

1

2
gµνω∇cφ∇cφ)

+ (∇µ∇νf − gµν�f)− gµνV (φ)

(Rµν −
1

2
gµνR)f = pgµν +

1

2
gµνωφ̇

2

+ (∇µ∇νf + gµν(f̈ − 3Hḟ))− gµνV,

como

∇µ∇νf =���
�:0

∂µ∂νf − Γcµν∂cf

= −Γ0
µν ḟ = −(aȧḡµν)ḟ

= −gµνHḟ, (E.12)

se tiene la segunda ecuación de Friedmann para ST

−2Ḣf − 3H2f = p+
1

2
ωφ̇2 + f̈ + 2Hḟ − V, (E.13)

donde se ha usado (3.5) y (3.6).

E.3 Ecuaciones de Friedmann para f(R)

Las ecuaciones de campo para f(R) son (2.147)

GabfR = T
(m)
ab +

1

2
gab(f(R)−RfR) +∇a∇bfR − gab�fR,

para la componente tiempo-tiempo se tiene

(R00 −
1

2
Rg00)fR = T

(m)
00 +

1

2
g00(f(R)−RfR) +∇0∇0fR − g00�fR

(R00 +
1

2
R)fR = T

(m)
00 − 1

2
(f(R)−RfR) +∇0∇0fR + �fR.

Teniendo en mente que el escalar de Ricci R depende solamente de t, se hallan las
siguientes relaciones

∇0∇0fR = ∇0ḟR = f̈R −���*
0

Γc00∂cfR = f̈R (E.14)

�fR = ∇c∇cfR = gcd∂d∂cfR − gcdΓacd∂afR = g00f̈R − gc0�
��

0

Γ0
c0ḟR − gcµΓ0

cµḟR

= −f̈R − gµνΓ0
µν ḟR = −f̈R − a−2ḡµν(aȧḡµν)ḟR

= −f̈R − 3HḟR, (E.15)

donde ḟR = fRRṘ y f̈R = f
(3)
R Ṙ2 + fRRR̈.

Reemplazando los valores anteriores y las ecuaciones (3.5) y (3.6) se llega a la primera
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ecuación de Friedmann

3H2fR = ρ+
1

2
(RfR − f(R))− 3HfRRṘ , (E.16)

donde se ha asumido el universo espacialmente plano como un fluido perfecto.
Para la componente espacio-espacio se tiene

GµνfR = T (m)
µν +

1

2
gµν(f(R)−RfR) +∇µ∇νfR − gµν�fR

(Rµν −
1

2
gµνR)fR = T (m)

µν +
1

2
gµν(f(R)−RfR) +∇µ∇νfR − gµν�fR,

calculando la siguiente relación

∇µ∇νfR =���
��:0

∂µ∂νfR − Γcµν∂cfR

= −Γ0
µν ḟR = −(aȧḡµν)ḟR

= −gµνHḟR, (E.17)

se llega a la segunda ecuación de Friedmann

−(2Ḣ + 3H2)fR = p+ 2HṘfRR +
1

2
(f(R)−RfR) + R̈fRR + Ṙ2f

(3)
R , (E.18)

donde se ha asumido el universo espacialmente plano como un fluido perfecto y se
han reemplazado las ecuaciones (3.5), (3.6) y (E.15).
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Apéndice F

Relaciones perturbadas para BD

Para hallar las relaciones perturbadas se usarán las componentes de conexión per-
turbadas (4.72). Primero se calcula

goc∇cφ′ = g0c(∂cφ
′ − Γdc0∂dφ)

= g00(∂0φ
′ − Γ0

00∂0φ− Γµ00∂µφ)

= a−2(−1 + 2Φ)[φ′′ − (H+ Φ′)φ′ − Φ,µ ∂µφ],

donde se ha usado (4.69), como se está trabajando en perturbaciones lineales se tiene

goc∇cφ′ = a−2[(−1 + 2Φ)φ′′ + (H+ Φ′)φ′ − 2ΦHφ′ + Φ,µ ∂µφ]. (F.1)

Para la segunda relación

gcµ∇c∂νφ = gcµ[∂c∂νφ− Γdcν∂dφ]

= gκµ[∂κ∂νφ− Γ0
κν∂0φ− Γλκν∂λφ]

= a−2(1 + 2Ψ)δκµ[∂κ∂νφ− (Hδκν − (2H(Φ + Ψ) + Ψ′)δκν)φ′

− (−(Ψ,ν δ
λ
κ + Ψ,κ δ

λ
ν) + Ψ,λ δκν)∂λφ],

donde se ha usado (4.69), despreciando términos de alto orden

gcµ∇c∂νφ = a−2[(1 + 2Ψ)∂µ∂νφ− ((1 + 2Ψ)H− (2H(Φ + Ψ) + Ψ′)(1 + 2Ψ))δµνφ
′

− (−(Ψ,ν δλµ + Ψ,µ δλν) + Ψ,λ δµν)∂λφ]

= a−2[(1 + 2Ψ)∂µ∂νφ− (1 + 2Ψ)Hδµνφ′ + (2H(Φ + Ψ) + Ψ′)δµνφ
′

+ (Ψ,ν δλµ + Ψ,µ δλν)∂λφ−Ψ,λ ∂λφδµν ],

agrupando términos, finalmente se tiene

gcµ∇c∂νφ = a−2[(1 + 2Ψ)∂µ∂νφ+Hφ′(−1 + 2Φ)δµν + Ψ′φ′δµν

+ Ψ,ν ∂µφ+ Ψ,µ ∂νφ−Ψ,λ ∂λφδµν ]. (F.2)

Se halla la tercera relación perturbada

�φ = gab∇a∂bφ = gab(∂a∂bφ− Γcab∂cφ)

= g0b(∂0∂bφ− Γc0b∂cφ) + gµb(∂µ∂bφ− Γcµb∂cφ)

= g00(∂0∂0φ− Γc00∂cφ) + gµν(∂µ∂νφ− Γcµν∂cφ)

= g00(∂0∂0φ− Γ0
00∂0φ− Γµ00∂µφ) + gµν(∂µ∂νφ− Γ0

µν∂0φ− Γκµν∂κφ),
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reemplazando la métrica y las conexiones perturbadas se encuentra

�φ = a−2(−1 + 2Φ)[φ′′ − (H+ Φ′)φ′ − Φ,µ ∂µφ]

+ a−2(1 + 2Ψ)δµν [∂µ∂νφ− (Hδµν − (2H(Φ + Ψ) + Ψ′)δµν)φ′

− (−(Ψ,ν δ
κ
µ + Ψ,µ δ

κ
ν ) + Ψ,κ δµν)∂κφ],

despreciando términos de segundo orden en la perturbación se tiene

�φ = a−2[(−1 + 2Φ)φ′′ +∇2φ(1 + 2Ψ) + ∂µφ(Φ,µ−Ψ,µ ) + 2Hφ′(−1 + 2Φ)

+ φ′(3Ψ′ + Φ′)] (F.3)

La cuarta relación perturbada es

∇cφ∇cφ = gac∂aφ∂cφ

= g0c∂0φ∂cφ+ gµc∂µφ∂cφ

= g00∂0φ∂0φ+ gµν∂µφ∂νφ

reemplazando (4.69) se tiene

∇cφ∇cφ = a−2[(−1 + 2Φ)φ′2 + (1 + 2Ψ)(∂φ)2], (F.4)

donde (∂φ)2 = δµν∂µφ∂νφ.
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Apéndice G

Relaciones perturbadas para f(R)

Para hallar las relaciones perturbadas se usarán las componentes de conexión per-
turbadas (4.72). Primero se calcula

∇0∇0fR = g00(f ′′R − Γc00∂cfR)

= a−2(−1 + 2Φ)(f ′′R − Γ0
00f
′
R − Γλ00∂λfR)

= a−2(−1 + 2Φ)(f ′′R − (H+ Φ′)f ′R − Φ,λ ∂λfR)

eliminando ordenes de orden superior

∇0∇0fR = a−2((−1 + 2Φ)f ′′R + (H+ Φ′)f ′R − 2HΦf ′R + Φ,λ ∂λfR). (G.1)

Para la segunda relación

∇µ∇νfR = gµκ(∂κ∂νfR − Γcκν∂cfR)

= gµκ(∂κ∂νfR − Γ0
κνf
′
R − Γλκν∂λfR)

= a−2(1 + 2Ψ)δµκ(∂κ∂νfR −Hδκνf ′R + (2H(Φ + ψ) + Ψ′)δκνf
′
R

+ (Ψ,ν δ
λ
κ + Ψ,κ δ

λ
ν)∂λfR −Ψ,λ δκν∂λfR),

eliminando ordenes de segundo orden, se tiene

∇µ∇νfR = a−2((1 + 2Ψ)∂µ∂νfR − (1 + 2Ψ)Hδµνf ′R + (2H(Φ + Ψ) + Ψ′)δµνf
′
R

+ Ψ,ν ∂µfR + Ψ,µ ∂νfR −Ψ,λ ∂λfRδ
µ
ν). (G.2)

Ahora se calcula �fR, a partir de las relaciones halladas anteriormente

�fR = ∇0∇0fR +∇µ∇µfR
= a−2((−1 + 2Φ)f ′′R + (H+ Φ′)f ′R − 2HΦf ′R + Φ,λ ∂λfR) + a−2((1 + 2Ψ)∂2fR

− 3(1 + 2Ψ)Hf ′R + 6H(Φ + Ψ)f ′R + 3Ψ′f ′R + Ψ,µ ∂µfR + Ψ,µ ∂µfR − 3Ψ,λ ∂λfR)

= a−2((−1 + 2Φ)f ′′R + 2Hf ′R(−1 + 2Φ) + (Φ′ + 3Ψ′)f ′R + (1 + 2Ψ)∇2fR

+ (Φ,µ−Ψ,µ )∂µfR). (G.3)
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Apéndice H

Ecuaciones de momentum-energía
perturbadas en el gauge de Newton
conforme

La derivada covariante para el tensor momentum-energía es

∇aT ab = ∂aT
a
b + ΓacaT

c
b − ΓcbaT

a
c,

dado que T ab = T̄ ab + δT ab, entonces la derivada covariante queda

∇aT̄ ab +∇aδT ab = ∂aT̄
a
b + ∂aδT

a
b + (Γ̄aca + δΓaca)(T̄

c
b + δT cb)

− (Γ̄cba + δΓcba)(T̄
a
c + δT ac)

= (∂aT̄
a
b + Γ̄acaT̄

c
b − Γ̄cbaT̄

a
c) + ∂aδT

a
b + Γ̄acaδT

c
b + T̄ cbδΓ

a
ca

− Γ̄cbaδT
a
c − T̄ acδΓcba, (H.1)

donde se han despreciado términos de orden superior en las perturbaciones. El
paréntesis en la ecuación anterior es la derivada covariante del tensor momentum-
energía del background, por lo tanto

∇aδT ab = ∂aδT
a
b + Γ̄acaδT

c
b + T̄ cbδΓ

a
ca − Γ̄cbaδT

a
c − T̄ acδΓcba. (H.2)

Tomando b = 0 y dado que ∇aδT ab = 0, se tiene

0 = ∂0δT
0
0 + ∂µδT

µ
0 + Γ̄0

00δT
0
0 + Γ̄µ0µδT

0
0 + T̄ 0

0δΓ
0
00 + T̄ 0

0δΓ
µ

0µ

− Γ̄0
00δT

0
0 − Γ̄ν0µδT

µ
ν − T̄ 0

0δΓ
0
00 − T̄µνδΓν0µ,

usando las ecuaciones (4.73), (4.74) y (4.119), se llega a

0 = −δρ′ + (ρ̄+ p̄)∇2v − 3Hδρ+ 3ρ̄Ψ′ − 3Hδp−����Hp̄∇2Π +���
�Hp̄∇2Π + 3p̄Ψ′,

organizando los términos se obtiene la ecuación de conservación de energía

δρ′ = −3H(δρ+ δp) + (ρ̄+ p̄)(∇2v + 3Ψ′). (H.3)

Tomando b = µ se tiene

0 = ∂0δT
0
µ + ∂νδT

ν
µ + Γ̄0

00δT
0
µ + Γ̄ν0νδT

0
µ + T̄ νµδΓ

0
ν0 + T̄ νµδΓ

κ
νκ

− Γ̄νµ0δT
0
ν − Γ̄0

µνδT
ν
0 − T̄ 0

0δΓ
0
µ0 − T̄ νκδΓκµν ,
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Newton conforme

usando las ecuaciones (4.73), (4.74) y (4.119), se llega a

0 = −(ρ̄+ p̄)′v,µ−(ρ̄+ p̄)v′,µ +δp,µ +p̄∇2Π,µ−
1

3
p̄∇2Π,µ−H(ρ̄+ p̄)v,µ−3H(ρ̄+ p̄)v,µ

+ p̄Φ,µ−���p̄Ψ,µ −����3p̄Ψ,µ +��
�p̄Ψ,µ +���

���H(ρ̄+ p̄)v,µ −���
���H(ρ̄+ p̄)v,µ + ρ̄Φ,µ +��

�p̄Ψ,µ +����3p̄Ψ,µ

−���p̄Ψ,µ,

quedando la ecuación de conservación del momentum

(ρ̄+ p̄)v′ = (ρ̄+ p̄)′v − 4H(ρ̄+ p̄)v + δp+
2

3
p̄∇2Π + (ρ̄+ p̄)Φ. (H.4)

Derivando la densidad relativa (δ ≡ δρ

ρ̄
)

δ′ =

(
δρ

ρ̄

)′
=
δρ′

ρ̄
− ρ̄′

ρ̄2
δρ, (H.5)

usando la ecuación (H.3) y la conservación de energía del background

ρ′ = −3H(ρ̄+ p̄), (H.6)

se tiene

δ′ = −3H
(
δ +

δp

ρ̄

)
+ (1 + w)(∇2v + 3Ψ′) + 3Hδ(1 + w),

donde se ha usado la ecuación de estado p̄ = wρ̄. Por lo tanto, la ecuación de conser-
vación de energía queda reescrita

δ′ = (1 + w)(∇2v + 3Ψ′) + 3H(wδ − δp

ρ̄
). (H.7)

Ahora, derivando la ecuación de estado

(p̄+ ρ̄)′ = w′ρ̄+ ρ̄′(1 + w) = w′ρ̄− 3Hρ̄(1 + w)2,

donde se ha usado (H.6).
De la ecuación (H.4) se tiene

v′ = − w′

1 + w
v + 3H(1 + w)v − 4Hv +

δp

ρ̄+ p̄
+

2

3

w

1 + w
∇2Π + Φ,

quedando finalmente

v′ = −H(1− 3w)v − w′

1 + w
v +

δp

ρ̄(1 + w)
+

2

3

w

1 + w
∇2Π + Φ, (H.8)

la cual es la ecuación de conservación del momentum.
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Apéndice I

Paquete de Mathematica

Needs[“xAct̀xPand̀”]Needs[“xAct̀xPand̀”]Needs[“xAct̀xPand̀”]

DefManifold[M, 4, {α, β, γ, µ, ν, λ, σ}]DefManifold[M, 4, {α, β, γ, µ, ν, λ, σ}]DefManifold[M, 4, {α, β, γ, µ, ν, λ, σ}]

DefMetric[−1, g[−α,−β],CD, {“;”, “CD”},PrintAs→ g];DefMetric[−1, g[−α,−β],CD, {“;”, “CD”},PrintAs→ g];DefMetric[−1, g[−α,−β],CD, {“;”, “CD”},PrintAs→ g];

DefMetricPerturbation[g,dg, ε];DefMetricPerturbation[g,dg, ε];DefMetricPerturbation[g,dg, ε];

SetSlicing[g, n, h, cd, {“|”, “∇”}, “FLFlat”]SetSlicing[g, n, h, cd, {“|”, “∇”}, “FLFlat”]SetSlicing[g, n, h, cd, {“|”, “∇”}, “FLFlat”]

VisualizeTensor[dg[LI[1],−µ,−ν]/.SplitMetric[g,dg, h, “NewtonGauge”], h]VisualizeTensor[dg[LI[1],−µ,−ν]/.SplitMetric[g,dg, h, “NewtonGauge”], h]VisualizeTensor[dg[LI[1],−µ,−ν]/.SplitMetric[g,dg, h, “NewtonGauge”], h]

MyToxPand[expr_,gauge_, order_]:=ToxPand[expr,dg, u,du, h,gauge, order];MyToxPand[expr_,gauge_, order_]:=ToxPand[expr,dg, u,du, h,gauge, order];MyToxPand[expr_,gauge_, order_]:=ToxPand[expr,dg, u,du, h,gauge, order];

MyToxPand[RicciScalarCD[], “NewtonGauge”, order]MyToxPand[RicciScalarCD[], “NewtonGauge”, order]MyToxPand[RicciScalarCD[], “NewtonGauge”, order]

MyEqsE = MyToxPand[EinsteinCD[µ,−ν], “NewtonGauge”, order]MyEqsE = MyToxPand[EinsteinCD[µ,−ν], “NewtonGauge”, order]MyEqsE = MyToxPand[EinsteinCD[µ,−ν], “NewtonGauge”, order]

DefTensor[T [−µ,−ν],M ]DefTensor[T [−µ,−ν],M ]DefTensor[T [−µ,−ν],M ]

$Dust = False;$Dust = False;$Dust = False;

IndexSet[T [α_, β_], ((ρ[u][] + If[$Dust, 0, P [u][]])u[α]u[β] + (If[$Dust, 0, P [u][]])g[α, β])]IndexSet[T [α_, β_], ((ρ[u][] + If[$Dust, 0, P [u][]])u[α]u[β] + (If[$Dust, 0, P [u][]])g[α, β])]IndexSet[T [α_, β_], ((ρ[u][] + If[$Dust, 0, P [u][]])u[α]u[β] + (If[$Dust, 0, P [u][]])g[α, β])]

PrintAs[Pu]∧=P; PrintAs[ρu]∧=“ρ”;PrintAs[Pu]∧=P; PrintAs[ρu]∧=“ρ”;PrintAs[Pu]∧=P; PrintAs[ρu]∧=“ρ”;

MyConEnergy = MyToxPand[CD[−µ]@T [µ,−ν], “NewtonGauge”, order]MyConEnergy = MyToxPand[CD[−µ]@T [µ,−ν], “NewtonGauge”, order]MyConEnergy = MyToxPand[CD[−µ]@T [µ,−ν], “NewtonGauge”, order]

ExtractComponents[ExtractOrder[−MyConEnergy, 0], h]ExtractComponents[ExtractOrder[−MyConEnergy, 0], h]ExtractComponents[ExtractOrder[−MyConEnergy, 0], h]

ExtractComponents[ExtractOrder[MyConEnergy, 1], h]ExtractComponents[ExtractOrder[MyConEnergy, 1], h]ExtractComponents[ExtractOrder[MyConEnergy, 1], h]

MyGR[µ_, ν_]:=EinsteinCD[µ, ν]− 8πT [µ, ν]MyGR[µ_, ν_]:=EinsteinCD[µ, ν]− 8πT [µ, ν]MyGR[µ_, ν_]:=EinsteinCD[µ, ν]− 8πT [µ, ν]

MyGRResult = MyToxPand[MyGR[µ,−ν], “NewtonGauge”, order]MyGRResult = MyToxPand[MyGR[µ,−ν], “NewtonGauge”, order]MyGRResult = MyToxPand[MyGR[µ,−ν], “NewtonGauge”, order]
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PerfectFluidConstraint = MakeRule[{ψh[LI[1],LI[0]], φh[LI[1],LI[0]]}]PerfectFluidConstraint = MakeRule[{ψh[LI[1],LI[0]], φh[LI[1],LI[0]]}]PerfectFluidConstraint = MakeRule[{ψh[LI[1],LI[0]], φh[LI[1],LI[0]]}]

AutomaticRules[ψh,PerfectFluidConstraint]AutomaticRules[ψh,PerfectFluidConstraint]AutomaticRules[ψh,PerfectFluidConstraint]

MyGRResult2 = MyToxPand[MyGR[µ,−ν], “NewtonGauge”, order]MyGRResult2 = MyToxPand[MyGR[µ,−ν], “NewtonGauge”, order]MyGRResult2 = MyToxPand[MyGR[µ,−ν], “NewtonGauge”, order]

ExtractComponents[ExtractOrder[1/2MyGRResult2ah[]∧2, 1], h]ExtractComponents[ExtractOrder[1/2MyGRResult2ah[]∧2, 1], h]ExtractComponents[ExtractOrder[1/2MyGRResult2ah[]∧2, 1], h]

Clear[V ]Clear[V ]Clear[V ]

DefScalarFunction[V ]DefScalarFunction[V ]DefScalarFunction[V ]

ConformalWeight[V ′] = 0;ConformalWeight[V ′] = 0;ConformalWeight[V ′] = 0;

DefScalarFunction[F ]DefScalarFunction[F ]DefScalarFunction[F ]

ConformalWeight[F ′] = 0;ConformalWeight[F ′] = 0;ConformalWeight[F ′] = 0;

DefScalarFunction[ω]DefScalarFunction[ω]DefScalarFunction[ω]

ConformalWeight[ω′] = 0;ConformalWeight[ω′] = 0;ConformalWeight[ω′] = 0;

DefTensor[Teff[−µ,−ν],M ]DefTensor[Teff[−µ,−ν],M ]DefTensor[Teff[−µ,−ν],M ]

Teff[µ_, ν_]:=1/F [ϕ[]](CD[µ][ϕ[]]CD[ν][ϕ[]]− 1/2g[µ, ν]CD[α][ϕ[]]CD[−α][ϕ[]])+Teff[µ_, ν_]:=1/F [ϕ[]](CD[µ][ϕ[]]CD[ν][ϕ[]]− 1/2g[µ, ν]CD[α][ϕ[]]CD[−α][ϕ[]])+Teff[µ_, ν_]:=1/F [ϕ[]](CD[µ][ϕ[]]CD[ν][ϕ[]]− 1/2g[µ, ν]CD[α][ϕ[]]CD[−α][ϕ[]])+

1/F [ϕ[]](CD[µ]@CD[ν][F [ϕ[]]]− g[µ, ν]CD[−α]@CD[α][F [ϕ[]]]− g[µ, ν]V [ϕ[]])1/F [ϕ[]](CD[µ]@CD[ν][F [ϕ[]]]− g[µ, ν]CD[−α]@CD[α][F [ϕ[]]]− g[µ, ν]V [ϕ[]])1/F [ϕ[]](CD[µ]@CD[ν][F [ϕ[]]]− g[µ, ν]CD[−α]@CD[α][F [ϕ[]]]− g[µ, ν]V [ϕ[]])

MyST[µ_, ν_]:=EinsteinCD[µ, ν]− T [µ, ν]/F [ϕ[]]− Teff[µ, ν]MyST[µ_, ν_]:=EinsteinCD[µ, ν]− T [µ, ν]/F [ϕ[]]− Teff[µ, ν]MyST[µ_, ν_]:=EinsteinCD[µ, ν]− T [µ, ν]/F [ϕ[]]− Teff[µ, ν]

MySTResult = MyToxPand[MyST[µ,−ν], “NewtonGauge”, order]MySTResult = MyToxPand[MyST[µ,−ν], “NewtonGauge”, order]MySTResult = MyToxPand[MyST[µ,−ν], “NewtonGauge”, order]

Si se quieren calcular las perturbaciones para BD partiendo de ST se usan las rela-

ciones (2.82).

DefConstantSymbol[w]DefConstantSymbol[w]DefConstantSymbol[w]

F [ϕ[]] = ϕ[];ω[ϕ[]] = w/ϕ[];F [ϕ[]] = ϕ[];ω[ϕ[]] = w/ϕ[];F [ϕ[]] = ϕ[];ω[ϕ[]] = w/ϕ[];

MyST[µ, ν]MyST[µ, ν]MyST[µ, ν]

MySTResult = MyToxPand[MyST[µ,−ν], “NewtonGauge”, order]MySTResult = MyToxPand[MyST[µ,−ν], “NewtonGauge”, order]MySTResult = MyToxPand[MyST[µ,−ν], “NewtonGauge”, order]
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