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Resumen

Vórtices cinemáticos en hetero-estructuras superconductoras
mesoscópicas.

La influencia del límite cuántico y las condiciones de contorno en los estados super-
conductores ha sido uno de los temas más importantes de la investigación en física de
la materia condensada en las últimas décadas. El estado de vórtices en varios siste-
mas físicos ha generado gran interés en la comunidad científica mundial, ya que dicha
configuración está directamente relacionada con el condensado de Bose-Einstein [1],
sistemas coloidales y cristales moleculares; espintrónica, micro dispositivos biológicos
y dispositivos opto-electrónicos [1, 2, 3, 4, 5, 6]. Un tópico muy importante de estudio
son los llamados vórtices cinemáticos, los cuales viajan con una velocidad tan alta
que su forma se vuelve tan alargada que el parámetro de orden casi desaparece junto
con el canal central perpendicular a la densidad de corriente aplicada 1. Un vórtice
cinemático podría ser llamado más apropiadamente como una línea de deslizamiento
cuasifásica sin núcleo [7, 8, 9, 10, 11, 12, 13]. En 1908 H. K. Onnes, obtuvo la li-
cuefacción del He en Leiden y tres años después logró medir su temperatura crítica
(Tc = 4:2K) dando origen al fenómeno que luego fue reconocido como la manifestación
del mundo cuántico a nivel macroscópico: La Superconductividad. Desde entonces, di-
versas teorías y resultados experimentales han intentado explicar el mecanismo por
el que se produce la superconductividad. Para profundizar en esta rama de la física
del estado sólido y aportar nuevos resultados, en este proyecto aplicamos la teoría
general de Ginzburg-Landau para calcular la respuesta magnética de una película
delgada superconductora en presencia de corriente externa. Se muestran las curvas
corriente-voltaje, la dinámica de pares vórtice antivórtice, tasas de aniquilación de la
supercorriente en un filme finito con un defecto central. Este análisis se llevó a cabo
solucionando numéricamente las ecuaciones Ginzburg-Landau generalizadas depen-
dientes del tiempo.

Palabras clave: Ginzburg-Landau, Superconductividad, Vortices cine-
máticos, Variables de enlace.

1Ahora se acepta que el vórtice cinemático consiste en un par vórtice-vórtice que se mueve a una
velocidad mucho mayor que el vórtice de Abrikosov normal. El parámetro de orden casi desaparece
a lo largo del camino que recorre el vórtice cinemático, aunque tiene dos mínimos que soportan su
singularidad de fase.
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Abstract

Kinematic vortices in mesoscopic superconducting heterostructures.

The in�uence of the quantum limit and the boundary conditions in superconducting
states has been one of the most important research topics in condensed matter physics
in recent decades. The state of the vortices in various physical systems has genera-
ted great interest in the world scienti�c community, since the con�guration of the
vortices is directly related to the Bose-Einstein condensate [1], colloidal systems and
molecular crystals; spintronics, micro biological devices and opto-electronic devices
[1, 2, 3, 4, 5, 6]. A very important topic of study are the so-called kinematic vortices,
which travel with such a high speed that their shape becomes so elongated that the
order parameter almost disappears along with the central channel perpendicular to
the applied current density2. A kinematic vortex could be more appropriately called
a coreless quasiphase slip line [7, 8, 9, 10, 11, 12, 13]. In1908HK Onnes, obtained
the liquefaction ofHe at the critical temperature of Tc = 4:2K in Leiden, three years
later he discovered the phenomenon that was later recognized as the manifestation of
the quantum world at the macroscopic level:Superconductivity. Since then, various
theories and experimental results have attempted to explain the mechanism by which
superconductivity occurs. To delve into this branch of solid state physics and provide
new results, in this project we apply the general Ginzburg-Landau theory to calcu-
late the magnetic response of a superconducting thin �lm in the presence of external
current. Current-voltage curves, kinematic vortex velocity, supercurrent annihilation
rates in a �nite �lm with a central defect are shown. This analysis was carried out by
numerically solving the time-dependent generalized Ginzburg-Landau equations.

Key words: Ginzburg-Landau, Superconductivity, Kinematic vortices,
Link variables.

2It is now accepted that the kinematic vortex consists of a vortex-vortex pair moving at a much
higher speed than the normal Abrikosov vortex. The order parameter almost disappears along the
path of the kinematic vortex, although it has two minima that support its phase singularity.
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Capítulo 1

Generalidades de la
superconductividad

1.1. Introducción

Una de las teorías de superconductividad más utilizadas es la teoría de Ginzburg-
Landau, dado que esta exhibe una lista de contribuciones importantes para la com-
prensión de los superconductores no convencionales o con impurezas. Sin embargo y
a medida que aumenta nuestra comprensión de la superconductividad, también au-
menta la complejidad de los materiales y la física involucrada, siendo este el caso
de las transiciones de fase que conlleva a la red de vórtices y su variado compor-
tamiento bajo diferentes condiciones de transporte de corriente. Ante estos nuevos
problemas, una muy buena opción es realizar los análisis utilizando lenguaje compu-
tacional a través de simulaciones numéricas. La solución numérica de las ecuaciones
de Ginzburg-Landau experimentó un gran auge en la década de 1990, siendo la prin-
cipal limitación de su uso la potencia de cálculo de los ordenadores, sin embargo, a
medida que dicha capacidad iba aumentando, también aumentaban las investigacio-
nes experimentales en la física de los superconductores mesoscópicos, aquellos en que
un pequeño número de vórtices está con�nado en un pequeño volumen, llevando a
cabo simulaciones numéricas de arreglos de vórtices en muestras �nas por ejemplo.
En esta ocasión, estos sistemas de búsqueda de propiedades nos permiten utilizar las
ecuaciones de Ginzburg-Landau como una herramienta muy útil para realizar estu-
dios teóricos.

1.1.1. Un poco de historia

El descubrimiento de la superconductividad representa una de las exploraciones
más sorprendentes de la física moderna; este fenómeno particular fue descubierto en
1911 por Gillest Holst, un estudiante de doctorado de Kamerling Onnes en el La-
boratorio Criogénico de Leiden, que se había establecido 17 años antes (1894) en la
Universidad de Leiden (Holanda). Sobre la base de los desarrollos teóricos del físico J.
Van der Waals, Onnes realizó la licuefacción del hidrógeno en 1906 y del helio en 1908.
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CAPÍTULO 1. GENERALIDADES DE LA SUPERCONDUCTIVIDAD 2

Figura 1.1: Dependencia de la resistencia del mercurio con la temperatura, encontrada
por K. Onnes [14].

Esto le permitió estudiar las propiedades eléctricas de los metales a temperaturas que
hasta ese entonces no se habían alcanzado. Onnes estaba convencido de que la resis-
tencia caería siguiendo una relación lineal al disminuir la temperatura, sin embargo,
lo que no esperaba era que a 4,12 K la resistencia del mercurio desaparecería por
completo; la resistencia se redujo tanto que su dispositivo no era lo su�cientemente
sensible para dar resultados distintos de cero.

En la Figura 1.1, mostramos los primeros resultados publicados por Onnes en los que
una fuerte caída en la resistenciaR(
) puede estar marcada para una temperatura
T(k) y donde dicha variación abrupta evidencia la existencia de una transición de
fase, y con estos primeros seis puntos experimentales se abren las posibilidades a un
nuevo mundo de propiedades en materiales conocido como superconductividad. En
este punto podemos introducir un término que usaremos extensamente, la tempera-
tura crítica Tc a la cuál ocurre el cambio de fase, marcado por la caída abrupta de la
resistencia. También se puede notar que en los primeros experimentos de Onnes, el
punto importante es la temperatura por debajo de la cual la resistencia del material
en cuestión es cero y que, como él puede determinar, varía según el material que se
enfría. Se denomina temperatura críticaTc a la cual tiene lugar la transición de fase
entre los dos estados diferentes; Arriba deTc los materiales superconductores están
en estado normal y experimentan resistencia; mientras que bajo deTc el estado super-
conductor aparece y no se presenta resistencia al paso de corriente. También encontró
resultados similares en otros metales como el plomo y el estaño, y en 1914 demostró
que era posible establecer una corriente permanente en un anillo de plomo en estado
superconductor. Este experimento muestra que la resistividad de los dos conductores
cae casi a cero y, en ausencia de disipación, la corriente puede continuar �uyendo en
un bucle superconductor durante mucho tiempo. Ahora sabemos que la corriente en
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Figura 1.2: Onnes (derecha) le muestra su licuefactor de helio a tres físicos; N. Bohr,
H. Lorentz, P. Ehrenfest. (der- izq.) [17].

un bucle superconductor puede permanecer sin cambios durante101010 años [15].
Por sus contribuciones al campo en cuestión, Heike Kamerlingh Onnes recibió el

Premio Nobel de Física de 1913, en palabras del comité, �por sus investigaciones en
las características de la materia a bajas temperaturas que permitieron la producción
del helio líquido� [16].

Otro paso importante en la comprensión de las propiedades de los estados supercon-
ductores fue el trabajo de Walter Meissner y Oschsenfeld en 1933. Hasta entonces,
los cientí�cos solo consideraban la cualidad de la conductividad perfecta. Luego se
descubrió el efecto diamagnético perfecto de los materiales que existen en el estado
superconductor. En el efecto Meisner el material expulsa el campo magnético fuera
de su interior, lo que signi�ca que cuando se aplica un campo magnético externo a
un material superconductor, el �ujo magnético no penetra cuando el material está
en estado superconductor. Si se aplica un campo magnético, el conductor perfecto
apantalla el �ujo magnético externo; por el contrario, si se aplica un campo magnéti-
co en condiciones normales y luego la temperatura cae por debajo deTc, el material
dejará un �ujo magnético dentro de la muestra. Meissner y Ochsenfeld encontraron
evidencia de que el superconductor apantalla el �ujo en los dos casos descritos an-
teriormente, es decir, el superconductor apantalla el �ujo independientemente de la
ruta de transmisión enT y H .

La Figura 1.3 muestra el estado de Meissner en una esfera superconductora; (a) en
el estado normal, la inducción magnéticaB es igual al campo magnéticoH aplicado
dentro de la muestra, (b) la muestra superconductora apantalla el campo magnético
externo, independientemente del camino recorrido.

En 1935, los hermanos London describieron la repulsión de los campos magnéticos
por un superconductor, en términos de la electrodinámica y en 1950, Ginzburg y Lan-
dau describieron la superconductividad utilizando la teoría general de las transiciones
de fase de Landau. Esta es una teoría fenomenológica que describe fases superconduc-
toras con pseudo-funciones de onda y sigue siendo muy útil. Gorkov luego demostró
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Figura 1.3: Expulsión del campo magnético por debajo de la temperatura crítica [18].

Figura 1.4: Bardeen, Cooper y Schrie�er [19].

que la teoría de Ginzburg y Landau podría derivarse de la teoría BCS cerca de la
temperatura crítica [30].

En 1957, Bardeen, Cooper y Schrie�er abordaron el problema de la supercon-
ductividad con su teoría BCS, y en 1972 ganaron el Premio Nobel por desarrollar
conjuntamente una teoría de la superconductividad, conocida como teoría BCS. En
esta teoría, los electrones forman pares, conocidos como "pares de Cooper", llamados
así por la brillante idea de Leon Cooper, y forman un estado cuántico colectivo ma-
croscópico. El mecanismo por el cual los electrones pueden aparearse proviene de la
oscilación de los átomos de la red en una interacción fonón-electrón, lo que crea una
carga positiva efectiva en uno de los electrones, creando una atracción de red entre
ellos. Una de sus predicciones más importantes fue la existencia de un gap supercon-
ductor.

En el mismo año en que se propuso la teoría BCS, Abrikosov predijo la posibili-
dad de que existieran estados mixtos en algunos superconductores, es decir, materiales
que siguen siendo superconductores pero permiten el paso de algunas líneas de cam-
po magnético (diamagnetismo no ideal) denominados vórtices magnéticos. Estos se
llaman superconductores de tipo II. Los vórtices son una región normal en los mate-
riales superconductores los cuales crean resistencia y los superconductores ya no son
conductores perfectos, mostrando el efecto Joule. Abrikosov y Ginzburg recibieron el
Premio Nobel de 2003 por contribuciones innovadoras a la teoría de los superconduc-
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tores y super�uidos. "[24].

Aunque la teoría BCS ha logrado explicar los estados superconductores y el meca-
nismo de la superconductividad, es esencialmente una teoría descriptiva y no puede
predecir la temperatura crítica, el gap superconductor o la diferencia entre unos su-
perconductores y otros. En la década de 1960, Eliashberg en la Unión Soviética y
McMillan en los Estados Unidos perfeccionaron la teoría BCS mediante el desarrollo
de modelos de interacción electrón-fonón que podían describir las diferencias entre
los compuestos, aunque requerían cálculos numéricos complejos. Sin embargo, no está
claro dónde buscar superconductores con temperaturas críticas más altas.

Las décadas de 1960 y 1970 fueron una época en la que los químicos y los físi-
cos se unieron para encontrar materiales con temperaturas críticas más altas. Bernd
Matthias primero estudió sistemáticamente la tabla periódica, luego las aleaciones y
los compuestos, y descubrió un superconductor de tipo IINb3Sn, con una tempera-
tura crítica de 18,5 K y un campo de transición de superconductor a normal que se
conoce como campo crítico superiorHc2. Esto permite una de las aplicaciones super-
conductoras más importantes imaginadas por primera vez por Kamerlingh Onnes: las
primeras bobinas hechas de alambre superconductor que producen el campo magné-
tico más fuerte de la Tierra.

Bednoz y Muller dieron un salto en la temperatura crítica en 1986, cuando la
mayoría de los físicos abandonaron la búsqueda de superconductores de alta tempe-
ratura. Encontraron LaSrCuO con una temperatura crítica de 36K. Al año siguiente,
Paul Chu elevó la temperatura crítica delY BaCuO a 93K, que es superior al punto
de ebullición del nitrógeno. Luego se descubrieron una serie de compuestos con un
elemento común en el plano del óxido de cobre, un superconductor de alta tempera-
tura llamado cuprato. La temperatura crítica máxima establecida actualmente es de
160k enH3O0:5S0:5 [32].

Bednorz y Mueller recibieron el Premio Nobel en 1987, convirtiéndose en las per-
sonas más rápidas en ganarlo desde su descubrimiento. Aunque los estados super-
conductores también son estados condensados de pares de Cooper, a menudo exhiben
fases magnéticas y propiedades exóticas. La complejidad de entender estos compuestos
es que tanto las interacciones electrón-electrón como posiblemente las interacciones
electrón-fonón son muy fuertes, y las técnicas actuales no pueden resolver con preci-
sión problemas tan complejos [19].

En 2008 se descubrió otra clase de superconductores de planos de hierro con una
temperatura crítica máxima de 56K [33], cuyo mecanismo es desconocido o similar
al de los cupratos. Como aún carecemos de una teoría predictiva, cada año se des-
cubren materiales superconductores con propiedades incomprensibles para la teoría
tradicional. Entonces, la superconductividad es un campo muy activo con una intensa
actividad cientí�ca.
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1.2. Las tres teorías básicas de la superconductivi-
dad

1.2.1. Teoría de London

La descripción del modelo por parte de los hermanos H. y F. London [20] establece
el comportamiento de apantallamiento del campo magnético de una muestra en estado
superconductor desde el punto de vista macroscópico. La teoría propuesta se basa en
la idea de un �uido y la hipótesis de que se puede pensar que un superconductor está
compuesto de electrones �normales� y electrones �superconductores�. Por lo tanto,
cuando T < T c, solo una pequeña fracción dens(T)=n electrones del total den =
nn + ns electrones participa en la supercorriente. Aunque en presencia de un campo
eléctrico E, la corriente normal y la supercorriente se moverían en paralelo, London
admitió que la primera era insigni�cante en comparación con la corriente normal y las
ignoró. La teoría de los hermanos London supone que existen corrientes constantes
en el superconductor encargadas de apantallar el campo magnético externo y que
estas corrientes se distribuyen de tal forma que la energía libre del superconductor
se minimiza. Además, consideran metales puros, donde los electrones tienen masa m.
Entonces la densidad de corriente viene dada por

Js = nev (1.1)

donde v es la velocidad de deriva de los electrones que transportan la cargae, que
se supone constante en el espacio [21], se entiende como la velocidad promedio de
los electrones que se mueven en la red del sistema en consideración, ya que estos
electrones tienen el potencial de interactuar con los núcleos que constituyen el mate-
rial. La energía libre de Helmholtz de un superconductor en presencia de un campo
magnético consta de tres elementos:Fs es la energía libre del electrón en ausencia de
un campo magnético y corriente,Fc es la energía cinética producida por la corriente
superconductora yFm es la energía magnética de la muestra:

F = Fs + Fc + Fm = Fs +
Z �

1
2

msv2(r )ns +
H 2(r )

8�

�
dr

F = Fs +
1

8�

Z �
4�m sv2(r )ns + H 2

�
dr

= Fs +
1

8�

Z �
16� 2

c2
n2

se2v2 msc2

4�ne 2
+ H 2

�
dr

= Fs +
1

8�

Z �
16� 2

c2
J 2

s
msc2

4�ne 2
+ H 2

�
dr (1.2)

Utilizando la ecuación de Maxwell y reescribiendo términos como la constante feno-
menológica de longitud de penetración de London�

r � H =
4�
c

Js; � =

s
mc2

4�n se2
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Figura 1.5: Variación espacial del campo magnéticoH dentro de la muestra [22].

podemos reescribirF como:

F = Fs +
1

8�

Z �
jr � H j2

msc2

4�ne 2
+ H 2

�
dr

= Fs +
1

8�

Z �
jr � H j2 � 2 + H 2

�
dr (1.3)

Los hermanos London minimizaron la energía libre dada respecto a la distribución de
campoH (r ). Así, haciendo la variación respecto a�H (r ) tenemos:

dF =
1

4�

Z �
� 2r � r � H + H

�
� � H dr (1.4)

De tal forma que la distribución de campo que minimiza la energía libre en el super-
conductor estaría dada por la ecuación:

� 2r � r � H + H = 0 (1.5)

La ecuación 1.5 tiene una solución dada por:

H (x) = H (0)e� x=� (1.6)

En la ecuación,x es la distancia desde la interfase paralela al vector normal a la
super�cie. Se puede interpretar que el campo magnético decae exponencialmente dada
una longitud característica� dentro del superconductor. Es decir que si el material
esta en presencia de un campo magnético, se genera en su super�cie una corriente
inducida. Dicha corriente a su vez genera un campo magnético el cual se opone al
campo externo; es así como debido a la superposición de estos dos campos, se tiene
un campo nulo en el interior del material, o lo que se conoce como el efecto Meissner.
Usando nuevamente la ecuación de Maxwell:

� 2r �
�

4�
c

Js

�
+ H = 0

H =
� 4�� 2

c
r � Js (1.7)
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y dado queH = r � A , además empleando el �gauge de London�r � A = 0 podemos
reescribir la ecuación 1.7 así:

r � A =
� 4�

c

�
mc2

4�n se2

�
r � Js

r � A =
� mc
nse2

r � Js = r �
mc
nse2

Js (1.8)

� nse2A
mc

= Js (1.9)

Si se hace la derivada y teniendo en cuenta queE = � 1
c

dA
dt , se puede encontrar la

relación entre la corriente y el campo eléctrico.

dJs

dt
=

� nse2

m
� 1
c

dA
dt

dJs

dt
=

c
4�

�
4�n se2

mc2

�
E

dJs

dt
=

c
4�� 2

E (1.10)

E =
4�� 2

c
dJs

dt
(1.11)

Las ecuaciones 1.9 y 1.11 se conocen como ecuaciones de London.
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1.2.2. Teoría de Ginzburg � Landau

La teoría de los hermanos London fue el primer acercamiento a la comprensión
de la superconductividad, a pesar de tener una suposición muy fuerte y es que, la
densidad electrónica es constante en el espacio. Posteriormente se desarrollaron teo-
rías más completas para explicar la superconductividad como lo es la propuesta por
Ginzburg-Landau en 1950, y años después la teoría BCS.

Ginzburg y Landau [23] propusieron una teoría fenomenológica incorporando el
formalismo de la teoría de las transiciones de fase de segundo orden de Landau y mejo-
rando la estimación de la energía cinética asociada con las corrientes superconductoras
a través de analogías con la descripción de las corrientes en mecánica cuántica.

Su propuesta para la energía libre de Helmholtz en la fase superconductora es
[23, 24]:

Fs = Fn +
Z �

� (T) j	 j2 +
1
2

� j	 j4 +
1
2

�
�
�
�

� i~r �
es

c
A

� �
�
�
2

+
1

8�
B 2

�
dV (1.12)

DondeFn es la energía libre de Helmholtz de la fase normal sin incluir la contribución
debida al campo magnético.	 es el parámetro de orden de la fase superconductora el
cual fue propuesto como una pseudo-función de onda de los electrones superconduc-
tores de tal forma quej	 j2 = ns, y ns es la densidad de electrones superconductores.

Como B = r � A , entoncesFs es función de	 y de A. Al minimizar la energía
libre respecto deA y 	 � se obtienen las dos ecuaciones de Ginzburg Landau:

� 	 + � 	 j	 j2 +
~2

2ms

�
� i~r �

es

c~
A

� 2
	 = 0 (1.13)

Js =
i~es

2ms
[	 r 	 � � 	 � r 	] �

e2
s

msc
j	 j2 A =

c
4�

r � B (1.14)

Las ecuaciones de GL fueron obtenidas a través de argumentos termodinámicos, sin
embargo estas tienen similitudes con ecuaciones mecanocuánticas. La primera ecua-
ción (1.13) presenta la forma de una ecuación de Schrodinger con el autovalor de
energía dado por� � donde el término� 	 j	 j2 actúa como un potencial repulsivo.
La segunda ecuación (1.14) es la descripción mecanocuántica de la corriente super-
conductora. En la teoría de Ginzburg-Landau (GL) se obtienen dos longitudes ca-
racterísticas: longitud de penetración de London� que caracteriza la distancia de
decaimiento del campo magnético dentro de la muestra y la longitud de coherencia�
que es la distancia en la cual varía el parámetro de orden. Estas longitudes tienen la
siguiente dependencia con la temperatura:

� (T) =
� 0p

j1 � T=Tcj

� (T) =
� 0p

j1 � T=Tcj
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El cociente entre las dos longitudes da como resultado el parámetro de Ginzburg-
Landau independiente de la temperatura:

� =
�
�

A través de dicho parámetro se puede distinguir entre los superconductores de tipo I
y II. Abrikosov propuso este criterio para la clasi�cación de los superconductores en
1957 en un artículo [25], como se describe:
Si � < 1=

p
2 la energía super�cial del superconductor es positiva, se trata de un

superconductor de tipo I que no permite el ingreso de vórtices.
Si � > 1=

p
2 la energía super�cial del superconductor es negativa y se trata de un

superconductor de tipo II que permite el ingreso de vórtices en el llamado estado de
Abrikosov.

Por otro lado, Como lo hizo J. Simonin [65], al agregar un término de energía de
contacto super�cial a la energía libre de la forma

R
s(j	 j2 =b)ds, dondej	 j es el módu-

lo del parámetro de orden, la energía de contacto super�cial se incorpora a la energía
libre a través del parámetrob. Cuando b < 0, la energía libre total disminuye y
esperamos un aumento de la temperatura de transiciónT a un valor denotado por
T1(L; b), dondeL es un parámetro geométrico (por ejemplo, el ancho de una muestra).
Si b > 0, entonces la energía libre aumenta y la temperatura de nucleación disminuye
con respecto a la temperatura de transiciónT a un valor denotado porT0(L; b). Con
el término de super�cie incluido en la energía libre, la primera variación de la energía
libre con respecto aj	 j conduce a una integral de super�cie (̂n es un vector unitario
perpendicular a la super�cie del superconductor):

Z

s
� j	 j

�
n̂ � r j 	 j +

j	 j
b

�
ds

que debe ser cero para la energía mínima. A partir de esto se obtiene la siguiente
condición de frontera

n̂ � r j 	 j j s= �
j	 j
b

js
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1.2.3. Teoría BCS

La teoría BCS propuesta por John Bardeen, Leon Cooper, y John Robert Schrie�er
en julio de 1957 explica el fenómeno de la superconductividad donde a muy baja
temperatura se mani�esta en los electrones una gran fuerza de atracción que les
hace �uir agrupados en pares llamados pares de Cooper [27]. Bardeen, Cooper, y
Schrie�er [28] (1957) mostraron que, utilizando esta idea de los pares de Cooper, se
podían obtener las propiedades básicas de la superconductividad. El Hamiltoniano de
la teoría BCS es [29]

H =
X

�

Z
b	 +

�

�
1

2m

�
� i~r +

2e
c

A
�

� EF

�
b	 � d3r � V

Z
b	 +

"
b	 +

"
b	 #

b	 #d3r (1.15)

Donde b	 +
" (r ) es el operador de creación de un electrón de spin� en el puntor .

Poco tiempo después de la aparición de la teoría BCS, Gorkov [30] (1959) logró
obtener las ecuaciones de Ginzburg Landau partiendo de la teoría microscópica BCS
resultando un caso particular de esta bajo la condición de temperatura cercana aTc

y variaciones espaciales lentas deA y 	 .
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1.3. Superconductores tipo I y tipo II

Los materiales superconductores exhiben una característica de diamagnetismo per-
fecto, a lo cual se le llamó el efecto Meissner - Ochsenfeld, donde se genera apanta-
llamiento total del campo magnético por debajo de cierto valor críticoHc; estos son
los superconductores tipo I. Los superconductores de tipo II presentan el mismo com-
portamiento de diamagnetismo perfecto por debajo de un campo criticoHc1, pero
a partir de éste campo y por debajo de un nuevo campo criticoHc2 se presenta un
estado mixto que permite la entrada de líneas de �ujo cuantizado llamados vórtices,
conocido como estado de Abrikosov.

Figura 1.6: MagnetizaciónM de un superconductor tipo I (línea punteada) y II (Línea
continua) como respuesta a un campo magnético externo. [31].

1.3.1. Efecto Meissner � Ochsenfeld (superconductores tipo I)

En 1933 Meissner y Ochsenfeld descubrieron el fenómeno en el cual los supercon-
ductores expulsaban el campo magnético. Las dos propiedades, conductor y diamag-
neto perfecto, resultaron independientes y caracterizaron al estado superconductor
como una nueva fase de la materia.

Longitud de penetración �

Las corrientes de apantallamiento no �uyen únicamente por la super�cie, esto con-
llevaría a tener una capa de corriente con espesor nulo, y que la densidad de corriente
fuese in�nita, lo cual no es posible. Entonces, las corrientes �uyen por una capa muy
delgada de la super�cie con espesor del orden de10� 7m, valor que cambia según el
superconductor y es caracterizada por la longitud de penetración� . Al aplicar un
campo magnético sobre un superconductor, las corrientes que cancelan dicho campo
circulan penetrando ligeramente el superconductor. Por tanto, la intensidad de campo
magnético en su interior no puede hacerse cero abruptamente en la super�cie, mas
bien, penetra parcialmente en el material y se atenúa de manera exponencial en la
zona donde �uyen las corrientes de apantallamiento para �nalmente anularse. Esta
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Figura 1.7: Un imán ubicado sobre una muestra superconductora dentro de helio
líquido [19].

Figura 1.8: Penetración de campo en un superconductor [31].

penetración de campo está caracterizado por la longitud de penetración de London
(� L ).

B (x) = B ae� x=� L

La longitud de penetración de London varía con la temperatura de la forma:

� (T) =
� 0p

j1 � T=Tcj

Cuando la temperatura se acerca a su valor crítico, la longitud de penetración crece
hasta hacerse in�nita, es decir que abarca toda la muestra y el material pasará al
estado normal.� L varía además según el tipo del material.
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1.3.2. Estado de Abrikosov-Shubnikov (Vórtices - supercon-
ductores tipo II)

Los superconductores de tipo II expulsan totalmente el campo magnético hasta
que el campo aplicado alcanza un valor críticoHc1. Si el campo aplicado es mayor,
es favorable para el estado superconductor permitir que parte del campo magnético
ingrese a través de los vórtices, que son regiones circulares en las que se destruye la
superconductividad. Al estado de vórtices comprendido entreHc1 y Hc2 se le conoce
como estado mixto y las investigaciones muestran queHc2 es mucho mayor queHc1

lo cual se ha aprovechado para que los superconductores sen usados en la creación de
campos magnéticos muy intensos.

Figura 1.9: Esquema del estado mixto en un superconductor tipo II. [34].

En el estado mixto se pueden imaginar los vórtices como tubos por los cuales atraviesa
el campo magnético la muestra y alrededor de los cuales la corriente del supercon-
ductor circula en movimiento espiral. El fenómeno fue propuesto por Abrikosov y
Shubnikov en 1956 y luego se observó experimentalmente. Hoy en día existen técni-
cas experimentales que ponen de mani�esto este estado mixto como por ejemplo las
imágenes de STM (microscopía de efecto túnel).
La teoría de Abrikosov concluye que el �ujo magnético que atraviesa la muestra por
los vórtices está cuantizado en �uxoides� 0 = h=2e. Por otro lado, si además de
aplicar campo magnético, también se aplica corriente sobre la muestra, los vórtices
experimentan la fuerza de Lorentz y estos tienden a moverse perpendicularmente al
campo, produciéndose un voltaje resistivo, es decir que ya no es un conductor per-
fecto. La resistencia producida por los vórtices es un gran problema técnico en la
construcción de cables e imanes superconductores. Un campo activo en investigación
es conseguir que a través de impurezas o defectos en el material se anclen los vórtices
y lograr disminuir la resistividad.
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Figura 1.10: Vórtices vistos mediante STM [34].

Figura 1.11: En un material normal los electrones conductores chocan contra los
átomos de la red e incluso contra otros electrones. En el estado superconductor los
electrones apareados generan la conducción, deformando la red. Elaboración propia

Longitud de coherencia �

El concepto de coherencia está relacionado con el hecho de que la interacción
mutua y la correlación del comportamiento de los electrones, se extiende a distancias
considerables. La longitud de coherencia intrínseca� 0 es la distancia máxima hasta la
cual los pares de electrones están correlacionados para originar la formación de pares
de Cooper y superconductividad. Esta distancia puede ser de miles de espaciados
atómicos.
Se considera que todos los electrones actúan juntos en el estado superconductor y de
una forma cooperativa, generando así que la transición del estado normal al estado
superconductor sea extremadamente abrupta. La interacción atractiva electrón-fonón-
electrón, que es del orden de10� 3 � 10� 4 eV � kB Tc y por tanto, la energía de los
pares de Cooper ó la energía necesaria para romper el par e igual aEg, genera un
pequeño aumento de la energía cinética� k debido al enlace. Así, la energía total
disminuye debido al aumento de energía potencial, que es negativa y mayor en módulo
que el incremento de energía cinética. Es así como los electrones encargados de la



CAPÍTULO 1. GENERALIDADES DE LA SUPERCONDUCTIVIDAD 16

Figura 1.12: Esfera de Fermi, super�cie de Fermi y par de Cooper[21].

superconductividad están en el intervalo� E = Eg = K B Tc alrededor del nivel de
Fermi. La energía cinética de un electrón es:

Ecin =
~k2

f

2m
= EF (1.16)

Entonces el aumento de energía cinética� E es igual a:

� E =
~2

2m
kF � k = Eg =

~
m

p
2mEF � � k = ~

r
2EF

m
� � k (1.17)

donde

kF =

p
2mEF

~
; � k =

1
~

r
m

2EF
� Eg (1.18)

Según el principio de incertidumbre� x� k � 1

� x � � 0 �
1

� k
=

~
Eg

r
2EF

m
(1.19)

� 0 =
2~

�E g

r
2E f

m
=

2~vF

�E g
(1.20)

1.3.3. Corriente crítica en un cable

Considere un cable superconductor largo de sección transversal circular con radio
a >> � , que lleva una corrienteI . Esta corriente produce un autocampo circunferen-
cial en la super�cie del cable de magnitudH = 2I=ca. Cuando este campo alcance
el campo críticoHc, destruirá la superconductividad. (Este es el llamado criterio de
Silsbee.) Por lo tanto, la corriente crítica seráI c = caHc=2, que escala con el períme-
tro, no con el área de la sección transversal del cable. Esto sugiere que la corriente
�uye solo en una capa super�cial de espesor constante. Dado que el área de la sección
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transversal de esta capa super�cial será2�a� , la densidad de corriente críticaJc, será
I c=2�a� , es decir

Jc =
c

4�
Hc

�
(1.21)

Argumentos energéticos más generales indican que este valor deJc también es válido
para cables que son mucho más delgados que� , donde la densidad de corriente es
casi uniforme eI c es proporcional a el área de la sección transversal. En contraste, la
TDGL da un resultado que di�ere en un factor numérico del orden de(2=3)3=2 � 0:5

[15]. Usando valores típicos deHc = 500Oe y � = 500
o
A en la ecuación (1.21) se

encuentra queJC es típicamente del orden de108A=cm2 lo cual de hecho es un valor
elevado.

1.3.4. Vórtices cinemáticos

La teoría de la superconductividad de Ginzburg-Landau establece que, en pre-
sencia de una corriente aplicada, una muestra superconductora puede mantener una
superconductividad homogénea hasta que la corriente alcanza un valor crítico. En con-
creto, esto se re�ere a la densidad de corriente de ruptura de los pares de Ginzburg-
Landau J GL

c , donde la muestra pasa al estado normal. Además, los fenómenos de
"deslizamiento de fase"(phase-slip) permiten que la superconductividad no se destru-
ya a corrientes superiores aJ GL

c . Estos coexisten con una diferencia de voltaje en la
muestra en un estado resistivo.
Este mecanismo ocurre tanto en �lamentos delgados como en muestras de películas
superconductoras anchas. Los �lamentos delgados poseen dimensiones perpendicula-
res al �ujo de corriente que son mucho más pequeñas que la longitud de coherencia de
Ginzburg-Landau, � . El deslizamiento de fase se produce en el centro (PSC), donde
el parámetro de orden superconductor, , alcanza periódicamente una magnitud cero
con una caída de fase de2� [43]. Las películas anchas poseen solo una dimensión
que es menor que la longitud de coherencia,� . El estado resistivo se puede realizar
mediante dos procesos diferentes: una línea de deslizamiento de fase (PSL) y una calle
de vórtice. Un PSL es análogo al PSC para dos dimensiones, donde el parámetro de
orden y la caída de fase ocurren en una línea perpendicular al �ujo de corriente en
la muestra. Una calle de vórtices, sin embargo, es un estado en el que los vórtices
cinemáticos se mueven a lo largo de una línea perpendicular a la corriente aplicada,
donde ele estado superconductor es casi nulo [44]. Aunque el parámetro de orden es
muy pequeño a lo largo de esta calle de vórtice, su fase tiene dos singularidades donde
	 es consistentemente cero. Los vortices cinemáticos han sido observados experimen-
talmente por Sivakov y colaboradores [45], quienes los midieron utilizando los pasos
de Shapiro bajo radiación de microondas producida al aniquilar los pares cinemáticos
vórtice-antivórtice (V-Av). Además, los vórtices cinemáticos poseen características
diferentes de los vórtices de Abrikosov y Josephson. En particular, sus velocidades,
según lo investigado teórica y experimentalmente por Jelic y colaboradores [46] y Em-
bon y colaboradores [47], pueden ser del orden de103 veces mayores que los vórtices
de Abrikosov y más pequeños que los vórtices de Josephson.



Capítulo 2

Modelo teórico

2.1. Teoría de Ginzburg Landau

Aunque la teoría de London mostró un primer camino en la comprensión de la
superconductividad, se basa en una suposición muy fuerte, que es que la densidad de
electrones es constante en el espacio. Además, la teoría no permite calcular la destruc-
ción de la superconductividad por campos magnéticos o corrientes. Para solucionar
este problema nació una de las teorías más potentes que se ha desarrollado para ex-
plicar el fenómeno de la superconductividad: la teoría de Ginzburg-Landau, quienes
siguiendo los criterios generales de la teoría de transición de Landau y Lifshitz, mos-
traron la superconductividad como una transición de fase de segundo orden en la que
el parámetro de orden cambia constantemente, se hace cero en la fase desordenada y
diferente de cero en la fase ordenada[36].

Con el �n de tener en cuenta los efectos cuánticos, se elige un parámetro de orden
complejo  (r ) = j (r )j ei' (r ) en el quej (r )j2 es proporcional a la densidad de los
portadores de carga o los pares de Cooper,ns(r ). Entonces, se entiende como una
pseudofunción de onda asociada a los portadores de carga del superconductor y, a
diferencia de la teoría de London, el número de electrones superconductoresns no
es necesariamente homogéneo en el espacio. Ginzburg y Landau postulan que cerca
a la transición de fase, es pequeño y con variaciones suaves en el espacio, así que
escriben la energía libre de Helmholtz expandida en potencias dej j2 y en términos
del potencial vectorA .

18
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2.1.1. Derivación de la teoría de Guinzburg-Landau

Energía Libre

Cerca a temperatura criticaTc la energía libre de Gibbs para el superconductor
puede ser escrita como [36]:

GS = Gn + � j j2 +
�
2

j j4 +
1

2m�

�
�
�
�

�
� i~r �

2e
c

A
�

 

�
�
�
�

2

+
jH j2

2� 0
(2.1)

H representa el campo magnético microscópico en un punto dado del superconductor
y Gn es la densidad de energía libre de un superconductor en el estado normal en
ausencia de campo. La densidad de energía libre de un superconductor en estado
normal en presencia de campo se de�ne comoGnH = Gn + jH j2

2� 0
, este último término

corresponde a la densidad de energía magnética [37].

La parte inicial de la ecuación 2.1 corresponde a una expansión de la densidad
de energía libre para un superconductor homogéneo, cuando no se ha aplicado
un campo magnético externo ni corrientes, dada en potencias dej j2 cerca a la
temperatura crítica Tc0 � Tc (H0 = 0) ,

GsH = Gn + � j j2 +
�
2

j j4 (2.2)

� y � son constantes fenomenológicos que provienen de la expansión de la
energía, y caracterizan el material.� resulta ser un valor negativo que depende
de la temperatura, tal que� / (T � T0), mientras que � es una constante
positiva. De la ecuación 2.2 se puede obtener la densidad de pares de Cooper
correspondiente a la energía libre mínima para temperaturas por debajo deTc,
como:

j 0j2 = � �=� (2.3)

El siguiente término en la energía libre es la energía cinética de los pares de
Cooper:

1
2m�

�
�
�
�

�
� i~r �

2e
c

A
�

 

�
�
�
�

2

(2.4)

m� corresponde a la masa de los pares de Cooper que es dos veces la masa de un
electrón,al igual que la carga es dos veces la carga de un electróne. En ausencia
de campos y corrientes, la densidad de energía cinética de una partícula de masa
m� está dada por:

1
2m�

j� i~r  j2 (2.5)

Ahora, para una partícula de carga2e que se mueve en un campo magnético
con un potencial vectorA , se reescribe el operador� i~r como:

� i~r ! � i~r �
2e
c

A (2.6)



CAPÍTULO 2. MODELO TEÓRICO 20

Finalmente, el último término pertenece a la densidad de energía magnética
jH j2

2� 0
.

La energía libre de Gibbs total de un superconductor es,

Gsh = Gnh +
Z (

� j j2 +
�
2

j j4 +
1

2m�

�
�
�
�

�
� i~r �

2e
c

A
�

 

�
�
�
�

2

+
jH j2

2� 0

)

dV (2.7)

Dado que Gsh es un funcional de (r ) y A (r ), podemos minimizar la energía con
respecto a estas dos funciones, lo cual nos llevará a las ecuaciones de Ginzburg-
Landau.

2.1.2. Primera Ecuación de Ginzburg-Landau

Primero derivamos la expresión 2.8 con respecto a � [37] para obtener el mínimo
de la energía libre de Gibbs:

Z  

� j j � � + � j j2 � � +
1

2m�
'

�
�
�
� � i~r �

2e
c

A

�
�
�
�

2
!

dV
0

(2.8)

donde

' =
�

� i~r �
2e
c

A
�

 (2.9)

Debemos diferenciarV
0

como el volumen de la muestra, y la integración se restringe
al volumenV

0
ya que fuera de esta región el parámetro de orden es cero. El último

término de la ecuación 2.9 se puede reescribir como:

i~
2m�

Z
' � r � � dV

0
�

2e
2m� c

Z
' � A � � dV

0
(2.10)

Y puede simpli�carse a:

i~
2m�

�
�

Z
� � r � 'dV

0
+

Z
r � (� � ) dV

0

�
�

2e
2m� c

Z
' � A � � dV

0
(2.11)

Al hacer uso de la identidad vectorial:

r � (� � ' ) = ' � r � � + � � r � '

Sustituyendo la identidad anterior en la ecuación 2.9 obtenemos que:
Z �

� � � + � j j2 � � �
i~

2m�
� � r � ' +

i~
2m�

r � (� � ' )

�
2e

2m� c
' � A � �

o
dV

0
= 0

(2.12)
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Usando el teorema de Gauss
R

r � A dV
0
=

H
n � A dS

0
la ecuación 2.12 se transforma

a:
Z �

� � � + � j j2 � � �
i~

2m�
r � ' �

2e
2m� c

' � A � �

�
dV

0

+
i~

2m�

I

S0
n � � � 'dS

0
= 0

(2.13)

dondeS
0

es la super�cie de la muestra, de esta forma:
Z �

� � � + � j j2 � � �
i~

2m�
r � ' �

2e
2m� c

' � A � �

�
dV

0
= 0 (2.14)

y
i~

2m�

I

S0
n � � � 'dS

0
= 0 (2.15)

Sustituyendo la ecuación 2.10 en las expresiones 2.14 y 2.15 y usandor  � A =
A � r  + ( r � A )  = A � r  y sabiendo quer � A = 0, se obtiene:

Z "

� � � + � j j2 � � �
1

2m�

�
� i~r �

2e
c

A
� 2

 � �

#

dV
0
= 0 (2.16)

y
i~

2m�

I

S0
n � � �

�
� i~r �

2e
c

A
�

 dS
0
= 0 (2.17)

Las expresiones 2.16 y 2.17 son válidas para una función arbitraria� � , como resultado
se obtiene la ecuación de la teoría de Ginzburg- Landau y su condición de frontera
[39].

� + � j j2  +
1

2m�

�
� i~r �

2e
c

A
� 2

 = 0 (2.18)

n �
�

� i~r �
2e
c

A
�

 

�
�
�
�
f rontera

= 0 (2.19)

n es el vector unitario normal a la super�cie del superconductor. DeGennes, partien-
do de la teoría microscópica BCS, logró generalizar esta condición para interfaces
superconductor/metal ó superconductor/superconductor a unaTc mayor:

n �
�

� i~r �
2e
c

A
�

 

�
�
�
�
s

=
i
b

 js (2.20)

dondebes una constante real arbitraria llamada longitud de penetración de DeGennes
y caracteriza los efectos de frontera sobre el parámetro de orden.
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2.1.3. Segunda Ecuación de Ginzburg-Landau

Ahora debemos minimizar la ecuación (2.8) con respecto al potencial vectorA
[37]

1
2m�

Z ��
�

2e
c

� A  �

�
�
�

� i~r  �
2e
c

A  
�

(2.21)

+
�

� i~r  � �
2e
c

A  �

�
�
�

�
2e
c

� A  
� �

dV +
1

4�

Z
(r � A � H ) � r � � A dV = 0

conH = r� A , y la variación � (H )2 = � (r � A )2 se ha escrito como2r� A �r� � A .
Usando la identidad vectorial:

[a � b] = b � r � a � a � r � r

y tomando b = r � A � H y a = � a encontramos:

1
2m�

Z ��
�

2e
c

� A  �

�
�
�

� i~r  �
2e
c

A  
�

+
�

� i~r  � �
2e
c

A  �

�
�
�

�
2e
c

� A  
��

dV

+
1

4�

Z
[� A � r � r � A + div (� A � (r � A � H ))] dV = 0 (2.22)

Haciendo uso del teorema de Gauss la última parte de la ecuación 2.22 puede ser
escrita como:

Z
div (� A � (r � A � H )) dV =

I

S
dS � [� A � (r � A � H )] (2.23)

Combinando los primeros términos de la ecuación 2.22 se llega a:
Z �

i~e
m� c

( � r  �  r  � ) +
4e2

m� c2
j j2 A +

1
4�

r � r � A
�

� � A dV = 0 (2.24)

Para un � A arbitrario, la ecuación 2.24 puede ser cero, únicamente si la expresión en
el paréntesis cuadrado es cero:

i~e
m� c

( � r  �  r  � ) +
4e2

m� c2
j j2 A +

1
4�

r � r � A = 0 (2.25)

la densidad de corrienteJs en el material superconductor, puede ser descrita mediante
la ecuación de Maxwell:

Js =
c

4�
r � r � A (2.26)

y consecuentemente obtenemos la segunda ecuación de la teoría de Ginzburg - Landau:

Js =
i~e
m�

( � r  �  r  � ) �
4e2

m� cj j2 A
(2.27)
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2.2. Ecuaciones de Ginzburg-Landau dependientes
del tiempo

L.P. Gorkov y M.Eliashberg dedujeron a partir de la teoría BCS las ecuaciones
de Ginzburg-Landau dependientes del tiempo (TDGL) [36]. El modelo de Ginzburg
Landau dinámico, además de estudiar la dinámica de los superconductores, también
se usa para encontrar equilibrios termodinámicos, comenzando con estados de no
equilibrio. En su forma normalizada, las ecuaciones TDGL pueden escribirse como
[41]:

1
D

�
@
@t

+ i
2e
~

�
�

 +
1

� 2(T)

�
j j2 � 1

�
 +

�
� i r �

2e
~c

A
� 2

 = 0 (2.28)

Js = �
�

�r � �
1
c

@A
@t

�
+

~c2

8�e� 2(T)
Re

�
 

�
� i r �

2e
~c

A
��

(2.29)

� =
� � �
4�� 2

f

(2.30)

Para completar la teoría, se usan las ecuaciones de Maxwell que relacionan el potencial
escalar� (r ) y el potencial vectorA con la densidad de corrienteJs y la densidad
de carga� . � corresponde con el potencial electroquímico dividido entre la carga
electrónicae, y � f es la longitud de Fermi.D y � son respectivamente las constantes de
difusión y de conductividad en el estado normal y se de�nen en la teoría microscópica
BCS [42]:

4�� 2(T)�
c2

=
� 2(T)
12D

=
� ~

96K B Tc

�
1 �

T
Tc

� � 1

� t0

�
1 �

T
Tc

� � 1

(2.31)

Donde t0 es el tiempo de relajación característico del parámetro de orden. Introdu-
cimos ahora una transformación de calibre para el potencial escalar y el potencial
vector con el �n de preservar la invarianza en las ecuaciones TDGL:

 !  e i 2e
~c � (2.32)

A ! A + r � (2.33)

� ! � �
1
c

@
@t

� (2.34)

aquí � es un campo escalar arbitrario. Escogiendo el calibre del potencial eléctrico
cero para todos los tiempos, lo eliminamos en las ecuaciones TDGL,� = 0. Para
facilitar el análisis de los resultados, reescribimos las ecuaciones 2.29 y 2.30 tal que:
el parámetro de orden en unidades de 1 (T); las distancias en unidades de� (0) =p

~2=4m� (0)Tc; el tiempo en unidades det0 = � ~=(96K B Tc); He en unidades de
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Hc2(0) = (2 �� 2(0)) � 1� 0; A en unidades deHc2(0)� (0); y la temperaturaT en unidades
de Tc. Finalmente, las ecuaciones TDGL pueden ser escritas como:

@ 
@t

= � (i r + A )2  + (1 � T)
�
j j2 � 1

�
 (2.35)

@A
@t

= (1 � T) Re
�
 (� i r � A )  

�
� � 2r � r � A (2.36)

2.3. Ecuaciones de Ginzburg-Landau con presencia
de corrientes

Consideramos un muestra mesoscópica de longitud de coherencia� y longitud de
penetración� . En unidades adimensionales, la ecuación TDGL se puede escribir como
[57]:

u
p

1 + � 2j j2

�
@
@t

+ i' +
� 2

2
@j j2

@t

�
 

= ( r � iA )2  +
�
� � j  j2

�
 (2.37)

que se acopla a la ecuación del potencial escalar:

� ' = div
�

Im
�

 (r � iA )  
�	

Aquí, las distancias se escalan por la longitud de coherencia� , el tiempo está en uni-
dades del tiempo característico de Ginzburg-LandautGL = � ~=8kB Tcu, el potencial
escalar' se da en unidades de' 0 = ~=2etGL , y el potencial vectorialA se escala en
unidades deHc2� , dondeHc2 es el campo crítico superior. A partir de primeros prin-
cipios, se obtienen los parámetrosu = 5:79 y � = tE  0=~ (que depende del material,
siendotE el tiempo de dispersión inelástica) [57]. Finalmente,� representa la altura
del pilar central, donde para simpli�car la descripción de los resultados, adoptamos
el siguiente procedimiento: cuando tomamos� = 1, signi�ca una muestra homogénea
y si � 6= 1, signi�ca una muestra con algún tipo de defecto a diferente temperatura
crítica o, diferente altura o profundidad.
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2.4. Validez de la Teoría de Ginzburg-Landau

La teoría GL está basada en las transiciones de fase de segundo orden de Landau,
y discutiremos a continuación su validez [40]:

1. En la teoría se asume que la energía libre puede ser expandida en potencias de
j j2 [41], aunque esta expansión no es válida en todos los casos, como cuando
en presencia de efectos de corto alcance la electrodinámica se torna no local. sin
embargo, después Gorkov mostró teóricamente que la expansión de Landau es
válida en el caso de los superconductores [40].

2. La variación del parámetro de orden es suave sobre distancias del orden de
� 0, además es necesario que� (T) � � 0 ó

Tc0 � T
Tc0

� 1 (2.38)

es decir, la temperatura, debe ser cercana a la temperatura crítica con campo
ceroTc0.

3. La aproximación de la electrodinámica local será válida cuandoH y A sean
funciones con variaciones suaves sobre las distancias del orden de� 0. También
es necesario que,� (T) � � 0 ó

Tc0 � T
Tc0

�
�

� L (0)
� 0

� 2

(2.39)

remarcando la situación de que la temperatura debe ser cercana aTc0.

Sabemos que la teoría de Ginzburg-Landau se derivó únicamente cerca a la transición
superconductor/normal, sin embargo se ha mostrado que resulta válida en rangos
mucho mayores cuando se trata de superconductores mesoscópicos. Es así como la
teoría ha sido usada y con resultados �ables, en un largo intervalo de temperaturas. De
Gennes demostró que la teoría GL es válida para cualquier temperatura en presencia
de campos magnéticos fuertes. Y habla de ello los resultados de diferentes trabajos
donde se comparan los datos de mediciones de corriente crítica en películas �nas de
aluminio con los previstos por las teorías BCS y GL, mostrando que las dos teorías
arrojan los mismos resultados para temperaturas tan bajas comoT � 0:1Tc.



Capítulo 3

Método numérico

3.1. Campo auxiliar

Para discretizar las ecuaciones 2.36 y 2.37 es conveniente escribirlas en términos
del campo auxiliar:

Ux (x; y; t ) = exp
�

� i
Z x

x0

Ax (�; y; t )d�
�

(3.1)

Uy(x; y; t ) = exp
�

� i
Z y

y0

Ay(x; �; t )d�
�

(3.2)

Ahora, tenemos que:

@Ux
@x

= � iA xUx
@Uy
@y

= � iA yUy (3.3)

Por lo tanto:

� iUx
@(Ux f )

@x
= � iUx

@Ux
@x

f � iUxUx
@f
@x

= � iUx (� iA xUx ) f � iUxUx
@f
@x

(3.4)

Ahora, usando el hecho de queUxUx = 1, obtenemos:

� iUx
@(Ux f )

@x
= � Ax f � i

@f
@x

=
�

� i
@

@x
� Ax

�
f (3.5)

Al usar esta ecuación recursivamente, conf = ( � i@=@x� Ax )  , obtenemos:

� iUx
@

@x

�
Ux

�
� iUx

@(Ux  )
@x

��
=

�
� i

@
@x

� Ax

� 2

 (3.6)

Lo que da: �
� i

@
@x

� Ax

� 2

 = � Ux
@2(Ux  )

@x2
(3.7)

26
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Entonces, la primera ecuación de TDGL se puede escribir como:

@ 
@t

= Ux
@2(Ux  )

@x2
+ Uy

@2(Uy )
@y2

+ (1 � T) 
�
1 � j  j2

�
(3.8)

Que resulta ser muy similar a la ecuación de difusión:

@ (x; y; t )
@t

= r 2 + F (x; y; t ) (3.9)

Ahora escribiremos la segunda ecuación de TDGL en términos del campo auxiliar.
Seaz = x + iy una variable compleja. Entonces:

Re(� iz ) = Re(� iz + y) = y = Im (z) (3.10)

Al usar esta identidad conz = Ux  @(Ux  )=@xy usar la ecuación 3.5, tenemos:

Re
�
 

�
� i

@
@x

� A
�

 
�

= Re
�
 

�
� iUx

@(Ux  )
@x

��
= Re

�
� iUx  

@(Ux  )
@x

�

= Im
�
Ux  

@(Ux  )
@x

�
(3.11)

Entonces, la densidad de corriente se puede escribir en la forma:

Js� = (1 � T) Im
�
U�  

@(U�  )
@�

�
; � = ( x; y) (3.12)

3.2. Variables de enlace

Consideremos el producto del campo auxiliarUx entre dos puntos(x i ; yi ) y (x i +1 ; yi )
consecutivos:

�
x i +

� x
2

; yj

�

Ux;i;j = Ux (x i ; yj ) Ux (x i +1 ; yj ) (3.13)

Ux;i;j = Ux (x i ; yj ) Ux (x i +1 ; yj )

= exp
�

i
Z x i

x0

Axdx

�
exp

�
� i

Z x i +1

x0

Axdx
�

= exp
�

i
� � � � ��
Z x i

x0

Axdx � i
� � � � ��
Z x i

x0

Axdx � i
Z x i +1

x0

Axdx
�

Ux;i;j = exp(� iA x;i;j � x) (3.14)
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Similarmente tenemos:

Uy;i;j = Uy (x i ; yj ) Uy (x i ; yj +1 )

Uy;i;j = exp(� iA y;i;j � y) (3.15)

Donde Ay;i;j = Ax (x i ; yj + � y=2); Ux;i;j y Uy;i;j son conocidas como las variables de
enlace. También tenemos:

�
x i �

� x
2

; yj

�

Ux;i � 1;j = Ux (x i ; yj ) Ux (x i � 1; yj ) (3.16)

Ux;i;j � 1 = Ux (x i ; yj � 1) Ux (x i ; yj ) (3.17)

Figura 3.1: Malla que usaremos para la discretización de las ecuaciones de TDGL [22]

El campo magnético local en el centro de la celda unitaria puede ser determinado por
las variables de enlace. Consideremos el camino en el sentido contrario a las agujas
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del reloj:
Haciendo uso del teorema de Stokes

R
D B � nds =

R
D r � A � nds =

H
C A � dr

Z

D
B � nds =

Z x i +1

x i

Axdx +
Z yj +1

yj

Aydy +
Z x i

x i +1

Axdx +
Z yj

yj +1

Aydy

=
Z x i +1

x i

Axdx +
Z yj +1

yj

Aydy �
Z x i +1

x i

Axdx �
Z yj +1

yj

Aydy

= Ax;i;j � x + Ay;i +1 ;j � y � Ax;i;j +1 � x � Ay;i;j � y (3.18)

exp
�

� i
Z

D
B � nds

�
= exp

�
� iB z

�
x i +

� x
2

; yj +
� y
2

�
� x� y

�

= exp(� iB z;i;j � x� y)

= exp(� iA x;i;j � x � iA y;i +1 ;j � y + iA x;i;j +1 � x + iA y;i;j � y)

= = Ux;i;j Uy;i +1 ;j + Ux;i;j +1 + Uy;i;j = L i;j (3.19)

Usando la expansión de Taylor, para el segundo orden tenemos:

L i;j = exp(� iB z;i;j � x� y) = 1 � Bz;i;j � x� y (3.20)

Dado que el campo magnético es real, debemos tener:

Bz;i;j =
1

� x� y
Im (L i;j ) (3.21)

En conclusión, de alguna manera, si conocemos las variables de enlace, podemos
encontrar el campo magnético local en el centro de las células unitarias.
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3.3. Discretización de la primera ecuación TDGL

El término de energía cinética de la primera ecuación de TDGL se puede discretizar
como:

Ux
@2

@x2
(Ux  )

�
�
(x i ;yj ) = Ux (x i ; yj ) f Ux (x i + � x; yj )  (x i + � x; yj )

� 2Ux (x i ; yj ) (x i ; yj ) + Ux (x i � � x; yj )  (x i � � x; yj )
	

=� x2 (3.22)

Ahora, usando las ecuaciones 3.14 y 3.17 obtenemos:

Ux
@2

@x2
(Ux  )

�
�
(x i ;yj ) =

Ux;i;j  i +1 ;j � 2 i;j + Ux;i � 1;j  i � 1;j

� x2
(3.23)

Se puede obtener un resultado similar para la derivada que involucra la coordenada
y; en consecuencia, la primera ecuación de TDGL, en forma discretizada, se puede
escribir como:

@ i;j
@t

=
Ux;i;j  i +1 ;j � 2 i;j + Ux;i � 1;j  i � 1;j

� x2
+

Uy;i;j  i;j +1 � 2 i;j + Ux;i;j � 1 i;j � 1

� y2

+ (1 � T)  i;j
�
1 � j  i;j j2

�
(3.24)

Denotemos el tiempo discreto portn = ( n � 1)� t, y f n = f (tn ). Luego, utilizando la
aproximación de primer orden:

Z tn +1

tn

f (t)dt = f n � t

Obtenemos:

 n+1
i;j =  n

i;j + � t
Un

x;i;j  n
i +1 ;j � 2 n

i;j + U
n
x;i � 1;j  

n
i � 1;j

� x2
(3.25)

+ � t
Un

y;i;j  n
i;j +1 � 2 n

i;j + U
n
x;i;j � 1 n

i;j � 1

� y2
+ � t (1 � T)  n

i;j

�
1 �

�
�  n

i;j

�
�2

�

Para todos los2 � i � Nx y 2 � j � Ny. Por lo tanto, si conocemos todos los valores
del parámetro de orden y las variables de enlace ent = tn , podemos determinar todos
los valores del parámetro de orden en el interior de los puntos de malla ent = tn+1 .
En la frontera, determinamos mediante el uso de las condiciones de contorno.
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3.4. Discretización de la segunda ecuación TDGL

Usando un procedimiento similar podemos discretizar la segunda ecuación de
TDGL. Tenemos:

An+1
x;i;j = An

x;i;j +
1
�

J n
x;i;j �

� 2

� y2�

�
B n

z;i;j � B n
z;i;j � 1

�
(3.26)

Jx;i;j =
1 � T
� x

Im
�
 i;j Ux;i;j  i +1 ;j

�
(3.27)

Para todos los1 � i � Nx y 2 � j � Ny.

An+1
y;i;j = An

y;i;j +
1
�

J n
y;i;j +

� 2

� x2�

�
B n

z;i;j � B n
z;i � 1;j

�
(3.28)

Jy;i;j =
1 � T
� x

Im
�
 i;j Uy;i;j  i;j +1

�
(3.29)

Para todos los2 � i � Nx y 1 � j � Ny.

3.5. Condiciones de contorno, Parámetro de DeGen-
nes

Para muestras con varios tipos de geometrías, el parámetro de condición de con-
torno de DeGennesb, es usado para estudiar su efecto sobre la temperatura de tran-
sición T de un superconductor. Parab > 0, el parámetro de orden en la super�cie
disminuye y, como consecuencia,T se reduce, mientras que parab < 0, el parámetro
de orden en la super�cie aumenta, mejorando así la temperatura de transiciónT de
una muestra. La condición límite del parámetro de orden superconductor en la su-
per�cie de una muestra modi�ca la densidad de energía libre de Gibbs cerca de la
super�cie en la escala de la longitud de coherencia. Para dimensiones de muestras de
1mm y mayores, la condición de contorno no contribuye signi�cativamente a la energía
libre total [64]. Sin embargo, para muestras moderadamente pequeñas, que se supone
que son uniformes y homogéneos, con dimensiones de10�m y menores, la energía li-
bre total puede verse afectada signi�cativamente a través de la condición de contorno.

En la referencia [62] nuestros colaboradores para el desarrollo de ésta tesis J. Barba
& E. Sardella describenb de tal forma que al modi�car su valor, se puede cambiar
el campo de nucleación y la corriente crítica. Desde el punto de vista microscópico,b
depende de las propiedades de la interfase. Así, la interfaz superconductor-vacío, es
dada para el valor deb ! 1 . Para el caso en el que se tengab > 0, el parámetro de
orden se suprime en la vecindad de la super�cie de la muestra, indicando contacto
con un metal en estado normal. Dado que la interfase superconductor-metal normal
siempre es pequeña,b � � , debido a la difusión de electrones normales del metal al
superconductor. Es posible alcanzar una mejora en el parámetro de orden al utilizar



CAPÍTULO 3. MÉTODO NUMÉRICO 32

valores negativos deb, lo cual se puede lograr cubriendo la muestra del superconduc-
tor con una capa muy delgada de otro superconductor que tenga una temperatura
crítica más alta.

Las condiciones de contorno escritas de forma general sonn � [(� i r � A )]  = � i =b ,
concluyendo queb determina el tipo de material en contacto con el superconductor
así: Una interfase superconductor/dieléctrico o vacío es implementada conb ! 1 ,
b > 0 describe una super�cie superconductor/metal, la cual suprime la supercon-
ductividad en la frontera, y b < 0 incrementa la superconductividad en la super�cie
porque simula un superconductor a mayorTc en contacto con la muestra.
El efecto del parámetro deGennes sobre la respuesta electromagnética en muestras
bidimensionales y tridimensionales lisas y rugosas fue estudiado por Barba-Ortega
y colaboradores; ellos encontraron que las propiedades magnéticas del superconduc-
tor se modi�can cuando los efectos de demagnetización se tienen en cuenta; a su
vez, se observó que la rugosidad de la muestra in�uye en los campos críticos y en la
con�guración de vórtices [61, 62, 63].



Capítulo 4

Resultados

4.1. Estado resistivo de la muestra con un pilar rec-
tangular central

4.1.1. Cálculos realizados

Como sistema de trabajo hemos considerado una muestra de anchoW = 8� ,
largo L = 12� , para un pilar geométrico central rectangular de basee = 1� y alto
igual a � . Dicha muestra es muy delgada,d << � , su ancho es de tamaño intermedio,
(� << W << � ), donde� es la longitud de coherencia y� es la longitud de penetración
de London. En nuestro planteamiento no hay un campo magnético externo incidiendo
a la muestra pero, es considerada una densidad de corriente continuaJa que se aplica
uniformemente a través de los electrodos de anchoa = W. Usamos� = 10 . (El rango
10 � � � 20 es adecuado para la mayoría de metales como el compuesto deNb
[57, 60]). Consideramos una cuadrícula de malla uniforme con una resolución de diez
puntos por longitud de coherencia, lo que signi�ca� x = � y = 0:1� .

Para inyectar la corriente en nuestro sistema, usamos condiciones normales de
super�cie superconductor-metal al �nal de los cables, = 0 y n � r ' = � Ja (color
gris en la �gura 4.1). En los otros límites usamos las condiciones habituales de límite
de aislante-superconductor o la condición de límite de Neumann (color rojo en la
�gura 4.1), n � r ' = 0 y n � (i r + A )  = 0. Aquí Ja es la densidad de corriente
aplicada externa en unidades deJ0 = c� ~=2etGL , � es la conductividad eléctrica en
el estado normal yn es el vector unitario exterior normal a la interfaz del medio
superconductor [58, 59].

4.1.2. Curvas características I-V e I-R variando � (altura del
pilar) con la condición de contorno superconductor-vacío

Nuestro análisis se realiza teniendo como punto de partida la respuesta del super-
conductor a una densidad de corriente externadc. Con este �n calculamos las curvas
característicasI � V e I � R de la muestra superconductora modi�cando en cada
caso la altura del pilar. La �gura 4.2a muestra el voltaje promedio en el tiempo en

33
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Figura 4.1: Esquema del sistema trabajado. Se representa la muestra superconductora
con un pilar central, atravesada por una corriente aplicada por medio de dos contactos
metálicos. Elaboración propia.

función de la corriente aplicadaJa para cinco valores de� . La �gura 4.2b muestra la
resistividad @V=@Ja en función de la densidad de corriente aplicadaJa para diferen-
tes valores de� . Como se puede ver en esta �gura,J1 = 0:48; 0:50; 0:52; 0:54 y 0:56
para � = 1:0; 1:05; 1:10; 1:15 y 1:20 respectivamente. Nótese queJ1 aumenta cuando
� es mayor. Es de resaltar la mejora signi�cativa de la primera densidad de corriente
crítica al introducir el pilar en el centro de la muestra con mayor altura� (compare,
por ejemplo, las curvas para� = 1:15 y � = 1:2).

Para Ja > J 1 el sistema entra en un estado resistivo (Fig. 4.2b) con un salto �ni-
to en el voltaje de salida, señalado por una discontinuidad en la resistencia@V=@Ja

en función de la corriente aplicadaJa. Dicho salto en el voltaje indica el inicio en la
entrada de los pares V-Av que discutiremos en la siguiente sección. Es necesario indi-
car que, aunque se observan valores de resistividad paraJa < J 1 estos son causados
por los conectores que inyectan la corriente en la muestra.
En el intervalo J1 < J a < J 2 la muestra está sometida a la presencia de los pares
V-Av en dos situaciones de aniquilación, diferenciadas por la posición de creación y
destrucción de los pares además de su trayectoria sobre la muestra.
Las curvas características de resistividad exponen un comportamiento similar para
las diferentes muestras a partir deJa > J 2, tal que no se encuentra dependencia de
la altura del pilar para J2. En el intervalo Ja > J 2 el sistema entra en un estado
parcialmente normal donde la superconductividad está cerca de ser destruida por
completo sobre la muestra y se debe seguir aumentando la corriente aplicada para
que se alcance el estado normal.
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Figura 4.2: (a) Voltaje V promediado en el tiempo en función de la densidad de
corriente aplicada Ja para varias alturas del pilar rectangular� . (b) Resistividad
@V=@Ja en función de la corriente aplicadaJa. Elaboración propia.

4.1.3. Dinámica de vórtices.

En la Figura 4.3, se muestra la intensidad del parámetro de orden en escala lo-
garítmica para la muestra superconductora homogénea (� = 1). Primero, los pares
vórtice antivórtice (V-Av) se generan en el centro del pilar y luego se expulsan a través
de los bordes (a, b, c). A esta situación de aniquilación la llamamos R1. A un cierto
valor de Ja, hay una inversión donde se generan los vórtices cinemáticos; se forman
en los bordes y luego se aniquilan en el centro del pilar (d, e, f), llamada situación de
aniquilación R2. Las dos situaciones de aniquilación están delimitadas por el máximo
local de la curva I-R (ver �gura 4.2b).

En la �gura 4.4 se muestra el estado resistivo para la muestra superconductora con el
pilar para � = 1:05. En a, b, c se observa el par V-aV que se crean en el centro de la
muestra justo en la mitad del pilar y se mueven de manera simétrica hacia los bordes,
donde son expulsados siguiendo la trayectoria del centro del pilar. En d, se muestra
la grá�ca del parámetro de orden correspondiente para el mismo caso, donde se
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Figura 4.3: Grá�ca del logaritmo del parámetro de ordenln  (Amarillo/azul corres-
ponde a mayor/cero ) para la muestra homogénea (� = 1). Elaboración propia.

puede observar bajo la misma convención (Amarillo/azul corresponde a mayor/cero
 ) las zonas donde se aniquila la superconductividad inicialmente.

Debido al contacto de la muestra con los inyectores de la corriente, se tiene una
zona inicialmente delgada en estado normal en los bordes laterales de la muestra
(x = 0� y x = 12� ). También se tiene una reducción gradual del parámetro de orden
hasta hacerse cero en el centro de la muestra, donde está ubicado el pilar (región
próxima a x = 6� ), lo cual se sustenta con la trayectoria de propagación de los pares.
En la �gura 4.5 se muestra el estado resistivo para la muestra superconductora con
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Figura 4.4: Grá�ca del logaritmo del parámetro de ordenln  (Amarillo/azul corres-
ponde a mayor/cero ) para un pilar rectangular en el centro de la muestra con
� = 1:05. Elaboración propia.

el pilar para � = 1:15, allí se puede estudiar la distribución de la densidad de corrien-
te. Podemos observar que las �echas negras que apuntan de izquierda a derecha en

Figura 4.5: Grá�ca del logaritmo del parámetro de ordenln  (Amarillo/azul corres-
ponde a mayor/cero ) para un pilar rectangular en el centro de la muestra con
� = 1:15. Reducción por observación. Elaboración propia.

cada caso y que representan la densidad de corriente sobre la muestra, presentan un
patrón que está in�uenciado por la ubicación del par V-Av. Inicialmente cuando se
ha generado el par en el centro de la muestra, las lineas que representan la densidad
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