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Resumen

En este trabajo busqué realizar una propuesta de ensenanza del método
de los arboles de verdad para la légica proposicional bivalente, como alter-
nativa al método de las tablas de verdad, y obtener con dicho método las
propiedades seménticas de una férmula dada en el lenguaje proposicional de
la légica bivalente, determinar si un conjunto de férmulas es consistente y
finalmente para corregir argumentos ya sea que estén dados en el lenguaje
proposicional de la logica bivalente o traducidos al lenguaje proposicional
desde el lenguaje natural que en este trabajo es el espanol. Dicha propuesta
puede ser aplicada en la basica media de Colombia por docentes de filosofia
o matematicas.

Puesto que los los arboles de verdad se aplican especificamente para la
determinacion de la consistencia de un conjunto de férmulas, defini todas las
demas propiedades semanticas, en terminos de consistencia. Para la correc-
cion de argumentos, dividi la propuesta en dos etapas: traduccion y aplicacion
propiamente dicha del método de los arboles de verdad en la correccion de
argumentos. Primero de los que estan dados en el lenguaje proposicional y
segundo, de los argumentos traducidos al lenguaje proposicional, desde el
lenguaje natural (espanol). Asi los docentes que deseen aplicar la propuesta,
encontraran una organizacion de contenido que desde lo més sencillo a lo més
complejo.

Dado que no laboro en un colegio, propuse a varios profesores de grado
décimo y undécimo tanto en Medellin, como en Monteria, la aplicaciéon de
la propuesta, encontrandome en todos los casos con una respuesta negativa,
ya que por una parte, muchos de ellos me comentaron que en sus colegios la
materia de légica no se imparte y por otra parte los que si la imparten sélo
manejan el método de las tablas de verdad, pues es el tinico que conocen.
Asi que en ltima instancia la propuesta estd encaminada a que el docente
de matemadticas o filosofia de la basica media en Colombia se apropie del
método a medida que se decida a implementarlo.

I1I
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Abstract

In this paper I sought to make a proposal of teaching the method of truth
trees bivalent propositional logic, as an alternative to the method of truth
tables, and get with the method the semantic properties of a given formula
in the propositional language bivalent logic to determine if a set of formulas
is consistent and finally to correct arguments whether they are given in the
language of logic propositional bivalent or translated into propositional lan-
guage from the natural language in this work is the Spanish. This proposal
can be applied in the middle of Colombia by basic philosophy or mathematics
teachers.

Since real trees apply specifically to consistency determining a set of for-
mulas I defined all other semantic properties, in terms of consistency. For the
correctness of arguments, the proposal I divided into two stages: translation
and proper application of the method of truth trees to correct arguments.
First of which are given in the propositional language and second, arguments
translated into propositional language, from natural language (Spanish). So
teachers who wish to implement the proposal, find an organization of content
from the simplest to the most complex.

Given that I work in a school, several teachers suggested to tenth and
eleventh grade both in Medellin, as in Monteria, the implementation of the
proposal, finding in all cases with a negative response, since on the one hand,
many of them told me that in their schools the subject is not taught logic
and moreover teach those who did only handle the method of truth tables,
it is all they know. So ultimately the proposal is aimed at the teaching of
mathematics or philosophy of average basic method appropriates Colombia
as he decides to implement.

Key Words: Logic, truth trees, semantic, education.
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INTRODUCCION

La légica matematica tiene su origen en la obra conceptografia de Gottlob
Frege (1848-1925). En un principio Frege construyé dicha l6gica con el propdsi-
to de fundamentar a la matematica, lo que se conoce como logicismo. Y aun-
que dicho proposito se vino abajo, por la llamada paradoja de Russell, el
trabajo de Frege legd a la posteridad la teoria ingenua de conjuntos y las
bases de la légica moderna. Ahora bien desde 1879, ano de aparicién de la
conceptografia, hasta ahora, se ha aplicado el formalismo de la légica ma-
tematica para entender la historia de la légica, para axiomatizar la logica
aristotélica, para buscar légicas diferentes a las bivalentes, para estudiar di-
versas teorias filoséficas y para formalizar el lenguaje comun y asi evitar la
vaguedad del mismo.

En la media vocacional se ensena (cuando se hace) propiamente la parte de
la l6gica matematica conocida como logica proposicional bivalente, usando
el método semantico de las tablas de verdad. Pero dicho método no es tinico
ya que los drboles de verdad permiten obtener los mismo resultados con la
ventaja que trae consigo usar los diagramas de arbol.

En esta tesis me propongo usar primeramente el método de los arboles de ver-
dad para obtener todas las propiedades semanticas de la légica proposicional
bivalente. Después y ayudandome de los resultados obtenidos mostraré co-
mo corrregir argumentos dados en el lenguaje natural (espanol). Lo anterior
para ofrecer a los profesores de educacién media en Colombia una propuesta
de ensenanza de la légica proposicional bivalente que puede ser usada como
alternativa a la tradicional. También busco ayudar a que los estudiantes de
educacion media estructuren su pensamiento.



1
GENERALIDADES

1.1. Problema

Al trabajar la competencia argumentativa, estamos dando un paso fun-
damental para superar las limitaciones propias de la escuela nueva y tradicio-
nal'. Esta competencia se expresa en desempenos que van en dos direcciones:
en primer lugar, en la capacidad de comprender la racionalidad de un argu-
mento expuesto para tomar partido ante el mismo y, por el otro, la capacidad
de producir un argumento razonable y convincente y sustentar esa posicion,
gracias a la solidez de las premisas y a la ilacion logica entre premisas y con-
clusiones. Tradicionalmente en la basica media de Colombia, para «ver» dicha
ilacién se ensena el método de las tablas de verdad de la légica bivalente. Una
de las causas de esto, es que muchos de los docentes de filosofia o licenciados
en matematica que imparten logica en el nivel de educaién basica y media
de Colombia, mientras cursaron sus estudios en la universidad, vieron en la
mayoria de los casos un tnico curso de logica moderna, en donde se centro la
atencion en la parte semantica correspondiente a las tablas de verdad de la
16gica proposicional bivalente.? Sin embargo el uso de este método se vuelve
engorroso si se usan formulas de la logica proposicional que tengan tres o
mas férmulas atomicas, llevando a que en ocasiones por tratar de «llenar la
tabla» se olvide que lo que se quiere no es tan sélo llenarla sino dar cuenta

de la relacién légica entre premisas y conclusién?.

'ZuriBia,J., Las competencias argumentativas e interpretativas en la educa-
cion  bdsica y media, [En linea]. Junio 2009. P.35. Disponible en la web:
http://www.slideshare.net/maurelis/las-competencias-412550

2CABANZO,A., La ensefianza estudios de la logica vy el andlisis del texto argumentativo,
revista actualidades, niimero 54, julio-diciembre 2009.190 p.

3CABANZO, Op.cit., p.172



La logica matematica ha avanzado mucho, hasta el punto de existir mu-
chas légicas y donde la légica proposicional bivalente es s6lo una de las opcio-
nes, sin embargo y por ser la que nos ayuda a reproducir més aspectos de la
realidad es que la que més se ensefia*. Sin embargo la misma légica bivalente
ha progresado bastante, hasta establecerse las l6gicas modales donde el uso
de las tablas de verdad es insuficiente para lograr una mayor comprension.
Asi pues el uso exclusivo de las tablas de verdad estaria bien si los estudian-
tes de la basica media trataran con la logica bivalente sélo en esta etapa de
su educacién, cosa que no es cierta ya que incluso las discusiones sobre la
existencia de Dios se entienden mejor usando el aparato de la moderna logica
bivalente®. Asf pues los estudiantes se veran desarmados al verse enfrentados
con argumentos donde el sélo uso de las tablas de verdad no baste para la
correccion de un argumento y este problema se agrava si como dije antes
los docentes encargados de ensenar logica en la media béasica no sepan usar
un método distinto al de las tablas de verdad para establecer propiedades
semanticas tales como: si una férmula es una tautologia o una contradiccion
o si es semanticamente indeterminada, la consistencia de un conjunto finito
de féormulas y si un argumento es semanticamente vélido.

1.2. Justificacion

El procedimiento de la bisqueda de contraejemplos, ha sido utilizado en
l6gica desde antiguo para la invalidaciéon de argumentos cuya correccion se
pone en tela de juicio. Pero el hallazgo del contracjemplo era algo que has-
ta el presente dependia practicamente del azar. Sin embargo, desde 1955 se
ha impuesto entre los logicos, gracias a las investigaciones, llevadas a cabo
separadamente, de E. W. Beth y J. Hintikka® un método que permite la
buisqueda sistematica de la interpretacion invalidadora del argumento. Ello
ha dado lugar a una nueva técnica de calculo que recibe el nombre de drboles
de verdad. La caracteristica principal de ésta técnica es operar con un con-
junto muy reducido de reglas.

Las tablas de verdad son otra técnica para encontrar contraejemplos cuan-
do se quiere invalidar un argumento dado en el lenguaje usado por la logica
proposicional. Su mayor virtud es que permite ver facilmente cémo el valor

4PENA, L., Introduccion a las ldgicas no cldsicas, segunda edicién, UNAM, México,
1993. Péag. 7 julio-diciembre 2009.190 p.

SPAEZ M., Introduccidén a la légica moderna, segunda edicién, uniandes, Bogot4, D.C.,
2010. Pag.336

SGARRIDO,M., Ldgica simbélica, cuarta edicién, tecnos, Madrid, 2001. P4g. 172



de verdad de una férmula se genera a partir del valor de verdad de las férmu-
las atomicas que la componen. Sin embargo, las tablas de verdad tienen el
defecto de ser inmanejables cuando la férmula tiene 4 6 5 férmulas atémicas,
y entre mas filas de valores haya, mayor sera el riesgo de cometer un error.
Este defecto de alargarse causa en el estudiante, por una parte la sensacién
de que la logica se trata de solo llenar una tabla de valores de verdad per-
diéndose el objetivo que no es otro que el ver la ilacion légica de premisas
y conclusion y por otra parte causa frustracién al ver el estudiante que ha
llenado una larga tabla y ver con todo que se ha equivocado”.

En razon a lo anterior la ensenanza de los drboles de verdad se presen-
ta como una alternativa a la ensenanza tradicional que precisamente por
usar arboles permiten seguir «graficamente» la ilacién logica entre premisas
y conclusién y que por lo tanto no harfan, ni aunque se de el caso de que
los arboles sean «largos» que quien los realice se olvide que lo construye lo
hace no tan sélo para llevar a cabo una tarea (por ejemplo llenar una tabla
de valores de verdad) sino también para saber cémo es que la conclusién se
sigue l6gicamente de las premisas®. Pero para ensefiar un tema es condicién
necesaria (pero no suficiente) saber del mismo, de ahi que en esta mono-
grafia se presente una propuesta del uso del método de los arboles de verdad
de la logica proposicional bivalente, en la correccién de argumentos, que se
puede ensenar a estudiantes de media basica en Colombia, compuesta por
pasos. Asi los docentes que no estan familiarizados con este método al verlo
como opcional v secuencial lo pueden ir ensenando a media que se vayan
apropiando mejor del mismo.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo General

Disenar una propuesta de ensenanza compuesta por pasos, del método de
los arboles de verdad, en la correccion de argumentos, que puede ser puesta
en practica por docentes de filosofia o mateméticas en los niveles educacion
basica y media de Colombia.

"CABANZO, Op.cit., p.172
8 GARRIDO, Op.cit., p.175



1.3.2. Objetivos Especificos

1. Usar el método de los arboles de verdad de la légica proposicional bi-
valente para determinar cuando una férmula es una tautologia, cuando
una féormula es una contradiccién y finalmente cuando una féormula es
una férmula semanticamente indeterminada.

2. Mostrar cémo se formalizan enunciados del lenguaje cotidiano y su re-
lacion con expresiones del lenguaje de la logica formal proposicional
bivalente.

3. Corregir argumentos dados en lenguaje natural (espanol) a partir del
uso del método de los arboles de verdad para el lenguaje de la légica
proposicional bivalente.



2
REFERENTES TEORICOS

2.1. Antecedentes

Para disenar una propuesta de ensenianza compuesta por pasos, del méto-
do de los arboles de verdad, en la correcciéon de argumentos, que puede ser
puesta en practica por docentes de filosofia o matematicas en los niveles
educacion basica y media de Colombia, es conveniente referir la consulta
documental de trabajos realizados que guardan relacién con los objetivos
propuestos en este estudio, en funcién a ello se menciona a:

Cabanzo A'. Que efectué un trabajo donde expresa que los métodos vi-
suales sirven para la apropiacion de los distintos conceptos en las diferentes
ramas de la ciencia. Recomendd la necesidad de estudiar los distintos méto-
dos visuales para entender la logica bivalente elemental que serviran para
comprender las partes mas avanzadas de la misma, como la logica modal.

Lo antes senalado, tiene estrecha vinculaciéon con los objetivos de esta
monografia, en cuanto a que el método de los arboles de verdad es un méto-
do visual, para estudiar la correccién de un argumento.

De igual manera Septlveda D?. analizé la Importancia de la competen-
cia argumentativa en matematicas, estableciendo que los distintos métodos
graficos resaltan el caracter constructivo en los estudiantes, mejorando su

LCABANZO,A., Métodos wisuales para la wverificacion de argumentos y el
andlisis semdntico, [En linea]. Marzo 2011. 28 p. Disponible en la web:
http://revistas.lasalle.edu.co/index.php/lo/article/download /496 /416

2SEPULVEDA,D., FEvaluacion de la competencia argumentativa en
matemdticas, [En  linea]. Mayo 2013. 80 p. Disponible en la web:
http://www.bdigital.unal.edu.co/8241 /sthash.FjAyrdnh.dpuf



capacidad para realizar argumentos deductivamente fuertes.

La referencia anterior, se relaciona con el propdsito de buscar una forma
grafica apropiada para establecer la relacion légica entre premisas y conclu-
sion.

Por otra parte Martinez C3. desarrollé una investigacién, donde propone
un modelo normativo de evaluacién de argumentos y explicaciones en con-
textos dialdgicos, en funcién de 1) la disponibilidad o no de evidencias y 2)
el acuerdo o desacuerdo entre los interlocutores con respecto a la verdad de
la afirmacion que es objeto del didlogo.

El estudio mencionado se emparienta con el reconocimiento de que el
simple uso de las tablas de verdad no capacita al estudiante para la defensa
de sus argumentos ni para la elaboracion efectiva de los mismos.

2.2. Marco teorico

2.2.1. Breve historia de la légica
2.2.1.1. La légica de Aristoteles

Nadie antes de Aristételes (384/83-322 a.C.) investigd teméticamente la
légica como tal, es decir, como la teoria de la inferencia. Sin embargo, el
asunto abordado en las primeras obras légicas de Aristételes, como son el
tratado de los Topicos y Sobre la refutacion de los sofismas, no es la légica
de la ciencia sino la dialéctica o légica de la opinién,* la teorfa de la argumen-
tacién no necesaria, sino solamente probable, que es el que ejercitamos en la
vida diaria y de la que disponemos cuando aiin no se ha generado la ciencia.
Sélo bastante mas tarde, ya en fase de plena madurez, escribié Aristoteles, en
la obra transmitida con el titulo Sequndos Analiticos, su teoria de la demos-
tracién o razonamiento cientifico. Y mas tarde atn llevaria a cabo el analisis
puramente formal del razonamiento o silogismo en los Primeros Analiticos.

3MARTINEZ,C.,  Coordinacién  pragmdtica de teorias vy  evidencias en
la argumentacion, [En linea]. Junio 2010. 60 p. Disponible en la web:
http://www.bdigital.unal.edu.co/1481 /sthash.k4cREZ2J.dpuf

4Ma4s adelante veremos que en la légica como ciencia se considera que un argumento es
valido cuando la conclusion se sigue necesariamente de las premisas, pero en la logica que
usamos para expresar opiniones, la conclusién se sigue probablemente de las premisas.



2.2.1.2. La légica megarico-estoica

. A diferencia de lo que sucede con Aristoteles, cuyos escritos logicos se

han conservado con bastante integridad , sélo conocemos textos fragmenta-
rios de los 16gicos megéricos y estoicos a través del testimonio de sus contem-
poraneos, lo cual permite sin embargo, advertir que con ellos se desarrolla
por primera vez la légica proposicional y la teoria de los conectores.
Los logicos de la escuela estoica, el mas brillante de los cuales fue Crisipo
(siglo IIT a.C.), no s6lo dominan el lenguaje de los conectores. Cuentan con
un sistema deductivo basado en cinco reglas de inferencia o «improbables»
que formulan asi:

= Si lo primero, entonces lo segundo; pero lo primero; por tanto lo segun-
do.

= Si lo primero, entonces lo segundo; pero no lo segundo; por tanto no lo
primero.

= No a la vez lo primero y lo segundo; pero lo primero; por tanto, no lo
segundo.

= O lo primero o lo segundo; pero lo primero; por tanto, no lo segundo.

= O lo primero o lo segundo; pero no lo segundo; por tanto, lo primero.

2.2.1.3. La novedad de Frege

El ano de 1879 es decisivo en la historia de la légica, ya que en él aparece
un libro que define el paradigma no aristotélicos, hoy dominante, de una
l6gica concebida como ciencia exacta, al modo matematico. Dicho libro libro
se tituld Conceptografia, obra del 16gico y matematico aleman Gottlob Frege.
Gottlob Frege (1848-1925) fue profesor de mateméticas en la Universidad de
Jena, donde transcurrié su vida. Abrigaba la conviccion de que la ciencia
matematica, dejando aparte a la geometria, podia deducirse de la logica. Y al
encontrar dificultades en el intento de probar su tesis en el lenguaje ordinario
decidi6 elaborar el instrumental 16gico adecuado, incluyendo el diseno de un
lenguaje artifical.

2.3. Funcién argumentativa del lenguaje

El lenguje tiene variados usos, por ejemplo cuando le decimos (o le es-
cribimos) a un amigo que el equipo de de fitbol de Colombia, le marcé tres



goles al equipo de fatbol de Bolivia, estamos usando el lenguaje para infor-
mar pero también podemos usar el lenguaje de otra forma, podriamos usar
el lenguaje para estudiar al lenguaje mismo, sobre todo cuando nos sirve
para estudiar las unidades comunicativas bésicas: los enunciados®. Asi pues
algunas manifestaciones del uso del lenguaje del que estamos hablando son
aceptar, rechazar, contradecir, suponer etc. Al lenguaje usado de esta forma
lo llamaremos argumentativo. Ejemplos de argumentos son los siguientes:

1. Toda persona miente; pero todos los que van a fiestas son personas.
Por tanto todo el que va a fiestas es un mentiroso.

2. Si llueve, entonces no salgo; es cierto que no sali. Por tanto no llovié

3. Podemos afirmar con certeza que ningiin leén ha tenido el gusto de
conocer a un marciano; pero todo el que conoce a un marciano es digno
de ser invitado por el presidente a bailar en el palacio presidencial. Por
tanto ningun leén es digno de ser invitado por el presidente a bailar en
el palacio presidencial.

4. Si Juan viene a mi casa, entonces no voy a la de él; pero Juan viene a
mi casa. Por tanto no voy a la de él.

5. O leo esta monografia o juego futbol. Pero no juego futbol. Por tanto
leo esta monografia.

6. Sisalgo, entonces si voy donde Ana, entonces compraré caramelos. Pero
saldré e iré donde Ana. Por tanto compraré caramelos.

2.4. Loébgica formal

En la seccién anterior vimos ejemplos de argumentos, pero si los vemos
con mas atencié notarémos que tienen ciertas sumulitudes tanto en el uso de
ciertas palabras (entonces, todo, ninguno), como en la forma (si tal, entonces
cual, pero tal. Por tanto cual, etc.) Pues bien del estudio de estas simulitudes
y de las relaciones de dichas premisas es el objeto de estudio de la 16gica®
formal, usando un lenguaje técnico, la ldgica formal es una ciencia que tiene
por objeto el analisis formal de los argumentos.

Sun enunciado es una frase con sentido completo y que puede ser afirmada con verdad

o falsedad
6de ahora en adelante y por economia usaremos la solamente la palabra légica en el
sentido de la logica formal



Como mencionamos antes (ver la nota al pie nimero 6) mas adelante es-
tudiaremos una definiciéon mas técnica de lo que es un argumento pero por
ahora basta saber que lo que nos quiere decir la definicién técnica de la 16gi-
ca es que ella se encarga de estudiar las relaciones de necesidad que hay
entre las premisas y la conclusiéon, es decir, la 1égica nos dice si en el caso
de que aceptemos las premisas, tenemos que necesariamente aceptar o no la
conclusion.

2.4.1. Divisiones de la légica

La légica tiene un doble criterio de clasificacién: sintdctico y semdntico.
Segun el criterio sintactico la logica se clasifica segin las féormulas que se
usen, es decir, sin importar cuantos valores de verdad se les asigne a dichas
férmulas, en:

1. Légica de proposiciones o enunciados o juntores: Solo se usan
las siguientes férmulas: negacion, conjuncion, disyuncion, implicacion
y coimplicacion.

2. Légica de predicados o cuantificadores: Se usan las férmulas an-
teriores, ademas de la particularizacién y la generalizacién

A la unién de la logica de enunciados y la légica de predicados se le llama
logica de primer orden.

Si las letras predicativas se consideran como variables cuantificacables, en-
tonces estaremos tratando con la légica superior o de n-ésimo orden.

Segun el criterio semantico la logica se clasifica segiin el niimero de valores
de verdad de una férmula, en:

1. Légica clasica: Sus formulas son bivalentes, es decir, las férmulas son
o verdaderas o falsas y no puede ocurrir que lo sean a la vez.

2. Légica no-clasica Sus férmulas pueden tener més de dos valores de
verdad”.

2.5. Lenguaje formal de primer orden

Si se quieren analizar l6gicamente ciertos elementos cientificos (conceptos,
teorfas, derivaciones y cosas de ese estilo) a menudo el mejor procedimiento

Taqui estudiaremos sélo la légica de juntores bivalente
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es traducir dichos elementos a un lenguaje simbodlico. En este lenguaje, en
contraste al lenguaje ordinario, tenemos signos libres de toda ambiguedades
y podemos hacer formulaciones exactas. Por tanto, en este lenguaje tanto
la pureza como la correccién de una derivacién se pueden evaluar con una
mayor facilidad y precision. Ahora bien, un lenguaje formal debe componerse
de tres elementos:

1. Una tabla de simbolos formales, que viene a ser las veces de lo que en
los lenguajes naturales se llama diccionario ya que aqui constaran los
signos, términos y variables del lenguaje formal.

2. Unas reglas de formacion de formulas. Las férmulas son al lenguaje
formal lo que las oraciones a los lenguajes naturales, pero las reglas de
formacion de férmulas (oraciones) en los lenguajes naturales son flexi-
bles mientras que no es asi en el lenguaje formal, por ejemplo podemos
decir, « Kety no ha venido», que significa lo mismo que «no ha venido
Kety» mientras que para negar una expresion en el lenguaje formal, el
negador debe ir irremediablemente siempre, como prefijo de la expre-
sién negada.

3. Unas reglas de transformacion de formulas que, permiten pasar de unas
expresiones a otras

11



2.6.

Los simbolos del lenguage formal son de dos tipos, ldgicos y no ldgicos®,

Cuadro de simbolos formales

8

en el cuadro 2.1 se presentan ademas de los signos logicos y no légicos, los

simbolos auxiliares.

nombre stimbolo
conectores A\, V, =, .
Simbolos 16gicos cuantificadores NV
identidad =.

Simbolos no
l6gicos

letras enunciativas

b,q,7,..P1,q1,71, .-

letras predicativas

P7 QaRa --'Ptha Rh ) Py

m?

letras individuales:

variables L1y Y1y 21y eee
constantes ai, b, ci, ...
letras funtoriales 9.k, f1,91, he, ...

Simbolos auxiliares

paréntesis y comas

()

Cuadro 2.1: Simbolos, 16gicos, no légicos y auxiliares
(tomado de GARRIDO, M., Ldgica simbdlica, cuarta edicién, tecnos, Madrid,
2001. Pag. 53-54)

Notas:

1. Las comas y puntos en la tabla solo sirven para separar los signos, es
decir, no son simbolos del lenguaje formal.

2. Los subindices (en todos los simbolos légicos) sirven para diferenciar

las letras.

3. A los simbolos ‘A7, V', ‘=7, ‘>’ los denominaremos como conectores
y a los simbolos ‘\/’, ‘/A\’, los llamaremos cuantificadores

4. Las variables son de dos tipos:

8De acuerdo a los signos auxiliares escogidos, la presentacién del lenguaje formal puede

variar
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a) Las variables que pueden cuantificarse® y

b) Los pardmetros. Que son las variables que no se pueden cuantifi-
car: con excepcion de las letras individuales correspondientes a las
variables, los simbolos dados en el cuadro 2.1, son todos parame-
tros'?.

5. Los superindices (en las letras predicativas y funtoriales) indican el
nimero de términos o el nimero de variables que se pueden cuantificar
(solo en el caso de las letras predicativas), que se yuxtaponen a la
derecha de la letra y la llamaremos n-adica, asi por ejemplo a la letra
‘P?’ se le colocaran dos términos o variables que puedan cuantificarse
(‘P2%ab’ o ‘P?*(fa)b’ o ‘P?zy’, etc.) y la llamaremos diddica.

2.7. Lenguaje y metalenguaje

Como hemos visto, la 16gica es una ciencia que trata sobre un lenguaje (el
lenguaje formal) y por esa razén, hemos de distinguir entre el lenguaje que
se estudia y el lenguaje en el que se hace el estudio, al primero lo llamaremos
lenguaje objeto y al segundo, metalenguaje, en nuestro caso el metalengua-
je (ya que por lo anterior, podemos concluir que el lenguaje objeto son los
simbolos y expresiones formales del lenguaje de la légica) es el castellano
usual, acompanado en su momento de signos auxiliares (paréntesis) y abre-
viaturas.

La mejor forma de entender lo anterior es usando varios ejemplos: la expresién

(p—=@—=7)—=((p—=>q9 = @—r))

es una formula del lenguaje objeto. Ahora bien si convenimos en en deno-
minarla ‘p’, este simbolo (que no aparece en el cuadro 2.1) pertenece ya,
al metalenguaje, es decir el simbolo ‘@’ es el nombre metalingiiistico de la
formula.

Ejemplo:

Se podria usar la expresion metalingtistica o V R como el resumen de las
espresiones:

pVyq
pVr
qVvr

9En la seccién de definiciones adicionales, precisamente en lo que es una variable ligada,
se explica bien lo de la cuantificaciéon de una variable.
10Fn la 18gica superior, las letras predicativas se consideran variables cuantificables.
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asi la expresion @ V R no seria una férmula, sino un esquema de formula.
Junto con lo anterior ahora estudiaremos el principio de uso y mencion. Una
expresion es usada cuando se emplea teniendo en cuenta lo que significa. Por
ejemplo, en el enunciado:

Kety es hermosa.

la expresion ‘Kety’ es usada porque designa a una persona (una mujer).
Pero si la expresion se considera como en su materialidad de yuxtapisicon de
signos, se dice que es mencionada. Por ejemplo en el enunciado:

‘Kety’ es una palabra de cuatro letras

La misma expresién es mencionada. Cuando se menciona una expresion debe
ir entre comillas.

2.8. Definicion de término

Definicién 2.1. 1. Una constante individual es un término.
2. Una letra funtorial n-ddica sequida de n términos, siendo n > 1.

3. Unicamente son términos las expresiones que satisfagan 1. y 2.

De lo que es un parametro y de la definicién de término podemos deducir
que todo término es un parametro aunque no todo parametro es un término.

Ejemplos: son términos las siguientes expresiones:

a, ba Cy fCL, fb7 fca fQCLb? f393ab6h2bcfla

2.8.1. Definiciones recursivas o inductivas

La anterior definicién es del tipo recursiva o inductiva, es decir a un ob-
jeto se le define en términos de objetos del mismo tipo'!. Las definiciones
inductivas constan de tres clausulas:

1 Cuando la definicién recursiva se aplica al lenguaje de la légica, entonces se llama
definicién por induccion semidtica.
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= Regla base: Un conjunto inicial de elementos que pertenecen al con-
junto especificado. En el dafenicion de término, la regla base esta dada
en 1.(Una constante individual...).

» Regla inductiva:Regla que define como agregar nuevos elementos al
conjunto desde aquellos que ya estan en el conjunto. En la definicion
de término, la regla inductiva estd dada en 2.(una letra funtorial...)

» Regla de exclusién:'?El conjunto no contiene nada més que aque-
llo especificado por la regla base o que se obtiene recursivamente por
aplicacion de la regla recursiva. En la definicion de término esta regla
estd dada en el punto 3. (Unicamente los términos...)

2.9. Formulas

Como vimos las definiciones recursivas o inductivas, son muy ttiles, tanto
asi que definiremos lo que es una férmula en forma recursiva, donde la regla
base serd la definicién de férmula atémica (que también es recursiva).

2.9.1. Foérmula atémica o predicaciéon

Definicién 2.2. 1. Una letra enunciativa es una formula atomica.

2. Una letra predicativa n-ddica sequida de n términos (siendo n > 1) es

una formula atomica®®.

3. Unicamente son formulas atomicas las expresiones que satisfagan 1. y
2.

Veamos a continuacion algunos ejemplos:

= Por 1., las siguientes expresiones son férmulas atémicas:
b,q,7,p1-

12Por lo general ésta regla se da implicitamente, es decir, por ejemplo, si en la defi-
nicién de término no se hubiese puesto el punto 3. se deberia entender que tinicamente
las expresiones que cumplieran los puntos 1. y 2. seran consideradas como términos. Sin
embargo para mayor comodidad del lector, en esta monografia la regla de exclusion se
pondra explicitamente.

13Gi sélo usamos el lenguaje proposicional ésta clausula es innecesaria,
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= Por 2., las siguientes expresiones son férmulas atomicas:

P2be, Q' f2ab,
Rbaaaaa, P*¢g>h?abf*ca,byabe; .

= Por 3., las siguientes expresiones no son férmulas:

(p—q), (P?ab— \/ z(P*ax A P*rb)), R*za.

2.9.2. Definicién de féormula

Una férmula o expresiéon bien formada en en el lenguaje formal que es-
tamos estudiando es un simbolo o una secuencia de simbolos del cuadro 2.1
que se cine estrictamenete a las siguientes reglas de formacion:

Definicién 2.3. 1. Una formula atomica es una formula.

2. st @ es una formula, entonces —p es una formula.

3. st p y R son formulas, entonces (pAR), (pVR), (p—R ), (p<
R ), son formulas.

4. st @ es una formula, y @ resulta de cambiar en @ un término por x,
entonces |\ zp* y\/ xp*, son formulas*.

5. Unicamente serdn formulas las expresiones que satisfagan 1., 2., 3., /..

Ejemplos:

= Por la definicién de formula atomica y la reglas 1., 2. y 3., de la defini-

cion de formula, entonces las siguientes expresiones son féormulas:

(= (g—={@—=E—r))), @APVY), @—(@qVr).

Veamos que en efecto la expresién ‘(¢ — (—g = (p — (p1 — r))))’ es
una férmula. De la definicion de férmula atémica se sigue que ‘p’, ‘q’, ‘r’,
‘p1’ son férmulas, entonces por aplicacén de la regla 1., de la definicién
de férmula esas expresiones también son férmulas, luego por la regla
3. de la definicién de férmula las expresion ‘(p; — r)’, es una férmula,
asi que tanto ‘p’ como ‘(p; — )’ son férmulas, luego por otra aplicacién
de la regla 3. de la definicién de férmula, la expresion ‘(p — (p1 — 7))’
es una férmula. Por otra parte de la regla 2. de la definicién de férmu-
la la expresién ‘=g’ (ya habiamos establecido que ’¢’, es una férmu-

la), es una férmula, con que las expresiones ‘~¢" y ‘(p — (p1 — 1))’

14§ s6lo usamos el lenguaje proposicional ésta clausula es innecesaria
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son formulas, entonces por la aplicacion de la regla 3. de la defini-
ci6n de férmula se obtine la féormula ‘(¢ — (p — (p1 — r)))’. Por
tanto de una nueva aplicaciéon de la regla 3. se obtiene la férmula
‘(¢ = (g — (p = (;1 = 1)))). Que era lo que queriamos probar.
Siguiendo un razonamiento similar se verifica que las otras expresiones
‘(A (pVq),(p—(qgVr)), también son férmulas.

» Por la regla 3., de la definicon de féormula las suguientes expresiones no
son férmulas:

(pVVxPx), Pr, Qy.
Notas

1. De ahora en adelante a las letras predicativas monddicas (n = 1) las re-
presentaremos sin superindices, asi pues, expresiones como ‘Pla’, ‘Rz,
las escribiremos como ‘Pa’, ‘Rx’.

2. Usaremos las letras ‘@’ ‘R’, como simbolos metalingtisticos indicadores
de férmulas atomicas

3. Se identificardn las secuencias de férmulas conlas letras del alfabeto
griego: I', A, ©. Ejemplo: lasecuencia {p, ¢, (—pA —q)}, podria
ser denotada por el simbolo I'.

2.10. Clases de formulas

Las férmulas pueden clasificarse en atémicas y no atémicas, a las no
atomicas se les llama moléculares. Todas las formulas que resultan de la in-
mediata aplicacién de alguna de las reglas 2., 3., y 4.(de la definicién de
férmula) son moléculares. A con tinuacién las veremos cada una.

2.10.0.1. Negacion

Definicién 2.4. si o es una formula, entonces a la formula —g le llamaremos
negacion y al simbolo, =’ le llamaremos negador.

2.10.0.2. Conjuncion

Definicién 2.5. si p y R son formulas, entonces a la formula (p A R) la
llamaremos conjuncion y al simbolo, ‘N’ lo llamaremos conjuntor.
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2.10.0.3. Disyuncién

Definicién 2.6. si p y R son formulas, entonces a la formula (p VvV R), la
llmaremos disyuncion y al simbolo, vV’ lo llamaremos disyuntor.

2.10.0.4. Implicacién

Definicién 2.7. si o y R son formulas, entonces a la formula (p — R), la
llamaremos implicacion y al simbolo, ‘—’ lo llamaremos implicador.
2.10.0.5. Coimplicacion

Definicién 2.8. si o y R son formulas, entonces a la formula (p <> R), la
llamaremos coimplicacion y al simbolo, “’ lo llamaremos coimplicador.
2.10.0.6. Generalizacion

Definicién 2.9. si ¢ es una formula, y o* resulta de cambiar en @ una
constante individual por x, entonces a la formula )\ xp*, la llamaremos ge-
neralizacion y al simbolo, ‘)’ lo llamaremos generalizador.

2.10.0.7. Particularizacién

Definicién 2.10. si ¢ es una formula, y p* resulta de cambiar en p una
constante individual por x, entonces a la formula \/ xp*, la llamaremos par-
ticularizacion y al simbolo, ‘\/’ lo llamaremos particularizador.

2.10.0.8. Definiciones adicionales

A continuacién veremos unas definiciones que seran necesarias para en-
teder ciertos conceptos ya vistos (como el de variable cuantificables) y para
enteder otros que veremos mds adelante (como la demostracién del teorema
de intercambio):

Definicién 2.11. Grado légico. Dada una formula @, llamaremos grado logi-
co al numero de simbolos logicos de p.

Se puede considerar al grado légico como una funcién, que hace corres-
ponder a cada férmula, un nimero entero no negativo (0,1, 2, 3,...) n. Este
n representa el nimero de simbolos l6gicos de g, y esta funcién puede ser
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representada como:

G(p)=n,

Ejemplo: Sean las féormulas:

¢ (p— (¢ —p), (=pV—9), Nz Ay(IPzy — Pyz)
el grado légico de cada una de las férmulas es G(q)=0 (ya que no tiene simbo-
los 16gicos) G( (p — (¢ — p)))=2 (ya que el simbolo, ‘—’ aparece dos veces);
G((—pV —q))=3 (va que los simbolos ‘=" y V', el uno aparece dos veces y el
otro una vez); G(A\ z A y(I*zy — I*yx))=3

Definiciéon 2.12. FEl signo principal de una formula es el ultimo simbolo
logico que interviene en su construccion, suponiendo que ésta se haya reali-
zado a partir de formulas atomicas, por sucesivas aplicaciones de las reglas
de formacion de férmulas.'®

Ejemplo. Vimos en el primer ejemplo, que estd inmediatamente después
de la definicién de férmula que la expresion, ‘(¢ — (=g — (p — (p1 — 1))))’
es una férmula construida por la sucesiva aplicacién de las reglas 1., 2. y 3.,
de la definicion de férmula, y el dltimo signo que participa en la construccion
es el implicador y, por tanto, es el implicador el signo principal.

Definiciéon 2.13. A las partes de una formula que sean formulas le llama-
remos subformulas.

Ejemplo: puesto que ‘Pa’ y ‘\/ x Pz’ son férmulas (la primera atémica y
la segunda molecular) y ademds hacen parte de la férmula ‘Pa — \/ xPz’,
entonces son subférmulas.

Definicién 2.14. A una expresion que contenga variables libres (o no cuan-
tificadas), la llamaremos seudofdrmula.

5Como estudiamos anteriormente sélo son férmulas atémicas o una letra enunciativa o
una letra predicativa n-adica, seguida de n términos. Por tanto en una férmula atémica no
intervienen simbolos logicos, con que tenemos que en una férmula atémica no hay signo
principal.
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Ejemplo:Puesto que tanto ‘x’ como ‘y’, estéan libres en la expresion ‘Rzy’,
luego ésta expresion es una seudoférmula.

Definicién 2.15. Dado un simbolo légico cualquiera, si es signo principal
de una formula, entonces a las subformulas de dicha formula las llamaremos
alcance del simbolo lgico.

Ejemplo: ‘Pa’ y ‘Pb’ constituyen el alcance de ‘—’ en ‘(Pa — Pb)’, ‘p’y
‘qVr’, constituyen el alcance de ‘A’ en ‘(pA(¢V 1)), ‘Qx’ y ‘Pz’ constituyen
el alcance de ‘A’ en ‘A z(Px A Qz)’.

Definicién 2.16. A las variables individuales que se adosen a un generali-
zador o a un cuantificador las llamaremos indices.

)

Ejemplo: ‘z’ es el indice en ‘\/ z(Qxy — Py)’, ‘2’ es el indice en ‘A xRy’.

Definicién 2.17. Al cuantificador mds el indice le llamaremos prefijo cuan-
tificacional.

Definicién 2.18. A la parte de la formula afectada por el prefijo, la llama-
remos matriz cuantificacional.

Ejemplo: En la férmula ‘\/ 2(Qxy — Py)’, el prefijo es ‘\/ 2, y "(Qzy —
Py)’, es la matriz cuantificacional. Unprefijo puede agrupar varios cuantifica-
dores con sus respectivos indices, y una matriz puede encerrar cuantificadores;

por ejemplo: ‘\/z Ay \ z((Px — \/2) A (Qu V Rz))’.

Definiciéon 2.19. Se dice que una variable ‘xz’, o una ocurrencia de ella, es o
estd ligada cuando es el indice de un cuantificador o cuando ocurre dentro del
alcance de éste y es ademds idéntica a la que ocurre como indice del mismo.
En caso contrario, es decir, cuando una variable ‘x’, o una ocurrencia de ella
no esté dentro del alcance de un cuantificador o esté dentro del alcance de un
cuantificador y no sea idéntica a la que ocurre dentro del mismo, entonces
diremos que ‘v’ estd libre.

A las variables libres se las llama también no cuantificadas; y a las ligadas,

cuantificadas.
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Ejemplo: La variable ‘@’ estd ligada en las siguientes expresiones: ‘\/ z’;
‘Az’ ‘ANz(Pxr — (Qx V Rx)) .
La variable ‘y’ esta libre en las siguientes expresiones:‘Qy’; ‘ A\ x(Pzy — Qx)’;

‘(PyVv\ z(Py A Rx))’.

2.11. Semantica de la légica proposicional

Como establecimos antes, la logica tradicional es bivalente, esto es, las
férmulas atémicas con las que trabajan o son verdaderas o son falsas. Ahora
bien en esta seccién definiremos las reglas para la asignacion de los valores
de verdad a las formulas generadas por los cinco operadores 16gicos. Dichos
valores de verdad contituyen el significado 16gico y establecen las propieda-
des semanticas de una férmula y de los conjuntos o argumentos donde dicha
formula aparece. En esta monografia, nos limitaremos a presentar las reglas
de asignacion de los valores de verdad para el lenguaje de la logica proposi-
cional (LP)1¢

2.11.1. Reglas para la asignacion de los valores de ver-
dad

Si se quiere dar un contenido seméntico al lenguage LP lo que inicial-
mente se debe hacer es darle una valucacion total al lenguaje, de ahi que se
haga necesario definir formalmente lo que es una valuacion:

Definicién 2.20. Valuacion es la asignacion de un valor de verdad, V o
F, a cada una de las formulas atomicas en la formula.

De la definicién anterior se sigue una valuacion total de LP es la asig-
nacion de un valor de verdad a cada férmula atémica de LP. Cada férmula
de LP es semanticamente independiente, lo que quiere decir, que el valor de
verdad de una féormula atémica no depende del valor de verdad de ninguna
otra féormula.

Como una férmula molecular de LP, esta compuesta por férmulas atémicas,
entonces el valor de verdad de dicha formula estda completa y exclusivamente
determinado por el valor de verdad de las férmulas atémicas que la compo-
nen y dado que una valuacién total le asigna un valor de verdad a todas las

16de ahora en adelante sélo usaremos las letras LP
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formulas atomicas de LP, se sigue que todas las férmulas moleculares de LP
también tienen un valor de verad determinado bajo cada valuacién total.
Hay infinitas férmulas formulas atémicas en LP, con lo que hacer explici-
ta una valuacion total, se convertiria en un trabajo tedioso, sin embargo al
considerar una féormula en particular, inicamente hace falta tener en cuenta
los valores de verdad de las férmulas atémicas incluidas en la formula. Al fin
y al cabo el valor de verdad de la férmula molecular sélo depende de esas
formulas atéomicas y de ninguna otra. A este tipo de valuacién, es decir, a
la valuacién en la que sélo se tiene en cuenta un subconjunto de todas las
férmulas de LP se le llama valuacion parcial de LP.

Tradicionalmente se presentan las reglas de asignaciéon para los valores de
verdad usando las siguientes tablas de verdad:

p d|(Aa)
V V| V
V F| F
F V| F
F F| F
p q|(Va)
V V| V
V F| V
F V| V
F F| F
p q|(p~a)
V V| V
V F F
F V| V
F F| V
p q|(pea)
V V| V
V F F
F V F
F F| V
b |7P
V| F
V| F
F| V
F| V
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Aunque las tablas de verdad son faciles de leer, es posible definir de una

manera mas rigurosa y abstracta cudles son las condiciones de verdad de cada
tipo de férmula. Con la presentacion de las definiciones abstractas se gana
al largo plazo porque en primer lugar relaciona al estudiante de bachillerato
con el rigor con el que se trabaja en las ciencias exactas y en segundo lugar
si se llegase a decidir por continuar el estudio de la logica, verda que dichas
definiciones abstractas les permitira ver las relaciones de la logica tradicional
y las logicas superiores.
En la siguientes definiciones: la letra 'V’ representa una valucacién total de
LP. Para decir que V' le asigna el valor de verdad de V a g, escribiremos
V(p)=V y para decir que V le asigna el valor de verdad de F a g, escribi-
remos V(p)=F.

Definicién 2.21. (NEGACION). V(-~p )=V siy sélo si V(p)=F.
V(=p)=F siy solo si V(p)=V.

Definicién 2.22. (CONJUNCION). V(p A R)=V si y slo si V(p)=V y
VR)=V.
Vip NR)=F siy solo si V(p)=F o V(R)=F.

Definicién 2.23. (DISYUNCION). V(pV R)=V si y silo si V(p)=V o
V(R)=V.
VipV R)=F siy solo si V(p)=F y V(R)=F.

Definicién 2.24. (CONDICIONAL). V(p — R)=V si y solo si V(p)=F o
VR)=V. V(p — R)=F si y solo si V(p)=V y V(R)=F.

Definicién 2.25. (BICONDICIONAL). V(p <+ R)=V si y sdlo si V(p)=V
y V(R)=V, 0 V(p)=F y V(R)=F.
Vip < R )=F siy sdlo si V(p)=Fy V(R)=V, o V(p)=F y V(R)=V.

A continuacién procederemos a definir todas y cada una de las nociones
semanticas de la légica para el lenguaje LP, a saber: tautologia, contradic-
cion, indeterminacion, equivalencia, consistencia semantica, validez e impli-
cacién semantica, esta ultima la més trascendtal ya que tiene que ver con los
argumentos propiamente dichos.
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2.11.2. Tautologias, contradiccién e indeterminacién

Un lenguaje es weritativo-funcional cuando el valor de verdad de cual-
quier enunciado compuesto esta completamente determinado por los valores
de verdad asignados a los enucniados simples que lo componen. El lenguaje
LP es una simbolizacién de los enucnciados en espanol'” y refleja sus pro-
piedades veritativo-funcionales. Con esto claro podemos decir que una tauto-
logia es un enunciado que siempre es verdadero en virtud de sus propiedades
veritativo-funcionales, e independientemente de lo que ocurra en el resto del
universo. En el lenguaje LP podemos expresar esta idea de la siguiente forma:

Definicién 2.26. Una formula o es una tautologia en LP siy solo si es
verdadera bajo cualquier valuacion.

De esta definicion se desprenden dos cosas. La primera es que se puede
afirmar que una tautologia es una verdad de hecho, es decir, que es verda-
dera cualquiera que sean los enunciados simples que simbolicen las formulas
atomicas, por ejemplo ‘p V —p ' que es una tautologia también es una ver-
dad de hecho sin importar si ‘p’ se traduce como Juan sabe vailar, maria
habla inglés o cualquier otro enunciado. La segunda cosa que se desprende
de la definicién de tautologia dada, es que no toda verdad es una tautologia.
Veamos porque, supongamos que conocemos a Kety Esther Galeano Anaya
y sabemos que tiene un vestido azul y uno verde asi que el enunciado: Kety
Esther Galeano Anaya tiene un vestido azul y uno verde, se convierte en
una verdad de hecho. Ahora bien, si convenimos en simbolizar como ‘p’ a
el enunciado. Kety Esther Galeano Anaya tiene un vestido azul y como ‘¢’
al enunciado Kety Esther Galeano Anaya tiene un vestido verde, entonces
el enunciado: Kety Esther Galeano Anaya tiene un vestido azul y uno ver-
de quedaria simbolizado asi: ‘p A ¢’, y como sabemos dicha férmula no es
una tautologia porque si se tiene una valuaciéon V, talque V(p)=F, entonces
segun las reglas para la asignaciéon de valores de verdad ‘p A ¢’ seria falsa.
Una contradiccion es un encunciado que siempre es falso en virtud de sus
propiedades veritativo-funcionales, e independientemente de lo que ocurra
en el resto del universo. En el lenguaje LP podemos expresar esta idea de la
siguiente manera:

7en realidad también es una simbolizacién del inglés, del frances y detodos los lenguajes

naturales, sélo que el lenguaje vernaculo en este caso es el espanol
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Definicién 2.27. Una formula o de LP es una contradiccion en LP si
y solo si @ es falsa bajo cualquier valuacion.

Por tltimo, hay enunciados cuyo valor de verdad varia de acuerdo con el
estado de cosas en el mundo. Por ejemplo el enunciado Juan Manuel Santos
es el presidente de Colombia, es verdad ahora, pero puede que no sea cierto
dentro de viente anos. Tales enunciados son semanticamente indeterminados.
Una férmula que represente un enunciado de este tipo serd verdadera bajo al-
gunas valuaciones, y falsa bajo otras, como se deriva de la siguiente definicion.

Definicién 2.28. Una formula o de LP es semdnticamente indetermi-
nada en LP siy solo st p no es ni una tautologia ni una contradiccion.

Un ejemplo de fémula seménticamente indeterminada es ‘pV (p A q)’ pues
es falsa cuando V(p)=F y verdadera cuando V(p)=V.

2.11.3. Equivalencia semantica

En esta seccién consideramos al primer concepto semantico, el de equiva-
lencia semantica.

Definicién 2.29. Dos formula ¢ y R de LP son semdnticamente equi-
valentes en LP si y solo si no hay ninguna valuacion bajo la cual tengan
valores de verdad distintos.

2.11.4. Consistencia semantica

La consistencia Légica es una propiedad, no de un enunciado, sino de un
conjunto de enunciados. Formalmente, definiremos la consistencia semantica
de la siguiente manera:

Definiciéon 2.30. Un conjunto I' de formulas de LP es semdnticamente
consistente en LP siy solo si existe al menos una valuacion bajo la cual
todos los miembros del conjunto son verdaderos. Un conjunto es semdntica-
mente inconsistente en LP siy solo si no es semadnticamente consistente.
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2.11.5. Validez e implicacion semantica

Como en la vida cotidiana hacemos tanto uso de los argumentos, el con-
cepto de validez es tan crucial. Podemos definir la validez seméantica en LP
de la siguiente manera:

Definicién 2.31. Un argumento de LP es semdnticamente vdlido en
LP siy solo si no existe ninguna valuacion bajo la cual todas las premisas
sean verdaderas y la conclusion sea falsa.

Cuando un argumento es semanticamente valido, diremos que las premi-
sas implican semanticamente a la conclusién , y que la conclusion es una
consecuencia semantica de las premisas. Podemos definir la implicacion
semantica en LP de la siguiente manera:

Definiciéon 2.32. Un conjunto I' de formulas de LP implica semdntica-
mente a una formula g si y solo si no existe ninguna valuacion bajo la cual
todos los miembros de I' sean verdaderos y ¢ falsa.

Usaremos el signo ‘=" para denotar la implicaciéon semdantica Si un con-
junto de féormulas I' implica semanticamente una féormula @, denotaremos
esta relacién como:

M=o

La relacion entre las nociones de validez y de implicaciéon semantica puede
ser formulada més estrictamente de la siguiente manera. Un argumento

1

Pn

©
es semanticamente valido si y sélo si {p1,..., 0.} E .
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2.12. Definicién de las propiedades semanti-
cas en funcién de la consistencia de un
conjunto de férmulas

El método de los arboles de verdad sélo puede ser utilizado para probar

la consistencia semantica de un conjunto de férmulas. Por lo tanto se hace
necesario redefinir todas las propiedades semanticas de un enunciado y de
un argumento en términos de la consistencia semantica de un conjunto de
formulas.
Comenzaremos con las formulas. El primer paso para poder expresar las pro-
piedades semanticas de una férmula o de LP en términos de consistencia
semantica consiste en crear el conjunto unitario de p, es decir, un conjunto
en el cual p sea el inico miembro. Utilizaremos este conjunto para establecer
las siguiente proposiciones:!®

Proposicién 2.1. Una formula o es una contradiccion en LP si y solo
si el conjunto {p} es semdnticamente inconsistente en LP.

Proposicién 2.2. Una formula p es una tautologia en LP siy solo si el
conjunto {—p} es semanticamente inconsistente en LP.

Proposicién 2.3. Una formula o es una tautologia en LP si y solo si
tanto {p} como {—p} son semanticamente inconsistentes en LP.

Proposicién 2.4. Dos formulas p y R son semdnticamente equivalen-
tes en LP siy solo si {—(p <> R} es semdnticamente inconsistente en LP.

Proposiciéon 2.5. Un conjunto I' de formulas de LP implica semdnti-
camente a una formula p (T' | p) si y solo si y|J—p es semdnticamente
inconsistente en LP.

Proposicién 2.6. Un argumento de LP es Semdnticamente vdlido en
LP siy solo si el conjunto que consiste de las premisas y la negacion de la
conclusion es semanticamente inconsistente en LP.

18La prueba de todas las proposiciones dadas en esta seccién puede encontrarse en:
Introduccion a la ldgica moderna, segunda edicién, uniandes, Bogotd, D.C., 2010. P. 84-86

27



De las anteriores afirmaciones se desprenden como colorarios ciertos enun-
ciados interesantes, aqui solamente veremos uno ya que le servira de mucho
a los estiduantes como propedettica al estudio de los sistemas axiématicos
(en especial de lo que alli se considera como teorema) concepto este que se
ha convertido en la presentacion ideal de una ciencia:

Proposicién 2.7. Una férmula o es una tautologia si y sélo si () = p'.

Demostracion. Para probar la anterior afirmacién, debemos probar (i) que
si una férmula p es una tautologia, entonces () = p, y (ii) que si 0 = p, en-
tonces p es una tautologia. Comencemos con (i). Primero asumimos que @ es
una tautologia. Entonces por definicién, el conjunto {—p} es semanticamente
inconsistente, pero ya que {—p} es 0 —p, luego 0| J—p es inconsistente y,
por tanto, () = p.

Para probar (ii), asumimos que () = p. En ese caso, por definicién 0| —p
es semanticamente inconsistente, pero como 0| J—gp es simplemente {—p},
luego {—p} es seménticamente inconsistente y, por tanto, o es una tautologia.

O

19En un sistema axioméatico cualquiera para la 16gica a la expresién () = o se le denomina
teorema.
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3
DISENO DE LA PROPUESTA

3.1. Introduccion

A continuacién pasaré a explicar cada uno de los pasos que componen la
propuesta. En el cuadro (3.1) se presenta cada uno de dichos pasos, acom-
panados de una frase que resume lo que se pretende alcanzar en cada uno de
ellos, en primera instancia estd la sensibilizacién en donde me apoyo de dos
ejemplos para mostrar la importancia de la légica proposicional bivalente en
la correccién de argumentos dados en el lenguaje natural (el espanol en este
caso). Como segunda etapa estan los arboles de verdad en LP, donde expon-
go las reglas para la construccién de los arboles. Agregué este tema aqui y
no en el marco tedrico por ser el que interviene directamente en el estableci-
miento de las propiedades semanticas, asi pues mostraré en esta etapa cémo
establecer cuando una férmula es una tautologia, cuando una contradiccion
y finalmente cuando una férmula es semanticamente indeterminada, ademés
doy estrategias para la construcciéon de los arboles, todo lo anterior se realiza
con varios ejemplos, que van aparececiendo segin se incrementa el nivel de di-
ficultad, de este modo pretendo que los docentes que no estén familiarizados
con los arboles de verdad, se vayan apropiando del mismo secuencialmente.
Como tercer paso propongo la aplicacion del método por etapas. La primera
etapa es la traduccion desde el lenguaje natural al lenguaje LP. La segunda
etapa es la aplicacién del método de los arboles de verdad primero a la co-
rreccion de argumentos dados en el lenguaje LP y después a dos argumentos
traducidos desde el lenguaje natural al lenguaje LP.
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Caracteristicas
, Paso Frase
Numero
1 Sensibilizacion La logica en la vida
2 Arboles de verdad ., Cémo construyo los arboles?
3 Aplicacion por etapas | Los arboles y el lenguaje natural

Cuadro 3.1: Diseno de la propuesta por pasos

3.2. Sensibilizacion

Supongamos que nos encontramos frente al siguiente argumento:

Mucha gente cree que los polos se estan derritiendo. Pero los polos se
estan derritiendo si y sélo si la temperatura del planeta estd aumentando.
Asf que mucha gente cree que la temperatura del planeta estd aumentando®.

. Es 0 no correcto ese argumento?, es decir, aceptando las premisas, ; nece-
seramiente, aceptaremos la conclusién?, la oracion declarativa: mucha gente
cree que los polos se estan derritiendo no es categorica, esto es, en ninguna
parte estan las particulas lingiiisticas, todos, algunos, ninguno, y son preci-
samente las oraciones declarativas categoricas con las que trabaja la logica
aristotélicas, de ahi que sea initil para este caso, si se analiza el mero conte-
nido (es decir el significado de las palabras que se presentan en el argumento)
se podrian obtener complicaciones ya que por ejemplo un estudiante puede
que no esté relacionado con el significado de uno o mas términos, ademéds
puesto que el objeto de la légica es el estudio de la forma y no del contenido
material de un argumento, no es mucho lo que analizando el contenido, se
pueda lograr, si es que un analisis 16gico se esta llevando a cabo. El problema
se complica atin mas si los términos son de una materia cientifica especifica,
por ejemplo veamos este otro argumento perteneciente a la economia:

Si la inflacion continiia estable, entonces los intereses tenderan a bajar;
y los interes tienden a bajar si el consumo interno aumenta, la economia
crecera. Los intereses tenderan a bajar si y solo si la economia no crece, y si
no crece, entonces la inflacién continuara estable. Por lo tanto, la inflacion
continuard estable.

términos como inflaciéon y economia son mas o menos comunes, sin em-
bargo la expresion 'intereses tendientes a la baja’ puede confundir a muchas

'PAEz, Op.cit., p.79
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personas. Ahora bien, puesto que con la légica moderna, se matematizé la
logica, lo que quiere decir, que se construyé un lenguaje simbdlico adecuado
y la formulacion precisa de las reglas de operacion, que son la base de los
calculos, entonces estamos ante la oportunidad de analizar un argumento,
cualquiera que sea la ciencia, disciplina o si sélo pertenece al lenguaje coti-
diano como veremos mas adelante, ya que podemos traducirlo al lenguaje de
la l6gica moderna y con las reglas calcular su correccion.

Si decidieramos usar las tablas de verdad para por ejemplo, hacer la co-
rrecién del primer argumento dado en esta seccién, una vez que lo haya-
mos formalizado, es decir, lo hubiesemos traducido al lenguaje LP, entonces
tendriamos que confeccionar una tabla de cuatro columnas y dieciséis filas,
que con el tamano de letra con la que estan escritas estas lineas, ocuparia
toda una hoja, y tal confeccién lleva consigo como antes escribi, por una par-
te muchos riesgos de equivocacion y por otra parte y ain mas grave,que al
concentrarnos en semejante tarea, cuando la finalicemos nos digamos, ;para
qué hice esto?, y el problema se agrava si tenemos que realizar correcciones
seguidas de varios argumentos, es decir, nuestra atencion estaria mas en hacer
bien las tablas mas que en «ver» la ilacion logica entre premisas y conclusion.
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3.3. Arboles de verdad en LP

2 Para construir un arbol de verdad nos es necesario conocer en primera
instancia las reglas de construccion y segundo las partes del mismo. El méto-
do de los arboles de verdad en principio parece restrictivo ya que solo sirve
para determinar la consistencia de un conjunto finito de féormulas, es decir
no se menciona nada acerca de las nociones semanticas de tautologia, contra-
diccidén, etc. pero nos aprovecharemos de de unos resultados que estan en el
marco tedrico para ampliar en totalidad el radio de aplicacion de los arboles
de verdad. Como es un método semantico, entonces las reglas dan cuenta de
los valores de verdad las férmulas atémicas que son en tultima instancia las
que definen los valores de verdad de las férmulas en las que se encuentran.
Ahora bien teniendo en cuenta lo anterior, las reglas se clasifican segin cual
sea el operador logico principal: Reglas para la conjuncion, disyuncién, la
negacion, el condicional y el bicondicional. En cuanto a las partes el arbol se
compone de un tronco y ramas, a su vez éstas pueden ser abiertas o cerradas,
de donde se sigue que hay arboles abiertos y arboles cerrados. Comenzaremos
nuestro andlisis enunciando las reglas para la conjuncién, disyunciéon y la ne-
gacion, posteriormente con algunos ejemplos expondremos su uso y también
las partes del arbol, para definir luego de manera formal lo que es una rama
abierta, una rama cerrada, un arbol abierto y un arbol cerrrado, a renglén
seguido, enunciaremos las reglas para el condicional y el bicondicional, para
después con unos ejemplos ver como se usan dichas reglas, luego y a manera
de resumen colocaremos un protocolo para la elaboracion de los arboles de
verdad, y asi, aprovechandonos de dicho protocolo para elaborar los arbo-
les de verdad de varios conjuntos de férmulas que contienen combinacion de
operadores. Finalmente definiresmos las propiedades semanticas en terminos
de los arboles de verdad, acompanadas dichas definiciones de la resolucion
de algunos ejemplos, y asi, estaremos listos para poder pasar a la siguiente
seccién, donde veremos la aplicaciéon de dicho método para determinar la
validez logica de argumentos utilizados en diversos campos del conocimiento
humano y con esto hacer patente tanto a educadores como a estudiantes de
la educacién media, lo poderoso que es el método como herramienta.

2Para la presentacién de de esta secccién me baso en la exposicién de los arboles de
verdad hecha en el libro del profesor Manuel Paez: Paez OP P. Op.cit., p.83-108
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3.3.1. Reglas para conjuncion, la disyuncién y la nega-
cion
Las reglas para descomponer las conjunciones, disyunciones y la negacion
se pueden esquematizar de la siguiente manera?

Descomposicion de la conjuncion (N)

pAq”
p
q

Descomposicion de la negacion de la conjuncion (=)

“(pAq)

- q
Descomposicion de la disyuncion (—=A)

pYq

7N

Descomposicion de la negacion de la disyuncion (—V)

“(pvq)
P
q

3Decidimos usar p y ¢, en vez de p y R para facilitar la compresnsién de la reglas
aunque formalmente deberian ir los segundos
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Descomposicion de la doble negacion (——)

*

-I_Ip
p

El asterisco que estd en cada una de las reglas sirve para indicar que la
férmula sobre la cual se ha colocado ya ha sido descompuesta, es decir, que
ya hemos desplegado sus condiciones de verdad. Y es que intuitivamente las
se entienden como el despliegue gréafico de las féormulas que se descomponen
en dichas reglas, por ejemplo, sabemos que una conjuncion es verdadera si
y s6lo si cada una de las subférmulas del simbolo ‘A’ en la conjuncién son
verdaderas y la regla recoge esta informacién al desplegar cada una de las
subférmulas se coloca debajo de la conjuncién, asi deben entenderse todas
las demés reglas. Veamos ahora el uso de dichas reglas. Consideremos el si-
guiente conjunto:

(1) {(pA—q),r}

El primer paso en la construcciéon de un arbol de verdad consiste en listar
los miembros del del conjunto en una coloumna que servira de tronco para
el arbol:

(p"7q)
r

Lo que queremos saber es si el conjunto que contiene a estas férmulas es
semanticamnet consistente, es decir, si existe alguna valuacién bajo la cual
todas las formulas en esta columna son verdaderas. La primera férmula es
una conjuncién, entonces usamos la regla para la conjuncion para seguir con
la construccién del arbol:

(pA7q)
r
p
-I-Iq

A

34

MC
MC

(%)
1(%)



Enumeramos las lineas del arbol para facilitar su lectura, a la derecha
hemos anadido una columna que nos indica, en cada paso, cual férmula
esta siendo descompuesta y cudl regla se ha usado para descomponerla. En
aras de la claridad, sélo descompondremos una rama a la vez. Aunque esto
tiene una excepcién como lo veremos mas adelante. Finalmente, las letras
‘MC’ en las dos primeras lineas significa ‘miembros del conjunto’. El paso
siguiente es mirar si hay alguna otra féormula que necesite ser descompues-
ta. En efecto en la linea 4 vemos que hay una doble negacién. Por lo tanto
usamos en este caso la regla de la doble negacion:

(pA=mg)”

oW
o

La columna resultante contiene tres féormulas atémicas, y dos férmulas
descompuestas. Cuando un arbol sélo contiene este tipo de férmulas, es de-
cir, féormulas compuestas que han sido descompuestas, y formulas atéomicas
o sus negaciones, el arbol esta terminado y estamos en condiciones de deter-
minar si el conjunto en cuestién es seméanticamente consistente. El arbol se
debe leer de la siguiente manera: una férmula atémica sin su negacién indica
que a esa formula se le debe asignar el valor de verdad V; y la negacion de
una féormula atomica indica que a esa formula se le debe asignar el valor de F.
Segun el arbol que acabamos de construir, debemos asignarle a ‘p’, ‘¢’ y ‘r’ el
valor de verdad de V. Bajo estas valuaciones, todas las formulas del conjunto
son verdaderas. Es decir, la valuacién bajo la cual el conjunto {(p A =—q), 7}
es semanticamente consistente es la siguiente:

V(p)=V, V(g)=V y V(r)=V.
La mayoria de los arboles de verdad requieren varias ramas para poder

descomponer todas las féormulas compuestas que hacen parte del conjunto.
Consideremos el siguiente conjunto:

(2) {(pA—=q), -7, (pV —s}
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El primer paso es listar los miembros del conjunto, y descomponemos la
conjuncion segun la regla de descomposicion de la conjuncion, luego como en
el ejemplo antrior aplicaremos la regla de la doble negacién para descomponer
a ‘—|—\p7:

1, (pA—q)” MC
2. ar MC
3. (pv-s) MC
4. P 1(*)
5. g 1(%)
6. q 5(7)

Pero el arbol no esta completo aun, pues todavia existe una férmula
compuesta que no ha sido descompuesta. Pero como dicha férmula es una
disyuncién entonces usamos la regla para la descomposicion de una disyun-
cion:

1. (pbA—q)” MC
2. f MC
3. (pv-s) MC
4. P (")
5 —|—|q* 1(*)
B. 5()
7. p s 3(v)

El arbol esta completo. El paso final consiste en inspeccionar las ramas
del arbol para determinar cuales son los valores de verdad que se le debe
asignar a cada una de las férmulas atémicas.

Definicién 3.1. Una rama consiste de todas las formulas que estan en el
trayecto que lleva de una formula en la ultima linea hasta la formula en la
primera linea.
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En este caso las férmulas en las seis primeras lineas son miembros comu-
nes (tronco) de las dos ramas del arbol. Si examinamos la rama de la derecha,
encontramos que debemos aignar el valor de verdad V a ‘p’ vy ‘¢’, y el valor
de verdad de verdad F a ‘r’ y a ‘s’. Es decir, el conjunto es semanticamente
consistente cuando:

V(p)=V, V(¢)=V, V(r)=Fy V(s)=F

El examen de la rama de la izquierda nos confirma la asignaciéon de valores
de verdad para ‘p’, ‘¢’ y ‘r’, pero ‘s’ no estd en esa rama. jqué valor de
verdad debemos aignarle? Si una férmula atémica no aparece en una rama
determinada, se le puede asignar cualquier valor de verdad. Por lo tanto, el
conjunto es semanticamente consistente bajo cualquiera de las siguientes dos
valuaciones:

V(p)=V, V(q)=V, V(r)=F y V(s)=F.

V(p)=V, V(¢)=V, V(r)=F y V(s)=V.

Veamos empleando el método de los arboles de verdad si el siguiente
conjunto es semanticamente consistente:

(3) {(p A —=q), —q}
Como siempre, lo primero es listar los miembros del conjunto:

1. (pA77q)
2. ¢

A continuacion descomponemos la conjuncion y luego la doble negacion
y obtenemos:

(pA=q)

ok W=
o

El arbol esta terminado porque sélo contiene féormulas descompuestas, y
formulas atémicas o sus negaciones. Ahora bien, si tratamos de recuperar
los valores de verdad que le debemos asignar a las formulas atomicas, nos
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encontramos con un problema. Sabemos que ‘p’ debe ser verdadera, pero,
Lqué valor de verdad le asignamos a la férmula ‘q’?. El arbol nos muestra ‘g’
debe ser tanto verdadera como falsa, lo cual es imposible. Es decir, el arbol
nos muestra que existe una contradiccion insalvable en las condiciones de
verdad de las férmulas del conjunto, por tanto, tenemos que concluir que el
conjunto {(p A =—q), 7q} es semanticamente inconsistente.

En estaas condciones estamos listos para definir formalmente lo que es una
rama abierta completa, lo que es una rama cerrada, un arbol abierto, un
arbol cerrado, y definir el concepto de consistencia semantica en terminos de
los arboles de verdad y eso lo haremos a continuacién:

Definicién 3.2. Una rama de un drbol de verdad de LP es una rama ce-
rrada si y solo si contiene una formula © y su negacion —p.

Definicién 3.3. Una rama de un drbol de verdad de LP es una rama abier-
ta completa si y solo si no es una rama cerrada y solo contiene formulas
descompuestas, formulas atomicas o sus negaciones.

Definicién 3.4. Un drbol de verdad de LP es un drbol de verdad abierto
sty solo si contiene al menos una rama abierta completa.

Definicion 3.5. Un drbol de verdad de LP es un drbol de verdad cerrado
sty solo si todas sus ramas son cerradas.

Definicién 3.6. Un conjunto finito I' de LP es semdnticamente consis-
tente si y solo si I' tiene undrbol de verdad abierto.

Definicién 3.7. Un conjunto ' de formulas es semdnticamente incon-
sistente si y solo si un subconjunto finito de I' tiene un drbol de verdad
cerrado.

Hacer un arbol a partir de un conjunto infinito de férmulas resulta senci-
llamente imposible, ya que nunca lo terminariamos, asi que la ultima defini-
cion de la lista anterior, nos permite tomar cierta cantidad finita de formulas
del conjunto infinito y construirle un arbol de verdad y si dicho arbol resulta
ser cerrado podemos afirmar con toda seguridad que el conjunto infinito es
semanticamente inconsistente.* Lastimosamente, el resultado opuesto no es

4Dicha definicién se sustenta en la siguiente proposicién:
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cierto. Si un subconjunto finito de un conjunto infinito de férmulas de LP
tiene un arbol de verdad con al menos una rama abierta completa, esto solo
probaria la consistencia seméantica de ese conjunto, no del conjunto infinito.
Empero estas consideraciones, debemos decir que aqui sélo presentaremos
arboles de verdad generados a partir de conjuntos finitos.

Llegados aqui podemos preguntarnos, jcuél es el orden en el que se deben
descomponer las férmulas complejas?. No existe una regla que nos indique
cudl es dicho orden. El siguiente arbol también es generado por el conjunto
del ejemplo (2):

(pA=mg)”

2. q

3. (pv7s)

4 =
5 p p
G -|-|q -|-|q
7 q q

Proposicion 3.1. sea I' un conjunto infinito de formulas de LP, si un subconjunto finito
de T' es inconsistente, entonces I' es inconsistente

Demostracion. Procederemos por reduccién al absurdo. Supongamos que A es un subcon-
junto finito del conjunto I', y que A es inconsistente y I" es consistente. Si I es consistente
entonces, por definicién, existe al menos una valuacién para la que todas las férmulas de I’
son verdaderas. Ahora bien, sea p una férmula cualquiera de A. En ese caso y dado que A
es un subconjunto de I', lo que quiere decir que p es una férmula de T", entonces, existe al
menos una valuacién en la que p es verdadera. Pero como p es una férmula cualquiera de
A, entonces eso quiere decir que existe al menos una valuacién en la que todas las féormu-
las de A son verdaderas. En consecuencia A es consistente, sin embargo esto contradice a
la hipétesis de que A es un conjunto inconsistente y como a esta contradiccién llegamos
por suponer que I' es consistente, entonces dicha suposicién es imposible. Por lo tanto,
podemos afirmar que si un subconjunto finito de I" que es un conjunto infinito de férmulas
de LP, es inconsistente, entonces I' es inconsistente O
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En el arbol anterior se descompuso primero la disyuncion y después la
conjuncion, lo que nos llevé a una duplicacién, para evitar esto, siempre es
mejor descomponer primero aquellas férmulas que no se requieren la introduc-
cion de mas ramas, y posponer la ramificacion hasta cuando sea inevitable.
Recordando siempre que no hay una regla para la orden en el que se deben
descomponer las férmulas. Como ya mencionamos, més adelante colocaremos
un protocolo para la elaboracion de los arboles para que la tarea de construir
arboles de verdad nos sea lo mas sencilla posible.

Construyamos el arbol de verdad del siguiente conjunto:
(4) {=(=pAq),(pV —q), (=g A —p)}

“(mpvq)
(pv =q)
~(7q"p)
-I—Ip*
q

S oA =

Anteriormente habiamos dicho que en aras de la claridad, solo descompon-
dremos una rama a la vez y mencionamos también que habia una excepcion.
Bien,en el arbol anterior, puede observarse que las féormulas ‘—=—p’ y ‘=—¢q’,
fueron descompuestas simultaneamente y es que precisamente la excepcion
de la que hablamos se da cuando hay varias formulas que se descomponen
con la misma regla en diferentes ramas pero en la misma linea del arbol. En
tales casos, todas las formulas se pueden descomponer juntas.

Si examinamos el arbol vemos que en las dos ramas que estan abiertas apare-
cen tanto ‘p’, como ‘—¢q’, con lo que el conjunto es consistente bajo la siguiente
valuacién:

V(p)=Vy V(q)=F.
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Usemos el método de los arboles de verdad para determinar si los siguientes
conjuntos son semanticamente consistentes:

(5) {=(pVa),(pVq}
(6) {-(pVq),(V—9)}
() {(=pV (PAq),p.=(pAq)}

El siguiente es el arbol del conjunto {=(p V q), (pV q)}:

1 “(pvq) MC
2 (Pvq) MC
3. P 1)
4 q 1)
5. p q 2(v)

El arbol tiene todas las ramas cerradas. Por lo tanto el arbol es cerrado
y el conjunto es semanticamente inconsistente.
Construyamos el arbol de verdad del conjunto {=(pV ¢), (p VvV —q))}:

1. “(pvq) MC
2. (Pvq) MC
3. p 1(w)
4 g 1(v)
5. p q 2(v)

La rama que contiene a la férmula ‘—¢’ es una rama abierta completa.
Por lo tanto el arbol es abierto y el conjunto es semanticamente consistente.
El conjunto es consistente bajo la siguiente valuacion:
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V(p)=Fy V(g)=F.
El siguiente es el arbol de verdad del conjunto {(—p V (r A q),p, =(r A q)}:

1. (mpV(raq))’
p

?{
4. ar g
5. P (rAq) —p (PAq)
6. X r X r
T q q

b 4 b 4

El arbol tiene todas las ramas cerradas. Por lo tanto el arbol es cerrado
y el conjunto es semanticamente inconsistente.

3.3.2. Reglas para el condiconal y el bicondicional

Hasta ahora hemos generados arboles a partir de conjuntos de férmulas
cuyos operadores légicos principales son la conjuncion, la disyunciéon y la
negacion. Asi pues que con las siguientes reglas tendremos las herramientas
suficientes para la construccion del arbol de verdad dado cualquier conjunto
de formulas de LP. Como antes, primero haremos explicitas las cuatro reglas:
una para el condicional, una pra el bicondicional y dos més para las respec-
tivas negaciones. Seguido expondremos algunos ejemplos, donde ademas de
explicar como usar dichas reglas, haremos recomendaciones tendientes a la
simplificacién del trabajo de cosntruccion de los arboles. Finalmente coloca-
remos un protocolo en donde apareceran las estrategias para la construccion
de cualquier arbol de verdad.
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Descomposicion del condicional (—)

o

P q
Descomposicion de la negacion de la conjuncion (— —)

“(p—q)
p
-q

Descomposicion del bicondicional (<)

(p=q)

N

p —p
q g

Descomposicion de la negacion del bicondicional (— <)

“(p=q)

N

p p
q g
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Construyamos un arbol de verdad para el siguiente conjunto:

8) {(p < (mg 7)), (=p = (¢ = —r)),~(p = —r)}

1. (p—=("qg—r))” MC

2 (p—(q—1))’ MC

3 ~(p—-r)* MC

4 P 3(—)

5. e 3(~—)

6. r 4(~)

7 ﬁp/}_, 3y 2(—)

8 p 2(—)
| p/\p 1()

10, (gt (Ager) 1(e)

1. g g° 10(—)
r or \ 10(<)
12, X ;/ P (=)

13, (ager) (g1} 1(<)
X
14, - - 13(1=)
15, r r 13(7)
16. - v x 7(—)
X

Una de las principales estrategias en la construccién de un arbol de verdad
es descomponer primero aquellas formulas que no resulten en ramificaciones,
en razon a ello descompusimos primero la férmula ‘=(p — —r)’. Sin embargo,
hay una segunda consideracion que se debe tener en cuenta: debemos tratar
de descomponer primero aquellas formulas que generan contradicciones para
asi poder cerrar la rama en la que éstas se presenten. Si en el ejemplo ante-
rior descomponemos la primera férmula después de descomponer la formula
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‘=(p — —r)’, no tenemos la necesidad de continuar desarrollando la rama de
la derecha pues vemos que existe una contradiccion entre ‘p’ y ‘=p’:

1. (P ("ger))’ MC

2 (D= (G—)" MC

3 ~(D—)" MC

4 p 3(7—)
5 - 3(7—)
6 r 4~
7 p/\p 1(es)
) (gor  (qen 1(cs)
0 @S 2(—)
0 > 9(~)

1. ﬂﬁ ™ 9(—)

*
12. -q g g g 8(<)
13. r aror o r 8(—)
* *x

No seria un error continuar desarrollando la rama de la derecha en el paso
8, pero si seria inoficioso pues no hay nada que podamos agregar que elimine
la contadiccién entre ‘p’ y ‘—p’.
En ambos casos el arbol resultante nos indica que el conjunto
{(p < (g 7)), (70— (¢ = 7)), ~(p = )}

es semanticamente consistente. El conjunto es consistente cuando:

V(p)=V, V(g)=F y V(r)=V.
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Existe una tercera consideracion importante en la costruccion de un arbol de
verdad: podemos dejar incompleto un arbol de verdad si ya hemos obtenido
la respuesta que estabamos buscando. Veamos el caso del siguiente conjunto:

1. (p—(q—"r)

2. T(p<=2q)

3. R (Q'*—r"fj
pp

9. g g
=

Al llegar a este punto podriamos continuar con la descomposicién de la
féormula ‘(q <+ —r)’, pero no hace falta hacerlo si lo inico que queremos saber
es si el conjunto es semanticamente consistentente. La rama que contiene a
‘=p’, es una rama abierta completa, lo cual nos indica que la respuesta es
afirmativa. El conjunto es semanticamente consistente cuando:

V(p)=V, V(g)=V y V(r)=V
V(p)=V, V(¢)=Vy V(r)=F

El valor de verdad de ‘r’ puede ser V o F, pues no aparece en la rama abier-
ta completa. El desarrollo de la rama de la derecha sélo nos puede servir
para tratar de encontrar valuaciones adicionales en las que el conjunto sea
semanticamente consistente.

Ya hemos visto con ejemplos, qué estrategias nos son tutiles para la sim-
plificacién de la construccién de los arboles de verdad. A continuacion las
colocaremos en una lista a manera de protocolo:

Estrategia 1. Descomponer primero aquellas férmulas que no resulten
en ramificaciones.

Estrategia 2. Descomponer primero aquellas férmulas que generen con-
tradicciones para poder cerrar el mayor nimero de ramas en cada paso.
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Estrategia 3. Desarrollar el arbol s6lo hasta obtener la respuesta a la
pregunta formulada.

Estrategia 4. Cuando ninguna de las anteriores estrategias sean aplica-
bles, descomponer las formulas mas complejas primero.

3.3.3. Tautologias, contradicciones y formulas indeter-
minadas

En la seccién 4.11 (pégina 32) definimos todas las nociones seménticas en
funcién de la nocién de consistencia semantica. Ahora bien, pueston que los
arboles de verdad son un método para establecer la consistencia seméntica,
las nociones semanticas se pueden reducir a la construccion de arboles de
verdad de un conjunto unitario. En esta seccion estudiaremos cémo utilizar
los arboles de verdad para determinar si una féormula es una tautologia, una
contradiccién o una férmula semanticamente indeterminada.
Comenzaremos con las definiciones de tautologia, contradiccién y férmula
semanticamente indeterminada en términos de los arboles de verdad:

Definicién 3.8. Una formula ¢ es una contradiccion en LP si y solo si
{p} tiene un darbol cerrado.

Definicién 3.9. Una formula  es una tautologia en LP siy sdlo si {—p}
tiene un drbol cerrado.

Definicién 3.10. Una formula o es semdnticamente indeterminada
en LP siy solo si tanto {p} como {—p} tienen drboles de verdad abietos.

Probemos que la siguiente formula es una contradiccion en LP:

(9) (pA—p)

Comencemos construyendo un arbol para el conjunto {(p A —p)}:

1. (pA=p)
2, p
3. P

b .

47

MC
1(n)
1(a)



La tnica rama rama es cerrada. Por lo tanto, el arbol es cerrado y el
conjunto {(p A —p)}, es semanticamente inconsistente. En consecuencia la
férmula ‘(p A —p)’ es una contradicciéon en LP.

Probemos ahora que la siguiente féormula es una tauotologia en LP:
(10) (pV —p)
Como antes, iniciamos construyendo un érbol para el conjunto {—(p V —p)}

1. (pvp) mcC

2 TP 1(~v

3. P 1(v
%

La tunica rama es cerrada. Por lo tanto, el arbol es cerrado y el conjunto
{=(pV —p)} es semanticamente inconsistente. En consecuencia la férmula
‘(pV =)’ es una tautologia en LP.

Demostremos que la siguiente formula es semanticamente indeterminada en
LP:

(11) (p Vv q)
El siguiente es un arbol para el conjunto {(p V ¢)}:

1. (Pva) MC

> p/\q 1(v)

Construyamos ahora el drbol de verdad para el conjunto {—(p V ¢)}:

1 “(pvq) MC
2 P 1(wv)
3 q 1(v)

Ya que en ambos casos los drboles son abiertos, entonces la férmula ‘(pVq)’
es semanticamente indeterminada en LP.
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En los anteriores ejemplos sabiamos de antemano que el arbol de qué conjun-
to ibamos a construir para obtener la respuesta a la cuestién planteada, pero
, qué pasa si sélo nos dan una féormula asi sin mas y nos pieden determinar si
es una tautologia, una contradicciéon o una férmula semanticamente indeter-
minada en LP?. El problema cuando se intenta determinar si una férmula es
una teutologia, una contradicciéon o una férmula seménticamente indetermi-
nada reside en que muchas veces el arbol que decidimos construir primero no
resulta ser un arbol cerrado, y por lo tanto puede ser un arbol innecesario y
superfluo. Como se vio en el ejemplo (11) solamente se requieren dos arboles
de verdad cuando se trata de una féormula semanticamente indeterminada.
[lustremos lo anterior con un ejemplo. Determinemos si la siguiente féormula:
(12) ((pV —p) = (¢ = q))

es una tautologia, una contradiccion o una férmula semanticamente indeter-
minada en LP.

Tratemos primero de determinar si la férmula es una contradiccion en LP.
Comencemos cosntruyendo un arbol para el conjunto {((p V =p) — (¢ — q)) }:

*

1. ((bvp)=(q9—q)) MC
2. “(pvap) (9—q) 1(—)
3. ~q 2(—)

Podemos detenernos en este punto. La rama que contiene a ‘—q es una ra-
ma abierta completa, lo cual nos indica que el conjunto {((p V =p) — (¢ — q))}
es semanticamente consistente. Por lo tanto, la férmula ‘((pV—p) — (¢ — q))’
no es una contradiccion.

Para determinar si la formula es una tautologia o una férmula seméntica-
mente indeterminada, debemos contruir un arbol para el conjunto que con-
tiene como unico miembro a la negacion de la formula, es decir, el conjunto

{=((pV—p) = (¢—q)}:
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((pv-p)—(q—q))
(pvp)
“(q—q)
q
q

X

o W

La tnica rama es una rama cerrada. Por lo tanto el arbol es cerrado y
el conjunto {=((p vV —p) = (¢ — q))}, es semédnticamente inconsistente. En
consecuencia, ‘((pV =p) = (¢ — q))’ es una tautologia.

En este ejemplo coonstruimos dos arboles de verdad, uno para el conjunto
que contiene a la féormula y otro para el que contiene a su negacién, pero
hubiera bastado con construir sélo el segundo arbol.

3.3.4. Equivalencia semantica

Segun la definicién que vimos en la secciéon 4.11, dos férmulas ¢ y R son
semanticamente equivalentes si y sélo si {—(p <> R)} es semédnticamente in-
consistente. Podemos expresar esta definicion en términos de las propiedades
de los arboles de verdad:

Definicién 3.11. Dos formulas o y R son semdnticamente equivalentes
en LP siy solo si {—(p <> R)} tiene un drbol de verdad cerrado.

Las siguientes dos férmulas son seménticamente equivalentes:

(12) =(gAp) (=g A-p)
El arbol de verdad para el conjunto {—((—=(q¢ A p)) <> (=g A —p))} prueba este
resultado:
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1. ((qAp)=>(7qVv-p)) MC

2 (qAp) (gap) 1(7e)
3. “(~gvp) ("qAp) 1)
4 (Qrp) 2()
5 q 4(n)
6. p 4(a)

7. g 3(a)

8. P 3(n)

9. g X 3(7v)
10. T 3(v)
11, mle 2(-A)

Todas las ramas estan cerradas, por lo tanto el conjunto {=((=(¢ A p)) <> (=g A —p))}

es semanticamente inconsistente y las formulas ‘(=(¢ A p)’ y ‘(=g A —p)’ son
semanticamente equivalentes.
Si revisamos las definiciones dadas en la seccion 4.11 sélo faltaria determinar
cuando un argumento es semanticamente valido. Pero esto lo haremos en el
siguiente capitulo donde veremos las aplicaciones de los arboles de verdad
a campos distintos del de la légica misma, esto es, campos donde la légica
ejerce influencia, que es practicamente todos los del conocimiento.
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3.4. Aplicacién por etapas

Finalmente llegamos a la seccién donde se desarrolla el objetivo general
de esta monografia, es decir, en esta seccién daremos una forma de ensenar
el cémo usar los arboles de verdad para la correccion de muchos de los ar-
gumentos con los que los estudiantes de basica secundaria se encuentran no
solo al abrir los libros de texto de las distintas asignaturas que cursan, sino
también que escuchan por la radio, la televisién, que leen en la internet o
incluso los que usan para defender una idea o convencer a alguien. Para tal
fin proponemos un modelo de etapas, donde como primera etapa sugerimos
que se ensene la traduccién del lenguaje natural (en este caso el espanol)
al lenguaje LP. Esto valiéndonos de uno o mas ejemplos para cada uno de
los cinco conectores 16gicos (negacién, conjuncién, disyuncién, condicional y
bicondicional), para que con la practica el estudiante el estudiante logre un
traduccion casi instantanea de muchas las oraciones declarativas hechas en el
lenguaje natural, al lenguaje proposicional, y asi arme sus argumentos en el
lenguaje LP. Una segunda y final etapa consiste en usar los arboles de ver-
dad, cuya construcciéon se vio antes, para primero establecer si un argumento
en el lenguaje LP es valido o correcto y después con dicho conocimiento
logren determianr la correccion de los argumentos en LP, productos de la
traduccién hecha a partir del lenguaje natural. En el cuadro 3.2 resumimos
estos hechos. En la primera columna se muestran cuantas etapas son, en la
segunda columna se muestra lo que en general trataria cada una de las etapas
y finalmente una tercera columna donde se muestra especificamente lo que
se ensenara en dicha etapa. Las letras ‘ALP’ significan ‘Argumento en el
lenguajeLP’ y las letras ‘ALPTLN’ significan ‘Argumento en lenguaje LP,
producto de la traduccion del lenguaje natural’. Puesto que este forma de
ensenar aun no se ha puesto a prueba en las aulas de clase, dejamos a crite-
rio de cada profesor, asignar el niimero especifico de horas que gastara en la
ensenanza de cada etapa. Asi como también el grado en que profundizara la
explicacion de las mismas.
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generalidad especificacion
Negacion
Conjuncién
Etapa 1 Traduccién Disyuncion
Condicional
Bicondicional
ALP
ALPTLN

Etapa 2 Aplicacién

Cuadro 3.2: Ensenanza por etapas del método de los arboles de verdad

3.4.1. Etapa 1: Traduccién

Comencemos con una pregunta j qué usar: una traduccién o una interpre-
tacién?. Aqui obtamos por una traduccion. Ahara bien para entender bien el
porque de dicha eleccion debemos saber cudl es la diferencia entre lo que es
una traduccién y lo que es una interpretacién. En el lenguaje sencillo, una
traduccion es la correspondencia de un lenguaje con otro lenguaje. Asi pues
cuando formalizamos una proposicién del lenguaje natural, esto es, cuando
una proposicion del lenguaje natural se pone en correspondencia con una
férmula atémica de LP, estamos sin duda efectuando una traduccion. Pero
por interpretacién se entiende la correspondencia de un lenguaje, no ya con
otro lenguaje, sino con hechos o situaciones, es decir, con una ontologia. Vea-
mos un ejemplo para entender esto. Convengamos en interpretar la formula

CcOo1mo

Baile

ahora no solo estamos entendiendo que la letra proposicional ‘p’ se traduz-
ca por la palabra espanola ‘baile’, sino que la férmula en cuestién esta en
correspondencia con el hecho fisico de bailar, hecho que también se puede
expresar con el vocablo ‘dancing’ que pertenece al lenguaje natural conocido
como inglés o cualquier otro vocablo que pertenezca a algin otro lenguaje
natural y que sirva para expresar dicho hecho fisico. Ahora bien, como a
nosotros nos interesa las oraciones declarativas hechas en el lenguaje natural
conocido como espanol mas que los hechos que dichas oraciones declarativas
representen, esto porque en muchas ocasiones los estudiantes puede que no
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estén familiarizados con dichos hechos. Por ejemplo si interpretamos a ‘¢’
como ‘el circuito nimero 1 es reluctante al campo magnetico ejercido en el
eje z’ estariamos poniendo en correspondencia a ‘¢’ con el hecho fisco de un
campo reluctante a un campo magnetico direccionado, hecho poco popular
entre los estudiantes de basica media, por lo tanto lo mas conveniente seria
ensenarles una traduccion, ya que para el analisis 16gico los contenidos de las
oraciones declarativas no son necesarios.

Dado que en el lenguaje LP hay formulas atomicas y formulas y a su vez
las féormulas son de cinco tipos, a saber, negacién, conjuncion, disyuncion,
condicional y bicondicional, para llevar a cabo una buena traduccion, nos
es necesario saber qué tipo de enunciados en el lenguaje natural se pueden
traducir a formulas atémicas y que tipo de enunciados se pueden traducir a
férmulas. Que es lo que haremos a continuacion, empezando con las formulas
atémicas y finalizando con la traduccion de argumentos desde el lenguaje
ordinario a LP.

3.4.1.1. Férmulas atémicas

En el espanol hay dos tipos de enunciados, los enunciados simples y
los enunciados complejos. Un enunciado simple es una oracion declarati-
va cuyo sujeto es una persona, animal o cosa individual y concreta de la cual
se predica un solo atributo o propiedad. Los enunciados simples se pueden
combinar de miltiples maneras para formar enunciados complejos.® Ejemplos
de enunciados simples son:

(1) Carlos Valderrama es médico.

(2) Yolanda Lépez es maestra.

(3) Graham Greene es inglés.

(4) Ernesto Cardenal es cubano.

(5) Victor Hugo es francés.

A los enunciados simples los traduciremos en féormulas atomicas de LP. Asi al
enunciado ‘Carlos valderrama es médico’ lo podemos traducir con la letra ‘p’,
al enunciado ‘Yolanda Lopez es maestra’ con la letra ‘q’, y asi con los demas
enunciados simples. En aras de la claridad no usaremos dos letras enunciati-
vas distintas para un mismo enunciado simple, aunque esto sea posible.

®Nos ocuparemos de los enunciados compuestos en la siguiente seccién
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3.4.1.2. Férmulas

Como vimos antes, un enunciado complejo es la combinaciéon de enun-
ciados simples. Ahora bien, en espanol existen muchas palabras y frases que
sirven para combinar enunciados simples. No todas esas palabras y frases
establecen una relaciéon logica. Algunas palabras establecen relaciones tem-
porales, causales y de otros tipos. Aquellas palabras y frases que establecen
una conexién logica entre dos enunciados se denominan conectores logi-
cos. Hay otras frases que no conectan dos enunciados sino que se anteponen
a uno solo de ellos. Tales frases se denominan operadores de megacion.
Son precisamente, los conectores 16gicos y los operadores de negacion los que
nos interesan y a continuaciéon veremos como traducir enunciados compuestos
formados a partir de cada uno de ellos, empezando con la negacién.

3.4.1.3. Negacion

Hay ciertas frases, palabras y paticulas en espanol, que al ser anadidas a
enunciados o a partes de un enunciado, generan la negacién del enunciado
original. Ejemplos de negacion son los siguientes:

(6) No es cierto que Chaikovsky es polaco.

(7) El perro de Hitler no era alsaciano.

(8) No es el caso que Kety cenara con Miguel.

En ocasiones el predicado de un enunciado contiene prefijos como ‘in-" o ‘des-
", que nos indican que se trata de una negaciéon de un enunciado simple. Por
ejemplo el enunciado:

(9) Di6genes de Sinope era indecente.

es la negacion de:

(10) Didgenes de sinope era decente

Ya antes vimos que a los enunciados simples los traducimos por féormulas
atomicas. Ahora acordaremos que a una negacion la simbolizaremos antepo-
niéndole a la formula atémica que traduce al enunciado simple el simbolo ‘—’.
Asi si ‘p es la traduccién del enunciado ‘Didgenes de sinope’ era decente’, el
enunciado (9) se traducira como:

(11) —p.
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3.4.1.4. Conjuncion

La afirmacién sumultdnea de dos enunciados es la conjuncion de los
mismos. Las siguientes frases y palabras nos indican que un enunciado com-
puesto es una conjuncién: ‘y’, ‘pero’, ‘sin embargo’, ‘aunque’, ‘aiin mas’, ‘no
s6lo’ ‘a pesar de’ y ‘también’.% Asi pues los siguientes son ejemplos de con-
juncion:

(12) Lupe quiere practicar guitarra pero no tiene tiempo

(13) Kasparov y Karpov jugaron ajedrez

(14) Jests invent6 el cristianismo. También Mahoma invent6 una religion
Para traducir una conjuncién en el lenguaje natural a LP, primero tradu-
cimos los enunciados simples y, entonces los colocamos a ambos lados del
simbolo ‘A’. Asf si queremos traducir el enunciado (14) primero debemos
traducir los enunicados simples de los que esta compuesto: ‘Jesus invento el
cristianismo’ y ‘Mahoma inventé una religion’, lo que podemos hacer si por
ejemplo usamos los sibolos ‘p’ y ‘q’, con lo que el enunciado 14 se tradiciria
como:

(15) (pAq).

3.4.1.5. Disyuncién

El tercer tipo de enunciados que estudiaremos es la disyuncion. En es-
panol se suele conocer a una disyuncién porque entre los dos enunciados, va
la palabra ‘o’. Los siguientes son ejemplos de disyuncién:

(12) Lupe toma café o te.

(13) Jaime juega futbol o tenis.

(14) Cristiano Ronaldo es Portugues o no usa peineta.

En LP utilizaremos el simbolo ‘V’ para representar al conector logico que
genera la disyuncién. Asi, si ‘p’ es la traducccién del enunciado ‘Jaime juega
fatbol’ y ‘¢’ es la traduccion del enunciado ‘Jaime juega tenis’, elenunciado
13 seria traducido en LP como:

(15) pVq.

6La mayorfa de estas expresiones se usan paraq crear contrastes entr dos enunciados.
Pero es necesario dejarles claro a los estudiantes que dichas connotaciones se pierden en
la traducccién al LP.
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3.4.1.6. Implicacién

Recordemos que el simbolo ‘—’ recibe el nombre de implicador. Ahora
bien, dicho simbolo sirve para traducir aunque parcial y de forma incom-
pleta’, de la particula ‘si..., entonces...”. Veamos como traducir el siguiente
enunciado:

(16) Si Nicolds cena todos los dias si Kety y Katy lo hacen, entonces
Nicolas goza de buena salud y Kety es una persona cordial.

Antes de pasar a la traduccién cabe hacer recordar que el simbolo ‘—’
genera férmulas del tipo (p — R). A p se le llama antecendente y a R se
le llama consecuente. De lo anterior se podria concluir que si traducimos a
los enunciados ‘Nicolas cena todos los dias si Kety y Katy lo hacen’, ‘Nicolas
goza de buena salud y Kety es cordial’ como ‘p’ y ‘q’, entonces el enunciado
(16) podria traducirse a LP como:

(17) (p = q).

Sin embargo al hacer esto estariamos olvidando toda la informacién con-
tenida en los enunciados: ‘Nicolds cena todos los dias si Kety y Katy lo hacen’
y ‘Nicolas goza de buena salud y Kety es cordial’, y es que las férmulas uni-
das por los conectores no tienen porque ser siempre atémicas, observemos
que el enunciado ‘Nicolas cena todos los dias si Kety y Katy lo hacen’ es
un condicional donde la palabra ‘entonces’ no aparece en forma explicita y
donde el antecedente y el consecuente son los enunciados ‘Kety y Katy cenan
todos los dias’ y ‘Nicolas cena todos los dias’ respectivamente. Mientras que
el enunciado ‘Nicolas goza de buena salud y Kety es cordial’ es una con-
juncion de los enunciados ‘Nicolds goza de buena salud’ y ‘Kety es cordial’
Por lo tanto para hacer una correcta traduccién del enunciado (16), tra-
duciremos los enunciados ‘Kety cena todos los dias’, ‘Katy cena todos los
dias’, ‘Nicolds cena todos los dias’ ‘Nicolas goza de buena salud’ y ‘Kety es
cordial’, como ‘p’, ‘q¢’, ‘r’ ‘s’ y ‘t’, respectivamente entonces la siguiente es
la traduccién que recoge la informaciéon completa dada por el enunciado (16):

(18) (((pAg) = 1) = (s AL))).

"Para una discusién de las posibles connotaciones de la particula ‘si..., entonces...” ver
Paez, Op.cit p.41-46
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3.4.1.7. Coimplicacion

En el lenguaje matematico no formalizado es frecuente el uso de particula
‘si y sélo si’, que se considera sinénimo de ‘cuando y solamente cuando’, y
también de ‘equivale’. Dicha paticula suele emplearse en el establecumiento
de definiciones y equivalencias y en la expresion de condiciones necsarias y
suficientes.
Para traducir a LP dicha particula usaremos el coimplicador ‘<»’. Veamos
como serfa la traduccion de los siguientes enunciados:
(19) el nimero tres es impar si y solo si el nimero dos es par. (20) el acero
disminuye su volumen si y sélo si disminuye la temperatura. Lo primero es
identificar cuales son los enunciados que conecta la expresiéon ‘si y soélo si’,
para después traducirlos a LP y finalmente entre las féormulas resultantes
colocar el simbolo ‘+’. En consecuencia el enunciado (19) se tradiciria a LP
como:
(21) (p < q).
Donde ‘p’ v ‘q’ son las traducciones de los enunciados ‘el nimero tres impar’
y ‘el nimero dos es par’ respectivamente. Por otra parte la siguiente formula
es una traduccién a LP del enunciado (21):

(22) (r < 5).

3.4.1.8. Argumentos

En el uso cotidiano, la palabra ‘argumento’ se refiere a un razonamiento
para defender una tesis o para convercer otros de la verdad de un enunciado.
En esta monografia usaremos el lenguaje LP para determinar la validez de
un argumento, como mostraremos mas adelante, pero por ahora daremos una
definicon general de lo que en espanol se entiende como argumento:

Definicién 3.12. Un argumento es una secuencia finita de enunciados. El
ultimo enunciado de la secuencia es la conclusion, mientras que los demds
enunciados son las premzisas.

Veamos aqui los argumentos que presentamos antes (ver pagina 14) pero
diferenciando las premisas de la conclusion:

Premisas Toda persona miente; pero todos los que van a fiestas son personas.

Conclusion Todo el que va a fiestas es un mentiroso.
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Si llueve, entonces no salgo.

Premisas ) ,
Es cierto que no sali.
Conclusién No llovid.
. Podemos afirmar con certeza que ningtn
Premisas

leén ha tenido el gusto de conocer a un marciano.

Todo el que conoce a un marciano es digno de ser invitado

por el presidente a bailar en el palacio presidencial.
Conclusion Ningun ledn es digno de ser invitado

por el presidente a bailar en el palacio presidencial.

Premisas Si Juan viene a mi casa, entonces no voy a la de él;
pero Juan viene a mi casa.
Conclusion No voy a la de él.

O leo este libro o juego futbol.

Premisas . ,
No juego futbol.
Conclusion Leo este libro.
. Si salgo, entonces si voy donde Ana, entonces compraré caramelos.
Premisas L
Saldré e iré donde Ana.
Conclusion Compraré caramelos.

Si comparamos la forma en que se dieron los argumentos inicialmente con
la representacion que acabamos de dar, podemos observar que la frase ‘por
tanto’ no aparece en la ultima representacién y esta la forma en que podemos
separar premisas de conclusion. Todos los enunciados que estan antes de la
particula ‘Por tanto’ son las premisas del argumento y la que esta después es
la conclusién. Otras frases que separan premisas de la conclusion son: ‘defi-
nitivamente’ y ‘Por lo tanto’ y ‘asi pues’, aunque las tinicas que cumplen eso
de que las ‘premisas estén antes y la conclusién después’ son las particulas
‘Por lo tanto’ y ‘Por tanto’ ya que las particulas ‘definitivamente’ y ‘asi pues’
puede aparecer inmersa antes del final del argumento. En el siguiente argu-
mento identificaremos las premisas y la conclusion:

Si ni Pedro ni Javier puede resolver la ecuacién, Manuel va a estar furioso.
Y si Manuel estd furioso, el experimento no va a ser exitoso. Definitivamente el
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laboratorio no recibird recursos adicionales. Después de todo, ni Pedro ni Javier
puede resolver la ecuacién, y el laboratorio recibira recursos adicionales si y sélo
si el experimento es exitoso®

Podemos observar que la particula ‘definitivamente’ no esta al final del
argumento asi que de lo tnico de lo que podemos estar seguros hasta ahora,
es de que la expresion ‘el laboratorio no recibira recursos adicionales’ es la
conclusion. Pero como en un argumento todo enunciado que no es conclusion
es premisa, entonces podemos asegurar que todos los demas enunciados son
premisas. Asi pues la siguiente es la representacion del argumento diferen-
ciando las premisas de la conclusion:

Si ni Pedro ni Javier puede resolver la ecuacion, Manuel va a estar furioso.
Premisas Si Manuel estd furioso, el experimento no va a ser exitoso.

Ni Pedro ni Javier puede resolver la ecuacién, y el laboratorio recibira

recursos adicionales si y sélo si el experimento es exitoso.

Conclusion El laboratorio no recibira recursos adicionales.

Ya que sabemos como lo que es un argumento y como identificar tanto
premisas como conlusion, podemos pasar a la traduccién de los mismo del
lenguaje cotidiano a LP. La traduccién ya se hace sencilla ya que sabemos
como traducir los distintos enunciados y pues un argumento como vimos
estd compuestos por enunciados, asi que para traducir un argumento a LP
lo que primero debemos hacer es presentarlo de forma que las premisas se
diferencien de la conclusion, seguido traducimos todos los enunciados sim-
ples a LP, para finalmente presentarlo todo en lenguaje LP diferenciando
las premisas de la conclusion. Aprovechemos que el enunciado anterior ya
estd presentado de tal forma que las premisasestan diferenciadas de la con-
clusién y pasemos ahora a traducir los enunciados simples a LP asi:

p: Pedro puede resolver la ecuacion.

q: Javier puede resolver la ecuacién.

r: Manuel esta furioso

s: El laboratorio recibira recursos adicionales.

t: El experimento serd exitoso.

Asi pues el argumento traducido a LP presentando de tal forma que las
premisas se diferencien de la conclusion sera:

8Este ejemplo es tomado de PAEzZ, Op.cit. P.50, en donde esté como ejercicio propuesto.
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3.4.2. Etapa 2

Hasta ahora hemos visto como usar los arboles de verdad para determinar
si una fémula en LP es o no una tautologia, asi como para saber si un
conjunto de formulas en LP es o no consistente. Aqui por otra parte veremos
la aplicacion mas importante de los arboles de verdad y esta no es mas que la
determinacién de la validez o correccién de un argumento?. Primero veremos
cuando un argumento es correcto o valido en LP para después y con ayuda
de dicho resultado y de la traducciéon de enunciados del lenguaje comun a
LP, establecer a traves del método de los arboles de verdad si un argumento
dado en el idioma espanol es o no correcto.

3.4.2.1. Aplicaciéon del método de los arboles de verdad para ar-
gumentos en LP

Antes vimos (ver pdgina 33) que un argumento de LP es semanticamente
valido en LP si y sélo si no existe ninguna valuaciéon bajo la cual todas las
premisas sean verdaderas y la conclusion sea falsa. Definiremos la validez de
u argumento en términos de los arboles de verdad asi:

Definicién 3.13. Un argumento de LP es semdnticamente vdlido en
LP si y solo si el conjunto que contiene las premisas y la negacion de la
conclusion tiene un drbol de verdad cerrado.

[lustraremos ésta definicén con dos ejemplos. En el primero queremos
determinar si el siguiente argumento es semanticamente valido:

(FpV —q) = (rAs))
—(r As)

9En principio validez y correccién no tendrian que ser sinénimos, ya que una se refiere
al aspecto sintactico y la otra al aspecto seméntico de un argumento, sin embargo, para
LP dicha sinonimia quedé establecida con el teorema de completitud de Goédel. Para mas
informacién véase Garrido, Op.cit. P.325-368
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Para determinar si el argumento es semanticamente vélido, creamos el
conjunto que contiene a las premisas y a la negacién de la conclusion:
{((=pV —q) = (rAs)),=(=pVq),~(rAs)}

Aunque la conclusion sea una negacién, debemos volver a negarla. Construi-
remos un arbol de verdad para este conjunto:

1. ((pvq)—(ms))
2. “(pvq)

3. (sat)”

4. (sAt)”

9 S

6. T

7 ~mp

8. g

9 p

10. 7(TpVvq) As)’
11. r
12. s

Como lo que nos interesa es saber si el arbol que construimos es abierto
o cerrado podemos detenernos en este punto, ya que la rama que contiene
a ‘t’ es una rama abierta completa. Entonces el arbol es abierto, asi que el
argumento es semanticamente invalido.
Consideremos ahora otro argumento de LP:

(p—(qVvr)
((-r VvV $)A (s — —s))

(pNq)

Para determinar si el argumento es seméanticamente vélido, creamos el
conjunto que contiene a las premisas y a la negacién de la conclusion:

{((p—=(qvr),=(=pVaq),(=rVs)A(s = =s)),~(pAg)}
Construiremos el arbol de verdad para el conjunto:
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1 (PA(qVr)) MC
2. (("rvs)a(s—s)) MC
3. a(pag)” MC
4 p 1(A)
5. (qvr)’ 1(A)
6. (Arvs)" 2(A)
7 (5=7s)" 2(A)

8. -p/\;\ 3(-n)

9. q r 5(V)
=
10. s 6(V)
=
1. s -5 ?[_,],
= =

El arbol es cerrado. Por lo tanto el argumento es semanticamente valido.

3.4.2.2. Aplicacion del método de los arboles de verdad para ar-
gumentos en espanol

Veamos si el siguiente argumento es o no correcto:

Un gas denso (clorhidrico) se introduce en un frasco y sobre él se coloca
un frasco que contiene un gas de menor densidad (amonidco). Si los gases
se mezclan por difusion, entonces el clorhidrico ha subido y el amonidco ha
descendido. Si el clorhidrico ha subido y el amonidco ha descendido, enton-
ces el movimiento de los gases es opuesto al originado por la gravedad. Si el
moviento de los gases es opuesto al originado por la gravedad, entonces el
movimiento ha de ser debido al movimiento molecular. Por tanto, el movi-
miento ha de ser debido al movimiento molecular?®.

0 ALONSO,E., Introduccion a la l6gica moderna, segunda edicién, intervencién cultutal,
Espana, 2003. Pag.59
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Bien, aqui veremos como el método de los arboles de verdad nos ayuda a
responder dicha pregunta. Resolveremos dicha pegunta diviendo la solucion
en dos partes: En la primera observaremos el uso de las indicaciones dadas
en la etapa 1 y en la segunda parte usaremos las indicaciones dadas en la
primera parte de la etapa 2 y que corresponde a la aplicacion del método de
los arboles de verdad para argumentos en LP:

Primera parte: etapa 1

1. Presentemos el argumento de tal manera que diferenciemos las premisas
de la conclusion:

Si los gases se mezclan por difusion, entonces
el clorhidrico ha subido y el amoniaco ha descendido.
Premisas Si el clorhidrico ha subido y el amoniaco ha descendido, entonces
el movimiento de los gases es opuesto al originado por la gravedad.
Si el movimiento de los gases es opuesto al originado por la gravedad,
entonces el movimiento ha de ser debido al movimiento molecular.

Conclusién El movimiento ha de ser debido al movimiento molecular.

2. Ahora pasamos a traducir todos los enunciados simples a LP:

= p: los gases se mezclan por difusion

q: el gas clorhidrico ha subido

r: el gas amoniaco ha descendido

p1: el movimiento de los gases es opuesto al ariginado por la gra-
vedad

= ¢;: el movimiento de los gases ha de ser debido al movimiento
molecular

3. Asi pues el argumento traducido a LP presentando de tal forma que
las premisas se diferencien de la conclusién sera:

(p— (gAT))
((gAT) = p1)
(pl — ql)

q1

64



Segunda parte: etapa 2

Para determinar si el argumento es seméticamente valido, creamos el
conjunto que contiene a las premisas y a la negacién de la conclusion:
{(lp—=(gAr),~(=pVaq),((gAr) = p1),(P1 = @, "¢}

Construyamos ahora el arbol de verdad para este conjunto:

1 (p—(qar))’ MC
2 ((qar)—p4) mcC
3. (Pr—q4) mC
5. P (ar) 1=)
6. q 5(A)
7 5(A)
8. ~(qar)’ f (qAr) /P:r\ 3(=)
9. P 1 P qr 4-=)
10 g r 8(7n)

El arbol es abierto, asi que el argumento es semanticamente invalido. El
arbol nos muestra que es posible extraer varios contraejemplos al argumento,
es decir, valuaciones bajo las cuales las premisas y la negacién de la con-
clusién sean verdaderas. Todas las valuaciones que cumplen dicha condicién

son: V(q)=F, V(p)=F, V(r)=V V(q)=F y V(p1)=V.

V(g)=F, V(p)=F, V(r)=V V(q)=F y V(p:1)=F.

V(g)=F, V(p)=F, V(r)=F V(q)=F y V(p1)=V

V(g)=F, V(p)=F, V(r)=F V(q:)=F y V(p1)=

V(g)=F, V(p)=F, V(r)=V V(q)=F y V(p))=V

V(g)=V, V(p)=F, V(r)=V V(q)=F y V(p1)=V.

V(g)=F, V(p)=F, V(r)=V V(q)=F y V(p:1)=F.

Ahora bien, puesto que cada valuacion puede interpretarse como un “mun-
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do” posible, cabe la pregunta, ;cual de esos ocho mundos que invalidan el
argumento es el nuestro?. Ya que el valor de verdad de cada uno de los enun-
ciados que se dan en el argumento se determina por la experiencia, entonces
el docente que dicta logica podia ponerse de acuerdo con los alumnos y con
el profesor que imparte la materia de quimica y reproducir la experiencia en
el laboratorio de la escuela y asi determinar cual es la situacién que ocurre
en la realidad que conocemos (si es que hay otras realidades).

Tomemos ahora un argumento mas cercano a la cotidianidad y que lo
hizo famoso el griego Bias:

O te casas con una mujer hermosa o te casas con una fea. Si es hermosa, la
compartirds con otros. Si es fea, serd un castigo. Pero ninguna de estas cosas es
deseable. Luego no te cases'!

Frente a argumentos de este tipo nos podemos sentir tentados a ver si es

correcto mirando el significado de los términos incluidos en el mismo, eso por-
que la mayoria sino todos nos son familiares, pero ante esto hay que recodar
que un argumento es o no valido de acuerdo a su forma y no al significado
de los términos involucrados en el mismo.
El procedimiento para determinar la validez del argumento es similar el mis-
mo al presentado anteriormente por lo cual la estructura para resolverlo
sera la misma cambiando el contenido de cada paso, a este tipo de solu-
ciones a un problema determinado se le denomina algoritmicas, una de las
caracteristicas fundamentales de este tipo de solucién es implica en princi-
pio una seguridad absoluta. Con lo cual el método de los arboles de verdad
se convierte en una poderosisima arma para enfrentar el problema bastante
comun de determinar si lo que leemos o escribimos, es coherente. A continu-
ciéon mostramos la solucién al problema de la correccién del argumento que
hizo famoso Bias:

Primera parte: etapa 1

1. Presentemos el argumento de tal manera que diferenciemos las premisas
de la conclusion:

1 GARRIDO, Op.Cit. p.65.
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O te casas con una mujer hermosa o te casas con una fea.
Si es hermosa, la compartiras con otros.

Premisas Si es fea, sera un castigo.
Ninguna de estas cosas es deseable
Conclusion No te cases.

2. Ahora pasamos a traducir todos los enunciados simples a LP:

= p: Te casas con una mujer bonita
= ¢: Te casas con una mujer fea

= 7: Compartirds tu mujer con otros
= pi: Seras castigado

= ¢;: Te casas

3. Asi pues el argumento traducido a LP presentando de tal forma que
las premisas se diferencien de la conclusién sera:

Segunda parte: etapa 2

Para determinar si el argumento es seméticamente valido, creamos el
conjunto que contiene a las premisas y a la negacién de la conclusion:

{(r = (pV @), (g = p1)), (g = p1)), (=r A=p1), 7=gr }
Construyamos ahora el arbol de verdad para este conjunto:
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1. (q—(pvq)) Mc
2. (p—r1) MC
3. (q—p1) MC
4. (A7)’ MC
3 g, MC
6. q4 5(77)
I8 r 4(A)
8. Py 4(A)
0 MAN 10
10. - r 2(—)
/P\ x
11. /-K ps 3(—)
x
12 p q 9(v)

X X

El arbol es cerrado, asi que el argumento es semanticamente valido. Si por
mas chocante que pueda parecerle a un amante del matrimonio, el argumen-
to de Bias es valido, pero entendamos bien lo que significa validez, empece-
mos diciendo que el hecho de que un argumento sea vélido no quiere decir
que las premisas sean verdaderas, es decir, el argumento de Bias puede ser
muy valido, pero eso no quiere decir que si me caso con una mujer hermo-
sa,neceariamente tendré que compartirla. Tampoco que un arguemnto sea
correcto significa que la conclusion sea necesariamente cierta, una persona
puede oir dicho argumento e incluso saber que es correcto y sin embargo di-
cha persona termine casandose. Lo que Si significa que argumento sea valido
es que si acepto la validez de las premisas, tengo que necesariamente aceptar
la validez de la conclusion.

Como vimos ya sea un argumento tomado de la ciencia o uno tomado
del lenguaje comun, el método de los arboles de verdad son una herramienta
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suficiente para determinar si dichos argumentos son o no correctos. Con lo
cual el aprender a usar dicho método seréd de gran ayuda tanto para estudiar la
obra intelectual que otro haya hecho, como para construir la obra intelectual
nuestra.
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4

CONCLUSIONES Y
RECOMENDACIONES

4.1.

1.

Conclusiones

Se usé el método de los arboles de verdad de la l6gica proposicional
bivalente para determinar cuando una féormula es una tautologia, cuan-
do una férmula es una contradiccion y finalmente cuando una férmula
es una férmula seménticamente indeterminada, valiéndome de ejmplos
que iban desde los mas simples a los mas complejos.

Se Mostré como se formalizan enunciados del lenguaje cotidiano y su
relacion con expresiones del lenguaje de la logica formal proposicional
bivalente. Para esto utilicé argumentos tomados ya de la ciencia, ya del
lenguaje comun.

Empleando dos argumentos dados en el lenguaje natural, tomados uno
de las ciencias naturales y el otro de la literatura se corregieron a partir
del uso del método de los arboles de verdad para el lenguaje de la légica
proposicional bivalente.

. Al corregir un argumento lo que se busca es establecer es que si se

cumple la condicién de que la conclusion se siga necesariamente de las
premisas, es decir, se busca verificar que si aceptamos a las premisas
como verdaderas, tendremos que aceptar a la conclusién como verda-
dera de manera obligatoria. Ahora bien, en la media bésica se ensena
(cuando se hace)que esta verificacién se lleva a cabo confeccionando
una tabla de verdad, ya que las férmulas de la légica proposicional bi-
valente son veritativo-funcionales, esto es, dependen de los valores de
verdad que se le asignen a las formulas atémicas que componen a dichas
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formulas de la 16gica proposicional bivalente. De hecho el que las tablas
hagan explicita esa propiedad veritativo-funcional de las férmulas es su
mayor virtud y lo que hace que su uso se vuelva engorroso cuando haya
mas de tres formulas atomicas. En esta monografia usé el método de
los arboles de verdad para corregir el siguiente argumento.

(p—(gAT))
((gAT) = p1)
(pl — Q1)

q1

En dicho argumento (al que nombraré A) hay cinco féormulas atémicas (p;
q; 73 p1; 1) y si se asignan dos valores de verdad a cada una de ellas (V o F),
se tendrfa que construir una tabla de al menos nueve columnas y 2° = 32 filas,
cuestién muy engorrosa, que harfa (dado su tamano) que por una parte quien
la realice en determinado momento olvide que lo que busca es «ver» la ilacién
l6gica entre premisas y conclusiéon y crea que lo que busca es sélo llenar dicha
tabla y por otra que en los estudiantes cause una gran frustracion, al ver que
con todo después de llenarla, haya una equivocacion la cual es muy dificil
de rastrear ya que hay tantas filas y columnas que es necesario un examen
exhaustivo para saber donde reside la falla. Como vimos en este trabajo se
soluciona ambos problemas ya que por usar diagramaciones de arbol se mira
de manera grafica la ilacién de premisas y conclusién, no causando que en la
elaboracion del arbol se provoque el olvido del objeto por el cual se esté rea-
lizando, y en vez de frustracion, el encontrar un error llevaria al estudiante a
recorrer las distintas ramas «viendo» como se sigue logicamente la descom-
posicién de una férmula en sus féormulas atomicas. Ademas la simplicidad se
hace patente ya que como se vid, en esta monografia se confecciond un arbol
de diez filas y siete ramas para la correccion del argumento A. De otro lado,
puesto a que muchos de los licenciados en mateméatica encargados de impartir
la 1égica en la basica media se les ensena de forma exclusiva el método de las
tablas de verdad, considero (puesto que no fue posible poner en practica la
propuesta mientras escribi estas lineas)que como se organiza la propuesta es
ideal para que el profesor que se decida a ponerla en practica y no conozca
el método de los arboles de verdad se vaya apropiando del mismo a medida
que lo va introduciendo en sus clases.
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4.2.

1.

Recomendaciones

A los docentes que no manejan el método de los arboles de verdad se
les recomienda en un principio, un especial estudio de la parte de las
definiciones de las propiedades seménticas en términos de los arboles
de verdad, ya que es aqui donde radica la novedad del método y la que
garantiza que su uso permite «ver» la ilacion logica entre premisas y
conclusion.

Antes de la aplicacion de la propuesta debera recordarle a sus estu-
diantes nociones bésicas de la teoria ingenua de conjuntos, tales como:
conjunto unitario y conjunto vacio ya que son esenciales para poder
entender las definiciones que se hacen de las propiedades semanticas en
términos de los arboles de verdad.

El método se puede introducir primero como alternativa de las tablas
de verdad, en los casos de formulas sencillas que contengan dos férmulas
atomicas acompanado de algo de la historia del método y como en un
principio se creo como forma sistematica de encontrar contraejemplos
y después pasé a convertirse en una manera de obtener propiedades
semanticas, para que asi el estudiante vea como ha ido evolucionando
nuestro conocimento acerca de la logica, a proposito de esto, los libros
que referencié en la bibliografia contienen muchos datos historicos que
seran de gran ayuda.

Por ultimo se recomienda que en trabajos posteriores se lleve a cabo
la aplicacién de la propuesta dada en esta monografia, con motivo de
establecer criterios claros de evaluacion, ya que con la informacion con
que se cuenta no es muy razonable proponer alguna forma de evaluar.
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