




Capítulo4. Modelo Matemático

donde Va es el volumen de la cámara de la cámara A, Ae es el área del émbolo, x es el

desplazamiento del émbolo y xar = Var
Ae

, donde Var es el volumen remanente comprendido

entre el émbolo y la tapa del cilindro cuando x = 0.

Figura 4.9: Cilindro neumático

De igual manera, aplicando el principio de conservación de masa, la ecuación de flujo de

masa en el volumen de control comprendido en la cámara B del actuador, se define como:

ṁb = −d (�bVb)

dt
= −d [�bAe (L− x+ xbr)]

dt
= −Ae

[
−�b

dx

dt
+ (L− x+ xbr)

d�b
dt

]
(4.24)

o bien,

ṁb = −Ae
[
− Pb
RTb

dx

dt
+

(L− x+ xbr)

nRTb

dPb
dt

]
(4.25)

donde L es la carrera del cilindro y xbr = Vbr
Ae

, donde Vbr es el volumen remanente entre el

émbolo y la tapa del cilindro cuando x = L.

4.6.2. Dinámica del Émbolo

El émbolo es la parte del cilindro que se desplaza debido a la interacción de las diferentes

fuerzas que actúan sobre él. Además, está sometido a fuerzas de impacto en los finales de

carrera del cilindro. Considerando los diagramas de cuerpo libre de la figura 4.10 y aplicando

la segunda ley de Newton, la ecuación dinámica del émbolo se expresa como:

meẍ =

⎧⎨⎩ Ae(Pa − Pb)− Ff − Fl − Fi si x < 0 o x > L

Ae(Pa − Pb)− Ff − Fl si 0 ≤ x ≤ L
(4.26)
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donde Ae(Pa − Pb) es la fuerza efectiva en el émbolo debido a la diferencia de presiones en

las cámaras A y B del cilindro,me es la masa del émbolo (incluido el carro del cilindro), Fl es

la fuerza de la carga externa, Ff es la fuerza de fricción (seca & viscosa) y Fi es la fuerza de

impacto en los extremos.

Figura 4.10: Dinámica del émbolo

Para modelar la fuerza de impacto se recurre al modelo clásico basado en la teoría elasto-

plástica de los materiales [60]:

Fi =

⎧⎨⎩ kex+Beẋ si x < 0

ke(x− L) +Beẋ si x > L
(4.27)

donde ke es la constante de rigidez equivalente yBe es el coeficiente de amortiguación equiv-

alente.

La fricción del sistema esta representada por el modelo de LuGre [35, 36], descrito por la

ecuación:

dz

dt
= v − �0∣v∣

g(v)
z

Ff = �0z + �1(v)
dz

dt
+ f(v)

(4.28)

Para el servomecanismo neumático el modelo de fricción se parametriza de tal forma que

g(v) = Fc + (Fs − Fc)e
−
(
v
vs

)2
, �1(v) = �1 y f(v) = Bv.
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4.7. Dinámica de la Presión en el Sistema

Teniendo en cuenta que la presión y la temperatura del aire son uniformes en los difer-

entes volúmenes de control del servosistema, el modelo de la dinámica de la presión se de-

duce a partir de la combinación de las diferentes ecuaciones de flujo. De las ecuaciones de

flujo (4.5) y (4.20) se obtiene:

ṁa = ṁs1 − ṁ5 −
Vm1

nRTa

dPa
dt

(4.29)

reemplazando esta última ecuación en (4.23), se obtiene la ecuación para el cambio de la

presión en la primera rama del sistema como:

dPa
dt

=
n

x+ xar +
Vm1
Ae

[
RTa
Ae

(ṁs1 − ṁ5)− Pa
dx

dt

]
(4.30)

La temperatura del aire se puede expresar como:

Ta = Ta0

(
Pa
Pa0

)n−1
n

(4.31)

donde Pa0 y Ta0 son los estados iniciales de la presión y temperatura en la cámara A, respec-

tivamente. Puesto que dx
dt = v, por lo tanto la ecuación dinámica para la presión del aire en

la cámara A se expresa como:

dPa
dt

=
n

x+ xar +
Vm1
Ae

⎡⎣RTa0P n−1
n

a (ṁs1 − ṁ5)

AeP
n−1
n

a0

− Pav

⎤⎦ (4.32)

De igual manera, combinando las ecuaciones (4.4) y (4.21) se obtiene:

ṁb = −ṁs2 + ṁ3 −
Vm2

nRTb

dPb
dt

(4.33)

Al reemplazar la anterior ecuación en (4.25) y expresando la temperatura en función de la

presión en un proceso politrópico, la ecuación dinámica para la presión del aire en la cámara

B se define como:

dPb
dt

=
n

L− x+ xbr +
Vm2
Ae

⎡⎣−RTb0P n−1
n

b (ṁ3 − ṁs2)

AeP
n−1
n

b0

+ Pbv

⎤⎦ (4.34)
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donde Pb0 y Tb0 son los estados iniciales de la presión y temperatura en la cámara B, respec-

tivamente.

4.8. Representación del Modelo

Con el fin de realizar el análisis y la simulación del sistema, la representación mas indi-

cada es la ecuación de estado para un sistema dinámico autónomo, definida por:

ẋ = f(x,u), x(t0) = x0 (4.35)

donde x ∈ ℜn es el vector de estados en el tiempo t, u ∈ ℜm es el vector de entradas y

f : ℜn 7→ ℜn es el vector de campo. Puesto que el vector de campo no depende explícitamente

del tiempo, el tiempo inicial siempre se toma como t0 = 0. Por lo tanto, con x1 = Pa, x2 = Pb,

x3 = x, x4 = v, x5 = z, el modelo matemático del sistema se define como:

ẋ1 = f1(x1, x3, x4, u) = n

x3+xar+
Vm1
Ae

[
kAx

n−1
n

1 ṁ4(Ps, Ts,
x1
Ps
, P0
x1
, u)− x1x4

]
(4.36)

ẋ2 = f2(x2, x3, x4, u) = n

L−x3+xbr+
Vm2
Ae

[
−kBx

n−1
n

2 ṁ2(Ps, Ts,
x2
Ps
, P0
x2
, u) + x2x4

]
(4.37)

ẋ3 = f3(x4) = x4 (4.38)

ẋ4 = f4(x1, x2, x4, x5) =
Ae (x1 − x2)− Ff (x4, x5)− Fi

me
(4.39)

ẋ5 = f5(x4, x5) = x4 −
�0∣x4∣
g(x4)

x5 (4.40)

donde

Ff (x4, x5) = �0x5 + �1

(
x4 −

�0∣x4∣
g(x4)

x5

)
+Bx4

y

kA =
RTao

AeP
n−1
n

ao

kB =
RTbo

AeP
n−1
n

bo

4.9. Resumen

En este capítulo se ha desarrollado paso a paso el modelado matemático de un servosis-

tema neumático de posicionamiento. El modelo matemático está compuesto principalmente
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por cinco (5) ecuaciones diferenciales no-lineales:

† Dos ecuaciones que describen la dinámica de la presión en las cámaras del cilindro,

involucrando el fenómeno de la compresibilidad del aire.

† Dos ecuaciones que describen la dinámica del émbolo, expresada en términos de su

velocidad y aceleración.

† Una ecuación que describe el comportamiento de una variable de la fricción en el cilin-

dro, expresada en el modelo dinámico de fricción de LuGre.

Estas ecuaciones presentan términos que pueden generar en el sistema características de

no-linealidades, ocasionando posiblemente la presencia de fenómenos como ciclos límites,

deslizamiento, bifurcaciones e incluso caos [61, 62, 63, 64].
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Capítulo 5

Identificación del Servosistema

Neumático

LA FINALIDAD DE ESTE CAPITULO es explicar la estimación de los diferentes parámetros

físicos que intervienen en el comportamiento del servomecanismo neumático de posi-

cionamiento, los cuales son necesarios para la validación de su modelo matemático.

La identificación de estos parámetros se realiza mediante técnicas experimentales y se

enfoca principalmente en las características estáticas de la válvula proporcional de vías y en

los parámetros de fricción del cilindro neumático.

5.1. Características Estáticas de la Válvula Proporcional

Las características en estado estable vienen en las fichas técnicas de cada válvula. Gen-

eralmente se utilizan para comparar las propiedades de diferentes válvulas y seleccionar

una válvula adecuada para una determinada aplicación. La válvula proporcional MPYE-5-

1/8-010B presenta características en estado estable conocidas como función caudal-señal y

función presión-señal.

5.1.1. Función Caudal-Señal

Esta característica se determina experimentalmente mediante el montaje mostrado en la

figura 5.1 tanto para el puerto de trabajo 4 como para el puerto de trabajo 2.

La señal de entrada u se ajusta en diferentes valores de acuerdo a cada uno de los sentidos
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Figura 5.1: Montaje para determinar la función caudal-señal en el puerto de trabajo 4

de flujo, obteniéndose así un caudal1 resultante para cada valor de u. Es importante tener en

cuenta que la diferencia de presiones entre la presión de suministro y la presión a la salida

del puerto de trabajo debe mantenerse mediante la manipulación de las válvulas reguladoras

de caudal en 1 bar, por lo que en la práctica se recomienda trabajar con 6 bar en el suministro

y 5 bar a la salida de cada puerto de trabajo.

En la figura 5.2 se muestra la función caudal-señal para la válvula proporcional, obtenida

para una presión de suministro Pu = 5 barman y una presión a la salida de los puertos de

trabajo Pd = 4 barman.

Figura 5.2: Función caudal-señal de la válvula proporcional

1Expresado en Nm3/min o en Nl/min

67



Capítulo5. Identificación del Servosistema Neumático

Con esta característica de la válvula se puede establecer:

† La válvula se cierra en su posición media, donde el flujo de aire es casi nulo.

† El caudal aumenta a medida que se incrementa la apertura de la válvula, a partir de su

posición media.

5.1.2. Función Presión-Señal

Para determinar la función presión-señal, se conecta un sensor de presión en cada puerto

de trabajo de la válvula proporcional (véase la figura 5.3). La señal de entrada u, se varía en

todo su rango de valores y se sensan las presiones resultantes en cada puerto de trabajo. Por

lo tanto, la función presión-señal consta de dos curvas características.

Figura 5.3: Montaje para determinar la función presión-señal

En la figura 5.4 se muestra la función presión señal de la válvula proporcional obtenida

para una presión de suministro Ps = 5.78 barabs.

La configuración en la parte central de de la función presión-señal tiende a clasificar

la válvula proporcional como sobretraslapada (solapamiento positivo). El sobretraslape es

generalmente utilizado en este tipo de válvulas con el fin de evitar fugas y por lo tanto evitar

un elevado consumo de energía. El punto de corte de las dos curvas indica la posición media

de la corredera de la válvula y corresponde para un valor de la señal de entrada u0 ≈ 5.06V .

Las presiones en este punto son P2 = P4 ≈ 4.358 barabs, tal como se indica en la figura 5.5.
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Figura 5.4: Función presión-señal

Figura 5.5: Posición media de la corredera

Ganancia de Presión, kp

La ganancia de presión se define como la pendiente en el origen de la curva de presión

diferencial Δp = P4 − P2 [7], es decir en la posición central de la corredera de la válvula. Por

lo tanto, la ganancia de presión se puede calcular como:

kp =
dΔp

du
(5.1)

La figura 5.6 muestra la curva de presión diferencial P4 − P2 de la válvula proporcional.
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Puesto que la posición media de la corredera está dada para un voltaje u0 = 5.06V , entonces,

la ganancia de presión se calcula al rededor del punto (u0,Δp0) = (5.06 V, 0 bar), la cual es

aproximadamente kp ≈ 3.448 bar/V .

Figura 5.6: Curva de presión diferencial de la válvula

5.2. Area Relativa y Relaciones de Flujo de Masa

Estos parámetros deducidos en el capítulo 4, son determinados experimentalmente me-

diante técnicas en estado transitorio de presurización y despresurización de un tanque de

volumen conocido. Este tanque es conectado a cada uno de los puertos de trabajo de la

válvula. En cada prueba se sensa la variación de la presión en el tanque, Pt, con respecto

al tiempo. El montaje utilizado se muestra en la figura 5.7, donde el tanque de pruebas es-

tá conectado al puerto de trabajo 4 y la salida del puerto de trabajo 2 está bloqueada. De

igual manera, para el puerto de trabajo 2, el montaje se realiza conectando este puerto con el

tanque de pruebas y bloqueando la salida del puerto de trabajo 4.

5.2.1. Curvas de Presurización

Para obtener esta curvas se realiza el siguiente procedimiento:

1. Se realiza el montaje de la figura 5.7 para el puerto de trabajo 4, tomando para este

montaje como presión de suministro 5 barman.
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Figura 5.7: Montaje para determinación de área relativa y relaciones de flujo de masa

2. Para obtener la presión inicial en el tanque de pruebas (presión atmosférica P0), se

aplica a la válvula un voltaje adecuado uap.

3. A partir del voltaje uap, se aplica un serie de voltajes ui, en el rango [4.2, 10] V .

4. Para cada voltaje aplicado se sensa la variación de la presión en el interior del tanque,

Pt.

5. Para el puerto 2 se realizan los pasos 1 a 4 con la variante en el paso 3 donde los

voltajes aplicados se encuentran en el rango [0, 5.8] V .

En la figura 5.8 se muestran dos curvas características de presurización para los puertos de

trabajo 4 y 2.

La figura 5.8(a) muestra las curvas de despresurización en el puerto de trabajo 4 para tres

voltajes diferentes. Se puede observar que a medida que el voltaje aplicado ui aumenta en

el intervalo [4.2, 10] V , el comportamiento transitorio de la presión dentro del tanque es más

rápido, o sea el aire se presuriza más rápidamente. Además, a mediada que el voltaje aumen-

ta, la presión en estado estacionario dentro del tanque tiende a alcanzar el valor de la presión

de suministro Ps. Este comportamiento se presenta por que al aplicar un voltaje creciente en

dicho intervalo la corredera de la válvula se desplaza positivamente de tal forma que au-

menta la apertura del orificio de suministro hacia la cámara 1 de la válvula y disminuye a la

vez la apertura del orificio de escape 5 (véase la figura 4.3), de esta manera, la restricción en

el flujo de aire por el orificio de entrada se hace menor, traduciéndose en mayor velocidad

de respuesta transitoria en la presión dentro del tanque, a su vez el flujo de aire de escape
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(a) (b)

Figura 5.8: Curvas de presurización. (a) Puerto de trabajo 4 ; (b) Puerto de trabajo 2

disminuye y por consiguiente el estado estacionario de la presión dentro del tanque tiende

a alcanzar el valor de la presión de suministro. De otro lado, cuando se conecta el tanque

al puerto de trabajo 2, la presión del aire dentro del tanque presenta un comportamiento

distinto al exhibido en el puerto de trabajo 4, ya que a medida que aumenta el voltaje en

el intervalo [0, 5.8] V , el comportamiento transitorio de la presión dentro del tanque es más

lento y el valor de estado estacionario de la presión dentro del tanque se aleja por debajo del

valor de la presión de suministro, tal como se muestra en la figura 5.8(b). Esto se debe a que

la corredera de la válvula al desplazarse positivamente disminuye la apertura del orificio de

suministro hacia la cámara 2 de la válvula ocasionando que la presurización del aire sea más

lenta, a su vez el desplazamiento de la corredera aumenta la apertura del orificio de escape

3 lo cual produce que la presión en estado estacionario se aleje por debajo de la presión de

suministro.

5.2.2. Curvas de Despresurización

La obtención de estas curvas se realiza mediante el siguiente procedimiento:

1. Se realiza el montaje de la figura 5.7 para el puerto de trabajo 4, con una presión de

suministro de 5 barman.

2. Para obtener la presión inicial en el tanque de pruebas (presión de suministro Ps), se

aplica a la válvula un voltaje adecuado uad.
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3. A partir del voltaje uad, se aplica un serie de voltajes ui, en el rango [0, 5.5] V .

4. Para cada voltaje aplicado se sensa la variación de la presión en el interior del tanque,

Pt.

5. Para el puerto 2 se realizan los pasos 1 a 4 con la variante en el paso 3 donde los

voltajes aplicados se encuentran en el rango [4.5, 10] V .

La figura 5.9 muestra dos curvas características de despresurización para los puertos de tra-

bajo 4 y 2.

(a) (b)

Figura 5.9: Curvas de despresurización. (a) Puerto de trabajo 4 ; (b) Puerto de trabajo 2

La figura 5.9(a) muestra las curvas de despresurización en el puerto de trabajo 4 para tres

voltajes diferentes. Según esta figura, al ser incrementado el voltaje aplicado ui en el inter-

valo [0, 5.5] V , el aire del tanque se despresuriza en forma más rápida. También se puede

observar que al aumentar el voltaje aplicado, el estado estacionario de la presión del aire se

aleja por arriba del valor de la presión atmosférica P0. Este comportamiento se explica por

que al aplicar un voltaje creciente en dicho intervalo la corredera de la válvula se desplaza

positivamente, disminuyendo la apertura el orificio de escape 5, lo cual hace que la descarga

de aire hacia la atmósfera sea más lenta, a su vez aumenta la apertura del orificio de sumin-

istro de aire hacia la cámara 1 de la válvula ocasionando que haya una entrada de aire que

se mantendrá a una presión mayor que la atmosférica. Por otra parte, al conectarse el tanque

de pruebas al puerto de trabajo 2, el comportamiento del aire al despresurizarse presenta
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un comportamiento diferente al del puerto de trabajo 4, puesto que al incrementar el voltaje

aplicado ui en el intervalo [4.5, 10] V , las curvas de despresurización se vuelven más rápidas

y tienden a alcanzar en estado estacionario el valor de la presión atmosférica, tal como lo

indica la figura 5.9(b). Esto se debe a que la corredera de la válvula al desplazarse positi-

vamente aumenta la apertura del orificio de escape 3 ocasionando que la despresurización

del aire sea más rápida, a su vez el desplazamiento de la corredera disminuye la apertura

del orificio de suministro hacia la cámara 2 de la válvula lo cual produce que la presión en

estado estacionario se aleje por arriba de la presión atmosférica.

5.2.3. Determinación de los Parámetros de Área Relativa y Relaciones de Flujo

de Masa

A partir de las curvas de presurización y despresurización es posible determinar los

parámetros Ar4(u), �4(u), �4(u), Ar2(u), �2(u) y �2(u) aplicando la técnica de optimización

no-lineal de mínimos cuadrados (véase el apéndice A), con la cual se ajustan los datos ex-

perimentales a los datos teóricos obtenidos mediante las ecuaciones:

dPt
dt

=
nRTt
Vt

[
Ar4(u)�4(u)f

(
Ps, Ts,

Pt
Ps

)
−Ar4(u)�4(u)f

(
Pt, Tt,

P0

Pt

)]
(5.2)

dPt
dt

=
nRTt
Vt

[
Ar2(u)�2(u)f

(
Ps, Ts,

Pt
Ps

)
−Ar2(u)�2(u)f

(
Pt, Tt,

P0

Pt

)]
(5.3)

donde Vt es el volumen contenido en el tanque de pruebas (incluido el volumen del tubo

plástico y el de la cámara interna de la válvula), Pt y Tt son la presión y la temperatura

dentro del tanque de pruebas, respectivamente. El proceso termodinámico teórico que más

se aproxima a los casos reales de presurización y despresurización es el proceso isotérmico

(n = 1). Las ecuaciones (5.20) y (5.21) se simularon teniendo en cuenta las condiciones en las

que se realizaron las pruebas experimentales, éstas son: Ps = 5.797 barabs, Ts = 295 K, P0 =

0.797 barabs, T0 = 295 K y Vt = 1.554 lit. La figura 5.10 muestra dos curvas experimentales

características de la variación de la presión en el tanque de pruebas conectado al puerto de

trabajo 4, para procesos de presurización y despresurización, y sus correspondientes curvas

teóricas obtenidas mediante simulación numérica con los parámetrosAr4p , �4p ,�4p ,Ar4d , �4d

y �4d , obtenidos mediante la técnica de optimización no-lineal de mínimos cuadrados.

El error entre las curvas teóricas y experimentales se obtiene mediante:
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(a) (b)

Figura 5.10: Ajuste de curvas para puerto 4, (a) Presurización, u = 5.5 V ; (b) Despresur-

ización, u = 4.3 V

erms =

√√√⎷ 1

n

n∑
i=1

(Psim − Pexp)2 (5.4)

donde n es el número de datos de una muestra.

La figura 5.11 muestra dos curvas experimentales características de la variación de la pre-

sión en el tanque de pruebas conectado al puerto de trabajo 2, para procesos de presurización

y despresurización, y sus correspondientes curvas teóricas obtenidas mediante simulación

numérica con los parámetros Ar2p , �2p ,�2p , Ar2d , �2d y �2d .

La tabla 5.1 indica los errores promedio de las curvas teóricas de presurización y despresur-

ización frente a los datos experimentales, calculados para los dos puertos de trabajo.

Puerto ērmsp , bar ērmsd , bar

4 1.13× 10−5 3.56× 10−5

2 2.5× 10−5 6.02× 10−5

Cuadro 5.1: Errores promedio de curvas teóricas frente a datos experimentales

Como se puede observar en la tabla 5.1, el error en los procesos de despresurización es mayor

que en los procesos de despresurización. Esto se debe a que en los procesos despresurización
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(a) (b)

Figura 5.11: Ajuste de curvas para puerto 2 ; (a) Presurización, u = 4.7 V ; (b) Despresur-

ización, u = 5.8 V

la temperatura del aire experimenta un mayor cambio que en los procesos de presurización,

haciendo que el modelo difiera un poco más, puesto que en él se considera que la temper-

atura del aire se mantiene constante [1].

5.2.4. Relación de las Áreas Relativas y Relaciones de Flujo de Masa con el Com-

portamiento Transitorio y de Estado Estacionario de la Presión dentro del

Tanque de Pruebas

A partir de las ecuaciones (5.20) y (5.21) se puede deducir que los parámetros Ars1(u) =

Ar4(u)�4(u), Ars2(u) = Ar2(u)�2(u), Ar5(u) = Ar4(u)�4(u) y Ar3(u) = Ar2(u)�2(u) están

directamente relacionados con el estado transitorio de las curvas de variación de la presión

dentro del tanque de pruebas. Para los procesos de presurización, la rapidez de aumento

de la presión en el tanque de pruebas es creciente con Ars1(u) y Ars2(u) para los puertos de

trabajo 4 y 2, respectivamente, y es decreciente con Ar5(u) y Ar3(u). Para los procesos de

despresurización, la rapidez de caída de presión dentro del tanque de pruebas es creciente

con Ar5(u) y Ar3(u) y decreciente con Ars1(u) y Ars2(u).

La presión dentro del tanque en estado estacionario depende de los parámetros �4(u),

�4(u), �2(u) y �2(u). Tanto para los procesos de presurización como de despresurización,
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la presión dentro del tanque en estado estacionario es creciente con �4(u) y �2(u) para los

puertos de trabajo 4 y 2, respectivamente, e decreciente con �4(u) y �2(u) puesto que �4(u) =

1− �4(u) y �2(u) = 1− �2(u).

Teóricamente se puede establecer la relación entre la presión dentro del tanque de prue-

bas en estado estacionario y las relaciones de masa, igualando las ecuaciones (5.20) y (5.21)

a cero y resolviendo cada una para Pt. La figura 5.12 muestra la dependencia de Pt con re-

specto a �4 y �4.

Figura 5.12: Dependencia de la presión es estado estacionario frente a las relaciones de flujo

de masa

A partir de la figura (5.12) se puede establecer que para �4 = �4 = 0.5 la presión en el

puerto de trabajo 4 es igual a la presión en la posición media de la corredera de la válvula, la

cual teóricamente es Pt = 4.346 barabs. El mismo comportamiento se presenta para el puerto

2.

5.2.5. Curvas de Área Relativa y Relaciones de Flujo de Masa frente al Voltaje

Aplicado

Aplicando la técnica no-lineal de mínimos cuadrados a cada una de la curvas Pt vs. t en

el rango de la señal de voltaje de entrada u, [0, 10] V , se obtienen las curvas experimentales

de area relativa y de relación de flujo de masa para cada uno de los voltajes aplicados. Las

curvas de área relativa y relación de flujos de masa se muestran respectivamente en la figura
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5.13 para los procesos de presurización y despresurización en los dos puertos de trabajo 4 y

2, respectivamente.

(a)

(b)

Figura 5.13: Area relativa y relaciones de flujo de masa, (a) Puerto 4; (b) Puerto 2

78



Capítulo5. Identificación del Servosistema Neumático

Las curvas de las áreas relativas Ars1 , Ar5 , Ars2 y Ar5 se muestran en la figura 5.14.

(a)

(b)

Figura 5.14: Area relativas de los puertos de suministro y escape, (a) Ars1 y Ar5 ; (b) Ars2 y

Ar3
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Los resultados obtenidos en las gráficas 5.13 y 5.14 tienen una buena correspondencia con

los resultados obtenidos en una válvula semejante en [16].

5.3. Flujos de Masa Experimentales a través de los Puertos de la

Válvula Proporcional

La válvula proporcional presenta flujos de masa por sus puertos de entrada, escape y

trabajo. Según el modelo para el flujo de masa ISO 6358 (4.1), estos flujos dependen princi-

palmente de:

† La posición de la corredera expresada en términos del área relativa, la cual es función

únicamente del voltaje aplicado a la válvula.

† La relación de presiones entre la presión de alta (aguas arriba) y la presión de baja

(aguas abajo).

† Los parámetros de conductancia sónica C, y relación de presiones crítica b, de la válvu-

la.

5.3.1. Flujos de Masa a través de los Puertos de Entrada

El flujo de masa de entrada o suministro hacia la cámara 1 puede ser expresada mediante

la relación:

ṁs1 = Ars1 (u)f

(
Ps, Ts,

Pa
Ps

)
(5.5)

donde Ars1 es el área relativa del puerto de entrada 1, u es el voltaje aplicado a la válvula,

Ps es la presión absoluta del aire suministro, Ts es la temperatura absoluta de aire de sum-

inistro y Pa es la presión absoluta en el volumen de control A que comprende la cámara 1

de la válvula, la manguera 1 y la cámara A del cilindro. Puesto que los parámetros Ps y Ts

son constantes, por lo tanto, el flujo de masa ṁs1 se puede hacer variar en función del área

relativa Ars1 (u) y de la presión Pa, esto es:

ṁs1 = ṁ(Ars1 (u), Pa) (5.6)
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La figura 5.15 muestra la variación del flujo de masa ṁs1 en función del voltaje aplicado u, y

de la presión Pa.

Figura 5.15: Flujo de masa experimental ṁs1

El flujo de masa ṁs1 presenta una zona muerta independiente de la presión Pa en el intervalo

de voltaje aplicado 0 ≤ u ≤ 5.45 V . A partir de 5.45 V , el flujo de masa depende tanto

del voltaje como del la presión, siendo creciente con el primero para una presión dada, y

para un voltaje dado la variación del flujo de masa con respecto a la presión presenta dos

regiones, una de régimen sónico para 0.797 ≤ Pa ≤ 1.503 bar y otra de régimen subsónico

para Pa > 1.5 bar. Para Pa = Ps = 5.797 bar el flujo de masa ṁs1 es cero.

El flujo de masa hacia la cámara 2 de la válvula proporcional se puede expresar como:

ṁs1 = Ars2 (u)f

(
Ps, Ts,

Pb
Ps

)
(5.7)

donde Ars2 es el área relativa del puerto de entrada 2, Pb es la presión en el volumen de

control B que comprende la cámara 2 de la válvula, la manguera 2 y la cámara B del cilindro.

El flujo de masa ṁs2 se puede hacer variar en función del área relativaArs2 (u) y de la presión

Pb, o sea:

ṁs2 = ṁ(Ars2 (u), Pb) (5.8)

La dependencia del flujo de masa ṁs2 con el voltaje aplicado u y la presión Pb se muestra en

la figura 5.16.
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Figura 5.16: Flujo de masa experimental ṁs2

Este flujo de masa presenta una zona muerta independiente de la presión Pb en el intervalo

de voltaje aplicado 4.45 ≤ u ≤ 10 V . En el intervalo 0 ≤ u < 4.45 V , el flujo de masa

depende tanto del voltaje como del la presión, varía en forma decreciente con el voltaje para

una presión dada, y para un voltaje dado el flujo de masa presenta régimen sónico para

0.797 ≤ Pb ≤ 1.503 bar y régimen subsónico para Pb > 1.503 bar, siendo cero para Pb = Ps.

5.3.2. Flujos de Masa a través de los Puertos de Escape

El flujo de masa de escape desde la cámara 1 de la válvula proporcional puede ser expre-

sada mediante la relación:

ṁs1 = Ar5(u)f

(
Pa, Ta0 ,

P0

Pa

)
(5.9)

donde Ar5 es el área relativa del puerto de escape 5, P0 es la presión absoluta del aire atmos-

férico, Ta0 es la temperatura absoluta de aire en el volumen de control A. Puesto que P0 y

Ta0 son constantes, por lo tanto, el comportamiento del flujo de escape a través del puerto 5

queda dependiente del área relativa Ar5(u) y de la presión Pa mediante la relación:

ṁ5 = ṁ(Ar5(u), Pa) (5.10)

La figura 5.17 muestra la variación del flujo de masa ṁ5 en función del voltaje aplicado u, y

de la presión Pa.
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Figura 5.17: Flujo de masa experimental ṁ5

El flujo de masa de escape ṁ5 presenta una zona muerta independiente de la presión Pa en el

intervalo de voltaje aplicado 0 ≤ u ≤ 5.45 V . Para voltajes mayores a 5.45 V el flujo de masa

depende tanto del voltaje como del la presión, su variación es creciente con el voltaje para

una presión dada, y para un voltaje dado la variación del flujo de masa crece con respecto a

la presión en el intervalo 0.797 ≤ Pa ≤ 5.797 bar. El flujo de masa es cero para Pa = P0 =

0.797 bar.

El flujo de masa desde la cámara 2 se puede expresar como:

ṁ3 = Ar3(u)f

(
Pb, Tb0 ,

P0

Ps

)
(5.11)

donde Ar3 es el área relativa del puerto de escape. El flujo de masa ṁ3 queda dependiente

del área relativa Ar3(u) y de la presión Pb por medio de la relación:

ṁ3 = ṁ(Ar3(u), Pb) (5.12)

La dependencia del flujo de masa ṁ3 con el voltaje aplicado u y la presión Pb se muestran en

la figura 5.16.

El flujo de masa de escape ṁ3 presenta una zona muerta independiente de la presión Pb en

el intervalo de voltaje aplicado 4.45 ≤ u ≤ 10 V . En el intervalo 0 ≤ u < 4.45 V el flujo de

masa es función del voltaje y de la la presión, su variación es creciente con el voltaje para

una presión dada, y para un voltaje dado la variación del flujo de masa crece con respecto
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Figura 5.18: Flujo de masa experimental ṁ3

a la presión en el intervalo 0.797 ≤ Pb ≤ 5.797 bar. El flujo de masa es cero para Pb = P0 =

0.797 bar.

5.3.3. Flujos de Masa a través de los Puertos de Trabajo

El flujo de masa a través del puerto de trabajo 4 se puede estimar a partir de la ecuación:

ṁ4 = ṁs1 − ṁ5 (5.13)

por lo tanto, es dependiente de las áreas relativas Ars1 (u) y Ar5(u) y de la presión Pa.

En la figura 5.19 se muestra la variación del flujo de masa ṁ4 en función del voltaje aplicado

u, y de la presión Pa.

Según las condiciones de operación del sistema el puerto de trabajo 4 puede presentar flujos

en una dirección o en otra. El flujo de masa hacia la cámara A del cilindro se considera

positivo, en cambio el flujo de escape la cámara A se considera negativo. El flujo de masa ṁ4

presenta una zona muerta independiente de la presión Pa en el intervalo de voltaje aplicado

4.45 ≤ u ≤ 5.45 V . En el intervalo 5.45 < u ≤ 10 V el flujo de masa es positivo y varía en

forma similar al flujo de masa ṁs1 . En el intervalo 0 ≤ u < 4,45 el flujo de masa es negativo

y varía en forma similar al flujo ṁ5.

El flujo de masa a través del puerto de trabajo 2 se puede estimar a partir de la ecuación:

ṁ2 = ṁs2 − ṁ3 (5.14)
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Figura 5.19: Flujo de masa experimental ṁ4

por lo tanto, depende de las áreas relativas Ars2 (u) y Ar3(u) y de la presión Pb.

En la figura 5.20 se muestra la variación del flujo de masa ṁ2 en función del voltaje aplicado

u, y de la presión Pb.

Figura 5.20: Flujo de masa experimental ṁ2

El flujo de masa ṁ4 presenta una zona muerta independiente de la presión Pb en el intervalo

de voltaje aplicado 4.45 ≤ u ≤ 5.45 V . En el intervalo 0 ≤ u < 4.45 V el flujo de masa es

positivo (hacia la cámara B del cilindro) y varía en forma similar al flujo de masa ṁs2 . En el

intervalo 5.450 < u ≤ 10 V el flujo de masa es negativo (de escape) y varía en forma similar
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al flujo ṁ3.

Los resultados obtenidos para los flujos experimentales en los diferentes puertos de la

válvula son corroborados con los datos obtenidos de la caracterización de una válvula pro-

porcional semejante en [65].

5.4. Parámetros de Fricción del Cilindro Neumático

El modelo paramétrico del cilindro requiere la estimación de los parámetros de fricción.

Estimación que es posible realizar en forma aproximada debido a su naturaleza altamente

compleja.

5.4.1. Fuerza de Coulomb, Fuerza de Fricción Estática, Coeficiente de Fricción

Viscosa y Velocidad de Stribeck

El modelo de LuGre en estado estacionario se puede expresar como:

Fssi =

[
Fc + (Fs − Fc)e

−
(
vssi
vs

)2]
sgn(vssi) +Bvssi , (5.15)

Esta ecuación permite obtener los parámetros de fricción a partir de mapa experimental es es-

tado estacionario fuerza vs. velocidad, obtenido tanto para velocidades positivas como para

negativas. El ajuste de los datos experimentales del mapa de fricción al modelo teórico (5.15)

mediante la técnica de optimización no-lineal de mínimos cuadrados (véase el apéndice),

permite estimar los parámetros de fricción: Fuerza de Coulomb Fc, Fuerza de fricción estáti-

ca Fs, coeficiente de fricción viscosa B y la velocidad de Stribeck vs. La figura 5.21 indica el

mapa de fricción fuerza vs. velocidad y su correspondiente ajuste de acuerdo a los parámet-

ros obtenidos mediante el método de optimización.

Los parámetros de fricción estimados se encuentran en la tabla 5.2. El error entre los datos

teóricos y los datos experimentales de fuerza de fricción es obtenido mediante:

erms =

√√√⎷ 1

n

n∑
i=1

(Fsssim − Fssexp)2 (5.16)

donde n es el numero de datos de la muestra.
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Figura 5.21: Mapa de fricción es estado estacionario

Parámetro vss > 0 vss < 0

Fs, N 65.2 −62.2

Fc, N 45.6 −44.3

B, N.s/m 72.0 50.8

vs, m/s 0.0105 0.0128

erms, N 0.521 0.509

Cuadro 5.2: Parámetros de fricción Fs, Fc, B y vs

5.4.2. Rigidez y Coeficiente de Fricción Seca

El coeficiente de rigidez �0, y el coeficiente de fricción seca, �1 no son posibles de esti-

mar mediante métodos lineales debido a la dependencia no-lineal que presenta la fricción

respecto a estos dos parámetros, y al hecho que el estado interno del modelo de LuGre, z, no

es mensurable.

Según [36], la estimación del parámetro �0 se puede realizar directamente a partir de la

relación:

�0i =
ΔFi
Δxi

(5.17)

donde ΔFi es la fuerza diferencial necesaria para producir micro-desplazamientos difer-

enciales pre-deslizamiento Δxi en el émbolo. Debido a que no se cuenta con los instru-
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mentos de medida adecuados, es imposible medir estos micro-desplazamientos. Por lo tan-

to, el parámetro �0 se calcula de forma aproximada asumiendo que el émbolo presenta

micro-desplazamientos con movimiento de pre-deslizamiento cuando se aplica una fuerza

F menor que la fuerza de rompimiento2. Se asume entonces que la aceleración del émbolo,

ẍ ≈ 0, su velocidad, ẋ ≈ 0 y ż constante. De esta manera el modelo de fricción se escribe

como:

dz

dt
= ẋ− F ∣ẋ∣

Fs
F ≈ �0z (5.18)

La anterior ecuación de puede integrar en el intervalo [0, T ] con F (t) = 0.95Fs
T t, ẋ(t) = ẋlim

T t,

donde ẋlim es la menor velocidad obtenida del mapa de fricción en estado estacionario, y

la condición inicial z(0) = 0. Simulando la ecuación (5.18) en el intervalo [0, 0.1] s (véase

la Figura 5.22), se puede estimar el valor de �0 ajustando los resultados a la relación lineal

F (t) = �0z(t).

Figura 5.22: Obtención del parámetro �0

El coeficiente de fricción seca �1 se estima considerando que el sistema tiene un amor-

tiguamiento cercano al crítico (0.8 ≤ � ≤ 1) mediante [36]:

�1 = 2�
√
�0me −B (5.19)

Los parámetros de rigidez y los coeficientes de fricción seca se indican en la tabla 5.3.
2Fuerza en la que el émbolo empieza a deslizarse
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Parámetro vss > 0 vss < 0

�0, N/m 1.27× 106 1.29× 106

�1, N.s/m 1024.8 1054.6

Cuadro 5.3: Parámetros de rigidez y coeficientes de fricción seca

donde se asume � = 0.8.

Los valores de los parámetros de fricción obtenidos anteriormente concuerdan en gran

medida con los parámetros obtenidos en [22, 20], en un cilindro de características semejantes.

5.4.3. Desplazamiento Pre-deslizamiento

El comportamiento de la fricción semejante a un resorte cuando la fuerza aplicada es

menor que la fuerza de rompimiento Fs, genera desplazamientos pre-deslizamiento. Este

comportamiento se puede obtener teóricamente tanto para desplazamientos positivos como

para negativos. Los resultados obtenidos mediante simulación con los parámetros de fricción

positiva, aplicando al émbolo la fuerza externa Fe, la cual no excede en sus valores máximos

positivo y negativo el 95 % de Fs, se muestran en la figura 5.23.

El comportamiento mostrado en las figura 5.23 tiene buena correspondencia en forma cuali-

tativa con los resultados presentados en [29].

5.5. Validación del Modelo Matemático de la Válvula Proporcional

La validación del modelo de la válvula se realizó con respecto a la función presión-

señal descrita anteriormente. En la validación de la función presión-señal se confrontaron

los datos experimentales obtenidos a partir del montaje de la figura 5.3 con los datos teóricos

obtenidos de las ecuaciones:

dP4

dt
=

nRT4

Vm1

[
Ar4(u)�4(u)f

(
Ps, Ts,

P4

Ps

)
−Ar4(u)�4(u)f

(
Pa, T4,

P0

P4

)]
(5.20)

dP2

dt
=

nRT2

Vm2

[
Ar2(u)�2(u)f

(
Ps, Ts,

P2

Ps

)
−Ar2(u)�2(u)f

(
P2, T2,

P0

P2

)]
(5.21)

donde Vm1 y Vm2 son los volúmenes de los tubos plásticos 1 y 2, respectivamente, Ps y Ts son

la presión y la temperatura de suministro, P0 y T0 son la presión y temperatura atmosféricas,
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(a)

(b)

Figura 5.23: Desplazamiento pre-deslizamiento. (a) Fricción positiva; (b) Fricción negativa

P4 y T4 son la presión y la temperatura absolutas a la salida del puerto 4, P2 y T2 son la

presión y la temperatura absolutas a la salida del puerto 2, Ar4 y Ar2 son la áreas relativas

de los puertos 4 y 2, respectivamente, �4 y �4 son las relaciones de flujo de masa del puerto

4, y �2 y �2 son las relaciones de flujo de masa del puerto 2. En la figura 5.24 se muestra la

función presión-señal experimental para una presión de suministro Ps = 5.797 barabs y su
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correspondiente curva teórica obtenida a través del modelo de la válvula representado por

la ecuaciones (5.20) y (5.21)

Figura 5.24: Validación de la función presión-señal

Es claro que el modelo la válvula en la función presión-señal presenta una buena correspon-

dencia frente a los datos experimentales.

5.6. Validación del Modelo Dinámico del Sistema

La validación del modelo se efectuó comparando los datos experimentales con los re-

sultados teóricos obtenidos por simulación numérica a partir de las ecuaciones (4.36)-(4.40).

La validación se realizó para las entradas paso, rampa y seno. En todas las simulaciones se

consideró que los procesos termodinámicos en los volúmenes de control son isotérmicos con

temperaturas iniciales: Ta0 = Tb0 = T0 = 295 K.

5.6.1. Respuesta Paso

El comportamiento experimental y teórico del servomecanismo neumático frente a una

entrada paso definida como:

u(t) =

{
5.0 V si 0 ≤ t < 1

5.55 V si t ≥ 1
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y condiciones iniciales: Pa0 = 4.26 barabs, Pb0 = 4.41 barabs, x0 = 0.1094 m y v0 = 0 m/s se

muestra en la figura 5.25.

Figura 5.25: Respuesta paso, u = 5.55 V

La figura 5.26 muestra el comportamiento de la respuesta paso con,

u(t) =

{
4.0 V si 0 ≤ t < 1

5.56 V si t ≥ 1

y condiciones iniciales: Pa0 = 0.797 barabs, Pb0 = 5.797 barabs, x0 = 0m y v0 = 0m/s.

Las figuras 5.25 y 5.26 corresponden a comportamientos típicos de respuesta de un sistema

neumático frente a entradas paso, partiendo de diferentes condiciones iniciales. En ambos

casos una vez la señal de voltaje cambia, la válvula se posiciona de tal forma que las pre-

siones en el sistema empiezan a cambiar, por lo general una de ellas empieza a crecer y la

otra a decrecer, produciendo una diferencia de presión que genera una fuerza Ae(Pa − Pb),

la cual aumenta hasta que el émbolo empieza a desplazarse cuando esta fuerza supera a la

fuerza de fricción estática Fs. Posteriormente, durante el recorrido del émbolo lafuerza de-

bido a la diferencia de presiones trata de estabilizarse en un valor constante en equilibrio

con las fuerzas de fricción dinámica. Finalmente el émbolo alcanza uno de los extremos y

se detiene generando un cambio en las presiones de acuerdo a las curvas de presurización

y despresurización de la válvula. Para la respuesta paso el modelo presenta una buena cor-

respondencia con los datos experimentales en la figura 5.25, sin embargo, en la figura 5.26
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Figura 5.26: Respuesta paso, u = 5.56 V

es evidente la presencia de un adelanto en el tiempo de los resultados teóricos frente a los

datos experimentales, esto se debe principalmente a que el comportamiento de la fricción

en el émbolo no es uniforme a lo largo de su recorrido, siendo ésta mayor cerca de uno de

extremos del cilindro.

5.6.2. Respuesta Rampa

La respuesta a la entrada rampa se muestra en la figura 5.27 donde,

u(t) =

{
5.0 V si 0 ≤ t < 1

mit V si t ≥ 1

mi = 1 V/s y condiciones iniciales: Pa0 = 4.228 barabs, Pb0 = 4.441 barabs, x0 = 0 m y

v0 = 0m/s.

Con la entrada rampa se hace un barrido de la señal de voltaje a partir de cero para t ≥ 0,

de esta manera el émbolo se mantiene en un extremo hasta que la señal de voltaje aumenta

con el tiempo y alcance un valor que permita obtener una fuerza debido a la diferencia de

presiones mayor que la fuerza de fricción estática, una vez se empieza a desplazar el émbolo,

este se acelera bruscamente y alcanza en poco tiempo el otro extremo. La correspondencia

del modelo frente a la respuesta experimental es bastante buena pese a la rapidez con que se

desplaza el émbolo.
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Figura 5.27: Respuesta rampa, u = t V

5.6.3. Respuesta Seno

Finalmente, la respuesta seno se muestra en la figura 5.28 donde,

u(t) =

{
5.0 V si 0 ≤ t < 1

5.0 +Aisin(2�fit) V si t ≥ 1

Ai = 0.8 V , fi = 1 Hz y condiciones iniciales: Pa0 = 4.213 barabs, Pb0 = 4.382 barabs, x0 =

0.251m y v0 = 0m/s.

La señal seno aplicada tiene una frecuencia dentro del rango permitido por el sistema (f ≤

10Hz), se puede apreciar una buena correspondencia entre el modelo y los datos experimen-

tales al comienzo de la oscilación pero con el tiempo el modelo difiere cada vez más de los

datos experimentales, debido también al hecho de que la fricción no es uniforme a lo largo

de la carrera del cilindro.

5.7. Resumen

En este capítulo se describe paso a paso los métodos y técnicas experimentales necesarios

para la caracterización del servosistema neumático. Las características estáticas de la válvula

y los parámetros de fricción del cilindro neumático se estimaron sin tener que recurrir a

equipos de medida sofisticados ni a hardware especializado.
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Figura 5.28: Respuesta seno, u = 5.0 + 0.8sin(2�t) V

La caracterización de la válvula se realizó mediante pruebas experimentales en estado

transitorio, las cuales presentan cierta ventaja frente a las pruebas experimentales en estado

estacionario, en cuanto a su montaje y realización.

Los parámetros de fricción del cilindro neumático se estimaron mediante pruebas experi-

mentales en estado estacionario. Los parámetros obtenidos corresponden a valores promedio

calculados tanto para velocidades positivas como para negativas.

Las simulaciones del modelo presentaron una buena correspondencia con los resultados

experimentales. Con esto se comprueba que los modelos del modelo de flujo de masa según

la norma ISO 6358, como el modelo de fricción de LuGre, presentan una buena precisión. La

incertidumbre del modelo frente a los resultados experimentales se debe principalmente a la

variación de los parámetros de fricción con el espacio.
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Capítulo 6

Análisis del Servosistema Neumático

en Lazo Abierto

EL COMPORTAMIENTO DINÁMICO de un servomecanismo neumático de posicionamien-

to es altamente no-lineal debido principalmente a la compresibilidad del aire y a la

fricción presente en el elemento actuador. En este capítulo se estudia el comportamiento

no-lineal del sistema en lazo abierto a través del análisis de sus puntos de equilibrio y su

estabilidad.

6.1. Puntos de Equilibrio

Según [66, 62], el punto de equilibrio de un sistema dinámico de la forma:

ẋ = f(x), x(t0) = x0.

donde ẋ = dx
dt , x ∈ ℜn es el vector de estados en el tiempo t y f : ℜn 7→ ℜn es el vector de

campo, se expresa como:

Definición 6.1.1. xeq ∈ ℜn es un punto de equilibrio si, f(xeq) = 0 ∀ t ≥ t0

Sea J0 la matriz Jacobiana df
dx evaluada en xeq. Si existen ne autovalores de J0 con parte

real negativa, ni autovalores con parte real positiva y nc con parte parte real nula, entonces

ne + ni + nc = n, siendo n la dimensión del sistema. Un equlibrio es hiperbólico si nc = 0,
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