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RESUMEN. En esta tesis se demostrara la existencia y unicidad
de soluciones de una clase de ecuaciones integrales no lineales de ti-
po de Volterra definidas sobre espacios de Lebesgue con exponente
variable. Para lograr este objetivo impondremos condiciones de cre-
cimiento sobre los operadores asociados a estas ecuaciones, lo que
nos permitira usar técnicas de punto fijo para suma de aplicaciones
de tipo contractivo, asi como también el método de estimacion a
priori (grado topolégico para aplicaciones a-condensantes).

ABSTRACT. This thesis is devoted to the study of existence and
uniqueness of solutions for a class of non-linear Volterra integral
equations definided on the so-called variable Lebesgue spaces. To
attaing our goals, we will impose growth conditions on the associa-
ted operators, which allow us to use fixed point techniques for sum
of contractive mapping, as well as the method of a priori bounds.
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Introduccion

El propésito de esta tesis es estudiar la existencia y unicidad de soluciones de la siguiente
clase de ecuaciones integrales no lineales de Volterra

u(s) = pls,u(s)) + 4 [ V(situ()ds, s € (@b, peR 1)

donde ¢ : (a,b) x R — Ry 9 : (a,b) X (a,b) x R — R son funciones de Carathéodory
que satisfacen algunas condiciones de crecimiento. La idea principal es transformar la
existencia de soluciones de la ecuacion integral en un problema de existencia de pun-
tos fijos de operadores de tipo contractivo sobre LP(). Haremos uso de la acotacién y
compacidad de los operadores relacionados con la ecuacién (1), tales como el operador
de Nemytskii y un operador integral de tipo Volterra, para usar resultados de punto
fijo tanto para la suma de estos operadores, como teoria del grado topolégico para apli-
caciones a-condensantes. Analizaremos también la existencia de soluciones continuas
para estas ecuaciones.

Las ecuaciones integrales de Volterra aparecen por primera vez en la literatura en 1896
(ver [67]) y desde entonces han sido extensamente estudiadas. (Ver p. ej., las monografias
[5,12,16,30,35,37,39,41,46,53,54,64]). Parte de este interés proviene de la gran variedad
de aplicaciones que pueden ser modelada mediante estas ecuaciones en diversas areas del
conocimiento, como por ejemplo en semiconductores, reacciones quimaicas, elasticidad y
dinamica de poblaciones entre otras. Para conocer mas sobre estas y otras aplicaciones
en las cuales este tipo de ecuaciones juegan un rol principal recomendamos los trabajos,
[4,38,45,55,56,68].

El ambiente clasico para el estudio de estas ecuaciones son los espacios de Lebesgue
LP(K) y el espacio de las funciones continuas C'(K). Las técnicas tipicas utilizadas para
dicho estudio son las de teoria de la medida e indice topoldgico para el caso de espacios
de Lebesgue y métodos iterativos cuando las ecuaciones se consideran definidas en el
espacios de funciones continuas. Quisiéramos recalcar que en versiones vectoriales de
estos espacios (funciones Bochner integrables y funciones continuas matriz-valuadas)
también se han podido establecer criterios de existencia y unicidad de soluciones de
ecuaciones de tipo Volterra (ver [5]).



Por otro lado, en anos recientes, ha quedado claro que los espacios clasicos de funciones
no son suficientes para resolver los problemas contemporaneos de analisis tales como
elasticidad no lineal, modelamiento de varios flujos de fluidos, variacion de corrientes y
problemas de mecdnica. Sin embargo, la teoria de espacios de funciones con crecimiento
no estandar, también conocidos como espacios de Lebesgue generalizados con exponente
variable, han sido extensamente estudiados en anos recientes (ver p. €j., [14,15,18] y sus
referencias). Estos espacios surgieron en aplicaciones a la mecdnica de medios continuos
(en particular, en la teoria de fluidos electroreoldgicos). También surgen en la teoria
de ecuaciones diferenciales y problemas variacionales. Muchos de los resultados en esta
linea de investigacién se resumen en las monografias [18,63].

Si bien estos espacio fueron introducidos por W. Orlicz en 1931 ( [52]), mucho del
éxito en el resurgimiento del estudio de estos radica en la variedad de aplicaciones
modeladas mediante ellos; por ejemplo, en problemas en cdlculo de variaciones integrales
con condiciones de crecimiento no estdndar y ecuaciones diferenciales con exponente
variable. Citamos aqui los trabajos [1-3,6,11,13,22-28, 36, 44,69].

Esta tesis esta estructurada en cuatro capitulos, en el primero de estos empezamos
definiendo la medida de no compacidad de Kuratowski, con la cual podemos caracteri-
zar las aplicaciones compactas, con estas a su vez podemos introducir una herramienta
topoldgica conocida como grado de Leray—Schauder cuyas propiedades nos permitiran
demostrar el Teorema del Punto Fijo de Schauder (Teorema 1.2.8), con una generali-
zacién de este resultado, el llamado Teorema del Punto Fijo de Schaefers, (Teorema
1.2.10), establecemos la existencia de soluciones continuas de la ecuacién (1). La medi-
da de no compacidad de Kuratowski también es importante en esta tesis pues permite
introducir la nocién de grado topoldgico para aplicaciones a—condensantes, este con-
cepto es una extension del grado de Leray—Schauder cuyas propiedades nos permitiran
demostrar un resultado de punto fijo mediante la técnica de estimacién a priori, la cual
es una consecuencia de la invariaza bajo homotopia del grado definido para perturba-
ciones de la identidad a-condensantes (Teorema 1.2.13), con el cual podemos establecer
que la ecuacion en estudio tiene al menos una solucién. Hasta este punto solo hemos
utilizado la que es conocida como la teoria topologica del punto fijo, en la Seccion 1.3
utilizamos la llamada teoria métrica del punto fijo, demostramos que la suma de dos
aplicaciones de tipo contractivo es a su vez una aplicacion de tipo contractiva, lo que
nos permite utilizar resultados clasicos de la teoria métrica del punto fijo con los cuales
podemos establecer la existencia y unicidad de soluciones de la ecuacién (1) sin el uso
de la medida de Kuratowski, dos de estos resultados: Teoremas 1.3.6 y 1.3.8, en nuestro
conocimiento no han sido demostrados anteriormente.

En el capitulo 2 introducimos los espacios de Lebesgue con exponente variable y demos-
tramos algunas de las propiedades basicas de este espacio, las cuales seran ttiles para
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establecer la continuidad y acotacion de los operadores relacionados con la ecuacién
integral objeto de estudio en esta tesis.

El capitulo 3 esta dedicado a establecer la continuidad y acotacion del operador de
Nemytskii y un operador integral de Volterra, para este ultimo operador establecemos
ademas la compacidad, mediante el llamado criterio de compacidad de Kolmogorov—
Tulajkov.

Empezamos el Capitulo 4 escribiendo la ecuacién (1) en términos de los operadores
de Nemytskii y de Volterra definidos en el Capitulo 3, de esta forma trasladamos el
problema de encontrar las soluciones de la ecuacion (1) a un problema de existencia de
puntos fijos del operador definido como la suma de dichos operadores. De esta manera
podemos aplicar los resultados del Capitulo 1 para demostrar la existencia de soluciones
de la ecuacién (1). Primero, gracias a la compacidad del operador integral de Volterra,
podemos hacer uso de la teoria del grado topolégico para aplicaciones a—condensantes
(Teorema 1.2.11) y el correspondiente resultado de punto fijo mediante la técnica de
estimacién a priori, (Teorema 1.2.13), con el que establecemos la existencia de al menos
una solucién de la ecuacién (1) (Teorema 4.1.1). Posteriormente, estableceremos ciertas
condiciones de crecimiento sobre las funciones de Carathéodory ¢ : (a,0) x R — Ry
¥ : (a,b) X (a,b) x R — R de tal forma que los que los operadores de Nemytskii y
Volterra asociados con estas funciones sean de tipo contractivo, para poder aplicar los
Teoremas de la Seccion 1.3. De esta forma, en el Teorema 4.2.6, demostramos que existe
una unica solucion de la ecuacion en estudio. Ademas, usando el Teorema 1.3.6 y el
Teorema 1.3.8 respectivamente, obtenemos dos nuevos resultados de existencia unicidad
para la ecuacion (1), a saber, Teorema 4.2.7 y Teorema 4.2.8. Finalmente, en la Seccién
4.3, usamos el Teorema del Punto Fijo de Schaefers y el Teorema del Punto Fijo de
Banach para demostrar la existencia y unicidad de soluciones continuas de la ecuacion
en estudio.

Quisiéramos puntualizar que los resultados nuevos presentes en esta tesis aparecen en
el trabajo del autor [51].
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Capitulo 1

Algunos Teoremas de Existencia de
Punto Fijo

En este capitulo desarrollamos técnicas topoldgicas y métricas que nos permitiran es-
tablecer algunos teoremas de punto fijo con los cuales analizaremos la existencia de
soluciones de las ecuaciones integrales objeto de estudio en esta tesis.

1.1. Medida de no compacidad de Kuratowski

En la presente seccion, a no ser que se especifique otra cosa, X representa un espacio
de Banach de dimensién infinita con los niimeros reales como campo de escalares.

Sabemos que no todo conjunto acotado es precompacto (=relativamente compacto);
esto es, puede existir un conjunto acotado en X que no es precompacto, es decir, existe
e > 0 tal que A no puede ser cubierto por un nimero finito de conjuntos de didmetro
menor que e.

Lo anterior motiva la introduccion de la llamada medida de no compacidad mencionada
por primera vez por Kazimierz Kuratowski en 1930 (ver [47]), esta medida juega un
papel clave en la teoria del grado topololégico para aplicaciones a — condensantes. A
continuacion definimos esta medida y demostramos algunas de sus propiedades.

Definicién 1.1.1. Sea X un espacio de Banach y B € B(X), donde B (X) denota a la
familia de todos los subconjuntos acotados de X, la funcién « : B(X) — [0, 00) dada
por

a(B) :=inf{d > 0: B admite un cubrimiento finito por conjuntos de diadmetro < d},
es llamada medida de no compacidad de Kuratowsks.

La medida de no compacidad de Kuratowski satisface las siguientes propiedades.



Proposicién 1.1.1. Sea X un espacio de Banach y B € B(X). Entonces,

(a) a(B) = 0siy solo si B es relativamente compacto.

(b) « es una seminorma, es decir paratodo A € Ry para todo By, By € B (X),
a(AB) = |Ma(B) ya (B + By) < a(B1) + a(By).

(c) Si By C By, entonces o (By) < a(Bs).

(d) a(ByUBsy) =max{a (By),a(B2)}.

(e) a(B) = a(conv(B)), donde conv(B) es la capsula convezra de B.

(

f) o (B) = a(B), siendo B la adherencia de B.

Demostracion. (a) Supongamos que B es relativamente compacto, o de manera equiva-

lente, que B es precompacto; es decir, dado € > 0 existe un conjunto {by,...,by} C B
N

tal que B C U B (b;,€/2), donde B (b;,€/2) es la bola abierta con centro en b; y ra-
i=1
dio €/2. Esto significa que B tiene un cubrimiento finito por conjuntos de didmetro

d = diam(B (b;,€/2)) = €, y como « (B) es el menor de tales niimeros, tenemos que
0 < «a(B) < e, para todo € > 0.

Esto es, a (B) = 0.
Ahora demostremos la otra implicacién. Consideremos el conjunto F' dado por

F = {d > 0: B admite un cubrimiento finito por conjuntos de diadmetro < d},
por las propiedades del infimo de un conjunto, dado € > 0 existe d € F' tal que

a(B)<d<a(B)+e

y por definiciéon de medida de Kuratowski, existe un cubrimiento finito {Mm Lyeooy My}

de B con diam(M;) < d. Perod < a(B)+e=0+¢€ =¢, estoes B C UM’ donde
i=1
diam(M;) < e. Es decir B es precompacto y por lo tanto relativamente compacto.

(b) Si A = 0 la proposicién es inmediata. Supongamos entonces que A # 0. Como antes,
sabemos que dado € > 0 existe d € F' tal que

a(B)§d<a(B)+ﬁ

y conjuntos Mj, ..., M, con diam(M;) < d, tales que B C My U---U M,y,.

Luego, AB C (AMy)U---U(AM,,) y diam(AM;) = |A|diam(M;) < |A|d. Lo cual implica
que a (AB) < |\|d. Asi tenemos que



a (AB) < |Ma(B) + € para todo € > 0.

Dado que € es arbitrario, concluimos que « (AB) < |Aa(B). Demostremos la otra
desigualdad. Dado € > 0, existe d > 0 tal que

a(AB)<d<a(A\B)+e

y conjuntos My, ..., M, con diam(M;) < d, tales que A\B C M,U---UM,,. Esto implica
que

B C %Ml u---U %Mm con diam(%Mi) = ’—;diam(]\/[i) d
lo que a su vez significa que « (B) < d/|A|. Por lo tanto, |Aa (B) < d < a(AB) + € en-
tonces |Aa (B) < a (AB)+¢€ para todo € > 0. Esto es |A|a (B) < a(AB). Demostremos
ahora la desigualdad triangular. Dado € > 0 existen dy, ds > 0 tales que

a(Bl)§d1<a(B1)—|—§,a(Bz)§d2<oz(Bg)—|—§

y cubrimientos finitos { My, ..., M, } v {N1,..., N, } de By y Bs respectivamente tales
que diam(M;) < dy y diam(NN;) < dy. Entonces,

Oé(Bl)+Oé(B2)Sd1+d2<04(B1)+Oé(B2)+€.

S_a
Al

Ademas, como

By C|JMiy By C | J Ny, entonces Bi+ B, € | ) (M + M),
i=1 j=1 (i)elxJ
donde I = {1,...,m}, J = {1,...,n} y dado que el didmetro es una seminorma,
tenemos que diam(M; + M;) < diam(M;) + diam(M;) < dy + da. De esta forma hemos
encontrado un cubrimiento finito de By + By por conjuntos de didmetro menor o igual
que d; + ds. Por lo tanto,

a (B + Bs) < dy + ds,

as{ tenemos que a (B + By) < a(By) + a(B2) + € para todo € > 0. De este modo
concluimos que

(6% (Bl + BQ) S « (Bl) + « (Bg)

(c) Sea d > 0 para el cual existe un cubrimiento finito {My,..., M} de By con
diam(M;) < d. Como Bj es un subconjunto de Bs, tenemos un cubrimiento finito
de B; por conjuntos de didmetro menor o igual que d, lo que significa que « (B;) < d.
Dado que d es arbitrario, a(Bg) > « (By).
(d) Por el item (¢) o (By), a(B2) < a(By U By), por lo tanto tenemos que

max {Oé (Bl) , Y (BQ)} S « (Bl U Bz)

Reciprocamente, dado € > 0 existen dy, ds tales que



OZ(Bl) Sdl <Oé(Bl)+€ s Oé(BQ) Sdg <OL(BQ)+E.
Sea d = méx {d;,d>}. Como
di < a(B1) +e <méx{a(B1),a(By)} +¢

dy < a(Bs) + e <méax{a(By),a(Bs)} +e,
concluimos que
d <mix{a(By),a(By)} +e.
Por otro lado, By € My U---UM,,, B C Ny U---UN,, donde diam(M;) < dy y
diam(V;) < da, con lo cual
BiUBy, CMyU---UM,UN;U---UN,,
donde diam(M;) < d y diam(N;) < d. Tenemos entonces que
a(B1 U By) <d.
Por lo tanto, o (By U By) < max {a (By),« (Bz2)} + € para todo € > 0, asi
a(By U By) <méax{a(B),a(B)}.
Notese que en general se cumple:
Corolario 1.1.2. Si By,..., B, € B(X), entonces
a(ByU---UB,) =mix{a(By),...,a(B,)}.
Antes de demostrar el item (e) debemos establecer los siguientes lemas.

Lema 1.1.3. 5i A y B son subconjuntos de un espacio normado X. Entonces
J A+ (1—N)B] Cconv(AUB).
0<A<1

La igualdad se tiene si A y B son conjuntos convezos.

Demostracion. Sea C = U [AM + (1 — \)BJ, sea z € C. Entonces existe A € [0, 1] tal
0<A<1
que z=Xa+ (1—ANbcona€ Aybe B, de modo que a,b € AUB C conv(AUB), y

al ser la cédpsula convexa siempre un conjunto convexo tenemos que z € conv(A U B).
Por lo tanto C' C conv(A U B). Supongamos ahora que A y B son conjuntos convexos
y sea z € conv(AUB). Siz€ AUB, como AUB =(A—-B)U(ANB)U (B — A),
tenemos tres casos: si z € A— B, z=a(l)+ (1 —=1)b, a € A, b € B, entonces z € C.
De manera similar si z € B— A, z=a(1—-1)+ (1)b, a € A, b € B, con lo cual z € C,

1
finalmente si z € ANB, z = §z+ 3% % € A, z € B, por lo tanto z € C'. En conclusiéon
size AUB, ze€C.



Supongamos que z € AUB. Como z € conv(AUB), z = Mjz1+- - -+ Az, conz; € AUB
yO AN=1X>0Sealy:={i:o; €At elp :={j:a2;€B}. Sip= Z Y
i€lp—Ip
g = Z Aj, entonces ¢ + 3 = 1. Afirmamos que ¢ > 0 puesto que si ¢ = 0 entonces
J€IB
A; = 0 para todo ¢ € I, — Ig con lo cual z = Z)\jxj donde A\; > 0y Z)\j =1,y

JjElB JjelB
por la convexidad de B tendriamos que z € B contradiciendo lo supuesto. De la misma

forma la convexidad de A implica que ¢ < 1. Por lo tanto ¢ > 0y 1—¢ > 0, y al definir

1
a= Z /\xzyb——Z/\a:J,vemosqueaeA be B,y z=pa+ (1—¢)b.
s07,61‘,4 ]B S0]613
Esto es z € C. O

Lema 1.1.4. 5i C y Cy son subconjuntos convezros y acotados de un espacio normado
X, entonces

a(conv(Cy U Cy)) <méax{a (C),a(Cy)}.

Demostracion. Como Cy — Cy := {a—b:a € Cy,b € Cy} es acotado, existe r > 0 tal

que ||z|] < r para todo z € C; — Cy. Dado € > 0, la coleccion {B (z,¢) : z € [0,1]} es

un cubrimiento abierto del intervalo [0, 1]. Luego por compacidad podemos encontrar
p

A, ... A en [0,1] tal que [0,1] € | | B, E) Afirmamos que
r
i=1

p
U ba+ (-3¢ :U [\Cy + (1= X) Cy + B(0,€)],

0<A<1

donde B(0, €) es la bola cerrada con centro 0 y radio e. Sea z € U [ACL + (1 = \) Oy,
0<A<1
entonces existe A € [0,1] tal que z = Ae; + (1 = A)cg con ¢4 € C1 y ¢ € Cy. Como

P
A€ UB()\Z», ;), existe k € {1,...,p} tal que A € B(\y, ;) Luego

z = A+ (1—Neo
A=A+ M)+ (1= (A= + Mp))ee
(A= Ap)er + Aper + e — (A — Ag)ea — Agea
Akc1 + g — Apca + (A — ) (1 — ¢2)
= e+ (L =Xp)ea+ (A= Xg)(e1 — o).

Ahora sea w = (A — A\g)(c1 — ). Cémo N\ € B()\k,;) tenemos que |A — x| < ;,

ademas (¢; — ¢z) € C7 — Oy, con lo cual ||e; — ¢o|| < 7. Por lo tanto, tenemos que



|lw]| = |A = Melller — o < r; = ¢, esto es w € B(0,¢). De modo que z = z;, + w donde

p
2z =M1+ (1= XNg)eg € U [NCL+ (1 — X)) y w € B(0,€). Esto es,
i=1
p p—
z€ NG+ (1= X) C2 + B(0, €)].
i=1
Ademas, por el Lema 1.1.3, la convexidad de C y Cs, implica que
conv(C1UCy) = | [AC1+ (1= 1) Cy.
0<A<1
Por lo tanto, por el item (c), concluimos que
p
aconv(Cy U o)) < af| J NG + (1= Xi) Ca+ B(0,€)]).
i=1
Ahora por el Corolario 1.1.2
p
all JNGr + (1= X) Ca+ B(0,e)]) = méx a(\Cy + (1= A) G2 + B(0,¢)).
XISP

=1

Como el maximo se alcanza en algin k € {1,...,p}, tenemos que
1II<l§,L<X Oé()\icl + (]_ — /\2) Cg +§(0, E)) = O./()\kcl + (1 — )\k) CQ + E(O, 6)),
<i<p

ademas a es una seminorma, por lo que

Oé()\kcl + (1 - /\k) 02 —f—E(O, 6)) S Oé(/\kol) + Oé((l - /\k)OQ) + OZ(E(O, 6))

a(ACh) = Mea(Ch) < Apméx {a(Ch), a(Cy)}.
De manera similar
al((1=X)C1) = (1 — Mp)a(Cy) < (1 — ) max {a(Ch), a(Co) }.
De tal forma que

a(AMCh) + a((1 — M) Cs) < max{a(Ch), a(Cs)}.
Por 1iltimo, como a(B(0, €)) < 2¢ concluimos que
a(conv(Cy U Cy)) < méx {a(Ch), a(Cs)} + 2¢ para todo € > 0.
De donde concluimos que

a(conv(Cy U Cy)) < max {a(Cy), a(Cs)}.

El siguiente corolario generaliza el lema anterior.



Corolario 1.1.5. Si By, ..., B, son subconjuntos converos y acotados de un espacio
normado X, entonces

a(conv (CLU---UC,)) <max{a(C),...,a(C,)}. (1.1)

Demostracion. Utilizaremos induccién matemaética. Primero que todo notemos que
cuando n = 2 la desigualdad (1.1) es el Lema 1.1.4. Supongamos Ahora que la de-
sigualdad (1.1) se tiene paran = k — 1, esto es

a(conv (C1U---UCk_q)) <méx{a(C}),...,a(Ck_1)}.

Por propiedades de la capsula convexa

conv(A U B) = conv]conv(A) U conv(B)].
Sea C' =CyU---UC)_;. Entonces

afconv(C' U Cy)] = a {conv[conv(C') U conv(Cy)]} = a {conv[conv(C) U Cy]}.
Ahora, puesto que tanto conv(C') como Cj, son convexos, el Lema 1.1.4 garantiza que
a {conv|conv(C) U Ci]} < méx {afconv(C)], a(Cy)}.
Pero se supuso que (1.1) es valida para n = k — 1, de modo que
alconv(C)) < méx{a (Cy),...,a(Ck_1)} <max{a(Cy),...,a(Cy)}.
Como también a(Cy) < max{«a (C1),...,a(Ck)}, concluimos que
a(conv (CyU---UC)) = a(conv (CUCY)) <méx{a(C),...,a(C)}.

Por consiguiente (1.1) es valida para n = k. O
Retomemos la demostracién de la Proposicion 1.1.1.

(e) Como B C conv(B), por el item (c), a(B) < a(conv(B)). Demostremos entonces la
otra desigualdad. Dado € > 0 existe d > 0 tal que

a(B)<d< a(B)+e

y conjuntos My, ..., M, tales que B C M; U---U M, con diam(M;) < d. Podemos
suponer que los M; son convexos ya que

MyU---UM, C conv(M;)U---Uconv(M,)
y diam(conv(M;)) = diam(M;) < d. Ahora por el Corolario 1.1.5
a(conv (MyU---UM,)) <méx{a(M),...,a(M,)},

pero a(M;) < d, por lo que max {« (M) ,...,a(M,)} < d. Por lo tanto, tenemos que
a(conv (MyU---UM,)) <d, luego

a(conv(B)) < afconv(MyU---UM,)) <d.



De modo que a(conv(B)) < a(B) + € para todo € > 0. De donde a(conv(B)) < a(B).
(f) Como B C B, a(B) < a(B). Por otro lado, dado € > 0 existe, d > 0 tal que
a(B) <d< a(B)+e¢
y conjuntos My, ..., M, tales que B C M; U---U M, con diam(M;) < d. Luego
BC M, U---UM, y diam(M;) = diam(M;) < d,

por lo tanto a(B) < d y entonces a(B) < «a(B) + ¢ para todo € > 0 con lo cual

a(B) < a(B). O
Una importante propiedad de la medida de no compacidad de Kuratowski viene dada
en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.1.1. La medida de Kuratowski es invariante bajo traslaciones esto es, dados
x € X,y B € B(X) tenemos que

a(B) = a(x + B).

En efecto, al aplicar el item (b) y luego el item (a) de la proposicién anterior obtenemos
alx+ B) = a({z} + B) < a({z}) + a(B) = a(B). Por lo tanto a(x + B) < a(B). Una
nueva aplicacién de los ftems anteriores nos da «(B) = a(—x + = + B) < a({—=z}) +
a(x+ B) = a(r + B). Asi a(B) < a(x + B).

Las nociones que introduciremos a continuacién se utilizardn en la construccion del
grado topolégico para aplicaciones o — condensantes.

Definicién 1.1.2. Sean X, Y espacios de Banach y 2 C X. Denotamos por C(£2,Y)
a la familia de todas las funciones continuas F' : 2 — Y, en el caso en que X =Y,
escribimos C'(2) en vez de C'(€2, X) para denotar la clase de todas las funciones continuas
F : Q — X. Una aplicacién F' : Q — Y se dice compacta si es continua y F(2) es
relativamente compacto. Denotamos por K(£2,Y), a la clase de todas las aplicaciones
compactas F': Q — Y, nuevamente escribimos K(€2) en vez de K(Q, X).

Definicién 1.1.3. Sea X un espacio de Banach, 2 C X y F': 2 — X una aplicacién
continua y acotada. F' es llamada « — Lipschitz si existe k > 0 tal que

a(F(B)) < ka(B) para todo B € B(),

si ademas k < 1, entonces decimos que F' es una a—contraccion estricta. Una aplicacién
F' es a—condensante si

a(F(B)) < a(B) para todo B € B(2) con a(B) > 0.

Denotamos por SC,(2) a la clase de todas oo — contracciones estrictas F' : @ — X'y
por C, () a la clase de todas las aplicaciones o« — condensantes F: Q0 — X.



Definicién 1.1.4. Sean X, Y conjuntos arbitrarios, J = [0,1], v f,¢g: X — Y funcio-
nes. Una homotopia afin es una funcién continua h : J x X — Y tal que h(0,z) = f(x)
y h(1,z) = g(x) para todo z € X. En tal caso decimos que f y g son homotdpicamente
equivalentes.

Proposicién 1.1.6. Toda homotopia afin entre aplicaciones o — condensantes es a su
vez a — condensante, es decir para todo B C Q con a(B) > 0 tenemos que

a(H([0,1] x B)) < a(B).

Ademds, si F,G : Q0 — X son solo aplicaciones compactas, entonces H es una aplicacion
compacta.

Demostracion. En efecto, sea {2 un subconjunto abierto y acotado de un espacio de
Banach X y sean F, G € C,(Q). Definamos H : [0,1] x Q — X dada por

H(t,z) = (1 —-t)Fz +tGx,
entonces H es una homotopia affn y para todo B C Q con a(B) > 0 tenemos que
H(]0,1] x B) C conv(F(B)UG(B)),
de hecho, por el Lema 1.1.3,
H(t,x) = (1 —t)Fx +tGx € (1 —t)F(B) + tG(B) C conv(F(B) UG(B)).
Con lo cual por la Proposicion 1.1.1
a(H([0,1] x B)) < a(conv(F(B) UG(B)))

— o((F(B)UG(B))

= méx{a(F(B)),a(G(B))}
Ahora bien como F,G € C,(f) tenemos que a(F(B)) < a(B) y a(G(B)) < a(B), de
donde

a(H([0,1] x B)) < méx{a(F(B)),a(G(B))} < a(B).

Esto es H es a — condensante.
Ahora, si F,G : Q) — X son aplicaciones compactas tenemos que

a(H([0,1] x Q)) < méax {a(F(ﬁ)), a(G(ﬁ))} =0,
es decir H es una aplicaciéon compacta. ]

Proposicién 1.1.7. §i F, G : Q0 — X son aplicaciones o — Lipschitz con constantes k
y k', entonces F'+ G : Q — X es a — Lipschitz con constante k + k.

Demostracion. Tenemos que

a(F(B)) < ka(B) y a(G(B)) < Ka(B),
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entonces
a(F(B)) + a(G(B)) < (k+ k)a(B)
y a((F+G))(B) = a(F(B) + G(B)) < a(F(B)) + a(G(B)) < (k + k)a(B).
Estoes F'+ G : Q) — X es a — Lipschitz con constante k + k'. O

Proposicién 1.1.8. 5i F' : Q@ — X es una aplicacion compacta, entonces F es a —
Lipschitz con constante k = 0.

Demostracion. Al ser F' una aplicaciéon compacta, F'(£2) es relativamente compacto.
Luego por Proposicién 1.1.1(a), a(F(2)) = 0. Ahora si B € B(Q2) por Proposicién
1.1.1(b) a(F(B)) < a(F(2)) = 0 con lo cual a(F(B)) =0 < 0-«(B). Por lo tanto F
es o — Lipschitz con constante k = 0. O

Proposicion 1.1.9. Si F' es Lipschitz con constante k, entonces F' es a — Lipschitz
con constante k.
Demostracion. Si F es Lipschitz con constante k tenemos que
|Fx — Fyl|| < k|| — y|| para todo z,y € Q,
entonces tomando el supremo sobre todos los z,y € €2 tenemos que

sup ||[Fz — Fy|| < sup klz —yl| =k sup |z —yl,
z,yeB z,yeB z,yeB

es decir diam(F(B)) < kdiam(B) para todo B € B(X). Ahora tomando el infimo de
todos los didmetros de los conjuntos que cubren F'(B) tenemos que,

a(F(B)) < diam(F(B)) < kdiam(B).

Finalmente tomando el infimo sobre todos los didmetros de los conjuntos que cubren a
B tenemos que «(F(B)) < ka(B), lo que termina la demostracion. O

1.2. El grado topoldgico en la teoria del punto fijo

En muchos casos la solucion de una ecuacion funcional no se puede dar explicitamente,
por esta razon, se utilizan métodos topoldgicos y analiticos que permiten tener una
informacion cualitativa de la solucién o soluciones de la ecuacién. Por ejemplo, sea
f X — Y una funcién y supongamos que queremos analizar el conjunto de soluciones
de la ecuacién

flz) =y,
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a la cual exigiremos las siguientes restricciones: La funciéon f es continua en un subcon-
junto abierto y acotado © de X, y es un valor dado de Y tal que y & f(99). A la tripla
conformada por la funcién f, el conjunto 2 y el valor dado ¥, la llamaremos admisible
y a la coleccién conformada por las triplas de esta forma, familia admisible de triplas;
a cada tripla de dicha familia queremos asociar un entero d(f,2,y), llamado grado de
f relativo al conjunto €0, tal que las propiedades de la funcién d permitan dar solucién
a tres preguntas bésicas:

(i) ¢Existe al menos un x € € que es solucién de la ecuacién?
(ii) {Coémo estan distribuidas las soluciones sobre el conjunto 27
(iii) ;Cémo dependen dichas soluciones de la funcién f y de y?

Lo primero es notar que si f = I, la funcién identidad, la ecuacién tiene una unica
solucion z = y y por lo tanto requerimos que

(d1) d(1,9,y) =1 para y € Q.

Consideremos ahora dos subconjuntos abiertos y disyuntos £2; y €25 de €2 y supongamos
que la ecuacién f(x) = y, tiene un nimero finito de soluciones en 2 U€)s, pero ninguna
solucién en Q \ (€1 U ). Entonces el nimero de soluciones en €2 es la suma de las
soluciones en §2; y €25, esto sugiere que d deberia ser aditiva respecto al argumento (2,
esto es

<d2) d(f797y) :d(f,Ql,y)+d(f,QQ,y),

siempre que € y €, sean abiertos disyuntos de Q tal que y ¢ f(Q\ (Q; U Qy)). La
tercera condicion que le debemos imponer a d tiene que ver con el hecho de que para una
funcién f complicada el nimero d(f, 2, y) puede ser calculado por d(g, 2, y), siendo g
una funcién mas simple que f, esto lo podemos llevar a cabo definiendo una homotopia
entre la funcién f y la funciéon g que permita deformar la primera de estas funciones en
la segunda manteniendo la continuidad.

(d3) d(h(t,-),,y(t)) es independiente de ¢t € J = [0, 1]

siempre que h : J x Q@ = Y yy:J — Y sean continuas y y(t) & h(t,09) para todo
t € J. A la funcién h definida en la (d3) la llamaremos homotopia admisible.

Nos planteamos ahora el objetivo de encontrar una expresion explicita para la aplicacién
d, para tal fin consideremos primero el caso mas simple. Supongamos que X =Y =R
y que y = 0, en este caso nuestro problema se reduce a hallar los ceros de una funcién
de valor y variable real. Si suponemos solamente que la funcién f es continua en un
intervalo abierto (a,b), puede que el conjunto f~1(0) = {x € (a,b) : f(x) = 0} no sea
finito, para remediar este problema requerimos que f sea continua [a,b], diferenciable
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con continuidad en (a, b) y ademés que todos sus ceros sean simples, esto es, si f(z) =0
entonces f'(x) # 0. Bajo estas condiciones definimos como

d(f,(a,0),0) = > sgn(f'(x)), (1.2)

z€f~1(0)

donde
1, siz > 0,
sgn(z) =<0, siz=0,
-1, sixz <0,

al grado de f relativo al intervalo (a,b). Si f71(0) = 0, por convencién d(f, (a,b),0) = 0.
Ahora, usando el Teorema de Bolzano podemos demostrar que

0, sif(a)f(b) >0,
d(f,(a;0),0) = 41, sif(a) <0y f(b) >0,
—1, sif(a) >0y f(b) <O.

Expresando el grado de esta forma notamos que si d(f, (a,b),0) # 0, la funcién f tiene
al menos un cero. Como veremos posteriormente esta es una de las propiedades mas
importantes a la hora de aplicar el concepto de grado a los problemas de existencia de
existencia de puntos fijos. Es natural ahora extender la nocién de grado a funciones
definidas sobre un subconjunto €2 de R", cambiando la derivada de la funcién por el
Jacobiano.

Definicién 1.2.1. Sea {2 un subconjunto abierto y acotado de R™. Si f : 2 — R" es
continua en Q y diferenciable con continuidad en 2, y si ademds todos los ceros de f
son simples con ninguno de ellos en la frontera. Entonces definimos

>, sgn(det(f'(x)), si f71(0) #0,
d(f,Q,0) = { 2ef1(0)
0

1
0, si f710) = 0.

Denotamos por f’(x) a la matriz Jacobiana de la funcién f. Decimos que un cero de f
es simple si f(z) = 0y det(f'(z)) # 0. Nétese que como f: Q C R"™ — R" es continua
en  y diferenciable con continuidad en €2, y ademés todos los ceros de f son simples, el
conjunto f~1(0) es finito. La expresién para la aplicacién d dada en la Definicién 1.2.1
constituye la primera fase en la construcciéon del grado de Brouwer, en las siguientes dos
fases se suprimen las hipétesis sobre los ceros simples de f asi como la diferenciabilidad
hasta llegar al caso general en el que solo se pide la continuidad de la funcién f.
El siguiente paso natural es extender este concepto al caso de dimensién infinita, este
proceso no se puede llevar a cabo directamente; pues una de las consecuencias del grado
de Brouwer es que toda funcién continua de la adherencia bola unitaria de R™ en si
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misma tiene un punto fijo, este resultado es conocido como el Teorema del Punto Fijo de
Brouwer. Sin embargo, Kakutani (ver [8]) demostré que existe una funcién continua de
la adherencia de la bola unitaria del espacio de dimensién infinita {? de las sucesiones
de numeros reales en si misma que no tiene puntos fijos. Para tener una versién del
Teorema de Brouwer en dimensién infinita, debemos pedir a la aplicacion f, ademas de
continuidad, compacidad, dado que las aplicaciones compactas pueden ser aproximadas
por una sucesién de aplicaciones finito dimensionales en las cuales podemos definir el
grado de Brouwer (ver la Proposicion 1.2.4). Esta extension via aplicaciones compactas
es conocida como grado de Leray-Schauder. Esta herramienta nos permitira aplicar
las propiedades del grado de Brouwer en dimensién infinita para resolver problemas
de existencia de puntos fijos, mas exactamente, entre otras cosas demostraremos una
extension del teorema del punto fijo de Brouwer conocido como Teorema del Punto Fijo
de Schauder.

Las definiciones y terminologia usadas a continuacién fueron tomadas de [17]. No hare-
mos en esta tesis las construcciones del grado de Brouwer ni del grado de Leray-Shauder,
puesto que nuestro objetivo es utilizar estos resultados para hacer una extension del
grado de Leray-Schauder al grado para aplicaciones a-condensantes, en esta construc-
cion demostraremos en todo detalle como mediante un proceso de reduccion podemos
expresar este ultimo grado en términos del grado de Leray-Schauder.

1.2.1. Grado de Brouwer

Primero veamos que la condicién y & f(0€2) es necesaria para definir una aplicacién d
que satisfaga (d1)-(d3), para esto haremos uso del siguiente resultado.

Proposicién 1.2.1. Sea 2 C R" compacto, f € C(Q) y e > 0. Entonces existe una
funcion g € C*°(R") tal que || f(z) — g(z)|| < € para todo x € Q.

Recordemos que C*(2) denota la clase de todas las aplicaciones f : Q — R™ para
las cuales existen derivadas parciales de orden k y son continuas en €, si f € C*(Q),
decimos que f es de clase C* en €, en particular si k = 0, escribimos C((Q), para denotar
la clase de todas las funciones continuas f : 2 — R", mientras que C*(Q2) = ﬂ CH()

k>1
denota la clase de todas las aplicaciones con derivadas parciales continuas de todos los
" 1/2
ordenes en Q, ademds si x = (z1,...,2,) € R", ||z|| = E x; | . Finalmente, si B es
=1

compacto y f € C(B) denotamos por ||f|l« a la norma uniforme de la funcién f esto
es || flloo = max {[|f(z)[| : = € B},

Ahora consideremos f € C(Q) y y & f(092). Definimos o« = o(y, f(92)) > 0 donde

o(z, B) denota la distancia del punto x al conjunto B. Cémo ) es compacto y f €
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C(Q) estamos en las hipétesis de la Proposicién 1.2.1, de tal forma que existe una
funcién g € C>(Q) N C(Q) tal que || f(z) — g(x)|| < € para todo = € Q, pero entonces
|f — glloo < €, y si tomamos € = « tenemos que

1f = glle < o(y, f(09)).

Ahora bien, por definicién de o, o(y, f(0)) < ||y — y1|| para todo y; € f(O9). Esto es,

Q(Zbi(aQ)) < |ly — f(z)| para todo x € Oy ||f — gl > ||f(z) — g(z)| para todo
x € Q, en particular || f — g/l > ||f(z) — g(2)|| para todo z € 9. Por lo tanto tenemos

que
1f(x) — g(@)|| < lly — f ()|l para todo x € O9. (1.3)

Consideremos la funcién A : [0,1] x Q — R™ dada por h(t,z) = (1 —t)f(x) + tg(x), h
es continua y si ¢t € [0, 1] tenemos que

1At ) =yl = [[(1 = 1) f(2) + tg(x) — yl|

= [[f(z) =y +t(f(x) — g(x))]l

> |If (@) —yll =t f () — g(@)]]

> () = ol = 1) ~ (@]
Pero por (1.3) sabemos que || f(z) —y|| — || f(z) —g(x)| > 0 si z € 09, por consiguiente
|\h(t,z) —y|| > 0sit € [0,1] y x € 9. Por lo tanto, (d3) con y(t) = y implica que
d(h(t,-),Q,y(t)) es independiente de t € [0, 1], lo que significa que d(h(t,z),Q,y(t)) =
constante para todo ¢ € [0, 1], en particular si t = 0, d(f(x),Q,y) = d(h(0,z),Q,y) =
constante, y sit =1, d(g(x),Q,y) = d(h(1,z),Q,y) = constante. Por lo tanto tenemos
que

d(f,Q,y) = d(g,Q,y).

Hemos demostrado que (d3) implica la unicidad de la funcién d, en lo cual fue crucial
la hipdtesis y & f(092).

El siguiente resultado pone de manifiesto que existe una unica aplicacién que verifica
(d1)-(d2)-(d3). Sea

M = {(f,Q,y) : Q C R" abierto y acotado, f € C(Q),y & f(BQ)}.

Teorema 1.2.2 (Grado de Brouwer). Eziste una tunica aplicacion d : M — Z, llamada
grado de Brouwer, que satisface las siguientes propiedades:

(d1) (Normalizacion) Para todo y € )

d(1,Q,y) =1.
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(d2) (Aditividad) Si Q0 y Qy son abiertos disyuntos de ) tal que y & f(Q\ (1 UQy)),

entonces

d(faQay) = d(.fa Qlay) +d(f792ay)

(d3) (Invarianza por homotopia) Si h:J x Q — R™ ey : J — R" son continuas con
y(t) € h(t,00) para todo t € J = [0,1], entonces

d(h(t,-),Q,y(t)) es independiente de t € J.

El resultado anterior caracteriza el grado de Brouwer, es decir si existe una aplicacién
D : M — Z que verifica las propiedades (d1)-(d2)-(d3) entonces D(-,2,y) = d(-,Q,y);
esto es, la aplicacién D es el grado de Brouwer.

El grado de Brouwer satisface ademas las siguientes propiedades.

Proposicion 1.2.3. Sea M como en el Teorema 1.2.2 y d : M — 7Z, el grado de
Brouwer, entonces

(d4) (Ezistencia) Si d(f,Q,y) # 0 implica que y € f(2).

(d5) (Escision) Sea Q un subconjunto abierto de §) tal que y & f(2\ Qy), entonces
d(f7 va) = d(f7 Qla y)

1.2.2. Grado de Leray-Schauder

Ahora extenderemos la nocién de grado de Brouwer para aplicaciones actuando en
espacios de dimensién infinita.

Definicién 1.2.2. Consideremos dos espacios de Banach X, Y, un subconjunto €2 de X
y una aplicacion F' : € — Y. Decimos que una aplicacién F es finita-dimensional si F'(2)
estd contenido en un subespacio finito dimensional de Y. Denotamos por F(£2,Y) a la
clase de todas las aplicaciones finito dimensionales F': 2 — Y. Como antes escribimos
F(Q) en vez de F(Q, X).

Proposicién 1.2.4. Sean X, Y espacios de Banach y B C X cerrado y acotado. En-
tonces F(B,Y) es denso en K(B,Y) con respecto a la norma del supremo, es decir
para toda aplicacion F € K(B,Y) y € > 0 existe una aplicacion F, € F(B,Y) tal que
sup ||Fz — Fx| <e.

z€B

Sea () un subconjunto abierto y acotado de un espacio de Banach X. A una aplicacion
de la forma I — F donde F' € k() se le llama perturbacion de la identidad y una tripla
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de la forma (I — F,Q,y) donde I — F es una perturbacién de la identidad, € es un
subconjunto abierto y acotado de X,y y & (I — F)(0R), se le llama admisible.

El siguiente resultado es la generalizacion del grado de Brouwer en espacios de dimension
infinita.

Teorema 1.2.5 (Grado de Leray-Schauder). Sea X un espacio de Banach y
M = {(I = F,Q,y) : Q C X abiertoy acotado, F € K(Q),y & (I — F)(6)}.

Entonces existe una unica aplicacion D : M — Z, llamada grado de Leray-Schauder,
que satisface las siguientes propiedades:

(D1) (Normalizacion) Para todo y € )
d(1,Q,y) = 1.

(D2) (Aditividad) Si € y Qo son abiertos disyuntos de ) tal que y & (I — F)(Q2\ (Q U
), entonces

D([—F,Q,y):D(I—F,Ql,y)—l—D([—F,QQ,y).

(D3) (Invarianza por homotopia) Si H : J x Q — X es compacta, y : J — X es
continua y y(t) & (I — H(t,-))(02) para todo t € J = [0, 1], entonces

D(I — H(t,-),Q,y(t)) es independiente de t € J.

El entero D(I — F,$Q,y) estd dado por d((I — F1)|q,,,y), donde Fy es cualquier

aplicacion en F(Q) tal que sup |[Fix — Fz| < oy, (I — F)(99)), & = QN X,
z€Q
con X1 cualquier subespacio finito-dimensional de X, y € X1, F1(Q) C X1 y d es

el grado de Brouwer en X;.

Las propiedades (d4) y (d5) de la Proposicién 1.2.3 del grado de Brouwer también las
cumple el grado de Leray-Schauder.

Proposicion 1.2.6. Sea M como en el Teorema 1.2.5 y D : M — 7Z, el grado de
Leray-Schauder, entonces

(D4) (Ezistencia) Si D(I — F,Q,y) # 0 implica que y € (I — F)(Q).

(D5) (Escision) Sea Q1 un subconjunto abierto de Q tal que y & (I — F)(Q\ Q1),
entonces

D(I — F,Q,y) = D(I — F,Q,y).
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[lustraremos como podemos aplicar el grado de Leray-Schauder a la teoria del punto
fijo demostrando una extension del teorema del punto fijo de Brouwer a aplicaciones
compactas realizada por Schauder en 1930. Para esto es necesario el siguiente resultado.

Teorema 1.2.7. Sean X y Y espacios normados, A C X un conjunto cerrado y F :
A — Y continua. Entonces F tiene una extension F : X — Y tal que F(X) C
conv(F(A)).

Definicién 1.2.3. Sea X un espacio normado y A un subconjunto de X. Una retraccién
de X en A es una funcion continua R : X — A tal que Rz = x para todo x € A.

Observacion 1.2.1. Por el Teorema 1.2.7 si A es un subconjunto convezo, cerrado y
no vacio de X entonces existe una retraccion de R de X en A. En efecto, sea F la
restriccion de la identidad en X al conjunto A, esto es F': A — X y Fx = x para todo
x € A, F es continua por lo tanto existe una extension continua R : X — X tal que
R(X) C conv(F(A)), pero F(A) = A con lo cual conv(F(A)) = conv(A) = A. Luego la
funcion R : X — conv(F(A)) = A es continua y Rx = Fx = x para todo x € A.

Teorema 1.2.8 (Teorema del punto fijo de Schauder). Sea X un espacio de Banach,
C C X no wvacio, cerrado, convexo y acotado, F : C'— C compacto. Entonces F' tiene
un punto fijo.

Demostracion. Como C' es acotado, existe r > 0 tal que C' C B(0,7) =: B, ademés
C es cerrado, convexo y no vacio, luego por la Observacion 1.2.1 existe una aplicacion
continua H : X — C tal que Hr = x para todo x € C. Denotemos por R a la
restriccién de H a la bola B = B(0,7), entonces R sigue siendo continua y G := FR,
cumple que G : B — C y G es una aplicaciéon compacta. En efecto, al ser F una
aplicacién compacta F'(C') es relativamente compacto, luego a( F'(C')) = 0, por lo tanto
a(G(B)) < a(F(C)) = 0, con lo cual a(G(B)) = 0. Ahora supongamos que existe
v € 0B tal que FRz = 2. Como z € B, Rz € C, con lo cual v = FRxz € F(C) C C,
esto es, x € C. Entonces x = Hx = Rx de donde x = Fx y el resultado se tiene.
Supongamos entonces que FRx # x para todo x € OB y definamos H : [0,1] x B — X
como H(t,z) = tFRx. Sea v € OB, tenemos ||z — tFRz| > ||z|| — t|FRz|, y como
FRr € C C B, |[FRx|| < r, de donde —t||FRz| > —rt. Por lo tanto, ||z — tF Rz| >
||| —=rt=r—rt=r(1—1%t) >0si0<t<1. Ysit=1, como FRx # x para todo
x € OB, entonces ||z — FRx|| > 0. Se sigue asi que 0 ¢ (I — H)(0B) = (I — H)(0B)
para todo t € [0,1]. Ademds H(t,z) = tFRx + (1 — t)0 es una homotopia afin entre
las aplicaciones 0 y FR € K(B), entonces por la Proposicién 1.1.6 H : [0,1] x B — X
es una aplicaciéon compacta. Entonces (D3) del grado Leray-Schauder con y(¢) = 0 nos
dice que D(I — H(z,t), B(0,7),0) = constante para todo t € [0, 1]. Por lo tanto,

D(I — FR,B(0,r),0) = D(I — H(1,-), B(0,r),0)
— D(I — H(0,-), B(0,7),0)
— D(I,B(0,7),0) = 1.
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Luego por (D4) del grado Leray-Schauder concluimos que 0 € (I — FR)(B(0,r)), esto
es, existe x € B(0,r) tal que x = FRz, pero ©+ = FRx € C, con lo cual z € C,
Rx = Hx = z y entonces Fx = x. O

Estableceremos a continuacion una generalizacién del Teorema anterior. En la demostra-
ciéon debemos tener presente el siguiente resulto clasico en la teoria de espacios métricos.

Lema 1.2.9. (Ver, [7, pag. 23, Proposicién 1.41]). Sea (X,d) un espacio métrico y
A C X. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(a) A es relativamente compacto.

(b) Toda sucesion de elementos en A tiene una subsucesion convergente a un punto
de X.

Teorema 1.2.10 (Teorema del punto fijo de Schaefer). Sea X un espacio de Banach
yT: X — X una aplicacion compacta, si el conjunto

U {reX:z=\Tz},

0<A<1

es acotado. Entonces T tiene un punto fijo.

Demostracion. Por hipdtesis existe » > 0 tal que
|z|| < r si x = ATz para algun A € [0,1].
Sea B := B(0,r), entonces B = B(0,7). Definamos la retraccién R : X — B, dada por
x si ||z <,
Rx = r
(o
Sea S := T |5. Demostremos que la aplicacién RS : B — B, es compacta. Para

esto debemos ver que el conjunto A = RSB(escribimos RSB en vez de R(S(B))) es
relativamente compacto. Sea (z,), una sucesién en RSB, entonces 2, = RSz, donde

r st zf] >

(Sx,), es una sucesion en SB, y al ser este conjunto es relativamente compacto, por el
Lema 1.2.9 existe y € X tal que Sz,, — y cuando k — oco. Ahora por la continuidad
de la funcién R, z,, = RSz, — Ry € X cuando k — oo. Por lo tanto, de nuevo por el
Lema 1.2.9, concluimos que el conjunto RSB es relativamente compacto. Consideremos
el conjunto

K :=conv (RSB),

conv(A) := conv(A). Vemos que por definicién el conjunto K es convexo y cerrado.
Ademads, como

K =conv (RSB) C conv(B) = B,
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tenemos que
RSK C RSB C conv(RSB) = K,
con lo cual RS |g: K — K, més atn, por la Proposicién 1.1.1
a(K) = o (conv (RSB)) = a (conv (RSB)) = a (RSB) = 0.

Es decir, la aplicacién, RS |k es compacta. Por el Teorema del Punto Fijo de Schauder
existe x € K tal que RSx = x. Veamos que esto implica que Sx € K. Supongamos
que no. Entonces ||Sz| > r y x = RSz =

Tz, lo cual implica que ||z| = r.
[T

Por otro lado x = ASz, donde A\ = ﬁ € (0,1). Luego por hipétesis ||z|| < r, lo
x

cual es una contradiccién. Se debe tener entonces que Sz € K C B. Por lo tanto

xr=RSx=Sr="Tx. O

1.2.3. Construcciéon del grado topolégico para aplicaciones a—
condensantes

Como vimos, el grado de Leray-Schauder nos permite demostrar un Teorema de pun-
to fijo para aplicaciones compactas en un espacio de Banach de dimension infinita, el
Teorema del punto fijo de Schauder, queremos extender este teorema para aplicaciones
méas generales, de manera mas precisa, para aplicaciones a-condensantes (recordemos
que toda aplicacién compacta es a-condensantes pero el reciproco es falso, ver Propo-
sicién 1.1.8). Para esto, introduciremos la nocién de grado topoldgico para aplicaciones
a-condensantes.

Consideremos la tripla (I — F,Q,y) donde F' € C,(R2),  un subconjunto abierto y
acotado de un espacio de Banach X y y ¢ (I — F)(092). Como antes llamaremos
a la coleccion conformada por las triplas de esta forma familia admisible de triplas.
Queremos definir en esta familia una funcién D a valor entero que satisfaga

Primero que todo, observemos que D depende en realidad de las triplas admisibles tales
que F' es una « contraccion estricta. Para ver esto notemos que si F' € C,(Q) y k € [0,1),
entonces G := kF' es una a-contraccion estricta. En efecto, tenemos dos casos a(B) = 0
oa(B)>0.Sia(B)=0tomamos k =0 conlocual G=0y a(G(B)) =0<0-«a(B);
esto es, G € SC,(Q2). Ahora si a(B) > 0 tomamos 0 < k < 1 y recordamos que « es
una seminorma con lo cual

a(G(B)) = a(kF(B)) = ka(F(B)) < ka(B),

en la tltima desigualdad usamos el hecho de que F € C,(2), de nuevo vemos que
G € SC,(Q). Ahora consideremos H : J x Q — X, dada por

H(t,x)=(1—-t)Fr+thkFz=(1—t)Fx 4+ tGx.
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Tenemos entonces una homotopia afin entre las aplicaciones a — condensantes F' y G.
Luego, por la Proposicion 1.1.6, la aplicacién H es a — condensante. Ahora escojamos
k<1ly(1—k)tal que

(1—k)sup {||Fz|| - 2 € Q} < o(y, (I — F)(09)),
nétese que o(y, (I — F)(082)) > 0 ya que y & (I — F)(092)) de tal forma que
(1 —k)||Fz|| < ||y — (x — Fx)|| para todo x € 0S2. (1.4)

De este modo si z € 9 y t € J = [0, 1] tenemos que

[H(t,z) =2z +yll = (1 —t(1 = k) Fo —x+y
=||Fr—z+y—t(1—k)Fz|
=y — (z— Fz) — t(1 - k)) Fz|
> ly = (z — Fa)|| — t(1 — k)|| F'x]
2 ly = (z — Fz)|| = (1 - k)[|[Fz|.

Por lo tanto de (1.4) concluimos que
|H(t,z) —z +y|| > 0.

Y hemos demostrado que si x € 9Q y ¢t € J entonces y(t) # x — H(t,x). Por lo tanto
(D3) con y(t) = y nos dice que

D(I — H(t,-),Q,y) = constante para todo t € J.
Luego, en particular tenemos que
D(I—-F,Qy)=D(I—-H(0,-),Q,y) =D —H(1,-),Q,y) =D — kF,Q,y),
esto es
DI —F,Q,y)=D(I —kF,Q,y).

Asi, en adelante suponemos que F es una a-contraccion estricta con constante k& < 1.
Ahora de (D2) con Q; = Q y Qy = () obtenemos

D(]_FaQay) = D(I_F797y) +D(]_F7®7y)a
de donde se concluye que D(I — F, (), y) = 0. Por lo tanto (D2) con Q5 = (), implica que

D(I - F,Q,y) = D(I — F,$,y) para todo abierto Q; C Q tal que y & (I — F)(Q2\ Q).
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Por lo tanto si (I — F)7'(y) = 0, entonces D(I — F,Q,y) = DI — F,0,y) = 0.
Supongamos entonces que (I — F')~(y) # 0. Consideremos

Co =vconv [F(Q) +y| yC, =conv [F (2N Cp_y) +y| paran > 1. (1.5)
Utilicemos induccién matematica para demostrar que
existe v € Qtal que v € C,,_y para todon > 1. (1.6)
De hecho como (I — F)7L(y) # 0, existe x € Q tal que  — F(z) = y. Por lo tanto
x=F(z)+yeF(Q) +yCconv [F(Q) +y] = Co,

con lo cual x € Cy y (1.6) se tiene para n = 1. Ahora supongamos que (1.6) se tiene
para cierto n = k, esto es

existe z € Q tal que z € Cy_1,
pero esto implica que
r=F(x)+yeF (ﬁﬂCk_l) +y C conv [F (ﬁﬂ Ok—l) +y] = C}.

Se concluye que = € Cj. Es decir (1.6) se tiene.
Ahora por la Proposicién 1.1.1 items (f) y (e) y el Ejemplo 1.1.1 tenemos que

Luego en virtud de la Proposicién 1.1.1(c) y el hecho que F € SC,(€), obtenemos:
a(F (2N Chi)) < a(F(Croi)) < ka(Croy),

concluimos que «(C,,) < ka(C,_1). De manera similar «(C,,_1) < ka(C,_2), con lo cual
a(C,) < k?a(C,_1), continuando este proceso vemos que

a(Cr) < ka(Chq) < Ea(Ch_s) < - < k"a(Cy).

Por lo tanto a(C),) — 0 cuando n — oco. De esta forma si definimos C\, := ﬂ Ch, Cy #
n>0
() por (1.6), mas atin o(Cy) < a(C,,) para todo n > 0, lo cual implica que a(Cy) = 0,

por lo tanto C, es relativamente compacto. Pero al ser cerrado él es compacto. Ademas
cada uno de los C), es convexo por lo que C4 es convexo. Concluimos que Cy, es no
vacio compacto y convexo. Por lo tanto el Teorema 1.2.7 garantiza la existencia de una
retraccion R : X — C., (ver Proposicién 1.2.1). Entonces R71(2) N Q es abierto y,
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por (1.6), tenemos que (I — F)7'(y) C Cy, més atin (I — F)7'(y) CQ=0QUQy
y & (I — F)(09), ast (I — F)7'(y) C Q. De esta forma concluimos que

(I-F)'(y) CCen. (1.7)
Utilicemos (1.7) para demostrar que
(I-F)'y) < RY(Q)NAQ. (1.8)

Sea x € (I — F) '(y), por (1.7), z € Cx y x € Q. Como z € Cy, por definicién de
retraccién Rx = x, entonces Rz € €, con lo cual x € R7Y(Q), esto es x € R7H(Q2) N Q.
Ahora, sea € = R7}(Q) N Q, usaremos (1.8) para demostrar que

En efecto, supongamos que z € Q\ O, por (1.8) z ¢ (I — F)"!(y), es decir y ¢
(I — F)(2\ ;). De donde la conclusién se obtiene usando la propiedad (D2). M4s que
eso, afirmamos que

D(I-F,R'Q)NQy)=DI—-FR R Q)N y). (1.9)

Consideremos H : J x Q; — X dada por H(t,r) = Fx + t(FRx — Fx). Supongamos
que (I — H)™(y) # 0. Procederemos por induccién matemdtica para demostrar que

existe x € Q tal que x € Cy,_1 para todon > 1. (1.10)

En efecto, como (I — H) (y) # 0, existen z € Q; y t € J tales que x — H(t,z) = v,
entonces

r=H(t,z)+y
=Fr+t(FRx — Fx) +y
=Fx —tFx+tFRx +y
=Fr—tFr+tFRx+y+ty —ty
= (1-t)(For+y) +t(FRrx +y).

Como 7 € Q1 = R1(Q)NQ C R1(Q) NQ, tenemos por un lado que = € 2, de donde
Fr+ye F(Q)+y Cconv [F(Q) +y] = Co.

Y por el otro lado tenemos que z € R~1(Q2), de donde existe una sucesién (z,), en
R71(Q) tal que x,, — z, luego Rz, es una sucesién en 2 tal que Rz,, — Rz, con lo cual
Rz € Q. Entonces

FRx+y € F(Q)+y Cconv [F (Q) +y| = Co.
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Como Fx + vy, FRx +y € Cy, la convexidad de este conjunto implica que
r=(1-t)(Fzx+y)+t(FRx +y) € C.

Por lo tanto (1.10) se tiene para n = 1. Supongamos que (1.10) se tiene para n = k,
esto es

existe x € QO tal que x € Cj_1.
En tal caso z € QN Ch_; y entonces
Fr+ye F(QNCyi)+y Coow [F(QNCyi) +y] = Ch,
ademés Rz € QN C)_;, de donde
FRx+y € F(QNCj_1) +y Coonv [F (2N Cy_1) +y] = Ci.
Luego de la convexidad de C} concluimos que
r=1-t)(Fx+y) +t(FRx +y) € Cy.

Por lo tanto (1.10) se tiene. Hemos demostrado que el hecho que (I — H) '(y) # 0
implica que z € C, en consecuencia Rr =z, H(t,z) = Fxyrx—Fr=x—H(t,z) =y,
conlocual z € (I—F)"!(y). Pero (I—F) (y) € R71(Q)NQ, entonces z € R71(Q)NQ
y al ser este conjunto abierto tenemos que x ¢ d(R~'(Q) N Q). En conclusién si x —
H(t,z) = y entonces € (R™*(2) NQ) o, de manera equivalente, si x € (R™(2)NQ)
entonces y # x — H(t,z). Finalmente, como H(t,z) = Frx+t(FRx—Fz) = (1—t)Fx+
tFRx y tanto F' como F'R son a-condensantes, por la Proposicién 1.1.6, la aplicacion
H es a-condensante. Asi (D3) nos permite concluir (1.9).

Resumamos: la aplicacién reiterada de (D3) nos ha permitido hacer un trabajo de
reduccién primero de las aplicaciones a-condensantes a las a-contracciones-estrictas y
después a las aplicaciones compactas. Pero en esta tultima clase solo hay una tnica
aplicacién que cumple las propiedades (D1)-(D2)-(D3), el grado de Leray-Schauder, la
cual denotaremos por Dyg. Por lo tanto debemos tener que

D(I — F,Q,y) = Drs(I — FR,R™*(Q)NQ,y) si (I — F)*(y) # 0, (1.11)

y D(I—F,Q,y) =0si (I—F) ' (y) = 0. Por dltimo observemos que la parte derecha de
(1.11) no se ve afectada si cambiamos R por una retraccién R de X en un subconjunto
C cerrado y convexo tal que Co, € C, F(QNC)+y C Cy F(QNC) es relativamente
compacto. Para verlo, demostremos que

F(QNCy)+y C Cu. (1.12)

En efecto, como la sucesién (C),), definida en (1.5) es decreciente, esto es C,, C C),_4
para todo n > 1, tenemos que
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FC,NnQ)+yC F(C,.1NQ)+y CCh,

entonces F(C,,NQ)+y C C,, para todon > 0, pero F(QNCy)+y C F(C,NQ)+y para
todo n > 0, de donde F(QNCs) +y C Cs. Ahora bien, como R(X) C Oy R(X) C C,
entonces R(X) C QNC, de donde FR(X) C F(QNC) y ao( FR(X)) < a(F(QNC)) = 0,
esto es R € K(X). Sean Q; = R7YQ)NQ, Oy = R(Q)NQ y Q5 = Q,NQ,. Supongamos
que y € (I — FR)(Q; \ Q3), esto es, existe z € Q; \ Q3 tal que x — FRx = y. Como
r € O en particular tenemos que x € R~1(Q), entonces como se demostré en la pagina
22, Rz € Q, como ademés Rz € C. tenemos que z = FRx+y € F(QNCL)+y. Luego
de (1.12), x € C., de donde Rz = x y x — Fz = y con lo cual x € (I — F)7'(y) C
R7Y(Q)NQ = Qy, lo cual es una contradiccién pues z & 3. Por lo tanto debemos tener
que y € (I — FR)(Q\ Q3) y al utilizar (D2) del grado de Leray-Schauder concluimos
que

DLS(]_ FR, Qla?/) - DLS<]_ FR,Q37y)-

De manera similar si y € (I — FR)(( \ Q3), existe z € Q5 \ Q5 tal que  — FRz =y,
x € Qy luego z € E*l(Q), de donde Rz € Q, como ademés Rx € C, tenemos que
r = Fﬁx—i—y € F(QNC)+y C O, esto es x € C, entonces Rx =xyuxr—Fr=y,
con lo cual x € ; y tenemos una contradicciéon ya que x ¢ 3. Entonces como y &

(I — FR)(Q, \ ©Q3), por (D2) del grado de Leray-Schauder tenemos que
Dys(I — FR,Q,y) = Ds(I — FR,Q3,y).
En resumen:

Dps(I — FR,Q,y) =Drs(I — FR,(Q3,y)

- - (1.13)
Dis(I — FR,Q,y) =Dps(I — FR,Q3,9).

Veamos que los miembros derechos de (1.13) coinciden. Consideremos la aplicacion
H(t,-)=tFR+(1 —t)Fé la cual es compacta ya que FR v FR lo son. Ahora, como en
la. demostracién de (1.10) z— H (¢, z) = y implica que 2 € Co conlo cual Rt = Rz = 'y
por lo tanto z— Fa = x— H (t, ) = y. Ahora observemos que (I—F)™(y) C R~1(Q)N.

Como C, C C,
(I-F)ly)cCc.,nacCcn.

Asi, si x € (I — F)7(y), entonces x — Fx = y para algiin z € C N Q, y como x € C,
Rz = z, con lo cual Rx € Q, esto es 2 € R (). Luego z € R~1(Q) N Q como se
queria demostrar. Asi tenemos que (I — F)7(y) C Qy,$, con lo cual (I — F)~(y) C
Q1 NQy = Q3. Y hemos demostrado que si x — H(t,x) = y se tiene que = ¢ 93. Por
lo tanto (D3) del grado de Leray-Schauder nos permite concluir que

DLS(I_ FRa Q?ny) = DLS(I_ Fév Q?ny)'
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Luego por (1.13), podemos escribir que
Dys(I = FR,R™(Q) N Q,y) = Dys(I — FR,R7H(Q) N Q,y).

Con esto terminamos la construccion del grado para aplicaciones a — condensantes y
estamos listos para establecer el siguiente resultado.

Teorema 1.2.11 (Grado para aplicaciones o — condensantes). Sea X un espacio de
Banach y

M ={(I-F,Q,y) : Q C X es abierto y acotado, F € C,(Q),y & (I — F)(00Q)}.
Entonces tenemos que:

(a) Existe una unica aplicacion D : M — Z que satisface (D1)-(D3), llamada grado
para aplicaciones o — condensantes.

(b) Sea F € SC,(Q). Entonces D(I —F,Q,y) = Dys(I — FR, R™1(Q)NQ,y) si existe
un conjunto convexo cerrado C C X tal que Cy, C C, F(ﬁ NC)+y CCuy

F(QNQO) es relativamente compacto. Aqui Cu, = ﬂ Ch, (Cn)n estd definida por
n>0
(1.5) y R es cualquier retraccién de X en C. En particular si Cs, # 0, D estd

dada por (1.11). Si tal C' no existe, D(I — F,§,y) = 0.

(¢) Si F es solo a — condensante, tenemos que D(I — F,Q,y) = D(I — kF,Q,y),
donde k € [0,1) y (1 — k)sup {||Fz| : z € Q} < o(y, (I — F)(09)).

Demostracion. Primero que todo notemos que por la construccion hecha anteriormente
se sigue el item (b) de este Teorema.

(a) Sea y € Q, tenemos que D(I,Q,y) = Drs(I, R} () N Q,y) = 1. Por lo tanto (D1)
se tiene. Demostremos (D2). Consideremos €2; y €2y subconjuntos abiertos y disyuntos
de Q. Sean Q3 = R71(2,)NQ; y Q4 = R71(22)NQ,. Entonces Q3 y Q4 son subconjuntos
abiertos y disyuntos de R71(Q) N, més ain

(- FRET(Q) N0\ (25U 0)) C (1 F)@\ (2 UDy)).

En efecto, seay € (I — FR)(R7Y(2) N2\ (Q3UQy)), existe x € R71(Q) NQ\ (Q3UQy)
tal que z — FRx = y. Dado que z € R-Y(Q)NQ C R1(Q), Rr € Q. Como también
Rz € C, tenemos que z = FRx +y € F(QNC) 41y C C, esto es x € C. Pero entonces
Rx = x, de donde x — Fz = y, ademdas = & Q3 U Qy y por lo tanto x &€ Q; Uy, es
decir z € Q \ (€2, Uy). Concluimos que y € (I — F)(Q\ (£, Uy)). Supongamos que
y & (I—F)(Q\(QUQy)), entonces y & (I — FR)(R~1(Q) N Q\ (2 UQy)), por lo tanto
(D2) del grado de Leray-Schauder garantiza que

Drs(I — FR,R7Y(Q)NQ,y) =
DLS’(I — FR, R_l(Ql) N Ql,y) + DLs(I — FR, R_I(Qg) N Qg, y)
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Asi por la definicion de D
D(I_Fuﬂay) :D(I_Faﬂlay)+D(I_F7927y)

Luego (D2) esta demostrado. Demostremos (D3). Sea H una a-contraccion estricta con
constante k < 1 y sea y : J — X continua tal que y(t) # x — H(t,x) en J x 0f). Sea

Co =vconv [H(J x Q) +y(J)], C, =conv [H (J x (AN Cr_1)) +y(J)], n >0,

vy Co(H) = ﬂ C.,. Como en la construccién hecha anteriormente C,(H) es compacto,
n>1

convexo y si (I — H) '(y) # 0, entonces x € C(H). En consecuencia Co,(H) = ()
implica que (I—H)~!(y) = (. Por lo tanto por (D2) tenemos que D(I—H (t,-),Q, y(t)) =
0 en J. Ahora C(H) es cerrado y convexo, si ademds es no vacio sabemos que existe
una retraccion R de X en Coo(H). Més atn

H(J % (2N Coo(H))) +y(t) © Co(H).
Luego por el item (b)

D(I — H(t,-),Q,y(t)) = Dps(I — H(t, R(:)), Q) N Q, y(t)) en J. (1.14)

Veamos que la aplicacion H : J x R(R~1(Q2) N ) — X es compacta. De hecho como
H es una a-contraccion estricta y Coo(H) es relativamente compacto tenemos que

a(H(J x R (Q)NQ)) < aRE(Q)NQ) < a(Ca(H)) = 0.

Pero (D3) del grado de Leray-Schauder sabemos que la parte derecha de (1.14) no
depende de t. Por lo tanto D(I — H(t,-),€,y(t)) no depende de ¢.

Como ya demostramos (D3) el item (c) se sigue por construccion. O

Como una consecuencia de (D2) tenemos dos propiedades adicionales.

Proposicién 1.2.12. Sea M como en el Teorema 1.2.11 y D : M — Z el grado para
aplicaciones a-condensantes, entonces

(D4) (Ezistencia) Si D(I — F,Q,y) # 0 implica que y € (I — F)(Q).

(D5) (Escision) Sea 2y un subconjunto abierto de Q tal que y ¢ (I — F)(Q2\ ),
entonces

D(I—F,Q,y):D(I—F,Ql,y)

Demostracién. Demostremos primero (D5). De (D2) con Q; = Q y Qs = () obtenemos
D([_FuQay) = D([_F7Q7y) +D<I_F>®7y)7
de donde se concluye que D(I — F,(,y) = 0. Por lo tanto (D2) con €, = (), implica que
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D(I - F,Q,y) = D(I — F,$,y) para todo abierto Q; C Q tal que y & (I — F)(Q2\ Q).

Ahora de (D5) con Q1 = ), vemos que si y & (I — F)(Q2) entonces D(I — F,Q,y) =0,
o equivalentemente si D(I — F,Q,y) # 0, tenemos que y € (I — F)(R2). Como la tripla
(I — F,Q,y) es admisible y & (I — F)(052), pero § es abierto con lo cual Q = QU 99,

con lo cual

(I = F)(Q) = [(I = F)(OQ)] U [(I = F)(Q)].
Por lo tanto y € (I — F)(Q). Asi, D(I — F,Q,y) # 0 implica que y € (I — F)(2). O

Podemos ahora aplicar el grado para aplicaciones o — condensantes para establecer
el siguiente resultado de punto fijo, el cual nos permitira demostrar la existencia de
soluciones para la ecuacion integral objeto de estudio en esta tesis.

Teorema 1.2.13. Sea X un espacio de Banach, F : X — X wuna aplicacion o-
condensante y

S ={x e X :existe A € [0,1] tal que x = A\Fz}.
Si S es acotado en X, esto es si existe r > 0 tal que S C B(0,r), entonces
D(I — A\F,B(0,7),0) =1 para todo A € [0,1].

En consecuencia, F' tiene al menos un punto fijo y el conjunto de todos los puntos fijos
de F' estd en B(0,r).

Demostracion. Fijemos A € [0, 1] y consideremos H : [0,1]x X — X dada por H(t,z) =
tAFz. Nétese que H es una homotopia afin entre las aplicaciones AF,0 € C,(X), por lo
que por la Proposicion 1.1.6 la aplicacion H es o — condensante. Por otro lado, si x € X
y t € [0,1] verifican que = — H(t,x) = 0, entonces x € S C B(0,r). Por lo tanto, si
x € 0B(0,7) y t € [0,1] debemos tener que ||z — AMtFz| > 0, ya que si ||z — AtFzx| =0,
x = MFx, esto es x € B(0,r), lo cual es una contradicciéon. Estamos en las hip6tesis
de (D3) del grado para aplicaciones oo — condensantes, podemos entonces concluir que

D(I — \F, B(0,7),0) = D(I — H(1,-), B(0,r),0)

Pero por la propiedad (D1), D(I, B(0,r),0) = 1. Entonces D(I — A\F, B(0,r),0) =1y
esto para todo A € [0, 1], en particular para A = 1, tenemos que D(I — F, B(0,7),0) =
1 # 0, por lo tanto por (D4), y € (I — F)(B(0,r)); esto es, existe x € B(0,r) tal que
Fr=ux. O
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1.3. Existencia de puntos fijos para la suma de dos
aplicaciones de tipo contractivo

Ahora mostraremos que la aplicacion resultante de la suma de aplicaciones de tipo
contractivo, también es una aplicacién contractiva y por lo tanto bajo ciertas condiciones
esta tiene un punto fijo.

En el siguiente resultado originalmente demostrado en [21] se establece una desigualdad
del triangular contraria en espacios normados.

Teorema 1.3.1. Sea X un espacio normado. Si F' : X — R es un funcional lineal de
norma unitaria y los vectores xy,...,x, satisfacen la condicion

0 <rllz;|| < Fa; para todo 1 <i<mn,r >0
entonces
Tzl + -+ Jaal]) < o+ + @] (1.15)

La igualdad se tiene si se satisfacen simultineamente

Floy+ -+ wn) = (ol + -+ [lzal) (1.16)
Y
Foy+-+x,) = |lor + - + 2. (1.17)
Demostracion. Recordemos que || F|| = sup { lH Hl re X,z # 0}. Entonces
1=|F|| > —— | i para todo x € X,z # 0,

de donde |Fz| < ||z|| para todo x € X. En particular para x = z1 + - - - + 2, tenemos
que

pero por hipétesis Fay + -« + Fa,, > r(||xy]| + - - + ||2n]]), luego (1.15) se tiene.

Veamos la igualdad en (1.15). Si (1.16) y (1.17) se tienen, entonces esta claro que se
tiene la igualdad en (1.15). Supongamos ahora que se tiene la igualdad en (1.15) y que
r||lx;]| < Fx; para todo 1 <i < nyr > 0. Luego en particular, si r = 1, Fx; > ||z y
21|+ -+ ||zall = ||z + - - - + 20|, pero Fa; < ||z||, por lo que Fa; = ||z v

|lzi+ -+ x| = |zo]| + -+ ||zn]| = Fry + -+ Fa, = Flag + - + x,),
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con lo cual (1.17) se tiene. Finalmente de la igualdad en (1.15) y de (1.17) obtenemos
(1.16). O

El siguiente resultado recopila algunos teoremas clasicos en la teoria métrica del punto
fijo. No daremos su demostracién, sin embargo dejamos las referencias.

Teorema 1.3.2 (Goebel, Kirk, Shimi, [29]). Sea X un espacio de Banach uniforme-
mente convero, K un subconjunto no wvacio, acotado, convero y cerrado de X y sea
T: K CX — K una aplicacion continua, si

1Tz =Tyl < arllz =yl + azllz = Tzl + aslly = Tyl + aallx = Ty[| + aslly — Tz|],

para todo x,y € K y algunos a; > 0 con a1 +as +az+ag+as < 1, entonces T tiene un
unico punto fijo en K. En particular, T tiene un unico punto fijo en K si se cumplen
cualquiera de las siguientes condiciones:

(a) K un subconjunto no vacio, acotado, convezro y cerrado de X y existe a € [0,1)
tal que

Tz — Ty|| < allz —yl|, para todo x,y € K (contraccion de Banach)
ver [32].
(b) K un subconjunto no vacio, acotado, convexo y cerrado de X y existe o € [0,1/2)
|72 = Tyll < a (o —Tal + lly - Tyl),

para todo x,y € K (Kannan [33,34]).

(¢) K un subconjunto no vacio, acotado, convexo y cerrado de X y existen ay,as,as
con 0 < a4+ as +ag <1 tales que

[Tz = Ty|| < arllw — yl| + azllx — T[] + aslly — Tyl|, para todo x,y € K

(Reich, [59-61]).

(d) K un subconjunto no vacio, acotado, convexo y cerrado de X y existen a,b > 0,
con a+ 2b < 1 tales que

1Tz =Tyl < allz =yl +b(lle = Tzl + lly = Tyl)), para todo z,y € K

(Nowa, [19,20,50]).
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En el Teorema anterior, si un operador 1" : X — X es una contraccion de Banach con
constante « escribimos 7' € BC(«), si T satisface la condicién (b) decimos que T es
del tipo Kannan y escribimos T € K A(«), si T satisface la condicién (c), escribimos
T € RE(ay,as,a3) para denotar que T es un operador del tipo Reich . Finalmente, si
un operador satisface la condicién (d) escribimos T € D(a,b).

Estas condiciones en son general independientes entre ellas, en [49] se muestran ejemplos
sobre esto. Una comparaciéon de estas y otras clases de aplicaciones de tipo contractivo
se dan en [62].

Sea X un espacio de Banach y T',.S : X — X dos aplicaciones. Estableceremos siguiente
resultado dado en [48]. Supongamos que se tienen las hipdtesis del Teorema 1.3.1 para
los valores © — Tz y # — Sz, donde x no es punto fijo comin del par (7', .S); esto es, F'
es un funcional lineal real de norma unitaria definido en X y

O<r||e—Tz| < Flx—Tx)

(1.18)
0 <rllz— Szl < F(x — Sx),

para todo z € X \ {v =Tx Az =Sz}, r > 0. Nos referiremos al sistema de de-
sigualdades en (1.18) como condicidn de Diaz—Metcalf. Notese que en el caso en que
0=r=F(z—Tx) = F(x— Sx), en virtud del Teorema 1.3.2 z es un punto fijo comin
de Ty S, el cual es tinico o no existe.

Teorema 1.3.3. Sea X un espacio de Banach y T, S : B(0,r) — B(0,r). Supongamos
que las siguientes condiciones se tienen

(a) T € BC(a).

(b) Para cada v € B(0,7), la condicion (1.18) de Diaz-Metcalf se tiene para todo
r > 0.

Entonces,

(i) T+Se€D(a,(B+1))r), si S € KA(B) con

o< int {o (o= (TSl + Ly (T + S,

(i) T+ S € RE(a, (az +1)/r, (a3 + 1)/r), si S € RE(a1,a9,a3), a =a+ay y

1 ,
az+az3 < — min {llz — (T +S)z|,[ly — (T + S)yll}.
T z,yeB(0,r)

Demostracion. Sea T € BC(a) y S € KA(f). Por lo tanto
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[Tz =Tyl < allz =yl vy [[Sz = Syll < B[l = Szl + lly = Syl);

entonces

(T + S)x — (T + S)y|| = [|Tx — Ty + Sz — Sy||
<|Tz —Ty|| + [|Sz — Syl
< allz =yl + B(|lz = Sz|| + |ly — Syl|),

por otro lado,
Bllz = Szl + [ly = Syll) < Blle — Szl + |ly = Syll + llz = Tz| + ly — Tyl]).
Ahora, por la desigualdad (1.15) en el Teorema 1.3.1

1 1
|z — S| + ||z — Tz|| < ;Hx —Tx+x—Sz| = ;H2x — (T + 9)x||.

De manera similar concluimos

1
ly — Syl + [ly — Tyl < ;H?y — (T +S)yll,

de donde
(e — Sl + lly = Sul) < (20 — (@ + Syl + 2y — (7 + $)u)
< Dl 1ol + 2 — (0 4 Sy + g — @ + Syl
<25+ 2 (e — (T + )l + ly — (T + S)l).

En la tltima desigualdad usamos el hecho que z,y € B(0,r). Concluimos que

B
1T+ S)z = (T + Syl < alle —yll + (e = (T + S)a|| + lly = (T + S)yll) + 2.
Pero, por la estimacién impuesta sobre 3 en (i)

§< ol — (T +8)all + lly — (T + S)yl),
con lo cual
(T + S)z = (T + Syl < allz =yl + ((B+1)/r)(lz = (T + Szl + lly = (T + S)yll).
Lo cual significa que T'+ S € D(a, (8 + 1)/r). Demostremos (ii). Tenemos que
1Tz = Ty|| < allz =y

15z = Syll < arllz = yll + azllz = S| + aslly — Syl;
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entonces

(T + S)z = (T + S)yl < [Tz — Tyl + [|Sz — Syl
< |[Tw =Tyl + [[Sz — Syl + az(l|z — Tx|]) + as(lly — Tyl).

Luego, en analogia con lo hecho en (i) tenemos que

(T + S)x — (T + S)yll < allx —yll + ax(||v — Tx|| + [|o — Szl])
+as(|ly — Tyl + |ly — Syl|)
a a
<allz —yll + fl!% — (T + S)z| + 73||2y — (T + )yl

donde a = a; + a. Pero z,y € B(0,r), con lo cual
as as asg as
2o =(T+S)el+ N2y = (T+S)yll < —llo = (T +S)z]+—=lly = (T+S)yll +az +as.

Entonces concluimos que
a
(T + Sz — (T'+ S)yll < allz -yl + 72||93 — (T + S)x||

a
+ 73||y — (T'+ S)yl| + a2 + as.

Ahora, por la estimacién en (ii) sobre el termino as + a3, tenemos que
1 1
i < e~ (T4 S)all y a5 < —Jly— (T + Syl
Con lo cual
(T+8)z—(T+S)yll < allz—yl+((az+1)/r)[le—(T+S)z|+(as+1)/r)[ly—(T+S)yll.
Estoes T+ S € RE(a, ((ag +1)/r)/r, ((as + 1)/1)). O

Observacion 1.3.1. Las estimaciones para los escalares 8 y as + az dadas en (i) y (ii)
respectivamente no son unicas, por ejemplo, si suponemos que

1 .

f<— min Az —(T+S)z|[ly — (T + S)yll}-
T z,yeB(0,r)

Tenemos que T + S € D(a, (B + 1)/r). Es decir, obtenemos el mismo resultado pero

con diferente estimacion sobre 3.

De la condicién (1.18) de Diaz—Metcalf, podemos obtener una desigualdad tridngulo con-
traria. Queremos ahora saber bajo que condiciones se tiene la igualdad en la desigualdad
triangular. Podemos obtener dichas condiciones del siguiente resultado originalmente
demostrado en [43].
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Teorema 1.3.4. Sean x,y elementos no nulos de un espacio normado X . Entonces

)mfn{uxn,uyn} (1.19)

)
e+ gl < llz] + Iyl — (2 i NI MH

+ﬁH)max{uxH,uyn} (1.20)

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ||z|| < ||y||. Entonces,
por la desigualdad triangular

e[ -
< ol |55+ 72| + 1o - e

iyl + (H— ; —H _ 1) lal
ET

= el + I+ (5 + 12 = 2) e

Con lo cual, tenemos la estimacién (1.19). De manera similar demostramos (1.20). O

e+ gl > 2]l + gl - (2 -

Vemos que si,

4 HH =2, de (1.19) y (1.20) obtenemos que ||z +y| = ||z| +||v||-
)

De igual forma, si ||z +y/| = ||z||+]|y|| de (1.19) y (1.20) tenemos que

A

Por lo tanto, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.3.5. Si x,y son elementos no nulos de un espacio normado X. Entonces

[+ yll = llzll + llyll si y sdlo si

T LH _ 9
R

Ahora, podemos establecer un resultado similar al Teorema 1.3.3

Teorema 1.3.6 (Primer teorema de punto fijo). Sea X un espacio de Banach y T, S :
B(0,7) — B(0,7). Supongamos que las siguientes condiciones se tienen

(a) T € BC(«).

(b) Para cada x € X \ {x = Tx ANx = Sz} tenemos que

z— Sz n z—Tx
|z —Sz|| ||z — Tz

’ o,
Entonces,
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(i) T+ S € D(a,+2/13), si S € KA(B) con

B< inf {i<r|m—<T+s>x||+||y—<T+S>y||>}.

x,y€B(0,r) 13r

(iil) T+ S € RE(a,as +1/4,a3 + 1/4), donde a = a+ aq, s1 S € RE(ay,az2,a3) y

1 )
az+a3 < — min Az — (T + )z, ||y = (T+ S)yll}-
T z,yeB(0,r)

Demostracion. Sea T' € BC(a) y S € KA(S). Por lo tanto
[Tz =Tyl < allz =yl y [[Sz = Syll < B[l = Szl + lly = Syl);
entonces
(T + S)z = (T'+ S)yl = [Tz — Ty + Sz — Syl
< [Tz =Ty + [|Sz — Syl
< allz =yl + B(llz = Szl + lly — SylD)-

Por otro lado,
Bllz = Szl + [ly = Syll) < Blle — Szl + |ly = Syll + llz = Tz| + ly — Tyl]).

Ahora, por la condicién (b) y el Corolario 1.3.5, tenemos que
|z = Szf| + |l — Ta|| = ||z = Te + x — Sz|| = [|22 — (T + S)z||.

De manera similar concluimos
ly — Syll + lly — Tyll = 12y — (T + S)yl,
de donde

Blle = Szl + ly = Syll) < B([122 = (T + S)z[| + |2y = (T + S)yll)

<
< Bl + Nyl + [l = (T + Sl + lly = (T + S)yll)
< 20r 4 B(lle = (T + S)zll + lly = (T + S)yl)).

En la tltima desigualdad usamos el hecho de que z,y € B(0,r). Concluimos que
(T + S)x — (T + S)yll < ellz —yll + B(lle — (T + S|l + [ly — (T + S)yl) + 26r.

Pero, por la estimacién impuesta sobre 5 en (i)

5= (e = (T + 8)all + iy — (T + S)yl),

de esta estimacién concluimos por un lado que,
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§< (o — (T + S)all + lly — (T + S)yl) < 6r/13r < 1/2,

en concordancia con el hecho que S € KA(f3), y por el otro,

(T + S)x — (T'+ S)yll < ellz —yll + (B +2/13)(lz — (T + Sz + [ly — (T + S)yll)-
Lo cual significa que T+ S € D(a, 8+ 2/13).

Demostremos (ii). Tenemos que

[Tz =Tyl < aflz -y

Sz = Sy[| < arl|lx — yl| + azllz — Sz|| + aslly — Syl;
entonces

(T + S)z = (T'+ S)yl| < [Tz =Tyl + [|Sz — Sy]|
< Tz =Tyl + [|Sz — Syl + ax([lx = T|]) + as(lly — Tyl])-

Luego, en analogia con lo hecho en (i) tenemos que

1T + )z — (T + Syl < alle -yl + as(llz — Tr|| + |l — Sa])

+as(|ly — Tyl + |ly — Syl|)
<allx —y| + azl]22 — (T + S)z|| + a3||2y — (T + S)yll,

donde a = a; + a. Pero z,y € B(0,r), con lo cual
a2z — (T+S)z||+asl|2y— (T+S)yl < azllz—(T+9)z| +aslly—(T+ )yl +(az+as)r.
Entonces concluimos que

(T + S)x — (T + S)y|| < allz —y|| + asl|z — (T + S)x||
+aslly — (T + S)y|| + (az + as)r.

Ahora, por la estimacién en (ii) sobre el termino as + a3, tenemos que
1 1
az < E”f — (T + S|y as < E“y — (T + 9)yl-
Con lo cual

(T +S)e = (T+ 9yl < allz =yl + (a2 +1/4) |z — (T +5)x[| + (as +1/4)[ly = (T + S)y|.
Estoes T+ S € RE(a,as + 1/4,a3 + 1/4), donde a = a + a. O

Nos referiremos a la igualdad en (b) en el Teorema anterior, como primera condicion
de Maligranda
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Observacion 1.3.2. Concluimos del Teorema anterior que el operador T+ S pertenece
a una de las siguientes clases contractivas:

(a) T+ S € D(a, f+2/13)
(b) T+ S € RE(a,as +1/4,a3 + 1/4), donde a = o + ay,

en ambos casos, si X es uniformemente convexo y los operadores S yT' son continuos
en la bola B(0,7), entonces por el Teorema 1.3.2, el operador T-+S posee un tinico punto
fijo en la bola B(0,r), para una escogencia conveniente de los pardmetros contractivos.

El siguiente resultado da condiciones bajo las cuales se tiene la igualdad en la desigual-
dad triangular generalizada.

Teorema 1.3.7. Si xy1,...,x, son elementos en un espacio normado X, entonces la
1qualdad

n
D
k=1

=3 i (1.21)

se tiene si y solo si

n

E ATy

k=1

n

= agl|zx| (1.22)

k=1

para cualesquiera numeros positivos aq, . . ., A,.

Demostracion. Es suficiente demostrar que (1.21) implica (1.22). Sin pérdida de ge-
neralidad podemos asumir que a; = max;<k<p, ax. Entonces, por la condicién (1.21)

obtenemos
n n n
D apl| = |ar > a— Y (a1 — ap)
k=1 k=1 k=1
n n
> ay (1> wk| = | D (a1 — ap)wy
k=1 k=1
n n
> ar ||l = Y (a1 —a) [l
k=1 k=1
n
=) an -
k=1
La otra desigualdad se sigue de la desigualdad del tridangulo. O]

Ahora podemos establecer otro resultado de punto fijo.
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Teorema 1.3.8 (Segundo teorema de punto fijo). Sea X wun espacio de Banach y
T,S: B(0,r) — B(0,r). Supongamos que las siguientes condiciones se tienen

(a) T € BC(«).
(b) Para cada v € X \ {x =Tz Nz = Sz} tenemos que

la(x — Sz) + b(x — Tz)|| = a||z — Sz|| + b||z — Tx|.

para cualquier par de numeros positivos a y b.

Entonces,

(i) T+ S € D(a,8+2/13), si S € KA(B) con

1
o< iat o= (@4 S)ell+ Iy - (4 S -

z,yeB(

(ii) T+ S € RE(a,as + 1/4,a3 + 1/4), donde a = a+ aq, si S € RE(ay,a2,a3) y

1 )
ay + a3 < — min Allz — (T + S)zl], ly = (T'+ S)yll}-
T 2yeB(or)

Demostracion. Es analoga del Teorema 1.3.6, pero en vez de usar el Corolario 1.3.5,

usamos el Teorema 1.3.7. O

Nos referiremos a la igualdad en (b) impuesta sobre los operadores T'y S en el Teorema

anterior como sequnda condicion de Maligranda.
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Capitulo 2

Espacios de Lebesgue con
Exponente Variable

En este capitulo introduciremos los espacios de Lebesgue con exponente variable y
mostraremos algunas de sus propiedades. Para mas informacién sobre estos espacios
recomendamos [9,14,15, 18, 58].

2.1. El modular y las funciones exponentes

Definicién 2.1.1. Sea 2 C R™ un conjunto Lebesgue medible, denotamos por P(f2) a
la familia de todas las funciones Lebesgue—medibles p(:) : © — [1,00]. Los elementos
de P(Q2) son llamados funciones exponentes o simplemente exponentes.

Sea p(-) € P(Q) y E C , denotamos respectivamente por p_(E) y p(E) al infimo y
al supremo esencial del exponente p(-). Esto es,

p—(E) :=essinf,epp(z) =sup{M > 0: p(z) > M c.t.p. en 2},
P+ (E) :=esssup,cpp(z) =mf {M > 0: p(z) < M c.t.p.en Q}.

Si el dominio estd claro escribiremos p_ = p_(Q2), py = p+(Q).

Definicién 2.1.2. Dados 2 un conjunto Lebesgue—medible y una funcién r(-) : Q@ — R,
decimos que 7(+) es localmente In-Holder continua, y denotamos esto por r(-) € LHy(£2),
si existe una constante Cy > 0 tal que

Cy
rie)—r < —,
(@) =)l £

para todo z,y € Q con ||z —y| < 1/2.
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Decimos que la funcién r(-) es In-Hélder continua en el infinito, y denotamos esto por
r(-) € LH.(£2), si existen constantes Cy, ¥ 7'« tales que

Cx

(7)) = Too| < m,

(2.1)

para todo x € €.

Sir(-) es localmente In-Hélder continua y In-Holder continua en el infinito, denotaremos
esto por r(-) € LH(2), esto es, tenemos que LH (2) = LHy(2) N LH ().

Finalmente, para un exponente p(-) introducimos el siguiente conjunto
L2(Q) = {p e L¥(Q) i p_ 2 1.
Nétese que si p € L(2) se verifica que
1<p- <p(x) <ps <oo.

Como en el caso de los espacios de Lebesgue clésicos, particionaremos €2 en tres dife-
rentes conjuntos dependiendo de la funcién exponente p.

Q) = {2 eQipla)=o0}= N {ze€Q:pk) >n}

n>1

Y = {zeQ:ipla)=1}, Y ={zeQ:1<plx) < oo}
De nuevo, por simplicidad omitiremos el superindice p(-) si no hay confusion.

Dada p(-) € P(£2), definimos la funcién exponente conjugada p’(x) por la férmula

11
p(x)  p'(x)

=1, €,

con la convencién de que 1/00 = 0.

Definicién 2.1.3. Dados Q, p(-) € P() y f: Q — R una funcién Lebesgue medible,
definimos el funcional modular ( o simplemente modular) asociado con p(-) por

oo () = / P

Si la funcién f no es acotada en Qy o si f(-)?0) ¢ LY(Q), definimos py)o(f) = oc.
En gran parte de los resultados que demostraremos en este capitulo supondremos que
p(z) < oo para todo z € Q, con lo cual Qo =0y || f|| L(0..) = 0 por lo que la expresién
para el funcional modular se reduce a

ooy (f) = / (@) P e

A continuacién establecemos las propiedades fundamentales del modular.
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Proposicién 2.1.1. Dados Q, p(-) € P(Q2) y [ : Q@ = R una funcion Lebesgue medible.
(@) p(f) =0y p(f) = p(f]) para toda f.
(b) p(f) =0 si solo si f(z) =0 c.t.p. en Q.

(c) p es un funcional convero: o, B >0, a+ =1,

plaf + Bg) < ap(f) + Bp(g).

(d) El funcional p conserva desigualdades, esto es

st |f(z)] < |g(z)| c.t.p. en Q, entonces p(f) < p(g).

(e) p tiene la siguiente propiedad de continuidad: si para algin Ao > 0, p(f/Xo) < 00,
entonces A — p(f/\) es continua y decreciente en [N\g, 00). Mds ain p(f/\) — 0
cuando X — o0.

Demostracion. Primero que todo, notemos que al ser la composicién de funciones medi-
bles medible, y = | f(z)[P® = exp?® /@) s una funcién medible. Ahora, la propiedad
(a) es inmediata a partir de la definicién del modular y los items (b), (d) y (e) se siguen
de las propiedades de las normas en L' y L™. La propiedad (c) se tiene de la convexidad
de la norma en L* y del hecho que la funcion ¢ — tP es convexa para todo p > 1y
t>0. O

Como una consecuencia inmediata de la convexidad del modular se sigue que

p(kf) < kp(f) s 0< k< 1y p(kf) = kp(f) si k > 1.

En general el modular no satisface la desigualdad triangular, sin embargo tenemos el
siguiente resultado:

p(f +g) <20+ (p(f) + p(g)).

En efecto, como (a + b)P < 2P~(a? + bP) para todo a,b > 0y p > 1. Tenemos que
[f (@) + g(x) P < 22O71(| f(2) [P + |g(2)["®), para cada z € Q,
de donde
P +9) < [ 2P +lgla) )

Pero como p(z) < py c.t.p. en £, si p; < 0o, obtenemos que

| 2@+ lg@)P e < 27 (p(£) + plo)

Nos referimos a esta relacion como desiqualdad modular del triangulo.
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2.2. El espacio L"1)(Q)

Con el siguiente ejemplo motivamos la definicién de los espacios de Lebesgue con expo-
nente variable.

|=1/3. Mostraremos,

Ejemplo 2.2.1. En la recta real, consideremos la funcién, f(x) = |z
que la funcién f no estd en LP(R) para cualquier p, 1 < p < oco. En efecto, supongamos

que x > 0. Entonces, si 0 < a < b,

b Inb/a, 1 p=3,
/ fopde =" /a 3/(3-p) _ 3/(3-p) o
a 3/(3 —p) (b330 — g3/B=P)) - sj p#£3.

Ademas,
i o3/C-P) — 0, sip<3,
a—0+ oo, sip>3.
y
i B/G-p) 00, sip<3,
b—oo 0, sip>3.
Por lo tanto, / |f(z)[Pde = oo, y como la funcién f es par, se debe tener que
0

|f(z)]Pdz = oo, y esto para todo 1 < p < oo. Obsérvese que como la funcién f

R
no es acotada, f ¢ L(R).
Como contraste, si permitimos que el exponente varie, mas especificamente, tomemos

9|z +2
C 2z + 1

p()

demostraremos que / | f(z)P @) dx < co. Nuevamente supongamos que = > 0. Tenemos
R

que

)P =

zr(@)’
donde, r(z) := p(z)/3 = 3(6x + 3)/2 — 5/2. Entonces

1 x5(6x+3)/2

(@) 3/2

Por lo tanto, tenemos que

£5(6+3)/2 _ 1/$r(x)
1/a3/2
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donde, lim z°62+3

T—r00

<1
)2 =1 = 0, esto sumado al hecho que / de < 00, Nos permite
LT

o0 o0 1
P(@) ] —
/1 |f(z) P dx = /1 —® dr < 0.

127
1/x1/2

concluir que

De manera similar

_ 1/x(12m+1)/(12m—|—6)

1
1
donde, 1lim 1/z(12+D/(12246) —  y / —73da < 00, lo cual implica que
T—00 0o T

1
/ |f(2)[P@dx < oco.
0

/ @) Pz = 2 / )Pz < oo
R 0

El anterior Ejemplo sugiere definir el espacio LP()(Q) como el conjunto de todas la

Se concluye que

funciones f tales que

/ |f(2)[P@dx < oco.
0

Definicién 2.2.1. Dados €, p(-) € P(Q) con 1 < p(x) < oco. Definimos L) () como
la clase de todas las funciones Lebesgue medibles f : €2 — R tales que

poh) = [ )P ds < o
Proposicién 2.2.1. Dados 2, p(-) € P(2). Sipy < oo y A > 1, entonces
XN=p(f) < p(Af) < A p(f).
S0 < A <1 tenemos,
N p(f) < p(Af) < X p(f).

Demostracion. Supongamos que A > 1. Como p_ < p(z) < py c.t.p. en Q, AW~ <
NPE) <Py

= [ 1@Pde < [ X9 @)Pde < [ 5@ Oda
[rearces] /

Q

es decir, \P=p(f) < p(Af) < AP+p(f). La otra desigualdad la obtenemos de manera
similar. [
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Teorema 2.2.2. Dados 0 y p(-) € P. Si p, < oo, entonces LPV) () es un espacio
vectorial.

Demostracion. Dado que el espacio de todas las funciones Lebesgue-medibles es en si
mismo un espacio vectorial, y dado que 0 € LP() (), es suficiente demostrar que si a y 3
son reales que no se anulan simultdneamente, entonces o f + g € LP()(Q) siempre que
f,g € LPY(Q). Por las propiedades (a) y (d) en la Proposicién 2.1.1, si A > 1 tenemos
que

p(f/A) = p(If/AD) < p(If]) = p(f) < o0,

de manera similar p(g/\) < oco. Por lo tanto, por las propiedades (a), (¢) y (d) de la
misma proposicion, si p := (Ja| + |5])A, entonces

(af+6g) B (\O@“rﬁgl)
P\ — | =P\ ————
fu [
ol Ifl . 18 @)
S”(mwwuﬂauwu

|| f 5] g
=Tal+ 181" (X) ()
<p(f/N)+p(g/A) < 0.

Ahora, por la Proposicion 2.2.1,si 0 < p < 1, p(af 4+ Bg) < uP-p (M) <00,y
1
sip>1, plaf+Bg) < pPrp (M) < o0. O
]

Podemos ademds dotar de una norma este espacio al definir (norma de Kolmogorov—
Minkowski)

||f||L,,(.)(Q) := Inf {)\ >0 ppy(f/A) < 1}.

Si no hay ambigiiedad en el dominio €2 escribiremos || f ||,y en vez de || f|| s (). Notese
que si f € LPO(Q), esto es p(f) < oo, por la propiedad (e) en la Proposicién 2.1.1,
la aplicaciéon F(X\) := p(f/\) es continua y decreciente para todo A € [1,00), ademds
F(X) — 0 cuando A — oo. Ahora bien, si p(f/A) > 1 para todo A > 0, lo anterior no
se puede cumplir. Por lo tanto, debe existir Ay > 0 con p(f/N\g) < 1, con lo cual por
la definicién de norma tenemos que || || 1oy < Ao. Concluimos, que si f € LPO(Q),

1 f]l o () < 00

Teorema 2.2.3. Dados Q y p(-) € P(Q), la funcion || - || 100 ) define una norma en
LrO(Q).

44



Demostracion. Demostremos que || f||,.) = 0 si solo si f = 0. Supongamos que f = 0,
entonces p(f/A) =0 < 1 para todo A > 0, con lo cual {A > 0: p(f/\) <1} = (0,00).
De modo que || f||,.) = inf (0,00) = 0. Si ahora, ||f||,.) = 0, por las propiedades del
infimo de un conjunto, dado 0 < € < 1 existe A\g > 0 con p(f/Ag) < 1 tal que A\g < ¢, asi

que 0 < A\g < 1, y por la Proposicién 2.2.1 con A = 1/); tenemos que Fp(f/)\o) <1,

por consiguiente p(f) < N~ < €~ y p(f) < - para todo 0 < € < 1, luego, en
particular,

1
p(f) < —— paratodon > 1.
n

1
Por lo tanto, p(f) < inf{— tn > 1} = 0, esto es p(f) = 0, o lo que es lo mismo

np-
1F()PO| L1y = 0, lo cual implica que f(z) =0 c.t.p. en €. Es decir f = 0. Sea o € R,
demostraremos que [|ovf [y = laf|| fllpe)- Sia=0,0=0[,.) = Ol f[[p¢) y el resultado

se tiene. Supongamos que « # 0; por un cambio de variables tenemos

leef[lpey = nf {A >0 p(lalf/A) < 1}

:inf{\&\%>0:p(ﬁ) §1}
= |alinf {u>0:p(f/p) <1}

= [l Flpe)-

Demostremos ahora la desigualdad triangular. Sean f,g € LP()(Q), por definicién de
infimo, dado € > 0 existen A, Ay > 0 tales que

[flloe) < A< 1 lloe) +€/2,

lgllpey < A2 < llgllpe) + €/2,
con p(f/A1) <1, p(f/A2) < 1. Entonces

£y + 19lloey < M+ X2 < ([ Flloey + lglloe) + €.

Sea A = A1 + Ao, por la convexidad del funcional p tenemos que
Frg\ (WS NS
PATA PR TN
M f N ([ f
< 22 2L M
B )\p<)\1) * )\p()w)
A1 Ao

<M Ny
=3

Lo cual significa que
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1f =+ gllpe) < M+ Ao
Por lo tanto,
1f + glloey < N fllpey + lgllpe) + € para todo € > 0,

por consiguiente

1f =+ 9lloey < NFllpey + Ngllpey-
0

Como consecuencia de la convexidad del modular y la definicién de la norma en LP0) ()
tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.2.4. Dados 2 y p(-) € P(2). Entonces

(a) La norma en LP1)(Q) conserva desigualdades; esto es,
si|f(z)] < |g(z)| c.t.p. en Q, entonces || fllpc) < [|gllp()-

(b) Si || fllpey <1, entonces p(f) < || fllpey, ¥ st || fllpey > 1, entonces p(f) > || fllpe)-

(c) Sipy < oo, entonces p(f/| fllp)) =1 para toda funcidn no nula f € LPO(S).

Demostracion. Supongamos que |f(z)| < |g(z)| c.t.p. en Q. Si g = 0, entonces f =0
y la condicién (a) se sigue. Sea g € LPU(Q) tal que ||g|l,() < 1. Si p(f) > 1 por
definicion de la norma, ||g||,) > 1. Por lo tanto debemos tener que p(f) < 1. Conclui-
mos que p(g/]lglly)) < 1 para toda funcién g € LPO(Q) tal que |||,y > 0. Ahora,
por la Proposicién 2.1.1(d) p(f/N\) < p(g/A) para todo A > 0, luego, en particular,

p(f/Nlgllpy) < p(g/llgllpe)) <1, estoes p(f/llgllp)) < 1. Con lo cual, por la definicién
de la norma |[f{[p) < llgllp)-

Demostremos (b). Supongamos que || f|,.) < 1, mostraremos que p(f) < || fl|pe). Si
| fllpy = 0, entonces f = 0, con lo cual p(f) = 0y el resultado se tiene. Supongamos
entonces que 0 < || ][,y < 1, por la convexidad del modular,

o) = p (I\M(-)W) < I llop (W) < o

Supongamos ahora que ||f|[,) > 1, por la definicién de la norma, p(f) > 1. Pero
entonces tenemos

(an) = 14

De donde se sigue que p(f) > || f|lp)-

p(x) x
|f@)P™
dxgﬂ/—p(f) dr = 1.
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Finalmente, supongamos que py < oo pero que p(f/| flly¢)) < 1. Entonces para todo
0 < A < ||fllpe), por la Proposicién 2.2.1,

(Sl S ) <Hf|!p<->)p+ ( f ) (Hf”p(-))p+
A) = .
i = (15 7o) U x ) i) U

1/ 1l
A
My gy, (0(f/A) —1) <0, lo cual significa que p(f/A) < e+1 para todo € > 0 para A

suficientemente cercano a || f|,¢). Es decir, p(f/A) < 1 para A suficientemente cercano

P+
Entonces, lmy 7, p(f/A) < Um0 ) = 1, o lo que es lo mismo

a || fllp¢)- Pero por la definicién de la norma p(f/A) > 1. Lo cual es una contradiccion,
luego la igualdad se tiene. O]

El siguiente resultado muestra que la convergencia en el modular y en la norma son
nociones equivalentes, lo cual sera de gran utilidad en esta tesis.

Proposicién 2.2.5. Sip(-) € P(Q) y1 < p_ <p(x) <py < o0 c.t.p. en , entonces
si [ fllpy <1

11150y < p0F) < Wl (2.2)
ysi|lfllp) =1
1150 < p(F) < FIRG- (2.3)

Demostracion. Supongamos que 0 < || f||,) < 1. Por la Proposicién 2.2.1

NEp(f /1 fllpey) < oS/ Flloey) < A= p(f /11 llpe)

para todo 0 < A < 1. Luego, en particular, si A = || f||,(.), tenemos que

LI N o) < pCF) < Il e (/L Dloe)-
Pero, por el Corolario 2.2.4(c), p(f/||fllp¢)) = 1. Por lo tanto
1f 150y < p(F) < LI
Ahora, si || f||p) =0, f(z) =0 c.t.p. en Q, con lo cual p(f) = 0y vemos que la igualdad

se tiene en (2.2). Lo mismo ocurre si || f|[,) = 1, ya que una nueva aplicacién del
Corolario 2.2.4(c) nos dice que p(f) = 1. De manera andloga demostramos (2.3). [

El corolario anterior nos permite estimar la norma de la funcién caracteristica de un
conjunto.
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Corolario 2.2.6. Dados Q y p(-) € P(R) tal que py < oo, si E C Q es tal que |E| < oo
(|E| denota la medida de Lebesgue del conjunto E), entonces si | xg|lp¢) <1

sl < 1B < Ixsll?, (2.4)

y si || xellpo =1
Xzl < 1E] < lIxel,- (2.5)

En consecuencia
Ixellpe) < méx {| B[V, |B]/P ). (2.6)

Por lo tanto, si |2 < oo, podemos acotar la norma de la funcidn 1:
[1flpey < méx |07~ Q7] (2.7)

Demostracion. Es suficiente aplicar la Proposicién 2.2.5 con f = yg y notar que

pxe) = [ xa(P@do = [ xple)ds =B

0 Q
[
Lema 2.2.7. Sea 0 < p(x) < p(x) < py < o0, x € Q. Entonces, si || flly.) <1
LIS < W2 lrrer < IFIZG (2.8)
y si | fllpey =1
17156 < 12 lnoree < AU (29)

Demostracion. Demostraremos solamente la desigualdad (2.9) ya que (2.8) es andloga.
Supongamos que || f||,) = 1y sean A = || f|lpc), & = || fllp) () Por el Corolario 2.2.4(c)

ftp p(x)/p(x) f(a: p(2)
L= ppoye) (/1) = / ﬂ dr y 1= p,y(f/\) = T) ’
Q Q
entonces
p(x)/w(w))
/If )P e @ =0 (2.10)

Demostremos la desigualdad de la derecha en (2.9), esto es p < A?+. Supongamos que
[ > A9+, entonces pP@/¢@) > \e+p@)/¢@) ~ \P@) Esto significa que el numerador en
(2.10) es no positivo en c.t.p. en Q, lo cual es imposible. De igual forma: pu < A#+
produce no negatividad en el numerador, lo cual es imposible. ]
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2.3. Embebimiento de L") (Q) en L) (Q)

Definicién 2.3.1. Sean X, Y espacios normados. Si la identidad Ix : X — Y es
continua decimos que X se embebe (o encaja) de forma continua en el espacio Y,
denotamos este hecho por X — Y. En otras palabras, si || - || x, || - ||y son las normas
de los espacios X, Y respectivamente, X — Y si y solo si

existe ¢ > 0 : || flly < ¢||f]lx para todo f € X.

A continuacién mostramos que el embebimiento entre L>®(Q) y LP()(Q) tiene lugar
cuando el conjunto €2 tiene medida de Lebesgue finita.

Teorema 2.3.1. Sean Q y p(-) € P(Q) tales que || < oo y py < oo. Entonces
L>®(Q) — LPO(Q).

Demostracion. Sea f € L>®(Q). Si f = 0, el resultado se tiene. Supongamos entonces
que f es una funcién no nula. Para c.t.p. en €2, tenemos que

Dado que, el modular conserva desigualdades obtenemos

pﬁﬁﬁ)smnzuu<w.

Esto es, Hfﬂ € LPY)(Q), con lo cual f € LPY)(Q). Concluimos que, L®(Q) C LPO)(Q).
Més atin, como la norma en LP0) () conserva desigualdades, tenemos que

1 llpey < Ml Flloollpey = 1 lloo Ll (2.11)
Nétese, que la desigualdad (2.11) es finita, ya que 1 € LPO) (). O

A continuacién establecemos el embebimiento de LI0)(Q) en LPO)(Q).

Teorema 2.3.2. Sean Q C R, p(:),q(-) € P(Q) y supongamos que 0 < [ < oo.
Entonces L1O)(Q) — LPO(Q) si y sélo si p(z) < q(z) < oo c.t.p. en Q.

Demostracion. Supongamos que
p(x) < g(x) < ooc.t.p.enfl. (2.12)

Sea f € L1)(Q). Si 0 < |f(z)| < 1, puesto que el modular conserva desigualdades
tenemos que py)(f) < ppy(1) = Q] < oo. Luego, f € LPY(Q). Por otro lado si
| f(x)] > 1, entonces | f(z)|P® < |f(x)]9®), con lo cual py()(f) < pgc)(f) < oc. Esto es
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f € LPO(Q). Concluimos que L) (Q) C LPO(Q). Ahora, tomemos f € L1 (Q) tal que
[£llae) < 1. Sea E = {x € Q: |f(z)] <1}

oo () = /E F@)P@dz + / (@)@ de

O\E
<IEl+ [ |r@ls
O\E
< |E|+ paty (f)-
Como || f|lg) £ 1, por el Corolario 2.2.4(b), pe)(f) < || fllq¢) < 1. De modo que
pry (f) < B+ 1.

En consecuencia, por la convexidad del modular

f pp(')(f)
P <|E|+1) S

Luego, por la definicién de la norma de Kolmogorov—Minkowski, || f|,) < |E| + 1.

Tenemos entonces que

1 fllpey < 1E|+1si fe L0y | flly) < 1.

En particula, s |y > 0. para g i T—, vemos aue g € L0(@)  lall < 1
a()
Por lo tanto,
HL < |E|+1,
1 llac p()
de donde
1 llpey < BT+ 1) [ f 1), (2.13)
si f e L1y 0 < ||fly) < 1. Sin embargo, vemos que (2.13) también se verifica si
| fllqc) = 0, mas atin, si || f|[q.) > 1, al aplicar (2.13) a la funcién g := ||f|J|C tenemos
a()
l=| <um+n]m]
£ la¢) »() 1 lgc) al)

es decir, la desigualdad (2.13) se mantiene. Por consiguiente, esta desigualdad es valida
para toda funcién f € L10)(Q). Lo cual implica que L") (Q) < LPO(Q).

Demostremos el reciproco. Supongamos que (2.12) no se tiene. Entonces existe un con-
junto E € Q, con |E| > 0 tal que si x € E, p(z) > ¢(x). Escojamos r de tal forma
que ¢(z) < r < p(x) y definamos F' = {z € Q:q(z) <r}. Entonces 0 < |F| < oo,
l<r<oo, FCEyq(z) <rsizec F. Particionemos el conjunto F' como una unién
disyunta de conjuntos F}, j > 1, tal que |Fj| = 277|F| y definamos una funcién f por
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-2 (5) e

Entonces f no es acotada, asi que

1 lloey = W xplloey = [ xFlloe = 00
Por otro lado, f € L90)(Q) dado que

= [ If(@)|"de
/

o0 3\ J9@)/r

Jj=1

Ahora, como F = U F;, tenemos que

1<i<N
3 ja(z)/r 3 ja(z)/r 3 ja(z)/r
[G) e [(5) a2 [ (3] naeri
F UF, =l F
Nk |
-/ (5) dr < (3/2)'|F).
Fj

Entonces,

i/( > o 23/2]2 i|P| = 3|F| < co.

Por lo tanto, el embebimiento no se puede tener. O

Observacion 2.3.1. De la demostracion del Teorema anterior, concluimos dos cosas:
primero si la condicion (2.12) se satisface, entonces L1V (Q) C LPU)(Q). Segundo, esta
ultima contenencia es estricta, pues si la condicion (2.12) no se tiene, entonces eziste
un congunto F con, 0 < |F| < oo, el cual podemos particionar de tal forma que |Fj| =
27| F| y al definir la funcién

demostramos que f € L1O)(Q), pero que, f ¢ LPV)(Q).
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2.4. Desigualdad de Holder y desigualdad integral
de Minkowski

La desigualdad de Holder clésica nos dice que si p y p’ verifican que p > 1, 1/p+1/p’ = 1,
feLP(Q)y fe LF(Q), entonces fg € LY(Q) y

[ 1@g@ldz <1171, lgl (214)
Si admitimos los casos p =1, p=o00y f € LP(Q?), g € L>(Q2), tenemos que

1 glly < {1/ llplglloc- (2.15)

En el siguiente resultado demostraremos una generalizacion de (2.14) para el caso de
los espacios de Lebesgue variable.

Teorema 2.4.1. Dados Q y p(-) € P(Q), si f € LPD(Q) y g € LPO(Q), fg e L'(Q) y

/Q [F@)g(@)lde < Kol flloe 19/l (2.16)

1 1
donde Ky = (p_ ; p—,) e oo + e oo + [ o

Demostracion. Calculemos la integral de | fg| para cada uno de los conjuntos €, €2 y
Q.. Si x € Q, entonces p(x) = ooy p'(x) = 1y por (2.15) tenemos que

/Q [f(@)g(@)|dz < [[f X0 llsollgxon 1

= [[ X llpe) 19X )
< Hf”p(')Hng'(')
< Nl gl ) X lloo-

De manera similar, si « € 4, entonces p(xz) =1y p/'(z) = oo, luego al invertir los roles
de p(x) y p'(z) obtenemos

- F@g@)ldr < [ llpollgllr o = 1 llpo gl olixe o
1

Estimemos la integral sobre €2,. Por la desigualdad de Young:
a? bP

ab < — + —

P p

/
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1 1
para todo a,b > 0,1 <py — + — = 1; tomemos a = / , b= J y usemos el
p D 11l 1910
Corolario 2.2.4(c) para obtener
1 p(z) 1 P (@)
A P Ry [N Py LN
a. [ llpey gllp, p(x) Ja, I llbe) P'(@) Ja. [llglln

< yeon (1) o (i)
S —0Pp(),9 | T — — PN |\ T
p- P2 e ) 20 Ulglho

1 1
< —+ =
p- Pl

1 1
p-  p-

Combinando las tres estimaciones anteriores obtenemos

/ﬂ 1 (@)g(x)|dz = / F@)g(@)lde + / @i+ [ 7@l

< Kp— + p1> X6 lloc

La cual es la desigualdad deseada. O

+ o e + Hmuw} 1o lgloo.

Observacién 2.4.1. Ndotese, que si v € Q,, la constante K.y en (2.16) es igual a

1 1 1 1 1
—+ 5,501 € Qo UQy, Kpy =1 = — + — — 4+ —. Concluimos que
p- P p(x) p(w) p— Pl

1
Ky < — + p_' si 1 < p(x) < oo; porlo que también encontraremos la desigualdad de

Holder en la sz';uz'ente forma

/ @) g(@)dz < Koy llole (2.17)

1 1 1
donde K = — + — =sup —— +sup ——
p- P p() p(x)

En los espacios de Lebesgue clasicos LP(2), 1 < p < oo, la norma puede ser calculada
usando la identidad

11l = sup [ 1F(@)gla)ldr

donde el supremo es tomado sobre todas las g € L” (Q) con ||g||,, < 1. Una analogia
algo mas débil de esta desigualdad es cierta en los espacios de Lebesgue variables.

Definicién 2.4.1. Dados ©, p(-) € P(Q) y [ : 2 — R una funcién medible, definimos

171, = sup / 1 (@)g()|dz,

donde el supremo es tomado sobre todas las g € LF'0)(Q) con ||g|[y) < 1.
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Temporalmente denotamos por MP() () al conjunto de todas las funciones medibles f
tales que || f|;,, < oo.

Proposicién 2.4.2. Sean Q, p(-) € P(Q), el conjunto MP)(Q) es un espacio normado
respecto a la norma || - ||, ). Ademds dicha norma conserva el orden:

st|f(x)] < |g(x)], entonces |[flly ) < [lglly()-

Demostracion. Sean A € R, fi, fo € MPO(Q) y g € LV (Q) con | g||y() < 1, entonces

sup/ IAfi1(z |d:v</\sup/ |fi(z)g(x)|dx < oo

sup/g[(fl(:r;)—l—fg( ))g(x )\dw<sup/ | f1(x ]d:c+sup/|f2 z)|dxr < oo.

Esto es, Af1, fi+ fo € MPO)(Q), con lo cual, el conjunto MP()(Q) es un espacio vectorial.
El hecho de que || - ||;(~) sea una norma que conserva el orden es consecuencia de las
propiedades de la integral, el supremo y de la siguiente caracterizacién equivalente de
| - [I}.)- Primero que todo notemos que es inmediato de la definicién que

| s@steris] < < o / | F(2)g(a)ldz,

mas aun, estas cantidades son iguales. Para ver esto, es suficiente notar que para toda
g € LP(Q) con ||glly) < 1, [f()g(x)] = f(x)h(z), donde h(z) = sgn f(z)|g(x)| ¥

1P|y < [lg]lp() < 1; en consecuencia

[ r@tola = [ I@ntds < 1710

El siguiente resultado sera de utilidad para establecer la desigualdad integral de Min-

||f||p() >~ Ssup
gl <1

]

kowski, para su demostracion ver el Teorema 2.34 en [14]. El Teorema muestra que
MPO(Q) = LPO(Q) v que las normas || - [,¢) v || - I3y son equivalentes. Nos referimos
ala norma || - [[},  como la norma asociada en LrO(Q).

Teorema 2.4.3. Sean Q, p(-) € P(Q) con p(x) < py < oo y f una funcion medible,
entonces f € MPO(Q) si y sélo si f € LPO(Q); ademds,

p L f 1oy < 1 ey < Byl fllpes (2.18)
11 1
donde Ky = (p— + p—,) Ix0.lloo + X0 o0 o X0 oo + X0 oo
R o
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Teorema 2.4.4 (Desigualdad integral de Minkowski). Dados Q y p() € P(Q) con
p(r) < pp <oo, f:QxQ = R una funcion medible (respecto a la medida producto)
tal que para cada y € Q, f(-,y) € LPV)(Q). Entonces

y)dy

= ’f;(BKp(-)/ 1 Gl dy- (2.19)
p() Q

Demostracion. Si la integral en lado derecho de la desigualdad (2.19) es infinita el
resultado se tiene, podemos entonces suponer que dicha integral es finita. Definamos

_ / £z, 9)dy

y tomemos h € LPO(Q) con ||k < 1. Entonces por el Teorema de Fubini y la
desigualdad de Holder para los espacios de Lebesgue variable,

| lat@nielr - /frcydy‘!h )|da
< / { / |f<x,y>|dy] ()l d
// |f (2, y)h(z)|dydz

Koty [ 1)l
Por lo tanto, tenemos que

9110y < Kpc)/g||f(-,y)||p<->||h||p'<->dy,

ahora, el resultado se sigue de la desigualdad (2.18) en el Teorema 2.4.3. [

2.5. Convergencia en L')(Q)

En esta seccion consideramos tres tipos de convergencia en los espacios de Lebesgue
variables: convergencia en norma, convergencia en modular y convergencia en medida.

Definicién 2.5.1. Sean €, p(-) € P(Q) v (fi)r una sucesién en LPC)(Q), decimos que
fr = f en modular si para algin § > 0, p(5(f — fx)) — 0 cuando k — oo. Decimos que
fr = f ennorma si || f — fi|lp) = 0 cuando k — oco. Recordemos ademds que fi — f
en medida si para todo € > 0, existe N > 0 tal que si k > N,

[{reQ:|f(z) - filz)| Z e} | <e

Proposicion 2.5.1. Sean Q, p(-) € P(2), si la sucesion (fi)r converge a f en norma,
entonces para todo B >0, p(B(f — fr)) = 0 cuando k — oo.
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Demostracion. Supongamos que (fi)r converge a f en norma. Sea 3 > 0, existe ky € N
tal que

|f = fellpy < 1/8 para todo k > k.
En consecuencia, ||5(f — fk)||p(~) =B f - fk”p(‘) < 1y por el Corolario 2.2.4(b)

p(BUf = fi)) <18 = fu)lley,
esto es, p(B(f — fx)) — 0 cuando k — oo. O

De la Proposicion anterior en particular se deduce que la convergencia en norma siempre
implica la convergencia en modular. El reciproco se tiene, si ademas suponemos que
Py < 00.

Proposicion 2.5.2. Sean Q, p(-) € P(Q). Si py < oo, entonces la convergencia en
modular implica la convergencia en norma.

Demostracion. Supongamos que existe 5 > 0 tal que p(8(f — fr)) — 0. Fijemos X tal
que 0 < A < 7. Entonces por la Proposicién 2.2.1,

o((f = F)/N) < (5—&) "B — ).

En consecuencia, para k suficientemente grande tenemos que

p(f;\fk) <1

Con lo cual, por la definicién de la norma, ||f — fill,() < Ay esto para A tal que

1
0 < A < B7Y en particular, si \ = ————— tenemos que
e enp (k+1)B E
1
— )y < —— para todo k > 1.
1f = Felloe) S >
Es decir, f — fr en norma. m

En teoria de la medida se demuestra que si f; converge a f en medida, entonces existe
una subsucesién (f,); que converge puntualmente en c.t.p. en Q a f. Ademds, en
los espacios de Lebesgue clasicos la convergencia en norma implica la convergencia en
medida y lo mismo se tiene en los espacios de Lebesgue variables.

Teorema 2.5.3. (Ver, [14, pag. 48, Teorema 2.66]). Sean Q, p(-) € P(Q), si (fx)r C
LPO(Q) converge a f en norma, entonces converge a f en medida.

El siguiente resultado es la version del teorema de la convergencia mondtona para los
espacios de Lebesgue variables.
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Teorema 2.5.4. (Ver, [14, pag. 45, Teorema 2.59]). Sean Q, p(-) € P(Q), y sea (fi)k
una sucesion creciente de funciones medibles no negativas en LPC)(Q) la cual converge

puntualmente en c.t.p. en 0 a una funcion f. Entonces f € LPO(Q) y || fellocy = I1fllpe)
o bien f & LPO(Q) y || fillp() — oo

Corolario 2.5.5. En las hipétesis del Teorema 2.5.4, si la sucesion (|| fi|lp())r es con-
vergente, entonces f € LPO(Q) y || felloey = 1 fllpe)-

Demostracion. Como ( f)x es una sucesion creciente de términos no negativos que con-
verge puntualmente en c.t.p. en 2 a la funciéon f, tenemos que f; < f, de modo que
[Felloty < 1 Flly- Pero entonces [[filluc) — flluy < 0 < € para todo € > 0, esto es,
I fillpy = I fllp)- Por lo tanto, f € LPO(Q) ya que la sucesion (|| fx||p.))x es conver-
gente. O

Demostraremos a continuacién el teorema de la convergencia dominada para los espacios
de Lebesgue variables.

Teorema 2.5.6. Sean Q y p(-) € P(Q) tal que p, < 00. Si (fr)r es una sucesion de
funciones la cual converge puntualmente en c.t.p. en 0 a una funcion f y existe g €
LPO(Q) tal que |fr(z)] < g(z) en c.t.p. en Q, entonces f € LPO(Q) y || f — fellp) — 0
cuando k — oo.

Demostracion. Como fr — fy |fe(x)] < g(z) en c.t.p. en Q tenemos que |f(x)| < g(x).
Por lo tanto,

[f(@) = (@)D < 22O ([ (@) + | fi(2)P2) < 2] g () .

Ahora, como 2°+|g(z)[P®) € LY (Q) v |f(x) — fe(z)[P® — 0 cuando k — oo, por el
Teorema de la convergencia dominada de los espacios de Lebesgue clasicos obtenemos

lim p(f — fi) = lim /Q f(z) = fula) [P de = /Q lim [f(x) = fi(a) P dx = 0,

por consiguiente, por la Proposicion 2.5.2, || f — fi|lp) — 0. [

Proposicién 2.5.7. Sean Q, p(-) € P(Q), supongamos que la sucesion (fi)r C LPO(Q)
converge en norma a f € LPY(Q). Entonces eziste una subsucesion (fi,); y g € LPO(Q)
tal que la subsucesion converge puntualmente en c.t.p. en 2 a f, y para c.t.p. en €0,

| fi; ()] < g(x).

Demostracion. Por el Teorema 2.5.3, existe una subsucesiéon (fi,); la cual converge
puntualmente en c.t.p. en 2 a f. Ademds, como (fx)x es una sucesiéon de Cauchy

existe N € N: || f,, — fullp() < € para todo m,n > N.
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Por otro lado, al ser (k;) una sucesién creciente en N existe jo € N tal que k; > N para
todo j > jo, en particular || fjo+1— fiollpe) < 27 I fior2 — Fjo+1llpey) < 272, continuando
esta construccién

1 fi045 = fiori-1llpey < 277 para todo j > 1.
Por simplicidad escribamos f; en vez de fj,1+;_1, en tal caso tenemos que
| fi+1 — fillpey < 277 para todo j > 1.

Para cada j, definamos la funcién h; por

= Z | fira(x) — fi(z)].

Entonces (h;); es una sucesién creciente de funciones no negativas que converge pun-
tualmente a una funcion h. Mas ain, por la desigualdad triangular tenemos que

Jj—1 )
Ihsllpcy = || 2 s (@) = fil®) <ZHfz+1—szp <Y 27 <o
=1

p() =1

Por lo tanto, por el Corolario 2.5.5, h € LP()(Q). Pero entonces, para cada j y en c.t.p.
en (),

|15(@) z)| < Z |[fira(z) = fie)] = hy(x) < h(z).

Esto es, si g = h + |f1], vemos que g € LPV)(Q) y que | fj(z)| < g(x) en c.t.p. en Q. O

2.6. Completez y algunos subconjuntos densos en
LPY(Q)

En esta seccién mostraremos que LP()(€2) es un espacio de Banach y determinaremos
algunos subconjuntos densos de este espacio.

Antes de establecer la completez del espacio LP()(€), necesitamos el siguiente resultado
de convergencia en espacios métricos.

Teorema 2.6.1. (Ver, [40, pag. 199, Problema 4]). Sea (X, d) un espacio métrico y
(zx)r una sucesion de Cauchy en X, si (zy)r tiene una subsucesion convergente (ry,;);,
Tp; — . Entonces (xk)k es convergente y Ty — .

La completez de los espacios de Lebesgue variables es ahora obtenida como una conse-
cuencia del siguiente teorema conocido como propiedad de Riesz—Fischer.

58



Teorema 2.6.2. (Ver, [14, pag. 54, Teorema 2.70]). Sean Q y p(-) € P(Q) y (fr)x una
sucesion en LPO)(Q) tal que

D M elloy < oo
k=1

Entonces existe f € LPO)(Q) tal que

d oo f
b1

en norma cuando i — 00 Y

1 1loey < D 1l
k=1

Teorema 2.6.3 (Completez de LP()(Q2) ). Sean Q y p(-) € P(Q), el espacio LP) () es
completo.

Demostracion. Sea (fi)r una sucesién de Cauchy. Entonces
dado € > 0 existe k1 € N : || fr, — fullp() < € para todo m,n > ky,

luego, en particular || fm, — fi,[lp) < 27% si m > ki, escojamos ko > ky, entonces
| frs — frllp(y < 271, ahora, si escogemos k3 > ko y repetimos lo hecho anteriormente
obtenemos que || fi; — fi, |lp() < 272. Continuando este proceso tenemos una subsucesion

(fr; )i Kjr1 > kj, tal que
| fryr — Sy llp(y < 277 para todo j > 1.

Definamos una nueva sucesion (g;); por g1 = fy, y paraj > 1, g; = fi; — fr,_, Entonces
J J

Zgl =0 +Zgl = fkl +fk3 _fkl = fkj?
=2

=1

ademas tenemos que
Y Mailloey = llgrlloey + D lgialloey
j=1 =2
= frallpy + D M ferar = Fislln
j=1

<l + D27
j=1

< Q.
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Por lo tanto, por la propiedad de Riesz-Fischer (Teorema 2.6.2), existe f € LP0)(Q) tal
que fx; — f en norma cuando j — oo. Finalmente, por el Teorema 2.6.1, f, — f en
norma cuando k£ — oo. O]

El siguiente resultado muestra que Lp(')(Q) es un espacio uniformemente convexo, esto
es, para cada € € (0, 2], le corresponde un d(e) > 0 tal que las condiciones

1l = llgllpey =1, IIf = gllpey > €

implican que

p()

Este hecho fue demostrado por Lukes, Pick y Pokorny en [42]. La demostracién es
similar al caso de los espacios de Lebesgue clasicos, usando la correspondiente versién
de las desigualdades de Clarkson.

Proposicién 2.6.4. Si 1 < p_ < p, < oo, entonces LPO)(Q) es un espacio uniforme-
mente convero.

Sea Q CR"y f:Q — R una funcién continua, el soporte de f, denotado por supp(f),
es la adherencia del conjunto {z € Q: f(x) # 0}. Denotamos por C.(£2) al conjunto
de todas las funciones continuas con soporte compacto contenido en € y por S(2) el
conjunto de todas las funciones simples, esto es, s € S(2) si

n

s(z) = Z a;xg; (),

J=1

donde los a; son distintos y los conjuntos E; son disyuntos dos a dos. La familia Sy(€2)
es la coleccion de las funciones simples con la propiedad adicional que

UE
j=1

Mostraremos a continuacién que ambas familias de funciones C.(€2) y Sp(€2) son subcon-

< oQ.

juntos densos de LP()(Q). Primero debemos demostrar que el conjunto de las funciones
acotadas con soporte compacto contenido en €2 es también un subconjunto denso de

LPO(Q).

Teorema 2.6.5. Sea Q@ C R"™ un conjunto abierto y p(-) € P(Q), supongamos que
pr < o0o. Entonces el conjunto de todas las funciones acotadas con soporte compacto
contenido en ) es denso en LPU)(Q).
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Demostracion. Consideremos la siguiente sucesion en (2

K;:={x€Q:p(x,00) >1/j} N B(0, ).
Noétese que como €2 es un conjunto abierto, si € Q, x ¢ 9, de modo que o(x, 9Q) > 0.
Por lo tanto, por la propiedad arquimediana, existe kg € N tal que o(x,9Q) > 1/k.
Por otro lado, existe ro > 0 tal que x € B(0,ry) C €. Sea jo = max{ko, 7o}, tenemos
que
Q(I,@Q) > 1/k0 2 ]-/.]0 yre B(07T0> g B(07.]0> g B(07j0>7

esto es, x € Kj,. Demostramos que Q = J ;I Ademas, como la funcién p es conti-
nua, el conjunto o71(0,1/5) = {x € Q : o(z,002) < 1/} es abierto. Por lo tanto, K; es
cerrado, mas ain, K es acotado, esto es, K; es compacto. Ahora, fijemos f € LrO(Q)
y definamos una sucesién (f;); como sigue:

7, f(z) > 7,
fi(x) = fz), —j < flx) <j,

—J,  [fl@) <—J,
y sea gj(r) = f;(x)xk,;(x). Como {z € Q: g;(z) # 0} C K, tenemos que supp(g;) C
K. Esto es, la funcién g; tiene soporte compacto contenido en 2. Ademds, como f €
LPO(Q), |f(z)] £ M, para algin M > 0 para c.t.p.. en 2 y como |g;(z)| < |f(2)],
g; € LPV)(), més atn, si j > M, tenemos que |f(z) — g;(x)| = 0 < ¢, para todo € > 0,
es decir, g; — f en c.p.t en 2. Por lo tanto, dado que py < oo, por el Teorema de la
convergencia dominada (Teorema 2.5.6), g; — f en norma, lo cual significa que dado
€ > 0, existe ig € N tal que

If = gilloy <€

para todo j > ig, en particular tenemos que | f — gi|lp¢) < €. Lo cual termina la
demostracion. ]

Teorema 2.6.6. Sea Q@ C R"™ un conjunto abierto y p(-) € P(), supongamos que
py < 0o. Entonces los conjuntos Co(Q) y So(Q) son densos en LPY)(Q).

Demostracion. Demostraremos el resultado para C.(2); la demostracién para Sp(2) es
anéloga. Fijemos f € LP")(Q) y € > 0, debemos demostrar que existe h € C.() tal que
|f = hl[p¢) < €. Por el Teorema 2.6.5 existe una funcién acotada g con soporte compacto
contenido en € tal que || f — g||p() < €/2. Entonces supp(f) € BN para alguna bola
abierta B. Por consiguiente, dado que p, < oo, C.(BNK2) es denso en LP+(BN); esto
es, existe h € C.(BN Q) C C.(Q) tal que
€
14+ |BNQ|)

lg — hHL”(Q) = |lg - hHLI’+(BmQ) < 2
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Por lo tanto, por el Teorema 2.3.2
lg = hllzeer) = llg = Al | BOQ < (L4 [BNQ)g = bl < €/2,
asi,

1 = Allpey < 1F = glloy + [lg = Alloy <€

2.7. Criterio de compacidad de Kolmogorov

Todos los resultados que enunciamos sin demostracién en la presente seccién pueden
encontrarse en [57].

Definicién 2.7.1 (Funcién de Steklov). Sea € un conjunto abierto y f € LY(B(x,h)),
definimos la funcién de Steklov como

flw) =@ f0) = = [ pioya
" B(x,h)

1 1 T 7
donde h > 0, ®1(x) = —xp. (@), Pa(2) = -, (5) vp = |B(0,1)] = —

Lema 2.7.1. Sea Q2 un conjunto abierto de R™, p € LH()). Entonces
(@) [[full < Clifllney
(b) 1 L — Fll ) = O.

donde C' > 0 no depende h > 0 y f € LPV(Q).

El siguiente resultado es una extension del criterio de compacidad de Kolmogorov a los
espacios de Lebesgue variables.

Teorema 2.7.2. Sea F un subconjunto de LPY)(Q), donde ) es un subconjunto abierto
y acotado de R™ y sea p € LH(QY). Entonces F es relativamente compacto si y sdlo si

(a) }111_% Il fr — pr(_) = 0, uniformemente para f € F,

(b) F es acotado en LPV)(Q).
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Demostracion. Supongamos que F es relativamente compacto en LP() (), entonces F
es acotado. Por lo tanto, tenemos (b). Demostremos (a). Como F es precompacto en
L0 (Q), dado € > 0 existe un conjunto finito {f1,..., frn} € LPO(Q) tal que

F C UB(fj,E/Q),

es decir, para toda f € F existe jo € {1,...,m} tal que ||f — fj,llp¢) < €/2. Ademas,
por Teorema 2.6.6, el conjunto de las funciones simples es denso en LP()(€2), por lo cual
existe un conjunto finito {s1,..., sy} de funciones simples tales que || f; — s;{/») < €/2
para todo 1 < j < m. Pero entonces

1 = Siollpey S NS = Fiolloey + 150 = Sialloy <€
Ahora, por el Lema 2.7.1(b), dado € > 0 existe h;, tal que
[P * 850 = Siollp) <€
siempre que h < h;,. Ademas, por el Lema 2.7.1(a),
[@n x f = Pn o sjllpcy < ([ Pnx (f = Sjo)llpe) < CNF = Sjollwcy-
Entonces si h < h;, vy f € F

[P [ — fllpe) S NP * f—Prx* sjyllpy + [[Pr* 550 — Sjollp) + ILf = Siollne)
< CNf = sjolloey + 1Pn * 550 = S0 llpey + I1f = Sj0llpe
< (C+2)e.

Por consiguiente, tenemos (a).

Reciprocamente, supongamos que tenemos (a) y (b). Dado que F es acotado,
existe M > 0 tal que || f||,.) < M para toda f € F.
Sea Fy, := {fn: f € F}. Por la desigualdad de Holder (Teorema 2.4.1)

unh"® | fu (@) = / FOxBEm @)t < K| fllpolxsen -
Q

Ahora, como B(z,h) = x + hB(0, 1), por propiedades de la medida de Lebesgue
|B(z, h)| = |z + hB(0,1)] = [AB(0,1)| = h"|B(0,1)| = h"v,.

Supongamos que |B(z, h)| = h™v, < 1, entonces

iy (o) = [ (@) do = [ Xy () = B )] < 1
Q Q
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con lo cual, por la definicién de la norma | xp@n) |y < 1. Pero entonces, por el
Corolario 2.2.6, ||XB(nlly ) < |B(z, h)|Y?+ = (h"v,)"#+. Concluimos que

[f(@)| < KM (Bo,) " (2.20)

para toda h > 0 tal que h"v, < 1. Esto significa que bajo una eleccién adecuada de h
la coleccion Fj, es uniformemente acotada.

Ahora definamos otro conjunto, denotemoslo por Fp, = {fs : f € Fr}. Las funciones
en Fj son de la forma

Fan(z) = — / Falt)dt.

v,
B(z,h)

Por la desigualdad (2.20), tenemos que la coleccién Fpy, es uniformemente acotada, mas
aun, demostraremos que dicha coleccién es equicontinua. En efecto, tenemos que

/ Fu(t)dt — / fh(t)dt‘
B(z+u,h) B(z,h)
/ fh(t)dt‘ v / fh(t)dt‘
B(o-uh) B(ah)
d d
S /B(x—l—u,h) |fh(t)| t+ /B(a:,h) ’fh(t)‘ '

</ (Ot
B(z,h)UB(z+u,h)

= [ VO i
Q

V" fan (2 4+ w) — frn(z)] =

<

- / | fu ()| X B2 h)ABatun) (t)dE
Q

— [ Ifdoae,
Q(z,u,h)

donde Q(z,u,h) = B(x,h) AB(x+u, h) y /A denota la diferencia simétrica de conjuntos.
Ahora, usando (2.20), obtenemos que,

V™| fun (@ + w) = fun(@)] < KM (v, ") P57 Q0 0, h)). (2.21)
Notese que si ||u]| < h entonces,

B(z +wu,h) € B(x, |[ull + h) y B(z,h = [[ul]) € B(x, h),
con lo cual,

B(z +wu,h)\ B(xz, h) € Bz, [[ul| + h) \ B(z, h)
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B(x,h)\ B(x +u, h) C B(x, h)\ B(z, h — [[u]).
por lo tanto,
Q(z,u,h) C [B(z, ||ul| + )\ B(z,h)]U [B(z,h)\ B(z,h — ||u||)] =: O(z,u,h).
La medida de Lebesgue de O, esta dada por

Oz, u, h)| = |B(x, [[ull + h) \ Bz, h)| + [B(x, h) \ B(z,h — [lu]))|
= [B(z, [ull + )] = [B(z, h = [|ul])]
= [(llull + )" = (B = [[ul))"] vn-

Sean x = ||u|| +h y y = h — ||ul|. Entonces,

2

2=yt =(z—y) (@ 2" Py " Py ) < (@ —y) (e +y)"

siz,y >0y n>1. Esto implica que,
1O, u, )| = v [(Jull + R)" = (h = [Jul)"] < 2||ull(2h)" v, (2.22)
si n» > 1. Combinando (2.21) y (2.22) obtenemos que

‘fhh(.’ﬂ -+ U) — fhh(l')’ S KMK}Z‘Q(.%’,U,}L)’ S KMK}A@(.’E,U, h)‘
< 2K M, (2R)" 1K ||ul,

donde Kj = (v,h™)P, po = 1/p/, — 2y |lul| < h. Ahora, escogiendo h suficientemente
pequena tenemos la equicontinuidad de la coleccién Fpy,. Por lo tanto, por el Teorema de
Arzela-Ascoli, el conjunto Fy, es relativamente compacto en C(2). Tenemos entonces
que Fpp, es precompacto en C(€2), pero por el Teorema 2.6.6 este conjunto es denso en
L0 (Q), de modo que, Fp;, es precompacto en LPO)(Q). Esto es, dado € > 0 existe un
conjunto finito {gi,...,gm} C LPO(Q) tal que Frn € U B(gj,€/2). Sea f € F, por
j=1
el Lema 2.7.1(b), ||f — fullp¢) < €/2 siempre que h < §, luego en particular tenemos

que ||f = fss2llpe) < €/2. Pero f5/2 € Fpp, por lo tanto, existe jo € {1,...,m} tal que
.f5/2 = Gjollpcy < €/2. Entonces,

1f = Giolloy S NF = fopelloe) + 1 fs2 = Giollnc) <€

m
Por consiguiente, F;, C |J B(g;, €). Es decir, el conjunto F, es precompacto en LPO)(€2).
j=1
Finalmente, usando la precompacidad de Fj, la condicién (a) y repitiendo el razona-
miento anterior demostramos que el conjunto F es precompacto en Lp(')(Q), 0 equiva-

lentemente F es relativamente compacto en LP()(€2). O
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En [57] se demostré que:

Lema 2.7.3. Sea F un subconjunto de Lp(')(K), donde K es un subconjunto cerrado
y acotado de R™ yp € LH(Q)). Entonces la condicion (a) del Teorema 2.7.2 implica la
condicion (b).

Ahora, del Teorema 2.7.2 y el Lema 2.7.3 tenemos que

Teorema 2.7.4 (Criterio de compacidad de Kolmogorov-Tulajkov). Sea F un subcon-
junto de LPO)(Q), donde Q es un subconjunto abierto y acotado de R™ y p € LH(RQ).
Entonces F es relativamente compacto si sélo si

}lli_r% Il fr — pr(.) = 0, uniformemente para f € F.
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Capitulo 3

Algunos Operadores en LPU)(9)

En el presente capitulo introducimos el operador de superposicion también conocido
como operador de Nemytskii y un operador integral de Volterra. Bajo ciertas condiciones
demostraremos que el primero de estos operadores es continuo y acotado, también
estableceremos la continuidad y acotacién del operador integral de Volterra, més aun,
demostraremos que este ultimo operador es compacto.

Todos los resultados tanto de la seccién 3.2 como de la seccién 3.3 fueron originalmente
demostrados en [10].

3.1. El operador de Nemytskii
Definicién 3.1.1 (Operador de Nemytskii). Sea © C R™ un conjunto Lebesgue-
medible con || >0y g:Q x R — R una funcién de Carathéodory. Esto es,

(i) g(-,u) : 2 — R es Lebesgue—medible para todo u € R;

(ii) g(z,-) : R — R es continua en c.t.p. en €.

Sean py,p2 € LY (§2) (ver la Definicién 2.1.2). El operador de Nemytskii generado por
g(x,u) estd dado por

G(u(z)) = g(z, u(x)).
Sea D C ) un conjunto Lebesgue medible. Denotamos por Pp al operador multiplica-
cién por xp, esto es:

Ppu(z) :== xp(z)u(x),
donde u : 2 — R es una funcién medible.

Proposicién 3.1.1. Sea G el operador de Nemytskii generado por la funcion g(z,u).
Supongamos que G(0) = 0 y sean uy, us :  — R funciones medibles cuyos soportes son
disyuntos. Entonces
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(a) GoPp=Ppold
(b) G(Ul + UQ) = G(Ul) -+ G(’LLQ)
(c) G(ur —u2) = G(ur) — G(uz)

Demostracion. El {tem (a) es inmediato a partir de la definicién de la funcién carac-
teristica. Ahora podemos usar este hecho para concluir que

G(u1 + Ug) = G<PD1UDQU) = PDlGU + PDQGU = GPDIU + GPD2U = Gu1 + GUQ,

donde u = uy +us y D; = supp(u;) (j = 1,2). Con lo cual, tenemos el item (b). Ahora,
usando la hipdtesis y el item (b) obtenemos que

0=G(0)=G(u+ (—u)) = Gu+ G(—u),
es decir, G(—u) = —Gu. Luego, el item (c) se sigue. O

Teorema 3.1.2. Si el operador de Nemytski G envia LP*)(Q) en LP20)(Q), entonces
G es continuo y acotado, y existe b > 0 y una funcion no negativa a € LP*V)(Q) tal que
para cada x € Q yu € R, tenemos la siguiente desigualdad:

g(x,u) < alx) + bl /P2, (3.1)

Por otro lado, si g satisface (3.1), entonces G envia LPO)(Q) en LP2O)(Q) y G es
continuo y acotado.

Demostracién. Supongamos que G envia LP10)(Q) en LP20)(Q). Si G es continuo en 0
cuando G(0) = 0, tenemos que si (u,), es una sucesién en LP10)(Q) con u, — ug, si
definimos v,, = wu,, — ug, v, — 0, entonces Gv,, — G(0) = 0. Pero, por la Proposicién
3.1.1(c), esto implica que

|G, — G| py ) = |G (un — 10)po) = [|GVR|pay — 0.

Esto es, el operador G es continuo. Por lo tanto, solo tenemos que demostrar que G es
continuo en 0 cuando G(0) = 0. Sea (uy, ), es una sucesién en LP*()(Q) tal que u, — 0.
Esto es, ||tn]|p, .y = 0. Por la Proposicién 2.5.1, p(u,) — 0, es decir,

/|un(x)|p1($)dx — 0. (3.2)
Q

Ahora, para v € L'(Q), definamos

(Hv)(2) = h(z,v(2)) = |G (sgnuv(z)[o(z)[#) P2, (3.3)
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donde h : 2 x R — R, es definida por
h(z,s) = |G (sgns|s|' /") [,

entonces H envia L'(Q2) en L'(Q) y es continua en 0 ( [65]). Sea

va() 1= sgn () |un () [P
entonces, por (3.2),

loallzrie) = I1ubOll a0y — 0.
Por consiguiente, || Hvy| 1) — 0. Pero,

|[Hua| = |G (sgnun|un]) [ = |G(u,) P2

Por lo tanto,
Pps() (G (un)) /|G N [P2@) da: —/\an z)dz| — 0.

Ahora, por la Proposicion 2.5.2, tenemos que
|Gunllpy() =0

Demostremos ahora que G es acotado. Sea A un conjunto acotado en LP'(-)(€2). Esto
es,

existe M > 0: ||ullp, ) £ M paratodou € A.

Por el Corolario 2.2.4(b), pp,y(u/M) < 1. Ahora, por la Proposiciéon 2.2.1 con A =

tenemos que,
M+1 E

arrr <o (55) <0 (37) <1

esto es, pp,y(u) < (M + 1)P+. Ademsds, si v € L'(Q), el operador H definido en (3 3)
envia L'(Q2) en L'(Q2), por con31gu1ente H es acotado. Ahora, como u € A C LP10)(Q),
la funcién |sgnu(z)u(z)Pr@] = |u(z)P@ € LY(Q), esto es, sgnu(z)|u(z)*@ €
L'(€2), entonces

[sgn () (@) L) = [[u(-)""Oll@) = pp(u) < (M +1)P*
Por lo tanto,

eviste K >0: ||H (Sgnu($)\u($)|pl(x)) @) < K
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pero, H(sgnu(z)|u(z)[P*®) = |G(u(x))[P2®) con lo cual

Ppa()(Gu) = / |Gul*Wdr < K.
Q

Una nueva aplicacién del Corolario 2.2.4(b) y la Proposicién 2.2.1, nos permite concluir
que

existe Koy > 0 tal que ||Gull,,) < Ko.
Es decir, el conjunto G(A) es acotado, lo cual implica la acotacion del operador G.

Establezcamos ahora la condicién (3.1). Como G envia LP10)(Q) en LP20)(Q), si v €
LY(Q), H envia L'(Q) en L'(©). Veamos que esto tltimo implica que

existe by > 0 tal que |Hv(z)| < bi|v(z)]. (3.4)

Si v = 0, vemos que (3.4) se tiene tomando H = 0. Sea v € L*(2) una funcién no nula,
si resulta que

|Hv(x)| > blv(z)| para todo b > 0,
entonces

/|Hv(m)|dx > bKy para todo b > 0,
Q

donde Ky = /|U(:B)|dx > 0. Pero esto contradice el hecho que Hv € L'(Q2). Por lo
Q

tanto, (3.4) se tiene. Consideremos ahora a; € L'() con a;(x) > 0 para todo = € Q,
entonces por (3.4) tenemos que

[Ho(z)| < a1(2) + by|v(z)],
para algtin by > 0y v € L'(Q).
Para u € LP0)(Q), sea v(z) = sgnu(x)|u(z)[P*® entonces v € L}(Q) y por (3.4)
Gu(@) P = |Ho@)| < ax(z) + bifu(@)P @,

ademés, como la funcién ¢(t) = t'/? es convexa para p > 1 y t > 0, tenemos que

1
(a/2+b/2)"" < 5 (P +017)
de donde

(a4 )77 < 2YP=L (a1/P 4 p1/P) < (0P 4 pU/P)
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para todo a,b > 0y p > 1. Por lo tanto, si pa(x) > 1, tenemos que
()] < () + biu() @) 7 < o) 2O 5Ol ),
de lo cual obtenemos (3.1) al tomar a(z) = a;(x)/72(®) >0y b= b}/m(x).

Finalmente, si se verifica la desigualdad (3.1), al tomar u € LP10)(Q), vemos que
G(u(z)) < a(z) + blu|Pr@/r2@) ¢ [r20)(Q). Es decir, G envia LP*O)(Q) en LP20)(Q).
Por lo tanto, el operador G es continuo y acotado. O

Otra de las propiedades del operador de Nemytski es que envia funciones medibles en
funciones medibles, para demostrar este hecho son necesarios los siguientes resultados.

Lema 3.1.3. (Ver, [66, pag. 41, Corolario 2.4]). Si u : Q@ C R" — R es una funcion
Lebesque medible, entonces existe una sucesion (s,), de funciones simples tal que s, —
u puntualmente en c.t.p. en Q con la propiedad adicional que s,(€2) C u(£2).

Lema 3.1.4. (Ver, [66, pag. 163, Proposicién 8.1]). Sea B un conjunto de funciones
medibles u :  — R. Si g es una funcion de Carathéodory, entonces el operador de
Nemytski G generado por g es secuencialmente continuo en B respecto a la convergencia
en medida. Esto es, si (uy), es una sucesion en B tal que u, — u en medida, entonces
Gu,, — Gu en medida.

Teorema 3.1.5. Sea ) un conjunto de medida finita. Si g : Q2 xR — R es una funcion
de Carathéodory, entonces el operador de Nemytski G generado por g envia funciones
medibles con valores en R en funciones medibles.

Demostracion. Si u : €2 — R es una funcion simple, el resultado se tiene. Si no es
asi, por el Lema 3.1.3 existe una sucesioén (s,), de funciones simples tal que s, — u
puntualmente en c.t.p. en €2, entonces por el Teorema de Egoroff, s, — u en medida,
luego por el Lema 3.1.4 G's,, — Gu en medida. Por consiguiente, existe una subsucesion
(Gsp, )i de (Gsy), tal que Gs,, — Gu puntualmente en c.t.p. en €. Se concluye que
Gu es una funcién medible, por ser el limite de funciones medibles. n

3.2. Continuidad y acotacién del operador de su-
perposicion y un operador integral de Volterra

Consideremos las siguientes aplicaciones

u+— Fu, (Fu)(s) :==¢(s,u(s)), se€(a,b)
u— Gu, (Gu)(s) := /¢(s,t,u(t))dt, s € (a,b)

Mostraremos que las aplicaciones F' y G definidas anteriormente son continuas y aco-
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tadas en LPO)(a,b) con p(-) € LL(Q2). Para demostrar esto, suponemos que las siguien-
tes condiciones se satisfacen: Existe una constante b; > 0 y una funcién no negativa
f € L% (a,b) tal que para c.t.p. en (a,b) y todo z € R

[p(t,2)] < F(2) + bl /1. (3.5)

Existe una constante by > 0 y una funcién no negativa g € L") ((a,b) x (a,b)) donde
r(s,t) = p(t)q(s), tal que para c.t.p. en (a,b) X (a,b) y todo x € R

(s, t,2)| < g(s,t) + b0, (3.6)
Aqui ¢(-) es una funcién medible tal que p(t) < ¢(t) en c.t.p. en (a,b).

Proposicién 3.2.1. El operador F' envia L") (a,b) en si mismo, estd bien definido vy
es continuo y acotado.

Demostracion. Dado que ¢(s,u) es una funcién de Carathéodory, F' es el operador
de Nemytskii generado por ¢(s,u); en consecuencia, por la condicion de crecimiento
(3.5) y el Teorema 3.1.2, F' esta bien definido y envia LP")(a,b) en L) (a,b). Mas atin,
puesto que p(s) < q(s) c.t.p. en (a,b), por el Teorema 2.3.2, LIV (a,b) < LPO)(a,b),
en particular L) (a,b) € LPY)(a,b). Esto es, tenemos que F(Lp( (a,b)) € LPO)(a,b).
Finalmente, otra aplicaciéon del Teorema 3.1.2 nos permite concluir que F' es continuo
y acotado. O]

Proposicién 3.2.2. El operador integral de Volterra G envia L) (a,b) en si mismo,
esta bien definido y es continuo y acotado.

Demostracion. Sea N, el operador de Nemytskii generado por la funcién de (s, ¢, x).
Consideremos los conjuntos

M; =A{u: (a,b) = R : ues Lebesgue medible}
My ={v:(a,b) X (a,b) = R : v es Lebesgue medible} .

Por el Teorema 3.1.5, para cada v € My, la funcién Nyv : (a,b) x (a,b) — R definida
por

(Npv)(s,t) = (s, t,v(s,t)), (s,t) € (a,b) x (a,b)

es Lebesgue medible. Asociamos a cada funcion u € M; la funcién v, € M, definida
por

vals,t) = u(t), (,1) € (a,) x (a,b)
Entonces la funcion

(s,t) € (a,b) x (a,b) — (s, t,u(t)) € R
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coincide con la funcién Nyv,(s,t) la cual es Lebesgue medible. De la condicién de
crecimiento (3.6) y la desigualdad de Holder, tenemos que para cada u € L") (a,b), la
funciéon

(s,t) € (a,b) x (a,b) — (s, t,u(t)) € R

satisface

b b b b b b
//W(s,t,u(t))]dtdsg/ / g(s,t)dtd8+b2/ / |u(t)[PD/10 dtds

: (3.7)
< Ko llglho [l + b= a) [ (POt

Por otro lado, demostraremos que la funcién uw?()/a() ¢ it (a b). De hecho, dado que
0 < p(t)/q(t) < p(t) < py < oo, por el Lema 2.2.7, tenemos que

1P  soy fay = 16 gy < Il 200%,

donde el signo + ocurre cuando ||u|,.) > 1y el signo — ocurre en el caso que |Jul/,.) < 1.
En ambos casos, la desigualdad es finita porque v € LPC (a b); por lo tanto, uP()/40) €
L) (a,b). Ahora, de la desigualdad de Hélder, obtenemos

b
/ u(t)[PD/ 1Ot < Ko [uP 9O o 11 g (3.8)

donde, por la desigualdad (2.7) en el Corolario 2.2.6, la parte de la derecha de la
desigualdad (3.8) es finita, esto es la desigualdad (3.7) es finita con lo cual la funcién
(s, t,u(t)) estd en L'((a,b) x (a,b)). En consecuencia, por el Teorema de Fubini, se
sigue que, para c.t.p. en (a,b), la funcién

t € (a,b) = (s, t,u(t) eR
estd en L'(a,b) y la funcién
b
em¢wf/¢@ummﬁeR
estd en L'(a,b). Asi demostramos que G(L”")(a,b)) C L'(a,b).

Ahora mostraremos que G(LP")(a,b)) C LPV)(a,b). Por la desigualdad modular del
triangulo tenemos que
/ W(s,t,u(t))dt

b
/ (Gu)(s) ") ds =
/ (stdt+b2/ |u(t) [PO/20 gt

[
bl pb p(s)
< op+l [/ / g(s,t)dt| ds+
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ds

p(s)
ds

/|u |p )/a(®) gt

p(s)
ds] .




Dado que g € L") ((a,b) x (a,b)), entonces

b b
/ / g(s, )PV dtds < oo.

Esto es, para c.t.p. en (a,b), tenemos que
b
/ g(s, 1)1 dtds < oo, o :=p(t) > 1.

Esto significa que la funcién s € (a,b) — (s,t) € R estd en L) (a,b), mas atin, como

b
L) (a,b) < LP)(a,b), entonces g(-,t) € LP)(a,b). Ahora, sea H(s) = / g(s,t)dt,

por la Proposicién 2.2.5
b P+
/ g(s,t)dt ) :
a p()

/ab /abg(s,t)dt

Ademas, por la desigualdad integral de Minkowski (Teorema 2.4.4) obtenemos

b P+ b P+
(’ / g(s, t)dt > < (kp(.l)Kp(~)/ Hg(-,t)Hp(.)dt) < 0.
a () a

Por otro lado, dado que la funcién u?)/40) € L) (qa,b), de la desigualdad de Holder, la
Proposicién 2.2.5, el Corolario 2.7 y la homogeneidad de la norma, tenemos que

/b
donde kg = baKy(|[tP’| 4y I1]l7¢)- Esto es, G estd bien definido y envia LPO)(a,b) en
LP)(a,b). Més que eso, por la Proposicién 2.2.5, si u € LP{)(a,b) tenemos que

p(s)
ds = p(H(s)) < (|1H(3)[lp))"™ = <

p(

b s) b
by / (®) PO ds < / b o [l | Lo s < (Roll L) < oo

b 1/p+
r|Gu|rp<.>s<p<Gu>>””*:(/ !<Gu><s>|”(”d3) < K

Es decir, G es un operador acotado.

Demostremos ahora que el operador G es continuo. Sea (u,),, una sucesién en LP")(a, b)
tal que (uy,), — u. Mostraremos que Gu,, — Gu en LP0)(a, b). Para ver esto, es suficiente
mostrar que cada subsucesion (u,, ), tiene una subsucesion, denotémosla por (uy, ), tal
que Gu,, — Gu en LPY)(a,b) cuando k — oo. Se sigue de la Proposicién 2.5.7 que
existe una subsucesién de (uy, )i, denotémosla por (uy, )i, tal que

Up, — u para c.t.p. en (a,b), (3.9)
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y existe h € LPU)(a, b) satisfaciendo que
|tn, ()] < h(x), para c.t.p. en (a,b) para todo k € N. (3.10)
Dado que la funcién 9(s,t,-) : R — R es continua, de (3.9) deducimos que
Y(s,t, up, () = (s, t,u(t)) para c.t.p. en (a,b) x (a,b).

Ahora, por la condicién (3.10) y la desigualdad (3.6) tenemos que para c.t.p. en (a, b) X
(a,b),

(8, t, U, (1)] < g5, 1) + bo| () [PO/40).,
Como antes, podemos demostrar que para c.t.p. en (a,b) la funcién
t € (a,b) — g(s,t) + byl h(t)[PD/1®) ¢ R

esta en L'(a,b). En consecuencia, usando el Teorema de la convergencia dominada de
Lebesgue obtenemos

/ O, (£))dE — / W(s,t,u(t)dt,

para c.t.p. en (a,b). Usando (3.6), (3.10) y la desigualdad (a + b)? < 2P~ 1(a? + bF), la
cual se cumple para todo a,b > 0y p > 1, obtenemos que, para c.t.p. en (a,b),

b p(s)
/ g(s,t)dt ]

y como se demostrd anteriormente, tenemos que

b| b p(s) b
/ / g(s,t)dt ds,/
En consecuencia, el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue implica que
/b

esto es, p(Gu,, — Gu) — 0. Pero, por la Proposicién 2.5.2; esto dltimo implica que
|Gtn, — Gullp.y — 0. Luego, la continuidad de G estd demostrada. O

b p(s) p(s) b
/ U(s,t, un, (t))dt + |b2 / |h(t) [P0/ gt

< op+-—1 [

p(s)

b
by / |h(t)[PD/1Dat|  ds < oo.

p(s)
ds — 0,

b b
/@Z)(s,t,unk(t))dt—/ W(s,t,u(t))dt
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3.3. Compacidad del operador integral de Volterra
G

Ahora, demostraremos que el operador GG es compacto bajo algunas condiciones adi-
cionales sobre la funcién de Carathéodory 1 y la funcién medible p(-). De manera mas
precisa, supondremos que % satisface la condicién:

[W(s1,t, 1) — P(sy,t,2)| < Klsp — sa]*, K, A > 0. (3.11)

Esto es, la funcién ¢ es Holder continua en la primera variable. También, supondremos
que el exponente p(-) € LH(a,b).

Usaremos ademds el criterio de compacidad de Kolmogorov en LP()(a,b). Para este
caso, la funcion de Steklov toma la forma

t4+h/2 h/2
=y [ swdi=g [ g0
t—h/2 —h/2

Proposicién 3.3.1. Para p(-) € LH(a,b), bajo la suposicion adicional (3.11), el ope-
rador G : LP")(a,b) — LPY)(a,b) es compacto.

Demostracién. Sea F un subconjunto acotado de LPU)(a,b) y f € G(F). Tenemos que

1 h/2
[fu(v) = f)] = |5 Flv+ w)dw — f(v)
—h/2
1 [h? 1 [h2
= o flo+w)dw — ; " f(v)dw
1 h/2
h/2
%/h/2/ [PV +w,t,u(t)) — (v, t,u(t))|dtdw
K h/2 .
/h/2 j |v +w — v|*dtdw
M " A
— ; /_h/2 |w|*dw
_ K(b—a)r
= 0D

Ahora, por Corolario 2.2.4(a), concluimos que

K(b
15— by < S s
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Por lo tanto, limy_, || fo — f||p() = 0 uniformemente para f € G(F), luego, por el criterio
de compacidad de Kolmogorov (Teorema 2.7.4), el conjunto G(F) es relativamente
compacto. Esto es, el operador G es compacto. [
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Capitulo 4

Existencia de soluciones de
ecuaciones integrales no lineales de
Volterra

Todos lo resultados de este capitulo, con excepcion del Teorema 4.2.7 y el Teorema 4.2.8
que son originales del autor, fueron demostrados en [10].

Ahora estamos en condiciones de analizar el objetivo principal en esta tesis, el cual es
estudiar la existencia de soluciones para la siguiente clase de ecuaciones integrales no
lineales de Volterra:

b
u(s) = pls,u(s)) 4 4 [ dls. ()t s € (@) R (1)
en LPU)(a,b), p(-) € L2(Q) con ¢ : (a,b) xR — Ry ¢ : (a,b) x (a,b) xR — R funciones
de Carathéodory.

Observe que la ecuacion (4.1) escrita en términos de operadores toma la forma

u(s) = (Tu)(s),

donde (Twu)(s) := (Fu)(s) + u(Gu)(s) y F, G son respectivamente el operador de
superposicion y el operador integral de Volterra definidos en la Seccion 3.2.

En este capitulo daremos condiciones bajo las cuales la ecuacion integral no lineal
de Volterra (4.1) tiene al menos una solucién. Primero, usaremos la teoria del grado
topolégico para aplicaciones a—condensantes. Posteriormente, usaremos algunos resul-
tados de puntos fijos para la suma de aplicaciones de tipo contractivo.
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4.1. Soluciones de la ecuacién (4.1) via el grado to-
poldégico de aplicaciones a-condensantes

En la Seccién 3.2 demostramos que bajo ciertas condiciones de las funciones de Ca-
rathéodory ¢ y 1, los operadores F' y G son acotados y continuos en LP()(a,b); més
aun, el operador GG es compacto. Esto nos permite usar la teoria del grado topoldgico
para aplicaciones a—condensantes (Teorema 1.2.11) y el correspondiente resultado de
punto fijo, Teorema 1.2.13.

Teorema 4.1.1 (Existencia de soluciones). Si las funciones ¢ : (a,b) x R — R y
¥ i (a,b) X (a,b) x R — R satisfacen las condiciones (3.5) y (3.6), si la funcion ¢ es
una contraccion estricta en la sequnda variable, es decir,

lo(t,z) — et y)| < Llr—yl, 0< L <1,

y la funcion 1 satisface (3.11), entonces la ecuacion integral no lineal (4.1)

u(s) = p(s,u(s)) + u/ Y(s, t,u(t))dt, s € (a,b), peR

tiene al menos una solucion u € LPY)(a,b), para p(-) € LH(a,b), satisfaciendo que
(p/q)+ < 1 y el conjunto de todas las soluciones de la ecuacion (4.1) es acotado en

L0 (a,b).

Demostracion. Sean F,G,T : L") (a,b) — LP")(a,b) lo operadores definidos anterior-
mente. Como el operador G es compacto, por la Proposicién 1.1.1(a), tenemos que
a(GB) = 0, para todo conjunto B acotado en LP()(a,b). Ademds, como ¢ es una
contraccién estricta, se sigue que, para todo u,v € LP0)(a, b),

| F'u — FUHM) < Lu— UHp(-)’

es decir, F' es una aplicacion Lipschitz con constante L, luego, por la Proposicion 1.1.9,
F' es a—Lipschitz con constante L. Por lo tanto, como la medida de Kuratowski define
una seminorma, tenemos que

o(TB) = a[(F + uG)(B)] < a(FB) + [ula(GB) < La(B),

esto es, el operador T' es una a—contraccion estricta con constante L, con lo cual, el
operador 1" es a—condensante.

Consideremos el conjunto

S ={ue L’ (a,b) : existe A € [0,1] tal que u = A\Tu} .
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Demostraremos que el conjunto S es acotado en LP¢)(a, b). De hecho, para todo u € S,
[ullpy = A Tullpy < AU Fullpey + el Gullp)-

Primero, hallemos una cota para || Fu|,.). Por la desigualdad (2.13) en el Teorema 2.3.2
existe K > 1 tal que ||f|lp) < K||fllq¢), sumando esto a la condicién de crecimiento
(3.5), el Corolario 2.2.4(a) y al Lema 2.2.7, obtenemos

[ Fullpey < [LF =+ bl
< £ oy =+ ba 1w’
< KHqu(~) + blKHup/qu(-)

< K| fllg) + b K Jull 7.

Ahora, daremos una cota para ||Gu||,.). En este caso, usaremos la condicién de creci-
miento (3.6), el Corolario 2.2.4(a), la desigualdad de Holder, la desigualdad integral de
Minkowski y el Lema 2.2.7.

/a b (-, t)dt
/a b (-, t)dt

b
Sk&ﬂKmk/|W(JWM#”+bﬂ%mWMﬁf”HHbmHWm%

1Gullpey < +

p(*)

b
+m/bmmwwwmmmo
p(:) a

b
/ bo|u(t) |p(t)/q(t)dt

p(")

<

Con estas cotas, obtenemos la siguiente estimacion para todo u € S,
[ullpe) < Ky + Ko,

donde,
Ky = K| fllogy + b1 K ||| )7

b
Ky = k;(.l)Kp(-) / g (-, )llpydt + szp(-)HUH;’E./)mHlHq'(-)Hal<-)-
a

Sumando esto al hecho que 0 < (p/q)+ < 1, vemos que el conjunto S es acotado en
L") (a,b). En consecuencia, por el Teorema 1.2.13, el operador T' tiene al menos un
punto fijo y el conjunto de los puntos fijos de T es acotado en LP()(a,b). Por lo tanto, la
ecuacién integral no lineal (4.1) tiene al menos una solucién u € L) (a,b) y el conjunto
de todas las soluciones de la ecuacién es acotado en LP()(a,b). O
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Terminaremos esta seccién construyendo una solucién para la ecuacién en estudio,
basdndonos en el Teorema 4.1.1.

Ejemplo 4.1.1 (Construccién de una solucién). Tomemos p(s) = 2 para todo s € (a, b),
donde, 0 < a < b. En este caso, p € LH(a,b). Consideremos una funcién exponente
q(s) satisfaciendo que ¢ > 2 y que (2/¢q)+ < 1. Ahora consideremos una constante L,
con 0 < L < 1y definamos para s € (a,b) y = € R la funcién

xQ/q(S), Si €x > Lq*/(Q_‘I*)’
plsw) = L@ g gy < [a-/C0),

Para cada s fijo, ¢(s,x) es diferenciable para cada x € R y su derivada es

90,(57 $) =

a(s)/(2—a(s) g q-/(2—q-)
(2/q(s))= . osiz> L ,
0, six < LI~/

Veamos que ¢/ (s, r) es uniformemente acotada por L para cada x € R.
Caso I. z > [9-/2~a-),

Como, 2 < g_ < ¢(s) y la funcién ¢t — t/(2 — t) es creciente para todo t # 2, tenemos
que ¢_ /(2 —q-) < q(s)/(2—q(s)), con lo cual, LI-/2~1-) > [a(s)/(2=a(s)) pero entonces
x> L1-/C2=4-) > [a(5)/2=a(5) " de donde, £9(®)/2~4(5)) < [, Por lo tanto tenemos que

1/ (s, 2)| = (2/q(s))x?)/C=a6) < a(8)/C=a() [,
Caso II. z < [7-/(2~a-),
En este caso |¢'(s,z)| =0 < L.
Concluimos asi que (s, x) es Lipschitz en R en la segunda variable con constante L < 1.

Ahora demostremos que satisface (3.5). Sea

0, siz > L9-/C-a-),
fls) = B . .
LRa)/(@C=a)as) - g g < [4-/(2=a-),

Vemos que |¢(s,7)| = 0+ 229 para x > L1-/C=4) y |p(s, z)| = L2-)/(2=a-)a)) <
L2a-)/((2=a-)a(®) 4 |2|2/4(5) para o < L9-/(79-), En ambos casos la condicién (3.5) se

satisface tomando b; = 1.

Definamos ahora ¢(s,t,z) := s, s,t € (a,b) y x € Ry r(s,t) := p(t)q(s) = 2¢(s).
Entonces

(s, t,2)] < b,
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y tenemos que,

b b
P2q((b) = / b?1) s = / (0*)1)ds = pyc(b).

Ahora, por la Proposicién 2.2.5 y la desigualdad (2.7) en el Corolario 2.2.6, concluimos
que

Pat (07) < B?[L[5¢) < oo
Entonces,
b b b
| [ st < [Coniz =0 - g, <o

Por lo tanto, si g(s,t) := b, vemos que g € L"")((a,b) x (a,b)), lo cual nos permite
concluir que la funcién 1 satisface (3.6), con g(s,t) = by by = 0, més aun, dado que

|1/](817t7$) - w(827t7$)| = |Sl - 52|a

la funcién v satisface la condicién (3.11) con K = XA = 1. Por consiguiente, por el
Teorema 4.1.1, tenemos que

u@—w@ww»:g/w@uMMﬁzuw—@&

Concluimos que una solucién para la ecuacion en estudio viene dada en forma implicita
por la relacién

u(s) — u(s)?/19) = (b — a)s, para u(s) > LI-/2~4-)
y en forma explicita por

u(s) = p(b — a)s, si u(s) < L9/,

4.2. Existencia y unicidad de soluciones de la ecua-
ciéon (4.1) por medio de la suma de aplicaciones
de tipo contractivo

Mostramos que si la funcién ¢ es una L-contraccion en la segunda variable, entonces
el operador F es una contraccion de Banach en LP()(a,b) con constante L. Ahora,
demostraremos que si 1 es una funcién de Lipschitz, entonces el operador G es un
operador de Lipschitz en LP()(a,b). Entonces, la existencia y unicidad de las soluciones
de la ecuacién (4.1) es en este caso una consecuencia del hecho que la que la suma de
dos contracciones de Banach es una contracciéon de Banach.
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Proposicién 4.2.1. Si la funcién i) satisface (3.6) y es Lipschitz en la tercera variable
con constante L > 0, es decir,

[(s,t,2) — (s, t,9)] < Lz —yl, para todo 2,y € (a,),L>0,  (42)
entonces el operador inducido G es Lipschitz en LP")(a,b) con constante
A= LEp) [lpe) 1l -

Demostracion. Sean u,v € LP)(a,b). Por la desigualdad de Hélder y la homogeneidad
de la norma tenemos que

b
6= Gl = | [ wisst0) = vt

p(")

< HL/ab]u(t) ()|t

p()
b
<L [ (o)~ o(olde - 1l
< LK llu = vllpo) [ ¢ 1Ll
esto es, G es Lipschitz en LP()(a,b) con constante
A= LKy [Hlpeo -
]

Teorema 4.2.2 (Existencia y unicidad). Si la funcion ¢ : (a,b) x R — R satisface
(3.5) y es una contraccion estricta para la sequnda variable, es decir,

o(t, x) — o(t,y)| < Mz —yl,
para M <1, y ¢ : (a,b) x (a,b) x R = R satisface (3.6) y (4.2), con L > 0 suficiente-

mente pequeno, entonces la ecuacion integral no lineal (4.1):

u(s) = p(s,u(s)) + u/ U(s, t,u(t))dt, s € (a,b), peR

tiene una nica solucion u € L") (a, b).

Demostracion. Como en la demostracion del Teorema 4.1.1, el hecho que ¢ satisfaga la
condicién (3.5) y el hecho que sea una contraccion estricta en la segunda variable con
constante M, implican que operador F' es una contracciéon de Banach en LP")(a,b) con
constante M. Ademas, por la Proposicién 4.2.1, el operador G es Lipschitz en LP")(a, b)
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con constante A = LKp)||1]/p¢)]|1]|y). Por lo tanto, T" = F 4 uG es un operador de
Lipschitz con constante

k=M + L|,u|Kp(.)||1||p(~)||1||p’(‘)'

donde

Ahora, si p = 0, k = M < 1 ysip # 0, al escoger L tal que L <

Ko = || K0 [y [ 1]y > 0, de nuevo tenemos que & < 1, con lo cual el o%erador T
es una contraccién de Banach en LP()(a, b) y por lo tanto por el Teorema del Punto Fijo
de Banach tiene un tnico punto fijo. Esto es, la ecuacién (4.1) tiene una tinica solucién
en LPO)(a,b). O

Ahora, impondremos ciertas condiciones adicionales a la funcion ¢ de tal forma que
F sea un operador del tipo Kannan (ver Teorema 1.3.2). En este caso, la existencia y
unicidad de las soluciones de la ecuacién (4.1) es una consecuencia de la existencia y
unicidad de puntos fijos de las aplicaciones que se pueden expresar como la suma de
dos aplicaciones de tipo contractivo.

Ejemplo 4.2.1. Para la soluciéon dada en el Ejemplo 4.1.1 notemos que podemos pres-
cindir de la condicién (2/q)4 < 1 ya que las funciones ¢ y 1 satisfacen las hipdtesis del
Teorema 4.2.2 y por tanto podemos garantizar que dicha solucion es unica.

Proposicién 4.2.3. Si la funcion ¢ satisface que

lo(s,u(s))] < lu(s)], Ae€0,1/2), ue Lp(')(a, b), (4.3)

A1

entonces el operador F' es del tipo Kannan en Lp(')(a, b).

Demostracion. Vemos que de la condiciéon (4.3), se implica que el operador F' es acotado
en LPU)(a,b). Ahora, por la desigualdad (4.3) obtenemos que

|p(s,uls)) = @(s,v(s))] < |@(s, ul(s))| + |e(s, v(s))]
< Alu(s)| = Ale(s, u(s))| + Alo(s)] = Alp(s, v(s))]
< Mu(s) = (s, uls))] 4 |v(s) — @(s,v(s))]]-
Ahora, puesto la norma en LP()(a, b) conserva desigualdades, tenemos que
|Fu— Follyy < A[llu = Fullyey + llo = Folly]

0 < A < 1/2. Por consiguiente, F es un operador del tipo Kannan en L”")(a,b) con
constante . O]

Proposicién 4.2.4. Si la funcion ¢ satisface que

lu(s)|, A €[0,1/3), ue LPY(a,b), (4.4)

fels,ulo)| < 155

entonces el operador F es del tipo Reich en LP()(a,b).
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Demostracion. Como en la demostracion de la Proposicion 4.2.3, tenemos que

o5, u(s)) — (s, v(s))] < Auls) — (s, u(s))] + Alv(s) — @(s, v(s))|
< AMu(s) = v(s)] + Alus) — (s, u(s))] + Alo(s) — @(s, v(s))];

para \* € [0,1/3). Por lo tanto, tomando la norma en LP")(a, b) tenemos que
[Fu = Follpe) < Allu = vllpey + Allw = Fullpe) + Ao = Follp),

donde \*, A € [0,1/3), de tal forma que 0 < A* 4+ A+ A < 1. Esto es, F' es un operador
del tipo Reich en LP")(a,b). O

Supongamos ahora que los operadores F' y uG satisfacen la condicién de Diaz—Metcalf,
esto es, si F un funcional de norma unitaria en LP()(a,b) entonces,

0 < rllu — pGul|yey < Flu — pGu)

(4.5)
0 < rl|u— Fullyy < F(u— Fu),

para todo u € L) (a,b) \ {u = pGu Au = Fu}, r > 0.

Notemos, que si la funcién ¢ satisface (4.3) o0 (4.4) y u € B(0,r), tenemos que || Fu||,.) <

SR Esto es, el operador F' envia la bola B(0,7) en la bola B(0, S| 17")'

Veamos que lo mismo se cumple para el operador uG, escogiendo pu suficientemente

pequeno.

Lema 4.2.5. Para |u| suficientemente pequerio, el operador uG envia la bola B(0,r)

en la bola B(0, 5y r).

+1

Demostracion. Sea u € B(0,7). Entonces de la demostracién de la Proposicién 3.2.2,
la Proposicién 2.2.5 y la desigualdad de Holder, tenemos la siguiente estimacion:

b b+ b
p(Gu) <2+ (kp}.l)Kp(.) / Hg(-,wup(.)dt) 20 [ G o s

b P+

<o+ U (kLK )|yt 2P+ 1| by IS B |11 oo |25

= p() () lg(, D)l + 162 q(-)”qu(.) I ||q’(-)||p(.)
b P+

— — — p
< o+t (kp(.l)Kpc)/ ||9(-7t)||p(~)dt) + 2707 (PP by K[l 1)

Por lo tanto, por la Proposicion 2.2.5

lnGullyey = 1P IGullycy < TufP*p(Gu).

86



Por consiguiente,
|pGul[7s) < [ufP=28 = [Ky + r*=Cy]
donde,

b P+
Ky = (kp(.l)Kp(J/ Hg(',t)l\pc)dt) ke = (0/0)+p+ v Cx = (02K o0y [1Llla [1Lllp)) ™

Ahora, podemos escoger |u| suficientemente pequeiio, de tal forma que ||pGul/p.) <
A

A+1

En el siguiente resultado se demuestra la existencia de una tnica solucién de la ecuacion

r, de donde el resultado se sigue. O

(4.1) cuando se imponen ciertas condiciones a la funcién ¢ de tal forma que el operador
F sea Kannan o Reich.

Teorema 4.2.6. Si la funcion ¢ : (a,b) X R — R satisface (4.3) o (4.4), ¥ : (a,b) %
(a,b) x R — R las condiciones (3.6) y (4.2) y los operadores F, uG satisfacen la
condicion (4.5) de Diaz—Metcalf, entonces la ecuacion integral no lineal (4.1)

u(s) = (s, u(s)) + g / B(s,tu(t)dt, s € (a,b), u] < 1,

tiene una unica solucion u € B(0,r), para una escogencia conveniente de los pardmetros
W, Ayr.

Demostracion. Sea u € B(0,7). Entonces por el Lema 4.2.5

A A 2\
< < = <r.
[Tullpey < [Ellpe) + 11Gllpey < N+ 1" + A+ 1" + ="

Esto es, el operador T envia la bola B(0,7) en si misma.

Si la funcién ¢ satisface (4.3), por la Proposicién 4.2.3, F € KA()) y si ¢ satisface
(4.4), de la Proposicién 4.2.4, F' € RE(\*, A, \). Por otro lado, por la Proposicién 4.2.1,
nG € BO([p|AL), con Ap = LEp)[[1lpe [ 1l )-

Esto es, del Teorema 1.3.3, concluimos que 1" pertenece a una de las siguientes clases
(a) T € D(|plAs, (A+1)/r).
(b) T € RE (X + |u[Ar, A+ 1)/r, (A +1)/7).

En ambos casos, en virtud del Teorema 1.3.2 y la Proposiciéon 2.6.4, el operador T
tiene un tinico punto fijo en B(0,r) para una escojencia conveniente de los pardmetros
contractivos. Por lo tanto, la ecuacién (4.1) tiene una tnica solucion u € B(0,r). [
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Supongamos ahora que los operadores F'y uG satisfacen la primera condicion de Ma-

A continuacién estableceremos un resultado similar al Teorema 4.2.6.

ligranda, esto es,

u— puGu u— Fu

—9 4.6
[ — uGullp( \Iu—F“”p(~>Hp<-) )

Teorema 4.2.7. Si la funcion ¢ : (a,b) Xx R — R satisface (4.3) o (4.4), ¥ : (a,b) %
(a,b) x R — R las condiciones (3.6) y (4.2) y los operadores F y uG satisfacen la
primera condicion de Maligranda (4.6), entonces la ecuacion integral no lineal (4.1)

b
u(s) = (s, uls)) + p / (s tu(t)dr, s € (a,b), |ul <1,

tiene una unica solucion u € B(0,r), para una escogencia conveniente de los pardmetros
By A

Demostracion. Sea u € B(0,r). Entonces por el Lema 4.2.5

A A 2\
[Tullpy < N Fllpe) + 1Gllpe) < >\+1T+ )\—i—lr )\+17“_7“

Esto es, el operador T envia la bola B(0,7) en si misma.

Si la funcién ¢ satisface (4.3), por la Proposicion 4.2.3, F' € KA(\) y si ¢ satisface
(4.4), de la Proposicién 4.2.4, F € RE(\*, A\, \). Por otro lado, por la Proposicién 4.2.1,
pG € BO([p|Ar), con Ap = LK1l 11l )-

Esto es, del Teorema 1.3.6, concluimos que T pertenece a una de las siguientes clases
(a) T € D (|u|Ap, A+ 2/13).
(b) T € RE (N + |p|Ap, AN+ 1/4, X+ 1/4).

En ambos casos, en virtud del Teorema 1.3.2 y la Proposiciéon 2.6.4, el operador T’
tiene un unico punto fijo en E(O, r) para una escojencia conveniente de los parametros
contractivos. Por lo tanto, la ecuacién (4.1) tiene una tnica solucién v € B(0,r). O

A continuacién construiremos una solucién para la ecuacion en estudio basados en el
Teorema anterior.

Ejemplo 4.2.2. Sea ¢(s,u) := senu, para A € [0,1/2). Se sabe que |senz —

seny| < |z — y| para todo z,y é%,l en particular |senz| < |z| para todo = € R.
Entonces
A
lp(s,u)| = g 1|senu| < g 1|u| para todo u € R.
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Esto es, ¢(s,u) satisface la condicién (4.3). Definamos ahora

(s, t,x) = senx —x), u>0
(5.4,2) == " sen — )
Vemos que por su definicién la funcién (s, t, x), es Lipschitz en la tercera variable con
2\
constante —————, ademas tenemos que
(b —a)
A A A
YP(s,t,x)| = ————|senx — x| < + x|,
s bol= g =) S0 -0
es decir, 1(s,t,x) satisface (3.6) con p(s) = ¢(s), g(s,t) ;= —— y b A
) V) * = ) Y = y = *
plb—a)” " plb—a)
Mas aun,
b
pGa(s) = [ wls.tous)dt = Asenus) — ufs).
con lo cual,
u—pGu - u+Mu(s) —senu(s))  u—Fu
lu = pGullpy  flu+ A(u(s) = senwu(s))llpe)  llu— Fullp)’
de donde

u— puGu u— Fu

= 2.
p()

Es decir, los operadores F', uG satisfacen la primera condicion de Maligranda. Entonces

+
|u — pGullpey  [Ju— Fullp

por el Teorema 4.2.7 tenemos que

w@:w@m@»+g/w@mu@Mt

Por lo tanto,

u(s) = N1 sen u(s) + A(senu(s) — u(s)),
o equivalentemente,

(A +1)%u(s) = A\ + 2) sen u(s). (4.7)

En conclusién, la ecuacién en estudio tiene tinica solucién en la bola B(0,r), la cual
viene dada por la relacién (4.7).
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Impongamos ahora la sequnda condicion de Maligranda a los operadores F'y uG:
la(u — pGu) +b(u — Fu)llp) = allu — pGullpy + bllu — Fully, (4.8)
para cualquier par de reales positivos a y b.

Teorema 4.2.8. Si la funcion ¢ : (a,b) x R — R satisface (4.3) o (4.4), ¥ : (a,b) X
(a,b) x R — R las condiciones (3.6) y (4.2) y los operadores F' y nG satisfacen seqgunda
condicion de Maligranda (4.8), entonces la ecuacion integral no lineal (4.1)

b
uls) = pls,u(s) + 4 [ v, tult)it, s € (@), ] <1
tiene una tinica solucion u € B(0,7), para una escogencia conveniente de los pardmetros

my A

Demostracion. Esla misma del Teorema 4.2.7, usando primero el Teorema 1.3.8 y luego
el Teorema 1.3.2 junto con la Proposicién 2.6.4. [

4.3. Soluciones continuas de la ecuacion (4.1)

Dado que, en el caso p; < oo, el conjunto C(a,b) N LP)(a,b) asi como el conjunto
C.(a,b) son densos en LP")(a,b), en esta seccion desarrollaremos el estudio de existencia
de soluciones continuas de la ecuacién (4.1).

La existencia de soluciones continuas de la ecuacion (4.1) es establecida en el siguiente
resultado.

Teorema 4.3.1. Si la funcion ¢ : [a,b] x R — R satisface (3.5) con f € L>®(a,b) y es
continua, y si la funcion ) : [a,b] X [a,b] Xx R — R satisface (3.6) con

/a " o(s. 1)t

y es continua, entonces la ecuacion integral no lineal (4.1):

M := sup
s€la,b]

< 00

b
u(s) = p(s,u(s)) + u/ W(s, t,u(t))dt, s € (a,b), peR

tiene una solucion u € Cla, b].

Demostracion. Queremos obtener un punto fijo del operador T'= F' + uG. Para lograr
esto, aplicaremos el Teorema del punto fijo de Schaefer (Teorema 1.2.10); por lo tan-
to, necesitamos demostrar que 7' envia el conjunto Cla,b] en si mismo, es continuo y
compacto.
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Primero, demostremos que T'(Cla,b]) C Cla,b]. Consideremos una funcién arbitraria
en u € Cla,b] y sean s, sg € [a,b]. Entonces, obtenemos

[(Tu)(s) = (Tu)(s0)| < [ip(s, uls)) — (s, uls0))|

b 4.9
+ ’U’/ ‘¢(Sat>u(t)) —¢(80,t,u(t))’dt. ( )

Dado que la funcién u es acotada en [a,b], existe M > 0 tal que |u(t)] < M para
todo t € [a,b]. Ademds, como u es una funcién continua definida en el compacto [a, b],
tenemos que u es uniformemente continua. Esto implica que la funcién ¢ : [a,b] x
[—M, M] x R — R es uniformemente continua; esto es, para cada € > 0, existe 6; > 0
tal que

|o(s,u(s)) = ¢(s,ulso)) < €/2

para todo (s, u(s)), (so,u(s0)) € |a,b] x [-M, M|, satistaciendo que

0 < (s, u(s)) = (s0,u(50))llc = méix{|s — 50, [u(s) — u(s0)[} < d1.

De manera similar, para todo € > 0, existe d5 > 0 tal que

W)(S? t u(t)) - ¢(S7 t u(t))l <

2(|pul +1)(b = a)

para todo (s,t,u(t)), (so,t,u(t)) € |a,b] X [a,b] x [-M, M], satisfaciendo que

0 <||(s,t,u(t)) — (so,t,u(t))]|co = |8 — S0| < Ia.

Tomando ¢ = min {d;,d>} y suponiendo que ||(s,t,u(t)) — (so,t,u(t))]|cc < 6, por la
desigualdad (4.9), concluimos que

(Tu)(s) — (Tu)(s0)| < = +|u|/ (TESY (b_a)dt< + (mml) € ¢

Por lo tanto, (T'u)(s) es una funcién uniformemente continua, para cualquier u € Cla, b].

En consecuencia T'(C[a, b]) C Cla,b]. Més atun, dado que la continuidad de T' es inde-
pendiente de la eleccién de u, demostramos que T'(Cla, b]) C Cla, b] es equicontinuo.

La continuidad de T en C[a,b] se sigue de la continuidad de T en LP"[a,b] y del
hecho que C[a,b] € LP"[a,b]. Ahora, demostraremos la compacidad del operador 7.
Es suficiente verificar las condiciones del teorema de Arzela—Ascoli para el conjunto
T(Bx(1)), que es la clausura en C|a, b] de la imagen por medio del operador 7" de la bola
unitaria cerrada By (1). Dado que T es un operador continuo, el conjunto T'(By (1)) es
acotado. La equicontinuidad de T'(Bx(1)) se sigue de la equicontinuidad de 7'(Cla, b]).
Por lo tanto, el operador T": Cla, b] — Ca, b] es compacto.
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Finalmente, demostraremos que para todo A € [0, 1] los conjuntos
Sy ={u € Cla,b] : u= ATu}

son acotados. De hecho, por las condiciones (3.5) y (3.6), para u € Sy, obtenemos

b
il = ATl < s sl + A [ ottt

o0

b
< (e + b+ 11| [ (005,00 + bt 0

oo) (4.10)

b
<A ([ Flloe + ballu”/[loc) + Ala| sup {bz(b—a)llup/qlloo+/ g(S,t)dt}

s€la,b]

= A ([lflloo + (b1 + b2(b — @) |ul) [t/ ||oc + ] M) .

Ahora, por el Teorema 2.3.1 L®[a,b] € LOa,b] v || fllp¢) < II1llp0)]1f]lso- Por lo tanto,
para todas las funciones f € Cla,b] C L*][a,b], podemos encontrar K > 0 tal que
| flloo < K| fllq()- Usando esto y el Lema 2.2.7, tenemos

0?70 < K JuP/ |0y < K[l 507 < K[| [jul| 270, (4.11)
Por lo tanto, de la desigualdad (4.10), tenemos
lulloe = AT wlloo < A (1l + (b1 + ba(b = @) KL + ]2 )

En consecuencia, cada S, es acotado, por lo tanto, lo mismo se tiene para el conjunto
Up<r<1 Sr. Aplicando el Teorema del punto fijo de Schaefers (Teorema 1.2.10), el ope-
rador T tiene un punto fijo en C [a,b], o equivalentemente, la ecuacién (4.1) tiene una
solucién en C|a, b]. O

Observacion 4.3.1. Ndtese que las condiciones de crecimiento (3.5) y (3.6), impuestas
sobre las funciones @ y 1 respectivamente, estan relacionadas con las funciones expo-
nentes en LPC). El Teorema 4.3.1 establece condiciones para existencia de soluciones en
Cla,b] de la ecuacion (4.1) y como hemos visto, la demostracion tiene en consideracion
la relacion entre la norma en Cla,b] y la norma en LPO[a, b] (ver, desigualdad (4.11)).

Dado que el objetivo principal en esta tesis es analizar la existencia de soluciones de la
ecuacién (4.1) cuando esta est4 definida en LP()(a,b), el Teorema 4.3.1 se convierte en
una herramienta que garantiza la existencia de soluciones continuas de la ecuacién (4.1)
en este ambiente. Este resultado toma relevancia puesto que el conjunto de las funciones
continuas con soporte compacto contenido en (a, b) es denso en LP()(a,b) (suponiendo
que, py < 00).

La existencia de soluciones de la ecuacién (4.1) en Ca, b], en el caso que las condiciones
crecimiento (3.5) y (3.6) de las funciones de Carathéodory ¢ y ¢ no estan relacionadas
con la norma del espacio LP() son discutidas en [31].
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La unicidad de las soluciones continuas de la ecuacién integral (4.1) es dada en el
siguiente resultado.

Teorema 4.3.2. Si la funcion ¢ : [a,b] x R — R es continua y es una contraccion
estricta en la sequnda variable, es decir

lp(t,z) —o(t,y)| < Llz—y|, 0<L <1

y si la funcion ¢ : [a,b] X [a,b] x R — R es continua y es Lipschitz en la tercera variable,
es decir

|1/}(t7 S,l’) _¢(ta87y>| < M|I—y|, M > O’

entonces la ecuacion integral no lineal (4.1):

b
u(s) = p(s,u(s)) + u/ W(s,t,u(t))dt, s € (a,b), peR

tiene una unica solucion u € Cla,b| siempre que L + |p|M(b—a) < 1.

Demostracion. Sean u,v € Cla,b]. Dado que las funciones de Carathéodory ¢ y 1 son
continuas, en el Teorema 4.3.1, se demostré que T(C[a,b]) C Cla,b]. Ahora, de las
condiciones de Lipschitz impuestas sobre las funciones ¢ y ¥ obtenemos

1T — Tollos < lp(s,u) — o5, 0)loe + Hu / (s (1)) — (s, £, 0(0)] dtH

< (LA [ul(b = a) M) [u = vl|o.

o0

Esto significa que el operador T : Cla,b] — Cla,b] pertenece a la clase BC'(a) con
constante « = L+ |u|(b—a)M < 1. Esto es, por el Teorema del Punto Fijo de Banach,
T tiene un tnico punto fijo, o equivalentemente la ecuacién (4.1) tiene una tinica solucién
en u € Cla,bl. O
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Conclusion

La medida de no compacidad de Kuratowski nos permitié introducir la nocién grado
topoldgico para aplicaciones a—condensantes. Utilizando las propiedades de esta herra-
mienta topoldgica logramos demostrar un Teorema de punto fijo con el cual pudimos
establecer existencia de soluciones de la ecuacién (4.1). Dado que tenemos condiciones
para la compacidad del operador G, resta por estudiar la existencia de soluciones de la
ecuacién integral (4.1) mediante teoremas de tipo Kranoselkii, lo cual permite estudiar
soluciones positivas de esta ecuacion.

Por otro lado, al imponer ciertas condiciones especiales de crecimiento a las funciones
@ vy ¥ conseguimos que los operadores F'y uG fueran de tipo contractivo y bajo la
suposicion adicional de que estos operadores satisficieran la condicién de Diaz—Metcalf,
demostramos que el operador T := F' + uG también es de tipo contractivo, con lo cual
logramos establecer la existencia y unicidad de soluciones de la ecuacién en estudio sin
usar la medida de no compacidad de Kuratowski. Al cambiar la condicién de Diaz—
Metcalf impuesta sobre los operadores de tipo contractivo T' y .S, por las condiciones
de Maligranda logramos demostrar dos nuevos teoremas de punto fijo, con lo cuales a
su vez obtuvimos dos nuevos resultados de existencia y unicidad para la ecuacién (4.1).

Quisiéramos hacer notar que una de las caracteristicas mas importantes de las clases
de aplicaciones de Kannan y D(a,b) es que estas admiten aplicaciones discontinuas, sin
embargo, las condiciones de crecimiento usadas en esta tesis hacen que los operadores
asociados a la ecuacién (4.1) sean continuos, queda por estudiar condiciones sobre las
funciones ¢ y ¥ de tal forma que los correspondientes operadores inducidos F'y G sean
discontinuos.

Suponiendo la continuidad y ciertas condiciones de crecimiento sobre las funciones ¢ y ¥
logramos que el operador T := F' + uG estuviera en las hipotesis del Teorema de Punto
Fijo de Schaefers y del Teorema del Punto Fijo de Banach, con lo cual demostramos la
existencia de soluciones continuas de la ecuacién (4.1).

Otros aspectos importantes de establecer para estas ecuaciones son la existencia de so-
luciones aproximadas, la estabilidad de soluciones y la aplicabilidad de métodos numéri-
COS.
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