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RESUMEN

En este trabajo de indagacion, se presentan elementos relacionados con la identificacion de las
formas de aprehension que emergen en estudiantes de grado octavo cuando se enfrentan a
diversos registros figurales especialmente en el caso del teorema de Pitdgoras. La probleméatica
aqui abordada gira en torno al desarrollo del pensamiento espacial y sistemas geométricos,
dado que, al asignar tareas de tipo geométrico, en particular las que tienen que ver con
procesos de visualizacion y tratamientos figurales, es usual que en las aulas de clase se
presenten debilidades en este tipo de procesos. Es comln que a los estudiantes se les dificulte
movilizar las formas de aprehensién, dado que no estan familiarizados con los tratamientos
figurales. Algunas investigaciones al respecto (Ledn, 2005; Marmolejo, 2007; Restrepo, 2014;
Osorio, 2011), han identificado esta problematica, es decir, la dificultad radica en el
reconocimiento de formas y sub-formas en los registros figurales, la casi nula movilizacién de
aprehensiones operatorias como rotacion y traslacion de figuras geométricas, no ponen en
correspondencia los registros figurales con los registros de la lengua natural en situaciones
geométricas que se les presente, ademas, son débiles las justificaciones discursivas que

plantean en la solucion de situaciones de orden geométrico.

Para identificar las formas de aprehension a los que recurren estudiantes de grado octavo al
aproximarse a la nocién del teorema de Pitagoras, se propuso el disefio de una tarea
compuesta de tres situaciones empleando registros figurales, se tomé como referencia la Teoria
Semidtica-Cognitiva propuesta por Raymond Duval (1999, 2001, 2004, 2005a, 2005b, 2016 ) y
los trabajos de Ledn (2005). En el andlisis de la actividad matematica y geométrica desarrollada
por los estudiantes, se logr6 identificar diferentes recursos que movilizan los estudiantes
cuando se enfrentaron a diversos registros figurales del teorema de Pitdgoras. La indagacion y
el disefio de las situaciones didacticas contemplaron procesos cognitivos fundamentales del
pensamiento geométrico como la visualizaciéon y el razonamiento, los cuales aproximen a los
estudiantes a la conceptualizacion de las relaciones pitagoricas, mediados por la coordinacion

entre registros figurales y registros de la lengua natural.

Palabras claves: Representaciones semioticas, Perspectiva semidtica 1 cognitiva,

aprehension, Relaciones Pitagoricas, coordinacion de registros, visualizacion y razonamiento.
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ABSTRACT

This work research shows elements related with the identification of the apprehension that
emerge in students from eighth grade, when they face different shape records, particularly in
the case of the Pythagorean Theorem. The problematic tackled in this research is focused on
the development of the spatial thinking and geometric systems since, the geometric tasks
assigned are related to the viewing processes and shape treatment, in the classrooms exist
weaknesses in this type of processes. It is very common that the students have difficulties to
mobilize the apprehension forms, because they are not familiarized with these shape treatments.
Some authors have identified this problematic, (Le6n, 2005; Marmolejo, 2007; Restrepo, 2014;
Osorio, 2011), it means, the difficulty begins in the recognition of forms and sub-forms included
in the shape records. The mobilization of operations apprehension is null such as rotation and
traslation of geometric figures, those do not correspond to the shape records with the natural
language in geometric situations that occur. Besides, the discursive justifications are weak when
state the solution of situations of geometric order.

To identify the forms of apprehension which students from eighth grade use to go in order to
approximate to the notion of Pythagorean Theorem, a specific task was designed in three
different situations, the shape records were used, the cognitive semiotic theory proposed by
Raymond Duval was taken as a reference (1999, 2001, 2004, 2005a, 2005b, 2016) and the
researches of Ledn (2005). The analysis of the math and geometry activity developed by the
students, helped to identify the different resources that mobilize the students when they faced to
different shape records from the Pythagorean Theorem. The research and the design of the
didactic situations showed important cognitive processes that are basics in the geometric
thinking such as the viewing and reasoning which approach to the students to the
conceptualization to the Pythagorean relations mediated by the coordination between shape

records and natural language records.

Key words: Semiotic Representations, semiotic-cognitive perspective, apprehension,

Pythagorean relations, coordination of records, viewing and reasoning.
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INTRODUCCION

La educacion matematica como campo de investigacion busca dar respuesta a interrogantes en
torno a los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, especificamente en la
movilizacién del pensamiento matematico, lo que implica, que los trabajos de indagacion que se
proponen alrededor de este pensamiento, no se limiten a la seleccion de los contenidos o al
disefio de técnicas para hacer mas eficaz la ensefianza, por el contrario los trabajos de
indagacion deben generar espacios de reflexiéon y andlisis en torno a las debilidades que
presentan los estudiantes al abordar tareas de tipo matemético y geométrico. Estas debilidades
se han identificado desde resultados obtenidos en las diferentes pruebas nacionales e
internacionales durante los Ultimos diez afios, las cuales han arrojado resultados muy bajos y

preocupantes, particularmente en las preguntas que emplean registros figurales.

La siguiente propuesta de indagacion se enfoca en las dificultades que surgen en procesos de
visualizacién y formas de aprehensién que pueden movilizar los estudiantes en la aproximacion
de la nocidn del teorema de Pitdgoras, especificamente en el uso de los registros figurales. Esta
problematica tiene gran amplitud y requiere de un estudio minucioso y enfocado a los procesos
de ensefianza y aprendizaje que permitan la apropiaciébn y comprensién de este objeto

matematico.

Para guiar procesos de ensefianza y aprendizaje de la geometria, se debe de recurrir como
minimo a dos registros de representacion semiética, las figuras geométricas y el registro de la
lengua natural. En el primero se designan las figuras y sus propiedades, en el segundo, se
enuncian los elementos del corpus teérico sobre el cual se sustenta la clase de geometria que
se reflexiona. Para lograr procesos de objetivacion en la toma de conciencia de los objetos
geométricos, es necesario que los tratamientos propios de cada registro de representacion,
tanto el figural como el de la lengua natural, se efectien simultaneamente y de manera
interactiva Duval (1999, 2001, 2004). La particularidad de los procesos geométricos en relacion
a otros tipos de actividad matemética tiene que ver con que Duval (1999) ha designado la

coordinacion entre los registros producidos en diferentes sistemas de representacion semiotica.

La indagacion busca comprender las actividades cognitivas de visualizacién y formas de
aprehension que movilizan los estudiantes al enfrentar tareas de tipo geométrico, en particular

las que tienen que ver con procesos de visualizacion y tratamientos figurales. Como hipétesis
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de la problematica se plantea que es usual, que en las aulas de clase se presenten debilidades
en este tipo de procesos, dado que a los estudiantes se les dificulta movilizar diferentes formas
de aprehension, dado que no estan familiarizados con este tipo de procesos aprehensivos.
Algunas investigaciones al respecto (Ledn, 2005; Marmolejo, 2007; Restrepo, 2014; Osorio,
2011), han identificado esta problematica, es decir, la dificultad radica, en que no es natural ni
espontaneo aprender a ver las figuras. No ha sido objeto de estudio los tratamientos figurales
como la rotacion y traslacién de figuras geométricas y no estan familiarizados en establecer
correspondencia entre los registros figurales con los enunciados en lengua natural que plantea

cada situacion de orden geométrico.

El objetivo de este trabajo se centra en identificar en la construccion de conocimiento
geomeétrico en el aula, algunas formas de aprehensién que movilizan los estudiantes de grado

octavo en los registros figurales, en la conceptualizacién de las relaciones pitagoricas.

Para identificar las formas de aprehension que pueden aprender a movilizar los estudiantes, fue
necesario el disefio de situaciones didacticas, que posibilitd tratamientos frente a registros
figurales en la aproximacioén de las relaciones pitagoricas. El presente trabajo incorpora la teoria
semiética cognitiva desarrollada por Raymond Duval (1999, 2001, 2004, 2005a, 2005b, 2016)
sobre tratamiento y conversion de registros de representacion semiotica, dado que como lo
plantea el autor, el aprendizaje de las matematicas solo se da en la actividad cognitiva con
representaciones. La pluralidad de los sistemas semioticos, permite que tal diversidad de

representaciones de un mismo objeto, aumente las capacidades cognitivas de los estudiantes.

Por lo anterior, la importancia de las figuras geométricas radica en el hecho de que forman un
importante soporte intuitivo para el desarrollo de actividades geométricas. Es decir, dejan ver
mucho mas de lo que los enunciados dicen, permiten la exploracién heuristica de situaciones
complejas, posibilitan las formas de ver. Sin embargo, hacer de estas representaciones
potentes herramientas heuristicas en la solucion de situaciones didacticas geométricas, esta
lejos de ser un asunto espontaneo y debe ser un objeto de ensefianza de toda la escolaridad.
Para este fin, se hace necesario discriminar entre las diferentes formas de ver que una figura
posibilita, aquellas que sean pertinentes y potentes a la resolucién de la actividad geométrica
planteada. En otras palabras, es necesario reconocer, aprovechar, segun sea el caso, la
presencia de ciertos factores de visibilidad, los cuales hacen posible el discriminar sobre una

figura las subfiguras o subconfiguraciones.
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El trabajo que se presenta a continuacion esta organizado en cinco capitulos:

El primer capitulo presenta la contextualizacion de la problematica, mostrando elementos
preliminares relacionados con el planteamiento del problema a partir de su justificacion,
antecedentes y pregunta de indagacion.

El segundo capitulo presenta la perspectiva semiética 1 cognitiva en el campo de la educacion
matematica centrdndose en un analisis particular de los diferentes registros de representacion
semidtica dandole amplitud, en el registro figural, a los procesos de visualizacion y
razonamiento que son necesarios para la conceptualizacion de las relaciones Pitagoéricas.
Posteriormente se realiza un andlisis del papel que juega la coordinacion entre el registro
figural, el registro de la lengua natural en la construcciéon de los objetos matematicos mediados
por las formas de aprehension. En este capitulo también se mencionan elementos de tipo

metodoldgico.

En el tercer capitulo presenta los elementos asociados al disefio de la situacién didactica,
profundizando en los aspectos que conforman el analisis a priori de las situaciones durante la
intervencion. El andlisis preliminar realizado en el tercer capitulo aporta elementos necesarios
para la identificacion de las variables didacticas y la determinacion de las unidades significantes
de cada uno de los sistemas de representacion semioticos, los cuales fueron tomados en
cuenta en la construccién de la situacion didactica. Durante el capitulo se da una breve
explicacién de cada una de las situaciones propuestas y de los enunciados de consignas que

se llevaron al aula.

El cuarto capitulo presenta el analisis y los resultados de la fase de implementacion de la
situacion didactica. Este analisis se realiz6 en dos momentos, en primera instancia, se realiza
un analisis descriptivo de los datos que proporciona el desarrollo de cada uno de las situaciones
propuestas y en segunda instancia, se analiza los procesos de objetivacion respecto a los
elementos fundamentales de la indagacion, las cuales hace referencia a las formas de
aprehension.

El quinto capitulo presenta las conclusiones de manera general y algunas recomendaciones
que surgen de la implementacion de la indagacion, a partir de las cuatro fases de disefio

metodoldgico. Por ultimo, se presentan las referencias bibliogréaficas.
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1. CONTEXTUALIZACION DE LA PROBLEMATICA

El pensamiento espacial y los sistemas geométricos se presenta en los Estandares Bésicos de

Competencia (EBC) (MEN 2006, p.61), como fdfel

los cuales se construyen y se manipulan las representaciones mentales de los objetos del

espacio, las relaciones entre ellos, sus transformaciones, y sus diversas traducciones o

representaciones materialeso, tiene en cuenta

todas sus dimensiones. Mostrar variedad de representaciones y, a través de la coordinacion
entre ellas, hacer acercamientos conceptuales que favorezcan la creacién y manipulacion de
nuevas representaciones mentales. Esto requiere profundizar en las propiedades del espacio
geométrico en relacion con los movimientos propios de los cuerpos y las coordinaciones entre

estos sistemas de representacién determinadas por la interaccion de los sentidos del sujeto.

De acuerdo con Duval (2005), la geometria es un campo que exige la articulacién cognitiva de
dos registros de representaciéon muy diferentes, el primero de ellos es la visualizacion de formas
para representar en el espacio y el segundo, la lengua para enunciar propiedades y elementos
que conforman el marco tedrico que identifica la clase de geometria sobre la cual se reflexiona.
En la articulacion de estos dos registros de representacion, se privilegian los procesos de
visualizacién y los tratamientos que se deben alcanzar en cada uno de los registros de
representacion semiética, para lograr una aproximacién a la comprension de conceptos en el

campo de la geometria.

El estudio de la geometria es importante porque desarrolla ciertas habilidades en el estudiante,
tales como: la visualizacion y su capacidad para explorar, representar y describir su entorno,
ademas porque le proporciona al individuo un conocimiento Util en la vida cotidiana, no solo en
las ciencias, si no en diversos campos de la actividad humana. Dentro de los procesos de
visualizacién intervienen las formas de aprehension figural y la construccion y deconstruccion

de formas que permiten tomar lo mas significativo de los objetos representados.

Las formas de aprehension y la coordinacién de los registros de representacion son procesos
que deben movilizar los estudiantes, pero como aspecto problematico, esto no ha sido una
opcidn en la ensefianza de la geometria por parte de los docentes de primaria y secundaria,
dado que la mayoria de ellos enfocan su trabajo en presentar los registros de una forma
acabada y sin dar pie a que los estudiantes sean activos en los procesos cognitivos que se

derivan de toda actividad matematica. Este hecho puede ser desventajoso y reduce las

conj

as
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opciones y oportunidades de los estudiantes para dar solucion a cualquier problema de las

matematicas.

1.1 Justificacion

Si bien las figuras geométricas desempefian un papel sumamente importante dado que son un
soporte técnico para el desarrollo de actividades geométricas, es claro que en la resolucion de
un problema matemético los docentes hagan de ellas elementos claves para realizar
exploraciones y desvelar las propiedades y elementos que enuncia el discurso tedrico de la
geometria en contexto. Aunque en la practica este tipo de tratamiento no ha sido una opcién de
ensefianza por parte de los docentes, dado que en la mayoria de los casos se le asighan esta
labor a los estudiantes, sin brindar herramientas o elementos que constituyan un razonamiento

aprehensivo de las formas.

Como se menciond anteriormente, la ensefianza y el aprendizaje de la geometria implica
recurrir como minimo a dos registros de representacién semiética: las figuras geométricas y el
discurso te6rico en lengua natural, en el primero se designan las figuras y sus propiedades, en
el segundo, se enuncian los elementos que conforman el marco tedrico sobre el cual se
sustenta la clase de geometria sobre la que se reflexiona. Para asegurar un aprendizaje de esta
disciplina, es necesario que los tratamientos propios de cada registro se efectien

simultdneamente, de manera interactiva y articulada. (Marmolejo, 2007)

Las posibilidades que brinda el aprendizaje del registro semiético de las figuras en el contexto
geométrico bidimensional son amplias, de esta manera las situaciones donde predomina la
exigencia de transformar unas figuras en otras de contorno global diferente e igual area, suscita

la complejidad que emerge al aprendizaje de este registro de representacion.

En este orden de ideas, al asignar tareas de tipo geométrico, en particular las que tienen que
ver con procesos de visualizacion y tratamientos figurales, es usual que en las aulas de clase
se presenten debilidades en estos procesos, dado que es comun que los estudiantes no logren
0 mas bien se les dificulta movilizar las formas de aprehension que plantea Duval, es decir, se
les dificulta el reconocimiento de formas y sub-formas en los registros figurales, no movilizan la
rotacion y traslacion de figuras geométricas y no ponen en correspondencia los registros

figurales con los enunciados que plantea cada situacién, ademas, son débiles los argumentos
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discursivos que plantean en la solucién de situaciones de orden geométrico. En conclusion, no
existe |la movilizaci-n y |l a articulaci-n fi
cual supone como condicién principal la discriminacién de las unidades significantes puestas en
correspondencia en cada registro, es lo que Duval (1999) reconoce como coordinacion de
registros.

Un ejemplo de lo anterior, se presenta el siguiente enunciado del Teorema de Pitagoras,
acompafado de una mostracion grafica, en la que se pide al estudiante verificarlo por medio del
registro figural y justificarlo mediante un discurso en lengua natural, que de razén de su proceso

en la verificacién de la relacién que alli emerge.

i En ungulotraectangulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados

de | os catetoso.

SN

Figura 1. Demostracién gréafica del teorema de Pitagoras

Se esperaria, que dentro de la solucién a la situacion planteada el estudiante logre en primer
lugar, identificar desde el enunciado todos los elementos geométricos de orden conceptual
(triangulo rectangulo, catetos, hipotenusa, cuadrados, suma de figura, en fin), posteriormente
identificar del registro figural las formas y sub-formas que alli se presentan, constatar si el
registro permite la rotacion y traslacion de figuras, consecutivamente movilizar la deconstruccion
de la forma inicial, que permita la configuracién de la forma final, es decir generar un el proceso,
como el que muestra la figura 2, que dé razén de la verificacion de dicha situacion, y por ultimo
es importante que el estudiante genere un discurso en lengua natural que permita describir su

razonamiento, puede ser paso a paso.

nmed:.i

a
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Figura 2. Proceso de la demostracion gffica del teorema de Pitdgoras

Desde mi experiencia y retomando algunas investigaciones al respecto (Lebn, 2005; Marmolejo,
2007; Restrepo, 2014; Osorio, 2011), se ha identificado que los estudiantes muestran debilidad

al movilizar los elementos anteriormente descrito para dar respuesta a la situacion planteada.

Estas debilidades pueden aproximar el centro de interés de esta indagacion y crear la
necesidad de identificar las formas de aprehension que los estudiantes movilizan en el
tratamiento de registros figurales, que desde la teoria semibtica cognitiva desarrollada por
Raymond Duval (1999, 2005) permea la necesidad de identificar formas de aprehension,
clasificacion de las maneras de ver en funcion del papel de las figuras y los requerimientos de la

deconstruccién dimensional de las formas.

Por lo pronto se trata de desvelar la necesidad de identificar cuales son las formas de
aprehensién que movilizan los estudiantes, especialmente en situaciones de aula, donde se
promueva la visualizacion de transformaciones de figuras, tomando como objeto matemaético el

teorema de Pitagoras y su aproximacion a la nocion del mismo.

A través de mi experiencia como docente, he observado cémo los estudiantes solo pueden
obtener buenos resultados a procesos de visualizacion de transformaciones de figuras
siguiendo una réplica o ejemplo notable expuesto por el docente, pero cuando se plantea una
situacion de tratamientos figurales, en las que se pretende movilizar aprehensiones o
requerimientos de la deconstruccion dimensional de las formas, dificilmente logran asociar las
ideas claves sobre el papel que cumple la articulaciéon de los dos registros de representacion

semiotica.

Un ejemplo de lo anterior se presenta a continuacién: cuando se pide calcular el area de la
siguiente region sombreada, donde ABCD representa un cuadrado cuyo lado mide 8 cm.

] Cc

Figura 3. Area sombreada sobre un cuadrado
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Es usual que los estudiantes estdn acostumbrados a hallar areas de figuras geométricas
béasicas y regulares, es solo cuestion de recordar la expresion simbolica algebraica (formula)
impartida por el docente que permite reemplazar la informacion de las medidas de los lados,
para obtener un respuesta inmediata, ya sea el area de un triangulo (base por altura sobre dos),
cuadrado (lado al cuadrado) o del circulo, pero cuando se les presenta este tipo de situaciones
(figura 3) no convencionales, donde se espera que el estudiante discrimine las distintas formas
de ver dicha situacion, y le permita articular el enunciado con la representacion figural, y logre

identificar propiedades de las figuras basicas que se ponen en juego.

Si bien la situacion se puede reducir al célculo del &rea de un triangulo isésceles, al realizar la
traslacion del segmento circular para completarlo, pero esta aprehension operatoria no es
inmediata por parte de los estudiantes, dado que se deben identificar propiedades de las figuras

basicas y realizar trazos adicionales que le permiten inferir dicha solucién.

Esta indagacion tomara como eje mateméatico la aproximacion a la nocion del teorema de
Pitagoras a partir de la comparacion de areas, este visto como relacion pitagérica, donde se
ampliara mas adelante. Dado que la variedad de los enunciados que se localizan en textos
escolares, muestra la necesidad de articular los registros de representacién en lengua natural
con el registro figural que en ellos se presentan, mediante procesos de visualizacion y formas

de aprehensién.

1.2 Antecedentes

Varias investigaciones (Ledn, 2005; Marmolejo, 2007; Restrepo, 2014; Osorio, 2011) han
puesto en evidencia que uno de los mayores problemas en el aprendizaje de la geometria, es
gue pocos estudiantes logran la coordinacion en los procesos de conversion, los cuales son
necesarios entre los tratamientos figurales y los tratamientos discursivos, mas aun para tratar

con figuras y discriminar las diferentes formas de ver un registro.

Por su parte, Ledn (2005) analiza, en el marco de los antecedentes curriculares, reformas y

ensefianza de la geometria de su trabajo de tesis doctoral, algunos resultados de evaluaciones
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nacionales e internacionales como las pruebas de estado del Instituto Colombiano de Fomento
de la Educacion Superior (ICFES), aplicadas a los estudiantes que terminan su ciclo de
formacion basica, o del Tercer Estudio Internacional de Matematicas y Ciencias TIMSS-
Colombia, aplicadas a estudiantes de los grados 7° y 8° en el afio de 1996 , o de la Evaluacion
de Competencias Bésicas Secretaria Distrital de Educacion, aplicadas a los estudiantes de 3°,
5°, 7°y 9° en el afio 1999. Todas estas pruebas evidencian un bajo nivel de rendimiento de los
estudiantes colombianos en el area de geometria, estas pruebas presentan como un factor de
evaluacién la visualizacion de transformaciones de figuras, es decir tratamientos de registros

figurales.

En su proyecto doctoral, Ledn (2005) reconoce un problema de ensefianza y aprendizaje el cual
se establece en un contexto comunicativo y argumentativo que relaciona saber matematico
vinculado a la construccion significativa de los conocimientos especificamente en el area de la
geometria, mediados por la argumentacién y la utilizacion de lenguaje natural, figural y
matematico. Por lo tanto, Ledn (2005) propone desarrollar un saber de tipo didactico que
permita comprender, planear, ejecutar, monitorear y valorar el desarrollo de procesos de
aprendizaje escolar relacionado con la geometria y posibilitando la argumentacion como ente

mediador de los procesos cognitivos que realizan los estudiantes.

Por su parte Marmolejo (2007) analiza en el marco de su trabajo de tesis de maestria, la
importancia de los procesos de visualizacion y factores de visibilidad frente a registros
semiéticos de representacion, centrando la atencion en la complejidad que subyace al
aprendizaje de uno de los registros semioticos de representacion, que como objeto de
aprendizaje ha sido dejado de lado en los curriculos escolares. Se refiere al registro semiético
de las figuras geométricas y el papel que desempefia en el aprendizaje de la geometria, dado
que es esencial, sin embargo, plantea que en las aulas escolares no se ensefia a tratar las
figuras, mucho menos a discriminar las diferentes formas de ver que ellas permiten, tampoco,

se explota el papel que juegan los llamados factores de visibilidad que les acomparfan.

Asi mismo, Marmolejo (2007) desvela que existe la fuerte concepcién, no solo en estudiantes,
sino también en educadores matematicos, que las figuras hablan por si mismas y que acceder a
las posibilidades heuristicas que ellas permiten, es un asunto espontdneo y carente de
complejidad. La apuesta que se hace en este trabajo tiene que ver con las enormes

posibilidades que brinda el aprendizaje del registro semiético de las figuras en contextos de
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areas de figuras geométricas bidimensionales. De esta manera, en una serie de situaciones
donde predomina la exigencia de transformar unas figuras en otras de contorno global diferente
e igual area, indaga y analiza la complejidad que subyace al aprendizaje de este registro de

representacion.

Osorio (2011), por su parte, analiza las actividades cognitivas (de tratamiento y conversion) que
realizaron un grupo de estudiantes en el aprendizaje del concepto Teorema de Pitagoras. Dicho
trabajo incorpora la teoria desarrollada por Raymond Duval (1999) sobre tratamiento y
conversion de registros de representacién semidtica, dado que como lo plantea el autor, el
aprendizaje de las matematicas solo se da en contextos de representacion. Este trabajo le
permitié verificar que aunque existen multiples representaciones semiéticas alrededor del objeto
matematico Teorema de Pitdgoras, no todas se constituyen como vdlidas para generar
procesos de congruencia con otros tipos de representacion semidtica, debido a que la simple
conversion de registros de representacién sin que existan condiciones de congruencia entre

ellos, no garantizan la comprensiéon del objeto matematico.

Una de las conclusiones mas relevantes de la investigacion, plantea que la identificacion de
estas actividades cognitivas, especialmente la de conversion movilizadas por los estudiantes,
permitié el reconocimiento de los aspectos de congruencia y correspondencia semantica entre
las unidades significantes que componen una representacion semiotica, igualmente el orden
posible de aprehension de unidades significativas en las dos representaciones la figural y la de

la lengua natural.

Restrepo (2014) plantea una caracterizacion de los procesos de razonamiento exhibidos por los
estudiantes de quinto grado en cierta institucion, en la aproximacion de la comprension del
teorema de Pitagoras, a través de la comparacion de areas, desde un tratamiento cualitativo,

aplicando procedimientos netamente geométricos.

Pese a que el trabajo de investigacion de Restrepo (2014) se enmarca en el modelo educativo
de Van Hiele, es de resaltar que se consideran procedimientos geométricos como la percepcion
visual de éreas, la superposicion, recortes, plegado, rehacer, componer y construccion de
figuras geométricas. En este sentido la indagacion arroja el establecimiento de relaciones de
dos tipos: relacién de igualdad y relacion de inclusién, dado que permite observar que una

superficie puede estar incluida en otra de mayor area y que puede ser el doble o la mitad de la
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misma, esto es a lo que Duval llama aprehensién perceptual y discursiva en registros figurales,

identificando asi el contraste o relacién de elementos de las dos teorias.

Por dltimo, es pertinente mencionar que como maestro en el aula, es comun identificar que los
estudiantes no estan familiarizados con tratamientos figurales y mucho menos con las maneras
de ver en el registro figural, dado que no ha sido objeto de ensefianza por parte de los maestros
de geometria, lo cual es un efecto de base a las dificultades que se les presentan en el

desarrollo de procesos de visualizacion.

Principalmente las dificultades que enfrentan los estudiantes al estudiar geometria, segun las
observaciones en el aula son : la comprension del lenguaje matematico mismo que implican el
reconocimiento de términos especificos del area y la elaboracion conceptual adecuada;
aspectos que involucran la designacién de figuras geométricas, que de por si, agregan un factor
mas de dificultad como por ejemplo el uso de simbolos; la dificultades de tipo visual referidas a
la discriminacion o la percepcién visual, y que siempre estan fuertemente presentes en el

contexto geométrico.

1.3 Pregunta de indagacién

Desde el planteamiento del problema, se puede establecer la pertinencia de esta propuesta de
indagacion, su importancia radica en desvelar elementos que permitan la comprobacion de
conceptos analizando desde la teoria semiética cognitiva en el pensamiento geométrico, a partir
de la identificacién de las formas de aprehension en procesos cognitivos y la objetivacion desde
la toma de conciencia de los objetos matematicos, con estudiantes de grado octavo, a partir de
la implementacion del disefio didactico que permita construir procesos de visualizacion,
movilizacion de formas de aprehensién, construccién y deconstruccion de formas ademas de la
conceptualizacién del uno de los teoremas mas relevantes de la historia de las matematicas
(Teorema de Pitagoras), al mismo tiempo la implementacién y pretension del disefio didactico
es dinamizar la accion did4ctica en el aula como eje paralelo al cumplimiento de los objetivos

gue se proponen a continuacion.

Este trabajo busca brindar herramientas para fortalecer las practicas de docentes en ejercicio y
en formacion, en funcién de las necesidades y prioridades de los estudiantes para movilizar el

pensamiento geométrico.
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Por todo lo anterior y otros aspectos que se mostraran mas adelante, es posible establecer
objetivos de un problema de indagacion que permita responder la pregunta:

¢ Cudles formas de aprehension se pueden movilizar en estudiantes de grado octavo

frente a registros figurales, en la aproximacion de la nocion del teorema de Pitagoras?

1.4 Objetivos

1.4.1 Objetivo General

Identificar en la construcciébn de conocimiento geométrico en el aula, algunas formas de
aprehensién que movilizan los estudiantes de grado octavo en los registros figurales, en la

conceptualizacion de las relaciones pitagoricas.

1.4.2 Objetivos Especificos

V ldentificar, analizar y describir las actividades cognitivas que realizan los estudiantes en

tratamientos a diferentes representaciones semiéticas de las relaciones Pitagoéricas.

V Reconocer las formas de aprehension perceptual, operatoria y discursiva que se puedan

movilizar en los registros figurales en la conceptualizacion de las relaciones pitagodricas.

V Determinar el aporte de las formas de aprehension desde la visualizacién y los
tratamientos frente a registros figurales, en la conceptualizacion de las relaciones

pitagoricas.
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2. FUNDAMENTACION TEORICA DE LA INDAGACION

La propuesta de indagacion que aqui se presenta, adopta la teoria semiética cognitiva dado que
incorpora aspectos sobre las practicas mateméticas, como lengua natural, registros figurales y
procesos cognitivos como la visualizacion, mostrando como debe ser su coherente articulacion.
La teoria de registros de representacion semiética, propuesta por Raymond Duval (1999, 2005),
desvela la importancia de su estudio en los diferentes tipos de representacion semiotica, pues
considera que el acceso y la comprension de los objetos matematicos no pueden darse sino por
sus representaciones. De otro lado, en la teoria semiética cognitiva, se tratan probleméticas de
la ensefanza de la geometria y la emergencia que subyace para analizar los focos semioticos y
cognitivos que originan estas debilidades y los factores involucrados que hay que tener en
cuenta para la creacién de tareas bien formuladas que realmente movilicen cada factor

cognitivo.

A continuacioén, se presentan los elementos teéricos que fundamentan el desarrollo de este
trabajo de indagacion, los cuales soportan los andlisis que se realizard a los datos que se
recolectaran de acuerdo a la metodologia empleada, para establecer un marco conceptual que
permita dar respuesta a la pregunta de indagacion. Entre los elementos relevantes y requeridos
para la indagacion se destacan: los registros semidticos de representacion, los procesos de
visualizacién, construccién y deconstruccién de las formas y las formas de aprehension, por

altimo, se expondran elementos matematicos esenciales en la relacion pitagérica.

2.1 Elementos basicos de la Teoria semidticai cognitiva

Una constante propia de los conceptos matematicos es la necesidad de emplear diferentes
representaciones semiéticas para asimilarlos y aprehenderlos en toda su complejidad. El papel
gue desempefian los simbolos en el desarrollo del pensamiento matematico es determinante en
los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, lo que implica, desde una
perspectiva cognitiva, que para la total comprension de las nociones matematicas es pertinente
emplear y coordinar mas de un sistema de representacion semibtica, por ello, la semittica y
todos aquellos aspectos que forman parte de dicho campo, Raymond Duval los ha incorporado
como ambito de estudio en el area de la educacién matematica, suscitando un interés creciente

por sus posiciones teoricas en los ultimos afos.
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Es pertinente mencionar que dentro de la teoria semidtica cognitiva de Duval se tratan entre

otras, problematicas de la ensefianza de la geometria y la emergencia que subyace para

analizar los focos que originan estas debilidades y los factores involucrados que hay que tener

en cuenta para la creacién de tareas bien formuladas que realmente movilicen factores

cognitivos.

Por su parte, los registros figurales, el registro semiético de la lengua natural, el tratamiento, la

conversion, la construccion y deconstruccion de las formas y las formas de aprehension son

elementos propios de la teoria que representan los focos a tener en cuenta para favorecer la

aproximacion a la conceptualizacion de nociones mateméticas y en especial de la geométrica.

Algunos elementos centrales se exponen a continuacién, los cuales desvelan la rigurosidad y

los fundamentos del desarrollo de la teoria semiética cognitiva de Raymond Duval.

\Y,

Los objetos matematicos no son directamente accesibles a la percepcién,

consecuentemente se hace necesario tener representaciones de los mismos. Sefala que

el uso de sistemas de representaci onéseessemi

esencial, debido a que a diferencia de otros campos de conocimiento, no existen otras
maneras de ganar acceso a los objetos mateméticos sino producir algunas

representaciones semi-ticaso (Duval 1999)

Debe ser claro y enfatico que no puede confundirse al objeto matematico con su

representacion.

Debe distinguirse entre: imagen mental (perceptos interiorizados); representacién semibtica
(representacion constituida mediante el empleo de signos) y representacion mental

(interiorizacion de una representacion semiética).

Las representaciones semidticas cumplen diversas funciones: expresion (para otros),
objetivacion o identificaciéon de un objeto de la realidad (para si mismo) y tratamiento o
Amovilizaci- -no de l a repr esent aciertamn reglase ael

sistema.

La importancia de la coordinacion de diversos registros de representacion semiotica.

Establece que muchas de las dificultades encontradas por los estudiantes pueden ser

c

t

a
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descritas y explicadas como una falta de coordinacion de registros de representacion.
(Duval 1999).

Complementando lo anterior, las representaciones semidticas desempefian un papel
fundamental en la ensefianza de las matematicas, ya que son las representaciones las que
permiten el acceso a los objetos matematicos, considerando que las matematicas, a diferencia
de otras ciencias, estan contenidas de objetos no tangibles, ademas el campo del aprendizaje
de las matematicas involucra un andlisis de procesos cognitivos como es la conceptualizacion,
estos procesos requieren de la utilizacion de sistemas de representacion diferentes a los del

lenguaje natural, ya sea algebraico o geométrico.

El marco tedrico en el cual se enmarca esta propuesta de indagacion permite el disefio de
situaciones, las cuales no solo se expresan en registros figurales sino también en enunciados
en lengua natural, de alli que la distincion de las variables y de las unidades significantes
correspondientes en cada registro es un componente importante de la indagacion, al igual que

la construccién de instrumentos que permitan su analisis.

2.2 Registros de representacion semiotica

En matematica las representaciones semidticas son importantes tanto para los fines de
comunicacion como para el desarrollo de la actividad matematica. El tratamiento de los objetos

matematicos depende directamente del sistema de representacion semiético utilizado.

Duval (1999) manifiesta que las representaciones semidticas son producciones constituidas por
el empleo de signos que pertenecen a un sistema de representacion, el cual tiene sus propios
constrefiimientos de significancia y de funcionamiento. De tal manera, un sistema de signos
puede ser un registro de representacion, si permite las tres actividades cognitivas relacionadas

con la semiosis:

V La formacion de representaciones en un registro semiotico particular: Construccion de
marcas perceptibles que sean identificables como una representacion de alguna cosa en

un sistema determinado.
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V El tratamiento de una representacion: transformaciones de las representaciones de
acuerdo con las reglas propias del sistema, de modo que se obtengan otras

representaciones del sistema.

V La conversion de una representacion: se describe como aquella habilidad para el cambio
de registro de representacion semidtica, es decir convertir las representaciones
producidas en un sistema de representacién en representaciones de otro sistema de
registro, la conversion es una actividad cognitiva diferente e independiente de la de

tratamiento (Duval, 1999. p. 40).

Para entender los procesos de transformaciones de representaciones semibéticas: conversion y

tratamiento, se presenta en el siguiente diagrama un ejemplo de ello:

TRANSFORMACION

En todo tridngulo rectangulo la suma de las dreas de los
cuadrados de los catetos, es igual al area del cuadrado

dela hipot7 \.

CONVERSION TRATAMIENTO
Cambio de registro semiotico Manteniendo un mismo
sin cambiar los objetos registro semiotico

h"= a + b
h"= 4+ 3
h"= 16+0
L IRE 2
a h™ = 25

(=Y

_—
=

Il
Ln

L b

-

h™ = a2+ bJ

Figura 4. Transformacion de representaciones semidticas
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Una caracteristica propia y especifica de las estructuras y conceptos matematicos es la
necesidad de emplear diversas representaciones para asimilarlos y aprehenderlos en toda su
complejidad, lo que implica, desde una perspectiva cognitiva, que para la total comprension de

las nociones matematicas es preciso emplear y coordinar mas de un sistema de representacion.

Toda actividad y proceso matematico lleva consigo la capacidad y necesidad de cambiar de
registro para poder obtener la comprension. Es por ello que los objetos matematicos no deben
ser confundidos nunca con su representacion, es quiza aqui, donde la mayoria de los

estudiantes encuentran problemas.

Segun Duval (1999), hay al menos dos caracteristicas de la actividad cognitiva implicada en las
estrategias matematicas. Por una parte, se recurre a varios registros de representacion
semidtica, algunos de los cuales han sido especificamente desarrollados para efectuar
tratamientos matematicos; y por otra, los objetos matematicos no son accesibles mediante la

percepcién, como ocurre con la mayoria de los objetos en las otras disciplinas.

A partir de aqui, Duval plantea dos interrogantes claves en relacion con el aprendizaje: ¢cémo
aprender a cambiar de registro? y ¢coémo aprender a no confundir un objeto con la

representacion que se hace de él?

Respecto a las representaciones, es importante hacer la diferencia entre representaciones
mentales y representaciones semiéticas. Segun Duval (2005), las representaciones mentales se
constituyen por todo el conjunto de concepciones o imagenes que un individuo tiene acerca de
un objeto, son la interiorizacion de las representaciones semidticas; y las representaciones
semidticas son las producciones constituidas por el empleo de signos; no son mas que el medio
por el cual disponen los individuos para exteriorizar sus representaciones mentales, para
hacerlas visibles y accesibles a otros. Las representaciones semiéticas ademas de cumplir una
funcion de comunicacion y tener una funcion de objetivacion son necesarias para el desarrollo
de la actividad matemética misma, del funcionamiento cognitivo del pensamiento, del

tratamiento de la informacion, de la toma de conciencia y de la comprension.

Duval (1999) llama semiosis a la actividad ligada a la produccion de representaciones, la cual
depende de los signos que forman parte del sistema utilizado para generarlas, y noesis a la

actividad ligada a la aprehension conceptual de los objetos representados, incluyendo las
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diferentes actividades y procesos cognitivos desarrollados por el sujeto. En este sentido pone
de manifiesto que no hay noesis sin semiosis, i ela semiosis la que determina las condiciones

de posibilidad y de ejercicio de |l a noesiso

Es preciso mencionar que existen varios tipos de representacion para un mismo objeto, pero
cada representacion es incompleta con respecto al concepto que representa, pues hace
referencia a algunas propiedades determinadas del objeto, y su contenido depende mas del
registro de representacion que del objeto representado, se hace necesaria una interaccion entre
las diferentes representaciones del objeto matematico que se pretende conceptualizar (Sanchez
2014).

Por ejemplo, si queremos referirnos al objeto geométrico de la circunferencia, es posible utilizar

los siguientes registros de representacion:

Registro de la Lengua Natural: El registro de la lengua natural permite introducir definiciones,
asi como hacer descripciones, designaciones, propiedades o argumentaciones:

Una circunferencia es el lugar geométrico de los puntos del plano equidistante de otro

fijo, llamado centro; esta distancia se denomina radio.

Registro Alfanumérico: Las representaciones de tipo numérico permiten apreciar algunas de
las caracteristicas y elementos identificables de los objetos matematicos a los que hace

referencia, asi como vincularlos y relacionarlos con representaciones graficas y geométricas:

Datos Circunferencia: C (2,1) y P (0,5)

Datos circunferencia: C (5,9) y r=3

También permite realizar operaciones de célculo y aplicar propiedades como pueden ser la

distributiva, conmutativa, etc. necesarias para la resolucion de diversas tareas.

Registro Cartesiano: comprende dibujos, esquemas, bosquejos, lineas, marcas, los cuales
intentan representar el objeto de conocimiento sin dar cuenta de la cualidad de los elementos
involucrados: la figura 5 muestra un circulo en el plano cartesiano, con centro en A (2,2) y radio
1 (AB)

(Duva
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1

Figura 5. Un registro figural de la circunferencia

Registro simbdlico Algebraico: Permiten realizar generalizaciones, modelizaciones y sefialar
caracteristicas particulares del objeto que representa, como puede ser longitud del radio,

centro, posicién en el plano, etc., en el caso de la circunferencia:

f
JG—’+ =B’ =r & (x—a) + (y-b)*=r?

Es claro que existen mas formas de representar este objeto, pero cabe resaltar que cada una
de las representaciones resalta algunas caracteristicas y propiedades determinadas del objeto
matematico, obteniendo como resultado una configuracion del concepto en toda su extension y
profundidad (Sanchez 2014).

2.3 Coordinacién de Registros semiéticos

La coordinacion de los registros consisteenla movi | i zaci -n y |l a articul ac
registros de representacion semiética y supone como condicion principal la discriminacion de

las unidades significantes a poner en correspondencia en cada registro (Duval, 1999, 2005).

Es pertinente mencionar, que la coordinacion entre las representaciones que provienen de los
sistemas semioticos diferentes no es espontanea, es decir no es un razonamiento automatico,
de los saberes previos que estan ligados a la ensefianza y el aprendizaje clasico. Quiz& en la

utilizacion de las posibilidades propias del individuo y de la capacidad de comparacion, permiten
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la correspondencia de los elementos significantes de cada representacion, las traducciones

mutuas son las que favorecen tal correspondencia.

La coordinacion es un dominio también de la lengua natural, fal menos en lo que tiene que ver
con el dominio que se manifiesta no a través de las leyes de la gramatica, sino por la capacidad
de escribir textos coherentes, organizados, argumentados por la capacidad para comprender
los textos leidos, por ejemplo si a un estudiante se le solicita una produccién discursiva se
obtienen textos radicalmente diferentes segun el registro de representacion semiética que le

sirva de apoyo para el t eattt99,mlL7g ha de reda

Su produccién puede ser un texto, un dibujo, un diagrama, un esquema descriptivo que
posibilite su comprension del objeto, dado que Duval resalta la importancia y la persistencia de
las representaciones de sistemas semioticos diferentes a lo largo de toda la trayectoria escolar
de los estudiantes dado que posibilitan y brinda oportunidades de identificar las propiedades
netas del objeto en estudio, ahora bien la comprensién conceptual esta ligada a la movilizacién

y articulacién de los registros de representacion semiética.

2.4 Rol del registro figural y la visualizacion

Como se argumentd anteriormente, para asegurar la comprension de los objetos matematicos
se requiere como minimo la coordinacion entre las representaciones que provienen de dos
registros semidticos de naturaleza diferente. Uno de estos registros es el registro figural, de
unidades figurales unidimensionales o bidimensionales; su importancia radica en que permite
generar procesos de visualizacion, lo que hace de estas representaciones, una potente
herramienta heuristica en el desarrollo de actividades matematicas propias de la geometria y
aritmética (Pontén, 2008).

La utilizacién de la figura, bien sea para representar una situacion geométrica, o para hacer
aparecer en cada objeto posibles relaciones con otros objetos, o para explorar o anticipar
resultados, genera inmediatez de aprehensiéon de una situacion matematica, Duval (2001)
ademas plantea, la importancia que las mateméaticas asignan al rol de las figuras e identifica
dos requerimientos especificos que debe llenar la figura para que represente un objeto

matematico. El primero, que sea una configuracion, es decir, ser una union o una fusién de

ctarse:
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diferentes figuras que se relacionan y que a su vez caracterizan la configuracién (condicion
visual). El segundo, es el de anclar (fijar - asegurar) en un enunciado algunas propiedades
representadas por las figuras, esta ancla discursiva lleva a la entrada matematica en la
configuracion (Ledn, 2005).

Duval (2005) sefiala como unidades elementales del registro de las figuras geométricas, las que
se obtienen por el cruce de las variables visuales cualitativas (de forma, tamafio, orientacion,
granulacion, color) y la variable de dimension.

Para esta caracterizacion se usa la variable visual, por considerarse que las otras variables,
aungue son pertinentes en un grafico, no los son en una figura geométrica. En la siguiente

figura se presenta las unidades figurales que conforman el registro figural.

/ Tarea Visible
Dimension 0 Dimension 1 Dimension 2
(linea) (Superficie)
[ ]
punto / \ \
Forma For
Forma Forma i orma
Rectilines e
Rectilinea Curva cehinen Curva
Recta o Abierta cerrada Abierta cerrada
parte de
recta /y D

Figura 6. Clasificacion de unidades figurales elementales. (Duval, 1999, p. 150).

La figura geométrica queda caracterizada o bien, con una sola unidad en el caso de las formas
de dimension 0 o 1 como los puntos, los segmentos y los arcos de curva, 0 como una
configuracion de al menos, dos unidades elementales para el caso de las formas de dimension

2 asi, un cuadrado solo es considerado como figura matematica si se asume como una
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configuracion de unidades de dimension 1 (segmentos que forman lados), debido precisamente
a que son las relaciones entre las unidades elementales (paralelismo, tangencia..), las que dan
el contenido a la figura geométrica. Mientras que la percepcion se centra automéaticamente en
las unidades figurales de dimension 2, el tratamiento matematico de la situacion representada

requiere una restriccién a unidades de dimension 1 6 0.

2.5 Lavisualizacién

Se debe hacer una diferenciacion entre ver y visualizar, de tal forma que el ver se reduce a una
capacidad fisioldgica, mientras que la visualizacidn es un proceso cognoscitivo, propio del ser
humano, que esta vinculado con la cultura del sujeto es decir influye su historia, la ideologia, las

tradiciones y costumbres ademas de los valores Marmolejo (2007).

La visualizacion, generalmente, se refiere a la habilidad de representar, transformar, generar,
comunicar, documentar y reflexionar sobre informacion visual, no solo es importante en si
misma, sino también por el tipo de procesos mentales que intervienen, que son necesarios y se
pueden transferir a otras areas de las mateméticas. Las representaciones visuales contribuyen
a la organizacién de la informacion de manera esquematica y es un factor importante de
globalizacion, siendo ademas un elemento que guia el desarrollo analitico de una solucién a

situaciones mateméaticas Marmolejo (2007).

Si visualizamos un dibujo podemos obtener un objeto mental o figura, que no es
necesariamente la misma para todos los individuos que observan, ya que esta unida a unas
afirmaciones matematicas (definiciones, propiedades o relaciones), que el dibujo no posee,
pero que le son atribuidas por el observador. Duval (1999, 2001) plantea que una figura
(imagen mental de un objeto fisico) se puede representar mediante una configuracion
geométrica (dibujo) y se compone de otras figuras mostradas por sub-figuras geométricas mas
simples, de dimension geométrica menor o igual que la original, las cuales también estan

vinculadas a afirmaciones matematicas.

Le6n (2005), expresa que la visualizaciébn se ha caracterizado como un proceso que es
fundamentalmente semiotico, determinado por la produccién de una representacion, que busca
proporcionar aprehensiones completas de cualquier organizacion de relaciones, lo que la

convierte en una actividad cognitiva importante para la comprension y produccién de
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razonamientos en tanto que tiene un efecto en las intuiciones mateméticas que guian la

exploracion de propiedades de relaciones o la solucion de problemas.

La naturaleza semiotica de la visualizacion la determina como una organizacién de relaciones
entre algunas clases de unidades significantes, los valores visuales que el sujeto considera
relevantes en las combinaciones de unidades significantes conforman tipos de visualizacion
(Duval 1999).

La caracterizacién de la visualizacion como una funcién cognitiva que posibilita una experiencia
de comprensién en los sujetos necesaria para el aprendizaje, requiere precisar también la
restriccion de su accion. Se puede identificar que la visualizacidn no es suficiente para conocer
los objetos denotados, hay otros registros de representacion no analégicos que permiten
describir, explicar y definir, y que posibilitan otros accesos al objeto matematico, como el de la

definicion, el de la explicacion o el de la demostracion.

Se presenta en la figura 7 un esquema que expresa relaciones entre los tres aspectos de vision,
intuicion y visualizacion, la visualizacion es mas expresiva y con funcion proyectiva. Se destaca
también una relacién de necesidad de la intuicion y la visualizacion, con la vision porque ella se
convierte en una fuente de informacion para los dos procesos cognitivos. Entre intuicion y
visualizacién se pueden dar relaciones de continuidad y ruptura, porque la visualizacién puede
ser mecanismo para el desarrollo de la intuicion, pero la intuicion puede ser un bloqueo para las

visualizaciones (Ledn, 2005, p.73).

INTUICION
Tipo de conocimiento sobre un objeto
VISION I
Es perceptual. I
requiere de la |
presencia I
del objeto v
VISUALIZACION
Forma de representacion de relaciones entre
unidades significantes que
Hacen presente un objeto

Figura 7. Esquema de relacién entre Vision- Intuicién- Visualizacion (Ledn, 2005, p. 73)
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La vision es perceptual y se da por medio de las impresiones que comunican los sentidos, la
intuicion infiere y desvela el tipo de conocimiento que el individuo conoce sobre el objeto
representado (preconceptos) y la visualizacion se presenta frente a las formas de
representacion que relaciona las unidades significantes que hacen presente a objeto
matematico.

Es conveniente precisar que la visualizacién desde una perspectiva cognitiva, planteada por
Duval (2005b) en la que establece que para el estudio de la geometria se involucra tres tipos de
procesos cognitivos que cumplen funciones epistemoldgicas especificas: Procesos de

Visualizacion, procesos de construccion y procesos de razonamiento.

Los procesos de visualizacion, que intervienen en relacién con la representacién del espacio,
para la ilustracién de un resultado, la exploracion heuristica de una situacibn compleja, para

tener una visién sinéptica de la misma, o como forma de obtener una verificacién subjetiva.

El razonamiento, en relacion con procesos discursivos, para la ampliacion del conocimiento,

para la prueba, para la explicacion.

Los procesos de construccion mediante herramientas que sirven para elaborar configuraciones,
que pueden actuar como modelos en los que realizar acciones, y los resultados obtenidos se

pueden relacionar con los objetos matematicos representados.

2.6 Las formas de aprehensién del registro figural y los tratamientos figurales

Duval (1999) plantea que aprehension es tomar de lo que se percibe, por medio de los sentidos
a partir de procesos cognitivos, lo mas significativo del objeto. De esta manera expone tres

formas de aprehension.

Los tres tipos de aprehension para las figuras en un proceso geométrico, con sus
correspondientes tratamientos figurales son la aprehension perceptual, aprehension operatoria
y la aprehension discursiva. Como se menciond anteriormente un tratamiento es una
transformacion de la representacion al interior de un registro, las cuales estan mediadas por las

formas de aprehension.
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La aprehensién perceptual: Es la aprehension que captura la figura en un primer vistazo y que
permite a continuacion reconocer sub-figuras que necesariamente no coinciden con las
unidades figurales requeridas para la construccion de la figura. El tratamiento cognitivo es
inconsciente e inmediato y la figura percibida puede ser diferente de la figura relevante para el
tratamiento matematico. Su funcion epistemolégica es la identificacion de formas en un espacio
n-dimensional, en el caso de la escuela basica sera la identificacion de formas en tres

dimensiones o en dos dimensiones.

Cuando en un registro figural, las unidades figurales de dimension 2 estan separadas, su
reconocimiento no tiene ningun tipo de obstaculo, pero no sucede lo mismo cuando se
encuentran integradas en una configuracién. Observemos el siguiente ejemplo que ilustra una

configuracion de unidades integradas.

La siguiente figura es un hexagono regular ABCDEF de seis lados iguales y seis triAngulos

iguales.

E D
y A
£ N
; b
i Y
F %
/¢ Y
b
/ \
; '\_‘
F \ C
o o
, i
! g
‘\.\ I.-"
l‘“‘-. .r"r
, i
A, i’
1‘-.k ;
\ B

Figura 8. Hexagono disefiado en Geogebra

llustra una configuracion de un hexdgono que se descompone en unidades figurales de
diferente forma de la figura inicial, esta es una descomposicion homogénea, ahora bien para
identificar dos trapecios es necesario, de una parte, neutralizar la organizacion perceptiva que
hace predominar los contornos triangulares y del hexagono sobre los contornos de los
cuadrilateros, y ver separadas unidades figurales que de hecho se recubren parcialmente y que

por tanto tienen parte de su contorno en comun Duval (2001).
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La aprehension operatoria: Es la aprehension de una figura en sus diferentes modificaciones

posibles. Los tratamientos asociados a este tipo de aprehension son:

V Las modificaciones mereoldgicas, que consisten en partir una figura para reconfigurarla en
otra figura.

V Las modificaciones opticas de ampliacién o de reduccion o de deformacién de la figura.

V Las modificaciones posicionales de desplazamiento o de giro. Estas modificaciones son
efectuadas al interior del registro figural, siguiendo solo las leyes y parametros de
organizacion de los elementos de la figura y por lo tanto no requieren del conocimiento

matematico, requiere del uso de algun instrumento de construccion.

El papel fundamental que tiene este tipo de aprehension de la figura en el campo de la
geometria la enuncia Duval (2005) Pdfia un problema determinado y para una figura de partida
sea ella dada en el enunciado del problema, o construida a partir del enunciado del problema,
existe generalmente una modificacion figural posible que muestra la idea de la solucién o de la

demostracion. Esa es la modificacion figural heuristicament e perti nent eo.

Observemos la figura 9, que ilustra una configuracién que permite aprehensién operatoria
donde se parte de una configuracion inicial para posteriormente llegar a la configuracion final de
A hasta B.

Figura 9. Aprehension operatoria para el Teorema de Pitdgoras. (Le6n 2005, p 285)

La resolucion de esta situacion pone en juego varias tareas, en primer lugar la de comparar
areas y en segundo lugar la deconstruccién dimensional de las formas y entre otras actividades
cognitivas que se movilizan, La respuesta para resolverlo no es evidente, podriamos decir que

es a partir de las modificaciones que se producen en una figura por la aplicaciéon de una
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operacion cognitiva determinada que se generan ideas, procesos y posibilidades que permiten
reconocer los tratamientos geométricos que se deben aplicar para resolver la actividad. Son
ellas, las operaciones cognitivas, las que constituyen la productividad heuristica de las figuras.

La aprehension discursiva: Las propiedades matematicas no son determinadas por
constataciones visuales, son dadas por enunciacion de relaciones que se abstraen de otro tipo
de experiencia con la figura: la llamada experiencia figural en geometria, que esta determinada
por la aprehension de la figura desde un marco tedrico geométrico, es decir por indicaciones
discursivas que permiten explicitar otras propiedades a partir del uso de definiciones, axiomas y
teoremas y por las experiencias con las figuras que permite ese tejido tedrico. El tratamiento
cognitivo correspondiente es el razonamiento deductivo y la funcion epistemoldgica es la
demostracion, los ejercicios elementales de aplicacion de teoremas o de definiciones, requieren

fundamentalmente de este tipo de aprehension.

Ponton (2008) plantea que en la aprehension discursiva, este tipo de aprehensién esti
sometida a los tratamientos y a la movilizacion de un marco tedérico, asi como a las condiciones
de aplicaci-n de tales teoremas o definiciones e
aprehension discursiva de una figura privilegia exclusivamente el estatus que el enunciado
concede a sus proposiciones, inseparable de la red semantica del objeto matematico, en
nuestro caso especialmente la relacion parte-todo; ademas, anudada a un cuerpo tedrico que

seesticonstruyendo en el cual (Pogén008po6yue el enunci a

El proceso cognitivo de la visualizaciébn en geometria implica, como minimo, algunos de los
siguientes cambios: el cambio dimensional, el cambio figural (aprehension operatoria) y el
cambio que asegura la figura a una representacion de un determinado objeto matematico. El
cambio dimensional comprende las posibilidades de representar en dos dimensiones y hasta en
tres dimensiones, aspectos de un cuerpo, o de ver figuras de dos dimensiones como

configuraciones de unidades de una dimension.

El Teorema de Pitagoras y las relaciones Pitagorica.

Historicamente el Teorema de Pitdgoras es un conocimiento del que se tiene registro en

diversas culturas. En la actualidad, y en particular en los niveles de educacién basica se
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asocian comunmente al Teorema de Pitagoras con la relacion alfanumérica a’ + b’=¢c?, al
realizar esta asociacion, los literales a, b y ¢ se interpretan como las longitudes de los catetos y
de la hipotenusa de un triangulo rectangulo, cuyos cuadrados se encuentran relacionados de tal
forma que es posible determinar mediante tratamientos algebraicos, la longitud de un tercer si
se conocen las longitudes de los otros dos lados.

La expresion alfanumérica a* + b?= c? basicamente expresa la relacién de los cuadrados de tres
nameros o magnitudes, de tal manera gque la suma de los cuadrados de dos de ellas es igual al
cuadrado de la tercera. Sin embargo, este resultado esencialmente se expone como una
relacién entre 4reas. Una consideracion importante de resaltar es el hecho de que, para efectos
de este trabajo de indagacion se asume el teorema de Pitagoras, no dando el estatus de
teorema sino mas bien como relaciones pitagéricas. Asi como lo manifiesta Le6n (2005), que
para el caso de la relaciébn Pitagdrica es posible considerarla como no solo como relacién
aditiva, en su aplicacion concreta desarrolla particularidades que constituyen un sistema de

relaciones conocidas como relaciones pitagoéricas.

La geometria brinda un acceso intuitivo a través de la representacion figurales para los objetos
de esta geometria (Euclidiana), esto es importante en términos de la asignacion de sentido que
se le da a una proposicién que enuncia una relacion. En particular, la relacion Pitagorica, dado
gue es una relacién aditiva entre areas, donde se manifiestan dos componentes que hacen
parte del sentido de una proposicion: la del contexto global, que determina el que sea una
relacion que permite la suma de areas, y la del contexto local que determina un status
operatorio consolidandola como la conclusion. Lo anterior referido al teorema de Pitagoras

como la suma de las areas de los cuadrados. (Ledn, 2005)

Por lo anterior Leén (2005) identifica tres relaciones para el teorema de Pitagoras.

Relacion Pitagorica Aritmética.

Para el contenido de la proposicion "La suma de los cuadrados de los dos primeros ndmeros
naturales de una terna o tripla de nimeros es igual al cuadrado del tercero," se ha denominado
e: relacion aritmética pitagérica, dado que los objetos relacionados son ndmeros naturales y
gue puede ser extendida a todos los reales cuando en su enunciado los objetos relacionados

son ternas de n¥wmeros reales fiLa suma de

0sS
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terna o tripla de numeros es igual al cuadrado del tercero", el cambio de los objetos
relacionados hace que el sentido se desplace de la aritmética natural, a la aritmética de los
nameros reales positivos. (Ledn, 2005, p93)

Relacién Pitagdrica Aritmo-Geométrica.

Cuando los objetos relacionados ya no son nimeros sino cantidades como las longitudes de los
lados de los triangulos rectangulos, medidas con cualquier unidad, se tiene entonces una
relacibn que si bien involucra nameros, ellos desempefian una funcién en el campo de la
geometria, son medida de magnitudes, es decir, expresan cantidades. La relacion se enuncia
ahora asi: flLa suma de las longitudes de dos de los lados de un triangulo elevadas al cuadrado

esigual alalongituddelter cer | ado el evsedasewd un aspeatd delasdntidd

aritmético en tanto la expresiébn numérica de la longitud son ternas que aunque no son
exclusivamente de nimeros de la aritmética natural, si comprometen ternas de la aritmética de
los nimeros reales positivos. Sin embargo, surge un contenido geométrico asociado a los
triangulos, a los angulos rectos y en particular a los triangulos rectangulos. Los contextos en
que se enuncia esta relacion son inicialmente los mismos del sentido aritmético, aunque

posteriormente se desarrollan contextos especificos para cada sentido. (Le6n, 2005, p 98)

Relacién Pitagdrica Geométrica.

Se refiere a la manera usual de como se expone el teorema de Pitdgoras, es decir la
caracterizaci-n de |l a relaci-n seumadelaslrcasdee medi &
los cuadrados sobre los catetos de un triangulo rectangulo es igual al area del cuadrado sobre
l a hipotenusad enuncia wuna relaci-n geom®trica e

relacién pitago6rica”.

2.7 Metodologia.

La metodologia en la que se enmarca este trabajo de indagacién es de tipo cualitativo, en razén
a que posee una amplia variedad de perspectivas tedricas, métodos y estrategias para la
recoleccién de datos, heredados de diferentes disciplinas. Esta indagacion cualitativa, pretende

la identificacion de las formas de aprehensién, desde la visualizacion de los registros figurales,
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el caso teorema de Pitdgoras y los procesos de tratamientos y conversiones de
representaciones semiéticas que dan cuenta del proceso de aprendizaje del concepto Teorema
de Pitagoras en un grupo de estudiantes que cursan grado octavo.

Es una indagacion didactica que estudia un fenédmeno social dentro de un contexto educativo,
basado en la interaccién de docente- estudiante, en donde se utilizara la descripcion de hechos
en la basqueda de generacion de conocimiento y entendimiento de las formas de aprehension
de las representaciones semioticas a través del tratamiento y conversién que dan cuenta del

proceso de aprendizaje del objeto matemético propuesto.

Denzin y Lincoln (2005) citado por Rodriguez y Valldeoriola (2008) afirman que la investigacion
cualitativa es una actividad que localiza al observador en el mundo. Consiste en un conjunto de
practicas interpretativas que permiten comprender la praxis humana. Estas practicas se
convierten en una serie de representaciones, gque incluyen las notas de campo, las entrevistas,
conversaciones, fotografias, registros y memorias. En este nivel, la investigacion cualitativa
implica una aproximacion interpretativa y naturalista de la poblacion. Esto significa que la
investigacion cualitativa indaga en contexto natural a los actores principales y referentes al tema
que se esta interesado, intentando dar sentido o interpretar los fenomenos en funcién de las

variables determinadas en el disefio.

Teniendo en cuenta que la investigacion cualitativa se define en diversas metodologias, el
andlisis se suscribe en la teoria fundamentada, la cual desarrolla teoria basada en datos
empiricos y se aplica en é&reas especificas. La Teoria Fundamentada es una de las
metodologias tradicionales de investigacion cualitativa, la cual se define como aquella que
permite formular una teoria que se encuentra subyacente en la informacion obtenida en el
campo empirico. Emplea técnicas de investigacion cualitativa como: la observacion, las

entrevistas a profundidad, la implementacion de memos, entre otras.

La Teoria Fundamentada es un método de investigacion en el que la teoria emerge desde los
datos (Glaser y Strauss, 1967). Es una metodologia que tiene por objeto la identificacion de
procesos sociales basicos como punto central de la teoria. A través de esta metodologia
podemos descubrir aquellos aspectos que son relevantes de una determinada area de estudio
(Strauss y Corbin, 1990).
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La Teoria Fundamentada utiliza una serie de procedimientos que, a través de la induccion,
genera una teoria explicativa de un determinado fendmeno estudiado. En este sentido, los
conceptos y las relaciones entre los datos son producidos y examinados continuamente hasta la
finalizacion del estudio. Strauss y Corbin (1990) aseguran que si la metodologia se utiliza
adecuadamente relune todos los criterios para ser considerada rigurosa como investigacion

cientifica.

Es por ello, que esta indagacion se apoya en su analisis teérico desde un enfoque semiotico
cognitivo en Duval (1999), en su andlisis de las formas de aprehensién en los registros figurales

mediados por tratamientos y conversiones de estos tipos de representaciones semidticas.

2.8 Muestra

La indagacién se realiz6 en el colegio Los Andes de la ciudad de Popayan, institucion
posesionada en un alto nivel académico y ocupando actualmente el primer lugar en el
departamento del Cauca. La indagacion se realizé con estudiantes en edades entre 13 y 14
afos, el espacio que se dispuso para la aplicacion de las situaciones didacticas fue la clase de
geometria del grado octavo en el primer semestre del afio 2017. Esta institucion educativa
cuenta con un afio lectivo dividido en 3 periodos, de ocho horas diarias de clases, con una
duracion de 50 minutos cada una. Para esta indagacion se contar4 con cuarenta (40)
estudiantes, veinte (20) en el grupo control y veinte (20) en el experimental. La division del
curso la realizara el director de grupo junto con el coordinador del area de matematicas,
tratando de formar grupos equilibrados en cuanto a habilidades académicas, nimero de nifias y
numero de nifios. Se presentard de manera general a los estudiantes el objetivo principal del
trabajo de indagacion, dandoles a conocer por qué es muy importante su participacion. Se
decidira cual de los dos grupos seréa el experimental dada la disponibilidad de los estudiantes y

el interés que puedan tomar sobre dicha indagacion.

Es de aclarar que la metodologia contempla un grupo control de veinte (20) estudiantes, dado
gue para el disefio didactico se realiz6 un pilotaje de actividades para perfeccionar los
instrumentos de recoleccion de datos y ajuste de variables de andlisis. Si bien tanto el grupo
control como el grupo experimental conté con un total de 20 estudiantes (cada uno), como el
interés fundamental del pilotaje fue el de evidenciar la efectividad del disefio de las tareas en

relacion a la identificacion de las formas de aprehension, los cuales son los elementos de
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andlisis de este trabajo, ademas, de identificar algunas dificultades en la visualizacion de los
elementos de las secuencias y la comprension de las situaciones didacticas disefiadas, fue
pertinente un buen nimero de estudiantes para asi tener diversos registros de las producciones
de los estudiantes y lograr afinamiento da los instrumentos de recoleccion de datos y

afinamiento de las variables.

2.9 Disefio

Para el desarrollo de la propuesta de indagacion, se implementé una metodologia cualitativa-
descriptiva inspirada en las fases de, andlisis a priori, concepcién del disefio, aplicaciéon y
analisis a posteriori de las situaciones didacticas disefadas, gue definen

Did8§cticad adem8s se consideraron algunos e
TSD de Brousseau (2000), que permitié realizar la aplicacion y asi mismo la indagacién en el
aula de los procesos cognitivos y semiéticos que se movilizaron en los estudiantes . Es de
aclarar que este trabajo de indagacion contempld solo algunos elementos relevantes de esta

metodologia, dado su pertinencia para el disefio.

De este modo, el trabajo de indagacion y exploracién que se sumerge dentro de la perspectiva
semidtica - cognitiva, se desarrolla por medio de la Teoria de situaciones didacticas (TSD)
propuesta por Brousseau (1999, 2000), debido a que se basa en la compresion de los procesos
de ensefanza y aprendizaje, requiere de la experimentacion y andlisis didactico dentro del aula.
Por lo tanto, la teoria TSD de Brousseau plantea una serie de elementos que permiten el disefio
e implementacion de una serie de situaciones cuyo propésito fundamental en esta indagacion,
se centraliza en la identificacién de las formas de aprehension desde la visualizacién, frente a

registros figurales en el caso del teorema de Pitdgoras como objeto matemético de estudio.

El disefio de esta indagacion iniciara en un primer momento con la exploracién de ideas previas
y pilotaje de actividades para perfeccionar los instrumentos de recoleccion de datos, con el fin
de detectar los conocimientos previos que traen los estudiantes objeto de esta indagacion.
Estos conocimientos previos giran alrededor del Teorema de Pitagoras y se consideran
prerrequisitos para su abordaje. A partir de esta informacién se utiliza un instrumento de
intervencion en el aula (situaciones didacticas), en donde se mostraran varios registros de

representacion semiotica, que involucren registros figurales distintos del objeto matematico.

una il

ement
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Considerando que el instrumento de unidad didactica hace parte de un proceso de ensefianza y
aprendizaje, alli se vinculan también otros aspectos, que hacen parte como valor agregado, y
gue se refieren a la vinculacion de estrategias metodoldgicas.

/—\

sInterpretacion de
datos

*Disefio de Tareas
¢ Afinamiento de
instrumentos

sImplementacién *Conclusiones
de tareas

*Prueba piloto

Figura 10. Fases de laindagacion.

FASE 1: Las tareas propuestas se plantearon bajo la perspectiva teoria de registros semiéticos,
teniendo en cuenta enunciacion y registros empleados para identificar tratamientos y conversion
desde las formas de aprehensién figural que plantea Duval (1999, 2001, 2004,2005). Se
recolectara la informaciéon de la indagacién a partir de las observaciones, el registro de las
producciones de cada estudiante y registros fotograficos en cada sesioén. Las situaciones
didacticas disefiadas, fueron sometidas previamente a una fase de pilotaje, para ganar
elementos que permitieron perfeccionar y tomar algunas decisiones en relacién con el ajuste de

algunas variables.

FASE 2: Una vez definidas y replanteadas las situaciones didacticas a partir del pilotaje, se
llevé a cabo la implementacién de las situaciones y recoleccion de los datos. Estas situaciones
disefiadas se desarrollaron en diferentes sesiones. Su ejecucién vino acompafiada de una
presentacion de cada situacion, trabajo individual, discusiones profesor-estudiante. En este
proceso el docente ejercid una labor de orientador y mediador, atendiendo las preguntas de los

estudiantes y retroalimentando cada momento del proceso.

La implementacion de la situacién se realiza en tres fases cada de una de acuerdo a unos
tiempos ya establecidos que hacen parte del contrato didactico (Brousseau, 2000). Durante

estas fases de implementacién se recogieron los datos a través de hojas de trabajo que dejaron
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evidenciar las producciones y los procesos de razonamiento de cada estudiante, al mismo
tiempo se tomaron algunos registros fotograficos que dejaron evidenciar recursos gestuales y la
utilizacion de herramientas geométricas como regla y compas. La implementacion se llevd a
cabo en las sesiones de clase de geometria de grado octavo del Colegio Los Andes de la
ciudad de Popayan del departamento del Cauca.

FASE 3: De acuerdo con los datos recolectados, se realiz6 el andlisis de las producciones de
los estudiantes para cada situacion, partiendo, en primer lugar de una descripcién general de
los hallazgos. Para presentar los analisis de los datos recolectados donde se evidenciaron los
efectos movilizados por los estudiantes en la identificacion de las formas de aprehensién, desde
la visualizacion de los registros figurales, en el caso teorema de Pitdgoras, se ha procedido
teniendo en cuenta dos componentes, el componente semiético y el componente matematico-

geomeétrico.

FASE 4: se realiz6 la interpretacion y contraste teérico de cada uno de los datos seleccionados
y analizados, con el objetivo de identificar, describir y analizar la movilizacion de las formas de
aprehension en los estudiantes. De esta manera se logré dar respuesta a la pregunta de
indagacion, sobre que formas de aprehension se pueden movilizar en estudiantes de grado
octavo frente a registros figurales, en la aproximacién de la nocién del teorema de Pitagoras y el
desarrollo de procesos cognitivos como la visualizacion y el razonamiento en estudiantes de

grado octavo.

2.10 Instrumentos y Técnicas de Recoleccién de Informacion.

Todos los datos que se tomaron en esta indagacion, se ubicaron en el contexto de la secuencia
didactica. De acuerdo con el disefio, se tuvo en cuenta las interacciones de los estudiantes, con
el docente investigador y las producciones propuestas por cada estudiante en el desarrollo de
las tres situaciones didacticas presentadas. También se tomO en cuenta algunos registros

fotograficos.
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Cronograma de actividades.

47

MESES |MAY | JIN | JUL | AGT |SEP | NOV | DIC | ENE | FEB | MARZ | ABR
Preliminares Semanas
Crear las
primeras Disefio de
1 situaciones y | Actividades X X X
pulir disefios
Aplicar las
2 _primc_aras Pilotaje X X
situaciones
Aplicar las
situaciones y
realizar Aplicacion
3 andlisis a las de X X X
reacciones | actividades
de los
estudiantes
Analizar y
4 concluir X X
sobre los
hallazgos

Tabla 1. Cronograma inicial de actividades
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3. ANALISIS A PRIORI DE LAS SITUACIONES DIDACTICAS

El andlisis a priori de las situaciones pretende principalmente ajustar el disefio de las
situaciones didacticas a condiciones curriculares y contextuales e identificar unidades
significantes en el disefio de las actividades. Este andlisis se desarrolla segun los objetivos del
trabajo de indagacién tomando como eje central las variables didacticas que hacen parte del
disefio, como lo son las formas de aprehension del registro figural, visualizacion y el acto de ver
en geometria, los tratamientos heuristicos, comparacion de area de superficies, las relaciones

matematicas y geométricas identificadas.

El disefio y la aplicacién de las situaciones didacticas de la indagacion aluden a dos objetivos
fundamentales de este trabajo. Por una parte, se pretende el analisis de las producciones que
se tomaron como evidencia en la aplicacién de las situaciones propuestas a los estudiantes,
respecto a la relacién pitagérica en el papel del registro figural, la movilizacion de los
tratamientos heuristicos y las formas de aprehension figural. De otro lado, se busca aportar
elementos de andlisis en relacion a la funcién que juega la visualizacién en el aprendizaje de la

geometria.

A continuacion, se describira el disefio la tarea que se compone de tres situaciones, con el
proposito de que los enunciados y los registros figurales incidan en los estudiantes y permita
movilizar elementos matematicos y geométricos. En este caso, el andlisis identifica los
elementos heuristicamente pertinentes para movilizar las formas de aprehension y la
formulacion de la relaciébn pitagorica mediados por procesos de visualizacion. Tres

componentes constituyen el andlisis estructural:

U El componente matematico: que busca identificar la relacion pitagérica asociada al
disefio de la tarea.

0 ElI componente semibtico: que busca identificar los tratamientos heuristicamente
pertinentes en la busqueda de movilizar las formas de aprehension.

U El componente discursivo: que busca identificar las producciones explicativas de los

estudiantes frente a las situaciones planteadas.

Las caracteristicas de cada componente permiten el surgimiento de variables como contenidos

matematicos y formas de aprehension.
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Las situaciones propuestas en este trabajo son una adaptacion de algunas actividades de la
t esi s doct obBxperdencia figural ly prdasosiisemidticos para la argumentacién en
g e 0 me t(le6A, 2GD5), cuyo objetivo general fue ii dent i f i car , elabomaciopdeo c e s 0 s
conocimiento geométrico en el aula, relaciones de continuidad y condicionamiento entre la
argumentacion en sus dimensiones cognitiva y comunicativa y la validacion en sus dimensiones
cognitiva y matematica. Estas actividades fueron disefiadas bajo la teoria semidtica cognitiva
desarrollada por Duval (1999). Las conclusiones del trabajo doctoral de Ledn (2005) resaltan los
procesos de argumentacién, visualizacion, formas de aprehension y elementos heuristicamente

potentes para la aproximacion de la conceptualizacién de las relaciones pitagoricas.

Por consiguiente, se retoman algunos elementos para el disefio, expuestos por Ledn (2005) y

se adaptan a los intereses de esta indagacion.

3.1 Sobre larelacion matematica

Para la formulacién de la relaciéon pitagérica, se considera por lo menos dos tipos de relaciones
matematicas, como lo son las relaciones binarias bien sea de orden o de equivalencia y
relaciones ternarias de tipo aditivo aplicadas a la magnitud areas y aplicadas a las formas
cuadradas que se presentaran en los registros de las situaciones. A continuacién, se presentan

las relaciones de orden y de equivalencia a emplear.

3.1.1 Relacién de orden

Mediante aprehension perceptiva y organizacion visual se reconocen los elementos que se
constituyen en la relacion de orden, que pueden ser de dos tipos, en primer lugar, las figuras y

de otro lado la cantidad de area.

U Relacion Ser méas grande que, aplicada a los tamafios de unidades figurales que
conforman los registros figurales. Esta relacion es necesaria para comparar la siguiente

pareja, por ejemplo.
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Gréfica 1. Relacion i s e r s gra@de qued

La relacién exige un criterio de comparacion e identificacion y percepcion del tamafio.

U Relacion tener mas que, aplicadas a la cantidad de magnitud, en este caso se
consideran las unidades figurales, especialmente aluden a cantidad de area. Este tipo
de relacién, ademas identificar la magnitud geométrica evocada en la unidad figural,

hace referencia a las subfiguras que las componen, por ejemplo.

Gréfica 2. Relacion "tener mas que"

En esta oportunidad se evidencia el caso de la formulacién de la relacién pitagérica, ésta

es la relacion que consolida un sentido geomeétrico.

3.1.2 Relacion de equivalencia.

La relacion matematica de partida sera, ser igual a, pero esta se puede presentar de varias
formas, por ejemplo, igualdad en la forma, igualdad en magnitud y forma, solo igual en
magnitud e igualdad en su descomponibilidad. Se identifican como necesarias para la
formulacion de aprehension discursiva en la produccion de la solucion a las situaciones que se

presentaran a los estudiantes.
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0 Ser igual en forma: se refiere a la semejanza, cuando la aprehensién perceptual
moviliza distincion entre diferentes cuadrados o triAngulos del registro de la relacion
pitagorica.

U Serigual en magnitud y forma: corresponde a la relacién de congruencia que se aplica
a las figuras geométricas.

—

Gréfica 3. Relacion "de equivalencia magnitud y forma"

Este tipo de igualdad hace relacion a la forma como la cantidad de &rea.

U Relaciéon de equicomplementariedad: es la que se establece entre conjuntos de
figuras, de manera que dos figuras estan en relacion de equicomplementariedad si

existen dos conjuntos finitos de figuras congruentes dos a dos tal que al unirlas con las
anteriores forman dos figuras congruentes, asi

Gréfica 4. Equicomplementariedad

U0 Relacién de equidescomponibilidad: es la correspondencia entre unidades figurales
de dos registros equivalentes en magnitud de areas.

L
2 Ls L4 | L5
Ls
I L5
La I It}

Grafica 5. Equidescomponibilidad

Estan en relacién de equidescomponibilidad si ellas son la union de figuras congruentes

dos a dos. Las dos figuras estan en relacion de equidescomponibilidad si L; es
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congruenté&ecsomob@®r ueghieess aomgl & ehteecorgmante L 6
C 0 ng4,lls &8s congruente con sLESta relacion es la que garantiza la conservacion del

area.

3.1.3 Relacioén aditiva.

En este caso se refiere a una relacion ternaria de adicion entre areas de cuadrados y su
magnitud, en el primer caso se considera una operacion aditiva que, al ser aplicada a dos

cuadrados, se dara origen a un tercer cuadrado.

Gréfica 6. Relaciéon aditiva

Para estas triplas, la tercera figura expresa la suma de las areas expresadas en las otras dos

figuras.

3.1.4 Comparacion de areas

Un elemento que es crucial en el disefio y adaptacion de las situaciones, es el concepto de
area, si bien las figuras propuestas contemplan figuras geométricas bidimensionales y es
necesario identificar la diferencia entre dos formas de concebir este objeto métrico y que
demarcan tratamientos de naturaleza diferente, es decir, se puede asumir el area como una
magnitud o también como una forma de medida, pues si se replica como unidad de medida
sobre cualquier superficie de una figura se podria calcular su area, siempre que sea posible,
este tipo de razonamiento conlleva a la aplicacién de rotaciones, traslaciones, reflexiones y
reconfiguraciones tanto en la figura que representa la unidad, como sobre la que se halla el

area.

El hecho de comparar y establecer igualdad entre las areas de dos o mas figuras, implica
verificar que sus superficies ocupan porciones del plano equivalentes. Pero, al asumir el area

de una u otra manera suscita estrategias diferentes. Por un lado, al tratar el area como
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magnitud, la comparacion directa entre las superficies de las figuras (sea por superposicion o
por la transformacién de una figura en la otra) se constituye en la Unica estrategia posible. Por
otro lado, al asumir el area como medida, la escogencia de una unidad de superficie, y su
posterior recubrimiento sobre las superficies de las figuras a comparar, permite la asignacion de
un numero real positivo a la superficie de cada una de las figuras. Asi, la comparacion entre las
areas de las dos figuras ya no se hace por superposicion o transformacion de una figura en la
otra, sino que se establece a partir de la igualdad entre los nimeros asociados a cada una de
ellas (Marmolejo, 2007, p. 60).

Los registros figurales que se presentan en el disefio de las situaciones presuponen
comparacion de areas, la movilizacion y produccién de los tratamientos figurales y formas de
ver en el registro semiético de las figuras, son estas las variables que componen el eje central
de la tarea. Estos no solo son la principal y mas potente opcién para cargar de sentido el
aprendizaje de la relacién pitagérica de los estudiantes en el desarrollo de pensamiento

geomeétrico, pero contribuye a la aproximacién de la comprensién en matematicas.

3.1.5 Tratamientos heuristicos.

La manera de ver en geometria requiere de la deconstruccion dimensional de las formas, Duval
(2016), propone que ver las figuras consiste en descomponer cualquier forma distinguida, es
decir, reconocida como una forma en su organizacion visual en la que se identifica la dimension
en la que se encuentra, ya sea 1D/2D, es decir en unidades figurales de un nimero de
dimensiones inferior al de esta forma. Por ejemplo, la figura de un cubo que se encuentre 3D
(se descompone en una configuracion de cuadrados en 2D, y a su vez los poligonos se
descomponen en segmentos de recta 1D, las rectas o los segmentos se pueden descomponer

en ApWwbDt oso

Para poner en evidencia el cardcter irreductible ver las maneras analizadas antes, y para
mostrar que constituye el primer umbral decisivo para el aprendizaje de la geometria, es

suficiente compararla con la descomposicion heuristica de las formas (Duval, 2016, p.28).

La descomposicién heuristica por division mereoldgicas consiste en ver las figuras como si se
tratara de un rompecabezas, pero eso presupone que se la descomponga en unidades figurales

del mismo numero de dimensién que la inicial, pero quiza de diferente forma a la figura de
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partida, estas descomposiciones se pueden presentar de tres formas, estrictamente

homogénea, homogénea y heterogenia.

Estrictamente homogénea: la descomposicién se hace en unidades de la misma forma que la

figura de partida.

Figura 11. Descomposicion estrictamente homogénea

Homogénea: la descomposicion se hace en unidades figurales diferentes de la forma de la

figura de partida, pero todas de la misma forma.

=N

Figura 12. Descomposicion homogénea

Heterogénea: la descomposicién se hace en unidades figurales de formas diferentes entre

a1 vy

Figura 13. Descomposicion heterogénea

ellas.

La descomposicion por divisibn mereoldgicas con mucha frecuencia no tiene relacién directa
con el discurso matematico, y por eso permite la exploracién puramente visual de una figura de
partida para detectar las propiedades geométricas que se van a utilizar para resolver un
problema planteado (Duval,2016), pero en esta oportunidad la aplicacibn de estas
descomposiciones tendra una funcién principal en las reacciones de los estudiantes a quienes
se les aplicaran las situaciones, y haran parte de su discurso explicativo en la aproximacion de

la conceptualizacién de la relacion pitagorica.
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Otro tratamiento heuristico que contribuye a la forma de ver los registros figurales es la
descomposicion por deconstruccion dimensional de las formas, ésta segun Duval (2016)
representa una revolucion cognitiva para el funcionamiento espontaneo de la visualizacion
icénica 0 no iconica. La deconstruccion dimensional de las formas es un cambio repentino de
mirada que va en la via del reconocimiento perceptivo de las formas de una configuracién y

reconfiguracion de un registro.

Figura 14. Deconstruccion dimensional de las formas

A manera de ejemplo podemos partir de un poliedro, el cual puede ser descompuesto por
poligonos que representan planos de corte, posteriormente estos planos se pueden
descomponer en segmentos de rectas que tienen entre si relaciones (perpendiculares,
paralelas, concurrentes) que permiten distinguir las propiedades del poligono, por ultimo los
segmentos de recta permiten ser descompuesto en puntos que pueden ser de interseccion de
rectas, o vértices de un poligono y que no son puntos arbitrarios que se marcan sobre una
recta.

3.2 Descripcion general de las situaciones

La tarea aplicada comprende tres situaciones cada una de ellas esta constituida por una
consigna que demandan una explicacion del procedimiento efectuado. Los propésitos de esta
indagacion apuntan a la adaptacién del disefio y aplicaciébn de las situaciones que se
presentaran mas adelante. De un lado, se pretende identificar las formas de aprehension desde
la visualizacion de los registros figurales, para el caso de la relacion pitagoérica, ahora bien, sera
el establecimiento de caracteristicas de comportamientos de los estudiantes los que guiaran el
andlisis a posteriori de las situaciones, se espera ganar elementos de reflexion, visualizacion y
tratamientos heuristicos potentes para la comprension en geometria, especialmente frente a los

registros figurales bidimensionales de la relacion pitagorica.
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La aplicaciébn de las situaciones adaptadas que aqui se presentan requiere de un
acompafamiento constante por parte del maestro, dado que la emergencia de los tratamientos,
elementos de visualizacion y conversiones en los registros de representacion no es espontdnea

por parte de los estudiantes, y requiere la mediacién del maestro.

Tarea 1.

Situacion 1.

a) Compare la figura 1 con la figura 2 y formule la relaciébn matematica que identifique entre

las areas. Explique detalladamente tl respuesta.

Figura 1 Figura 2
Andlisis de la situacién 1.
Para solucionar la situacion 1 se establecieron los siguientes parametros y elementos
heuristicamente pertinentes que movilicen procesos de razonamiento, es decir quien enfrente la
situacion:

V Exige discriminar en la figura dada, subfiguras o configuraciones especificas.

V Las figuras que conforman esta situacion deben ser identificadas mediante el proceso

cognitivo de la visualizacion, privilegiando la aprehension perceptual.

V Exige, por quienes intentan resolver la situacion planteada, vencer la organizacion visual

gue sobre la figura se impone por accién de una aprehension perceptual y discursiva.
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V No existe una congruencia semantica entre el enunciado en lengua natural y las figuras

1y 2, es decir no se menciona ninguna caracteristica o propiedad geométrica de las

figuras y subfiguras que componen los dos registros. La consigna hace referencia a la

existencia de varias subfiguras y configuraciones de forma cuadrada y triangular que

permiten identificar una relacion matematica. Puede notarse que las figuras 1y 2

introducen un anclaje sobre un conjunto de formas entre cuadrados y triangulos, es decir

1 cuadrado y 4 triangulos.

V Quien resuelva la situacion planteada debe neutralizar la organizacién perceptiva que

hace predominar los contornos triangulares sobre el cuadrado central y ver, de forma

separada, unidades figurales de dimension 2 que se recubren parcialmente.

V En cuanto a la aprehension perceptual y discursiva, se destacan los siguientes

elementos:

Discriminacion de

aprehensidon perceptual

Funcion de aprehension discursiva

Designacion y anclaje

Relacién de equivalencia

o de orden

Las dos figuras externas

Las dos figuras son iguales

figuras
Los lados de los
triangulos
Los angulos de los
triangulos

&\ Los lados de las figuras | Las dos figuras tienen
\ Los angulos de las figuras | lados diferentes

Los dos cuadrados | Los cuadrados internos

internos. son iguales

Los lados de los

cuadrados internos.

Los angulos rectos

Los triangulos de las dos | Los triangulos son

rectangulos.

Los triangulos son iguales

Tabla 2. Aprehension perceptual y discursiva situacion 1.
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En la aprehension perceptual se destacan tanto las unidades bidimensionales como las
unidimensionales ademas del anclaje, en el primer lugar las unidades fundamentales
son tanto los triangulos rectangulos y los cuadrados internos, estos elementos son los
que se comparan mediante la relacion de equidescomponibilidad descrita anteriormente,
en segundo lugar se discriminan los lados de los triangulos y de los cuadrados, para
garantizar la existencia de un tercer cuadrado que no es visible, aspecto que también
debe destacar la aprehension discursiva. Se evidencia aqui la complejidad para la
formulacion de la relacion pitagérica, dado que el surgimiento de un tercer cuadrado en
la figura 2 depende tanto del predominio de aspectos perceptuales y esto no es

espontaneo.

V En cuanto a la aprehension operatoria se destacan los siguientes pasos, cabe destacar
qgue la aprehensién operatoria se convierte en un requisito que moviliza los

razonamientos para garantizar la igualdad de las areas de los dos cuadrados internos de

g
<</ ¥ LEfD
@ h B A

(P1) (P2) (P3) (P4)

Grafica 7. Posible solucién

los registros.

La aprehension operatoria es necesaria para formular la igualdad en area de las dos

figuras externas de las que se deduce la igualdad en area entre los cuadrados
construidos sobre los catetos del triAngulo rectangulo y el cuadrado construido sobre la

hipotenusa.

Los tratamientos empleados del paso uno (P1), al paso dos (P2), es de rotacion,
posteriormente el tridngulor ect §ngul o d e ssé topslaaalhaciapaaerectiaAyo
eltianguod esi gnado por fABO se traslada hacia abaj

como se muestra en el paso cuatro (P4).
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Situacion 2.

a) Compare la figura 1 con la figura 2 y formule la relacibn matematica que identifique entre
las &reas. Explica detalladamente tu respuesta.

b) ¢La relacion formulada en esta oportunidad, es la misma que usted identificé para las

figuras presentado en la situacién 1? Justifica.

Figura 1 Figura 2

Analisis de la situaciéon 2.

Para solucionar la situacibn 2 se establecieron los siguientes parametros y elementos
heuristicamente pertinentes que movilicen procesos de razonamiento, es decir quien enfrente la

situacion:

V Se presenta una nueva mostracion de la relacion pitagorica, la cual exige discriminar en

la figura, subfiguras o configuraciones especificas.

V Las figuras que conforman esta situacion deben ser identificadas mediante el proceso
cognitivo de la visualizacion, privilegiando la aprehension perceptual y discursiva, claro

esta que, para este registro, en ambos casos el registro de partida es un cuadrado.

V Exige, por quienes intentan resolver la situacion planteada, vencer la organizacion visual

gue sobre la figura se impone por accién de una aprehension perceptual y discursiva.
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Vv

\Y,

Nuevamente para este registro no se identifica una congruencia semantica entre el
enunciado en lengua natural y las figuras 1 y 2, es decir no se menciona ninguna
caracteristica o propiedad geométrica de las figuras y subfiguras que componen los dos
registros. La consigna hace referencia a la existencia de varias subfiguras y
configuraciones de forma cuadrada y triangular, los cuales permiten identificar una
relacion matematica. Puede notarse que la figura introduce un anclaje sobre un conjunto
de formas entre cuadrados y triangulos congruentes, es decir para el registro de la
izquierda dos cuadrados y cuatro triangulos congruentes y para el registro de la derecha

un cuadrado y cuatro triangulos.

Quien resuelve la situacién planteada debe neutralizar la organizacion perceptiva que
hace predominar los contornos de los cuadrados y triangulos sobre el cuadrado como
unidad inicial en ambos casos. Esta situacion exige ver de forma separada, unidades

figurales de dimensidn 2 que se recubren parcialmente.

En cuanto a la aprehension perceptual y discursiva, se destacan los siguientes
elementos:
Discriminacion de Funcién de aprehensién discursiva

aprehension perceptual

. ., : Relacion de equivalencia
Designacion y anclaje

o de orden

Los dos cuadrados | Los dos cuadrados

externos externos son iguales.

y ,, Los lados de los
/ P ! Los lados de |los
L -k | | cuadrados externos

N | | Los angulos rectos cuadrados externos se
conforman con lados de
los triangulos

rectangulos.

Los cuadrados internos de | A1 es menor que A2.
N ) _a \ los dos cuadrados
/- \ | | externos.
A2

Los lados de los cuadrados

internos se corresponden

" \ ‘/> Los lados de los >
: cuadrados internos. con lados de los triangulos

Los angulos rectos
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Los triangulos. 7 los triangulos son
< ] |Los lados de los | rectangulos.
) | | triangulos. fLos triangulos son
=N\ | El &ngulo recto iguales.
fEl lado mayor del
— triangulo  subtiende  al
angulo rectangulo.

Tabla 3. Aprehension perceptual y discursiva situacion 2.

Es funcibn de las aprehension perceptuales y discursivas destacar las formas
bidimensionales, como los cuadrados, los tridngulos y los angulos rectos, dado que son
elementos que se constituyen en unidades fundamentales de discriminacién, pero si
éstas aprehensiones destacan las formas unidimensionales, como los lados de los
cuadrados y de los triangulos seran también unidades relevantes, para los
razonamientos de los estudiantes que se enfrentaran a dichas situaciones. Ahora bien
son los dos tipos de formas variables fundamentales para la formulacién de la relacion
pitagorica. Es importante sefialar que todos estos elementos son visibles en las figuras

gue se presentan en cada situacion.

La aprehension operatoria se convierte en un requisito que moviliza los razonamientos
para garantizar la igualdad de las areas de los dos cuadrados internos de los registros.

En esta oportunidad se destacan los siguientes pasos.

i 7 L

\ ¢ B
(P1) (P2) (P3) (P4) (P5)

Gréafica 8. Posible solucién

La aprehensién operatoria es necesaria para formular la igualdad en area de las dos
figuras externas de las que se deduce la igualdad en area entre los cuadrados
construidos sobre los catetos del triAngulo rectangulo y el cuadrado construido sobre la

hipotenusa.
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Los tratamientos empleados del paso uno (P1), al paso dos (P2), es una aprehensién
perceptual de discriminacion de los dos cuadrados, posteriormente el triangulo
rectdngulo sombreados se rotan y se trasladan, para conseguir una reconfiguracion (P4),

que finaliza con la union de las figuras geométricas en su reconfiguracion (P5).

Situacion 3.

a) Visualice y estudie la figura 1, formule la relacion matematica que identifique entre las
areas de los cuadrados que se forman con los catetos del triangulo rectangulo y el

cuadrado que se forma con la hipotenusa. Explica detalladamente ti respuesta.

b) ¢La relacion formulada en esta oportunidad, es la misma que identificé para los dos

gréaficos presentados en las situaciones 1y 2?

Figura 1

Analisis de la situacién 3.

Para solucionar la situacion 3 se establecieron los siguientes parametros y elementos
heuristicamente pertinentes que movilicen procesos de razonamiento, es decir quien enfrente la

situacion:
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Es quiza una de las representaciones figurales de la relacién pitag6rica mas evidente, en
cuanto a que los cuadrados se construyen directamente en los catetos del triAngulo
rectangulo, de igual forma exige discriminar en la figura, subfiguras o configuraciones

especificas.

Las figuras que conforman esta situacion deben ser identificadas mediante el proceso
cognitivo de la visualizacion, privilegiando la aprehensién perceptual y discursiva, claro

esta que para este registro en ambos casos el registro de partida en un cuadrado.

Exige, por quienes intentan resolver el problema planteado, vencer la organizacion visual

que sobre la figura se impone por accion de una aprehensién perceptual y discursiva.

Existe una congruencia semantica entre el enunciado en lengua natural y las figura 1,
dado que la consigna menciona la existencia de un triangulo rectangulo, aludiendo a sus
propiedades. El enunciado hace también mencion de los cuadrados que se forman en
los catetos y en la hipotenusa respectivamente, es decir se identifican algunas marcas
que permiten el anclaje discursivo con la figura 1. La consigha hace referencia a la
existencia de varias subfiguras y configuraciones de formas entre un triangulo rectangulo

y los cuadrados, los cuales permiten identificar una relacién matematica.

La organizacion perceptiva destaca que el registro posibilita formas de ver,
procedimientos y estrategias diferentes y pertinentes en el desarrollo de la situacion

planteada.
Note que existe un anclaje directo mediante aprehensién discursiva, al destacar que el

triangulo central es rectangulo, dado que resalta su angulo de 90° como se marca.

En cuanto a la aprehension perceptual y discursiva, se destacan los siguientes

elementos:
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Discriminacion de
aprehension perceptual

Funcién de aprehension discursiva

Designacion y anclaje

Relacion de equivalencia
o de orden

Tres cuadrados externos.
El triangulo.

Los lados de los
cuadrados

Los angulos de los
cuadrados

Los dos cuadrados
mayores son diferentes.

El triangulo es rectangulo

Los lados del tridngulo son
lados de los cuadrados

Cuatro cuadrilateros en el
cuadrado mayor.

Cuatro cuadrilateros en el
cuadrado menor.

Los angulos internos de
los cuadrilateros

Los cuadrilateros de un
mismo cuadrado son
iguales

Cada cuadrilatero tiene un
angulo recto.

Todos los cuadrilateros son
iguales

/\
\/)
L

Los dos cuadrados

pequefios

Los cuadrados pequefios
son iguales.

Tabla 4. Aprehension perceptual y discursiva situaciéon 3.

gue la aprehensién operatoria se convierte en un

V En cuanto a la aprehensién operatoria se destacan los siguientes pasos, cabe destacar

requisito que moviliza los

razonamientos para garantizar la igualdad de las &reas de los dos cuadrados internos de

los registros.
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(P4) (P5) (P6)

Grafica 9. Posible solucion con aprehension operatoria

Es la relacion de equidescomponibilidad la que guia la aprehensién operatoria, en
cuanto a que el tratamiento de las subfiguras de la figura principal se manipula como
piezas de un rompecabezas, para reconfigurar el registro inicial y comprobar que la
suma de la magnitud de las aéreas de los dos cuadrados que se forman en los catetos

es congruente al area del cuadrado que se forma con la hipotenusa.
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SISTEMAS GEOMETRICCS

o Actividades
= ogHLIYas . .
@] Catzgorias | VISUALIZACION | CONSTRUCCION | RAZONANMENTO IMPLICACIONES
= | Recursos
W Pedngogicos
=
= El dissfio Formas de aprehensicn Experiencia de ensefianza vy
- g izaje desds v
= fiddchico aprendizaje desde la perspectiva
e FERCEPTUAL OFERATORIA DECURSIVA SEMHONCE.
m = 2 E g B g B = _ |Determinacion de los objetivos,
z = 2 E -0 ‘g B E == ; ;
o Formulacin B E 8.5 B 2 B 2 s £ 5 contenide, fratamientos figurales,
- CONOCUMIENLD ke 23 k= = £ g Z—- E |relaciones Pitagoricas v
= geométrico g 25 = = = F° pertinencia curricular.
= Sifuaciones Algunas variables
= heuristicament Mowilizar formas de aprehension
- g potentes en Nodificaci c B dezde el regisiro figural yrelacion
los registros de | POLLLCACIONES Diferentes registros OOSITUCCK y Fitagorica.
representacion mereoloricas = deconstruccion
La secuencia Proponer procesos coghitivos v
T H discursives  gue  invelucren
diddctica ;
registros figurales
m
| Situacion de ~ Explicitar e contenido
= BNEENANTA Conversion matemadtico; teorema de Pitigoras
o Componente v relaciones pitagoricas, ademds
potiene conceptos basicos de la geometria
matematico - : =
(figuras bdsicas, drea. perimefro)
Tmtamisnto comparacion ds registros
figurales.

Tabla 5. Rejilla para el disefio de las situaciones.
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Las figuras que forman parte de las situaciones adaptadas para este trabajo de indagacion, son
propias de areas sombreadas, permiten la aplicacion de la operacién de reconfiguracion tanto
en la parte blanca como en la parte gris. Es decir, que los estudiantes pueden iniciar la
exploracion heuristica en cualquiera de las dos partes. La exigencia cognitiva en cada caso es
diferente.

La tarea propuesta, da lugar en una serie organizada en funcién de una variacién sistematica
de los factores de visibilidad que faciliten o retarden el ver sobre una figura las transformaciones
pertinentes a la resolucion del problema planteado, con la intension de movilizar formas de

aprehension.

3.3 Ajustes finales de las situaciones desde analisis de pilotaje

3.3.1 Hallazgos en la Prueba Piloto.

Para definir las situaciones a ser aplicadas se realiz6 una prueba piloto, la cual permitié ajustar
y garantizar que los instrumentos estuvieran bien disefiados, y ajustarlos de acuerdo a lo que se

quiere observar de acuerdo a los objetivos de la indagacion.

El proposito de este pilotaje es analizar la incidencia y las reacciones que generaron las
consignas Yy los registros figurales presentados en cada una de las situaciones. Esto con la
finalidad de movilizar aspectos matematicos y geométricos en los estudiantes, para ganar
elementos que permitan perfeccionar y tomar algunas decisiones en relacion con el disefio de la

tarea en el analisis a priori de las situaciones.

De acuerdo con la metodologia de la indagacion, esta prueba piloto se aplicé sobre el grupo
control, en el cual se contd con 20 estudiantes de grado octavo entre 13 y 14 afios de edad, los
cuales once eran nifios y nueve fueron nifias. A cada estudiante se le entreg6 en hoja tamafio
oficio la situacion 1 (ver anexo 1), se realiza una introduccion a la actividad leyendo
completamente la consigna y visualizando los registros alli presentados, posteriormente de
desarrolla la sesion atendiendo y siendo mediador de las devoluciones de cada estudiante. El
tiempo estimado en cada sesion para la aplicacién de las situaciones fue de 50 minutos,

aungue algunos estudiantes terminaron antes de lo estipulado.
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La sistematizacién del pilotaje tuvo como eje central observar de forma muy general la
pertinencia de las consignas, la reaccion frente a los registros figurales presentados en cada
situacion y los elementos movilizados de los tres componentes de analisis descritos en el

capitulo anterior.

Es importante aclarar que los estudiantes no estan acostumbrados a argumentar o describir sus
procedimientos, tampoco habian realizado un trabajo fuerte sobre las figuras geométricas y sus
variaciones. Son aspectos que van a ser considerados en el momento de aplicar las situaciones

brindandoles elementos para su desarrollo.

3.3.2 Pertinencia de las consignas

Cada una de las consignas se disefidé bajo la intencién de llevar al estudiante a sentir la
necesidad de describir un procedimiento para la solucién de cada situacion, el cual a su vez le
permita identificar la relacion geométrica planteada. Estas relaciones estdn mediadas por
tratamientos figurales establecidos en las diferentes variables de analisis, de tal manera que las
producciones discursivas de los estudiantes den evidencia de ello en cuanto a pertinencia y

validez de sus argumentos.

La secuencia de las consignas de cada situacion esta organizada para estar relacionada con la
consigna anterior, de manera que el estudiante puede recurrir a argumentos anteriormente

empleados.

A continuacion, se presenta el analisis de algunas producciones de estudiantes frente a la

situacion 1.
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Tarea 1.
Situacion 1.

Visualice las figuras 1 v la figura 2, compare sus dreas v formule una relacidn matemadtica

que identifiques entre ellas. Explica detalladamente ti respuesta.

Figura 1 Figura 1

Figura 15. Tomado de la situacion 1

Para esta situacién 1, se encuentra que en un gran porcentaje de estudiantes del grupo control
afirman que falfigusa 1§ laefigusa 2 dan las mismasd mencionan en primera
medida que se trata de las mismas figuras solo que estan reorganizadas de forma diferente,
este es un elemento de visibilidad, pero no lo justifican, dado que no estan acostumbrados al
ejercicio de la escritura en la actividad geométrica, lo cual debe ser considerado al aplicar la
situacion, es decir, quien aplica la situaciébn debe ser mediador y ensefarles este tipo de
procedimientos para que los estudiantes aprendan a escribir, porque no es natural ni

espontaneo que argumenten o justifiquen sus producciones.

La totalidad de los estudiantes pueden identificar las subfiguras que componen cada registro,

las clasifican y mencionan (pero no lo escriben) algunas propiedades basicas de las mismas,

esto se evidenci:- en el pri mer las figurascliy dadigura@,e | a cC
compare sus 8reaso0 puede ser <clara para | a mayor:
botanica, (de acuerdo como lo plantea Duval,2015, p ) es decir hay que hacer que los

estudiantes aprendan a ver aquello que no es inmediato, es pertinente el papel del maestro

como mediador y fundamental en la aplicacion de las situaciones, dado que la situacion por si

sola no va a movilizar elementos geométricos si no se ensefia a ver y a escribir.

Los estudiantes a pesar de que reconocen las subfiguras, no las designan adecuadamente,

quizés porque no han tenido una ensefianza de designacion de figuras y se nota que no estan
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familiarizados con la designacion de las figuras que se muestran en el registro, algunos para
distinguir las subfiguras utilizan designaciones numéricas o utilizan colores para relacionar las
subfiguras de la figura 1y 2.

Figura 1 Figura 2
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Figura 16. Ejemplo de designaciéon de un estudiante.

La consigna de la situacion 1 permite que el estudiante se remita directamente al registro figural
anexo. Donde se establece una confrontacion visual y comparativa entre las areas de las
figuras, lo que permite la emergencia de la necesidad de la designacion como punto de partida
de las observaciones que realizan los estudiantes. Algunos de los estudiantes nombran los
triangulos rectangulos y el cuadrado mas pequefio con nimeros, colores 0 sombrean algunas
subfiguras, asi como lo muestra la figura 16. Aunque no es la designacion esperada, dado que
se espera mayor rigurosidad utilizando los vértices y nombrarlos adecuadamente. Es evidente
la importancia de ensefarles a los estudiantes a designar figuras geométricas, dado que esto

les permite organizar las ideas previas a la solucion de la situacion.

Al final de este capitulo se presentaran las consignas de la tarea 1 reformuladas, que permitan
una mayor comprension por parte de los estudiantes y presenten reacciones mas explicitas y

pertinentes en sus producciones para ser analizadas.
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3.3.3 Componente matemaético.

Se evidencia que los estudiantes logran relacionar los registros figurales con el teorema de
Pitagoras, aunque no se llega a la formulacion matematica entre las areas. Es de destacar que
algunos estudiantes tratan de visualizar y describir los cuadrados que se forman en los catetos
de cada triangulo rectangulo de la figura 2 y relacionarlo con el cuadrado que se forma con la

hipotenusa de cada triangulo rectangulo de la figura 1.

Como se observa en la figura 17, algunos estudiantes establecen relacion de
equicomplementariedad entre el conjunto finito de figuras alli mostradas, donde son

congruentes dos a dos, de tal forma que al unirlas o reconfigurarlas afirman ser congruentes.
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Figura 17. Equicomplementariedad Evidencia en pilotaje

El grado de complejidad que subyace al desarrollo de esta situacion esta ligado a las
caracteristicas del contorno y de las subfiguras que pueden surgir después de reorganizar las
partes de la figura 1. Los resultados anteriores evidencian que las exigencias del disefio previo

complejiza la formulacion de la relacion pitagérica dado que es posible enunciar una variedad
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de relaciones matematicas y mas geométricas asociadas a las figuras, como por ejemplo
igualdad de area y diferente forma.

En la aplicacion de las situaciones 1y 2, correspondientes a los dos primeros grupos de figuras,
el trabajo de los estudiantes no concluye con la relacion pitagoérica y mas bien se privilegian las
relaciones de equivalencia, de orden y de equidescomponibilidad, elementos fundamentales
que hacen parte del disefio y que se movilizaron con mayor frecuencia en los discursos de los
estudiantes, es decir comparan tamafos, formas, cantidad de area y establecen
reconfiguraciones, pero de igual forma hace falta dominio de algunos elementos de la
geometria, para establecer arguméntenos validos en las afirmaciones que presentan en sus
producciones. Es tarea de quien aplica las situaciones, siendo mediador de las devoluciones de
los estudiantes.

Para la situacion 3, hay un mayor acercamiento a la relacién pitagérica dado que este registro
es mas explicito en cuanto a que brinda fuertes elementos de visibilidad, permite establecer la
relacion geométrica de area, ademas la designacion que emplean es mas pertinente para las
producciones argumentativas que generan los estudiantes, mostremos un ejemplo donde se
puede evidenciar un leve acercamiento de argumentos validos, que movilizan procesos de
razonamiento acorde con lo esperado.
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Figura 18. Evidencia relacién pitagérica geométrica.
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Adicionalmente el registro figural de la situacion 3, que se muestra en la figura 19 permitié que
los estudiantes identificaran la relacion aritmética, algunos de ellos se arriesgaron a asignar
valores numéricos y por inspeccion encontraron el tercer valor entero, lo cual es una evidencia

de elementos que requieren ser analizados y hace alusion a la relacion pitagérica aritmo-
geométrica.
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Figura 19. Evidencia relacién Pitagérica aritmética

Es decir, que la situacion 3 es mas explicita y permite que el estudiante se le facilite concluir o
identificar la relacién pitag6rica aritmo- geométrica, dado que en este registro se privilegian
tanto las relaciones ternarias como la relacion entre las areas. No ocurre lo mismo con las
situaciones 1 y 2, donde la formulacion de la relacién pitagérica claramente no es inmediata a

partir del registro figural, dado que existen elementos ocultos que el estudiante debe descubrir
mediante procesos de aprehension perceptual.

Es pertinente mencionar que la aplicacion del pilotaje deja entrever variedad de elementos
geométricos movilizados en los estudiantes, como por ejemplo la formulacion, valoracién y

correccion de una variedad de relaciones matematicas asociadas al contexto geométrico, las
cuales pueden ser analizadas.

3.3.4 Componente semiotico.
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Las figuras involucradas en la tarea 1, tiene un alto grado de potencial heuristico que permite
establecer las relaciones pitagoricas si se efectlan aprehensiones perceptuales y operatorias
adecuadamente. Para ello se determinan ciertos factores de visibilidad, que tendrdn mayor
probabilidad de ser movilizados en el aula para la conceptualizacién de la relacion pitagorica
desde el registro figural, lo cual a su vez se pretende que los estudiantes expandan su discurso

construido mediante la visualizacion de representaciones figurales.

El andlisis del registro figural presentado en el pilotaje permite identificar tanto las formas de
aprehensiones como los tratamientos heuristicamente pertinentes para el establecimiento de
las relaciones entre las areas de las figuras, mediados por procesos aditivos entre las areas de

las diferentes subfiguras alli presentadas.

El pilotaje de las situaciones arrojo, que la mayoria de los estudiantes describen sus procesos
de razonamiento en los que se privilegia la rotacion, traslacion y reordenamiento de subfiguras,
lo que esta indagacion identifica como aprehension operatoria. Las situaciones disefiadas

permiten la movilizacion de estos elementos fundamentales que son foco de analisis.

Aunque no son explicitas las descripciones dadas por los estudiantes, intentan dar solucién a
las situaciones sin ser rigurosos en sus explicaciones, en decir no designa y tampoco
especifican cudles son las subfiguras que se rotan, que se trasladan, cuales son las figuras que
se reorganizan, ademas no poseen las bases tedricas que argumente cada aseveracion. En
consecuencia, son muy pocos los estudiantes que presentan trazos adicionales al registro o
trazos de reconfiguracion, o que minimamente realicen tratamientos heuristicamente
pertinentes en el registro figural. La siguiente imagen (figuras 20) es un ejemplo del discurso
gue emplean la mayoria de estudiantes objeto de esta indagacion para dar solucién a cada

situacion de la tarea.
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Figura 20. Evidencia aprehension operatoriay discursiva 1.
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En las figuras 21 y 22, se muestra como los estudiantes describen sus razonamientos, pero se
gueda solamente en una descripcion que le falta mayores argumentos geomeétricos (por
ejemplo explicitar por que afirma que fdel nper 2 met
que fdel 8rea de |l as figuras son igualeso), pero e
gue los estudiantes puedan ser mas explicitos y se potencialice sus bases matematicas y en
especial las geométricas, para asi generar argumentos validos que le permitan movilizar en los

procesos de visualizacién razonamientos coherentes con el rigor geométrico.
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Figura 22. Evidencia aprehension operatoria y discursiva 3.

Es decir, que los estudiantes sean capaces de introducir trazos sobre la superficie de una
figura, realizar fraccionamiento en subfiguras y configuraciones, la aplicacién de traslaciones,
rotaciones y reflexiones sobre algunas de sus partes y la transformacion de una figura dada en
otra de un contorno global diferente, en fin este tipo de aprehensiones pueden ser mas

explicitas mientras se ensefien y se pongan en practica con otro tipo de situaciones.

Aprovechando la variedad de tratamientos heuristicos de las figuras geométricas, que admiten
manipular, explorar y favorecer la busqueda de relaciones mateméticas y geométricas,
mediante procesos de razonamiento, que permita de entrada a la generaciéon de hip6tesis por

parte de los estudiantes (por ejemplo, cuando se pide a los estudiantes visualizar y comparar
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areas de superficie, e identificar relaciones pitagoricas), captando asi la atencion solo sobre

aquellos caminos posibles para conducir a una conclusion.

Respecto a la presentacion de figuras no es suficiente el simple reconocimiento perceptivo de
las unidades figurales. Du v a | (2004) pl antea que ifnDebe
tratamientos figurales que por abduccion guian la démarche heuristica, y los tratamientos
discursivos que por deduccién constituyen la démarche basada en los objetos representados en
la figura. o ( p.pdr6a8algbra démareha dome térchioo francés que significa
desempenio.

haber
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4, RESULTADOS DEL ANALISIS A POSTERIORI DE LAS SITUACIONES DIDACTICAS

En el presente apartado se presenta una descripcion de los resultados obtenidos en las
actividades disefiadas, con base en las producciones realizadas por los estudiantes. Se
presenta ademas un analisis cualitativo en relacion a los razonamientos y producciones que
llevé a los estudiantes a dar respuesta de cada situacion planteada en la tarea. Se toman en
consideracion los procesos de designacion escrita y oral de los estudiantes como datos de
analisis. Es importante destacar que todo este analisis se concentra exclusivamente en los

aspectos sefialados en el andlisis a priori de las situaciones didacticas.

Se describe la experiencia realizada durante dos meses consecutivos, donde se trabajé con un
total de 20 estudiantes de grado octavo como grupo experimental compuesto por trece nifias y
siete nifios, dedicando un total de cuatro a cinco horas que corresponden a 3 o0 4 sesiones de

clase de geometria, esto dependiendo de los espacios que brindé la institucion.

La aplicacion de la tarea se hizo con las situaciones reformuladas y ajustadas a partir de los
hallazgos en la prueba pilotaje, se les pidi6 a los estudiantes tener a la mano instrumentos
geométricos, tales como, regla y compas e implementos para escribir. Las situaciones se
presentaron a los estudiantes en hoja tamafio oficio, para que tuvieran la oportunidad de
desarrollarlas en la misma hoja. Las sesiones se llevaron a cabo en las primeras horas de

clases.

Para presentar los analisis de los datos recolectados donde se evidenciaron los efectos
movilizados por los estudiantes en la identificacion de las formas de aprehension, desde la
visualizacién de los registros figurales, en el caso teorema de Pitdgoras, se ha procedido

teniendo en cuenta los siguientes componentes de analisis:

0 El componente semidtico: que busca identificar los tratamientos heuristicamente
pertinentes en la busqueda de movilizar las formas de aprehension. Este nivel de
andlisis corresponde al consolidado de los razonamientos expresados por los
estudiantes con respecto a lo propuesto por la tarea 1 y lo exigido por ella en los
enunciados que configuran cada uno de las situaciones. Involucra el andlisis de las
aprehensiones generadas por el registro figural involucrado en las situaciones. En este

nivel de analisis se enfatiza el componente semiético, teniendo en consideracion el
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efecto de los tipos de aprehension de la figura, de los tratamientos y de las relaciones

entre registros, en el desarrollo de las situaciones.

U El componente matemético y geométrico: busca identificar la relacidon pitagorica
geométrica asociada al disefio de la tarea y en especial de cada situacion. En este nivel
se presentan los resultados que surgieron para las relaciones pitagoricas anteriormente
descritas, que corresponden a los componentes matematico y semiético. El andlisis del
componente matematico y geométrico se estructura con base en los resultados de las
diferentes situaciones, las cuales, a su vez, permiten identificar las relaciones
matematicas y geomeétricas que se desvelan en los conjuntos de figuras puestas en

juego para cada situacion.

Para la presentacion de procedimientos seleccionados o fragmentos tomado de los datos
recolectados correspondiente a cada estudiante, se utilizé la siguiente convencién: cada
estudiante se identifica con un ndmero, solo se mencionara la palabra estudiante 1, estudiante
3, estudiante 17, asi sucesivamente y se relacionara con la evidencia producida por el mismo,

ya sea en una ilustracion, imagen o figura.

4.1 Clasificacién de procedimientos observados en el desarrollo de las situaciones

aplicadas.

Las producciones presentadas por el grupo experimental se han organizado de acuerdo con
cada consigna y cada registro figural mostrado, es decir en la secuencia que fueron aplicadas.
Se presentan los resultados correspondientes al analisis de las producciones de los 20

estudiantes de grado octavo (las producciones comunes al grupo).

El analisis se centra en los elementos que son heuristicamente pertinentes para la formulacion
de las relaciones matematicas y geométricas que se aproximan a la relacion pitagorica,
tomando como base el analisis a priori desarrollado anteriormente. Ademas, se considerara las
intervenciones realizadas por el mediador quien aplica la tarea y los estudiantes en el momento
de la aplicacion. Este andlisis se logra mediante la articulacion de tres elementos: en primer
lugar, el analisis matemético, que busca identificar los tratamientos efectuados en el registro

figural y la necesidad de plantear relaciones Pitagoricas a partir del registro figural.
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Considerando que esta indagacion centra su interés en la movilizaciébn de las formas de
aprehension frente a registros de representacion semiottica del Teorema de Pitdgoras, es teoria
semidtica cognitiva propuesta por Raymond Duval (1999) que describe aspectos importantes
que estan relacionados con el tratamiento de aquellas transformaciones que van desde una
representacion inicial a otra terminal en un mismo registro de representacion semiotica y
aspectos de conversion que involucran fenébmenos de congruencia entre diferentes registros de

representacion de un mismo objeto matematico.

En lo que sigue se analizarhd y describira las producciones discursivas heuristicamente
pertinentes que generan las relaciones matematicas asociadas al disefio de la tarea v,
mediados por elementos semiodticos que busca identificar los tratamientos pertinentes para la
movilizacion y aproximacién a la relacion pitagérica. Se sistematizan los procedimientos que
consolidan el comportamiento de los estudiantes en el desarrollo de las situaciones que se
propusieron. Las producciones presentadas por los estudiantes, para ser analizadas, se
seleccionaron de acuerdo al mayor porcentaje respectivo a la cantidad de alumnos que
presentaron procedimientos comunes a la solucion de cada situacion, clasificandolos por
pertinencia y aludiendo a diferentes argumentos empleados para resolver las actividades
propuestas.

Al final de este apartado se presentan algunas conclusiones del analisis con respecto a cada

una de las situaciones.

4.2 Andlisis de resultados de la Situacion 1.

Desde lo resultados presentados por los estudiantes y del proceso de acompafiamiento del
investigador como mediador en la aplicacion de la tarea 1, el trabajo de observacién y de
analisis de las producciones de los estudiantes, se presentara a continuacién una tabla que

describe los elementos movilizados por la situacion 1 de la tarea.

Tipos de Tratamiento de
represent | R.D.R la Indicador Unidades significantes
aciones representacion
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En lengua natural y registro figural

Tratamiento
figural:

a) Comparacion de
areas de superficie
por

Argumentacion

Establecimiento
de relaciones.

c) Descripcién de
procesos heuristicos
en busqueda de
relacion geométrica.
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Deduccion L dos situaciones que pueden
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o S N hipotenusa) con otros
A > | Descripcion elementos del
= o . . Se refiere a las producciones
| registro figural.

figurales que presenten los
estudiantes.

Tabla 6. Elementos de analisis para situacion 1.

4.2.1 Descripciéon de resultados de la situacion 1

Inicialmente se presenté un grado de complejidad para los estudiantes en la escritura de los
procedimientos, donde debian ser explicitos al utilizar una designacion de los objetos a los que
hacen referencia, era el punto de partida, para la identificacion de las subfiguras y

subconfiguraciones que habian encontrado. Pese a que en los registros presentados hay
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algunas designaciones de los vértices, los estudiantes no lograron dar continuidad con dicha

designacion en sus producciones.

Asi mismo se presentaron algunas dificultades por parte de los estudiantes, para comprender
las modificaciones posicionales o la identificacién de segmentos paralelos o perpendiculares, al
igual que fue complejo para los estudiantes escribir una expansion discursiva que permitiera dar

entender el procedimiento utilizado en el establecimiento de las relaciones geométricas.

Durante todo el tiempo asignado a la primera situacion, la mediacion que proporcioné el
docente investigador frente a las reacciones de los estudiantes respecto a la escritura de los
procedimientos, se constituyé como objetivo primordial para esa primera sesién, proveer a los
estudiantes de elementos tedricos propios de la geometria, como una correcta designacion de
figuras, algunas propiedades de las figuras geométricas y elementos de visibilidad, con el animo
que se familiarizaran con procedimientos y terminologia pertinente del corpus teérico. De esta
manera se logro llegar a la construccion de expansiones discursivas que tuvieran la intencién
de presentar un procedimiento valido o convincente de sus razonamientos en las tres

situaciones.

Durante la aplicacion de la primera situacion, comunmente fue utilizada por los estudiantes

inicialmente la designacién por letras maylsculas o colores para las subfiguras o
subconfiguraciones discriminadas por ellos. Como lo muestra la siguiente figura 23. Alli se

puede apreciar como, por medio del color amariloyalmi s mo t i e mp o dstadiahte? r a @ BO
designa el tri8ngulo rect8ngulo de | a base de | a
para el cuadrado de menor tamafio que se encuentra en el centro de la figura 1, posteriormente

realiza una deconstruccién de la figura 1, mencionando algunos tratamientos de las figuras

como rotacién y traslacion y de reconfiguracién, como en el caso del cuadrado que lo designa

AAG con el tri8ngulo que | o designa con la |etra
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Situacion 1.
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Figura 23. Formas de designacion comun de los estudiantes

La totalidad de los estudiantes participantes en esta indagacion no present6 ninguna dificultad
al discriminar las subfiguras tanto de la figura 1 como de la figura 2 de la situacion 1, logran
identificar sus posiciones y el tipo de figura geométrica la cual se esta relacionando, es decir las
reconfiguraciones de triangulos rectangulos con el cuadrado de menor tamafo. Entre los
procedimientos encontrados, fue comuin la bisqueda de descomposiciones de las figuras a
través de la subdivisién del contorno, visualizando los trazos internos entre segmentos paralelos
y perpendiculares a los lados de las subfiguras. Lograron establecer relaciones entre las
subfiguras de la figura 1 con las de la figura 2 en cuanto a su posicion, reconocimiento de su
contorno y tamafio, lo que induce a la comparacién de las figuras y fraccionamiento en
determinadas subfiguras, centrando la atencion en ellas, lo que suscité la transformacion de la

figura 1 bajo la aplicacion de la operacion de reconfiguracion para llegar a la figura 2.
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Durante el desarrollo de la situacion 1, se manifiesta el despliegue de variedad de recursos para
dar solucién a la situacién, brindando elementos donde se pudo identificar algunas formas de
aprehensién que emergieron de los estudiantes en sus razonamientos, mediados por los

procesos de visualizacién efectuado en los registros figurales.

A continuacién se presenta en la tabla 7, una produccion establecida por el estudiante 18, a
partir de esta se realiza el andlisis de la actividad geométrica y a los razonamientos que

presenta frente a la situacion 1.

Formas de

C, Evidencia Descripcién
aprehension

Visualiza el registro
identificando las figuras y
subfiguras, realiza una
réplica de la figura 1(inicial)
con reglas, posteriormente
designa algunas de ellas
mediante letras mayudsculas
y colorea los triangulos
rectangulos del mismo color
dos a dos.

Perceptual

Plantea un ciclo, realizando
una  deconstruccion  del
registro inicial, realiza una
réplica de la figura 1(inicial)
Laicia Seondaria Find hasta la figura 2 (final),

f ‘ mencionando que rota Yy
Fi_ [ P traslada los triangulos
A/ — = A rectangulos y el cuadrado,
C Sk V—-L identificandose  asi  tres
Z’ "“‘ relaciones geométricas, la
equicomplementariedad,
equidescomponibilidad y
relacion aditiva de figuras
geomeétricas

Operatoria

&)B{um ;\m\g‘c\w&-@ y ¢ 58 ot 0 ﬂuﬂi\n?\'an‘\\u\j\t,\\L.V.‘;\‘:‘\ cIZj).entro. de su . expansion
U ! iscursiva, describe paso a

1&‘1( ‘*“‘“‘“xw"\“\“\ oty b tngily paso lo que estd en el
£(% N\m\& registro figural que él mismp
construyd, emplea lenguaje

adecuado, pero no justifica

Discursiva
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N , con rigor sus afirmaciones.
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Tabla 7. Rejilla de anélisis, identificacion de las formas de aprehensién del estudiante 18.

Fundamentalmente en la produccién y razonamiento del estudiante 18 que presenta la tabla 7,
se encontraron dos formas de aprehension: la primera es la prevista en el apartado de analisis
a priori, que considera las dos figuras, una como figura de partida y la otra como figura de
llegada. Esta aprehension es desarrollada por la mayoria de los estudiantes. La segunda que

considera de entrada que las dos figuras poseen igual cantidad de area.

La segunda aprehensién se consider6 heuristicamente pertinente, porque guia el razonamiento
hacia la formulacion de la igualdad en magnitud entre la relacién aditiva de las subfiguras para
las figuras 1 y 2, pero no identifican los dos cuadrados de los catetos y el de la hipotenusa,
estos no son tan inmediatamente visibles. EI comportamiento del estudiante 18, que realiza las
aprehensiones confirma esa funcion para la aprehension. El otro tipo de aprehension operatoria
no tiene un valor heuristico en la produccion del estudiante 18, para la formulacion de la
relacion pitagérica, por cuanto no relaciona los lados de cuadrados y lados de triangulo
rectangulo, como lo evidencia el proceso. Este tipo de aprehension consolida, ademas, la
relacion de equidescomponibilidad entre las figuras propuestas y la nueva figura obtenida, pero

disminuye las posibilidades de formular la relacion pitagorica.

La emergencia de los dos cuadrados ocultos que se pueden obtener mediante trazos
adicional es, prolongando el segmento JK has
segmento EF, se pueden apreciar los dos cuadrados EQKL y el cuadrado QGHJ en la figura 2
de la situacién 1, son los que brindan la oportunidad de identificar la relacién pitagérica
geométrica, es decir, que ademas de la aprehension operatoria anterior, habia que realizar un
proceso complementario que no solo era de cambios de posicion sino de reconfiguraciones en
unidades figurales no dadas inicialmente y ademas de trazos adicionales en la misma figura 2.

La exigencia de dos procesos de aprehension y la poca destreza de los estudiantes en estos

t

a
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procesos revelan que ellos no estdn familiarizados con estos procesos de visualizacion y se
desvela la importancia de ser ensefiados, es decir tratamiento y visualizacién de registros

figurales.

La aplicacion de la situacion 1, encaminadas a la movilizacion de formas de aprehension en
torno a las posibilidades heuristicas que permiten las figuras en el aprendizaje de la geometria,
muestran que los resultados encontrados hasta el momento desvelan la urgente necesidad de
ensefar y movilizar este tipo de tratamientos heuristicamente pertinentes, y de manera previa a
la discriminacion de subfiguras y subconfiguraciones en una configuraciéon dada, poner a los
estudiantes actividades que promuevan no solo la representacién de las figuras basicas en
posiciones diferentes a la que habitualmente se muestran, sino que ademas bajo la aplicacién
de operaciones (sean de rotacion o de traslacion) los estudiantes puedan identificar las
relaciones que existente entre la figura inicial y la imagen que por rotacion o traslacién se han
representado y de esta manera dejar de lado la diferencia perceptual que entre unas y otras se

presenta.

Lo anterior se constituye en el punto de partida en la ensefianza de la geometria y da lugar al
disefio de nuevas estrategias de ensefianza de esta disciplina y de esta manera posibilite dejar
de lado algunas de las practicas tradicionales, que en la actualidad se privilegian en el aula y
gue minimiza la reflexién de las posibilidades que el registro semiético de las figuras permite en

el aprendizaje de geometria.

La reconfiguracion y subdivision fueron consideradas como operaciones pertinentes en el
establecimiento de las relaciones entre las figuras 1 y 2, evidenciado que un alto porcentaje de
los estudiantes utilizaron estas operaciones propias del registro figural. Como consecuencia de
las reacciones y producciones de los estudiantes para la situaciéon 1, ademas de los
procedimientos realizados individualmente, se reflej6 que las estrategias heuristicas tuvieron
una mayor fuerza y acogida por los estudiantes, volviéndose mas recurrente su aplicabilidad en
el desarrollo de las siguientes actividades mediante la introduccion de trazos, rotacion sobre los
lados de la figura, composiciones de traslaciones y rotaciones, unién y discriminacion de

subfiguras.

En general, los estudiantes se enfrentaron a la situacion 1 tomando elementos constituidos en

los primeros 20 minutos de la sesion, como una apropiada designacion de las figuras
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geométricas, propiedades geométricas de las figuras y desde los tratamientos figurales
apoyandose de las intervenciones del docente mediador e investigador. Es decir, que se
evidenci6 una mayor comprension en cuanto a la designacion y los tratamientos
heuristicamente pertinentes en el establecimiento de relaciones geométricas, pero aun no
pitagorica, pero que posibilitd el establecimiento de adiciones de area en términos de una

misma unidad figural.

Como se mostré anteriormente la mayoria de los estudiantes que hicieron parte de la
indagacion describen mediante aprehension perceptual y operatoria los razonamientos y
producciones para dar respuesta a la consigna de la situacion 1, pero en el momento de
formular una relacién matematica no establecen una correspondencia con la relacion pitagérica
es decir no mencionan que identifican la relacién pitag6rica geométrica, pero cabe destacar que
en la medida que los estudiantes se enfrentan a este tipo de situaciones donde se privilegian
los procesos de visualizaciébn y comparacion de registros figurales van ganando elementos
heuristicamente pertinentes que se esperaba les fuera de gran utilidad en la resolucion de las

dos situaciones siguientes.

Los anteriores resultados ponen de manifiesto que al discriminar subfiguras vy
subconfiguraciones en una configuracion dada y proveer relaciones matematicas bien
instauradas mediante superposicion de figuras, no son los Unicos factores a tener en cuenta en
la complejidad que subyace en este tipo de situaciones geomeétricas (situacion 1), la
discriminacién de figuras que se encuentran en posiciones diferentes a las que habitualmente
se acostumbra representar en textos escolares y en clases de geometria, se constituye en
factor a tener en cuenta en lo que se refiere al disefio de situaciones geométricas para la

ensefianza de la geometria.

El hecho que para los estudiantes halla representado una mayor complejidad la discriminacion
de los cuadrados que se forman con los catetos del tridngulo rectangulo en la figura 2 de la
situacion 1, demuestra que es cognitivamente mas complejo ver en una configuracion, las
subconfiguraciones que se encuentran en ella, que las subfiguras. Asi como se muestra en la
siguiente grafica 10, en la cual se resalta los dos cuadrados ocultos mencionados anteriormente
(A2, As).
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Ai1=A2+As

Grafica 10. Cuadros ocultos en la reconfiguracion pitagérica.

Lo que muestra la grafica 10, es quiza el punto crucial y complejo a la hora de discriminar las
reconfiguraciones, ésta en especial aproxima la relacion geométrica pitagérica donde se
establece que la suma de las cantidades de las areas de los cuadrados que se forman con los
catetos es igual a la cantidad de area del cuadrado que se forma con la hipotenusa.

Se presenta a continuacién en la tabla 8, otro tipo de produccion establecida por el estudiante 2,
la cual muestra razonamientos que fueron comunes entre 9 estudiantes que hicieron parte de la
indagacion , a partir de ella se realiza el andlisis de la actividad geométrica y a los

razonamientos del estudiante que presenta frente a la situacion 1.

Formas de

s Evidencia Descripcion
aprehension

Visualiza los registros
figurales identificando como
figura 1 la de partida y la
figura 2 como de llegada;
nuevamente es una opcion
comun la designacion de las
subfiguras por colores o por
Figira1 Figura2 letras mayusculas;
posteriormente, relaciona las
posiciones de las subfiguras

Perceptual
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Tabla 8. Rejilla de analisis, identificacion de las formas de aprehensién del estudiante 2.

Tras un periodo relativo a 10 minutos, 13 estudiantes hicieron referencia a la forma de proceder
gque muestra la tabla 8, alli se describe, cémo a partir de la aplicacién de colores encuentran
una forma de designar las figuras halladas. Algunos estudiantes resaltaron el contorno de los
triangulos rectangulos y del cuadrado utilizando un color diferente para cada uno, otros
utilizaron colores diferentes segun los cuatro triAngulos congruentes, ademas del cuadrado mas

pequefio, es decir, aplicaron sobre los bordes de las figuras un color determinado.

Entre los procedimientos encontrados, fue comun la busqueda de descomposiciones de la
figura 1 a través de la subdivisién del contorno, como se aprecia en el componente operatorio
de la tabla 8 utilizando algunos trazos adicionales dentro del mismo registro, cabe recordar que
la situacion 1 siempre estuvo mediada por el docente indagador brindando elementos utiles a

los estudiantes para que plantearan sus procesos de razonamiento y expansiones discursivas.

Desde esta primera situacion se empieza a reconocer, por parte de los estudiantes una fluidez y
actitud mas dinamica frente a los registros figurales, permitiéndoles realizar modificaciones
posicionales, subdividir y hacer trazos que les permiten otras formas de ver las figuras y
subfiguras. Durante toda la sesion los estudiantes mostraron interés por el trabajo sobre las
figuras, asi fuera nuevo y muy complejo para ellos y como se ha reiterado antes por la falta de
familiaridad con este trabajo, la introduccion de trazos sobre las superficies de las figuras, su
posterior fraccionamiento en subfiguras y la aplicacion de transformaciones sobre ellas
(traslaciones, rotaciones y reflexiones), se constituyeron, para la mayoria de los estudiantes, en

las formas de proceder en el desarrollo de esta situacion.

Una vez descubiertas estas formas de actuar sobre las figuras, ellas se convirtieron en

verdaderas herramientas heuristicas que guiaron sus procesos de razonamiento, motivandose
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asi a realizar procesos descriptivos mas detallados y con algunos argumentos propios del rigor

geométrico.

En cuanto a la aprehension discursiva que realizan los estudiantes es comun que afirmen que
fi | ocuadrados interiores son iguales y los triangulos son igualesa Estas afirmaciones se ponen
en correspondencia con la aprehension de las unidades figurales que se perciben de iguales en
area, como proceso de visualizacion. Sin embargo, con respecto a la igualdad (de las dos
figuras en magnitud) los estudiantes no manifiestan un argumento valido a tal afirmacion. Lo
mismo ocurre con | a si gui e lasg dos figudras somégeales en:areafly per 2 metr 00
Pese a que estos descubrimientos evidencian el desarrollo de la relacion de
equidescomponibilidad entre las dos figuras, nuevamente se manifiesta la ausencia de
predicciones alusivas a relaciones entre lados de tridngulos y cuadrados para las dos figuras.
Aun es complejo para los estudiantes descubrir que existe una relacion aditiva entre los tres
cuadrados construidos sobre los lados de un tridngulo rectangulo, esto no lo enuncia ninguno

de los estudiantes.

Se privilegia la aprehension perceptual sobre las otras formas de aprehension y el predominio
de aprehensiones de unidades figurales bidimensionales (triangulo rectangulo y cuadrado)
sobre el registro o configuracion total bidimensional, esta primera entrada limité la instauracion
de relaciones geométricas y la emergencia de las unidades de reconfiguracion las cuales son
heuristicamente pertinentes para favorecer los argumentos geométrico apropiado en el

establecimiento de la relacion pitagorica.

En el andlisis a priori se establece como condicién basica para la formulacion de relacion
pitagérica, la emergencia de los dos cuadrados en la figura 2, es decir, que ademas de la
aprehensién operatoria anteriormente descrita por el estudiante 18 y la estudiante 2, procesos
que se recuerda fueron generales con respecto a la totalidad de los estudiantes participantes de
esta indagacion, habia que realizar un proceso complementario que no solo era de cambios de
posicion sino de reconfiguraciones en unidades figurales no dadas inicialmente,
comportamiento no manifiesto en ningun estudiante. La exigencia de las formas de aprehension
que permite la situacion 1 y la poca destreza de los estudiantes para este tipo de procesos,
explican los bloqueos que afrontaron algunos de ellos en el momento de resolver la situacion 1,
las producciones de sus razonamientos, la complejidad en los procesos de visualizacion, la

debilidad de sus justificaciones no permitieron que los estudiantes exploraran con mayor rigor
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los registros figurales presentados y de esta forma fue dificil la instauracion de la relacion

pitagorica geométrica.

Por ultimo, la congruencia de las unidades figurales perceptibles puestas en correspondencia
con la consigna en lengua natural permitio la emergencia de relaciones asociadas directamente
con el registro figural, es decir se privilegia de entrada la aprehension perceptual. Ahora bien,
quizad la no correspondencia en lengua natural de la consigna para enunciar la relacion
pitagorica, complejizo la formulacion de la misma, y se pone de manifiesto que el registro figural
de la situacién 1 no posibilité la emergencia de la relacién pitagérica, ya sea como féormula o

como relacion en sus razonamientos.

No se enuncia la relacién pitagérica, pero las caracteristicas evidenciadas en los procesos
semidticos y matematicos permiten la emergencia de relaciones de orden y de equivalencia de
tipo congruencia, y semejanza, se avanza en las relaciones de equicomplementariedad y
equidescomponibilidad, no se considera emergente las relaciones ternarias entre areas de
cuadrados y medidas de longitud de los catetos de los tridngulos rectangulos, fundamentales
para la relacion pitagorica.

4.3 Anadlisis de resultados de la Situacion 2.

En esta situacion 2, el andlisis del registro figural (de unidades figurales bidimensionales)
presentado, permitié identificar tanto las aprehensiones perceptual, operatoria y discursiva
como los tratamientos heuristicamente pertinentes para el establecimiento de la relacion

pitagorica y el desarrollo de procesos aditivos entre las areas de las diferentes superficies.

Las figuras involucradas en esta situacion 2 tienen un alto grado de potencial heuristico que
permitira establecer la relacion mediante las subfiguras de las figuras 1 y 2 en la situacion 2,
efectuando aprehensiones perceptuales y operatorias. Para ello se determinan desde el andlisis
a priori ciertos factores de visibilidad, que tendran mayor probabilidad de ser movilizados en el
aula para la conceptualizacién de la relacion pitagdrica desde el registro figural, reflejada en las

expansiones discursivas construidas en las producciones de los estudiantes.
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La tabla 9 presenta las unidades que se han de discriminar tanto en la aprehension perceptual

como en la aprehension discursiva, se destacan las formas bidimensionales como la superficie

de las subfiguras. Estas ultimas se constituyen en unidades fundamentales para establecer las

relaciones aditivas de figuras, de equidescomponibilidad, equicomplementariedad, de orden y

comparacion de areas y permitir la instauracion de la relacion pitagorica geométrica.

En la aprehension perceptual para la situacion 2, también se destacan las unidades

unidimensionales, como los lados de las subfiguras, los cuales permiten realizar tratamientos

heuristicos como rotacion, traslacion trazos adicionales de reconfiguracion, subdivisiones y

reconfiguraciébn por superposicion de figuras, aspecto fundamental en la aprehension

discursiva. En este tipo de figura se privilegia una aprehension perceptual que permite

identificar elementos para efectuar tratamientos u operaciones.
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de Tratamiento de
represe | R.D.R la Indicador Unidades significantes
ntacion representacion

es
_ d) Comparacion de
g Tratamiento érea_ls de superf_ic_ig por Al A2
= figural: equidescomponibilidad.

o

% 2 Aprehensién e)’ Comparacion de
> | 2 D i areas por C(_)r_wteo de
| @ £ perceptiva unidades significantes.
NN ) [
S| @ o Aprehension f) Comparacion de
= 'g 5} operatoria  de | éreas aplicando la
S| “ = reconfiguracion. | formula.
2 et
&
c
L

Deconstruccion
y construccion

g) Relacion aditiva de
figuras.
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d) Designacion por
colores o] letras
mayusculas.
Aprehension : .
discursiva e) Identificacion de | En este registro se estudian

formas geométricas dos situaciones que pueden
como el triangulo | ser movilizadas mediante

Deduccién P . o
rectangulo y los tres | procesos de visualizacién y

<
o 3 . cuadrados. formas de aprehension, las
= S Razonamiento
o z , cuales conduzcan a la
S < f) Relacion de los lados | . g .
%) S L ! . instauracion de la relacion
) o Descripcion de triangulo rectangulo e
o s (catetos e hipotenusa) | Prtagorica.
- Argumentacion con otros elementos
del registro figural. Se refiere a las
. producciones figurales que
Establecimiento | g) pescripcion de | presenten los estudiantes.

de relaciones. procesos  heuristicos
en busqueda de
relaciobn geométrica.

Tabla 9. Elementos de analisis para situacion 2

A continuacién, se analizara y describira las producciones discursivas heuristicamente
pertinentes que generaron las relaciones matematicas asociadas al disefio de la tarea v,
mediados por elementos semiéticos que buscan identificar los tratamientos pertinentes para la
movilizacién y aproximacién a la relacion pitagérica. Se sistematizan los procedimientos que
consolidan las producciones de los estudiantes en el desarrollo de las situaciones y en
particular la situacion 2. Los resultados se presentan de acuerdo al mayor porcentaje respectivo
a la cantidad de alumnos que presentaron procedimientos comunes a la soluciébn de cada
situacion y clasificandolos por pertinencia aludiendo a diferentes argumentos empleados para

resolver las actividades propuestas.

4.3.1 Descripcién de resultados situacion 2.

A partir de la consigna y los registros figurales en la situacion 2, se logré llevar a los estudiantes
a considerar las unidades significativas, que movilizaron procesos de razonamientos
consolidados desde la aplicacion de la situacion 1, dado que en esta oportunidad se
presentaron expansiones discursivas con mayor rigor geométrico y siendo un poco mas

explicitas sus producciones. A continuacion, recordemos en qué consistia la situacion 2.
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Tarea 1.
Situacion 2.

a) Visualice las figuras 1 v la figura 2, compare sus areas, de acuerdo a las subfiguras y
formule una relacion matematica que identifiques entre ellas. Explica detalladamente tu
respuesta.

b) ;La relacion formulada en esta oportunidad, es la misma que usted identifico para las
figuras presentado en la situacion 17 Justifica.

G F E Q P 0O
R
H J D N
A B c K L M
Figura 1 Figura 2

Figura 24. Situacion 2 aplicada.

Comunmente fue utilizada por los estudiantes la designacion por letras mayulsculas o colores
para las subfiguras o subconfiguraciones discriminadas por ellos, aunque también la mayoria
empled la designacion ya establecida desde el registro figural, es decir la designacion desde los
vértices con letras mayuscula de cada figura o emplearon las dos formas de designacion (color

y letras).

Las enunciaciones de los estudiantes respondieron a la necesidad de reconocer en el registro
figural. La tendencia en las respuestas dadas fue considerar de entrada que @ aunir los
cuadrados GHJF y el cuadrado JBCD de la figura 1, dan como resultado el cuadrado RLNP de
| a f i ges deair Id3 @studiantes se refieren a la medida de la cantidad de &rea, de igual
forma identifican la figura 1 como un registro de partida y la figura 2 como un registro de

llegada.

Los estudiantes manifiestan el despliegue de variedad de recursos para dar solucion a la
situacion 2, dando lugar a la identificacion de las formas de aprehension que emergen de sus
razonamientos, mediados por los procesos de visualizacion de registros figurales.

Se presenta a continuacion en la tabla 10 una produccion establecida por la estudiante 20, a
partir de ella se realiza el andlisis de la actividad geométrica y a los razonamientos que

presenta frente a la situacion 2.
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Formas de
aprehension

Evidencia

Descripcién

Perceptual

Visualiza los registros
figurales identificando como
figura 1 la de partida y la
figura 2 como de llegada;
nuevamente es una opcién
comun la designacion de las
subfiguras por colores o por
letras mayusculas;
posteriormente, relaciona las
posiciones de las subfiguras
de la figura 1 con las
posiciones de la figura 2.

Operatoria

Realiza una deconstruccion
de la figura 1, reconfigura los
triangulos rectangulos en
grupos de dos, es decir rota
y traslada los triangulos
rectangulos dos a dos y los
une; mencionando que rota y
traslada los triangulos
rectangulos y los cuadrados,
emerge la simetria como
nuevo recurso para
reconfigurar algunos de los
triangulos  rectangulos, a
partir de esta descripciéon
operatoria se identifica asi
tres relaciones geométricas

bien instauradas, la
equicomplementariedad,
equidescomponibilidad y

relacion aditiva de figuras
geométricas.

Discursiva

AL
A
i)

v )] :Dm\’b ‘;\ ‘:nf] 9

i o 1)
kwodrRL0 h)

Dentro de su expansion
discursiva, describe paso a
paso lo que esta
percibiendo, emplea
lenguaje  aceptable (en
lengua natural) pero no
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justifica con rigor sus
4 g oo Simekia “PO(‘Q“\H‘A\G afirmaciones.
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s R L el A AREI tri8ngul o

' & e realiza una simetria hacia
arriba y se rota 180° con
! ; \ respecto a el vértice F, hacia
| ‘ la derecha y corre 3 a la
derechao.
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Tabla 10. Rejilla de analisis, identificacion de las formas de aprehension del estudiante
20.
En los resultados de la tabla 10 se puede observar que la estudiante 20 logra designar algunas
de las formas bidimensionales requeridas, utilizando colores y letras mayulsculas que para
algunos casos es introducida desde el registro figural. Al analizar los datos que reportan los
procesos escritos por parte de los estudiantes se encuentra que las designaciones de ellos
logran manifestar las formas bidimensionales utilizadas en las comparaciones del area de las
figuras. Es decir, que los razonamientos de los estudiantes en cuanto a las designaciones
utilizadas en sus producciones escritas y la atencion que conceden a las unidades figurales
bidimensionales se ven ligadas a la aprehension perceptual en el establecimiento de la medida

de area de las subfiguras, esto se percibe cuando rellenan de colores las figuras.

Notese que en las respuestas dadas en el registro de la lengua natural, la atencién se fija en las
operaciones geomeétricas, donde se describe detalladamente la deconstruccion que la
estudiante realiza a la figura 1 (de partida) llevando un proceso de reconfiguracion para
posteriormente terminar en la figura 2 (de llegada), estableciendo asi relaciones de
equidescomponibilidad y equicomplementariedad, ademas de relaciones aditivas dentro de los
registros figurales alli mostrados, ésta aprehensién operatoria del registro bidimensional es una

constante que la totalidad de los estudiantes realiza.

En el analisis a priori se identificé la reconfiguracion como un tipo de aprehension operatoria
heuristicamente pertinente para la formulacion de la relacione pitagorica desde la comparacion

de é&reas, los resultados obtenidos en esta parte de la situacion 2 manifiestan que ese tipo de
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aprehension fue desarrollada, pero logrando tener el valor heuristico para la formulacion de las
relaciones de orden, de equidescomponibilidad, de equicomplementariedad y relaciones
aditivas de figuras, pues mas adelante veremos que solo un estudiante logro identificar la

relacion pitagérica netamente geométrica.

La aprehension operatoria incidié en la visualizacién del registro figural, guiando los
razonamientos y estableciendo los procesos aditivos entre las figuras, pone de manifiesto
aspectos que no son inmediatamente visibles y que los estudiantes descubrieron movilizando
formas de aprehension, como se aprecia en las enunciaciones de la tabla 10. Nétese el
contraste que existe entre los procesos desarrollados por los estudiantes para la situacién 1 con
los procesos desarrollados para la situaciéon 2, es decir, los estudiantes van ganando elementos
heuristicamente pertinentes para afrontar este tipo de tareas. Inicialmente los estudiantes no
lograban de entrada establecer la relaciéon entre los registros figurales, ni mucho menos
identificar relaciones aditivas entre figuras, es decir suma de areas que involucra diferentes
superficies con respecto a otras, lo cual hizo necesario la mediacion del docente investigador
donde brindo elementos que le permitieron a los estudiantes establecer relaciones aditivas
entre las figuras y la medida de sus areas, también en medio de la intervencién del investigador,
donde dio respuesta algunas inquietudes de los estudiantes, proporcion6é elementos de
visualizacién que les permitié intuir la deconstruccion de las configuraciones y establecer

relaciones entre las subfiguras del registro presentado para la situacién 2.

Frente a la sesion donde se aplicé la situacion 2, es pertinente mencionar y resaltar que fue
comun ver a gran parte de los estudiantes realizando gestos deicticos mientras daban solucion
a la situacion mediante movimientos con las manos, donde orientaban el posicionamiento de las
subfiguras, ademas de ello, la estudiante 20, realiz6 una plantilla replicando uno de los
triangulos rectangulos para describir procesos de simetria, rotacién y traslacion, como lo

muestra la siguiente imagen.
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Figura 25. Recurso aprehensivo para la situacion 2.

Es la aprehension perceptiva y operatoria la que permitié la articulacion necesaria con este tipo
de recurso deictico el cual fue heuristicamente pertinente en los procesos de comparacion y de
posicionamiento de subfiguras, para el establecimiento de sus procesos de razonamiento frente
al registro figural en el caso de la relacion pitag6rica, por consiguiente los procesos de
comparacion y adicion entre las areas estuvieron determinados por las aprehensiones

realizadas por los estudiantes en estos dos registros.

Al observar los procedimientos que registraron los estudiantes se puede ver que presentan
procesos cognitivos diferentes frente a la percepcién de unidades figurales, algunos se
enmarcan en una subdivision y el conteo de las partes, solo al inicio algunos estudiantes se
guedaron en un plano netamente perceptual y operatorio, pero este no les permiti6 dar una
justificacion completa del proceso utilizado. Laconsi gna i ni ci al Avisualice |
2, compare sus areas, de acuerdo a las subfiguras y formule una relacion matematica que
identifiques entre ell as. Explica detall adamente
una relacion matematica a partir de lo que las figuras muestran. Este enunciado, ademas de
suponer una experiencia previa en cuanto al conocimiento de relaciones mateméticas y
geomeétricas, exige que en ellas se realice a partir del estudio de una secuencia de tratamientos

figurales.

De forma general fue evidente que los estudiantes se enfrentaron a la situacion 2, tomando
elementos construidos en la primera parte de la tarea, desde los tratamientos figurales propios
del registro de representacion geomeétrica. Es decir, que se evidencié una mayor comprension y
apropiaciones para el establecimiento de las relaciones matematicas y geométricas, pero hace
falta trabajar un poco mas los procesos de justificacion, dado que solo se quedan con
afirmaciones desde lo que visualizan y no ponen en correspondencia con elementos
fundamentales de rigor geométrico, ya sean conceptos, propiedades y aspectos discursivos que

guian una demostracion o procedimiento en la solucién de este tipo de situaciones geométricas.
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Se presenta a continuacion en la tabla 11, otro tipo de produccion establecida por el estudiante

7, el cual muestra una gran aproximacion a la relacion pitagérica geométrica, desde su

razonamiento, que en particular no fue comun a la totalidad de los estudiantes, pero que brindo

elementos pertinentes para ser analizados, especialmente el despliegue de actividad

geomeétrica en su produccion frente a la situacion 2.

Formas de

L Evidencia
aprehension

Descripcién

Oq 74

Perceptual }gﬂ 0 :
56{30‘(0 CJ/\, é(’ \as: -

| (—»gv as

Visualiza los registros
figurales identificando como
figura 1 la de partida y la
figura 2 como de llegada;
posteriormente, relaciona las
posiciones de las subfiguras
de la figura 1 con las
posiciones de la figura 2.
Realiza una Deconstruccion
de la figura 1, las cuales
designa por letras
mayusculas para la
aprehension operatoria.
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No emplea herramientas
geométricas para construir
las réplicas del registro
figural y todo lo hace a mano
alzada. Realiza una
deconstruccion de la figura
1, reconfigura los triAngulos
rectdngulos en grupos de
dos, es decir rota y traslada
los triangulos rectangulos
dos a dos y los une;
mencionando que rota Yy
traslada los triangulos
rectdngulos y los cuadrados,
emerge la simetria como
nuevo recurso para
reconfigurar algunos de los
triangulos rectangulos.

Realiza un registro adicional
de reconfiguracion,
relacionando los lados del
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triangulo rectangulo con los
lados de los 2 cuadrados de

¢ A la figura 1 designados, lo
que conoce como la
C 0% construcciéon tipica del
Lo 4 Q?-‘ D teorema de Pitagoras.
i 5 L)
Crd-A

Saxe S & oo

Dentro de su expansion

, (—'ﬁv a3 : discursiva, describe paso a
\’O‘k@ \65 paso lo que esta percibiendo
-\—(\M\go\"s de entrada al registro figural,
g'\‘“e‘_\*w\\ desde la designacion y
ox(}m\\io loS Zzz:rjize al Ia;eglztro flgural,
peraciones
Discursiva J‘/{‘Qﬁa“\C)% geomeétricas que realiza para
las modificaciones, y
establece la identificacion de
®  po o  antesat ) la figura 1 con la figura 2
A dedyon ve Bal= mediante la relacion
gvfa“‘\éﬁ LA pitagérica geométrica, pero
€1+ §1‘ b lo aproxima a una escritura
} \L L de forma algebraica (registro

( + B A algebraico).

Tabla 11. Rejilla de andlisis, identificacién de las formas de aprehension del estudiante 7.

Comunmente es la aprehension perceptual la que determina la emergencia y desarrollo de
procesos de razonamiento que por los hallazgos en las expansiones discursivas emergen en
los contextos geomeétricos que se propician a los estudiantes. Se confirman resultados de
investigaciones anteriores (Ledn, 2005) en cuanto al predominio de las formas de aprehension
en registros bidimensionales, se destaca la importancia de tipo de operaciones semioticas en el

desarrollo matematico y geométrico, dada su incidencia desde la aprehension operatoria.
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El registro figural involucrado para la situacion 2 tiene un alto grado de potencial heuristico que
permitio ver al estudiante 7 la relacion matematica que realmente se identifica desde la
reconfiguracion de subfiguras, es decir la relacion pitagérica. Logrando desde la identificacion
de contornos y el establecimiento de relaciones aditivas de cantidades de area en los
efectuando aprehensiones perceptuales y operatorias. Para ello se determinaron ciertos
factores de visibilidad, que tendran mayor probabilidad de ser movilizados en la aplicacién de la
situacion 2 para asi lograr una aproximacion a la conceptualizacion de la relacién pitagérica
desde el registro figural, reflejada en las expansiones discursivas construidas por el estudiante
7.

En lo que corresponde a la consigna d e | | i dedarsituciom2h aabe destacar que 3 de los
20 estudiantes que hicieron parte de la indagacién afirman que si existe una similitud de la
relacién que se plantea para la situacién 1 con la relaciébn que se plantea para la situacion 2,
afirman g u esi pofiquel amivas tiergnl l@ necesidad de sumar cuadrados para que dé
la figura 2, en ambas situaciones rotando,

siendo este un argumento comun a los tres estudiantes que lo descubrieron.

El grado de complejidad para la identificacion de la relacion pitagérica que emerge al desarrollo
de esta situacion esta ligado a las caracteristicas del contorno y de las reconfiguraciones que
surgen después de reorganizar las subfiguras, ademas de la movilizacion de la aprehensién
operatoria. Tomando en cuenta que los contornos de las figuras se componen de unidades
figurales de dimension uno, algunos de estos segmentos conforman angulos rectos y los otros
en su mayoria forman angulos agudos, que existen partes sombreadas en el registro y que esta
subdividida en cuadrados y triangulos rectangulos, la complejidad radica en los elementos de
visibilidad que permite el registro y como las expansiones discursivas de los estudiantes dan

cuenta de lo que alli se esta percibiendo.

Las caracteristicas evidenciadas en los procesos semioticos y del componente matematico
permiten la emergencia de relaciones de orden y de equivalencia en cuanto a la igualdad de
forma y tamafio, se avanza en las relaciones de equicomplementariedad vy
equidescomponibilidad considerando que las justificaciones de los estudiantes se centraron en
igualdades (congruencia), posicionamiento y adicion de figuras (de é&rea), se trata de un
proceso puramente que genera un trabajo articulado el registro figural, que tiene un alto efecto

en el desarrollo matematico de la situacion aditiva entre las expresiones y reacciones de los
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estudiantes, donde al realizar las aprehensiones perceptuales, operatorias y discursivas
focalizan sus intervenciones en lo que puede suceder con el area de las subfiguras, elemento
muy importante para la formulacion de relaciones pitagoérica que puede ser la aritmética o en

este caso la geométrica.

4.4 Andlisis de resultados de la Situacion 3.

El andlisis del registro figural (de unidades figurales bidimensionales) presentado en la situacion
3, permite identificar tanto las aprehensiones de tipo perceptual como los tratamientos
heuristicamente pertinentes para el establecimiento de la relacion pitagérica y el desarrollo de

procesos aditivos entre las areas de las diferentes sub figuras.

El registro figural involucrado para la situacién 3, es una variacion de los registros figurales que
tradicionalmente se muestran en los libros de textos de matematicas, cuando presentan el
teorema de Pitdgoras, pero para los fines de esta indagacién, la adaptacion del registro
presenta un alto grado de potencial heuristico que permitira establecer la relacién pitag6rica
mediante las subfiguras de cada cuadrado que se construyen sobre los catetos y la hipotenusa
del triangulo rectangulo IFC, de la situacion 3. Para este fin se determinan ciertos factores de
visibilidad, que tendran mayor posibilidad de ser movilizados en el desarrollo de la situacion, y
aporte a la conceptualizacion de la relacion pitag6rica, que se espera sea reflejada en las

expansiones discursivas construidas en las producciones de los estudiantes.

La tabla 12, presenta las unidades que se discriminaron tanto en la aprehension perceptual
como en la aprehension discursiva de esta situacion. En el registro figural de la situacion 3, se
destacan las formas bidimensionales como la superficie de las subfiguras de los cuadrados
IFGH, FCDE y ABCI. Estos ultimas se constituyen en unidades fundamentales para establecer
las relaciones aditivas entre las subfiguras, de equidescomponibilidad, equicomplementariedad,
de orden, ademas de comparacion de &reas y permitan la instauracion de la relacion pitagorica

geomeétrica.

En la aprehensiéon perceptual también se destacan las unidades unidimensionales, como los
lados del triAngulo rectangulo visible IFC, las subfiguras, los cuales permiten realizar

tratamientos heuristicos como rotacién, traslacién, reconfiguracion, subdivisiones y
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reconfiguracion por superposicion de figuras, aspecto fundamental en la aprehension
operatoria. En este tipo de figura
se privilegia una aprehension perceptual que permite identificar elementos para efectuar

tratamientos u operaciones tales como traslacion, rotacion y de reconfiguracion.

Tipo Tratamiento de
Represe | R.D.R la Indicador Unidades significantes
ntacion. representacion
a) Comparacion de
areas de superficie por
= _ equidescomponibilidad. B
= Tratamiento
2 figural: b) Comparacion de D
S 9 areas por conteo de G F
_*g o % Aprehension unidades significantes. o
21 @ § perceptiva c) Comparacion de I C
>3 3 5 areas aplicando la
S| @ ° Aprehensién f6rmula.
=R =) operatoria  de
- = 2 reconfiguracion. | d) Relacion aditiva de A B
3 9 figuras.
S Deconstruccion
= y construccion. | ©) Factores de \
(G visibilidad y Relacion :>(
de orden. \/)
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En el registro se estudia la

f) Designacion por | discriminacién de poligonos
colores o letras | como subfiguras de cada
mayusculas.

L, cuadrado construido sobre
Aprehension

discursiva g) Identificacion de los (?atetos y la hipotenusa.

como el triangulo | visualizacion y formas de

Deduccion . ) .
rectangulo y los tres | aprehension de tipo

S
S = . cuadrados. erceptual, operatoria
2 © Razonamiento perceptual, - op y
v 2 ., discursiva se pretende
o s h) Relgmon de los lados movilizar ~ procesos  de
% = Descripcion de triangulo rectangulo iont |
a s (catetos e hipotenusa) | fazonamiento I en I a
' ., aproximacion a la relacion
Argumentacion con !os cuadrados y las p 11 a
subfiguras como | pitagdrica geomeétrica.

o cuadrilateros.
Establecimiento

. _ o Lo anterior a partir de las
de relaciones. |) Descripcion de

L producciones que
procesos  heuristicos .
en busqueda de presenten los estudiantes

relacion geométrica. para este Ultimo conjunto
de figuras.

Tabla 12. Elementos de andlisis para situacion 3

En lo que sigue se analizara y describira las producciones discursivas de los estudiantes y los
elementos heuristicamente pertinentes que generaron las relaciones mateméaticas asociadas al
disefio de la situacién 3, mediados por elementos semiéticos que permitieron identificar los
tratamientos pertinentes para la movilizacion y aproximacion a la relacion pitagérica. Los
resultados se presentan de acuerdo al mayor porcentaje respectivo a la cantidad de alumnos
gue presentaron procedimientos comunes a la solucion de cada situacion y clasificandolos por
pertinencia aludiendo a las diversas formas de justificacion empleados para resolver las

actividades propuestas.

4.4.1 Descripcién de resultados situacion 3.

A partir de la consigna y el registro figural en la situacién 3, se logro llevar a los estudiantes a
considerar las unidades significativas, que movilizaron procesos de razonamientos
consolidados desde la aplicacion de la situacion 1, dado que en esta oportunidad se
presentaron expansiones discursivas con mayor rigor geométrico, es decir teniendo un poco
mas explicitas sus producciones a tal punto de identificar la relacion pitag6rica geométrica. A

continuacioén, recordemos en qué consistia la situacion 3.
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Situacion 3.

a) Visualice y estudie la figura 1, formule la relacion matematica que identifiques entre las
areas de los cuadrados que se forman con los catetos del triangulo rectangulo v el cuadrado

que se forma con la hipotenusa. Explica detalladamente ti respuesta.

b) (La relacion formulada en esta oportunidad. es la misma que usted identificé para los dos

graficos presentados en las situaciones 1 y 2?7

E

A B

Figura 26. Situacién 3 aplicada

Para este dltimo grupo de figuras, que se presentd en la situacion 3 y después de que los
estudiantes ganaran experiencia en la solucion de las situaciones 1y 2, fue comudn ver, que un
50% de estudiantes, designaron con letras mayusculas las figuras y subfiguras discriminadas
por ellos en el registro, y el otro 50% de estudiantes emplearon designacion mediante colores,

observando de entrada la movilizacién de aprehension perceptual.

A diferencia de las situaciones 1 y 2, la situacién 3 consistia solo de una configuracién de
subfiguras, entre ellas cuadrilateros que se encuentran dentro de los cuadrados FCDE, ABCI y
un tridngulo rectangulo ICF, razén por la cual no fue visible para los estudiantes un registro de
partida y uno de llegada. Aunque sabian que el registro figural representaba el teorema de
Pitagoras, la mayoria de los estudiantes tardaron en producir sus expansiones discursivas

dando respuesta a las consignhas establecidas en la situacion 3.

La pertinencia de las consignas, fue fundamental para el registro figural de esta situacion, dado
gue aportd elementos importantes como de reconfiguracion y relaciones aditivas de subfiguras
para que las enunciaciones de los estudiantes respondieran a la necesidad de reconocer en el
registro figural los elementos que guiarian sus procedimientos y justificaciones. La tendencia en
las respuestas dadas por la mayoria de estudiantes,f ue consi derar de yentr ad:ze

reconfigurar las subfiguras del cuadrado FCDE vy el cuadrado HIFG de la figura 1, dan como
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resultado el cuadrado ABCI de la figura 10 , es decir se refieren
area, a la identificacion de la relacion aditiva de las subfiguras, a procesos heuristicos de
deconstruccién y reconfiguracion. Procesos que los condujo a identificar que dentro del mismo
registro hay un registro de partida y otro de llegada.

Los estudiantes manifiestan el despliegue de variedad de recursos para dar solucion a la
situacion 3,como reconfiguracion mediante operaciones de rotacién, traslacién, identificacion
aditiva de figuras, en algunos casos de simetria, dando lugar a la identificacion de las formas de
aprehensién que emergen de sus razonamientos, mediados por los procesos de visualizacion

de registros figurales.

Se presenta a continuacion en la tabla 13, el andlisis de una produccion propuesta por el
estudiante 11, a partir de ella se observa los razonamientos que lo condujeron a dar solucién a
la situacién y a su vez se menciona algunos razonamientos que fueron comunes a la mayoria

de estudiantes del grupo experimental.

Formas de
aprehensi Evidencia Descripcion
on

Visualiza el registro figural
identificando las subfiguras
que componen la
configuracion y las enumera.
Designa las subfiguras
mediante letras mayusculas,
pero no por sus vértices sino

Perceptua por su area, posteriormente,

I relaciona las configuraciones
de los cuadrados que se

05 \)\‘3\)0\\ ocon = @ Z)cx)oéd\oc\o'b ex‘lé«"\oty forman con los catetos y la
‘ A" cOoQQ nleno - - ; P4

iy i (v configuracion del cuadrado

8 Coodlalews que se forma con la

hipotenusa, como se

evidencia en el paso de la
aprehensién operatoria.
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Operatori
a

En primer lugar realiza una
réplica de la configuraciéon
HGFEDCI, cambiando su
posicion de modo vertical, en
segundo lugar realiza
deconstruccion de la
configuracion del cuadrado
EFCD, para reconfigurar los
cuadrilateros junto con el
cuadrado GFIH, mediante
traslacion y rotacion,
evidenciandose asi relaciones
de equicomplementariedad,
equidescomponibilidad y
relacibn aditiva de figuras
geomeétricas.

Discursiva

ura -1 g e AL ‘ \ .
Coodiade =1A 1B e lS\A (uﬂyaondo oxen,
. ORolocon” Readeno cvenlo) ol

coadde Gl

o ¥ ; \' \o‘e«\\ G doy ge(e\\oodo k&\e‘hc‘\,{‘m\g«:\omob'
A0I(0) € CuoQw o= 2

\O [\ A i
= hotw  choy ieodenomol 5@(30(\ (3)
g e “ \3 \ \Q 0 d°‘> ue(ey \n()(\o \0 A@\e&\m _{m\g&mo\
@9\01%0\ d cuoduloRd L v [
hoco 0\)030 Y \eoRAOmo) ‘:Q%\)n o o | |
@ V\o\0mo\ e\ (mA\\\O'\eto EJ, dos vetes \‘\?L\L\ \0 mvwla ,JY\QAOAQMN
hous \‘;000 \QO\d@\\qn\Q\ seaun I Kot : K . i
@?\Q\Qmm e% gmd\\\’)\m E d«;%\)ew\\ \? ao o 110})\9‘&‘““3\“!0 K
doio | eodengma  equn e fiauo | 1
G) }:“'}'uaé\xodo 1 CG\@E\UG_ % wro\of‘?)‘oo\o % \t,qm\o&'m\‘f
;\ ‘Len)(\o I ko toodv ooy .@_Q/E'_('_ ‘

b) b Relocn en\\e o 3 e\\emfl!m o qw dudens 0 Sépcmn& oy ‘\30\0\
\,’\‘\“50“&‘ lo € Ro\oxen ,\m\q\o\_sm}\\q,%o\dmomm\o) poterol \003\0\ ope ly
ol l\“\% 0. on o p\mto ¥ e Y puer\cli\n .“?\30\ a foma Iy
‘3{)\\\ @

)

—_—

=

Dentro de su expansion
discursiva, describe paso a
paso lo que estd percibiendo
de entrada al registro figural,
emplea lenguaje adecuado
para sus descripciones
tratando de ser detallado en
su procedimiento.

Este estudiante en particular
menciona: i pr of e es
si reconfiguramos el cuadrado
| con los cuadrilateros G,D,E,F
da como resultado todo el
cuadrado ABCI, pero no sé
c-mo escribirl

Para |l a consig
una caracteristica particular de
las tres situaciones
presentadas en esta
indagacion, aludiendo que en
todas se emplea tratamientos
propios de la geometria como
la rotacion, traslacién, simetria
y reordenamiento de figuras
geométricas.

Tabla 13. Rejilla de analisis, identificacion de las formas de aprehension del estudiante

11.
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Es importante resaltar el reconocimiento de las unidades figurales del registro en el proceso
aditivo, dado por el estudiante 11, es decir pone en correspondencia el papel de las consignas
para | a sitwuaci- -n 3, cuando se menciona nfél
cuadrado que se forma con la hipotenusa0 este aspecto se pudo observar en los tratamientos
de su produccion en la tabla 13. Este tipo de proceder se presento de forma general en el grupo

experimental.

Como la actividad era individual siempre se mantuvo de manera informal discusiones grupales
entorno a la situacién presentada (situacion 3), dado que ésta en particular suscité la discusion,
donde varios de los estudiantes afirmaron fque la figura 1 de la situacion 3, era la figuras que
habian visto cuando la profesora titular de geometria les habia enseflado el teorema de

Pitagorasa

Este reconocimiento moviliza desde el contexto de la comparacién de areas, la posibilidad de la
aprehensién perceptual de las formas bidimensionales, las relaciones entre las subfiguras con
unidades figurales reconfiguradas y la relacién con los procesos de designacion y prediccion de
las variables visuales tenidas en cuenta para la situacién 3. El reconocimiento de este registro
permitié a los estudiantes relacionar o lograr una mayor aproximacion a la relacion pitagorica
geométrica en sus enunciaciones orales, pero a muchos se les dificulté escribirlo de forma

discursiva

La presencia de un mayor potencial heuristico jugado por las figuras en el momento de
introducir la relacion pitagorica geométrica mediante los cuadrilateros y los cuadrados en el
registro de la situacion 3, radica en el hecho de que queda explicito la formulacion de la relacion
pitag6rica geométrica, en este caso, las figuras y los factores de visibilidad asociados a ella
fueron los elementos claves que permitieron a los estudiantes dar respuesta a las preguntas
planteadas en la consigna, lo que a su vez permite a quien ve en la figuras deducir la relacion

buscada.

Para poder acompafiar discursivamente un registro figural, es necesario poner en acto cuatro
funciones discursivas, designar objetos, decir alguna cosa de los objetos que se designan,
vincular una proposicion enunciada con otras en un todo coherente y sefialar el valor, el modo o
el estatus acordado para una expresion por parte de quien lo enuncia, (Duval 1999). A lo largo

de esta indagacion también se ha centrado la atencién en estas funciones, dado que al

0sSs

ua
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observar el alto nivel de complejidad que muestran los estudiantes al enfrentar tareas que
tienen que ver con la visualizacion y tratamientos de registros figurales suscita de manera

particular que la actividad geométrica esta lejos de ser un asunto espontaneo y trivial.

De lo anterior se privilegian las formas de aprehension, que para el registro figural y el
establecimiento de la relacion pitagorica proporcionan elementos y unidades significantes que
permiten establecer no solo una relacion, sino multiples posibilidades generadas desde
diferentes formas de ver y operar en las figuras, de expresar y operar con las representaciones
figurales. Los estudiantes, al realizar las aprehensiones operatorias, focalizan sus
intervenciones en lo que puede suceder con el area de las subfiguras, elemento muy importante
para la formulacién de relaciones de comparacion y orden con respecto a los registros que se

han mostrado a lo largo de la tarea 1, que se componen de las tres situaciones.

La aprehensién operatoria permiti6 la articulacibn necesariamente con otro registro
heuristicamente pertinente en los procesos de comparacion, y establecimiento de relaciones
entre las figuras y subfiguras que componen la figura 1 de la situacién 3. Como se puede ver en
la tabla 13, de la produccion del estudiante 11 donde se describe los diferentes tipos de
aprehension, se evidencia, que implicitamente realiz6 una conversion, de lengua natural a un
registro figural, por lo tanto los procesos de comparacion y adicién entre las areas estuvieron
determinados por las aprehensiones realizadas por el estudiantes en estos dos registros. Frente
a este aspecto podemos observar las unidades que emergieron en los procesos de aprehension

discursiva del registro figural.

En este sentido, la subdivision, la superposicion fisica entre las figuras que se quieren
transformar, fue lo que se constituyd para la mayor parte de los estudiantes del grupo en un
potente soporte a la hora de reconfigurar las subfiguras en otras, recurriendo constantemente a
estos procesos cuando una superposicion que pueden hacer en sus mentes no permite

discriminar la naturaleza de la reconfiguracion a aplicar.

Para la sesién donde se aplicé la situacion 3, nuevamente es de resaltar que fue comun ver a
gran parte de los estudiantes realizar gestos deicticos, los cuales modelaban la rotacion
traslacion y algunas simetrias mientras daban solucién a la situacion, mediante movimientos
con las manos, donde orientaban el posicionamiento de las subfiguras, ademés de ello, tres de

los veinte estudiantes realizaron nuevamente una réplica (plantilla), construyendo las subfiguras
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del cuadrado ABCI de la figura 1 en la situacion 3, para describir procesos de rotacion y

traslacion, como se muestra en la figura 28.

Figura 27. Recurso aprehensivo para la situacion 3.

La aprehension perceptual y operatoria, permitieron a los estudiantes identificar los elementos
pertinentes en los registros figurales que hacen posible la instauracion de unidades necesarias
para la elaboracion del contenido geométrico de la situacién 3, en lo que corresponde y se
asocia a la relacion Pitagoérica, como se evidencia en la figura 28.

Tal como se habia previsto en el analisis a priori, las variables visuales involucradas para la
situacion 3, donde se privilegia la diferencia de forma y tamafio de las subfiguras necesarias
para establecer y aproximar al estudiante a la relacién pitagérica geométrica, se articulan con la
deconstruccién, reconfiguracion bidimensional de las formas y con aquellos elementos que
permitio a los estudiantes realizar un anclaje desde las consignas. De igual manera permitieron
establecer un fraccionamiento de la figura en subfiguras conservando la equivalencia entre sus

areas y en la mayoria de casos entre sus formas.

Fue comun para la mayoria de estudiantes, considerar la reconfiguraciéon, como una operaciéon
pertinente y potente, en el momento de dar solucién a la situacion 3, mediante las expansiones
discursivas presentadas en los procedimientos aplicados. La reconfiguracion se constituyé en la
estrategia heuristica de mayor potencia y en consecuencia de mayor fuerza para explicar y
aproximar mediante sus procedimientos la conceptualizacion de la relacion pitagorica
geométrica. De esta manera se suscitdé en la mayoria de los estudiantes un conjunto de
estrategias empleadas en la solucion de las dos situaciones anteriormente analizadas en el
momento de establecer las relaciones aditiva de las subfiguras, es decir dejar de lado la

aplicacion de operaciones figurales sobre los lados de las figuras y asumir la reconfiguracion
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como una operacion de mayor potencia heuristica, utilizando como estrategia la transformacion

de una figura en otra mediante la aplicacion de la operacion de reconfiguracion.

Se presenta a continuacion otro tipo de produccion establecida por el estudiante 5, el cual
muestra una gran aproximacion a la relacidon pitagérica geométrica y algunas formas de
justificacion pertinentespar a | a consigna fAbod de Il a situaci - -n
particular no fue comun a la totalidad de los estudiantes, pero que brindé elementos pertinentes
para ser analizados en el arco de esta indagacion, especialmente el despliegue de actividad

geométrica en su produccion frente a la situacion 3.

Formas de
aprehensi Evidencia Descripcion
on

Designa los cuadrados
ABCI, FCDE y HIFG que se
forman con los catetos del
triangulo rectangulo
mediante letras mayudsculas
de diferente color, pero no
por sus Vvértices sino
aludiendo a su superficie es
decir por su area,
posteriormente, relaciona las
configuraciones de  los
cuadrados que se forman
con los catetos y la
configuracién del cuadrado
que se forma con la
hipotenusa.

En primer lugar realiza una
réplica de la configuracién
del cuadrado FEDC,
d. , Figaruil cambiando su posicién de
OrTACoeAd o modo vertical y coloreando
C/'L’Al* @1 sus designaciones, en
segundo lugar y mediante
relacion aditiva de figuras
establece la relacion que
determina la equivalencia y
de equicomplementariedad
de las subfiguras,

Perceptua
I

Operatori

a
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posteriormente presenta en
registro algebraico el
teorema  de Pitagoras,
acompafnado de un ejemplo,
asignando valores numeéricos
a la expresion algebraica

pero cambiando la
designacion de la
Ahi potenusa .co

Discursiva
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Dentro de su expansion
discursiva trata de enunciar
ken lengua natural la relacion
pitagérica geométrica, pero
con algunos errores de
interpretacion, pero cuando
se refiere a la conclusion,
nombrando los cuadrados A
y B su interpretacion es méas
aproximada a la relacién
pitagdrica geométrica.

Para |l a consi
que Bes iidentifica la
relacion pitag6rica para las
tres situaciones presentadas
en esta [
menciona ademas que fue
mas dificil encontrarla para
la situacion 1 que para las

otras dos situaciones.

Tabla 14. Rejilla de andlisis, identificacion de las formas de aprehension del estudiante 5.

Las producciones de la mayoria y al igual que el estudiante 5 registran la identificacion de las

unidades figurales bidimensionales pertinentes en la situacién 3, en particular el estudiante 5,

con sus expansiones discursivas presentadas en la tabla 14, evidenciando total cumplimiento

de algunos procedimientos esperados. Algunos estudiantes lograron identificar los elementos

pertinentes que hacen posible los tratamientos heuristico en las figuras, en la instauracion de

expansiones discursivas pertinentes y necesarias para la elaboracion de sus razonamientos

gue se constituyen con aproximaciones significativas en las relaciones pitagoricas geométrica,

encontrando elementos que, por efecto de las caracteristicas de las formas de aprehension,
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permiten la formulacién de relaciones a partir de diferentes unidades figurales en el registro

presentado para la situacion 3.

Tanto la consigna como el registro figural en la situacion 3 tiene un alto grado de potencial
heuristico que permitié ver al estudiante 5 la relaciéon matematica que realmente se identifica
desde la reconfiguracion de subfiguras, es decir la relacién pitagorica. Logrando desde la
identificacion de contornos y el establecimiento de relaciones aditivas de cantidades de area
efectuando aprehensiones perceptuales, operatorias y discursiva. Para ello se determinaron
ciertos factores de visibilidad, que tendrdn mayor probabilidad de ser movilizados en la
aplicacion de la situacién 3 para asi lograr una aproximacién a la conceptualizacion de la

relacién pitagorica desde el registro figural.

Los procesos que describen algunos estudiantes y en particular los del estudiante 5, se
focalizan en la comparacién de figuras, subfiguras y de magnitudes de los cuadrados y de sus
areas, la situacidon 3 presenta un registro figural que permitié la elaboracién semantica en la
relacion aditiva entre las areas de tres cuadrados, y en establecer, por parte de los estudiantes,
conclusiones para dicha relacion aditiva. Estos dos nuevos componentes de elaboracion
semantica que revelan los procesos de comparacion surgen de la intervencion del investigador
(como mediador) y las interacciones con los estudiantes, dado que se establecieron elementos

pertinentes para la elaboracion y generacion de procesos cognitivos frente a la situacion 3.

El componente semiético en la situacion 3 fue definitivo para la formulacion de la relacion
pitagérica porque ademas de consolidar aspectos de visibilidad por parte del registro figural, fue
también la consigna que permitié la exploracién heuristica guiada desde la ampliacion
semantica, el registro figural se mantuvo como registro principal simultaneamente con el de la
lengua natural. Lo que favorecié una estructura en dos registros para la formulacién de la
relacién pitagérica que permitié articular aspectos por los dos registros como la relacion aditiva
proveniente del registro figural, con el papel de operador del tridngulo rectangulo ICF que

posibilito el registro de la lengua natural.

Se ha evidencié en las producciones de los estudiantes y no solo en las situacion 3 sino que
también en las situaciones 1y 2, que recurren especificamente a elementos propios del registro
figural, como las relaciones y propiedades que se muestran en ella. Las aprehensiones

perceptuales y operatorias estan ancladas al registro de la lengua natural, es decir a una
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aprehension discursiva que permitio llegar a una objetivacion de las relaciones pitagorica
geométrica. Recordemos que se tenia como propésito identificar las formas de aprehensién que
movilizan los estudiantes al enfrentarse a este tipo de tareas. Es decir, reconocer que las
figuras por si mismas no constituyen un registro de representacion de tratamiento autonomo,
dado que son sus elementos como su forma, trazos, configuraciones las que fundamentan los

tratamientos que permiten instaurar relaciones.

La tareal, que presentd las tres situaciones, permitié en los estudiantes la movilizacion y la
modelacion de los procesos en la elaboracién individual de elementos heuristicamente
pertinentes para dar la solucibn a cada situacidon, y aporto aspectos interesantes en la

identificacion de las formas de aprehension.

En esta indagacién se observé que la produccion de significados hacia los elementos
geomeétricos puestos en juego se fue complementando en el paso del tiempo, con la mediaciéon
del investigador y la familiarizacion de los estudiantes en este tipo de tareas, y en particular en
los tres momentos fundamentales de esta indagacion es decir en la aplicacion de las tres
situaciones, manifestandose asi elementos de designacion, identificacion de unidades figurales,
area y por supuesto la relaciones pitagorica, ademas de los elementos que permitieron darle
mayor fuerza a los procedimientos empleados a partir de las relaciones aditivas, de orden, de

equicomplementariedad y de equidescomponibilidad.

Este proceso evidencié un caso de expansion discursiva que progresa en la incorporacion de
elementos ya enunciados e incorporando nuevos que revelan una elaboracion entre varios
momentos, ademas, el papel que cumple la interaccidon en la construccion de significado se
orient6 mas a la conformacion de una justificacion mas completa de cada paso que exponian
los estudiantes en sus producciones, incidiendo en los tratamientos figurales.

Para describir cual es el aporte heuristico de una figura en el desarrollo de una actividad
matematica y en especial la geométrica, es necesario distinguir el tipo de aprehension
susceptible de guiar la solucién al problema o situacién planteado. Duval (2005) mostré que una
figura puede dar lugar a aprehensiones de naturaleza diferente, perceptual (identificacion
perceptiva espontanea), operatoria (transformacion heuristica de las figuras) y discursiva
(reconocimiento de unidades figurales y variabilidad dimensional). Y que en algunos casos
estas formas de discriminacion se subordinan unas a las otras, se relacionan y, en otros, se

oponen (Duval, 2001).
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5. CONCLUSIONES

En este dltimo apartado, se presentan las conclusiones generales de orden tedrico y de la
implementacion de las situaciones en el aula, referidas a los resultados més relevantes frente a
los objetivos y pregunta propuesta para el proceso de indagacion, acerca de la identificacion de
las formas de aprehension desde los registros figurales en el caso del teorema de Pitagoras.
También se plantearan algunas recomendaciones que surgen del proceso mismo de la
indagacion. En el desarrollo de cada una de las partes se mencionan aspectos especificos que
emergieron del proceso indagativo, con el fin de, ofrecer una serie de resultados que se
vinculan de manera significativa con procesos de ensefianza de la geometria y en especial
sobre tratamientos heuristicos, formas ver y movilizacion de las formas de aprehensiéon en el

registro figural en los estudiantes.

5.1 Conclusiones generales.

Las conclusiones generales se presentan enfocadas a los componentes de analisis de la tarea
1, en correspondencia con los objetivos planteados desde el principio de la indagacion. Uno de
los componentes concierne al papel de los tratamientos heuristicos frente a registros figurales
de la relacion pitagérica en los elementos semidticos, el otro componente para las conclusiones,
centra la atencion en los resultados asociados al papel de las expansiones discursivas en la

comprension de la relacion pitagoérica desde lo matematico.

Los hallazgos encontrados en la indagacion apoyan las ideas centrales de la teoria semiética
cognitiva presentada por Duval (1999, 2005, 2016a, 2016b), dando lugar a una serie de
resultados que aportan de manera significativa no solo a la indagacion en el campo de la
educacién matematica, sino especialmente al papel de las figuras articuladas con el registro de

la lengua natural en la ensefianza de la geometria.

5.1.1 Resultados frente a la pregunta de indagacion

Se debe recordar que este trabajo de indagacién se plante6é con el proposito de responder la

siguiente pregunta ¢Cudles formas de aprehension se pueden movilizar en estudiantes de
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grado octavo frente a registros figurales, en la aproximacion de la nocién del teorema de

Pithgoras?

Para cumplir el propdsito anterior, se planted el disefio de tres situaciones geométricas que
giraron en torno a la relacion pitagorica, bajo la perspectiva Semidtica-Cognitiva propuesta por
Raymond Duval (1999, 2001, 2004, 2005a, 2005b, 2016). En el analisis de la actividad
matematica y geométrica desarrollada por los estudiantes, se logré identificar diferentes
recursos que movilizan los estudiantes cuando se enfrentaron a diversos registros figurales del
teorema de Pitdgoras. Se consideran procesos cognitivos fundamentales del pensamiento
geométrico como la visualizacion y el razonamiento, los cuales aproximen a los estudiantes a la
conceptualizacion de las relaciones pitag6ricas, mediados por la coordinaciéon entre registros

figurales y registros de la lengua natural.

A partir del analisis de las producciones de los estudiantes y las diversas interlocuciones
registradas de las sesiones de clase, se logré identificar, en las tres situaciones propuestas, la
movilizacion de las diferentes formas de aprehension, pero no se llegd a la instauraciéon de la
relacién pitagérica sino hasta la tercera situacion aplicada, lo cual se argumenté con mas

detalle en el capitulo 4.
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A continuacion, se presenta un esquema que sintetiza de forma general algunas conclusiones

generales de los hallazgos en el proceso de la indagacion.

Movilizacién de procesos
cognitivos desde la
visualizacion de registros

figurales.
Es posible Movilizar Perceptual, operatoria y
Formas de discursiva
Aprehension en los
= ~

estudiantes

El predominio de la lengua
natural sobre otros registros
sugiere que desde la ensefanza
de la geometria se debe poner
en practica esta articulacion

Identificacion de las
Jformas de aprehension,
desde la visualizacion de

Permitio generar
procesos de

los registros figurales, el designacion en los - .
caso teorema de registros figurales
Pitdgoras I Los estudiantes no estan
- familiarizados con tratamientos
figurales.

La pertinencia del Diseno desde
el referente tedrico (semidtica-
cognitiva).

Maestros

Ver y tratar figuras geométricas,
debe ser objeto de ensefianza en
‘ toda la escolaridad.

L

Figura 28. Esquema de Algunas conclusiones importantes

5.1.2 Con referencia al registro semiotico de las figuras geométricas.

U El hecho de emplear registro figural en las situaciones disefiadas para la indagacién, aporta
importantes beneficios en la identificacion de las formas de aprehensién, dado que posibilitd
a los estudiantes explorar por medio de los tratamientos figurales, como por ejemplo, la
comparacion de areas de superficies planas, el reconocimiento de factores de visibilidad,
configuraciones a partir de subfiguras, el cambio en la forma de ver para reconocer
dimensiones, la identificacion de caracteristicas y potencialidades del contorno de la figura,
asi se permitié6 avanzar en las aprehensiones significativas que realizan los estudiantes por
estas vias. La reconfiguracién y las otras operaciones relativas a las modificaciones posibles
de una figura ya descritas, son operaciones que estan lejos de ser espontaneas y evidentes.
El registro semiotico de las figuras, se considera como el registro que posee elementos

heuristicos potentes que permiten ganar comprension de la relacion pitagorica.
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La relacion pitagorica representada mediante el registro figural se constituyé en las
situaciones disefladas, en un verdadero y potente soporte heuristico que guio los
procedimientos empleados por los estudiantes para dar solucion a cada una de las
situaciones, por su parte, la visualizacion global, se constituyé para los estudiantes, en la
forma de ver con mayor privilegio el registro figural y a su vez permiti6 hacer explicitas las
diferentes aprehensiones a partir del fraccionamiento y reconfiguracion de las subfiguras en
cada registro presentado. Al mismo tiempo, tanto la visualizacién global como la enunciacion
de las consignas de cada situacion didactica implementada, permiti6 a los estudiantes
realizar procesos aprehensivos, como por ejemplo identificar el tipo de triangulo que se
presentd en cada registro figural, es decir al papel que tiene el &ngulo recto como otra forma
bidimensional, tanto para los triangulos rectangulos como para los cuadrados de cada

registro.

La aprehensién operatoria de las figuras presentadas en cada una de las tres situaciones
disefladas, de manera general, permitié reorganizar un conjunto de subfiguras las cuales
guardaban una serie de relaciones al momento de reconfigurarlas y que los mismos
estudiantes debian descubrir. Los tratamientos propios del registro figural generaron la
construccién de pasos intermedios entre registro y registro, los cuales guiaron los
razonamientos de los estudiantes y estructuraron sus expansiones discursivas. La
potencialidad de las transformaciones, los tratamientos y conversiones, desde el registro
figural, sin lugar a dudas, conducen a los estudiantes a comprender y movilizar formas de
aprehension, al mismo tiempo que estas se presenten con situaciones reales y muy bien

disefiadas, asumiendo las variables que emergen desde la teoria.

Disefar y llevar al aula de clase situaciones geométricas a los estudiantes, que realmente
posean la intencion de movilizar o focalizar un concepto matematico o geométrico, implica
que estén bien disefiadas, para que generen la coordinacién de por lo menos dos registros
de representacion, donde una consigna y un registro figural guien los tratamientos que
movilizan los estudiantes y al mismo tiempo conducirlos a la reflexién en torno al hecho que
dos o mas figuras pueden guardar la misma relacion con respecto a un concepto geométrico,

conservando el rigor matematico.
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El tipo de situaciones disefiadas e implementadas permitié realizar un cambio dimensional
en la forma de ver a los estudiantes frente a una figura al momento de reconfigurarla en otra
de contorno diferente, al aplicar operaciones figurales sobre unidades como las subfiguras, lo
cual generé que los estudiantes tomaran un grado de conciencia sobre las situaciones y la

relacion geométrica oculta que prevalecio en las tres situaciones presentadas.

Todo proceso discursivo es esencial tanto en el transito de toma de conciencia, como en la
comprension de nuevos saberes y en su interaccion con los existentes. El predominio de la
lengua natural sobre otros registros sugiere que desde la ensefianza de la geometria se
debe poner en practica esta articulacién, sobre todo, en el disefio de situaciones que
apunten a desarrollar procesos cognitivos en los estudiantes para la instauracion o
conceptualizacion de saberes geométricos (Ledn, 2005). En el caso de la aproximacion a las
relaciones pitagoricas, la hipotesis central condujo a introducir el registro figural, como un
registro con un potente valor heuristico para el desarrollo de expansiones discursivas que
dieran cuenta de las transformaciones en el establecimiento de relaciones geométricas de

equivalencia mediadas desde las tres formas de aprehension.

En la ensefianza de la geometria y de forma general en las matemaéticas, la representacion
por cualquier medio (software o tablero) de un registro figural, no habla por si mismo y por
tanto, se debe tener claridad en el establecimiento de algun tipo de expansion discursiva que
dé cuenta de lo que se desea que se vea en la figura, de manera que dé la posibilidad para
los tratamientos que brinda el registro y que permita un anclaje de partida para las

operaciones aprehensivas. propio

Para la exigencia que tenia cada estudiante de describir sus procedimientos en la solucion
de cada situacion, se puede concluir que las conformaciones de unas practicas discursivas
centrada en el sentido de lo que razonaban y de las enunciaciones de cada estudiante
permitié que se familiarizaran con este tipo de préctica discursiva, es decir, en el momento
que querian justificar procedimientos, introducir designaciones o proposiciones elaboradas
gue explicaran los tratamientos figurales realizados en sus producciones, aproximaran
significados y convencer al investigador en la presentacion de su procedimiento, esta

practica discursiva fue mejorando gradualmente.
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Los estudiantes bajo la aplicacion del disefio didactico, desarrollaron en un nivel basico e
inicial, asi como también, algunas competencias para producir textos mateméaticos que
tienen como finalidad convencer al interlocutor de sus razonamientos. Al respecto Ledn
(2005) plantea q u e il os argument os pr o cepsroiteh @sto lay
emergencia como la elaboracion de contenido de unidades significativas, los l6gicamente
concluyentes y los demostrativos consolidan resultados que proporcionan las condiciones
para la constitucion de teoria matematica al consolidar proposiciones con valores l6gicos y
con estat u®n este sentide el shécho que los estudiantes produjeran textos
justificativos, particularmente en procesos de visualizacién y en tratamientos en el registro
figural, lograron hacer posicionamientos por su parte, desde un corpus teérico que se
construye desde el desarrollo de las situaciones. Asi, en las producciones escritas de los
estudiantes, se evidencié una leve y muy basica apropiacion significativa del status tedrico
de los elementos conceptuales y operatorios de registros figurales en la aproximacion de la

relacién pitagorica.

En el andlisis de resultados se evidencié que los tratamientos figurales donde se involucran
dos configuraciones, una de partida y otra de llegada, con algunos cambios de posicion de
formas internas con deformacién de la forma externa (situacién 1) son mas complejos para
los estudiantes que los que no permiten el cambio de la forma externa (situacion 2). La
complejidad surge de la asociacién de las unidades figurales bidimensionales, que los
estudiantes asociaron como piezas de un rompecabezas, de manera que se restringen los
grados de libertad en el uso del registro, dado que, si se mueven los triangulos rectangulos,
es posible que se pierde un cuadrado, que no se puede ubicar posteriormente en el nuevo

espacio en la figura de llegada.
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Conjunto de figuras situacion 1 Conjunto de figuras situacion 2

Figura de partida Figura de llegada Figura de partida | Figura de llegada

Grafica 11. Conjunto de figuras situaciones 1y 2.

U En este punto los estudiantes colocaron de manifiesto un conflicto entre el contexto no
matematico del uso del registro, por una parte, al considerar las subfiguras geométricas
como piezas de rompecabezas y sin superficie de area, es decir solo su contorno, y de otro
lado, la exigencia del rigor matematico donde se establece diferenciacién entre las figuras
geométricas con formas bidimensionales y las figuras geométricas como formas
unidimensionales. Lo que complejizd la identificacion de la relacion pitagérica para las

situaciones 1y 2.

5.1.3 Pertinencia de la visualizacion y las formas de aprehension en los

tratamientos figurales.

il Se pudo evidenciar, a partir del analisis de las situaciones aplicadas, que los procesos de
visualizacién no es un asunto que los estudiantes lo asuman de forma inmediata y simple,
por el contrario, se toman el tiempo de reflexionar mediante los tratamientos de la
informacién y las formas de aprehension tratando de tomar del objeto matematico, lo mas
significativo y representativo mediante todos sus sentidos. Por lo tanto, teniendo en cuenta
las posibilidades de las variables puestas en juego en la situacion didactica disefiada, es
necesario asignar en el curriculo escolar, espacios especificos para la ensefianza de las

formas de ver las figuras y los tratamientos que el registro figural permite.

U El area de figuras bidimensionales se constituye en un lugar de enormes posibilidades para
introducir a los estudiantes en el mundo de las posibilidades heuristicas que permiten las
figuras. Ademas, es importante sefialar que las situaciones puestas en acto en esta

indagacion y el pequefio numero de sesiones en las cuales se movilizaron, no son



Formas de aprehensioén, desde la visualizacion de los registros figurales, el caso teorema de Pitagoras 122

suficientes para asegurar una adecuada movilizacion de los tratamientos figurales que
permitan a la visualizacion ser una herramienta heuristica ante las exigencias de la

geometria, especialmente en el caso del teorema de Pitdgoras.

En algunas ocasiones, se tiene la concepcién por parte de los estudiantes y docentes del
area de matematicas, que cuando las situaciones geométricas involucran registros figurales
no hay necesidad de hablar o decir algo al respecto de dichos registros, pues las figuras
hablan por si mismas. En consecuencia, en esta indagacién, los estudiantes reconocieron la
posibilidad de elaborar un discurso que de forma oral o principalmente de forma escrita
(expansion discursiva), les permitiera acompafiar lo que ven en las figuras y den cuenta de
cada procedimiento o justificacibn empleada en cada paso. Para el caso de los educadores,
el acompafar y guiar las elaboraciones escritas de sus estudiantes en el desarrollo de
actividades que movilicen procesos cognitivos y en particular los discursivos, debe

constituirse como una entrada de la ensefianza de la geometria, dada su potencial.

Con relacién a la aprehension perceptual, los resultados mostraron que su presencia fue
determinante en la orientacién de los procesos desarrollados por los estudiantes, en cuanto
a las justificaciones que exponian en sus expansiones discursivas. Pero como se evidencio
en los andlisis particulares, no siempre tuvo un valor heuristico fuerte para la formulacion de
la relacion pitagérica, no por lo menos para las situaciones 1 y 2. Las dos situaciones
mencionadas anteriormente explicitan un factor de visibilidad que se torn6 complejo para los
estudiantes, lo cual tenia que ver con que ellos no estaban familiarizados con la resolucién
de este tipo de situaciones geométricas. El papel que desempefi6 la aprehension perceptual
con respecto a la totalidad de los estudiantes permitié la identificacion y clasificacion de los
cuadrados Yy los triangulos como figuras importantes y quiza principales, en este caso, la
aprehensién perceptual cumple una funcién heuristica para la instauracion geométrica en la
reconfiguraciéon de las figuras. Al mismo tiempo la aprehensién perceptual permite la
discriminacion de los tres cuadrados que intervienen en la relacion binaria y orienta hacia la

predicacion de la relacion pitagérica geométrica en el caso de la situacion 3.

Por su parte la aprehension operatoria se privilegié en los procedimientos de los estudiantes.
Los analisis evidencian la importancia del desarrollo de la aprehension operatoria para la
construccién de las relaciones pitagoéricas. A pesar que al principio de las primeras sesiones,

existio poca manifestacién de su uso por parte de los estudiantes, dado que para el estudio
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del primer grupo de graficas (situacion 1), solo un pequefio porcentaje de estudiantes realizé
la aprehension operatoria pertinente de entrada al registro. Después del desarrollo de la
situacion 1 y en vista de que los estudiantes fueron ganando elementos heuristicos y se
familiarizaron con ellos, se evidencié con mayor frecuencia su uso y reconocimiento del
potencial para responder a las diferentes preguntas. Para los tres registros figurales
empleados en las tres situaciones, los tratamientos figurales se consolidaron en una
herramienta heuristica importante para posibilitar las transformaciones de las figuras de

partida y de llegada produciendo ciertos cambios de posicion y de reconfiguracion.

Con respecto a la aprehension discursiva, los resultados destacan la dependencia con la
aprehensién perceptual y su valor determinante en los procesos de razonamiento que
consideraron los estudiantes en las expansiones discursivas. Esa relacion de dependencia
entre la visualizaciobn de elementos percibidos con la enunciacién discursiva en las
aprehensiones, determind la entrada geométrica en cada una de las situaciones y se
constituyé la base para los procesos semanticos de comparacion, razonamiento y
enunciacion. Esta relacion se presenta como un hallazgo que evidencia la articulacion delas
formas de aprehension, que no necesariamente se presentan en un orden jerarquico, pero

que establece un conjunto de relaciones que guian los razonamientos de los estudiantes.

En la indagacién se intenté de comprender, el comportamiento de los estudiantes durante la
solucion de situaciones geometrias disefiadas, con la finalidad de encontrar elementos de
una estructura global en relacién con los procesos cognitivos que intervienen en la resolucion
de situaciones. Es decir, se propuso un modelo de tratamiento de registros figurales, de este
proceso, para describir las interacciones que realizaron los estudiantes en la resolucién de
situaciones geométricas. Ademas, esta indagacion permitié detectar dificultades concretas

de los estudiantes en sus producciones escritas.

5.2 El papel del maestro en los procesos Heuristicos en las figuras geométricas.

Al observar algunas de las producciones de los estudiantes que participaron de la
indagacion, se puede evidenciar, que los estudiantes pueden llegar a tener explicaciones o
descripciones muy completas en términos de dar razon o justificar sus procedimientos y dar

significado de los tratamientos entre registros figurales. En este sentido tiene que quedar en
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claro, que para lograr esto, se requiere de un acompafiamiento constante y una intencioén de
ensefar, por parte de quien aplique las situaciones. Esto se puede lograr siempre y cuando
la interaccion de la clase se plantee con la intencionalidad de movilizar aspectos en los
estudiantes que no son espontaneos, donde el discurso del maestro como mediador sea de
interlocucion y brinde elementos tedricos a los estudiantes encaminados movilizar procesos
de razonamiento. En sintesis, el maestro debe realizar un seguimiento de la actividad

cognitiva que los estudiantes enfrenten en la situacion disefiada.

Para que los estudiantes puedan desarrollar expansiones discursivas a partir de las cuales
se generen aproximaciones al objeto matematico al cual se estid acercando, es el tiempo
necesario para ensefiar a visualizar, enunciar o decir algo sobre ese objeto, de manera que
se pueda argumentar, justificar, es decir, que los estudiantes cuenten con el tiempo para
convencerse o convencer al otro, espacio para ser escuchado, logrando de esta manera la
aprehensién de los tratamientos de registros figurales, tiempo para ver en el registro lo que
no es inmediato. Esto implica que los maestros deben considerar el aprendizaje de las
matematicas y en particular la geometria, desde el reconocimiento en la toma de conciencia
qgue el aprender requiere tiempo para las actualizaciones del conocimiento que ya se tiene.
Es necesario pensar que la movilizacion de conocimiento no se puede hacer en tiempos
cortos ni fragmentando los contenidos y vistos de manera aisladas, por el contrario, este tipo
de situaciones bien disefiadas permita la articulacion de varios conceptos puestos en escena

en una sola situacion.

Pensar los procesos de ensefianza de la geometria desde la perspectiva semiética-cognitiva,
permite asumir que el campo de las representaciones semidticas es esencial, ya que son
ellas las que nos permiten el acceso a los objetos mateméaticos y contribuyen de manera
significativa a la comprension de los estudiantes referente a un concepto de la geometria,
esto se logra a partir de los tratamientos que posibilita los diversos registros de
representacion semiotica, dado que aportan significativamente a la identificacién y
discriminacién de diferentes formas de ver que este permite y el reconocimiento del papel
que juegan los diferentes factores de visibilidad que se encuentran presentes. Pensar la
geometria bajo esta perspectiva implica movilizar en los estudiantes procesos de
visualizacion, tratamiento y conversion de registros semiéticos de representacion, lo cual es

un asunto de gran importancia no solo para el estudio de la geometria, si no de gran parte
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para que los maestros cambien la mirada tradicionalista frente a la ensefianza de este

campo.

U Implementar procesos de enseflanza bajo la perspectiva semidtica cognitiva, implica el
fortalecimiento, desde la etapa inicial del desarrollo del estudiante y durante cada uno de los
niveles de la educacion, el uso de tratamientos figurales tanto desde el registro figural, es
decir que desde temprana edad se familiaricen con este tipo de procesos, pues como se
evidencié en al principio de los analisis de resultados de la indagacién, existieron dificultades
que se superaron a partir de un acercamiento al tratamiento con las figuras. Ademas, desde
la ensefianza de las matematicas debemos ser persistentes en el dominio de las
representaciones figurales en el aula en el momento de abordar cualquiera de los objetos

matematicos.

U Es importante mencionar que todo proceso de indagaciéon en el campo de la educacion
matematica, debe exigir por parte de los maestros una formacién disciplinar consistente, que
permita la construccion de instrumentos de indagacién y proporcionen desde el estatus y
rigor matematico elementos que permitan la movilizacion de procesos cognitivos como la

visualizacién, razonamiento y comprension.

5.3 Qué implica el disefio de una situacion didactica

El disefio de una situacion didactica, implica la instauracion de un marco teérico, donde a partir
de él, se identifiquen las diferentes variables a movilizar en las situaciones que se desean
disefar, la secuencia didactica debe considerar variables que de manera progresiva permitan el
alcancen de cada uno de los objetivos de la indagacion. Para efectos de esta indagacion y con
el &nimo de aproximar a los estudiantes a la relacion pitagdrica mediante la movilizacion de las

formas de aprehension.

Para el disefio de la situacion didactica, se tuvo en cuenta los siguientes aspectos en su
construccién: en primer lugar, se seleccion6 el objeto matematico que se pretendia abordar
desde la problemética planteada; en segundo lugar se seleccionoé el tipo de representaciones a
emplear y qué intencionalidad tenia este para fortalecer o movilizar las variables identificadas

desde el marco tedrico con dichas representaciones; y por ultimo, en el analisis a posteriori se
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caracterizO cada una de las situaciones, donde se destacé la funcionalidad que las

representaciones figurales permitian.

En cada una de estas categorias se identificaron las diferentes variables que facilitarian la
movilizacién de las formas de aprehension y los procesos de visualizacion. De esta manera, se
presentan las variables que se tuvieron en cuenta desde cada uno de los diferentes registros

semioticos de representacion.

Desde el teorema de Pitdgoras

El teorema de Pitagoras, desde una perspectiva didactica, alude un estatus teorico que
condiciona a los maestros en sus disefios de aula, por cuanto es fundamental considerar el
campo tedrico en el que da la proposicidn un estatus de teorema, el lugar curricular donde es
posible su elaboracién y finalmente el grado de confiabilidad que un individuo asigna a un
teorema de las matematicas y en particular de la geometria. En consecuencia, bajo el
enunciado fAteorema de Pit8§goraso se globalizan wun
misma nominacion hacen referencia a diferentes aspectos conceptuales en las matematicas, no

estan todos bajo el mismo estatus de teorema.

Por tal razén esta indagacion asumié desde los planteamientos de Le6n (2005), al considerar el
ATeorema de Pit8§gorasodo no como t e o piagordcasslLeamo , m§ s
identifica tres relaciones pitagéricas; la primera de ellas es la relacion pitagérica aritmética, la
cualsereferea | as ternas pitag-ricas, es decir tres nY
suma de los cuadrado de dos nimeros, dacomo resul tado el cuadrado de
segunda es la relacion pitagérica aritmo- geométrica, se refiere a la suma de los cuadrados de

las longitudes de todo triangulo rectangulo; y por ultimo la relacion pitagérica geométrica, la cual

se refiere a la suma de areas de los cuadrados que se forman con los catetos y la hipotenusa

de todo triangulo rectangulo.
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Con referencia al registro figural.

El registro figural permitié asumir procesos de visualizacion y de tratamientos figurales respecto
a la comparacion de areas en de figuras planas, lo cual fue un factor que trajo importantes
beneficios para los resultados de esta indagacion, es decir el reconocimiento de factores de
visibilidad, el cambio en la forma de ver las figuras, el reconocimiento dimensional, la
identificacion de caracteristicas y potencialidades del contorno de la figura, abri6 la posibilidad

de movilizar las formas de aprehension en los estudiantes.

En este sentido, la reconfiguracibn de registros figurales, las relaciones de
equidescomponibilidad y equicomplementariedad, ademas de los tratamientos heuristicamente
pertinentes son aspectos que estaban inmersos en las variables que se debian movilizar en el
proceso de la aproximacion a las relaciones pitagdrica. Por lo tanto, en la escolaridad debe ser
fortalecido este tipo de registro, es decir, que desde niveles de primaria se debe ensefiar a ver
lo que la figura por si sola no puede expresar, ensefiar los diferentes tipos de tratamientos

figurales que permiten.

El disefio didactico se estructurd sobre tres grupos de graficas, de manera que exigia usar el
registro figural como el registro principal. En la fase de pilotaje, se identifico la poca experiencia
gue tenian los estudiantes en el uso y tratamiento de este registro, lo cual hizo complejo el
disefio por factores externos a la indagacion, pero con el acompafiamiento del investigador se
establecieron algunas aproximaciones en cuanto a la forma de ver y tratar este registro de

representacion.

Una vez que los estudiantes se familiarizaran con este tipo de registro, usaron el registro figural
como registro principal, posteriormente se evidencié con mayor frecuencia en sus exploraciones
tratamientos y comportamientos esperados con respecto a la formulacién de relaciones que se
establecieron a partir de las subfiguras involucradas en cada grupo de figuras de las situaciones
implementadas, por su parte la visualizacion fue el factor determinantes y fundamental para la

vinculacion de relacion aditiva entre figuras.

Referente a la caracterizacion de las situaciones implementadas y la funcionalidad de las

representaciones.
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Las tres situaciones aplicadas estuvieron constituidas por una consigna, que demandé por parte
de los estudiantes una explicacion de los procedimientos efectuados en cada una de ellas. Los
propositos de este disefio apuntaron, de un lado, a identificar las formas de aprehension desde
la visualizacion de los registros figurales, para el caso de la relacion pitagorica, por lo cual se
hizo necesario brindar la funcionalidad a los dos registros de representacion, el de la lengua
natural y el registro figural de movilizar en los estudiantes aspectos heuristicamente pertinentes
y para ser analizados. Por otro lado, puede afirmarse que fue pertinente para la indagacion, por
cuanto las consignas y las representaciones figurales permitieron revelar factores determinantes
en la aproximacion de las relaciones pitagéricos, de manera que pudo consolidarse algunos
aspectos como un paso en el desarrollo de competencias en algunos de los diferentes registros

necesarios para aproximar conceptos geométricos.

La aplicacion de las situaciones que en esta indagaciébn se presentaros, requiere de un
acompafiamiento constante por parte del maestro, dado que la emergencia de los tratamientos,
elementos de visualizacibn y conversiones en los registros de representacion, no es
espontanea por parte de los estudiantes, lo cual implica que debe ensefiar a ver en el registro
figural y movilizar los diferentes tratamientos heuristicos que permite el registro figural.

5.4 Sugerencias y recomendaciones

Finalmente, el desarrollo de la indagacién, sus resultados y las conclusiones que se derivan de
este, permiten formular algunas recomendaciones para los maestros de matematicas y en
especial de geometria de educacién media, y llevar a este tipo de estrategia de trabajo al aula,
para que tomen en consideracion la funcién que cumple el registro figural y los procesos de

visualizacion.

U Es pertinente instaurar en las practicas de aula propuestas que permitan la articulacion
entre diferentes tipos de registros, debido a que, es a partir de esta coordinacién que se

inicia los procesos de objetivacion y comprension de los saberes matematicos.
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U Para la ensefianza de la geometria y el desarrollo de habilidades para el tratamiento figural
que apuntes al establecimiento de las relaciones pitagéricos u otras tematicas de la
educacion media, seria conveniente optar por ensefiar a ver en las figuras lo que no es
inmediatamente perceptible dentro del registro, iniciar a los estudiantes en los tratamientos
heuristicos que este permite, sin excluir de esta ensefianza el acompafiamiento discursivo
de lo que se ve en la figura, no solo desde la referencia sino de expansiones discursivas

generadas por un razonamiento deductivo y argumentativo.

i Se recomienda para el disefio de situaciones didacticas mecanismos que centren la
atencion en la formulacion de relaciones, estudiar los vinculos entre los tipos de registros y
los procesos de razonamiento asociados a su formulacién. En este caso, el factor
congruencia entre los registros de valor heuristico para las visualizaciones como los
figurales, y los registros que permiten el desarrollo de los razonamientos como el de la
lengua natural, son determinante para la identificacion de dichas relaciones. Si los registros

Nno son congruentes, se sugiere considerar mayor tiempo para la formulacién.

U Finalmente, si se va a implementar situaciones didacticas, se recomienda por parte de los
maestros tener una actitud de mediacion frente a las exploraciones heuristicas que realicen
los estudiantes, con respecto a los cambios de registros y a los procesos de razonamiento.
Un cambio de registro introduce otro sentido matematico a la proposicién o relaciéon en
estudio, es conveniente revisar el nivel de elaboracion de ese sentido, las habilidades de

los estudiantes para el uso de tratamientos y su articulacién al sentido en construccion.

La formacion de pensamiento matematico y en especial el geométrico en las instituciones
educativas es hoy dia un problema que involucra una serie de aspectos, que se deben de
identificar en la implementacién de este tipo de indagacion, al tiempo que los resultados de
indagacion de caracter didactico han permitido poner en evidencia que el problema de la
formacion de maestros es complejo y que los resultados de estudios de indole didactico, pocas
veces inciden de manera significativa en la ganancia de pensamiento matematico, ni de los
estudiantes ni de los profesores, lo que hace que esta transferencia de resultados siga siendo
un problema abierto, es por ello, que se llama la atencion al sistema educativo, dado que

permea los procesos de formacion maestros y los dilata con otros intereses.
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Desde mi formacion como licenciado en matematicas y profundizacion en estudios de
posgrados, he tenido la posibilidad de pensarme el problema de la educacion matemética
desde la perspectiva semiotica cognitiva, en ese transito he desvelado la importancia de tener
una formacion disciplinar consistente, tomar una posicion frente a los objetos matematicos y la
posibilidad de acceder a ellos, para asi tomar postura en el disefio de situaciones didacticas
gue realmente movilicen procesos de visualizacién, razonamiento y construccién de saberes

mediados por las representaciones y los tratamientos que estos posibilitan.

A partir de la confrontacidén tedrica de los datos surgieron algunos interrogantes que podrian
considerarse importantes para el desarrollo de otros trabajos de indagacion, entre ellos se

plantean los siguientes temas:

V ¢Qué procesos cognitivos se pueden movilizar en los estudiantes, cuando se
aproximan a la comprension del teorema de Pitagoras, a partir de comparacion de

areas, mediante registros figurales?

V  ¢Qué registros de representacion semidtica contribuyen en las actividades
cognitivas de tratamiento y conversibn que emplean los estudiantes en el

aprendizaje del concepto Teorema de Pitadgoras?

Este trabajo de indagacion puede aportar en la consolidacion de curriculos que consideren la
movilizacién de procesos cognitivos, donde el desarrollo del pensamiento espacial y sistemas
geométricos pueda darse desde la articulacion de diversos registros de representacion,

privilegiado la visualizacion como proceso aprehensivo.

Por dltimo, este trabajo de indagacion ha sido soci al i z a ¢l 8emiegario ee Innovacion
Académica para la Ensefianza-Aprendizaje de las Matematicas" que se realiz6 los dias 9y 10
de mayo del 2017 en la Universidad Nacional de Colombia sede Bogota, de igual forma se ha

enviado la propuesta para el ICME con la finalidad de socializar con otros maestros.
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ANEXOS
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ANEXO 1. (CAPITULO 3)
LAS SITUACIONES DIDACTICAS

COLEGIO LOS ANDES

LJNW};RSIDADN; %:K;A].mcommam EN PROCESO DE CERTIFICACION ‘MM
SEDE PALMRA ISO 9001-VERSION 2015

o B ~ SOBRE RAZONAMIENTO EN GEOMETRIA GRADO OCTAVO 1 —

OBJETIVO: Formular una relacion matematica a partir del analisis de figuras.

Tarea 1.

Situacion 1.

b) Visualice las figuras 1 (ABCD) y la figura 2 (EFGHIJKL), compare sus areas, de acuerdo
a las subfiguras y formule una relacion matematica que identifiques entre ellas. Explica
detalladamente tU respuesta.

Figural Figura 2
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COLEGIO LOS ANDES mm
Dt EN PROCESO DE CERTIFICACION
UNWERS:DADTE‘;EPE;?;. DE COLOMBIA ISO 9001'VERSION 2015 I
FaemippEneREL vannEmaey - SOBRE RAZONAMIENTO EN GEOMETRIA GRADO OCTAVO 1 PoPRTAN

OBJETIVO: Formular una relacion matematica a partir del analisis de figuras.

Situacion 2

a) Visualice las figuras 1y la figura 2, compare sus areas, de acuerdo a las subfiguras y
formule una relacién matematica que identifiques entre ellas. Explica detalladamente
td respuesta.

b) ¢La relacion formulada en esta oportunidad, es la misma que usted identificé para
las figuras presentado en la situacion 1? Justifica.

R
H J D N
A B C K L M

Figura 1 Figura 2
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: COLEGIO LOS ANDES
UNIVERSIDAD NACIONAL D coLOMBLA EN PROCESO DE CERTIFICACION
SEDE PALMIRA

FACULTAD DE INGENIERIA ¥ ADMINISTRACION I SO 900 1_VE RS I O N 20 15
SOBRE RAZONAMIENTO EN GEOMETRIA GRADO OCTAVO 1

OBJETIVO: Formular una relacion matematica a partir del analisis de figuras.

Situacion 3.

137

i@

c) Visualice y estudie la figura 1, formule la relaciébn matematica que identifiques entre las

areas de los cuadrados que se forman con los catetos del triangulo rectangulo y el

cuadrado que se forma con la hipotenusa. Explica detalladamente ti respuesta.

d) ¢La relacion formulada en esta oportunidad, es la misma que usted identificé para los

dos graficos presentados en las situaciones 1y 2?

Figura 1

ANEXO 2. (CAPITULO 3)
PROCEDIMIENTOS OBSERVADOS EN EL DESARROLLO
DE LAS SITUACIONES DE AULA APLICADAS
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Al ) - COLEGIO LOS ANDES
! EN PROCESO DE CERTIFICACION
NACIORAL : 1SO 9001-VERSION 2015 -
PACULTAD DE BNGEIERIA Y ADMDAITRACIHHC SOBRE RAZONAMIENTO EN GEOMETRIA GRADO OCTAYO 1

“x

OBJETIVO: Forlnﬁlz!t una relacién matematica a partir del andlisis de figuras.

. \ ““ Tarea 1. t{ P

“ ' Ssituacion 1. i
\ \ AN

a) Visualice las figuras 1 (ABCD) y la figura 2 (EFGHIJKL), compare sus éreas, de acuerdo

a las subfiguras y formule una relacion matemtica que identifiques entre ellas. Explica
detalladamente ti respuesta. \ . i

Figura 1

Figura 2

E)O(.UCigq

o Sgoo mlmers 1, W,ﬂ?
m’/’%/&%

2 | ‘ s T, o
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Anexo 3
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Anexo 4

s GOt (@tang Ac
iahek A COLEGIO LOS ANDES -
2138 . EN,PROCESO DE CERTIFICACION
_____ ) . 1SO 9001-VERSION 2015 et
LT SOBRE RAZONAMIENTO EN GEOMETRIA GRADO OCTAVO 1

OBJETIVO: Formular una relaciéon matemética a partir del analisis de ﬁgurds.

Tarea 1.

Situacioén 1.

@

a) Visualice las figuras 1 (ABCD) y la figura 2 (EFGHIJKL), compare sus 4reas, de acuerdo
a las subfiguras y formule una relacién matemética que identifiques entre ellas. Explica
detalladamente ti respuesta. .

Figura 1 A » Figura 2

+A hoger o omalona de la (gvia 1L(de sv areq), ¢ 4a
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Anexo 5
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Anexo 6

«
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| /150 9001-VERSION 2015
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Situacion 2. ¢ 3 k 1

a) Visualice las figuras. 1 y la figura 2, compare sus dreas, de acverdo a las subfiguras y formule

una relacion matemética que identifiques entre ellas. Explica detalladamente (i respuesta,

b) ¢La relacion formulada en esta oportunidad, es la mnsma que usted identifico para las

figuras presentado en Iz\ snuncmn 1? Justifica.
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Anexo 7
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. OBJETIVO: Formular una relacion matemdtica ‘a partir del anlisis e figuras,
41 Vi o
Tarea 1.

Situacion 2,

. "o
). Visualice las figuras' | y la figura 2, compare sus 4reas, de acuerdo a las subfiguras y formule

una relacién matemitica que identifiques entre cllas. Explica delalladamente (0 respuesta.

f'gums presentado en la situacién 12 Justifica.
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Anexo 8
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OBJETIVO: Formular una relacion matemdtica a partir del andlisis de figuras.
; .

Tarea 1.
Situncion 3.
,,a‘)/VisuaIicc y estudie la figura 1, formule la relacién matematica que identifiques entre las

dreas de los-cuadrados que se forman con los catetos del triangulo rectangulo y el cua(lmdo

que se forma con la hipotenusa, Explica detalladamente (0 respuesta.

/b‘f (La relacién formulndn en esta oportunidad, es la misma que usted 1(Icnl|ﬁco para’los dos

gr’lﬁcos presentados cn las situaciones 1y 2?
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Anexo 9



