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Resumen

El objetivo principal de este trabajo es estudiar las algebras de conglomerado, los
emparejamientos perfectos de una clase de grafos particulares, y las
diversas relaciones que existen entre estos dos temas. Para esto, se
introducen conceptos y resultados relacionados con la teoria de grafos y la teoria
de representacion de carcajes, los cuales son fundamentales para realizar un
estudio combinatorio y algebraico del tema. Posteriormente, se introduce el
concepto de algebras de conglomerado, y se presentan algunas de sus
aplicaciones, como lo son la construccién del carcaj de Auslander-Reiten,
sucesiones y ecuaciones diofanticas, y conteo de emparejamientos perfectos por
medio de fracciones continuas en grafos serpiente. Como resultado del estudio
previamente mencionado, se presenta la solucion de una ecuacion diofantica, el
conteo de emparejamientos en una familia de grafos, y la relacién entre
emparejamientos, caminos de Dyck, particiones, triangulaciones de poligonos
regulares y diamantes Aztecas. Por tdltimo, se presentan algunas conclusiones y
recomendaciones que serviran de base para definir un futuro trabajo de
investigacion.

Palabras clave: Emparejamiento perfecto, algebra de conglomerado,
carcaj de Auslander-Reiten, triangulacién, camino de Dyck, grafo serpiente,

fraccién continua, ecuacion diofantica.
Abstract

The main objective of this work is to study cluster algebras, perfect matchings
of a class of particular graphs, and the various relationships that exist between
these topics. In order to do this, concepts and results related to the theory of
graphs and the theory of representation of quivers are introduced, which are
fundamental to carry out a combinatorial and algebraic study of the subject.
Subsequently, the concept of cluster algebras is introduced, and some of its
applications are presented, such as the construction of the Auslander-Reiten
quiver, sequences and diophantine equations, and counting of perfect matchings
through continuous fractions in snake graphs. As a result of the previously
mentioned study, the solution of a diophantine equation, the counting of
matchings in a family of graphs, and the relationship between matchings, Dyck



paths, partitions, triangulations of regular polygons and Aztec diamonds are
presented. Finally, some conclusions and recommendations are presented that
will serve as a basis for defining future research work.

Keywords: Perfect matching, cluster algebra, Auslander-Reiten’s quiver,
triangulation, Dyck path, snake graph, continued fraction, diophantic

equation
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1 Introduccidn

Algunas de las investigaciones mas importantes de la matematica involucran
diversas areas de la misma. Este estudio desde distintos puntos de vista
incrementa notablemente las oportunidades de encontrar aplicaciones del tema
estudiado, y por supuesto, permite hacer conexiones de temas que en principio
no parecian tener relacion. En este caso particular, se observaran las relaciones
entre los emparejamientos perfectos de un grafo y las algebras de conglomerado,
y a lo largo del trabajo se usaran conceptos pertenecientes a distintas areas de la
matematica como la teoria de grafos, combinatoria, teoria de representacién de
carcajes y teoria de niimeros.

1.1. Emparejamientos perfectos

Un emparejamiento en un grafo es un subconjunto de aristas independientes,
es decir, que no tengan vértices en comun. Este objeto ha sido extensamente
estudiado por investigadores interesados en algunas areas de la matemaética y de
ciencias de la computaciéon. Lo anterior se debe a que, aunque tiene una definicion
tan sencilla, cuenta con diversas aplicaciones como lo son la coloracién de grafos,
redes de flujo, redes neuronales, entre muchas otras.

A pesar de los miultiples estudios existentes en este tema, aun hay bastantes
problemas abiertos concernientes a los emparejamientos. Por ejemplo, no ha sido
posible encontrar una férmula cerrada que brinde la cantidad de emparejamientos
en un grafo. En particular, no existe una férmula cerrada que indique el niimero de
emparejamientos perfectos m(G) en un grafo G' cualquiera. Sin embargo, existen
algunas aproximaciones asintéticas y algunos resultados exactos al considerar
algunas clases de grafos.

Por ejemplo, para los grafos completos K,, con una cantidad n par de vértices, se



1.2 Algebras de conglomerado

puede ver facilmente que
|
n!

SR

Kasteleyn en [13], mostré que, para un grafo ”cuadricula” G,,,, de tamano m X n,

)= (T (10 (72 200 ()

Por otra parte, Canakgi y Schiffler estudian en [19], [25] y [26] la nocién de grafo

se tiene

serpiente abstracto, y establecen interesantes relaciones con fracciones
continuas finitas e infinitas y los emparejamientos perfectos de los grafos serpiente,
encontrando que m(G) coincide con la fraccién continua asociada al grafo G.

1.2. Algebras de conglomerado

Las algebras de conglomerado fueron introducidas por Fomin y Zelevinsky en [10]
en el 2000. Estas fueron encontradas en el marco de investigacion que
concierne la positividad de los menores de una matriz y a las bases candnicas en
la teoria de Lie, desde entonces este tépico se ha convertido en una de las areas de
investigacion de mas dinamismo. Tal es la importancia lograda por este area que
la AMS le asigno el codigo 13F60 a las investigaciones que conciernen este topico.

Un algebra de conglomerado </ es una subdlgebra de un campo de funciones
racionales en NN variables xq,...,xy. & estd dada por un conjunto especifico
de generadores denominados variables de conglomerado, los cuales se pueden
construir recursivamente por un proceso de mutacion.

Desde su introduccion las algebras de conglomerado han sido fuente de muchos
problemas abiertos y conjeturas. Por ejemplo, encontrar formulas cerradas que
permitan el calculo directo de las variables de conglomerado es un problema
abierto en la investigacion de las dlgebras de conglomerado.

Por un lado, Fomin y Zelevinsky en [11] mostraron que las é&lgebras de
conglomerado de tipo finito se pueden clasificar por medio de los diagramas
de Dynkin. Adicional a eso, en [4] Caldero, Chapoton y Schiffler, relacionan las
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algebras de conglomerados y la teoria de la representacion mediante la
introduccién de categorias de conglomerados para el tipo A,,, y Schiffler en [19]
hace lo mismo para categorias de conglomerados para el tipo ID,. Dichas
relaciones permiten la construccion del carcaj de Auslander-Reiten por medio
de triangulaciones de poligonos y poligonos agujerados, obteniendo asi que el
numero de variables de conglomerado en el caso particular de las algebras del
tipo A,, corresponde a los nimeros de Catalan.

En 2002 Fomin y Zelevinsky probaron que toda variable de conglomerado es
un polinomio de Laurent en las variables iniciales x1, ...,z y y conjeturaron que
los coeficientes de estos polinomios son siempre positivos. La prueba de esta
conjetura la obtuvieron en el 2015 K. Lee y R. Schiffler [26]. En el 2018, Schiffler y
sus colaboradores han descrito interesantes relaciones entre algunas
ecuaciones diofanticas conocidas como ecuaciones de Markov cuyas soluciones se
llaman triplas de Markov y fracciones continuas con el ntmero de
emparejamientos perfectos en grafos serpiente.

En este trabajo se hard un estudio de los resultados encontrados en élgebras de
conglomerados, y se describirdn algunas de sus aplicaciones en distintos
campos de la matematica. En particular, se estudiaran los resultados encontrados
por Schiffler para grafos serpiente, y se usaran herramientas combinatorias para
estudiar emparejamientos perfectos en grafos cuadricula, y en un subconjunto
especial de esta clase de grafos conocida como grafos escalera. Adicionalmente,
se usara la teoria de dlgebras de conglomerado para la construccion del carcaj de
Auslander-Reiten para algebras de tipo finito A,,.
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En esta seccion se encuentran definiciones fundamentales que permitiran un
planteamiento adecuado de los objetivos general y especificos del proyecto. Los
conceptos fundamentales a los que se hard referencia son los de emparejamiento
perfecto, carcaj y dlgebras de conglomerado; ligados a estos conceptos se trataran
elementos de la combinatoria y de la teoria de representaciones de carcaj, como
lo son las triangulaciones de un poligono, grafos serpiente, fracciones continuas,
el carcaj de Auslander-Reiten, entre otros.

2.1. Conceptos basicos y notacién

2.1.1. Teoria de grafos

Definicién 2.1.1 ([22], p. 655). Un grafo no dirigido (o simplemente grafo)
G, consiste de un conjunto no vacio de elementos V(G) llamados vértices, un
conjunto de elementos E(G) llamados aristas, y una funcién

0 ()

que asigna a cada arista e un 2-multiconjunto {u,v} de V(G).

Si u,v € V(G) y ¢e) = {u,v} € E(G), entonces se dice que los vértices u y v
son adyacentes y, que tanto u y {u,v} como v y {u,v} son incidentes. Dos aristas
que comparten un vértice también se dicen adyacentes.

Definicién 2.1.2 ([1], p. 47). Sea G = (V, E)) un grafo con |V| =nysea S C F.
Se dice que S es un emparejamiento en G (también conocido como conjunto
de aristas independiente), si dichas aristas no tienen vértices en comin. Si cada
vértice en G es incidente a una arista de S, entonces S es un emparejamiento
perfecto y [S] = 3.
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Definicién 2.1.3 ([22], p. 655). Un grafo dirigido (o digrafo) D, consiste de
un conjunto de vértices V' (D), un conjunto de flechas F(D), y una funcién

¢: E(G) — V(G) x V(G)

que asigna a cada flecha e una pareja ordenada (u,v), es decir, D es un digrafo
si D es un grafo cuyas aristas tienen una direccion asignada.

Si no hay confusién, los vértices y aristas (flechas) de un grafo (digrafo), se notaréan
simplemente como V' y E respectivamente.

Definicién 2.1.4 ([16], p. 14). Si (u,v) € E es una flecha en D, entonces se dird
que u es predecesor directo de v, y que v es sucesor directo de u. Si w € V
es un vértice en D, P, denotara el conjunto de predecesores directos de w, y Sy,
el conjunto de sucesores directos de w.

Esta notaciéon para los conjuntos de predecesores y sucesores directos de un vértice
sera bastante 1util para definir la mutacién en carcajes més adelante.

Definicién 2.1.5 ([22], p. 655). Sea D un digrafo. Un camino de longitud & del
vértice u al vértice v es una secuencia voe1vi€2vs . .. e v, tal que v; € V, e; € F,
para todo i € [k], vo = u, v, = v, y cualesquiera dos elementos consecutivos en la
secuencia son incidentes. Un camino de longitud k es un k-ciclo si k£ > 1 y todos
los v;’s son distintos, excepto para vy = v,,.

Un digrafo D es aciclico si no contiene ciclos. Usualmente, se trabaja con grafos
finitos, pero también se puede trabajar con aquellos que sean infinitos mientras
que sean localmente finitos, es decir, para todo u,v € V, hay un nimero finito
de caminos entre u y v.

Definicién 2.1.6 ([22], p. 655). Dos vértices estdn conectados si existe un
camino que vaya de uno a otro, de lo contrario estardn desconectados. Un grafo
es conectado si para todo u,v € V| u y v estan conectados.

Una clase particular de caminos que se tratan bastante en este trabajo son los
caminos reticulares, puesto que hay dos ejemplos que guardan una
interesante conexion con las triangulaciones de un poligono regular y
emparejamientos perfectos.
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Definicién 2.1.7 ([22], p. 28). Sea S un subconjunto de Z¢. Un camino
reticular L en Z¢ de longitud k con pasos en S es una sucesién vy, vy, - - - , vy € Z4
tal que cada diferencia consecutiva v; — v;_; vive en S. Se dice que L comienza
en vy y finaliza en vy.

Ejemplo 2.1.8 (Caminos de Dyck, [21], Corolario 6.2.3). Son caminos reticulares
en Z? que comienzan en (0,0) y finalizan en (2n,0), donde S = {(1,1),(1,—1)} y
tales que no pasan por debajo del eje x. El conjunto de caminos de Dyck con las
anteriores especificaciones se denota por D,,. Los siguientes 5 caminos reticulares

/N
SN NN
/ N /! N

/N /N
NN NN

conforman Dj

NN

Los caminos de Dyck también se pueden describir como caminos reticulares que
inician en (0,0) y finalizan en (n,n) usando pasos S = {(0,1),(1,0)}, de tal
manera que estos no pasen por debajo de la diagonal y = x. Teniendo en cuenta
esto, D3 se puede ver como

T _
T T
T T

T ]
J T
T T
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Ejemplo 2.1.9 (Caminos de Schroder, [6], p. 2). Son caminos reticulares en Z?
que comienzan en (0,0) y finalizan en (2n,0), donde S = {(1,1),(1,—1),(2,0)}
y tales que no pasan por debajo del eje x. S,, denota el conjunto de caminos de
Schroder. Los siguientes 6 caminos reticulares conforman Sy

N\
SN I VAN

N\ NN N

Al igual que en los caminos de Dyck, los caminos de Schroder también se pueden

ver como caminos reticulares que inician en (0,0) y finalizan en (n,n) usando
pasos S = {(0,1),(1,0),(1,1)}, de tal manera que estos no pasen por debajo de
la diagonal y = x. Asi, Sy también se puede ver como

2.1.2. Nudameros de Catalan y lema de Lindstrom - Gessel -
Viennot

La sucesion de nimeros de Catalan es una de las mas conocidas e importantes de
la combinatoria, puesto a que ha sido estudiada desde muchos puntos de vista,
a tal punto que, en este momento se encuentra asociada a mas de 200 objetos
combinatorios distintos, ver [23]. Dicha sucesién aparece en la OEIS como la
A000108, y se describe recursivamente de la siguiente manera:

Co = 1, Cn—i—l = Z CZCn_i, con n Z O,

=0
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adicionalmente, una férmula cerrada para esta viene dada por:

1 2
C, = <n>’ con n > 0.
n+1\n

Stanley en [21, Corolario 6.2.3] enuncia algunos objetos contados por esta

sucesion, dentro de los cuales se destacan aqui:
= Las triangulaciones de un poligono convexo,
= Los arboles binarios,
= Los caminos de Dyck.

Anteriormente, ya se definieron los caminos de Dyck, ahora, se va a definir las
triangulaciones 7" de un poligono regular (basta con que el poligono sea convexo)
con n vértices P,.

Definicién 2.1.10 ([16], p. 19). Un segmento de linea que une dos vértices
diferentes no consecutivos de P, sera una diagonal. Si d; y ds son dos
diagonales de P,, se dird que ellas se cruzan si su interseccion esta en el
interior de P,. Una triangulacién de P, es una coleccién de diagonales que
no se cruzan y que dividen al poligono en triangulos.

Proposicién 2.1.11. Una triangulacion de P, 3 contiene n diagonales y divide
al poligono en n + 1 tridngulos.

Demostracion. (Induccién sobre n) El poligono P3 corresponde a un triangulo, el
cual claramente tiene 0 diagonales. Se supone verdadero para n = k, esto es, P13
contiene k diagonales y k + 1 tridngulos. En P4 se etiqueta cada vértice con
[k + 4] en el orden usual en contra de las manecillas del reloj. De esta manera, si
se traza la diagonal d correspondiente a los vértices t y ¢t + 2, para algin t € N
médulo k+4, P4 queda dividido en un poligono P, 3 y un triangulo A formado
por los vértices ¢, t + 1 y t + 2. Por hipétesis de induccién, Pj.3 contiene k
diagonales {dy, ..., d;} y divide al poligono en k+1 tridngulos {Ao, ..., Az}, por
lo tanto, Pyy4 tiene k + 1 diagonales {d, dy, ...,dy} y divide al poligono en k + 2
tridngulos {A, Ay, ..., Ax}
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t+2

t t+1
[l

Proposicién 2.1.12 ([16], Proposicién 2.2.13). El nimero de triangulaciones de
un poligono reqular P, 3 estd dado por el nimero de Cataldn Ci, 1.

En este trabajo se usan tnicamente las triangulaciones de un poligono regular y
los caminos de Dyck. La razén para mencionar los arboles binarios radica en que,
para mostrar que las triangulaciones estan en biyeccion con los caminos de Dyck,
se debe mostrar que estas estan en biyeccion con los arboles y a su vez, estos
estdn en biyeccién con los caminos. Como resultado importante de este trabajo
de investigacién, se encuentra un nuevo algoritmo para ver dicha biyeccion sin
necesidad de usar los arboles binarios.

Matrices de Hankel y matrices de caminos

Un problema bastante conocido dentro del algebra lineal es el estudio de las
matrices de Hankel, las cuales son matrices B = (b; j)nxn tales que, parai < j,
se tiene que b; j = b4y j_k, para todo k € [j—i]. En combinatoria especificamente,
se estudian matrices de Hankel asociadas a una sucesién & = {b, }nen, las cuales
se definen en [1, p.53] como

bo b1 - by by by - by
m(#) = 7 y H(2z)=| 7 "
bn—l bn e b2n—2 bn bn—l—l e b2n—l

En particular, las matrices de Hankel asociadas a la sucesiéon de los nimeros
de Catalan cumplen una propiedad interesante con respecto a su determinante,
la cual se puede derivar haciendo uso de un lema conocido por el nombre de
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Lindstrom-Gessel-Viennot. Para ello, primero se define el concepto de ruta y de
la matriz de caminos.

Definicién 2.1.13 ([12], p. 1). Sea G = (V, E)) un grafo dirigido y sea n € N. Un

n-vértice s = (s1,...,5,) de G es una n—tupla donde s; € V, para todo i € [n].
Sis=(s1,...,8,) yt=(t1,...,t,) son n-vértices de G, se define un n—camino
desde s hasta t como A = (A;,..., A,), donde A; es un camino de s; hasta ;.

Si para 1 < 7,5 < n, los caminos A; y A; no tienen vértices en comun, se dice
que son caminos vértice-disjuntos. Se dice ademdas que A = (Ay,..., A,) es
una n—ruta si para todo i # 7, se tiene que A; y A; son vértice-disjuntos.

Definicién 2.1.14 ([12], p. 1). La matriz de caminos M = (m;;)i<; j<n entre
dos n—vectores s = (s1,...,8,) y t = (t1,...,t,) es tal que

m; ; = #{Caminos de s; hasta t;}.

Lema 2.1.15 (Lema de Lindstrom-Gessel-Viennot, [12], Teorema 1). Sea G un
grafo dirigido y aciclico, y sean s = (81,...,8,) yt = (t1,...,t,) dos n—vectores
de G, se tiene que

det M = #{A: Aesn—rutadesat},
donde M es la matriz de caminos entre s y t.

Ejemplo 2.1.16 (Determinante de Catalan, [1], p. 53). Dado el siguiente grafo
con n—vértices s = (S1,...,8,) vt = (t1,...,tn),

e
/

Sn
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Se puede observar que los caminos de s; hasta t; son caminos de Dyck, asi que
se pueden describir por medio de los nimeros de Catalan:

» Ahora, si el vértice sy se fija como la coordenada (0, 0), entonces el vértice
t; se encuentra en la coordenada (i + 1,7 4 1), por lo tanto la cantidad de
caminos de s hasta t; es Cj,1, para todo i € [n].

» En general, si el vértice s; es la coordenada (0,0), entonces el vértice ¢; se
encuentra en la coordenada (i +j — 1,4+ j — 1), por lo cual el nimero de
caminos de s; hasta t; es Cj1;_1, para todo ¢ € [n].

De esta manera, la matriz de caminos del grafo es (m;;), donde m; ; = Citj_1,
la cual no es mds que la matriz de Hankel H) (C) asociada a la sucesién C' de los
nimeros de Catalan. Se observa que la tinica n—ruta es la siguiente,

S1

Sn

Por lo tanto, haciendo uso del Lema 2.1.15, se concluye que

Ol 02 Ce Cn
detHy(C)=| " 7 =1
Cn C(n—&—l e CV2n—1

De manera similar, con base en el mismo grafo pero tomando los n—vértices de
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manera que s; = tq, se obtiene como matriz de caminos H,(C'), luego

Co C1 -+ Cuy
Cl 02 Ce Cn
det H,(C) = ) ) ) =1
Cn—l Cn e OQn—Z

2.2. Carcaj

Un carcaj en la teoria de la representacion es lo que se denomind anteriormente
como un grafo dirigido. Teniendo en cuenta lo anterior, ; por qué usar otro nombre
para algo que ya estaba definido y, ademas, que ya es bastante conocido por su
nombre inicial?

Pues bien, este nuevo nombre se debe al matematico francés, Peter Gabriel, quien
sugirio el término de carcaj en vez de grafo, debido a que la ultima palabra tiene
bastantes conceptos relacionados a ella y en muchas areas de la matemaética. De
esta manera, el término nacio para indicar que se esta estudiando las representa-
ciones de este objeto.

2.2.1. Carcaj y algebra de caminos

Definicién 2.2.1 ([20], Definicién 1.1.). Un carcaj @ = (Qo, Q1, s, t) consiste de:
un conjunto de vértices (Jy, un conjunto de flechas ()1, una aplicacién s : Q1 — Qg
tal que a cada flecha le asigna su vértice inicial y, una aplicacion t : Q1 — Qo tal
que a cada flecha le asigna su vértice terminal.

Ejemplo 2.2.2 (Carcaj linealmente orientado del tipo A, ). Este carcaj es tal
que Qo=nlyQ1={a;:i—i+1 | ien—1|}

[0} Qn—2

n

Ejemplo 2.2.3 (Carcaj linealmente orientado del tipo D,,). Este carcaj es tal
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que Qo =[n|y Qi ={{a;:i—i+1 ]| i€n-2]}U{a,:n—2—n}

n—1

Qnp—2

Dado un carcaj @, se llama carcaj subyacente Q de Q, al grafo determinado
por el carcaj (), es decir, no se considera la direccién de las fechas. En teoria
de representaciones, los carcajes que tienen asociado un cierto grafo subyacente
en comun, cumplen propiedades interesantes, algunas de las cuales se mencionan
méas adelante.

Definicién 2.2.4 ([2], p. 252). Dados m > 1y n > 4, algunos de los diagramas
de Dynkin se definen como

An =0 O-=--=--- Oo——oO
D,=  >O0——O0O------ o——o0
Eg= O O
E;= 0 O
Eg= 0O O

Un concepto muy importante para la aplicacion en ecuaciones diofanticas es el
de isomorfismo de carcajes, el cual se enuncia formalmente a continuacion.
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Definicién 2.2.5 ([16], Definicién 2.1.2). Sean Q = (Qo, @1, s,1) y Q' = (@}, Q}, ', ')

dos carcajes. Se dice que () y @)’ son isomorfos si existe un par de aplicaciones
biyectivas

f03Q0—>Q6 y fi:Q1— Q)

tales que los siguientes diagramas conmutan

1 . Qo 1 : Qo
f1 fo fi fo.
G h—

Definicién 2.2.6 ([2], p. 42). Un camino p de i a j de longitud I > 1 es
una sucesién finita de flechas «; € ()1 concatenadas, para i € [l], notado por
p = (i|lag, a9, - ,q|7), y para el cual se cumple que

Si s(p) = t(p), se dice que p es un I-ciclo orientado. Los ciclos de longitud 1 se
llaman lazos o bucles.

Si un carcaj no contiene ciclos orientados se llamara aciclico. A partir de la
definicién es claro que un carcaj no puede ser aciclico si contiene un bucle.
Ademas, un carcaj aciclico contiene un nimero finito de caminos.

Definicién 2.2.7 ([2], Definicién 2.3). Una relacién o en un carcaj ) sobre un
campo k es una combinacion lineal o = a1p,+- - -+a,p,, de caminos p; con a; € k,
para todo i € [n], para la cual se tiene que s(py) = -+ = s(pn), t(p1) = - -~ = t(pn)
y l(p;) es al menos 2, para cada p;.
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Ejemplo 2.2.8. El siguiente carcaj es aciclico:

Se observa que Qo = {1,2,3,4} y Q1 = {«, 3,7, 0}. Adicionalmente, existen dos
caminos del vértice 1 al vértice 4, estos son p1 = (1]7,9]4) y p2 = (1|e, B]4),
ambos de longitud [ = 2. Una posible relacién en @ es p = {af — vd}.

Definicién 2.2.9 ([2], p. 43). Sea Q un carcaj y sea i € Q. Se define e; como el
camino trivial (i||i) de longitud 0 asociado al vértice i € Q.

Sipr = (ilag, a9, ... 0])) v p2 = (], b, ..., al]j") son dos caminos de @, se
define la siguiente operacion:

- (tlag, g, ..., ap, af, by, .o akld’), sit(pr) = s(p2) =7
1" D2 = '
0, si t(p1) # s(p2)

Definicién 2.2.10 ([2], Definicién 1.2). Dado un carcaj @) se llama k-dlgebra
de caminos de @), y se denota por k@), al k-espacio vectorial que tiene como
base todos los caminos de longitud [ > 0 de @) junto con la operacién definida
anteriormente.

Si kQ); es el subespacio vectorial de k() generado por el conjunto de todos los
caminos de longitud [, entonces k@) se puede ver como una descomposicién en
suma directa de la siguiente manera

kQ=kQo®kQ1®kQo® - ®kQ & -

Adicionalmente, como para todo n,m > 0, el producto de un camino de longitud
n por uno de longitud m, o es cero o es un camino de longitud n 4+ m, entonces
kQ es una k—4élgebra graduada, lo cual quiere decir que, (kQ,)(kQm) C kQunim.
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Ejemplo 2.2.11. El espacio vectorial k() asociado al carcaj mostrado en el
ejemplo 2.2.8 tiene por base al conjunto {ej,es,e3,e4, v, 5,7,9,af,7d}, por lo
cual dimy £Q) = 10. Adicionalmente,

kQ = kQo ® kQq ® kQ-.

Esta relacién vista anteriormente entre las k-algebras y los carcajes, es
considerada como el paso inicial de la teoria de representaciones de &algebras
asociativas.

2.2.2. Teoria de representacion de carcajes

Definicién 2.2.12 ([20], Definicién 1.2). Una representacion M = (M;, ¢, ) de
un carcaj (), es una coleccion de k-espacios vectoriales M;, uno por cada vértice
i € (Qo, y una coleccién de transformaciones lineales ¢, : Mgy — My(q), una por
cada flecha o € ;.

Una representacién M se dice finito-dimensional si cada espacio vectorial M; es
finito-dimensional. En este caso, el vector dimensién dim M de M es el vector
(dim M;);cq, de las dimensiones de los espacios vectoriales.

Definicién 2.2.13 ([20], Definicién 1.3). Sea @ un carcaj y sean M = (M;, ¢,)
y M' = (M], ) representaciones de (). Un morfismo de representaciones f :
M — M’ es una coleccion (f;)ieq, de aplicaciones lineales

tal que para cada flecha o : ¢ — j en (), el siguiente diagrama conmuta

J

fi fi
! /

Un morfismo f = (fi)iecg : M — N es un isomorfismo si cada f; es biyectivo.
La clase de todas las representaciones que son isomorfas a una representacién M
se denomina isoclase de M.
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Dado un carcaj @, se define la categoria rep (@, formada por las
representaciones de dimensién finita de (@ junto con los morfismos de
representaciones, y la operacién entre morfismos para M, M', M" € Ob(rep Q),
feMor(M,M")y ge Mor(M', M"), definida por
Mor(M,M") x Mor(M', M") — Mor(M, M")
(fs9) > go f=(gio fi)icq,

donde f; : M; — M|y g; : M — M. Ademss, i,y € Mor(M,M) es la
coleccién (idyy, )i, -

Definicién 2.2.14 ([20], Definicién 1.4). Dadas dos representaciones de (@,
M = (M;, ) y M' = (M], ), se define la representacién suma directa como

M@M’_<Mi@M;,V“ OD
0 o 4
a 1€Q0,€Q1

Ademas, si M; € rep @ parai € [k], la suma directa se define de manera recursiva
como

M @My @ @M1 & My= (M SM® - O My_1) D M.

Definicién 2.2.15 ([20], Definicién 1.5). Una representacién M € rep @ se dice
indescomponible si M # 0y M no puede ser escrita como suma directa de dos
representaciones no nulas.

Teniendo en cuenta lo anterior, el objetivo de la teoria de representaciones es
clasificar las representaciones y morfismos de representaciones de un carcaj Q).
Para esto, basta con estudiar las representaciones indescomponibles y morfismos
irreducibles.

Proposicién 2.2.16 (Teorema de Krull-Schmidt, [20], Teorema 1.2). Sea Q un
carcaj y sea M € rep Q). Entonces

M=M®M®---®M,

donde M; € rep () son indescomponibles y unicos salvo por orden.
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Adicional a las representaciones irreducibles, se tienen tres tipos de
representaciones de gran importancia y las cuales son andlogas a los médulos
simples, proyectivos e inyectivos en un algebra.

Definicién 2.2.17 ([20], pp. 36-37). Sea () un carcaj sin ciclos orientados y sea
i € Qp.

a) Se define la representacién simple sobre el vértice i como
S(Z) = (S(i)j’ ‘Pa)jEQo,aeQn donde

_ kosii=j,
S(Z)j:{ /

0 e.o.c

Yo =0, para toda o€ @

b) La representacién proyectiva sobre el vértice ¢ se denota por
P<Z) - (P(Z)J7 @a)jEQo,OzEQU donde

» P(i); es el k—espacio vectorial cuya base es el conjunto de todos los
caminos de ¢ a J.

» Sio:j —> [ es una flecha en @, entonces p, : P(i); — P(i); es la
aplicacién lineal definida sobre la base de P(i);, tal que a cada camino
de 7 a j lo compone con la flecha o : 7 — [.

c) La representacién inyectiva sobre el vértice i, I1(i) = (1(7);, a)jc0o.ac01 >
es tal que

» [(i); es el k—espacio vectorial cuya base es el conjunto de todos los
caminos en () de j a 1.

» Sia:j — [ es una flecha en @), entonces ¢, : I(i); — I(i); es la
aplicacion lineal definida sobre la base de I(i);, tal que a cada camino

c = (j|B1, Ba, - - ., Bsli) le asigna el camino p,(c) = (I|B2,..., 51 = «, o
©va(c) =0, en otro caso.

Como se coment6 anteriormente, se busca caracterizar las representaciones
indescomponibles y los morfismos irreducibles, y para esto, se ha definido un
nuevo carcaj construido a partir del original, llamado el carcaj de Auslander-
Reiten.
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Definicién 2.2.18 (]20], p. 24). Sea @ un carcaj. El carcaj de Auslander-
Reiten de ) es un nuevo carcaj ['Q)Q cuyos vértices son las isoclases de
representaciones indescomponibles y cuyas flechas son morfismos irreducibles.

Existe varias formas de construir el carcaj de Auslander-Reiten, una de ellas
se conoce como ~algoritmo de tejimiento” pues se construyen mallas de manera
recursiva.

Algoritmo 2.2.19 (Carcaj de Auslander-Reiten, [20], p. 70). Sea Q un carcaj.

1. Para comenzar, se debe calcular las representaciones proyectivas
imdescomponibles.

2. S8ij — i es una flecha en @1, dibujar una flecha P(i) — P(j) de tal
manera que P(i) y P(j) queden en un nivel diferente.

3. Construir una malla tomando como referencia uno de los siguientes tres
casos

a)

aN
\M/

en donde, dim L + dim 7= 'L = dim M, + dim M,

b)

M,

M1 Ml

/! N

L ————— > L T_IL
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de tal manera que, dim L + dim 7~ 'L = dim M,

4. Repetir el paso 3 hasta obtener algun entero negativo en el vector de
dimension.

Ejemplo 2.2.20. Dado el carcaj linealmente orientado Aj

Ay =1 2 3

Sus representaciones proyectivas y sus respectivos vectores dimensién son

Pl)=k—k— k=111
P(2)=0—k — k=011
P(3)=0— 0 — k=001

Debido a que hay una flecha del vértice 1 al 2, y del 2 al 3, entonces se tienen
flechas de P(3) a P(2), y de P(2) a P(1). Aplicando el paso 3b se tiene

111 111

e e

orr === - > 011

e e

001 001 010

/

Ahora, para la siguiente malla se tiene el caso 3a

111 111

\
\
/

orr - ===- > 011 110

\
/
N\
/
N\

001 010 001 010

Por 1ltimo, se aplica de nuevo el paso 3b, obteniendo para Ajs el carcaj de
Auslander-Reiten mostrado a la derecha
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7N

Ejemplo 2.2.21. Considérese ahora el carcaj Ay

/111\ / \
011 /110 ————— > 011 110
010

001

Sus representaciones proyectivas son

k<+—0<+—0— 0=1000

P(1
P2)=k<+—k+—0—0=1100
PB)=k+—k+—k—k=1111
P(4)=0+¢—0+— 0 — k= 0001

Debido a que hay una flecha del vértice 2 al 1, del 3 al 2 y del 3 al 4, entonces se
tienen flechas de P(1) a P(2), de P(2) a P(3) y de P(4) a P(3), como se muestra

a continuacion

1000

N

1100

1111

e

0001

Aplicando el paso 3 de manera recursiva se obtiene el siguiente carcaj de Auslander-
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Reiten
1000 0100 0011
1100 0111 0010
1111 0110
0001 1110

Nota 2.2.22. Algunos autores hacen uso de una notacién abreviada para las

representaciones. Si () es un carcaj, @)y = [n] es su conjunto de vértices vy,
M = (M;, ¢,) es una representacién indescomponible de @) para la cual se
tiene el vector dimensién dim M = (dy,ds,...,d,). Se representa a M usando

los digitos 7 € [n] de tal manera que ¢ aparece exactamente d; veces. Ademads, se
organizan los digitos de tal manera que si hay una flecha a : ¢ — j y su respectivo
morfismo asociado ¢, : M; — M; es no nulo, entonces el digito i se coloca arriba
del digito j.

Ejemplo 2.2.23. El carcaj de Auslander-Reiten asociado al carcaj linealmen-
te orientado Aj visto en el ejemplo 2.2.20 se puede representar también de la
siguiente manera

1
2
3
2 T > 1
2
SN SN
3 e------ > 2 aee--e- - 1

Ejemplo 2.2.24. El carcaj de Auslander-Reiten asociado mostrado en el ejemplo
2.2.21 se puede representar como
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N SN S
NS\
AN

1

Definicién 2.2.25 (]20], p. 82). Una k-édlgebra A de dimensién finita se dice que
es de tipo representacion finito si el niumero de clases de isomorfismo de los
A-modulos indescomponibles de dimension finita es finito. Una k-adlgebra A de
tipo representacién infinito es aquella que no es de tipo representacién finito.

Teniendo en cuenta lo anterior, se tiene el siguiente criterio que caracteriza los
carcajes de tipo de representacion finita:

Proposicién 2.2.26 (Teorema de Gabriel. Parte 1, [20], Teorema 3.1). Un carcaj
conectado es de tipo representacion finita si y solo si su grdfica subyacente es uno
de los diagramas de Dynkin de tipo A, D o E.

2.3. Algebras de conglomerado

Las algebras de conglomerado fueron introducidas de manera combinatoria como
un anillo conmutativo con un conjunto de generadores y relaciones. Aunque puede
haber infinitos generadores y relaciones, todos se pueden obtener de un nimero
finito de ellos mediante un procedimiento inductivo llamado mutacion.

2.3.1. Mutacion

En esta seccion se presentan dos conceptos de vital importancia en la construccion
combinatoria de las algebras de conglomerado, estos son la mutacién de matrices
antisimétricas y la mutacion de carcajes.
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Mutacion de matrices

Definicién 2.3.1 ([16], Definicién 2.2.14). Sea n € N y k € [n]. Suponga que
B = (bij)1<i,j<n € M,,(Z) es una matriz antisimétrica. La mutacion de B sobre k
es la matriz i (B) = (b};)1<ij<n € My(Z) donde

b’—{_b” sii=k o j=k
K bij + sgn(bix) [birbr],. e.0.c.

Ejemplo 2.3.2. Sea B = (% ). La mutacién de B con respecto a k = 1 cambia

el signo de las entradas de la matriz que tienen en alguno de sus subindices a
/

k =1, luego, bj; = 0, bjs = 1y byy = —1 se cambian por bj; =0, b}, = -1y
by, = 1. Para byy = 0, se aplica la segunda regla de mutacién, luego

byy = 0+ sgn(bar)[barbro]+ = —[(=1)(1)]+ = —mdx{0, =1} = 0.

Por lo anterior, se obtiene

0 —1
B) =
p(B) (1 0 )
Se tiene la siguiente definicion alterna para la mutaciéon de matrices

Definicién 2.3.3 ([10], Definicién 4.2). La mutacién de B sobre k se define como
la matriz Mk(B) = (b;')lgi,jgn S Mn(Z) donde

J

b/“:{_bij sii=k o j=k
Y bij + 5 (|bir|brj + bik|brs|)  e.o.c.

Ejemplo 2.3.4. Dada la matriz

0o 1 -1
B=|-1 0 1],
1 -1
encontremos la mutaciéon de B sobre 1. Por ejemplo, se tiene que b}, = —1 porque

se tendria el caso i = k. Por otra parte,

1 1
bys = bas + §(|b21|613 + bor|bi3|) = 1 + 5(’ —1|(=1) + (=1)] = 1]) = 0.
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Haciendo un procedimiento similar para las otras entradas de a matriz B se

obtiene
0 -1 1
mBR)=(1 0 0
-1 0 0

Nota 2.3.5. Es importante observar que en ningin momento se uso el hecho
de que la matriz B es antisimétrica, aun asi, se puede notar que las matrices
de mutacién obtenidas resultaron de nuevo antisimétricas. En este sentido, la
condicion de antisimetria se parece estar heredando. Mas adelante, al definir la
mutacién para carcajes, se vera la razon por la cual se toman estas matrices en
especifico.

Mutacion de carcajes

De manera muy natural, a cada carcaj se asocian dos matrices cuadradas. A
partir de ellas se puede obtener bastantes propiedades, y en este caso particular,
se puede vislumbrar un proceso de mutacion para los carcajes.

Definicién 2.3.6 ([16], Definicién 2.1.11). Sea @ = (Qo, @1, s,t) un carcaj con
|Qo| = n. Se pueden definir 2 matrices de adyacencia de @ de la siguiente manera:

» (Matriz de adyacencia) A = A(Q) = (a;j)ijeq, donde a;; es el nimero de
flechas i — 7.

» (Matriz de adyacencia signada) B = B(Q) = (b;;)ijeq, donde b;; = a;; —a;;.

Se puede observar facilmente de la definicién que B es una matriz antisimétrica,
de aqui que la mutaciéon de matrices descrita anteriormente estuviese enfocada
en este conjunto particular de matrices. Veamos mediante algunos ejemplos, la
manera en la cual se ven afectados los carcajes bajo la mutacién de su matriz de
adyacencia signada asociada.

Ejemplo 2.3.7. Para el siguiente carcaj,

A2:1

aa = (3 o) v s =(0 )

Por el ejemplo 2.3.2, se tiene que la mutacién de B(A3) con respecto a 1 es

se tiene
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B = (° 1)

cuyo carcaj asociado, el cual denotaremos por p;(As), es:

pi(Az) = 1 2

Ejemplo 2.3.8. Sea () el carcaj mostrado a continuacion:

1
Q:
2———m 3
entonces,
010 0 1 -1
AQ) =10 0 1 y B@Q=1-1 0 1
1 00 1 -1 0

Por el ejemplo 2.3.4 se tiene el siguiente carcaj

1
M1(Q) = / \
2 3

Nota 2.3.9. De los anteriores ejemplos se podria decir que la mutacién de un
carcaj con respecto al vértice k invierte las flechas incidentes a este vértice. Pero
no solo realiza este cambio, pues en el segundo ejemplo se observa que la flecha
(2,3) no se ha remplazado por ninguna otra.

En realidad, hay 3 pasos para encontrar la mutacién de un carcaj () con respecto a
uno de sus vértices k, sin necesidad de tener que recurrir a su matriz de adyacencia
signada. Este algoritmo se encuentra en [9] descrito de la siguiente manera:
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1. La orientacion de todas las flechas en () incidentes a k se invierte.
2. Se agrega una flecha ¢ — j por cada camino i — k — j existente en Q).
3. Finalmente, se borran cada par de flechas opuestas (2-ciclos).

Veamos un ejemplo aplicando estas tres reglas, y posteriormente, se definird de
manera formal la mutacion para un carcaj.

Ejemplo 2.3.10. Sea () el siguiente carcaj

Calculemos dos mutaciones consecutivas, esto es:

» Mutacién de @ con respecto al vértice 2, us(Q):

1. Primero, se cambia la orientacién de todas las flechas en () incidentes
al vértice 2.

2. Se agrega la flecha 1 — 4 debido a que en @ se tiene el camino
1—2—74
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3. Finalmente, se borran cada par de flechas opuestas, pero como no se
tienen 2—ciclos en el carcaj del paso 2, entonces p2(Q) queda tal cual
esta en el anterior paso.

» Ahora, se realizard la mutacién de ps(@Q) con respecto al vértice 4, iy (p2(Q))

1. Se cambia la orientacion de todas las flechas en p2(Q) incidentes a 4.

|

2———14

2. Se agregan las flechas 1 — 2 y 3 — 2, debido a que en uy(Q) se
tienen los caminos 1 — 4 — 2y 3 — 4 — 2, respectivamente.

|

2——14

3. Finalmente, se borran cada par de flechas opuestas, en este caso las
flechas entre los vértices 1 y 2.

pap2(Q)) =

2——14

Equivalencia entre mutacion de matrices y de carcajes

El algoritmo visto anteriormente es descrito en [16] de manera mds formal para
un carcaj @ = (Qo, @1, s,t) sin bucles ni 2-ciclos y k € (. Dicha mutacién de
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carcajes se define con ayuda de los siguientes conjuntos:
S(k) = {o € Qils(a) = k},

T(k) ={a € Q1|t(a) = k},
A(k) ={a € Q1]s(a) € Py, t(a) € Sk} U{a € Q1]s(a) € Sk, t(a) € Py}.

De manera informal, S(k) es el conjunto de flechas que inician en el vértice k,
T'(k) es el conjunto de flechas que terminan en k, y A(k) es el conjunto de flechas
que conectan un predecesor directo de k con un sucesor directo de k.

Como @ no tiene bucles, k ¢ P, v k ¢ Sk. Adicionalmente, como ) no tiene
2—ciclos, S(k), T'(k) y A(k) son disjuntos dos a dos, por lo cual se puede definir
la siguiente particién del conjunto de flechas Q1 = S(k) U T(k) U A(k) U R(k),
con R(k) =Q1 — (S(k) UT(k) U A(k)).

Algoritmo 2.3.11 ([16], Definicién 2.2.1). Sea Q = (Qo, @1, s,t) un carcaj sin
bucles ni 2-ciclos y sea k € QQy. El carcaj de mutacion de () con respecto a k,
denotado (Q) = (Qy, QY, s, '), se obtiene de la siguiente manera:

1. Qp = Qo-
2. Qy=5"(k)UT'(k)UA(k)U R(k), donde

a) Para todo i € Qo tal que o : 1 — k € Qy, se define o : k — 1.
Andlogamente, para todo j € Qo tal que B : k — j € @, se define
B : k —i. De esta manera, se tiene que

S'(k) ={a'la e T(k)} y T'(k)={p18 € S(k)}

b) Sear;; el numero de caminos en Q) de la formai — k — j. Se define
la siguiente matriz A = (a;;) = (1;5+0bi;), donde b;; estd definido como
en la definicion 2.5.6.

1) Sia;; >0, entonces A'(k)

2) Sia;; <0, entonces A'(k) = {aj(r) : j — i|]l <r < —ay}.

{aij(r) -1 — |1 <7 < a;}.

Debido a que @ no tiene 2-ciclos, entonces la situacién ¢ — k — i no se presenta,
por lo tanto, en el paso 2 no aparecen flechas i — ¢, y por lo tanto (@) no
tiene bucles. Adicionalmente, el paso 3 elimina los posibles 2-ciclos que se puedan
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formar. Por lo anterior, se obtiene nuevamente un carcaj con las condiciones
pedidas en la definicién 2.3.11, de esta manera se puede aplicar de manera
recursiva el algoritmo.

Ejemplo 2.3.12. Tomemos el carcaj del tipo Ay mostrado en el ejemplo 2.3.7,

A2:1 = 2

Este carcaj no tiene bucles ni ciclos orientados, ademés Qo = {1, 2}, Q1 = {a},
S(1) ={a} y T(1) = 0. Segtn el algoritmo 2.3.11, la mutacién de A, con respecto
al vértice 1 se encuentra de la siguiente manera:

1. Q) ={1,2).

2. a) No hay un vértice que finalice en 1, por lo tanto solamente se consideran
los vértices que inician en 1. Para el vértice 2, se tiene que a : 1 — 2,
luego, se define la flecha o/ : 2 — 1, asi,

S'=0 y T ={d'}

b) Debido a que no hay caminos de la forma i — 1 — j, para algunos
vértices 7, j, entonces en este caso no se producen aristas nuevas en la
mutacion.

Por lo tanto el carcaj obtenido es

O[/

Ay = 12

Adicionalmente, si se realiza nuevamente la mutacién del carcaj obtenido con
respecto al vértice 1 se obtiene

1

pr(pa(Az)) = 1————2
El cual corresponde al carcaj inicial.

Esta propiedad vista en el ejemplo 2.3.12, se cumple de manera general y se puede
enunciar de la siguiente manera:

Proposicién 2.3.13. ([16], Proposicion 2.2.3) La aplicacion Q — ug(Q) es una
involucion.
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Adicionalmente, se puede observar también que la mutaciéon para matrices y
para carcajes realizan la misma funcién. La siguiente proposicion muestra que, en
efecto, la mutacion vista desde matrices antisimétricas es equivalente a la
mutacion aplicada en carcajes.

Proposicién 2.3.14. ([16], Proposicion 2.2.15) Sea Q) un carcaj sin bucles ni
2—ciclos. Sea B = B(Q) su matriz de adyacencia signada y sea k € Q. La
matriz de adyacencia de ju(Q) es igual a la mutacion pu(B) de B sobre k.

Mutacion de semillas y algebras de conglomerado

Con base en la definicién dada anteriormente para mutacion de carcajes y
matrices, veamos ahora como se define la mutacién de una semilla y definamos a
partir de esto lo que es un algebra de conglomerado.

Definicién 2.3.15 ([16], Definicién 2.3.9). Una semilla en F' = Q(xq,...,x,)
es un par = (y,Q), donde y = (y1,...,¥,) es un conjunto generador de F, y
@ es un carcaj con vértices {1,...,n} el cual no tiene bucles ni 2—ciclos.

Definicién 2.3.16 ([16], Definicién 2.3.10). Sea ¥ = (y, )) una semillay k € [n]
un vértice de (. Se define una mutaciéon como una nueva semilla

pr(2) = (ur(y), ue(Q)) de la siguiente manera:

Lopu(y) = (e (y1), - - -5 i (yn)), con

sii#k

Yi
(i) = i(HymLHyj) sii=k

i—k k—j

2. pi(Q) es el carcaj obtenido de ) mediante la mutacién de carcajes.

Nota 2.3.17. Si B(Q) es la matriz de adyacencia signada de @), entonces se puede
reescribir la expresién anterior como:

ve () = [T wi+ [lw= 11 w+ II w™
i—k k—j 1€{1,...,n}:b;xr>0 1€{1,....,n}:b;<0

Esta tltima relacion es conocida también como la relacién de cambio. En [9] se
definen los conceptos de semilla y mutacién de semilla con base en esta relacion,
pero para matrices mas generales que las antisimétricas.
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La sucesiéon y = (yi, ..., y,) recibe el nombre de conglomerado, y sus elementos
son llamados variables de conglomerado.

Definicién 2.3.18 ([16], Definicién 2.3.14). Sea (y, Q) una semilla. El dlgebra
de conglomerado /% = 4/(y, () asociada a la semilla dada es el subdlgebra
de Q(x1,...,,) generada por todas las variables de conglomerado.

Se dice que el algebra de conglomerado &% es de tipo mutacién finita si
hay tnicamente un nimero finito de variables de conglomerado. Al igual que en
la teoria de representaciones de carcajes, un problema de bastante interés es la
caracterizacion de las algebras de tipo mutacion finito.

Definicién 2.3.19 ([9], Definicién 2.8.1). Sean @ = (Qo,@1,5,t) ¥y
Q = (Qp,Q),s,t') dos carcajes. Q y @' son mutaciones equivalentes si
existe una sucesion (ki,...,k;), con k; € @y para todo 1 < i < r, tal que

(kg 00 g, )(Q) = Q.

En otros términos, dos carcajes son mutaciones equivalentes si uno puede
obtenerse del otro utilizando un nimero finito de mutaciones. Si )’ es un carcaj
que es equivalente bajo mutacién a (), entonces las dlgebras de conglomerado son
isomorfas.

Nota 2.3.20. Es importante notar que la equivalencia bajo mutacion define
una relaciéon de equivalencia. Si @ y ()’ son mutaciones equivalentes, entonces se
escribird @ ~ @', y se tiene lo siguiente

= Como py, es una involucién, (py o pg)(Q) = @, entonces Q ~ Q.

» SiQ ~ @, entonces existe una sucesion (kq,..., k), con k; € @y tal que
(g, 00 - o )(Q) = Q. De lo anterior, y nuevamente usando la propiedad de
involucién de la mutacién, se obtiene que Q' ~ @ porque existe (k,, ..., ki)

tal que (p, 0 -0, )(Q) = @

n SiQ ~ Q y Q ~ @ entonces existen dos sucesiones (ki,..., k) v

(K1, k), tales que (ug, 0 -+ 0y, )(Q) = @'y (pug 0+ - 0 iy )(Q') = Q"
Por lo anterior, (jux; 0 -+ 0 g © g, © -+ 0 g, )(Q) = Q"

El conjunto de todas las semillas obtenidas de ¥ por medio de un nimero finito
de mutaciones py, sera llamado la clase de mutacion de X, y se notard como

o(x).
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Ejemplo 2.3.21. Dada la siguiente semilla 3 = ((z1), A1), se tiene una tnica
opcién para aplicar mutacién, asi que py((z1),4A) = % ,A1 ). Al aplicar
nuevamente la mutacion se obtiene la semilla inicial, por lo tanto, la clase de
mutacién asociada a ¥ = ((z1), A1) es

i) = { (b, ((2) o) |

hay dos variables de conglomerado, y &/ ((z1), A1) estd generada por el conjunto
{1, 2}, esto es, (1), A1) = Qlaf?).

Ejemplo 2.3.22. Tomemos la siguiente semilla ¥ = ((x1,x2), As), representada
por

((z1,22),A9) = 13

Al aplicar la primera mutacion con respecto al vértice 1 se obtiene la semilla

Ty .

(2, 22), 1 (Ag)) = 2} =<— 5.

]_—I—I'Q

1
para volver a aplicar el proceso es con el vértice 2, de esta manera:

donde 7| =

. Ahora, como la mutacion es una involucién, la tnica opcién

(@, 25), pa(pn(Ag))) = o) ———— a5 .

P T e R R O o 7 R :
con Ty = = . Siguiendo con este proceso se obtienen las
T T1T2

siguientes otras semillas:

((xlllaxIQ)a :ul(A2)) = xlll $,2 ) con :Ulll - 7 = >
1 !
(0, 05) Ao) = o ————af,  con  af=—They,
2
1 1
((Illlla 1’/2,), :U'I(AQ» - *TIIH IIQI ) con Ill// - _‘;—//gj2 = Z2.

Por lo tanto, se tienen unicamente 5 variables de conglomerado, y el algebra de
conglomerado asociada al carcaj A, es de tipo mutacion finito.

En general, todos los carcajes del tipo A, son de tipo mutacién finita, y en
concordancia con el Teorema de Gabriel 2.2.26, Fomin y Zelevinsky dieron la
siguiente caracterizacion:
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Proposicién 2.3.23 (Condicién de finitud, [11]). Sea ¥ = (y,Q) una semilla.
El dlgebra de conglomerado <73 es de tipo finito si y solo si () es una mutacion
equivalente a un carcaj de Dynkin enlazado.

Mas atn, la construccion recursiva a través de las mutaciones vista anteriormente
se puede simplificar construyendo directamente las variables del conglomerado sin
construir los conglomerados ni la mutaciéon del carcaj. Esta forma de construccion
es bastante similar a la observada en el algoritmo 2.2.19, y de hecho recibe el
mismo nombre, puesto a que se construyen mallas de manera recursiva, aunque
en este caso no se obtienen las dimensiones de las representaciones sino que se
obtienen las variables de conglomerado.

Algoritmo 2.3.24 (Algoritmo de Tejimiento, [14], p. 3). Sea ¥ = (y,Q) una
semilla en donde y = (z1,--- ,xx) y Q es un carcaj que tiene por grafo subyacente
a un diagrama de Dynkin. Se construye una nueva semilla Y. = (Zy, ZQ) de la
siguiente manera

1. Los vértices de Z() son de la forma xgn), donde n € 7Z e i es un vértice

de Q). Estos se van a ubicar por niveles, en donde en el n—ésimo nivel se
(0)

encuentran todos los vértices con super indice n. Adicionalmente, x;’ = x;.

2. Por cada flecha o : i — j de Q) se definen las flechas de ZQ) como sigue

a) a® ;g — :c;-n) ,n€Z.

b) g™ :9(:5-"71) — xE”) ,neEZL
3. Una wvez construido el carcaj 7, se construye a partir de este el
conglomerado Zy. Los wvértices de 7ZQ serdn las wariables de
conglomerado, y se definen por

m _ 1+1Tw

) = — ==
i 1)
xE" )

)

donde y; son los predecesores directos de xE" yn e Z.

A continuacién se dan dos ejemplos en los cuales se observa que los vértices
del carcaj asociado a la nueva semilla definida, en realidad corresponden a las
n—ésima mutacion de la variable de conglomerado x; de la semilla original.



36 2 Marco tedrico

Ejemplo 2.3.25. Para la semilla tomada en el ejemplo 2.3.22, primero se coloca
una copia del carcaj asociado a dicha semilla por cada n € N,

xgo) a0 xéo)

xgl) a) xgl)

ng) a®@) xg)

Note que, colocar las copias del carcaj corresponde a los pasos 1y 2.a del algoritmo

2.3.24. Ahora, por cada flecha o™ : 2™ — 2{")

1 , . L .
o xgn) — xﬁ“ ), asi, se obtiene el siguiente carcaj

, se agrega una nueva flecha

xgo) a0 xéo)

5(0)
1) W (1)
Ty = 2
5(1)
(2) @ (2)
Ty < 2

En cuanto a las variables de conglomerado, se obtiene que

w _ 1+TTw

€Tyl = ————
i —1)
oD
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)

donde y; son los predecesores directos de xEn . En este caso,

(1)_1+$2 (1)_1+x§1)_1—|—x1+x2 (2)_14-33'%1)_14-.1'1
Ty = T ) Lo = (0) - 1T ) Ty = (1) - T )
1 Ty 172 x 2
1+ 1+ a2
$g2) = | =T, [Egg) 2 = T2
2 22
2 1
Ejemplo 2.3.26. Para el carcaj Aj se tiene,
RO RO
xgm 1 x§0) 5 xéO)
/ /
1 2
e e
xgl) 1 xgl) 5 xgl)
1 2
o® o®
x?) 1 w?) 5 méz)

En cuanto a las variables de conglomerado, se obtienen

o 1+ xgo) I+ o 1+ xgl)xéo) T+ T3+ T3
R () ) T2 = ©
T, I T T1X9
(1) _ 14 :cél) _ T + 23+ T129 + Tox3 O 1+ :Cél) _ T + x3
’ méo) T1T2X3 ’ ! xgl) X2 7
@ _ 1+ xf)xél) T+ T3+ T O 1+ xf) 14
2 x(zl) ToT3 7 ’ xgl) T3

Se puede ver que hay un comportamiento bastante similar al observado en el
algoritmo 2.2.19, en términos de la construccion de los médulos via dimensiones,
y la construccién de las variables de conglomerado. En el caso de dimensiones, se
suman las dimensiones de los modulos que lo preceden y se resta la dimensién del
trasladado. En la construccién de las variables se multiplican los predecesores, y
se divide por el trasladado, que en este caso siempre es la mutacién anterior.

Y
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Otro aspecto importante a notar es que, todas las variables de conglomerado
obtenidas en los ejemplos anteriores tienen en su denominador un monomio. Lo
anterior se tiene siempre y se conoce como el Fenémeno de Laurent.

Proposiciéon 2.3.27 (Fenémeno de Laurent, [10], Teorema 3.1). Sea </ (z, Q)
un dlgebra de conglomerado. Entonces, cualquier variable de conglomerado puede
escribirse como un polinomio de Laurent en variables x1, ..., x, con coeficientes
enteros.

2.3.2. Triangulaciones y algebras de conglomerado

Las algebras de conglomerado se pueden asociar a las triangulaciones de una
superficie. En esta seccion se presentara el caso particular de las triangulaciones
de poligonos regulares P,.

Anteriormente, en la definicién 2.3.16 se vio que la mutaciéon de una semilla se

i (yn) = y—lk(Hy + H%) (2.3.1)

i—k k—j

describe como

Esta definicion se puede relacionar con el siguiente teorema de geometria
elemental.

Proposicién 2.3.28 (Teorema de Ptolomeo). En todo cuadrildtero inscribible
en una circunferencia, la suma de los productos de los pares de lados opuestos es
1gual al producto de sus diagonales.

Ya
n

Y2
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Teniendo en cuenta el cuadrildtero anterior y la proposicion 2.3.28, se puede
escribir una de las diagonales en términos de los datos restantes,

1

= —(y1ys + Ys¥a),
Yk

/

Yk

lo cual es muy similar a la ecuacién 2.3.1. Adicionalmente, si no se tiene en

cuenta la diagonal roja, lo que se observa es una triangulacién del cuadrilatero

considerado. Veamos la teoria que se puede desarrollar a partir de esta interesante
relacién.

Clase de mutacién de carcaj del tipo A

En esta seccién, se mostrard una relacion entre las triangulaciones de un poligono
regular y las mutaciones del carcaj A, descrita por Schiffler en [20]. Primero, a
cada triangulacién T' de P, 3 se le puede asociar un carcaj Q(7'), adicionalmente,
los indescomponibles asociados a Q(7") también se pueden representar por medio
del poligono y una de sus diagonales.

Sea Ay, para algin k € [n + 1], un tridngulo en T con lados etiquetados por a, b
y ¢, ordenados en el sentido de las manecillas del reloj, tal que a y b se encuentran
en el interior de P, 3. En las condiciones anteriores se toman los lados a y b como
vértices y se dibuja una flecha de b hacia a.

Ejemplo 2.3.29. Dada la siguiente triangulacion mostrada a la izquierda, se
observa que los triangulos con al menos dos de sus lados en el interior de Fy son
A1y A,. Etiquetando las diagonales, se obtiene la figura mostrada en el lado
derecho:
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Del triangulo A; se obtiene una flecha de 2 a 1, y del tridngulo A, se tiene una
flecha de 2 a 3, por lo que se construye el siguiente carcaj

1 2 3

De manera similar, a partir de un carcaj @) del tipo A, se puede obtener una
triangulacién Ty de un poligono P, 3. Primero, sea a un vértice el cual tiene
una unica arista adyacente. De este vértice se construye un triangulo A, el cual
tendra un tunico lado interior en P, 3 etiquetado precisamente con a. Si a — b es
una flecha en @, se dibuja un tridngulo A; adyacente a Ag por medio de la arista
a, y se etiqueta con b aquella arista del nuevo tridangulo que quede inmediatamente
después de a en sentido contrario a las manecillas del reloj. Si, por el contrario,
b — a es una flecha en (), entonces se hace una construccién similar en la cual
la etiqueta de b quede inmediatamente después de a en sentido de las manecillas
del reloj. Este proceso se realiza de manera recursiva hasta cubrir cada uno de
los vértices del carcaj.

Ejemplo 2.3.30. Dado el siguiente carcaj

Ay =1 2 3

El vértice 1 es adyacente a una tnica flecha, por lo tanto, se obtiene el siguiente
triangulo

Ay |1
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Debido a que hay una flecha de 1 a 2, entonces en el triangulo A; se debe etiquetar
con 1y 2, dos aristas en sentido contrario a las manecillas del reloj.

s
\<‘

Andlogamente, hay una flecha de 2 a 3, entonces el triangulo As se etiqueta en
sentido contrario a las manecillas del reloj.

i

Por tltimo, el vértice 3 ya no se encuentra conectado a otro vértice, por lo tanto,
al igual que en el primer paso, se construye un triangulo de manera que 3 quede
en el interior de Fj.

Asi, la triangulacion obtenida es

LN
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Nota 2.3.31. Se debe aclarar que la construcciéon mostrada anteriormente se
podia iniciar asociando al vértice 1 cualquiera de las aristas del triangulo Ag, en
este caso, por ejemplo, la siguiente triangulacion es equivalente a la encontrada
anteriormente

3

Se observa que esta corresponde a una rotacién de la triangulacién inicial.

Por la forma en que se defini6 la correspondencia entre las triangulaciones y
los carcajes, se puede encontrar una nueva forma de realizar las mutaciones de
un carcaj por medio de cambios en las diagonales del poligono. Para observar
esto, consideremos una representacion grafica en la cual esta la triangulacion del
anterior ejemplo con su respectivo carcaj:

3
/

~

1

Si se aplica mutacion con respecto al vértice 1, la flecha 1 — 2 se invierte, luego
se obtiene

NO

/

1/

Tomando ahora la mutacién con respecto al vértice 2, como es vértice fuente,
nuevamente solo se deben invertir las flechas que salen de 2, asi
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En este caso, la mutacién con respecto a un vértice se obtuvo considerando el
cuadrilatero que contiene a dicho vértice como diagonal, y cambiando esta por
su otra diagonal. En el caso de las variables de conglomerado, se puede pensar
en su mutaciéon como la aplicacion del teorema de Ptolomeo 2.3.28. Con base en
los casos anteriores, al realizar el cambio de diagonal es claro que se obtiene de
nuevo una triangulacién, por lo cual se tiene la siguiente definicién.

Definicién 2.3.32 ([16], Definicién 2.2.10). Sea T una triangulacién del poligono
P,i3 y sea i € [n] una diagonal de 7. Sea G; el cuadrildtero formado por los
tridngulos A;_1 y A; que contienen a la arista i, y sea ¢’ la otra diagonal de este
cuadrilatero. Se define el giro de la triangulacién 7' en la diagonal i, como
la triangulacién Fy(T) = (T — {i}) U {d'}.

Por construccién, se observa que F;(F;(T)) = T, asi que la aplicacién giro resulta
ser una involucion, propiedad que también tiene la mutaciéon de un carcaj, de
hecho, Lampe muestra en [16] la siguiente proposicién.

Proposicién 2.3.33 ([16], Proposicién 2.2.11). Sea i € [n] una diagonal de una
triangulacion T de un poligono P, 3. Si el carcaj de la triangulacion T es Q y el
carcaj del giro Fi(T) es @', entonces Q" = 1;(Q).

Ejemplo 2.3.34. Considérese de nuevo la semilla asociada al carcaj A, visto en
el ejemplo 2.3.22. Como se vio alli, el dlgebra generada por esta semilla resulta ser
de tipo mutacion finita ya que cuenta con 5 variables de conglomerado. Veamos
ahora su comportamiento por medio de triangulaciones y sus giros:
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) — Y

Asi, se obtienen las 5 triangulaciones de Ps, y esta es la misma cantidad de
variables de conglomerado.

En general, el nimero de conglomerados en un &algebra de tipo finito A,, esta
relacionado con los numeros de Catalan. Mas especificamente, el nimero de
conglomerados en este caso es ()., como se apreciar en la siguiente
adaptacién del Teorema 5.1 en [7].

Proposiciéon 2.3.35 ([7], Teorema 5.1). El numero de conglomerados en un
algebra de conglomerado de tipo finito A, es iqual a

1 2n + 2
N<¢):n+2(n+1>'

Representacion del carcaj del tipo A por medio de triangulaciones

Ya se tiene una representacién geométrica para los carcajes y para la mutacion
de semillas, ahora se va a definir una para sus representaciones indescomponibles
y asi, mas adelante poder construir el carcaj de Auslander-Reiten haciendo uso
de dicha representacion.
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Definicién 2.3.36. Sea Tj; una triangulacién de un poligono P,;3 y sea v una
diagonal de P,;3 la cual no pertenece a Ty. Se define la representacion M, =
(M;, p,) de @ asociada a v donde

M — k sila diagonal v cruza la diagonal i,
" 10 eo.c.

1 si Ms(a) = Mt(a) = k},
Lpa = O
€.0.C.

Ejemplo 2.3.37. Para la triangulacion del ejemplo 2.3.30, se tienen las siguientes

representaciones
3
2 M k k . k
1
2 0 k .k
V2 1
V3 3
2 0 . 0 .k
1
3
2 k , 0 . 0
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k - k 0
1
3

U6 2 0 .k .0
1

2.4. Aplicaciones

2.4.1. Carcaj de Auslander-Reiten asociado al carcaj del tipo
Ay

En la definicién 2.2.17, para un carcaj @ = (Qo,Q1,s,t), con |Qo| = n, sin
k—ciclos orientados, se definié una representacién proyectiva P(i) en base a los
caminos que tenifan como punto inicial al vértice i. En [20], se define ahora el
proyectivo P(i) como la rotacion, en sentido contrario a las manecillas del reloj,
del poligono P, 3 que tiene unicamente a la diagonal i. De manera anéloga, el
inyectivo (i) se define como la rotacién, en sentido de las manecillas del reloj,
del poligono P, .3 que tiene unicamente a la diagonal :.

Siguiendo la idea del algoritmo 2.2.19, el carcaj de Auslander-Reiten se empieza
a construir desde las representaciones proyectivas, y la érbita de cada proyectivo
se genera haciendo rotaciones hasta encontrar una representacion inyectiva.

Ejemplo 2.4.1. En el ejemplo 2.3.30 se vio que la triangulaciéon asociada al
carcaj linealmente orientado Aj es



2.4 Aplicaciones

47

Sus triangulaciones proyectivas e inyectivas son

y el carcaj de Auslander-Reiten es
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El cual se puede comparar con el carcaj obtenido en el ejemplo 2.2.20.

Ejemplo 2.4.2. Para el carcaj

se tiene la triangulacién

Ty, =

7

y se obtienen los siguientes proyectivos e inyectivos
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y el carcaj de Auslander-Reiten es

NSNS
/®\ /@
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Nuevamente, se puede observar el carcaj de Auslander-Reiten obtenido por medio
de dimensiones en el ejemplo 2.2.21.

2.4.2. Sucesiones y ecuaciones diofanticas asociadas a las
algebras de conglomerado

Las ecuaciones diofanticas son ecuaciones de la forma

flzy,...,xq) =0,

donde f es un polinomio con coeficientes enteros, y cuyas soluciones se buscan en
el conjunto de los nimeros enteros. Uno de los ejemplos méas famosos y estudiados
en las ecuaciones diofanticas es la ecuacion de Markov

o]+ 15 + 73 = 313073 (2.4.1)

Adicionalmente, una tripla (ay,as,a3) € Z3 con a; > 0 para i = {1,2,3}, es
llamada tripla de Markov si es solucion de la ecuacién 2.4.1, y cada a; se
conoce como un nimero de Markov. Los nimeros de Markov aparecen en la
OEIS como la sucesién A002559, y sus primeros 10 términos son:

A ={1,2,5,13,29, 34,89, 169, 194,233, ... }.

Hay una manera recursiva de construir las triplas de Markov, primero, se observa
la ecuacién 2.4.1 como una funcion en la variable x

f(z) = 2* — 3(azas)r + (a3 + a3).

Es claro que las dos soluciones de esta ecuacién cuadratica son nimeros de Markov
si ag y as lo son, por lo tanto, si a; y a) son dichas soluciones, entonces

1 2 2 1
aa; = ay+az Yy ap+a; = 3aza;z.
Asi, si (a1, ag,a3) es una tripla de Markov, entonces también lo son

(3agas — a1, az,as),
(ab 3@1(13 — ag, Clg),

(CL17 asg, 3(1,1@2 — a3),
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lo cual permite construir lo que se conoce como el drbol de Markov

(1,13,34)

\

(1,5,13) — (5, 13, 194)

(1,1,1) —= (1,1,2) —= (1, 2,5)
(2,5,29) — (2,29, 169)

.

(5,29,433)

A continuacién, en base a [16], se mostrard cémo a partir de un algebra de
conglomerado se puede en algunos casos encontrar una sucesion y una ecuacion
diofantica asociadas a esta. De este texto también se toman dos ejemplos, uno
asociado al carcaj 2—Kronecker, y el otro relacionado a los nimeros de Markov
y la ecuacion de Markov.

Sucesion asociada a un algebra de conglomerado

Sea o/ (x, Q)) un algebra de conglomerado de rango n € N, donde @ = (Qo, @1, s, 1)
es tal que Q' := u1(Q) = Q. Por definicién, existen aplicaciones biyectivas fj :
Qo — Qo y f1: Q1 — Q] tales que los siguientes diagramas conmutan

1 . Qo o : Qo
1 fo f1 fo
Q) , Qo Q1 Qo

En otras palabras, se esta pidiendo que los dos carcajes sean iguales, salvo por un
reordenamiento de los vértices, para mayor facilidad, vamos a suponer que esta
permutacion de vértices estd formada por un ciclo de la forma (23 --- n 1). De
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esta manera, si T,1 := o) = u1(x71), entonces la semilla

Ml(xv Q) = ((xlh Ty ... ’xn)’ :ul(Q))

se puede ver como ((xg, T3, ..., Ty, Tni1), Q). Iterando este proceso, se obtiene una
sucesion de variables de conglomerado (x;);en+, para las que existe un polinomio
de Laurent P € Z|xy,...,x,| tal que z,y; = P(z;,...,2i1n_1), por lo que es
posible extender la sucesién a (z;);cz.

A continuaciéon, se muestran dos carcajes muy importantes que cumplen la
condicién anteriormente descrita. Adicionalmente, se muestran las sucesiones
asociadas a ellos, y se describe la manera por la cual se obtiene una ecuacion
diofantica que tiene como soluciones a las variables de conglomerado del carcaj.

Ejemplo 2.4.3 (Carcaj 2-Kronecker, [16], p. 33). Sea x = (21, 22) un cluster y

QR)=1—___ =2

I

el carcaj 2-Kronecker, se define la semilla (x, Q) como

(x,Q(2)= 21 =

Al aplicar p; a se obtiene

pa(x,Q(2) = (pa(x) = (21, 22), m(Q2))) = My T — s

2
+1 -
x21 . Renombrando el cluster | como x3 y organizando el cluster

donde | =
como (x9,x3), se puede ver la semilla anteriormente encontrada como

((.1’2,373), Q(2)) = T2 Cl’g )
asi, p1(x,Q(2)) = (x,Q(2)). Este ultimo isomorfismo permite que, al mutar

reiterativamente, se obtenga la misma relacion de cambio para cada par nuevo de
variables de conglomerado. En general, aplicando p,, ala semilla ((x,,, 1), @(2)),
/ IELH

: . : +1 .
se tiene la relacion de cambio ,,2 = ¥}, = —*——, lo cual permite obtener la

sucesion (., )nen, donde z;17; 1 = z7 + 1 para todo i € Z.

El proceso anteriormente mostrado es facil de desarrollar para cualquier
algebra de conglomerado, una vez que se ha encontrado el carcaj conveniente. Sin



2.4 Aplicaciones 53

embargo, para encontrar una ecuacion diofantica asociada es un poco mas
tedioso, puesto que se debe encontrar una expresién algebraica que dé el
mismo resultado, independientemente del cluster en el que se evalie.

Para el dlgebra 2-Kronecker, en [16, Proposicién 3.1.1] haciendo uso de la relacién
de cambio z;117;_1 = z? + 1 se observa que la expresién racional

1+ a7 + a7,
TiZi+1

T(1) :

es independiente de 7, esto es,

2 2 2 2
T(3) = TP+ Ty X+ Tive T X, 1 ai, Had,
TiTit1 Tit+1 Li+1Li+2 Lit1Li+2

—T(i+1)

Ademés por induccion, si T'(i) = T'(k), entonces T'(i) = T'(k + 1), por lo cual
T(i) = T(j), para todo i,j € N, en particular, T'(i) = T'(1) = 3 si 1 = 29 = 1.
Por tltimo,

1ol 1+4a?

= + Tip1 = T+ Tiga,
Tit1 Tit1

por lo tanto, T'(i)z; = T(1)xy = 3x; = zj—1 + Tip1.

En conclusién, la ecuacién a? + b* + 1 = 3ab tiene por soluciones enteras a las
variables de conglomerado (x;, ;1) del dlgebra 2-Kronecker.

Ejemplo 2.4.4 (Carcaj de Markov, [16], p. 38). Sea x = (x1,22,23) un

conglomerado y sea
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el carcaj asociado, entonces

ﬂl(XQ)% N
X9 :\—/ T3

. Note que la expresion racional

x24a2
donde x| = ===

(i) = x?+ xi g + 2,

TiTit1Ti42

es independiente de i € Z. En efecto, como z;43%; = 27, ; + 27, es la relacién de
cambio, entonces

2 2 2 2
. €; + T + HOD) . x; + TiTia3 . J/’Z(ZEI + ZEZ'+3) . T; + Zit3

(i) = = =
LTili41Ti42 TiTip1T542 LiXi41T542 Lip1Ti42
2 2 2
Ti + Xi43)Tiv3 T T Tipg + T ,
— ( ) — 1+ 1+ +3 — T(Z + 1)
Tip1Ti42Ti43 Ti41Ti42T543
x%+x%+x§

Si 1 = x9 = x3 = 1, entonces T'(1) = = 3, por lo tanto

T122x3
2 2 2
Z; + Tipq + Tito = 3$i$i+1xi+2.

La anterior expresién no es més que la ecuacién diofantica a? + b? + ¢? = 3abc,

2.4.3. Grafos serpiente, fracciones continuas y
emparejamientos perfectos
En [26] y [25] se muestra una relaciéon bastante interesante entre la fraccién

continua asociada a un grafo serpiente, el numero de emparejamientos
perfectos de dicho grafo y las algebras de conglomerado. Estas relaciones han
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permitido solucionar problemas asociados a cada uno de estos objetos de manera
mas sencilla, de aqui el interés de realizar este estudio.

Para empezar, se considera la tesela

Norte
Oeste G FE'ste

Sur

Teniendo en cuenta que una tesela GG es un grafo con cuatro vértices y cuatro
aristas ubicados en forma de cuadrado, se enuncia la siguiente definicion:

Definicién 2.4.5 ([26], p. 5). Un grafo Serpiente ¢ es un grafo plano conectado
que consiste en una secuencia finita de teselas G, G, ..., Gy, con d > 1, de tal
manera que para cada i € [d — 1], las teselas G; y G,;41 comparten exactamente
una arista e;, la cual es la arista Norte de G; y la arista Sur de G;11, o es la arista
Este de G; y la arista Oeste de G;1.

Las aristas ej,es,...,eq-1 se llaman interiores y las otras se dicen aristas de
contorno. A las aristas de un grafo serpiente se les puede asignar los simbolos +
o —, y mas adelante se usara esta asignacion en un subconjunto especial de las
aristas para encontrar una fraccién asociada al grafo. A continuacion, se describe
esa asignacion y se define también el concepto de fraccién continua.

Definicién 2.4.6 ([26], p. 9). Una funcién signo f sobre un grafo Serpiente ¢ es
una aplicacién

i E(g) — {+7_}

tal que para cada tesela GG; en ¢4 se cumplen las siguientes condiciones
= Las aristas Norte y Oeste tienen el mismo signo,
» Las aristas Sur y Este tienen el mismo signo,

» Kl signo de la arista Norte es opuesto al signo de la arista Sur.
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Definicién 2.4.7 ([26], p. 7). Una fraccién continua finita es una funcién de n
variables aq,- - - , a,,

) 1
Qn

Similarmente, una fraccion continua infinita es una funcion de infinitas variables
Q1,Q2,"**,

jar,ag -] = ay +

Se puede asociar una fracciéon continua a un grafo Serpiente por medio de su
funcion signo de la siguiente manera: Si ¢ es un grafo Serpiente con d teselas,
entonces se obtiene la sucesiéon de signos

[f(eo), fler),- -+, flea), flea)l,

donde ey, -+ ,e4_1 son las aristas interiores de ¥, eq es la arista Sur de G y eq4
es la arista Norte de Gy. Si, € € {+, —} se tiene
[f(e())mf(el)a'” 7f(ed—1)7f(ed)] = [67"' 7€ TE i, TE 7:|:€7"' 7:i:€]7
HH ~ >y NS ~~ >y
al ag an
entonces se obtiene la fraccién continua [ay,- - - , a,] asociada a 4.

Ejemplo 2.4.8. Para el siguiente grafo con 6 teselas

G 1 Gg Gg G4 G5 GG

se obtiene la siguiente asignacién de signos
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Asi, su sucesion de signos y fraccién continua asociadas son, respectivamente

(+a+7 - +7 - 7+7 )a
2 1 1 1 2
1 21
2,1,1,1,2] = 2+ — =5
1+1—1
g
2

Ejemplo 2.4.9. El siguiente es un grafo Serpiente con 5 teselas G;, i € [5], y 4
aristas interiores ey, k € [4]. A su derecha se encuentra la asignacién de signos

correspondiente
e
€4 1
4
2 ©3 T +
€1
e
Su sucesion de signos es (+, —, —, +,+, —), y por tanto la fraccién continua aso-
ciada es
1 10
2+ —7
94—
+ 1

Una pregunta que surge con este ejemplo es ;qué sucede con el grafo serpiente
asociado a la fraccién continua [1,2,3] = g? Pues bien, es el mismo grafo, solo
que su ultima arista e5 ya no es la Norte de la tesela G5, sino que se toma la Este

de la misma tesela:
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]

+
En general, si [ay,as, -+ ,a,| fraccién continua con a,, = 1, entonces
[a17a27 e aa'n] = [alaaf2a T, 0p—1 + ]-]

Proposicién 2.4.10 ([26], Teorema 3.4). Si m(¥) denota el nimero de
emparejamientos perfectos de 4 entonces

m(¥]a1,az, -, ay))
m(g[a% T 7an])

[(11,(1/2,"' 7an] =

Ejemplo 2.4.11. Sea ¥ el siguiente grafo serpiente con su funcién de signo

-

asignada

+

-

+
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Su fraccién continua asociada es

1 258
[4,1,2,4,4] =4+ = )
1 1 55
A

2+ —

4+ —

4
Por el teorema 2.4.10, este grafo tiene 258 emparejamientos perfectos, veamos
cémo se encuentran haciendo uso de la demostracion y observemos su relacion

con el algoritmo de la divisién. Primero, los subgrafos de ¢ obtenidos como ¥|a;],

para i € [5] son

T Gas]

donde m(¥]a1]) = m(9[as]) = m(Y[as]) = 4, m(G]as]) = 1, m(Z[as]) = 2.

Los emparejamientos perfectos de ¢ se pueden separar en dos conjuntos disjuntos:
El primero, consiste de aquellos que no toman las aristas que conectan a 9[a,] y a
% |as], entonces se obtienen m(¥[a1])m(¥|as, as, as, as]). Para el segundo conjunto
se toman aquellos emparejamientos que contienen a las aristas vu, en tal caso, se

tiene un total de m(¥[as, ay, as)). Por lo anterior,
m(¥4) = m(A)m(¥az, as, as, as]) + m(¥as, as, as])

=4 - m(Y]as, as, aq, as]) + m(9[as, ay, as))
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Ahora, aplicando un razonamiento similar, se obtiene que

m(Yag, as, ag, as]) = m() - m(Y|as, aq, as]) + m(9[ay, as))
=1- m(Y]as, as,as]) + m(Zay, as)),
m(¥as, as, as]) = m(AG) - m(Y|as, as]) + m(Y|as))
=2- m(Yay,as]) + 4,
m(9as, as]) = m(HA3) - m(Hz) + 1
— 4441,
de esta manera, m(¥ a4, as)) = 17, m(¥|as, aq, as]) = 38, m(¥|aq, as, ay, as]) = 55
y m(%]ay, as, a3, a4,as]) = 258. Adicionalmente, se observa que al aplicar el

algoritmo de la division se obtienen los emparejamientos perfectos obtenidos en
cada paso de la recursividad

2568 =4-55+ 38

25 =1-38417
38=2-17+4
17=4-4+41
4=4-1

donde los términos en rojo son precisamente los términos de la fraccion continua
asociada a ¥.

Por 1ltimo, la siguiente proposicion permite aplicar los conceptos vistos en esta
seccion al cédlculo de las variables de conglomerado. El teorema estd enunciado
para algebras de conglomerado cuyas triangulaciones asociadas son mas generales
que las descritas en este trabajo:

Proposicién 2.4.12 ([26], p. 7). Siy es un arco en una superficie triangulada
(S, M), la variable de conglomerado x., estd dada por la formula

1
"= s @) > wx(P).

PeMatch 94

Sin embargo, a continuacién se muestra un ejemplo de como se interpreta este
resultado para las algebras de tipo finito A,.
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Ejemplo 2.4.13. Consideremos el carcaj Ay, y veamos cémo obtener las variables
de conglomerado obtenidas en el ejercicio 2.3.22 haciendo uso del teorema 2.4.12.
Primero, se debe construir el grafo serpiente etiquetado, asi que se etiqueta la
triangulacién asociada a la semilla de la siguiente manera

€9 C

€1 €o

Se tienen 3 diagonales de P5 no contenidas en la triangulacion, las cuales hacen
alusién a los arcos:

= 7, atraviesa Unicamente al cuadrilatero que contiene a la diagonal zq, de
esta manera cross(¥,,) = x1. Luego, su funcién de signo es [+, —| y se
obtiene el siguiente grafo serpiente

€1
€2 c
b 1 T2
€1 €o
b €o
Los emparejamientos perfectos para este caso son
€1 €1
Pr= b 1 T2 P,o= b 1 To

€o €o

por lo tanto, z(P;) = 1y x(P,) = x2, de donde se obtiene la variable de

conglomerado
1+ )
Ty = .
7 T
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= 7, atraviesa a los cuadrilateros que contienen a las diagonales x1 y x5, asi,
cross(9,,) = r1x,. Su funcién de signo es [+, —, —], por lo tanto

€2 c
€2 X2 X1
' Ea
T

€1 €0

b
€0
Los emparejamientos perfectos son
& c c
€2 T2 x €2 T2 I €2 ) T
es €1 €1
b x1 T2 b 1 T2 b 1 T2
€0 €o €o

por lo tanto, se obtiene
R A a2

T
Y2 1T

» Para 73 se tiene cross(9,,) = x2, y su funcién de signo es [+, +], luego se

tiene
c
€9 'a C

€9 X2 X1
€1 €0
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Los emparejamientos perfectos son

€2 X2 X

€1

€2 X2

€1

por lo cual, se obtiene la variable de conglomerado

Lrys

i 1+.1I1

T2

X1



3 Resultados

3.1. Sucesion Dana Scott y ecuacién diofantica

La sucesién Dana Scott esta definida recursivamente como

o (p—2 + Ap—1Gn—3
an = )
Qp—4

donde ag = a; = as = az = 1. Sus primeros términos son
{1,1,1,1,2,3,5,13,22,41,111,191, 361,982, 1693, . .. }.

Esta sucesion aparece en la OEIS como A048736 y es de interés debido a que,
en el 2012, Michael Somos mostré que si ag, aq, as, as, son variables entonces
a, es una funcion racional con denominador ménico monomial, es decir, dicha
recursion tiene la propiedad de Laurent.

A continuacién se definird una semilla (x, Q) cuyas variables de conglomerado
estan asociadas a la sucesion Dana Scott:

X2

(x,Q) = T3

Tl = Xyg

Aplicando p1, la mutacion de () con respecto al vértice etiquetado con x, se tiene
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p(x, Q) = /553 %
xl\/ 4

, ., ToXy + T3

Ademds, la mutacién del conglomerado define a 2} como 2z} =—"—".
21

Tomando a x5 := x| y reorganizando el cluster ((x}, 2,23, x4),11(Q)) como

((xq, x3, 14, x5), Q) se obtiene

T3
((xQ,I3,£E4,$5),Q) = Ty \
\xs

X2

Por lo tanto, QQ = 11(Q), y de esta manera se obtiene la sucesion (x;);cz asociada
a la anterior semilla, donde la relacion de cambio viene dada por

TirdaTi = Tip1Tiy3 + Tigo,

la cual coincide con la sucesién de Dana Scott definida al inicio del capitulo.
Ahora, como se vio en los ejemplos 2.4.4 y 2.4.3, luego de tener la sucesién
asociada al dlgebra de conglomerado, se puede intentar encontrar un
invariante que permita obtener una ecuaciéon diofantica y sus soluciones.

En este caso, el invariante y la ecuacién diofantica obtenidos, respectivamente
son:
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Teorema 3.1.1. Sea (z;);cz la sucesion de variables de conglomerado del dlgebra
de conglomerado A(x,Q). La expresion

(i + Tigs) (Tiigs + 27y + 27 0) + T @i (1 4+ 27 + 27,5)

T(i) =
LiLip1Xi42Ti4-3

es independiente de 1 € 7.

Demostracion. Factorizando de manera adecuada y haciendo uso de la relacién
de cambio z; 42; = T; 11213 + T;10, se puede observar que
x

2
A7) = T(i + 1).
Lita

T(i) =

]

Teorema 3.1.2. Sea (z;)icz la sucesion de variables de conglomerado del
dalgebra de conglomerado A(x,Q), y sea (x;,Tiy1,Tivo, Tivz) = (a,b,c,d).
Entonces (a,b,c,d) es solucion de la ecuacion diofdntica

(a+d)(ad + b* + ) + be(1 + a* + d*) = 9abed.

Demostracion. Tomando x; = z9 = x3 = x4 = 1, se tiene que T(1) = 9. Como
T(7) es invariante de i € Z, entonces T'(7) = T(1), por lo tanto

(@i + @ivs) (Ti@ins + 231 + 7]5) + TinaTiva(1 + 27 + 23,5)

— 9’
Lili41T542L543

de donde
2 2 2 2
(Ti + Tiga) (TiTirs + Ty + Tipo) + Tiga@iga(1 + 27 + 274 3) = 9TiTi1TioTigs.

Basta tomar (x;, i1, Tire, Tiv3) = (a,b,¢,d), para ver el resultado enunciado.
O

3.2. Emparejamientos perfectos en grafos escalera

3.2.1. Relacion con los nimeros de Fibonacci

Se tiene particular interés en el estudio de los emparejamientos perfectos de los
grafos definidos a continuacién



3.2 Emparejamientos perfectos en grafos escalera

67

Definicién 3.2.1 (Grafos Escalera). Una escalera L, = (V, E) es un grafo tal
que |V| =2n, |E| = 3n — 2, para n > 1, y tiene la siguiente forma

Ly, =

Antes de realizar la descripcién del conteo en estos grafos, se va a definir el
siguiente conjunto de sucesiones que permitira caracterizar los emparejamientos
perfectos de una manera muy conveniente.

Definicién 3.2.2. La sucesién (£4)cn es la sucesién de los niimeros triangulares

d-dimensionales definida por
k

=)t

i=1

donde #? = 1, para todo k > 1.

La anterior definicion nace con el danimo de generalizar la relacién existente
entre los nimeros triangulares y piramidales, dado que, se esta diciendo que el

k—ésimo nimero triangular d—dimensional es la suma de los primeros k£ ntimeros
triangulares (d — 1)—dimensionales.

Estas sucesiones se pueden ver en el Tridngulo de Pascal de la siguiente manera

£y
3 t
gt #
g t3 t3 ty
t5 ty 3 t3 ti
ts t3 3 3 t3 £y

Definidos ya los elementos t¢, se procede a realizar el conteo asociando un vector
a cada representacion grafica del emparejamiento perfecto de L,,.

De esta manera, para cada emparejamiento perfecto del grafo
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L, = G Go

se define un vector p = (p1, ..., pn_1) con n — 1 coordenadas (una por cada tesela
G; en el grafo L,), de la siguiente manera:

Oo——-oO0
G; =
1 s2 o—oO0
pi = (3.2.1)
0 e.0.C

para efectos de no confundir este vector con otro que se definird mas adelante,
se va a nombrar este como el vector binario asociado al emparejamiento
perfecto del grafo L,.

Ejemplo 3.2.3. Para Lg se escoge el siguiente emparejamiento perfecto
o—o0 O—o0

G1 Go Gs Gy Gs
Oo0——=O O——=O

como en las teselas G; y (G5 se tienen las aristas horizontales, entonces su vector
binario asociado es p = (1,0, 1,0, 0).

Nota 3.2.4. Es claro de la definicién de p, que no existe i € [n — 2| tal que
p; = piv1 = 1, puesto que esto implicaria que las teselas G; y G;;1 tendrian
aristas horizontales, y esto no corresponderia a un emparejamiento perfecto:

Asi, se busca contar el nimero de vectores con coordenadas 0 o 1, de manera tal
que no queden dos 1 consecutivos.

Teorema 3.2.5. El nimero de vectores p = (p1,...,pn_1) con k coordenadas
iguales a 1 donde no hay dos 1's sequidos es th | o, para 0 < k < |%].
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Demostracion. (Induccién sobre k.) Para k = 0, se tiene a (0,...,0) como
—_——

n—1
tinico vector con una cantidad 0 de unos, esto es t%,, = 1. Para k = 1, se tiene

tl

._1 = n—1 vectores con exactamente una coordenada igual a 1. Supongamos que

se cumple para k = j, y veamos que se tiene también para k = j 4 1. Si el primer
1 aparece en la posicion i, entonces de los n — 1 espacios totales hay ¢ + 1 que
no estan disponibles para colocar los j unos restantes, entonces por hipotesis de
induccion, hay t/ (1) = t),_i_9;- Adicionalmente, como el primer 1 puede
estar desde la posicién ¢ = 1 hasta la posicién ¢ = n — 1 — 27, la cantidad de

vectores con j + 1 unos es

n—1-2j n—1-2j
J _ J o 43+l _ gt
D g = D B =05 = 0l g
i=1 i=1
Asi, el numero de vectores p = (p1,...,ps—1) con k coordenadas iguales a 1 es
k
tn1—os Para 0 <k < | 7] 0

Corolario 3.2.6. Si m(L,) denota la cantidad de emparejamientos perfectos en
L,, entonces

15]
m(Ly,) = Z trg1—2i-
i=0

Ejemplo 3.2.7. Para n = 2, se tiene

1
m(Ly) =) th o =1+t =2.
=0

Sus emparejamientos perfectos son

Ejemplo 3.2.8. Para n = 3,

1
1=0
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L] =[] o]
[°

Ejemplo 3.2.9. Para n = 4, se tiene
2
m(Lg) =Y th o =12 +th+1=5.
i=0

0 1 2
t5 t3 tl

[T Jelele] ool et
|

1,2, 3,5, ..., en general, el nimero de emparejamientos perfectos en las escaleras
viene dado por la siguiente proposicion.

Teorema 3.2.10. m(L,) = F,41, donde F,1 es el (n + 1)—ésimo numero de
Fibonacci.

Demostracién. Debido a que tF = ("ﬂlz*l) y por el corolario 3.2.6, se tiene que

5] L 5] )
n+1—2t+:—1 n—1
i) = ( i ):Z< i >

=0 i=0

De lo anterior, y gracias a [15, Teorema 12.4], se concluye lo que se queria mostrar.
m
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3.2.2. Relacién con las triangulaciones

La siguiente relacion entre los emparejamientos perfectos y las triangulaciones,
es en realidad un conjunto de relaciones entre distintos objetos combinatorios.
La primera relacién se establece se hace entre los emparejamientos perfectos y
las Tablas de Young. La segunda es entre las Tablas de Young y, los caminos de
Dyck y su particién. Para finalizar, se tiene una relacion entre una particién y
una triangulacion.

Emparejamientos perfectos y Tablas de Young

Inicialmente se etiquetan los vértices del grafo de la siguiente forma

—_
[@)
[\
S
|
w
[\
S
|
—

e.
Luego, se escoge un emparejamiento perfecto de L,, y se define el bloque ( ! ),
Enti
si la arista del vértice e; al vértice e,.; estd en el emparejamiento escogido y

e; < eny. Por la forma de L, se van a tener siempre n bloques,

( e ey v ep 6n>
€nt+l Cpy2 t €2p-1 Co2p
los cuales se organizardn de manera que e; < e;,1, para i € [n — 1].

Definicién 3.2.11 ([22]). Una Tabla de Young estdndar de tamano (n,n)
(abreviada SYT), es un arreglo de nimeros de tamano 2 x n, en donde estan
organizados los nimeros del conjunto {1, ...,2n} de tal manera que, cada nimero
aparece exactamente una vez y los nimeros de cada fila y columna se encuentran
de manera creciente.

Ejemplo 3.2.12. Para L; se tiene un unico emparejamiento perfecto y, por lo
tanto, una unica Tabla de Young estdndar de tamano (1, 1)
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—

2

1
2
Ejemplo 3.2.13. Para L, se tiene el siguiente etiquetamiento,

1 3

Adicionalmente, Ly tiene dos emparejamientos perfectos:

1 3 1 3
Oo——=O
y
O——oO
2 4 2 4

Para el primero, cuyas aristas son rojas, se tiene la siguiente SYT de tamano

2.2
(x )

y para el otro, con aristas azules, se tiene
1 2
3 4

1 3

Ejemplo 3.2.14. Para L3 se tiene,

Ut

o
B
(@]
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L3 cuenta con 3 emparejamientos perfectos:

1 3 ) 1 3 ) 1 3 )
Oo——=O O——=oO
o—oO O———O
2 4 6 2 4 6 2 4 6

Para los que se tiene las siguientes SYT de tamano (3, 3), respectivamente

1 35 1 25 1 3 4
2 46 3 46 2 5 6

Teorema 3.2.15. Cada emparejamiento perfecto de L, tiene asociada una Tabla
de Young estindar de tamano (n,n).

Demostracion. (Inducciéon fuerte sobre n) Supongamos que cada
emparejamiento perfecto de L, tiene asociada una Tabla de Young, para
n € [k — 1], y veamos que se cumple para n = k. Se pueden tener dos casos

= Caso 1. Supongamos que el emparejamiento perfecto P, tiene la arista
comprendida entre los vértices 2k — 1 y 2k. En este caso, las otras k — 1
aristas restantes forman un emparejamiento perfecto para L;_1, por lo tanto
se tiene la siguiente tabla

Y (P) = (

en donde, por hipétesis de induccion, se tiene que e; < €j, €p—14+i < €k—14;
y e < egri, para todo 1 < i < j <k —1. Ademas, e; < 2k — 1 < 2k, para
todo ¢ € [2k — 2], por lo tanto Y (P) es una Tabla de Young.

€1 €9 o Ck—1 2k — 1)
€k €xt1 - eop—z 2k

= Caso 2. Supongamos ahora que el emparejamiento perfecto P, tiene la
arista comprendida entre los vértices 2k — 2 y 2k y por tanto, también tiene
la arista que va del vértice 2k — 1 y 2k — 3. En este caso, las k — 2 aristas
restantes forman un emparejamiento perfecto para Ly o, por lo tanto se
tiene la siguiente tabla

(61 €y =+ €k_9 2k — 3 21{3—1)
e

Y(P) =
(P) k—1 € '+ €op_a 2k—2 2k

por un argumento similar al caso anterior se concluye que Y (P) es una
Tabla de Young.
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]

Nota 3.2.16. En la demostracion anterior queda implicito que el nimero de
emparejamientos perfectos en el grafo escalera L, satisface la siguiente relacién
de recurrencia

m(Ly) =m(Lp_1) + m(L,_2), donde m(L;)=1 y m(Ly) =2,

que no es mas que la relacion de recurrencia para la sucesién de los nimeros de
Fibonacci.

Tablas de Young, caminos de Dyck y particiones

Para la siguiente relacion se define el siguiente vector (f(1), f(2),..., f(2n)),
donde
1 s2 1<i1<n
flei) =

0 st n+1<1<2n

esto no es mas que colocar un 1 en la posicién k-ésima si el nimero k € [2n]
estd en la fila superior de la tabla, o se coloca 0 si este se encuentra en la fila
inferior. Teniendo en cuenta lo anterior, se construye el camino de Dyck asociado
a la Tabla de Young, colocando en el i-ésimo paso: Norte si f(i) = 1 y Este si

(i) = 0.

A su vez, a cada camino de Dyck se le puede asociar una particién de una manera
muy natural, la cual consiste en observar el diagrama de Young (Ferrers) que se
forma arriba del camino después del primer paso Norte.

Ejemplo 3.2.17. En L, se tiene

(f(1), £(2)) = (1,0)

lo cual equivale a dar un paso al Norte y luego uno al Este.
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Ejemplo 3.2.18. Para L, se obtuvieron dos Tablas de Young estédndar (2,2).
Para la primera,

(f(l)a f(2)7 f(3)a f(4)) = (170v LO)

lo cual es

De donde se obtiene el vector particién (1). Para la segunda,

(f(l)a f(2)> f(3)a f(4)) = (1> 170,0)

lo cual equivale a dar dos pasos al Norte y dos al Este.

En este caso se obtiene la particién (0).

Ejemplo 3.2.19. Ahora, para L3 hay tres Tablas de Young estdndar (3, 3). Para
la primera,

(f(1), £(2), F(3), F(4), [(5), f(6)) = (1,0,1,0,1,0)

de donde se tiene el siguiente camino de Dyck
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y la particién (2, 1). Para la segunda,

(f(1), £(2), F(3), f(4), £(5), f(6)) = (1,1,0,0,1,0),

lo cual equivale a la particién (2,0)

y, para la tercera y tultima,

(f(1), f(2), F(3), F(4), f(5), £(6)) = (1,0,1,1,0,0),

que no es mas que la particién (1,1).

Teorema 3.2.20. Los caminos de Dyck obtenidos de los emparejamientos per-

fectos del grafo escalera L, son los construidos a partir de la concatenacion de
caminos de la forma
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Nota 3.2.21. Cabe resaltar que, la manera recursiva de ver los emparejamientos
perfectos induce una recursividad en los vectores particion obtenidos. El caso 1
de la proposicion 3.2.15, correspondiente a los emparejamientos perfectos de L,
que contienen a la arista con vértices 2n — 1 y 2n, dan lugar a vectores de la
forma

(TL - 17 >\17 e 7)‘n—2)7

donde (A1,---,A,_2) es un vector particion de L, ;. Por otra parte, los
emparejamientos del caso 2 generan vectores

(n—2,n—2,\,--- ;N\ _3),

donde (A}, -+, Al _,) es un vector particién de L,,_s.

Particiones y triangulaciones

Sea A = (Aq,..., A\,_1) el vector particién asociado a un emparejamiento perfecto
de L, tal que A\; > A\ 41, para i € [n — 2|. Por cada componente se va a escoger
una diagonal en un poligono, esto implica que, al tener n — 1 componentes, el
poligono generado serd P,.o. Los vértices de dicho poligono se van a etiquetar
con los nimeros del 0 al n 4+ 1 en orden contrario a las manecillas del reloj.

La manera de construir la triangulacion sigue la misma linea trabajada hasta
el momento, en el sentido que también esta dividida en dos casos y se hace de
manera recursiva. Como se vio en la nota 3.2.21, los vectores particién asociados a
un emparejamiento perfecto de L, solo pueden empezar de dos maneras diferentes.

» Caso 1. En caso de tener el vector
(n - 17 >\17 e 7)‘n72)7

donde (A1, -+, A\,_2) es un vector particién de L,,_1, entonces en el poligono
se dibuja la diagonal que va del vértice n — 1 hasta n + 1. De esta manera,
el poligono P, o queda dividido en dos poligonos: el primero es Pj, formado
por los vértices n — 1, n y n+ 1, y el otro es P,.1, cuyos vértices son los
vértices de P,.o quitando el vértice n. Para P,,; se usa la triangulacién
que resulta de las n — 2 coordenadas restantes del vector inicial.
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= Caso 2. Si por el contrario, se tiene el vector
(n - 27” - 27>\/17' o 7)‘;73)7
donde (A|,---, A _,) es un vector particion de L,,_o, entonces se dibujan
dos diagonales, una que va del vértice n — 2 al vértice n, y la otra que va

del vértice n — 2 al vértice n + 1. En este caso, se obtiene un poligono P, el
cual sera triangulado por las n — 3 coordenadas restantes.

Ejemplo 3.2.22. L; tiene un poligono con 0 diagonales, asi se tiene

Ejemplo 3.2.23. En L, se tienen los vectores (1) y (0), entonces el poligono
asociado es Py, y las triangulaciones resultantes son

Ejemplo 3.2.24. El poligono asociado a L3 es Ps, y se tienen las particiones
(2,1), (2,0) y (1,1). Para las dos primeras particiones, se tiene el caso 1, es decir,
se une primero el vértice 2 con el vértice 4, y en el poligono restante Py, se usa
las triangulaciones vistas en el ejemplo 3.2.23 para L. Asi, las triangulaciones
resultantes son
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(2,1) (2,0)

Ahora, para la otra particion se tiene el caso 2, entonces se une el vértice 1 con el
3,y el vértice 1 con el 4. Y en el poligono resultante, en este caso Ps, se triangula
como en el ejemplo 3.2.22

(1,1)

Ejemplo 3.2.25. Explicado ya cada uno de los pasos para relacionar un
emparejamiento perfecto y una triangulacién, veamos ahora el procedimiento de
manera completa para L4: Dado el siguiente etiquetamiento

1 3 9 7

[\)
B
(@)
o'

se tienen los siguientes 5 emparejamientos perfectos:
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1 3 5 7
2 i 6 8
Y
1357
2 4 6 8
¥
(1,0,1,0,1,0,1,0)

Y
Y
(3,2,1)

4
0 5
1 4
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—_
[9N]
(@)

[\]
.
(=]

(2,2,1)
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3 5 7
o——©0
Oo——O0
4 6 8
4
2 57
4.6 8
¢
¢
(3,2,0)
¢
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(2,2,0)
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—_
[9N]
(@38
N

[\l
N
D
0

(3,1,1)
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Relacion entre las particiones asociadas a emparejamientos perfectos de
escaleras y el Triangulo de Pascal

Anteriormente, se vio una manera de asociar particiones a emparejamientos
perfectos por medio de los caminos de Dyck subyacentes a estos. Si bien es
interesante el uso que se dio a estas particiones para encontrar una
triangulacién asociada, también lo es el estudio de las caracteristicas de las
particiones que estan resultando.

De los ejemplos trabajados anteriormente se puede observar que, un fragmento
de un emparejamiento perfecto dispuesto de la siguiente manera

da a lugar a un fragmento de camino de Dyck de la forma

Por otra parte, a un fragmento

se asocia
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Lo anterior implica que, la suma de las componentes de los vectores particion
define el mismo numero si, los emparejamientos de los que provienen tienen la
misma cantidad de teselas de la forma

O——=oO

Oo——=oO

y debido a la asignacién dada anteriormente en la definicion 3.2.1 para definir
los vectores binarios asociados al emparejamiento perfecto, se tiene que hay una
relacién entre el nimero de particiones de un ntimero con ciertas caracteristicas,
y un numero triangular n—dimensional, y por ende, con el triangulo de Pascal.
Ademas, los niimeros resultantes de la particién, también estan en relacion con
los nimeros triangulares.

Teorema 3.2.26. El vector particion A = (Ay,..., A1) asociado a un
n—1

emparejamiento perfecto m de L,,, corresponde al nimerot, _1—k, donde k = E Di,
‘ _ o . i=1

para p; la i—ésima componente del vector binario asociado a m.

Corolario 3.2.27. El numero de particiones de t,_1 — k, con a lo madas n — 1

partes menores o iquales an — 1, es tfz—l—l—Qk'

Demostracion. Por la proposicion 3.2.5, el nimero de vectores binarios con k
’ k ’ ..

uno’s es ty  ;_o, lo cual corresponde al nimero de particiones de t,_; — k, con

un maximo de n — 1 partes menores o iguales a n — 1. O]

3.2.3. Determinante de una familia de matrices

Anteriormente se vio una manera encontrar el determinante de Catalan por medio
del lema de Lindstrom-Gessel-Viennot. En esta oportunidad, se quiere calcular el
determinante de la siguiente familia de matrices

Co+ Cy Ci+Cy o Cha+0C,
M Ci + Cy Co+C3 -+ Co+Chi

Cnfl + Cn Cn + CnJrl e 02n72 + Canl

Para ello, se hard uso de una familia de regiones planas definida en [5].
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Diamantes Azteca y caminos de Schroder

Definicién 3.2.28. El diamante Azteca Az(n), se define como la unién de
todos los cuadrados unitarios cuyas esquinas tienen coordenadas enteras (z,y) que
satisfacen |z| + |y| < n + 1. Un dominé es un rectangulo de tamano 1 por 2 o 2
por 1 con esquinas con coordenadas enteras. Un mosaico de dominé de una region
R, es un conjunto de dominds no superpuestos cuya unién es R.

Ejemplo 3.2.29. El conjunto de coordenadas enteras (z, y) tales que |z|+|y| < 2
es

Por lo tanto, Az(1) es

y los mosaicos de dominé de Az(1) son

Para asociar estos diamantes con los caminos de Schréder definidos en el ejemplo
2.1.9, se toman los siguientes dominés
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Asi, dado un mosaico de dominios Az(n), se va colocando alguno de los 4
dominés escogidos de tal manera que resulten recorridos que comienzan en el
borde suroeste del diamante, y sigan una linea recta que sale en el lado sureste, a
la misma altura donde comenzé. En [6] se muestra de hecho que esta correspon-
dencia es una biyeccion.

Ejemplo 3.2.30. Para Az(1) se tienen 2 rutas

Diamantes Aztecas y emparejamientos perfectos en grafos escalera

A continuacién, se va a definir una correspondencia entre los emparejamientos
perfectos de un grafo escalera y un subconjunto de los Diamantes Aztecas. Esta
relacién y el lema 2.1.15, permitiran encontrar el nimero de rutas que hay en
un grafo dirigido muy especifico. Antes de enunciar el teorema asociado al hecho
anterior, veamos un ejemplo de cémo se esta manejando la correspondencia.

Ejemplo 3.2.31. Para L, se tiene

—_
[N
[@)
IN|

o
N
D
0]
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1 3 9 7
O——O
O——oO
2 4 6 8
1 3 ) 7
O——=O
O——oO
2 4 6 8
1 3 9 7
O——=O O——O
O——oO O——oO
2 4 6 8
1 3 ) 7
Oo——=oO
O——O
2 4 6 8

Por lo tanto, agregando un dominé vertical a cada lado de los mosaicos anteriores
y dibujando el camino correspondiente se tiene que
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1 3
2 4
1 3
2 4
1 3
O——O
Oo——O
2 4
1 3
O——=O
Oo——oO
2 4

[
-J

(=)
[o/e]

(S5
-3

(=)
[0/e]
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1 3 5 7
O——O
O——0

2 4 6 8

Por lo tanto, se construye el siguiente grafo dirigido aciclico superponiendo todas
y cada una de las rutas obtenidas anteriormente

S2 81 t1 ta

Se hace la distincién de colores en la superposicién pues se va a agrupar el conteo
de estas, dependiendo de si algin camino hace uso de las aristas azules o no. Si
se quiere ver los caminos del vértice s; al vértice ¢;, entonces se puede ver que la
cantidad de caminos que hacen uso de una arista azul es C;;_2, y la cantidad de
caminos que no hacen uso de esas aristas azules es C;y;_;. Por lo tanto, la matriz

v [(Cot O Cie Gy _ (23
o +0, Co+0y ) 3 7

de rutas es

donde facilmente se puede corroborar que det(Ms) = 5.

La correspondencia mostrada anteriormente viene dada de manera muy natural
y se describe a continuacién mediante el siguiente algoritmo

De esta manera, para un grafo escalera L,,, se obtiene un mosaico rectangular de
tamano n X 2, el cual se puede asociar con un Diamante Azteca al agregar una
serie de dominds verticales a los lados.
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Algoritmo 3.2.32 (Diamantes Aztecas provenientes de un grafo escalera). Dado
un grafo escalera L, se construye un Diamante Azteca Az(n — 1) de la siguiente
manera:

1. Primero, se construye un mosaico rectangular de tamano 2 X n, de manera
que por cada arista del emparejamiento se tenga un domino asociado, esto
es, a una arista vertical del emparejamiento perfecto escogido se le asocia
un domindo vertical, y a una arista horizontal del emparejamiento perfecto
se le asigna un domino horizontal.

2. Al mosaico obtenido anteriormente, se le realiza una rotacion de 90° en el
sentido de las manecillas del reloj. Fsta rotacion tiene como unico fin poder
dibujar los caminos de Schroder tal cual como se definieron en el ejemplo
2.1.9, esto permitird posteriormente realizar la asociacion de manera mas
clara al tener un mosaico de tamano n X 2.

3. Por altimo, se completa el mosaico con dominds wverticales, teniendo en
cuenta que debe cumplirse la condicion de la definicion 3.2.28.

Teorema 3.2.33. St C,, es el n—ésimo numero de Cataldn, y F), es el n—ésimo
numero de Fibonacci, entonces se tiene la siguiente relacion

Co+ C4 Ci+Cy - Cno1 +C,
Cy+ Cy Cs + Cy Cn+ Chiq
: : .. : = Fans1.
Cn—l + Cn Cn + C’n—i-l Tt C2n—2 + C’271—1

Demostracion. La idea de la demostracién es encontrar un grafo adecuado que
permita hacer uso del lema 2.1.15, para que el determinante pedido sea igual al
nimero de rutas en dicho grafo. Se puede observar que cada componente de la
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matriz cuenta el nimero de caminos reticulares en Zy que comienzan en (0,0) y
finalizan en (2n,0), junto a la cantidad de caminos reticulares que comienzan en
(0,0) y finalizan en (2n + 2,0), asi, para que de un vértice s; hasta un vértice ¢;
hayan Cjy;_2 + Ci;j—1 caminos se considera el siguiente grafo:

R e e S

51

59

Por lo tanto, el cédlculo del determinante pedido es equivalente al nimero de
rutas en el grafo definido anteriormente. Debido a que estas rutas estan en
correspondencia con los Diamantes Aztecas definidos en 3.2.32, y estos a su vez,
estan asociados a los emparejamientos perfectos, entonces el resultado se concluye
por la proposicién 3.2.10. O

Para finalizar este trabajo, se quiere dejar el siguiente problema planteado: debido
a que para un grafo cuadricula se puede hacer una asociacién similar a la vista
en el algoritmo 3.2.32, la idea es buscar una féormula cerrada para la cantidad de
emparejamientos perfectos en este tipo de grafos usando el lema 2.1.15. Se pudo
observar que para los grafos cuadricula G, ,, de tamano n x n, bastaria con contar
el nimero de rutas de un grafo del siguiente estilo
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WAV ANVAN

=

Wl Q/Y 7 i/\

K5 XX,

S1 > > - > > tl

En un trabajo futuro se explicaria a detalle la obtencion de este grafo a partir de
un mosaico relacionado a los emparejamientos perfectos, y ademas, se intentard
calcular el niimero de rutas.



4 Conclusiones y recomendaciones

4.1. Conclusiones

Personalmente, creo que una de las conclusiones més importantes de este trabajo
es el hecho de que las distintas areas de la matematica no estan tan separadas
como muchas personas lo piensan. Es muy agradable encontrar un tema de la
matematica como lo es las algebras de conglomerado, pues en su estudio se
puede encontrar diversidad de herramientas del dlgebra, de la combinatoria, de
la geometria, de la teoria de nimeros, entre otras.

También se puede observar lo rica que es la teoria de algebras de conglomerado,
pues para ser un area relativamente nueva, se encuentra una gran variedad de
articulos de diversos autores y haciendo uso de distintas herramientas. Ademas,
su desarrollo y estudio tiene una gran importancia no solo para los investigadores
en matematicas, sino también para personas en otras areas, al contar con diversas
aplicaciones.

Por otra parte, muchos consideran que el conteo es simplemente un juego
divertido en donde se ponen en biyeccion diferentes objetos de la
matematica, en el cual, después de encontrar la férmula general no hay
mucho mas por hacer, lo cual es una visién algo superficial de los alcances
de la combinatoria. Creo que la combinatoria va mucho mas alld de encontrar
formulas cerradas, pues por ejemplo, en este trabajo se ve la importancia del
conteo de los emparejamientos perfectos con respecto a las variables de
conglomerado de un algebra dada, y sus relaciones intermedias con fracciones
continuas y grafos serpiente. En general, la combinatoria es un area que nos
permite tener otra perspectiva de problemas en otras areas de la matematica.

Adicionalmente, la forma natural como se relacionan muchos de los
conceptos y objetos aqui mostrados es realmente majestuoso, pues a pesar de que
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el lenguaje matematico usado en algunas ocasiones no esté al alcance de personas
que no estudian matemadticas, seguramente la parte grafica y las ideas originales
mostradas sin uso de tanto formalismo pueden ser entendidas por cualquier
curioso que intente ver la forma en que ocurren los patrones y relaciones.

En cuanto al conteo de emparejamientos perfectos, se evidencia la gran dificultad
de esta tarea para grafos en general, ain asi, para algunas familias es posible
realizar estos conteos de manera sencilla y novedosa, como por ejemplo en los
grafos serpiente, en donde se hizo uso del algoritmo de la division.

4.2. Recomendaciones - Trabajo futuro

En primer instancia, en este trabajo solamente se estudiaron las algebras de
conglomerado de dimension finita del tipo A,,, cuyas mutaciones estan asociadas
a las triangulaciones de poligonos regulares de dos dimensiones. Por lo anterior,
el estudio se redujo a un estudio combinatorio de unas dlgebras de conglomerado
en especifico.

Por esta razén, y debido a que toda superficie compacta admite una
triangulacién y se puede asociar un grupo de algebras a cualquier superficie
con frontera y puntos marcados, un trabajo a realizar sera involucrar no solo el
aspecto combinatorio sino también geométrico para estudiar otro tipo de algebras,
como por ejemplo, las dlgebras de tipo D,,.

Adicionalmente, se hard uso de la relacion encontrada entre Diamantes Aztecas
y emparejamientos perfectos para intentar encontrar una férmula cerrada para
el nimero de emparejamientos perfectos de un grafo cuadricula. Creo que es
muy valioso ver como las relaciones en matematicas se pueden usar de manera
bidireccional. Esto lo menciono en relacion al ejemplo 2.1.16, al teorema 3.2.33
y a este trabajo futuro, debido a que, en el ejemplo y el teorema se observa que,
encontrando el niimero de rutas en un grafo se puede calcular cierto determinante,
pero en el caso de los grafos cuadricula, lo que se quiere intentar es calcular el
niumero de a partir del determinante de un grupo de matrices en especial.

Por otra parte, la manera de encontrar sucesiones y ecuaciones diofanticas a partir
de un algebra de conglomerado es un poco rudimentaria, asi que, un trabajo
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interesante a realizar es encontrar de una manera m&s mecanica carcajes que
sean isomorfos a su primera mutacién con respecto a algun vértice. Otro, seria
encontrar un método que permita encontrar invariantes a partir de la relacién de
cambio.
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