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Introduccion

Entre las categorias cartesianas y los topos elementales de Lawvere existe un amplio
espectro de categorias, las categorias intermedias de Freyd, cuya utilidad es doble. Por
un lado, en ellas se puede codificar el concepto de relaciéon binaria, junto con todas las
propiedades que este concepto debe tener. Por otro lado, las categorias intermedias resul-
tan ser modelos categéricos naturales para las logicas intermedias entre la implicativa y
la intuicionista de primer orden.

Este trabajo tiene tres objetivos. El primero consiste en describir en detalle dichas
categorias intermedias (cartesianas, regulares, prelogoi y logoi) haciendo especial énfasis
en la manera de interpretar las relaciones binarias junto con sus operaciones, desde la méas
elemental, la composiciéon, hasta una de las mas complejas, la residuacion.

Esta descripcion no es de ninguna manera original, pero se encuentra mucho maés
desglosada que en el texto original de Freyd. Mas atin, un aporte que creemos relevante,
es la demostracion detallada del teorema de representacion de categorias requlares que
afirma que toda categoria regular se puede representar en una potencia de la categoria de
conjuntos. Esta demostracion aparece en el texto Allegories, Categories de Freyd, pero no
con el detalle que lo hacemos aca, y no parece que haya sido escrita en otro texto.

Finalmente, pero dentro del mismo objetivo, notaremos que la operacion de residuacion
es, sin duda alguna, la mas importante. Y en ese espiritu investigaremos qué correspon-
dencias categoricas existen para las estructuras algebricas residuadas.

El segundo objetivo consiste en mostrar como las categorias intermedias, en especial
los logoi, sirven como semantica para la logica intuicionista de primer orden. Para el calcu-
lo proposicional intuicionista existen seméanticas candnicas, como las algebras de Heyting,
que aparecen en diversos ambitos de la matematica (abiertos de un espacio topologico, por
ejemplo) pero que no son en general un algebra de Boole. Asi, aunque muchos mateméti-
cos desconozcan el intuicionismo, podran aceptar que el calculo proposicional subyacente
puede ser relevante (como teoria matematica). Por otro lado, la seméantica méas conocida
para el intuicionismo son los modelos de Kripke, modelos que pueden considerarse atin mas
fortuitos y que muchos matematicos pasarian por alto como exdticos. Complementando
el panorama de seménticas alternativas, los trabajos de Freyd muestran que existen otros
modelos de interés (al menos para el gusto del matemético actual) para la logica intuicio-
nista. En efecto, veremos que toda semantica categorica para el intuicionismo resulta ser
un logos, y veremos que los logoi son ubicuos en matematicas.

IT
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Finalmente, el tercer objetivo consiste en realizar un aporte a la légica de haces con el
aparato categorico que se ha desarrollado en la tesis, pues a lo largo del presente trabajo
habremos notado que las categorias de haces conforman los ejemplo cruciales de categorias
intermedias. La logica interna de los haces ha sido ampliamente estudiada por Moerdjik,
Mac Lane y Caicedo, entre otros. El trabajo de Caicedo va sin embargo méas alla, entre
otras cosas, porque el instrumentario categérico no es facil de asimilar, y Caicedo ha
podido capturar la esencia de la logica categorica en el caso de los haces, librandola de
excesos en el lenguaje categorico.

Para Zalamea, la logica de haces de Xavier Caicedo es el resultado matemético mas
importante producido en Colombia. Zalamea le propuso al autor estudiar la doble negacion
de esta logica como un residual autoadjunto. Al incursionar en el tema, el autor resulto
envuelto en un problema totalmente alejado del inicial: encontrar la parte cldsica que
posee un haz de estructuras, si es posible. En la tesis se logra entonces mostrar que,
condicionando el tamano del haz, y con una aplicaciéon del teorema de categoria de Baire,
se puede deducir que una “gran parte” de la logica del haz es clésica.



CAPITULO 1

Preliminares categoéricos

1.1. Notacion

Dada una categoria C, denotamos por Ob(C) la clase de sus objetos y, dados Ay B
elementos de Ob(C), denotamos por C(A, B) el conjunto de morfismos con dominio A y
codominio B.

A lo largo del texto usaremos las siguientes categorias: Con, la categoria de conjun-
tos cuyos morfismos son las funciones; Top la categoria de espacios topoldgicos con las
funciones continuas como morfismos; Hau la categoria de espacios de Hausdorff con las
funciones continuas como morfismos; Grp la categoria de grupos con morfismos los ho-
momorfimos de grupos; Anl la categoria de anillos con unidad, con los homomorfismos
de anillos que preservan la unidad; F'P la categoria de conjuntos cuyos morfismos son las
funciones parciales; dado un orden parcial P, la categoria Cp tiene por objetos los objetos
de P y los morfismos vienen dados por la relacion de orden, es decir, existe un tnico
morfismo con dominio a y codominio b si y solo si (syss, de ahora en adelante) a < b;

finalmente, dado un monoide (M, ) la categoria Cy; tiene por unico objeto M, por cada
axb

elemento a € M existe un morfimo M % M, y la composicion se define por ab : M = M
(como caso particular M puede ser un grupo).

Usaremos, como en la mayoria de los textos, la notacién de composiciéon por derecha,
es decir, si tenemos dos morfismos f € C(A, B) y g € C(B, () entonces la composicion de
estos dos morfismos la denotamos por gf.

A menos que indiquemos lo contrario, todos los diagramas seran conmutativos.

1.2. Un par de categorias especiales

Definiremos muy brevemente la categoria de haces sobre un espacio topologico y la
categoria funtorial, que seran un par de ejemplos importantes durante el trabajo. Adver-
timos que esta presentacion es bastante esquematica y reducida, dada la importancia de
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estos dos ejemplos, pero esperamos que esta falencia sea compensada mas adelante cuan-
do veamos como estas categorias gozan de todas las buenas propiedades que vayamos
introduciendo.

Dada una categoria C y dado B € Ob(C), definimos la categoria cociente, C/B, de la
siguiente forma:

Ob(C/B) = {f € C(A, B) | A € Ob(C)}
(C/B)(f,g) = {h € C(dom(f),dom(g)) | gh = [}.

Esto nos permite construir, a partir de cualquier categoria C, una nueva categoria C/B
con objeto final idp.

En particular, dada la categoria HL cuyos objetos son los espacios topologicos y cuyos
morfismos son los homeomorfismos locales (funciones que para cada punto = de su dominio
existen abiertos X y Y que contienen a z y a f(z) respectivamente, tales que la funcion
restringida a X es un homeomorfismo entre X y Y') y, dado un espacio topoldgico B,
definimos la categoria de haces sobre B, SH(B), como el cociente HL/B.

Decimos que una categoria es pequena si su clase de objetos es un conjunto. Dada
una categoria pequeiia A, definimos la categoria funtorial Con™ que tiene por objetos los
funtores de A en Con y por morfismos las transformaciones naturales.

Muchos objetos matematicos interesantes se pueden ver desde una perspectiva funto-
rial. Si, por ejemplo, A es una categoria pequena con un tnico objeto, entonces lo podemos
ver como un monoide M, y por lo tanto Con™ resulta ser la categoria de los M-conjuntos,
cuyos objetos son conjuntos con una M-accion, y sus morfismos son funciones que pre-
servan la accion. Si, por ejemplo, A = {a = b} es la categoria con dos objetos y dos
morfismos paralelos entre ellos, entonces Con™ se puede ver como la categoria de grafos
dirigidos. Dado un funtor F € Con™, su grafo viene dado por su conjunto de aristas
F(a) y su conjunto de vértices F'(b) donde las imagenes de los dos morfismos son las dos
funciones que indican los vértices de salida y de llegada de cada arista.

Las categorias funtoriales y las categorias de haces son las categorias mas importantes
(ubicuidad, riqueza, representabilidad) en el ambito de la logica geométrica, pero sucede
ademas que existe una conexion muy fuerte entre ellas, pues todo haz sobre un espacio
topologico B puede verse como un funtor contravariante de (2(B), C) en Con, donde Q(B)
es el conjunto de abiertos de B; y si un funtor contravariante de 2(B) en B satisface cierta
condicion de pegamiento [0, p. 64| entonces se puede ver como un haz.

La teoria de haces es uno de los pilares de la matematica contemporanea: ha mostrado
su aplicabilidad en las ecuaciones diferenciales (estudio de indices y coberturas de Leray),
la geometria algebraica (conjeturas de Weil, demostradas por Grothendieck y Deligne),
la topologia algebraica (cohomologia de Stone-Cech), el analisis complejo y la teoria de
modelos (l6gica de los haces de estructuras de Caicedo). Pero no solamente constituye
una herramienta matematica de gran utilidad, sino que puede entenderse como eje de un
cambio conceptual profundo entre las mateméaticas modernas y las mateméticas contem-
poraneas. Por ejemplo, mientras que en la matemaéatica moderna el objeto matematico se
estudia como una estructura estatica, en la matematica contemporanea los haces permiten
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realizar un pegamiento de estructuras (fijando un espacio topolégico base que determina
la coherencia del pegamiento), y ver esa amalgamacion como una unica estructura en
mouvimiento.

1.3. Jerarquia de morfismos

Definicién 1.1. Un morfismo A % B es:
Mono syss Vg, h(fg = fh = g=h).
Igualador syss 3g,h (gf = hf) y Vfi(gfi = hfi = 35(f7 = f1)) (suerte de minimali-

dad: f es el minimo morfismo que iguala a g y a h, pues cualquier otro morfismo que los
iguale debe factorizarse a través de f).

Split Mono syss 3g(gf = ida).
Iso syss dg(gf =ida A fg = idp).

Proposicion 1.1. Iso = Split Mono = Igualador = Mono.

El hecho de que en el teorema anterior ninguna implicacién pueda invertirse muestra
que la teoria de categorias permite visualizar informacion sintética invisible en la teoria de
conjuntos, pues en C'on mono, igualador y split mono son equivalentes a la inyectividad
de la funcion.

Definicion 1.2. Obtenemos las siguientes definiciones mediante dualizacion de las defi-
niciones anteriores:

"f es Epi", es el enunciado dual de " f es Mono".
"f es Coigualador", es el dual de " f es Igualador".

"f es Split Epi", es el dual de "f es Split Mono".

Claramente el dual del enunciado " f es iso", es él mismo.

Proposicion 1.2. Iso = Split Epi = Coigualador = Epr.

f v g consiste en un par de morfismos f y g

Definicién 1.3. Sean dos morfismos f y g con el mismo codominio, un (el) pullback de
P

B
I
A—f>C

tal que para cualquier par de morfismos h; y hy donde fh; = ghs existe un tinico morfismo
h que hace conmutar los tridangulos del diagrama
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Q
th
f
w\ P ——B
]
A—f’C

Diremos en tal caso que el par (f,§) es el pullback de (f,g).

Observacion 1.1. En la definicion de pullback hemos puesto entre paréntesis (el), pues
en realidad, aunque un par de mofismos puede tener varios pullbacks, es facil mostrar que
todos son iguales maddulo isomorfismo.

Definicién 1.4. "(f,g) es el pushout de (f,g)", es el enunciado dual de "(f,g) es el
pullback de (f, g)"

1.4. Funtores

Definiciéon 1.5. Dado un funtor F': C — D decimos que:
F es fiel syss VA, B € Ob(C), la funcion C(A, B) — D(F'A, F'B) es inyectiva.
F es pleno syss C(A, B) — D(F A, FB) es sobre.

F es representativo syss VD € Ob(D) 3C € Ob(C) y Af : FC — D tal que f es
isomorfismo.

I es una equivalencia syss es fiel, pleno y representativo.

Definicién 1.6. Una propiedad p(z1, ..., Tn, Y1, ..., Yn) se dice preservada por un funtor
F : C — D si siempre que C satisface p(Ch,...Cy, fi1,...fn) para alguna tupla (C;) de
objetos C y (f;) alguna tupla de morfismos de C, entonces D satisface p(FCY, ..., FC,,
Ffi,...,Ff,). Se dice que es reflejada si siempre que D satisface p(FC4, ..., FC,, Ffi,
., F'f,) entonces C satisface p(C1, ..., Cp, f1, .oy fn)-

Estos conceptos nos seran bastante ttiles al momento de demostrar algunos teoremas,
pues para demostrar un teorema (o propiedad) en alguna categoria especifica, bastara
hacerlo en otra categoria mas manejable, y luego “trasladar el teorema” por un funtor.

1.5. Representacion de Cayley

Definicion 1.7. Sea una categoria pequena A, su representacion de Cayley es el funtor
C : A — Con definido de la siguiente manera: CA = {f : X — A | X € Ob(A)}, y
C(A 2 B) es la funcion que a cada morfismo f € C'A le asigna gf € CB.
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Nota 1.1. La representacion de Cayley es un funtor fiel, luego toda categoria pequena es
isomorfa a una subcategoria de C'on.

Teorema 1.1. Toda sentencia elemental, cuantificada universalmente y verdadera en Con
es verdadera en todas las categorias.

Demostracion. Sea ¢ una sentencia de este tipo. Si ¢ es verdadera en C'on entonces
es verdadera en cualquiera de sus subcategorias, luego es verdadera en cualquier catego-
ria pequena porque la representacion de Cayley es un funtor inyectivo en objetos y en
morfismos. Si ¢ no fuera verdadera en una categoria C entonces no seria verdadera en
la subcategoria de C generada por los elementos que aparecen en el contraejemplo de ¢.
Pero esta categoria es pequena, pues los objetos del contraejemplo son finitos luego los
morfimos que los relacionan forman un conjunto. =



CAPITULO 2

Categorias cartesianas

2.1. Relaciones

Definiciéon 2.1. Sea C una categoria y sean A, B € Ob(C). Un (el) producto de A y B
consiste en una tripla (A x B, 74, m5), Ax B € Ob(C), Ax B ™ A Ax B ™ B tal

que VD L A, ¥D % B, 3D % A x B donde

Observacion: El producto es tnico moédulo isomorfismo, pues si ((A x B)', 7'y, ) es
otro producto de A y B entonces

Se tiene ¢'¢ = idaxpy y ¢¢' = idaxp).
De igual forma podemos definir el producto de una familia de objetos M C Ob(C)

6
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™M

como un objeto [[ M y una familia de morfismos (J[JM —= M)yem tal que para
V(D ELN M) presm 31D 2, [[ M tal que 7y 6 = fur para todo M € M.

Al igual que en conjuntos, podriamos definir una relacion R entre A y B mediante un

morfismo mono R = A x B. Sin embargo esta definiciéon no es apropiada categoéricamente,
pues se desdibuja la informacion sintética acerca de R y conviene entonces introducir otra
definiciéon equivalente.

Definiciéon 2.2. Un par moénico R(ry,79) entre A y B es un diagrama de la forma
R
’;1/ \rj
A B

tal que, dados dos morfismos g y h, si rig = rh y rog = roh entonces g = h.

Definicién 2.3. Dos pares monicos R(ry,rs), R'(r", 1)) entre A y B son isomorfos si
) 9 1°'2

existe un isomorfismo R i> R tal que rif =r yrhf =mr

Definicién 2.4. Dado un par moénico R, una relacion [R] entre Ay B es la clase de todos
los pares monicos isomorfos a R.

Definicion 2.5. Un par monico S tabula una relacion [R] si S € [R].

Denominamos Rel(A, B) la clase de todas las relaciones entre A y B. Por facilidad en
la notacion denotamos una relacion [R] simplemente por alguna relacion que la tabule,
por ejemplo R. El interés de que se defina una relaciéon como la clase de equivalencia de
un par moénico y no simplemente como el par moénico se ve claramente en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2.1. En Con, sea R = {2,4,6},A = B = {1,2,3},r(x) = z/2,1r3(x) = 2
un par monico, y sea R = {3,6,9},A = B = {1,2,3},r1(z) = z/3,m(x) = 2, otro
par monico; los pares monicos R y R son isomorfos y ambos tabulan la misma relacion
conjuntista [R] = [R'] = {(1,2),(2,2),(3,2)}.

Definicién 2.6. Dado A € Ob(C), un subobjeto de A es una clase de equivalencia de
monomorfismos f con codominio A . Definimos la clase de los subobjetos de A como

Sub(A) = {[f] : [f] es subobjeto de A}. Diremos que [f] C A si [f] € Sub(A).

Decimos que una categoria C esta bien potenciada si para cada A € Ob(C), Sub(A)
es un conjunto. De ahora en adelante asumiremos que todas la categorias con las que
trabajemos estan bien potenciadas.

Dada una categoria cartesiana C, definimos el funtor contravariante

Sub: C — Con
A —  Sub(A)

fi T
B —  Sub(B)
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tal que si [g] es un subobjeto de B, f~([g]) = [f] donde (f,§) es el pullback de (f,g).

Este funtor esta bien definido pues veremos mas adelante que toda categoria cartesiana
posee pullbacks.

Teorema 2.1. Existe una correspondencia biyectiva entre Sub(A x B) y Rel(A, B). Ade-
mds, esta correspondencia es natural, es decir, existe una transformacion natural entre
los funtores Sub(_ x B) y Rel(_,B).

Demostracion. Dado un par monico R(ry, ) entre Ay B, por definicion de producto
existe un tnico morfismo R = A x B tal que mr = 11 y mor = 19, v es facil ver que 7 es
mono por definicién de par ménico. Por otro lado, dado un monomorfismo R -+ A x B,
R(myr,mor) es un par monico. Por lo tanto esta correspondencia biyectiva entre pares
moénicos de A y B y monos que entran a A x B genera una correspondencia biyectiva
entre Sub(A x B) y Rel(A, B).

El funtor Rel(_, B) se define de la manera obvia usando pullbacks (similar al funtor
Sub) y resulta inmediata la naturalidad. m

Freyd [1990] indic6é como entender las relaciones en un ambito categorico mediante
dos caminos. El primero, evidenciando cuéles eran las propiedades que debia poseer una
categoria para que sus relaciones se comportaran "bien", en el sentido de que heredaran las
operaciones y propiedades bésicas que tienen las relaciones conjuntistas, en particular la
operacion de composicion. El segundo, axiomatizando un nuevo tipo de categorias cuyos
morfismos en realidad capturan la idea intuitiva de relaciéon, y no la de funciéon como
es usual. El primer camino es el que resumiremos en este trabajo, pues las categorias
intermedias resultan ser el ambiente necesario y suficiente para que las operaciones y
propiedades de las relaciones sean las que esperamos.

2.2. Categorias cartesianas

Definicion 2.7. Una categoria es cartesiana si posee productos finitos e igualadores.
(Nota: dependiendo de las aproximaciones, se define cartesiana sin requerir igualadores).

Proposicion 2.1. Sea P un cpo, P es un semireticulo inferior con 1 syss Cp es cartesiana.

Demostracion. [[0 = 1, [[{X1,...., X} = inf{X1,...,X,,} y el igualador de dos

<
morfismos A = B es A é> A =
<

Ejemplo 2.2. Con, Hau, Top, Grp y Anl son cartesianas. En efecto, los productos son

los usuales en cada una, y, dados dos morfismos D éﬁ FE, su igualador es C 5 D, donde
C={zeD: f(x)=g(x)}. (EnGrpy Anl, se tz’enZC = Ker(f —g)).
Ejemplo 2.3. F'P es cartesiana: ) =[]0, el producto de A y B estd dado por
AUABUB
2N

A B
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f
donde AB es el conjunto de parejas ordenadas usual. El igualador de D = FE estd dado
g

por (D\C) = D donde C = {z: f(z) #g(x)}.

Ejemplo 2.4. Sea C una categoria pequeria, entonces la categoria funtorial Con® es car-
tesiana, el producto de dos funtores F': C — Con y G : C — Con es el funtor

FxG: C — Con
C — FCxdGC
fl o= LFfxay
D — FDxGD

y las proyecciones g y wg son las transformaciones naturales dadas por las proyecciones
usuales en conjuntos.

Observacion 2.1. Si una categoria tiene pullbacks y objeto final entonces tiene productos.

Notemos que HL no es cartesiana, pues si existiera el producto entre R y C entonces
habria un abierto de R homeomorfo a un abierto de C. Sin embargo H L si posee pullbacks.
Para demostrarlo necesitaremos del siguiente lema.

Lema 2.1. Sea C LD % E en Top, st gy gf son homeomorfismos locales, entonces f
es homeomorfismo local.

Demostracion. Sea ¢ € C'. Como gf es homeomorfismo local entonces 4V; C (|
Wy C E abiertos tal que c € V; y Vj % W7 es homeomorfismo. Como g es homeomorfismo
local 3V, C D, Wy C E abiertos tal que f(c) € Vo ¥y V3 2y Wy es homeomorfismo. Sea

V= (gf) ' (W1 NW3), V es abierto y V ER f(V) es homeomorfismo. m

Teorema 2.2. La categorias de haces SH(B) es cartesiana.

Demostracion. Veamos que HL posee pullbacks. Sea

p-—.p

A —f’ C
el pullback de (f, g) en Top con f y g morfismos en HL. Para ver que el pullback esta en
‘HL basta ver, en vista del lema anterior, que fg es morfismo de HL. Sea (x,y) € P; como
f v g son homemorfismos locales podemos encontrar U; 3 x abierto de A |, Uy 3 y abierto

de By V o f(x)(= g(y)) abierto de C tal que U; Ly y Uy 2 V son homemorfismos.
Veamos que g~ (U;) es homeomorfo a V. Dado un abierto W de g~ 4(Uy), W = W' N P
para algun abierto W/ de Uy x Uy, y fg(W) = fra(W') N grp(W') es abierto de V', por

lo tanto g~ (Uy) 9y es homemorfismo, y fg esta en HL.

Como HL posee pullbacks, entonces SH(B) también los posee, luego tiene productos
(pues tiene objeto final), por lo tanto es cartesiana. m
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Nota 2.1. La demostracion que presentamos de que HL posee pullbacks se puede sim-
plificar si se plantea desde un punto de vista categorico adecuado. En efecto, sea

un diagrama de pullback en Top donde g es un homemorfismo local (f cualquier funcién
continua). Para ver que ¢ es homemorfismo local, sea p € Py sea U un abierto que
contiene a f(p) tal que ¢g|y es un homemorfismo. Entonces el siguiente diagrama también
es un pullback:

Fio) 22y

1) gl
g~ (f(U)) —— f(U)

!

donde gy es un homemorfismo (isomorfismo en T'op). Pero como todo pullback en cualquier
categoria preserva isomorfismos, entonces g| Fi) s un homeomorfismo, por lo tanto g
es un homemorfismo local.

l(U

2.3. Representacion de categorias cartesianas

Definicion 2.8. Una representacion cartesiana es un funtor entre categorias cartesianas
que preserva productos finitos e igualadores.

Observacion 2.2. Un funtor entre categorias cartesianas que preserva pullbacks y objeto
final es una representacion cartesiana.

En esta secciéon presentaremos un anélogo del teorema 1.1. Alli vimos que toda ca-
tegoria pequena se puede representar fielmente en C'on y, por lo tanto, si una sentencia
elemental universal es verdadera en Con es verdadera en todas las categorias. Notemos
sin embargo que la representacion de Cayley, aunque preserva (y refleja) pullbacks (y
cubrimientos, ver capitulo 3), en general no preserva productos, pues la imagen del ob-
jeto final no siempre es un conjunto unitario, que son los objetos finales de C'on. Por lo
tanto, debemos refinar un poco esta representacién para poder extender el teorema a las
sentencias elementales con predicados cartesianos (pullbacks, igualadores y objeto final).

Definicion 2.9. Dada una categoria C y B € Ob(C), definimos el funtor olvidadizo

¥:C/B—=C
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que a cada (A ER B) € Ob(C/B) le asigna A € Ob(C), y a cada morfismo f de C/B, le

asigna el mismo morfismo f del cual proviene en C (ver seccion 1.2).

Lema 2.2. Sea D una categoria con objeto final 1, y sea F : D — C un funtor tal que
F(1) = B. Entonces existe un unico funtor F' : D — C/B tal que F = XF' y F'(1) = idp.

Demostraciéon. Definimos F’ por F'D = FD LN F1, donde 1p : D — 1. La
unicidad se obtiene de la segunda condicion sobre F/. m

Sea C una categoria cartesiana pequena y sea C' : C — Con su representacion de
Cayley. Si 1 es el objeto final de C, podemos identificar C'1 con B = Ob(C). Luego por el

. . c’ 2
lema anterior podemos factorizar C' como C — Con/B = Con.

Lema 2.3. C' es una representacion cartesiana fiel.

Demostracion. Basta ver, por la observacion anterior, que es fiel y que preserva
pullbacks y objeto final. Es fiel pues C' es fiel; preserva pullbacks pues C' los preserva y es
facil ver que X los refleja; por construccion preserva objeto final. m

Recordemos que el objetivo de estas representaciones consiste en poder reducir el
estudio de propiedades de categorias cartesianas arbitrarias a propiedades de la categoria
de los conjuntos, la cual es mas manejable (o por lo menos estamos mas familiarizados
con ella). Por lo tanto C’ no es propiamente la representaciéon que estamos buscando, y
necesitamos estudiar como se relacionan Con/B y Con.

Definicién 2.10. Sea B un conjunto, definimos la categoria de funciones Con®, cuyos

objetos son las funciones f : B — Con, y sus morfismos f LN g son familias de funciones
h= (o f(b) = g(b))ses-

Primero que todo notemos que C'on/B definida anteriormente es equivalente (segin
la definicion 1.5) a la categoria de funciones con dominio B, Con®. La equivalencia esté
dada por el funtor

F: Con/B — Con®

f = Ff
hl b Fh= (hlj-10))ben
g —  Fyg

donde
Ff: B — (Con

b — 1

Luego toda categoria cartesiana pequena puede ser fielmente representada en una
potencia de Con mediante el funtor F'C".

En general, si tenemos un funtor F : C — Con® podemos pensar este funtor como la
union de sus funtores coordenados (Fy)pep

L: C — Con
C = FC()
fi = L Fflrcw
D FD®)
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donde F f|FC(b) es la funcion F'f restringida al conjunto F'C(b).

Lema 2.4. Si el funtor F : C — Con® es una representacion cartesiana fiel entonces los

funtores (Fy)pep son una familia colectivamente fiel de representaciones cartesianas.
Demostracion. Si F' preserva objeto final es porque F(1) = idp es decir que Fp(1) =

{b}, luego Fy preserva objeto final. Las otras propiedades se verifican facilmente. m

En el caso que estamos estudiando, los funtores coordenados de F'C’ resultan ser los
funtores representables.

Definiciéon 2.11. Dada una categoria C y A € Ob(C), definimos el funtor representable
(A, ): C — Con

B — C(A, B)
fi = LA
C = C(ACQC)

donde

(A, f): C(A,B) — C(A,C)
g = fg

Notemos que FC'(B) : B — Con es la funcion que, a cada objeto A de C, le asigna el
conjunto (A, )(B) =C(A, B),y FC'(f) es la funcion que, a cada morfismo f, le asigna la
funcion (A, f). Luego los funtores coordenados de F'C” en realidad son los funtores repre-
sentables FC'; = (B, ), cada uno de los cuales es entonces una representacion cartesiana,
y son colectivamente fieles, es decir, la uniéon de todos es fiel. Este resultado puede exten-
derse a categorias cartesianas arbitrarias (no necesariamente pequenas), pues los funtores
representables estan definidos para cualquier categoria, luego si no fueran representaciones
cartesianas o no fueran colectivamente fieles, no lo serfan en una subcategoria cartesiana
pequena.

Definiciéon 2.12. El lenguaje de las categorias cartesianas es el lenguaje de las categorias,
anadiéndole nuevos simbolos de predicado para productos, igualadores y objeto final.

Definiciéon 2.13. Un predicado primitivo cartesiano es un predicado primitivo en el len-
guaje de categorias cartesianas.

Definicion 2.14. Una sentencia de Horn cartesiana es una sentencia de la forma

(PL Ao Apn) = q
cuantificada universalmente, donde py, .., p,, ¢ son predicados primitivos cartesianos.

Teorema 2.3. Toda sentencia de Horn cartesiana verdadera en Con es verdadera en
todas las categorias cartesianas.

Demostracion. Supongamos que, en una categoria cartesiana C, la sentencia de Horn
cartesiana (p; A ... Ap,) — ¢ no es valida. Entonces C satisface py, ..., p, pero no ¢q. Por la
fidelidad colectiva de los funtores representables, para algin A € Ob(C) el funtor (A, )
lleva el contraejemplo a C'on, donde se sigue satisfaciendo p, ..., p, pero no ¢q. m



CAPITULO 3

Categorias regulares

3.1. Imagenes y cubrimientos

Definicién 3.1. Sea A £+ B un morfismo factorizable via un monomorfismo (es decir,
existen ¢ y h morfismos, h mono tal que hg = f). Definimos im(f) € Sub(B), la imagen
de f, como la clase del minimo mono h mediante el cual se factoriza f, es decir, si existen
g1 v hy morfismos con h; mono tal que f = h;g; entonces

A B
g1 T h1
Cl

Observacion 3.1. No todas las categorias poseen imdgenes. Por ejemplo, en la categoria
asociada al monoide (N x N, -) el morfismo N x N U N % N tiene la factorizacion
(1,0) = (1,0)(1,p) donde para cualquier p # 0, (1,p) es mono (y es facil ver que son los
unicos monomorfismos que factorizan a (1,0)). Sin embargo el conjunto de los (1,p) no
tiene minimo ya que, para cualquier (1,p), si escogemos p' > p no eziste (x,y) tal que
(1,p) = (z,y)(L, p).

Definicion 3.2. Sea A 5 B un morfismo con imagen, decimos que f es un cubrimiento
st im(f) = [idg].

Definiciéon 3.3. Sea F' = {f;} una familia de morfismos con un mismo codominio B. F'

es un cubrimiento de B, si el minimo subobjeto de B por el cual se pueden factorizar
todas las f; simultaneamente es [idg].

13
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3.2. Categorias regulares

Hemos visto que las categorias cartesianas son el ambiente natural para definir rela-
ciones. Sin embargo, si queremos poder componer relaciones tendremos que requerir que
la categoria posea pullbacks e imagenes, y si, ademas, deseamos que esa composicion sea
asociativa, tendremos que asumir una condiciéon adicional de reqularidad. El teorema cen-
tral de este capitulo nos mostrard que el ambiente minimal para que la composicion de
relaciones sea asociativa se encuentra en las categorias regulares. De hecho, en una cate-
gorfa cartesiana, la composicion de relaciones es asociativa si y solamente si la categoria
es regular.

Lema 3.1. Toda categoria cartesiana posee pullbacks.

Demostraciéon. Dados dos morfismos A L ¢ y B % C, construimos el siguiente
diagrama:
P

TAL Ax B TR

TA B

donde i es el igualador de fr4 y gnp. Es facil ver que el cuadrado exterior es un diagrama
de pullback. m

Definicion 3.4. Una categoria C es regular si es cartesiana, posee imagenes, y los pull-
backs preservan cubrimientos.

Definicién 3.5. En una categoria cartesiana con imagenes, sean R(r1,72) una relacion
entre Ay B,y S(s1,s2) una relacion entre B y C. Construimos la composicion de Ry S
mediante el siguiente diagrama que vamos a explicar:
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RS M 4w 0

f/
!

P
R
A B

La construccion se hace siguiendo estos pasos:

1. Construimos el pullback (73, 51) de (72, 51).

2. Por definicién de entradas en el producto A x C' existe un tinico morfismo f tal que
waf =181y wof = Sora.

3. Factorizamos f a través de su imagen: im[f]f" = f.

4. im[f] es un subobjeto de A x C', luego por el teorema 2.1 éste determina la relacion
RS (maim[f], mcim|f]), que definimos como la composicion de Ry S.

La composicion de relaciones que usaremos es la inversa de la usual: si R es una relacion
entre Ay B, y S una relacion entre B y C' entonces denotamos su compuesta por RS.

/R\
A B
/RO\
B A

f . . .
Dado un morfismo A = B, podemos asociarle a este morfismo la relacién determinada

por el par ménico A
iiA/ X
A B

El contexto nos permite denotar a esta relacion también por f. Notese que, dados dos

Definicion 3.6. Dada una relacion

su relacion opuesta R° esta dada por

morfismos A L B y B2 C, la composicién de sus relaciones fg es la relacion asociada
al morfismo ¢ f.
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Definicion 3.7. Una relaciéon tabula un morfismo si el par moénico que asociamos al
morfismo pertenece a la relacion.

Observacion 3.2. Una relacion R(ry,rs) tabula un morfismo syss ri es iso.

Observacion 3.3. En una calegoria reqular se tiene que para toda relacion R(ry,73),
R = 7’107'2.

Lema 3.2. En una categoria regular, todo pullback de cubrimientos es pushout.

L

diagrama de pullback con fy g cubrlmlentos, sean h e ¢ morfismos tal que

Py
g f
N

A\\\CfB

y consideremos la relacion R = (f°h) N (¢°0).

Demostraciéon. Sea 7

_—

En Con esta relacion es una funcion: en efecto, dado un punto p en C, existe (x1,z3) €
P tal que f(z1) = py g(x2) = p pues f y g son cubrimientos (sobreyectivas en C'on), y por
hipotesis hg(x, xe) = if(wl, Tg). Sillamamos a este tltimo elemento y tenemos que zRy.
Ahora, si y no fuera tnico entonces existiria (2}, z5) € P donde f(z}) = p, g(x}) = p,

= hg(ay,xh) = if(z},75) v y # v/, pero entonces y = hj(w1,7h) y y' = if(v1,75),
contradiciendo el hecho de que hg = zf

Por lo tanto, tenemos el siguiente diagrama en C'on

e
7N
A B
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Por otro lado, se puede ver que el predicado “la relacion R tabula un morfismo” es
regular (por el lema 3.3) . Asi, por el corolario 3.1 de la siguiente seccion, el pushout en
Con se refleja en cualquier categoria regular. Finalmente, es facil ver que, dentro de la
categoria regular, si existe tal morfismo R, entonces es tinico. Por lo tanto el diagrama es
un pushout. m

La prueba del teorema anterior puede malinterpretarse: no estamos diciendo que los
pushout se reflejen de Con en las categorias regulares (lo cudl no es cierto en general),
lo tinico que reflejamos fue la propiedad de que la relaciéon construida es un morfismo.
Luego, ya dentro de la categoria, se demuestra que éste es tinico bajo la hipotesis que los
morfismos del pullback son cubrimientos.

Teorema 3.1. En una categoria con imdgenes, todo coigualador es cubrimiento, y si ade-
mdas la categoria posee pullbacks y los pullbacks preservan cubrimientos todo cubrimiento
es coigualador.

Demostracion. Sea f = coeq(g,h) y seaij = f la factorizacion de f donde i = im(f).
Como fg = fh entonces 1jg = ijh, y como i es mono entonces jg = jh. Por ser f
coigualador existe un tinico morfismo k tal que kf = 7, por lo tanto ikf =ij = f. Como
f en particular es epi tenemos que ik = id, y ademés iki = ¢ e ¢ es mono, luego ki = id.
Por tanto 7 es iso, es decir, f es cubrimiento. Sea ahora una categoria con pullbacks y sea
f un cubrimiento, basta entonces considerar el pullback:

p-—2.4

s

A= D
Como todo pullback de cubrimientos es pushout en una categoria regular, f resulta ser el
coigualador de p; y po. ®

Las relaciones entre un par de objetos A y B estén en correspondencia con Sub(Ax B),
y este a su vez es un conjunto ordenado: [f] < [g] si existe h (automaticamente mono)
tal que hf = ¢g. Notemos ademés que en toda categoria cartesiana este orden es un
semirreticulo inferior, donde el inf de dos subobjetos es el pullback.

Si Ry S son dos relaciones entre A y B, decimos que R C S si el subobjeto de A x B
asociado a R es menor o igual al subobjeto asociado a S.

Definicion 3.8. Sea R una relacion entre A y B, decimos que R es entera si idy C RR°,
y decimos que R es simple si R°R C idp.

Lema 3.3. En una categoria regular, dada la relacion R se tiene que
N
A B
1. f es cubrimiento syss R es entera.

2. f es mono syss R es simple.
3. R tabula un morfismo syss es entera y simple.
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Demostracion.

1. Sea R entera. Tenemos entonces los siguientes diagramas
imlh]
RR® —— AXx A
<fg1,fg2>=h

P

7N

R R°

NN

A B A

A

k
ida RRO ida
Aim[h}\

A A

donde ¢ es mono, y mah = fg;. Como id4 es cubrimiento entonces maim[h]¢ es cubri-
miento, por lo tanto maim[h] es cubrimiento. Como ¢ es cubrimiento entonces m4im[h]c =
wah = fg1 es cubrimiento y, por ende, f lo es también.

2. Sea R simple. Entonces
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imlh]

R°R B x B

<gf1,9f2>=h

7N

R° R

SO AN

B A B

R°R
\(ﬁ
T1 B T2
B

B

(¢ mono). Como se tiene que r; = ry entonces ric = rac, luego gfi = gfo. Por definicion
de par moénico, ffi = ffs fuerza entonces f; = fs, vy es facil ver que esto sucede solamente
si f es mono.

La otra implicacion es trivial, basta notar que si f es mono entonces f; = fs.

3. La relacion R tabula un morfismo syss f es iso syss f es coigualador y mono, pero
estamos en categorias regulares donde coigualador es equivalente a cubrimiento. m

3.3. Representacion de categorias regulares

Demostraremos en esta seccién que toda sentencia de Horn regular verdadera en C'on
es verdadera en toda categoria regular.

Definicién 3.9. En una categoria regular C, el soporte de un objeto A, spt(A) es la
imagen de A — 1, donde 1 es el objeto final de C. Decimos que A tiene buen soporte si su
soporte es [idy], es decir, si A — 1 es un cubrimiento.

Definicién 3.10. Un objeto A es punteado si la coleccion de morfismos de 1 a A es un
cubrimiento de A.
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Definicion 3.11. Una categoria regular es capital si todo objeto con buen soporte es
punteado.

Ejemplo 3.1. Grp no es una categoria capital. El grupo unitario {e} es el objeto final de
Grp y todo morfismo sobre {e} es un cubrimiento, luego todo objeto tiene buen soporte.
Sin embargo, el grupo de los racionales (Q,+) no es punteado, pues el unico morfismo

{e} ERN (Q,+) envia e en 0, pero este morfismo no es un cubrimiento, pues im|[f] = [f] #
[idg]-

Ejemplo 3.2. Con, Top, Hau, son categorias capitales.

Sea C una categoria con productos finitos, y B € Ob(C). Consideremos el funtor
(Bx ):C—C.

Como la imagen del objeto final de C por este funtor es isomorfo a B, por el lema 2.2
podemos factorizar este funtor como

c3c¢/B3c.
Lema 3.4. 1. SiC es regular entonces C/B también es regular.

2. A es una representacion de categorias regulares.

3. A es fiel syss B tiene buen soporte.
Demostracion.

1. C/B es cartesiana, pues las iméagenes de los morfismos en C/B son las mismas que
en C, y como la construccion de los pullbacks en C/B es la misma construccion que
se hace en C entonces los pullbacks preservan cubrimientos.

2. El funtor (B x ) preserva pullbacks, y el funtor ¥ los refleja, luego A preserva
pullbacks. Como ademas preserva el objeto final, por la observacion 2.2 A es una
representacion cartesiana. Por otro lado, como ¥ refleja cubrimientos es suficiente
mostrar que (B X ) preserva cubrimientos para ver que A los preserva.

En toda categoria el siguiente diagrama es un pullback

BXAlmBXAQ

]

Ay Ay

Luego si f es cubrimiento, por regularidad idg x f también es cubrimiento.
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3. («) Como X es fiel, entonces A es fiel siempre y cuando (B x ) sea fiel. Como B
tiene buen soporte, del siguiente pullback vemos que, por regularidad, B x A — A
es un cubrimiento:

BxA— A

B

Por otro lado, el funtor (B x ) preserva y refleja isos, pues si un morfismo A’ ENY|

. id .
genera un iso B x A’ W] B % A entonces f es mono (hecho facil de comprobar),

y ademas del pullback
id
Bx A L Bya

Al A

f

se deduce que f es cubrimiento, pues como 74 y 2dg X f son cubrimientos, entonces
wa(idg X f) = fma es cubrimiento y, por tanto, f lo es. Luego, f es cubrimiento
y mono, es decir, iso. Asi, (B x ) preserva y refleja isos. Ademés, naturalmente
preserva igualadores. Pero un funtor entre categorias con igualadores que posea
estas propiedades (preservar y reflejar isos, y preservar igualadores) es fiel, pues si
un morfismo f es el igualador de dos morfismos g y h, y es isomorfismo, entonces
g =h.

(=) Supongamos, por contradiccion, que B no tiene buen soporte. Existe entonces
un subobjeto propio U de 1 tal que B — U — 1, lo que induce un isomorfismo B X
U — B x 1. Como X refleja isos, entonces AU — Al es isomorfismo, contradiciendo
el hecho de que A refleja isos.

Notemos que, por el numeral 3 del lema anterior, si B es un objeto bien soportado de
una categoria regular C entonces podemos asumir que C C C/B y que la contenencia es
una representacion regular.

Demostraremos que toda categoria regular pequenia se puede sumergir en una categoria
capital mediante una construccion que requiere del axioma de eleccion, aunque es posible
dar una prueba un poco mas complicada que no lo requiere (véase |2, p. 76]).

Definicion 3.12. Sea K una categoria cuyos objetos son categorias regulares pequenas (no
necesariamente todas) y cuyos morfismos son representaciones regulares fieles (tampoco
necesariamente todas).

Decimos que K satisface la condicion de equivalencia si para cada C € Ob(K) y todo
funtor de equivalencia C — D, se tiene que D € Ob(K) y (C — D) € K(C, D).

IC satisface la condicion de particion si para cada C € Ob(K) y para cada A € Ob(C)
con buen soporte, se tiene que C/A € Ob(K) y (C 25 C/A) € K(C,C/A).
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IC satisface la condicion de la union si, dadas una categoria D y F C K una familia
de subcategorias de D tal que

1. Para cada C,C’ € F existe C" € FtalqueCCC"yC' C(C”

2. D=UF

3. S1C,C' € F,y C CC entonces (C = C') € K(C,C)

entonces D € Ob(K) y (C 5 D) € K(C,D) para todo C € F.

Observacion 3.4. La categoria de todas las categorias requlares pequenas cumple las tres
condiciones anteriores.

Veremos que toda categoria regular se puede sumergir en una categoria regular capital
usando una construccion al estilo Henkin de teoria de modelos. De hecho, construiremos
una cadena ascendente de categorias tal que, a medida que ascendamos en la cadena,
cada categoria sea “capital” con respecto a la anterior. La unién de esa cadena resultara
entonces una categoria capital. Por la condicion de la uniéon tendremos la submersion que
buscamos.

Definicién 3.13. Sea C = C, y sea F' = {f;}; una coleccién de morfismos de C’' con
mismo codominio B € Ob(C). Decimos que F' es un cubrimiento de B relativo a C si el
tnico subobjeto [h] de B (con h en C) que factoriza a todos los f; simultaneamente es

Decimos que C 5 C' es una capitalizacion relativa si para todo objeto B € Ob(C) bien
soportado en C, el conjunto C’(id;, B) es un cubrimiento de B relativo a C. En tal caso
decimos que B estd bien punteado en C' con respecto a C.

De ahora en adelante trabajaremos con una categoria K fija que cumpla las tres con-
diciones recién definidas. (Para efectos practicos podemos pensar en K como la categoria
de todas las categorias regulares pequenas con representaciones regulares por morfismos).

Lema 3.5. Para toda C en K existe C' en K tal que C 5 € K(C,C") es una capitaliza-
cion relativa.

Demostracion. Daremos una prueba de este hecho usando el axioma de eleccion,
aunque éste no sea necesario (ver [2]). Construimos inductivamente una cadena ascendente
de categorias de la siguiente forma:

1. Cy=C.

2. Dada C, sea B el primer elemento bien soportado de C que no esta bien punteado
en C, (en caso de no haberlo, C, ya es una capitalizacion relativa de C), y definimos

CaJrl - Ca/B
3. Para 8 ordinal limite, definimos Cs = | Ca.

a<f
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Recordemos que la contenencia C, C C,/B esta dada por el funtor A. Veamos que AB
es un objeto bien punteado en C,;; = C,/B con respecto a C,. El objeto final de C,/B

es el morfismo B 42 B, luego h =< idp,idg > es un morfismo en Cyo11(le,,,, A(B))

<idp,idg>
_—

B x B

1

Si B’ L B es un mono tal que gAf = h para algin g € Coy1(1c,.,, A(B’)), entonces

a+1)
9 /
B— B xB

id <fidp>
B N f,idp

B<—7r1 B x B

luego fg = idp, es decir, f es isomorfismo. Por lo tanto h es un cubrimiento de B relativo

a C,.

Finalmente, notemos que la cadena ascendente debe detenerse en algin ordinal v pues
C es una categoria pequena, luego la clase de objetos bien soportados es un conjunto. Con
) c o .
ello se tiene que C = C, es una capitalizacion relativa. m
Las condiciones de K son necesarias para que el funtor A sea un morfismo y ademas

para que podamos considerarlo como la contenencia. El axioma de eleccion solamente fue
usado para bien ordenar los objetos bien soportados de C.

Lema 3.6. Toda categoria reqular pequena puede ser fielmente representada en una cate-
goria capital.

Demostracion. Dada C sea Cy = C y sea C, N C,11 la capitalizacion relativa.

La categoria |J C, es capital. m

n<w

Teorema 3.2 (Henkin, Lubkin, Freyd). Toda categoria regular pequenia puede ser fiel-
mente representada en una potencia de la categoria de conjuntos.
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Demostracion. Sea C una categoria regular y B € Ob(C). Definimos
Tg:C — Con

como el funtor
= C/B = Cap(C/B) @) con

donde Cap(C/B) es una categoria capital que contiene a C/B y la contenencia es una
representacion fiel (existe por el lema anterior).

Debemos ver que el funtor (1, ) es una representacion regular, y basta entonces
verificar que preserva cubrimientos. Como los cubrimientos en C'on son las funciones
sobreyectivas, dado

—_

donde A — B es cubrimiento, entonces habra que encontrar 1 % A tal que

1

g l
h

B

N

Ahora bien, por un lado notemos que como A — B es cubrimiento y la categoria es
regular, entonces en el siguiente pullback

1

\h

P
d
A B

T,

{\

f es cubrimiento, y basta que f tenga inversa por derecha, es decir que exista un morfismo
1 — P. Si f fuera mono, entonces seria iso y ya se tendria el resultado. Si no es mono,
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tenemos:
P
ide [ p o p\ide
P P
X 7
1
Luego P SWpidez p o P oes un subobjeto propio, y, como P es bien soportado y los

pullbacks preservan cubrimientos, P x P es bien soportado también. Por tanto es bien
punteado y existe un morfismo 1 — P x P, y asi existe también un morfismo 1 — P.

Esto quiere decir que el funtor (1 ) es una representacion regular, por lo tanto Tp
también lo es. Ahora, definimos el funtor

T:C — Con®©

tal que
! T(A): 0Ob(C) — Con
A —  {Ts(A): Be€ ObC)}
f — {Tgf:B € ObC}.

Este funtor es una representacion regular pues sus coordenadas lo son. Para ver que
es fiel bastarfa probar que la familia {Ts}pcopc) es colectivamente fiel, pero de hecho
puede probarse algo méas fuerte, a saber, que la familia {T}pc; también resulta ser
colectivamente fiel (es decir que si dos morfismos f y g de C son diferentes, entonces para
algin T donde B es subobjeto de 1 T f # Tgg). Sean entonces f,g: B — C distintos,

y sea h : B" — B su igualador; h es un subobjeto propio y por lo tanto AB’ 2 AB es
propio en C/spt(B). Ademéas AB esta bien soportado, y por lo tanto esta bien punteado
en Cap(C/spt(B)). Existe entonces un morfismo 1 — B que no se factoriza a través de
B, es decir (1, B’) € (1, B). Como la representacion es regular, esta preserva igualadores,
y por tanto el igualador de las funciones Tgf y Tgg es una contenencia estricta. Esto
implica Tgf # Tgg. m

Esta representacion tiene por consecuencia inmediata el siguiente corolario, que se
demuestra exactamente igual que en el caso de las categorias cartesianas.

Corolario 3.1. Toda sentencia de Horn en los predicados de categorias regulares verda-
dera en la categoria de conjuntos es verdadera en todas las categorias requlares.
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3.4. La categoria de relaciones

Teorema 3.3. Sea C categoria cartesiana con imdagenes. C es reqular syss la composicion
de relaciones es asociativa.

Demostraciéon. Por el corolario anterior, como la composicién de relaciones es aso-
ciativa en C'on entonces es asociativa en cualquier categoria regular.

Viceversa, supongamos que la composicion es asociativa. Notemos primero que si un
morfismo f es cubrimiento entonces f°f = id (por la misma definicion de composicion).
Dados f y g morfismos en C con mismo codominio y con f cubrimiento, por un lado
tenemos que g(f°f) = g, luego necesitamos que (gf°)f sea un morfismo, por lo tanto en
la construccion de g f° vemos que 7 debe ser iso:

P

/I

f gfo g

A% NC
ANVEN

Pero como ¢ es cubrimiento entonces f también debe ser cubrimiento, lo que asegura que
los pullbacks preservan cubrimientos. m

Como en categorias regulares la composicion es asociativa, sobre cada categoria regular
bien potenciada podemos construir una nueva categoria de relaciones, que llamaremos
Rel(C). Notemos que la categoria Rel(C) tiene los mismos objetos que C pero en general
menos morfismos, pues no toda relacion tabula un morfismo. En esas condiciones, podemos
construir un funtor canénico C = Rel(C) que asigna a cada morfismo la relacion que lo
tabula.

Teorema 3.4. Para toda categoria reqular C, Rel(C) cumple las siguientes propiedades:

1. R(SNT)C RSN RT
2. (Modularidad) (RSNT) C (RNTS)S®

Demostracion. La relacion R C S se tiene syss R NS = R, y esta tultima es una
sentencia de Horn. Las dos propiedades del teorema se pueden escribir entonces como
sentencias de Horn y, como son vélidas en C'on (chequeo elemental del algebra de relaciones
conjuntistas), son validas en Rel(C). m
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Los axiomas para las alegorias (categorias de relaciones) propuestos por Freyd incluyen
estas dos propiedades junto con otros 10 axiomas naturales (como la conmutatividad de
la interseccion o la asociatividad de la composicion). Su importancia en el estudio de las
alegorias no podra ser apreciado en este trabajo, pero vale la pena anotar que juegan
un papel fundamental en el estudio de la légica interna de una categoria regular, que
explicaremos con algo de detalle en el ultimo capitulo.



CAPITULO 4

Prelogoi

4.1. Reticulos de relaciones

Dado A € Ob(C), definimos en Sub(A) un orden parcial de la siguiente forma: [f] < [g]
si existe j (mono) tal que gj = f. No es dificil ver que el orden esté bien definido. Tenemos
el siguiente lema:

Lema 4.1. Dada C categoria con pullbacks y A € Ob(C), Sub(A) es semirreticulo inferior.

Demostracion. inf@ = id,. Dados [f],[g] € Sub(A), sea (f,7) el pullback de (f, g):
veamos que [f]A[g] = [¢f] = [fg]- Como los pullbacks transfieren monos y composicion de
monos es mono, la operacion esta bien definida. Sea [h] < [f], [h] < [g]; entonces existen
J1 jo tal que fj1 = h'y gjo = h, por lo tanto, por definicion de pullback, existe j (mono)
tal que fj = j2 y gj = ji, es decir, fgj = gf = h, luego [o] < [f|Ag]. =
Definicion 4.1. Un prelogos es una categoria regular C tal que para cada objeto A de C,
Sub(A) es un reticulo y para cada morfismo f: A — B, f~!: Sub(B) — Sub(A) es un
homomorfismo de reticulos.

La definicion de prelogos hace referencia a conceptos conjuntistas, sin embargo pode-
mos dar una definiciéon equivalente de naturaleza categorica.

Definicion 4.2. Un prelogos es una categoria cartesiana con imagenes y en la cual los
pullbacks transfieren cubrimientos finitos; esto es, dado un cubrimiento {f;} de B y un

morfismo A L B , entonces la familia {fz} producida por el pullback

=

A, — B
fi fi
A—f’B

es un cubrimiento de A.
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Lema 4.2. Las definiciones anteriores son equivalentes.

Lema 4.3. En todo prelogos existe objeto inicial.

Demostracion. Por definicion, Sub(1) es un reticulo, luego tiene minimo: llamémoslo
0 y veamos que 0 es el objeto inicial (siendo rigurosos, 0 es la clase de un morfismo
que tiene como dominio un objeto inicial que por comodidad también llamaremos 0). Si
Pa: A — 1, entonces P;*(0) es el minimo subobjeto de A; si existiera un morfismo A — 0

. id 4, id
entonces P;*(0) = A , y lo mismo sucede con A x A, por lo tanto A SIOATAT A x A es
entera y A es un objeto cuasi-terminal (es decir, para cada otro objeto C' existe maximo
un morfismo C' — A). Como esta contenido en 0 entonces es isomorfo a 0.
En general P;'(0) es isomorfo a 0 para todo A, por lo tanto existe un morfismo
02 A, y es tinico pues si hubiera dos morfismos morfismos distintos, su igualador seria
propio. Como 0 no tiene subobjetos propios, 04 es tinico y 0 es objeto inicial. m

Ejemplo 4.1. Sea P un orden parcial, Cp es pre-logos syss P es reticulo distributivo.

St Cp es prelogos, entonces P tiene elemento maximo 1 y por lo tanto P corresponde a
los subobjetos de 1, por lo tanto es un reticulo. Para ver que es distributivo, basta ver que
para cada trio de elementos m, n, o, se tiene que

mA(nVo)=(mAn)V(mAo).

Pero como para m =2 1, <, Sub(1) — Sub(m) es homomorfismo de reticulos,
entonces

mA(nmVo) = <, '(nVo)
= Sm71(”) \% Smil(o)
= (mAn)V(mAo)

La otra implicacion es facil de ver usando las ecuaciones anteriores.

Como vamos a trabajar con relaciones vistas como subobjetos del producto cartesiano,
conviene denotar por RN .S al infimo de Ry S, y RUS al supremo de R y S. De igual
forma, no haremos distinciéon entre un subobjeto y el dominio de uno de los morfismos de
su clase (pues todos esos dominios son isomorfos), y usaremos la misma notacion para el
sup y el inf que acabamos de mencionar.

Lema 4.4. Dados A y B subobjetos de algin objeto M, el siguiente pullback:

ANB — B

A—— AUB

es pushout (es decir, si un par de monomorfismos conforman un cubrimiento, entonces
su pullback es a su vez pushout).
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Demostracion. Sean f y g dos monomorfismos que cubren a C'y sean hy; y hs
morfismos tal que

A'E/P\\f:B
N

Si vemos los morfismos como relaciones, tenemos que las siguientes ecuaciones son verda-
deras (usando la regularidad de la categoria). Recordemos que la composicion de relaciones
se escribe por derecha.

1. ffe=1dsy gg° =1dp.
2. fo°=9°Ff
3. Las relaciones hi, hy y ghy son enteras y simples (ver lema 3.3).

Ademas, como f y g son un cubrimiento de C tenemos que f°f U ¢°g = idc. Definamos
R = f°hy; U g°hs, y veamos que R tabula un morfismo. Por un lado tenemos que

(f?idaf) U (g°idrg)
JPhiha® f U g°haha®g

(f7h1 U g°ha) (" f U o)
RR°

1do

N 1NN 1N

luego R es entera. Por otro lado, R es simple:

R°R (h1®f Uhy®g)(f°h1 U g°ha)

hi°ff°hi Uhi°fg°he Uhsgfhy Uhs®gg°he
hi®hy U hy°G° fha U ho® f2ghy U ho®hy

ida U (Gh1)° fha U (fhe)°Ghy Uidp

ida U (gh1)°ghi U (gh1)°ghy U idg

ZdD

N IN 1IN 1N 1IN
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Con la definicién dada de R, es facil ver que Rf = hy y Rg = hs, asi como también es
inmediato el hecho de que R es tnico pues f y g son un cubrimiento de D. m

Es importante notar que la construcciéon de R es la obvia si pensamos de manera
conjuntista. Sin embargo, no hubiéramos podido usar los teoremas de representacion que
tenemos hasta el momento pues el predicado “ser el pushout de dos morfismos” no es un
predicado regular.

4.2. Representaciéon de prelogos

Definiciéon 4.3. Una representacion de prelogos es una representacion regular que ademés
preserva uniones finitas.

En esta seccion indicamos los pasos claves de la demostracion del siguiente teorema.
Sin embargo dejamos los pasos sin demostrar, pues para el total entendimiento de éstos se
requeriria un estudio de las alegorias més amplio del que podemos abarcar en esta tesis.

Teorema 4.1. Todo prelogos pequeno se puede representar fielmente en una potencia de
la categoria de conjuntos.

De aqui se deduce, como en capitulos previos, que toda sentencia de Horn en los
predicados de prelogoi, verdadera en C'on es verdadera en todo prelogos.

Definicion 4.4. Un prelogos es positivo si para cada par de objetos A y B existe un par

de monomorfismos A % C y B % C tal que su pullback es

!

—>B

—,C

f

Hecho 4.1. Todo prelogos se puede representar fielmente en un prelogos positivo.

Demostracion. (Idea general) Dada una categoria regular C, consideramos su alegoria
asociada D = Rel(C); a cada par de objetos Ay B en D le asignamos una relacion 045 si
el conjunto de relaciones entre ellos es vacio, y construimos la alegoria DT cuyos objetos
son sucesiones finitas de Ob(D) y sus morfismos son las matrices de morfismos de D. Los
morfismos de D conforman un prelogos positivo que contiene a C y la contenencia es una
representacion de prelogos. m

Hecho 4.2. 1. SiC es un prelogos positivo entonces C/B también lo es, y el funtor
A:C—C/B

es una representacion de prelogos.
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2. Todo prelogos positivo es fielmente representable en un prelogos positivo capital.

3. Todo prelogos positivo capital pequeno es fielmente representable en una potencia de
la categoria de conjuntos.

El anterior hecho enumera la sucesion de pasos que debemos seguir para demostrar el
teorema principal. El lector puede consultar la demostracion de estos hechos en [2 pp.
103-209].
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Logoi

5.1. Morfismos adjuntos

Definicién 5.1. Un logos es un prelogos C tal que para cada morfismo f: A — B, f~!:
Sub(B) — Sub(A) tiene adjunto derecho V; : Sub(A) — Sub(B), es decir, f~*(B’') C A’
ssi B' C Vy(A').

En Con tenemos que V;(A') = {b € B : Va € A(f(a) = b = a € A’)} (suerte de
cilindrificado general).

Definicion 5.2. Un dlgebra de Heyting es una estructura del tipo (A, A, V,—) donde
(A, A, V) es un reticulo distributivo con 0, y — es una operacion binaria en A que cumple
la siguiente propiedad

Vabe aNb<c¢ < b< (a— c).

Observacion 5.1. (a — ¢) =maz{b:aNb < c}.

En realidad, un élgebra de Heyting se puede definir como un reticulo con 0 y con la
propiedad descrita, pues se puede demostrar que esta propiedad implica la distributividad
(v la existencia de un maximo).

Ejemplo 5.1. Sea P un orden parcial, Cp es un logos syss P es un dlgebra de Heyting.

St Cp es un logos entonces es un prelogos, luego P es un reticulo distributivo. Dados

m y n elementos de P y dado m Smy o, definimos (m — n) = V<, (m An), es decir,
(m —n) =V, (<! (n)). Veamos que cumple la propiedad deseada: para o en P,
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Viceversa, st P es un dlgebra de Heyting, para el morfismo m LN definimos V<, :
Sub(m) — Sub(n) mediante V<, (u) = (m — u) An (donde w C m). Veamos que V<,,,
es el adjunto derecho de <.'. Sean p,q € Ob(Cp), p Cn yqC m,

<om W) Ca&mAp <q
Sp<(m—q)
Sp<(m—q)An (puesp <n)
< p < (Vs,.(9)

5.2. Representaciéon de Stone

Mencionaremos en esta seccion diversos teoremas de representacion para logos, que, a
diferencia de los teoremas de representacion anteriores, presentan propiedades geométricas
mas especificas e interesantes para el presente trabajo. Las demostraciones de los siguientes
teoremas se pueden consultar en [2, pp. 125-136, 228-231].

Teorema 5.1. 1. Todo logos contable puede ser fielmente representado en una potencia
contable de Sh(R). 2. Todo logos contable con un objeto final coprimo puede ser fielmente
representado en Sh(R).

Teorema 5.2. Para todo logos pequeno C existe una categoria pequena A y una represen-
tacion fiel C — Con™.

Teorema 5.3 (Representacion de Stone). Para todo logos pequeno C existe un espacio
topologico X y una reprepresentacion fiel

C — SH(X).

Mads aun, X se puede escoger compacto, totalmente disconexo y sin puntos aislados. Si
C es contable entonces X puede escogerse, por ejemplo, como el conjunto de Cantor, el
conjunto de los racionales o el conjunto de los irracionales.

Poder representar todo logos en una categoria de haces muestra la gran importancia
de éstas. Mas adelante cuando revisemos la logica de haces y la logica interna de las
categorias en los capitulos 7 y 8, veremos las conexiones intrinsecas que se presentan en
estas logicas via los teoremas de representacion.

En particular, los teoremas de representacion son la clave para demostrar la comple-
titud de las logicas internas de las categorias intermedias (regulares, prelogoi y logoi).

5.3. Residuales

Definicién 5.3. Dadas dos relaciones con el mismo codominio R(A,C) y S(B,C), el
residual de R con S, denominado (R/S)(A, B) es una relacion tal que para cualquier otra
relacion T(A,B), TS C RssiT C R/S.
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Ejemplo 5.2. En Con, dadas dos relaciones RC Ax C ySCBxC, R/S=1{(a,b) €
A X B |Vee C(bRe — aRe)}.

Lema 5.1. En una categoria reqular, sea una relacion y C' I B un

R
N
A B

morfismo, entonces R/ f existe y es igual a Rf°.

Demostracion. Por el corolario 3.1 basta demostrarlo en C'on. Sea T" una relacion,
debemos mostrar que
TfCR&TCRf

(:>):
(z,y) €T = (z,f(y) €Tf
= (2, f(y) €R
= (z,y) € Rf° (pues(f(y),y) € [°)
(<)

(z, f(y) €Tf = (v,y) €T
= (z,y) € Rf°
= (z, f(y)) € R (usando que f es funcion).

Lema 5.2. Sean R, S\ y Sy relaciones en una categoria regular, si (R/S1)/Sy eziste,
entonces R/(S2S1) existe y es igual a (R/S1)/55.

Demostracion.

& TS, CR/S,

Lema 5.3. En un prelogos, sean R C AX B una relacion y C s Bun morfismo, entonces

Rf® =VYa,.p(R), donde A x ¢ 2205 4 5 B,
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Demostraciéon. Sea G
waA,
Yidas.f)(R) —— R

—~—

(r1,r2) (r1,72)

Ax o 4B

TC TB

o !

B

Tanto el cuadrado superior como el inferior son pullbacks, luego el rectangulo grande es
pullback, y ademas este pullback corresponde al pullback de la construccion de Rf°:

(ZdAJ:/ \(Tﬂz
g N\ / N

Luego Rf° =V(q,,n(R). m

Teorema 5.4. Si C es un logos, entonces tiene residuales.

Demostracion. Sean R C AxC'y S(s1,$2) € BxC, buscamos R/S. Como S = s1°sg,
por los lemas anteriores basta encontrar (R/sy)/s:° = (Rs2°)/s1° = (ida, s2) ' (R)/s:°.
Por la propiedad de adjuncion en el prelogos, sabemos que

(idA, 81)_1(T) Q RSQO & T Q \V/(idA781)(RSQO)

Luego R/S = Y(id,.s,)(152°).
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Residuacion

6.1. Estructuras algebraicas residuales

Definiciéon 6.1. Sean P y @) dos ordenes parciales. Un par residuado (f, f') consiste en
un par de funciones f : P — @, f' : Q@ — P, tal que f’ es el adjunto derecho de f, es
decir, f(z) <y < x < f'(y). En tal caso decimos que f’ es el residual de f.

Definicion 6.2. Sea P un orden parcial. Un operador de clausura v : P — P es una
funcion expansiva, monotona e idempotente, es decir: p < v(p), p < ¢ = v(p) < v(q) y
v(v(p)) = 7(p). Dualmente, un operador de interior 6 : P — P es una funcién contractiva
mondtona e idempotente.

Observacion 6.1. Sea v : P — ~(P) un operador de clausura y sea i : v(P) — P la
inclusion. Entonces i es el residual de .

Proposicion 6.1. Sea [ : P — Q, [/ : Q — P un par residuado. Entonces [ y [’ son
mondtonas, f'f es un operador de clausura y ff' es un operador de interior.

Dado un orden parcial P y X C P, denotamos por \/ X al supremo de X y por A X
a su infimo (en caso de que existan).

Proposicion 6.2. Sean P, ) drdenes parciales dotados de un par residuado (f, f'), vy
sean X CPyY CQ.

1. Si\J X eziste entonces \| f(X) = f(\/ X).
2. Si \Y existe entonces \ f'(Y) = f(NY).

Demostracion. Por monotonia, f(\/ X) es cota superior de f(X). Sea y una cota
superior de f(X), entonces para todo x € X, f(z) < y, luego = < f'(y), por lo tanto
VX < f(y)y f(VX)<y. El numeral dos es anilogo. m

37
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Definicién 6.3. Sean P, (Q y R érdenes parciales, una operacion binaria P X Q — R es
residuada si para cada p € Py ¢ € @ las funciones Q = R (operar por izquierda con p)
y P % R (operar por derecha con ¢) son residuadas.

Esto se puede traducir en que existen dos funciones \: PXx R —-Qvy /: RxQ — R
tales que
prg<repsr/geqg<p\r

(lamaremos a estas funciones division por izquierda y division por derecha respectiva-
mente).

Definicion 6.4. Un grupoide ordenado es una estructura de la forma (G, -, <) tal que -
es una operacion binaria en G, (G, <) es un orden parcial y

Vop'ad p<p' yq<d=p-q<p-q

Un grupoide residuado es una estructura de la forma (G, -\, /, <) donde (G, -, <) es
un orden parcial ordenado, y - esta residuada mediante \ y /.

Un grupoide r-residuado (grupoide residuado reticulado) es un grupoide residuado tal
que su orden asociado es un reticulo.

Analogamente podemos definir semigrupos, monoides o grupos (r-)residuados.

Teorema 6.1. Sea G un grupoide residuado y X, Y C G.

1. St \| X y 'Y existen, entonces

VEVT= Vo

zeX,yeYy

2. S0\ X y \Y existen, entonces

ANAY) = A\y, (AV)/z= Ny/z

VX\z= Az\z  z/(\/X)= \z/x

6.2. Algunas correspondencias categoricas

Vimos en el capitulo 5 que en un logos, por definicién, la funcion f=' : Sub(A) —
Sub(B) tiene adjunto derecho. Sin embargo, como veremos en el siguiente lema, basta
que la categoria sea regular para que tenga adjunto izquierdo (es decir, que exista una
funcion de la cual sea adjunto derecho).

Definicién 6.5. Sea A i) B. Definimos

drp: Sub(A) — Sub(B)
a = am(f o)
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El porqué del nombre de esta funcién se aclara si pensamos conjuntisticamente: si
X C A, entonces 3;(X) = {x € B: Jy € X tal que f(y) = x} (la situacién no es
exactamente asi, pues el subobjeto que representa X no es el conjunto X propiamente
dicho, sino toda la clase de conjuntos equipotentes a X, cada uno dotado de la funcion que
los biyecta; pero este detalle técnico no vuelve imprecisa la intuicién que nos proporciona
el ejemplo).

Lema 6.1. Sea A s B un morfismo de una categoria reqular, entonces f~1 es el adjunto
derecho de 3.

Corolario 6.1. La funcion f=' preserva infimos arbitrarios, en particular es un homo-
morfismo de los semirreticulos inferiores Sub(B) y Sub(A).

Demostracién. Se deduce de la proposicion 6.2 (o también de que f~!, al poseer
adjunto izquierdo, preserva limites). m

Teorema 6.2 (Identidad de Frobenius). Sea C una categoria regular, A I Bun morfismo
yA' S A B 5 B dos subobjetos, entonces (A’ A f1B) =3, A A B'.

Demostracién. Notemos que A’ A f~'B’ se obtiene mediante el pullback de fa y 3:

Al A f—lBl f—lB/

|

A A B

B/

Por otro lado, factorizando fa tenemos

AAfB B
B

A/—>E|fA,—>B

donde A" — 3;A" es un cubrimiento y 3yA" — B es mono. Si completamos el pullback
intermedio obtenemos
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ANfIB —— JAANB

B/

A A B

donde A’ A f7'B’ — 3;A’ A B’ es un cubrimiento, por ser la categoria regular. Ademas
tenemos que 3;A’ A B' — B’ es mono, y como [ es mono, entonces 3;A' A B" — B es
mono, luego A’ A f~'B" — 3;A' A B' = B es una factorizacion cubrimiento-mono. Por
unicidad de las imagenes 3;(A' A f'1B) =3, A ANB. =

Veamos cuales propiedades generales de la residuacion podemos aplicar a los logoi.
Tenemos, por un lado, que en todo logos (f~1,V;) v (35, f~') forman pares residuados,
luego por la proposicion 6.1 dado un morfismo C' — D, 3;f~' y V;f~! constituyen un
operador de clausura y un operador de interior, respectivamente, sobre C'. Ademas, por
otro lado, la residuacion acttia a nivel de relaciones en los logoi como vemos en el siguiente
lema.

Lema 6.2. En logos, la operacion de composicion
o: Rel(A, B) x Rel(B,C) — Rel(A,C)

es residuada.

Demostracion. Ya vimos que existe la division por derecha en el teorema 5.3. Basta
definir la division por izquierda de la siguiente forma

R\ S :=(S°/R°)°
Veamos que cumple la propiedad de residuacion:

TCR\S<T°CS°/R°
& TR CS°
< RTCS

Corolario 6.2. Si A es un objeto de un logos, entonces (Rel(A, A),o,\,/) es un r-
monotde residuado.



CAPITULO 7

La l6gica interna

Asi como en la logica clasica, existe un teorema de completitud para la logica intuicio-
nista de primer orden que afirma que una sentencia se deduce en el célculo deductivo de
Heyting syss vale en todos los modelos de Kripke. En esta seccién demostraremos un teore-
ma de completitud anélogo, pero con respecto a modelos categoricos, més especificamente
con respecto a los modelos de haces sobre un espacio topologico.

7.1. Sintaxis

En los cursos de logica mateméatica se suele trabajar con estructuras con tinico uni-
verso fijo. Sin embargo, es usual toparse con estructuras que poseen méas de un tniverso,
por ejemplo, los espacios vectoriales, los modulos, espacios proyectivos, etc. En ciertas
situaciones resulta por tanto més natural trabajar la logica desde esta perspectiva, un
camino mas conveniente para explorar la logica categorica.

Introducimos en esta seccion las bases de la logica intuicionista de primer orden (con
varias suertes).

De ahora en adelante trabajaremos con una coleccion infinita de simbolos (no necesa~
riamente contable) Xy, Xy, ... (llamadas suertes) y, para cada suerte, introduciremos un
conjunto infinito de variables. Representaremos x;, y;, z;... las variables de suerte X;.

Definicion 7.1. Un lenguaje formal es una tupla £ = (SimbLog,V, R, F,C) donde
SimbLog = {—,V,\,V,3,=, L}, V es el conjunto de variables definido anteriormente
(infinitas por cada suerte), Ry F' son funciones con dominio las tuplas finitas de suertes,
y C' es una funciéon cuyo dominio es el conjunto de suertes.

R(X3, ..., X,,) es el conjunto de simbolos de relacion en la tupla (X3, ..., X,,).

F(Xy,...,X,,Y) es el conjunto de simbolos de funcién que, por comodidad, denotare-
mos como f: Xy x ... x X, =Y.

C(X;) es el conjunto de constantes de suerte Xj.

41
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Definiciéon 7.2. Los términos en un lenguaje £ se definen inductivamente:

1. Las variables x;, y;, ... y las constantes de C'(X;) son términos de tipo Xj.

2. Sity,...,t, son términos de tipo X1, ..., X,, respectivamente, y f: X1 x..x X,, = Y
es un simbolo de funciéon, entonces ft,...,t, es un término de tipo Y.

Definicion 7.3. Definimos las férmulas del lenguaje también de manera inductiva:

1. El simbolo L es una férmula.
2. Sit; y t; son términos del mismo tipo Xj, entonces ¢; = t; es una féormula.

3. Sity,...,t, son términos de tipo Xj, ..., X,, respectivamente, y R € R(Xq,..., X,,),
entonces R(ty,...,t,) es una formula.

4. Si ¢ y 9 son formulas, entonces ¢ — 1, p A, ¢ V ¢ son féormulas.

5. Si ¢ es una formula de tipo X; y z; es una variable, entonces dz;¢ y Vz;0 son
formulas.

La expresion - es la abreviacion de L— .

Describiremos ahora el calculo deductivo intuicionista H.

1. Dadas ¢, 1 y v férmulas y ¢ un término, los siguientes son axiomas de H.
Axiomas proposicionales:

Lo—= (=)

IL(p = (b = 7) = (g = ¥) = (¢ = 7))

. gAY — ¢

IV.oANY —

Voo = (¥ = (e A1)

VLp = (¢ V¥)

VIL. ¢ — (p V)

VIL(p = 7) = (¥ = 7) = (¢ VY = 7))

IX. L=

Axiomas de predicados.

L. Vao(x) — (1)

IT ¢(t) = Jzp(z)

(en ambos casos t es un término del mismo tipo de la variable z, libre para x).
Reglas de inferencia.

Loo—=vbFgy

Si z no es variable libre de ¢ entonces
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II. p = Yy p— V()
I ¢ — ¢ by Jap(x) — ¢

(en las tres reglas anteriores, ledse Fy como “deduce intuicionisticamente”; de ahora en
adelante simplemente diremos “deduce”, pues no no saldremos del marco de la logica
intuicionista).

Definicién 7.4. Una teoria es un conjunto de formulas 7' = {1, ¢o, ...}

Decimos que una teoria T' deduce ¢, T' g ¢, si existe una cadena finita de férmulas
V1, P2..., n tal que @, = @, y tal que cada ¢; es un axioma, una férmula de 7', o se
deduce de las anteriores por las reglas de inferencia. A dicha cadena finita la llamaremos
demostracion de .

La expresion T' gy o1 = @9 es la abreviacion de T'F @1 — wo vy T'F 9 — 1.

7.2. Semantica

En esta seccion explicaremos como construir una semantica categorica para teorias de
la l6gica intuicionista de primer orden.

Sea T una teoria dada. Definimos una categoria Ar cuyos objetos son tuplas de suertes

X (incluyendo la tupla vacia), y cuyos morfismos son de la forma X M Y, donde

y y son las variables libres de una formula ¢, de tipo X y Y respectivamente, y donde
[ = {Y(2',y) : T by ¢ =1 y las variables libres de 1),

2',y, son de tipo X, Y, respectivamente }.

Definimos la composicion de dos morfismos X M Y,V M Z como el morfismo

X Bye(@,y)A P (y,2)] %

Notese que los morfismos son féormulas en dos tuplas de variables, y, en general, una
formula no es funcional, luego esta categoria se asemeja mas a una categoria de relacio-
nes que a una categoria de funciones. En efecto, esta categoria resulta ser una alegoria
pretabular de divisién. Antes de entrar en detalles, basta que el lector entienda que una
alegoria es una categoria que captura el concepto de relaciones, pretabular significa que
cada relacion esta contenida en otra relacion que se puede tabular por un par moénico, y
de division significa que la operacion de composicion tiene residuacion en en el sentido de
la definicion 5.3.

Definiciéon 7.5. Una alegoria R es una categoria con una operacion unaria °, una relacion
binaria N entre morfismos con mismo dominio y codominio R(A, B), y que cumple las
siguientes propiedades.

1. Si R € R(A, B) entonces R° € R(B, A)
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2.R°°=R
3. RN R = R (Idempotencia)
4. RN S = SN R (Conmutatividad)
5. RN(SNT)=(RNS)NT (Asociatividad)
6. (RS)° = S°R°
7.R(SNT)C RSNRT
8. RSNT C (RNTS°)S (Modularidad)
Entendemos por R C S la abreviacion de R NS = R. Llamaremos relaciones a los
morfismos de una alegoria, para no confundir con el nombre usual en categorias. Notese

que, salvo las dos ultimas, més sofisticadas, todas las propiedades de las alegorias son las
que se esperan elementalmente de una categoria de relaciones.

Definiciéon 7.6. Una relacion R(A, B) es
1. Entera siidg € RR°.
2. Simple si R°R C idp.
3. Morfismo si es entera y simple.

Definiciéon 7.7. Una relacion R es tabular si existen morfismos f y g tal que f°g = R.
Una relacion es pretabular si estéa contenida en una relacion tabular.

Definicion 7.8. Una alegoria es pretabular si todo morfismo es pretabular.

Definicion 7.9. Una representacion de alegorias es un funtor que preserva las operaciones
Sy n.

Teorema 7.1 (Freyd). Toda categoria pretabular se puede representar fiel y plenamente
en una categoria tabular.

Demostracion. Daremos aqui la idea intuitiva de la demostracion, los detalles se
pueden consultar en [2, pp. 210-212|. Una endorelacion R(A, A) es correflexiva si R C id 4.
Es facil ver que todas las identidades son correflexivas, y que todas las correflexivas son
idempotentes. Tenemos entonces una inclusion Ob(R) C Cor entre clases de idempotentes.

Por otro lado, a partir de una clase de idempotentes I se puede construir una nueva
categoria Split(I) cuyos objetos son las relaciones de I y cuyos morfismos son las relaciones

R(A,A) 24P 1B, B
tal que RS =S5 = ST
Si aplicamos Split a la contenencia tenemos que
Split(Ob(R)) € SplitCor.

Como Split(Ob(R)) = R tenemos una inmersion de R en SplitCor. Al ser R pretabular,
SplitCor es pretabular, y, ademaés, las correflexivas son tabulares. Pero se puede demostrar
que si una alegoria pretabular tiene todas sus correflexivas tabulares, entonces es tabular.
]
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Corolario 7.1. Toda alegoria pretabular se puede representar fielmente en una alegoria
de la forma Rel(C) donde C es una categoria reqular.

Definicion 7.10. Una alegoria es de division si tiene una operacion binaria adicional U,
un elemento minimo en R(A, B) que llameremos 045 , y una operacion de division / tales
que

1. Uy N forman un reticulo distributivo en cada conjunto R(A, B).

2. Si R(A,C), S(B,C) son dos relaciones con mismo codominio C, entonces R/S(A, B)
esté bien definida y cumple la propiedad de residuacion: para toda T'(A, B)

TCR/S<TSCR.

Teorema 7.2. Para toda teoria T, Ar es una alegoria pretabular de division.

Demostracion. La union R U S esta dada por RV S la interseccion R N .S por el
conectivo R A S,y 0 esta dado por L.

La division R/S esta dada por la formula Vz(R(z, 2) <> S(x, 2)).
Usando el calculo deductivo descrito en la seccion 7.1 se pueden verificar las propie-

dades, para ver los detalles de las cuentas vease [, pp. 56-58]|. =

Corolario 7.2. Para toda teoria T, Ap se puede representar plena y fielmente en una
alegoria de la forma Rel(C), donde C es un logos.

7.3. Completitud

En la seccion anterior mostramos como, para cada teoria T, es posible construir una
alegoria A7 que modela a la teoria (algunos autores llaman a esta alegoria la alegoria
sintactica o libre), y vimos como esta alegoria se puede representar plena y fielmente en
la alegoria de relaciones de un logos.

A continuacién usaremos todo el aparato mostrado hasta el momento para demostrar
un teorema de completitud para la logica intuicionista.

Notemos primero que toda férmula ¢ es equivalente a la formula T — ¢. Luego toda
formula puede escribirse en la forma ¢ — v, y, ademés, podemos escoger ¢’ y v’ de tal
forma que Fg (¢ — ¥) = (¢’ — ¢') pero con la condiciéon que ¢’ y ¢ tengan las mismas
variables libres (esto se hace introduciendo variables mudas, de la forma y" = y'). Por lo
tanto podemos asumir que toda teoria 7" es un conjunto de féormulas de la forma ¢ — ¥
donde ¢ y v tienen las mismas variables libres.

Definiciéon 7.11. Sea R una alegoria. Una unidad A es un objeto tal que

1. La relacion idy es la maxima en (R(A, A), C).

2. Para cualquier otro objeto A existe una relacion A LY

Una alegoria es unitaria si tiene unidad.
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Definicion 7.12. Una representacion unitaria de alegorias es una representacion que
preserva la unidad.

Definiciéon 7.13. Decimos que una teoria T' implica una férmula ¢ — 1 en una alegoria
unitaria €, T' =g (¢ — ), si para cualquier representacion unitaria M : Ap — & se tiene
que M(yp) C M()). Para una categoria C, T f=¢ (¢ — ) significard T' [Egec) (@ — ).

Teorema 7.3 (Completitud). Sea T' una teoria contable, entonces
T Esnw) v < T Fy .

Demostracion. (<) Es evidente a partir de la definicion de implicacion.

(=) Usando el teorema 5.2, la alegoria Ar esté fielmente representada en Rel(Sh(R)).
Si T Fsnm) ¢ entonces T =4, ¢, luego T' i . m

Gracias el teorema de representaciéon de Stone, en el teorema anterior podemos re-
emplazar R por cualquier espacio métrico sin puntos aislados, o por cualquier espacio
compacto totalmente desconectado sin puntos aislados. Por ejemplo, el espacio de Can-

tor, Q, R\ Q, etc.



CAPITULO 8

Logica de haces

En este capitulo final expondremos algunos resultados que surgieron al tratar de ex-
plorar la logica de haces con las herramientas que hemos adquirido hasta el momento.
Mas especificamente, quisimos explorar qué consecuencias tenia la doble negacién de la
logica de haces al verla como un autoadjunto

donde la implicaciéon de izquierda a derecha vale siempre, y la inversa vale si y = ——y.

8.1. Semantica puntual

Definicion 8.1. Sea E' 25 X un haz. Una seccidn es una funcion continuao : U C X — E,
donde U es abierto y po o = idy.

Lema 8.1. 1. Las imdgenes de las secciones forman un base de E.

2. Si dos secciones o1 y 0o coinciden en un punto x € X, entonces coinciden en un
abierto U que contiene a x.

Definicién 8.2. Sea E 2 X un haz. Para z € X, llamaremos E, = p~Y(x) la fibra sobre
.

Notemos que la topologia inducida sobre cada fibra es discreta.

Para la definicion precisa de haz de estructuras vease [I, p. 573|. Por el momento solo
necesitamos saber que un haz de estructuras es un haz donde cada fibra es una estructura
clasica 2, = (Ey, Ry, .oy fay .-y Ca, -..), de tal forma que las estructuras estan amalgamadas
de manera coherente sobre el haz.

El estudio de la logica de haces persigue un principio filoséfico muy concreto: el de
la continuidad veritativa, donde, de la verdad de una afirmaciéon en un punto, se desea
deducir la verdad de la misma afirmacién en un entorno del punto.
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Con el principio de la continuidad veritativa en mente, la siguiente definicion de se-
mantica puntual resulta bastante natural.

Definicion 8.3. Sea 2l un haz de estructuras de tipo 7. Definimos por inducciéon la
relacion: 2 fuerza ¢(o7q, ...,0,) en x para secciones oy, ..., 0, definidas en z; en simbolos:

A, p(or, ..., 0n)

1. Si p es atémica y tq, ..., ¢, son términos de tipo 7:
Al (1 =t2) (01, ..., 00) & t1(01(x), ..., 00 (x) = ta(o1(T), ..., 0p())
Al Rty .o ti) (01, oy 0n) < (t1]o1(x), .y on(2)], .oy tuo1(2), ...y on(2)]) € Ry
A (e AY) (o1, ey 00) S A, w(o1, .y 00) v A, (01, .0y 00)
AR (e V) (g, ..y on) © Ak, w(or, ..., 00) 0 Al (o, ..., 00)
A, ~p(oq, ...,0,) < existe abierto U 3 x, para todo y € U(A W, ¢(o1,...,0,))

(O S N \S

A, (¢ = ) (o1, ...,0,) & existe abierto U 3 x tal que para todo y € U
si Ak, ¢(oy, ..., 0,) entonces A I, Y(oy, ..., 0)

6. Ak, Jvp(v,0q,...,0,) & existe o tal que A I+, (0,01, ...,04)

7. A, Yop(v, 0y, ...,0,) < existe abierto U 3 x tal que para todo y € U

y toda o definida en y, se tiene A I+, p(0, 01, ..., 0,).

De la definicién se obtiene directamente el siguiente teorema.

Teorema 8.1.
Ak, p(o1,...,0,) & existe abierto U 3 x tal que para todo y € UA -, p(oy, ..., 0p).

Ejemplo 8.1. Las leyes de la ldgica cldsica no son forzadas en los haces. Un ejemplo
minimal para visualizar este hecho consiste en considerar el haz

A= (RU{a} B R),

donde los abiertos R U {a} son los abiertos de R junto con los conjuntos de la forma
U\ {0} U{a}, donde U es un abierto que contiene a 0, y donde p es la funcion idéntica
sobre R extendida mediante p(a) = 0.

En efecto, si o y p son las dos secciones globales tales que o(0) = 0 y u(0) = a,
podemos ver que la formula (0 = p)V —(c = p) no es forzada en 0, y por lo tanto no vale
la ley del tercio excluido. De hecho, no vale A Iy (o = p) pues a(0) # p(0), y tampoco
vale A I-o =(o = p) pues para cualquier entorno U de 0 existey € U tal que A |-, (0 = p).

Este hecho se debe precisamente a que el haz no es Hausdorff. Un ejercicio sencillo
permite demostrar que la ley del tercio excluido para la igualdad esta intimamente ligada
con la estructura topologica de las fibras, y se tiene:

Vu,v (u=v)V ~(u=1v) < 3 vecindad U > x tal que p () es de Hausdorff.

Veamos que la logica también esta relacionada con el espacio base.
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Teorema 8.2. A Iy ~—p(0y, ...,0,) syss eziste un abierto U 2 x tal que {y € U : A I,
o(01,...,0,)} es denso en U.

Demostraciéon. Se tiene directamente de las definiciones. ®

Gracias a este teorema, se tiene que, en el ejemplo 8.1, 2 IFg == (o = 7). Por lo tanto
no vale la ley de la doble negacion.

Observemos que si 2 es un haz de estructuras entonces, para cada x en el espacio base
y para cada tupla oy, ..., 0, de secciones definidas en z, podemos definir un orden sobre
el conjunto de féormulas en n variables de la siguiente manera

o <Al plog,....0,) = V(o1 ..., 0p)

(en realidad obtenemos un preorden, pero se transforma en orden modulo equivalencia de
formulas).

Como mencionamos al principio del capitulo, queremos estudiar la negaciéon como
residual autoadjunto, es decir:

Si aceptamos que todas las leyes de la logica intuicionista valen en la logica de haces,
entonces siempre tenemos que ¢ < ——w. Sin embargo, hemos visto que no se tiene la
desigualdad inversa ——¢ < . De hecho, en un conjunto de féormulas F', si la doble
negacion actuara como residual autoadjunto entonces obtendriamos que para toda ¢ € F,

@Y = 7.

8.2. Las fibras clasicas y el teorema de Baire

Definiciéon 8.4. La logica sobre una fibra p~!(z) es clasica syss todas las leyes clasicas
son forzadas en x.

Observacion 8.1. La Idgica sobre una fibra p~t(x) es cldsica syss la ley de la doble
negacion es forzada en x para todas las formulas, pues la logica cldsica se obtiene a partir
la logica intuicionista anadiendo la ley de la doble negacion y las leyes intuicionistas
siempre son forzadas en todos los haces.

Quisiéramos ver bajo qué condiciones sobre el haz podemos encontrar fibras de tal for-
ma que la doble negaciéon sea autoadjunta sobre los puntos, es decir, bajo qué condiciones
la fibra es clasica.

En general esta situacion no se tiene, por ejemplo en el haz de gérmenes de funciones
continuas real valuadas, la logica no es clasica en ninguna fibra.

Sin embargo, esto se debe a la cantidad de secciones que existen. Mostraremos a
continuacion que si podemos controlar el tamano de secciones sobre un haz cuya base sea
un espacio métrico completo, entonces siempre podremos encontrar un conjunto denso de
fibras clasicas.
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Teorema 8.3 (Teorema de Baire). Sea E un espacio métrico completo. Entonces la in-
terseccion enumerable de abiertos densos es un conjunto denso.

Demostracion. Vease por ejemplo [4, p. 96| m

Corolario 8.1. St A es un haz sobre un espacio métrico completo X y el conjunto de
secciones es enumerable, entonces el conjunto de fibras donde la logica es cldsica es denso.

Demostracion.

Sea ¢(x1,...,x,) una formula y 0 = o071, ..., 0, una tupla de secciones definidas (exac-
tamente) sobre un abierto U > z. Los conjuntos {y € U : A Ik, p(o1,...,00)} ¥
{y e U :AlF, ==p(0y,...,0,)} son abiertos, y el primero es denso en el segundo. Por lo
tanto el conjunto N7 = {y € U : A IF, (==p — p)(01,...,0,)} es un abierto denso en U.
Entonces N, = N;U U U’, donde U’ es el pseudocomplemento de U, es un abierto denso
en X. Como el conjunto de secciones es enumerable, tenemos una colecciéon enumerable
de abiertos densos N = {N% 7%} (j,kenxn cuya interseccion es la coleccion de puntos donde
la ley de la doble negacion es forzada para todas las formulas. Por el teorema de Baire
este conjunto es denso. m

Se deduce inmediatamente que si el espacio base es finito, entonces la logica del haz
es clasica.

Los espacios métricos completos son finitos o son de cardinalidad no enumerable. Por
tanto, otra consecuencia del teorema de Baire para la logica de haces es que, bajo las
condiciones del corolario, el conjunto de fibras donde la logica es clasica no solamente es
denso, sino también no enumerable. Sin embargo, el corolario no dice nada acerca de las
fibras donde la logica no es clasica, por lo cual, en principio, no pareceria haber ninguna
limitacion para que el conjunto de fibras no clésicas fuera también denso. No obstante,
no hemos encontrado ningtn ejemplo donde esto ocurra, y los ejemplos considerados nos
permiten proponer la siguiente conjetura: bajo las condiciones del corolario anterior, el
conjunto de fibras no cldsicas es “nunca denso”.

En [I p. 578], Caicedo demuestra que sobre el haz de gérmenes de funciones holomorfas
sobre el plano complejo se fuerza la ley del tercio excluido (¢ V —¢) para las formulas
atoémicas, pero es claro que hay una cantidad no contable de secciones. Este ejemplo
sugiere, aunque no lo muestra, que el reciproco del corolario no es cierto.
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