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Resumen

En este trabajo establecemos el buen planteamiento en los espacios de Sobolev H*(R) y
en los espacios de Sobolev con pesos s, del problema de Cauchy asociado a la ecuacion
r-BOg

u e C([0,T], H*(R))
up + Opu + DYy +uP~10,u =0
u(0) = up € H*(R),

donde p = 2,3,4, ...y D' es el operador definido via la transformada de Fourier

D (€) == [¢]" f(e)

para £ € Ry |.| la funcién valor absoluto. También, estableceremos resultados sobre la con-
tinuacién unica, para esta ecuacion.|Idrio et al., 2001]
Palabras clave: Problema de Cauchy, Ecuacién r-BOg, Buen planteamiento local y

global.



Abstract

In this work we establish the well-posedness in the Sobolev spaces H*(R) and in the So-
bolev spaces with weights S, of the Cauchy problem associated to the r-BOg equation

u e O(0.7), H*(R))
up + Opu + DY + uP~10,u =0
u(0) = uy € H*(R),

where p = 2,3, 4, ... and the operator D™ is defined by means of the Fourier transform for

D (€) == [¢|"F f(€)

¢ € R and [.| absolute value function. Also, we establish results over unique continuation,
for this equation.
Keywords: Cauchy problem, r-BOg equation, Local and global well-posedness.
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1 Introduccion

Fenomenos que ocurren en Fisica e Ingenieria, conducen a ecuaciones diferenciales parciales,
como es el caso de las ecuaciones no lineales de evolucién en donde una de sus variables inde-
pendientes es el tiempo. Dentro de los casos mas representativos de este tipo de ecuaciones en-
contramos la ecuacion Korteweg-de Vries (KDV) deducida en [Korteweg and de Vries, 1895,
la ecuacién Benjamin-Ono (BO) como se puede ver en [Benjamin., 1967], [Ono., 1975,
[Banquet, 2011] y la ecuacién de Benjamin- Bona- Mahony (BBM) la cual se introduce
de forma clara en [Bona and Mahony., 1972|, asi como trabajos de [A.Alazmani et al., 2006]
y [Chen, 2003]. El estudio de estas ecuaciones es focalizado en cuestiones como buen plan-
teamiento local y global, existencia y estabilidad de las ondas viajeras y principios de con-
tinuacion tnica que son de gran importancia dentro de la matematica.

Dentro de mi estudio voy a trabajar el buen planteamiento local y global, ademas de tratar
los principios de continuacién unica para la ecuacién

u € C([0,T], H*(R))
up + Opu + DY u+uPt0u = 0
w(0) = up € H*(R), (1-1)

para s > 1/2y a > 0, p > 2 entero y donde el operador D' en ((1-1]) es la (1 + «)-ésima

derivada en x definida por @E‘ (&) := |€]*e f(€), para € € Ry |.| la funcién valor absoluto.

Con este objetivo en mente usaremos la ecuacién integral equivalente a y via el teorema

del punto fijo de Banach para obtener el buen planteamiento local en H*(R), para s > 1/2,

luego probaremos que dicho problema es globalmente bien planteado en H*(R) para s > %

Los trabajos de [[6rio et al., 2001] y [Ponce, 2011] han obtenido resultados importantes sobre

la continuacién tnica para la BO y recientemente para la r-BO en el trabajo [Fonseca et al., 2015],

por tal razén esperamos obtener resultados similares para esta ecuacion. Referentes impor-

tantes como [[6rio-Jr. and de Magalhaes I6rio, 1988], [Linares and Ponce, 2009] y [Iério and Nunes, 199

dan una introduccion sélida para el desarrollo del tema.



1 Introduccién

Notacion

Se introducen algunas notaciones bésicas.

1.

PB(X,Y) es el espacio de todos los operadores lineales acotados de un espacio de Banach
X a un espacio de Banach Y.

B(X)=B(X,X) .

C([0,T], X) es el espacio de Banach de las funciones continuas de [0,7] en el espacio
de Banach X, dotado de la norma ||u||x 0o = supjopllu(?)|x

A= (-3
Ly = L(R") = A~ Lr(R") con || [z = |

[s.p

H*(R), espacio de Sobolev de orden s, dotado de la norma || f||5, donde ||.||o es la norma
en L*(R).



2 Preliminares

En este capitulo se introduciran algunas definiciones, lemas, corolarios y teoremas necesarios
para el desarrollo del trabajo, las demostraciones de ellas se dejardn indicando la bibliografia
correspondiente.

2.1. Transformada de Fourier

Definicién 2.1.1. La transformada de Fourier de una funcién f € L*(R") es la funcion
F [ = f definida por

~

(ZF7() = f(&) = 2n)? - fz)e ™ dx

Definicién 2.1.2. El espacio de Schwartz #(R) es el conjunto de todas las f € C*(R)
tales que
| flla,g = sup |35°‘85f(93)| < oo para todo o, f € N™.
TERM

Proposicién 2.1.1. El espacio de Schwartz #(R) es un espacio métrico completo, con la
métrica,

< 6 = g
d = 277 , ,
@)= 2 2 g - gl

Teorema 2.1.1. La transformada de Fourier & : (R) — (R) es un isomorfismo y un
homeomorfismo.

Demostracion. Véase [[ério et al., 2001] Teorema 7.42. O

Definicién 2.1.3. Se define ', el espacio de las distribuciones temperadas, como el dual
topolégico de .S .

Teorema 2.1.2. Un funcional lineal f en #(R) pertenece a %' (R) si y solo si existen
constantes C' > 0 yl € N, tal queda

(£ <CY lgllas ¢ € F(R).

Demostracion. Véase [Iério et al., 2001] Teorema 7.7. O
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Observacion 2.1. En el caso de .’ (R), las funciones en LP definen distribuciones tempe-
radas. En efecto, dada una funcion en LP(R), 1 < p < oo, la férmula

Tr0) = [ f@)plalde Yo € SR)
R
define un elemento de %' (R). Por supuesto, no todas las distribuciones se definen de esta
forma y la d,, es un ejemplo de ello. Por simplicidad se escribe Ty = f.

Definicién 2.1.4. La transformada de Fourier f de una distribucion temperada f € .7 es
definida por
(f,o) =(f,@), VeoeLR).

Teorema 2.1.3. La transformada de Fourier . : " — '(R) es un isomorfismo y un
homeomorfismo.

Demostracion. Véase [[ério et al., 2001] Teorema 7.48. O

2.2. Buen Planteamiento

Definicién 2.2.1. Sea X,Y espacios de Banach, tales que Y — X. Consideramos el pro-
blema de valor inicial

Oyu(x,t)
u(z,0)

F(t,u(z,t)) e X
o(z)eyY

(2.1)
es localmente bien planteado, LBP en Y si satisface:

1. Existen T € (0,To] y una funcion uw € C([0,T);Y) tales que u(0) = ¢ y satisface la
ecuacion diferencial en el siguiente sentido:

lim || L F ’2 —U) _ pe )

h—0

=0,
X

donde, las deriwadas ent = 0 yt = T son calculadas por derecha y por izquierda
respectivamente.

2. El problema de valor inicial tiene a lo mds una solucion en C([0,T];Y).

3. La funcion ¢ — u es continua. Es decir, sean ¢, € Y.n =1,2,..., 00 tal que ¢, = P
en Y y consideramos u, € C([0,7,];Y) la solucion correspondiente, entonces existe
T € (0,Tw) tal que las soluciones u, estin definidas en [0,T] para todo n suficiente-
mente grande y

lim sup [[u(£) — e (£)|y = 0.
N0 (0,7
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Decimos que el problema es globalmente bien planteado y lo notamos como GBP, si el inter-
valo de existencia [0,T] de la solucidn u puede ser arbitrariamente grande.

2.3. Espacios de Sobolev

Definicién 2.3.1. Sea s € R. Los espacios de Sobolev (del tipo L?) en R son los siguientes
subconguntos de /'(R):

—

H*(R) ={f € Z'(R) / A+(¢) € L*(R)}

Teorema 2.3.1. Sea s € R. Entonces H*(R) es un espacio de Hilbert con respecto al producto
mterno

(o= [ @+l Fiemen.
R
Ademds se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. H*(R) — H"(R) para todo s > r, donde — denota contenencia continua y densa.

2. (HS(R))/, el dual topoldgico de H*(R), es isométricamente isomorfo a H*(R) para
todo s € R.

3. fe€ H™"(R), m € N, si y solo si 9°f € L*(R) para todos los multi-indices « tales que
la| < m. En este caso, las normas

11l = ( [+ |5|2)8|f<§>|2d5) . - (éH@“fH%)

son equivalentes.

1/2

4. El Lema de Sobolev se cumple, es decir, H*(R) — C(R) para todo s > %, donde
Cw(R) denota el conjunto de todas las funciones continuas que tienden a cero en el
infinito.

Demostracion. Véase [[ério et al., 2001] Teorema 7.75. O

Teorema 2.3.2. H*(R) es un dlgebra de Banach para todo s > 5. En particular, existe una
constante cs > 0 tal que

1 glls < cllfllsliglls VS, g9 € H(R).
Demostracion. Véase [[6rio et al., 2001] Teorema 7.77. O

Definicién 2.3.2. Sea H un espacio de Hilbert. Un grupo unitario fuertemente continuo a
un pardmetro en H es una aplicacion t € R — U(t) € B(H) tal que:



8 2 Preliminares

1. U es unitario para todo t € R,
2. U(t+1t)=U{)U(t'), para todo t,t' € R,

3. th'rrtlHU(t)gzﬁ— Ut)o|lg =0, para todo t,t' € R, y ¢ € H.
_>/

Definicién 2.3.3. Sea (X,d) un espacio métrico. Una Contraccion es una aplicacion T :
X — X tal que: d(T(z),T(y)) < Ad(x,y) para todo z,y € X y A € [0,1]. Si A <1 se dice
que T es una contraccion estricta.

Teorema 2.3.3 (Teorema del punto fijo de Banach). Sea X un espacio métrico completo
yT : X — X es una contraccion estricta, entonces T tiene un unico punto fijo, es decir,
existe un unico xo € X tal que T(xo) = xp.

Teorema 2.3.4 (Kato-Ponce). Sean s >0 y 1 < p < 0o, entonces LX N L™ es un dlgebra
de Banach. Ademds

1 9lso < e fllzeelglsp + | flspllglliz=).

Demostracion. Ver [Kato and Ponce, 198§] O

Observacién 2.2. Dado que ||[A*u™|o =|A%u" ullg = |u"uloa, si hacemos [ = u™ y

g = u en el teorema anterior, y lo aplicamos sucesivas veces se obtiene

1A% ullo < elfullz 1A o- (2.2)

Definicién 2.3.4. La derivada de Stein se define para b € (0,1) y f medible en R™ con

valores complejos, )
_ 2 1/2
- ([ 2

Lema 2.3.1. Si s € (0,n/2), entonces H*(R™) estd continuamente inmerso en LP(R™) para

. Mds aun, para f € H*(R"), s € (0,n/2)

p= ni’és, es decir s =n

1_1
2 p

|f|LP S C(n,su)s.ﬂL2 S C|f|s (24)
donde D' = (= A2 = ((2x]€))'f) .

Demostracion. Ver Linares-Ponce [Linares and Ponce, 2009] pag, 48.
O

Proposicién 2.3.1. Sea P(x) y Q(x) polinomios de grado m y n respectivamente con 0 <
m <n, parab € (0,1), ¢ € L*(R) y g C(R) se tiene:

(@),

< c(llello + 1P5¢llo)
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Demostracion. Ver proposicion 2.12 en [Bolanos, 2018] ]

Proposicién 2.3.2. Sea x € C3°, una funcion tal que supp x C [=2,2] y x =1 en (—1,1).
Para b e (0,1) y 0 >0,

C‘Tl|e_b =+ ¢, 0 % bu |77’ < 17
D (X (€) () ~ S e(=I )2, 6=b, ,|nl <1,
Wv ’77‘ > 17

y DO(1€1%%(€))(-) continua en n € R — {0}. En particular, se tiene que
DO(|€|°x(€)) € L*(R) si y solo si b <6 +1/2. (2.5)
Un resultado similar se obtiene para D°(€]?sgn(&)x(€)).

Demostracion. Ver proposicion 2.9 en [Fonseca et al., 2013]. O]

1 1
Teorema 2.3.5 (Desigualdad de Young). Sean a,b >0 y p,q > 1 tales que — + — =1,
p q

entonces se cumple

ab bl
ab < — + —.
p q
Demostracion. Ver [Kreyszig, 1978]. O
En particular si s = b, s; = 0, s = 1, p = 2, entonces, en virtud de la desigualdad de
Young:
DV f|| 2 < c(IIfllz2 + [[Df]|z2) para todo b € [0,1] (2.6)
Lema 2.3.2. Sean b € (0,1), « > 0. Entonces,
Db (eTFRITFe ) < C(a, b)t? (2.7)
para todo t > 0.
Demostracion. Ver proposicion 2.13 en [Bolanos, 2018] O

Teorema 2.3.6 (Desigualdad de Gronwall). Sea k € L'([a,b]) con k > 0 y f,g €
C([0, T],R) tales que

£(0) < g(t) + / K(s)f(s)ds, a<t<b

entonces

t .
F(t) < gt) + / k()i O] g(5)as, o<t <o,
En particular si g es constante, se tiene:
F(t) < gwelliron] o <<y

Demostracion. Ver [Halanay, 1966] [






3 El Problema Local y Global

En este capitulo se tratara el buen planteamiento local y global en los espacios de Sobolev
H*(R) del problema de valor inicial (I-1)) que por comodidad se escribird de la siguiente

forma 5 4
u= Au) + f(u
{ UEO) = so( e) H Sﬁ%)), 31)
que es equivalente a la ecuacién integral:
ult) = E(t)p + /0 ' B(t = ) f(u(r))dr. (3.2)
donde:
A=-0,(1+ D)1 (3.3)
) = SAW) (3.4
Et)p=etyp = (eﬁt@v, pe H teR, siseR (3.5)
Proposicién 3.1.1. Sia > 0 el operador[3.9 es acotado en H*(R), s € R.
Demostracion. Sea p € H*(R?)
IAII <I=0:(1+ D) oll2 (3.6)
= /32(1 + £2) ﬁ@ 2df si >0 tenemos
< [ Aoyt ol
0

Proposicién 3.1.2. E(t) = et es un grupo unitario fuertemente continuo a un pardmetro
en H*(R), con o > 0.
_ i
1+ |€|1+o¢’
E(t) = etAgp = (eb(g)t@)v

Demostracion. Sea b(€) entonces,

E(t) cumple con las siguientes condiciones:
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1. E(t) es unitario para todo t € R

~\ V
leells = 1" 2) ]|, =lells (3.7)
2.
E(t+t)p =4, (3.8)
— etA-i-t/A
_ tArA
= E(M)E()¢

entonces E(t +t') = E(t)E(t).

3. La aplicacién t € R —— E(t)¢ es uniformemente continua con respecto a la norma
H?. En efecto,

IB(O)g ~ BE)l = [ (141 - ™ g
R

- / (141l MO — 1P| de. (3.9)
R
Por el teorema del valor medio se tiene que,

(t—t")b(€) Tb(€) / |€| / /
e — 1] < |b(€)e t—t|=—7>—t—1t| < |t =1],
| |—| (g) || | 1 |€|1 a| |—| |

para algun 7 entre ¢ y t'. Entonces
|eE=RE) 1) < |t — /|

Asi que,

HE@¢—mwwﬁs4G+8mw%Vmw§

< [t = ]*[lellz. (3.10)
Haciendo t — t' en (3.10)) se tiene que ||E(t)p — E(t')¢||s — 0.
O
Proposicién 3.1.3. Si s > 1/2, satisface la condicion de lipschitz local, es decir,
1 (w) = f()lls < G L(lulls, [vll)]lu = s (3.11)

para todo u,v € H*(R), donde L(||ulls, ||v|s) =|ulls+|vls v p > 2.
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Demostracion.
) = SAwW)
1 p _ /UP
flu) = fv) = ]—)A(u )
1
1f(u) = f(o)]s < BII(U )|
]19 uU—v Zup =0

(u =) HZU” |
- | u—v)llsZIIUIlﬁ_l_jllvlli
j=0

= Capllu = vl sL({[ulls; f[vlls)

a ~s|»—

A
”3|

]

Proposicién 3.1.4. Sea u € C([0,T], H*(R)) con s > %, una solucién de , entonces u
satisface . Reciprocamente, si u € C’([O,T}7 HS(]R)) es una solucion de , entonces

ue C'([0,T], H*(R)) y satisface con derivada

I u(t + h) — u(t)
fm -

lim —Au— f(u)|| =0 (3.12)

s

Demostracion. Si u satisface (3.1)), por el método de variacién de pardmetros se tiene que u

satiface ((3.2)).

Reciprocamente, sea u tal que satisface (3.2)). Derivando a ambos lados con respecto al tiempo
se tiene

t
duu(t) = Ae'p + 8t/ e A f(u(1))dr. (3.13)
0
Consideremos la integral de el lado derecho de (3.13])

t t+h
875/0 e(t_T)Af(U(T))dlellig% %{/0+ eHIAf (u(r))dr —
/e(t_T)Af(u(T))dT}
0

— Ilg% %{/Ot {e(tJrh_T)A - e(t_T)A} flu(r))dr +
/Hh e(t+h_T)Af(u(T))dT}. (3.14)
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observe que,

/ t+h e
1115% ‘ /t e flu(r))dr — f(u(t)) 5 = 0. (3.15)
y que,
}E}% %/0 [e(t-s-h—r)A_e(t—r)A} f(u(T))dT
= /0 ,1111)% %|:e(t+h—7-)A . e(t—T)A:| f('LL(T))dT
= /Ot 8te(t_T)Af(u(T))dT
- / A f(u(r))dr
0
=A /t A f (u(T))dr. (3.16)
0
Las ecuaciones (3.14)),(3.15)) y (3.16)), implican
du(t) = Ao+ A(u(t) — e"p) + f(u(r))
Opu(t) = Au(t) + f(u(t)). (3.17)

Haciendo ¢ = 0 en (3.2)), se tiene que u(0) = . Se concluye entonces que u satisface (3.1)).
]

3.2. Existencia

Proposicién 3.2.1. Para M > 0 el conjunto
Xo(T. M) = {u € C([0,T], H*)/||lut) — olls < M, para t € [0,T]}
con la métrica

ds(u, v) = Sup, [u(®) = v(@®)lls =[lu(t) = v(t)]]sc0-

es un espacio métrico completo.

Demostracion. El conjunto X4(T, M) es un subconjunto cerrado de C([0,T], H*(R)) el cual
es completo con la métrica ds 1, que es precisamente la inducida por la norma ||uls . Por
lo tanto (X5, ds ) es un espacio métrico completo. ]

Teorema 3.2.1. La funcion definida por

F(u)(t) == u(t) = ey + /0 DAL (u(r))dr, (3.18)

es una contraccion en X4(T, M) para algin T >0y s > 1.
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Demostracion. La idea es aplicar el principio de contraccién de Banach a la funcién definida
en (3.18) en el espacio de la proposicién m Teniendo en cuenta lo anterior, sean M > 0,
y ¢ € H*(R), entonces,

PO ~ Bl < [ 1)l
< [Iseldr
slﬂﬂMuﬂMMﬂmm-,mrmn»
siu € X (T, M), por
[u(@)ll <llulr) — oll, + el < M+ ol

Luego, si t € [0, 7]

I (w)(t) — e“olls < Lllulls,0) (M+ [llls)t
< L(M+|lells, 0)(M+ [lo]ls)T

Sea a(M, [lplls) = [L(M+ [[¢lls, 0)(M+[llls) 7' M. S 0 < T < a(M, [¢]s), entonces se

tiene
IF(u)(t) — eolls < M (3.19)

es decir, F(u) € X4(T, M)

Veamos ahora que F' es una contraccién. Dados u,v € X
t
[ F(u)(t) — F(v) ()]s < /0 A (f (u) = f ()] sdr
t
< [ = s@)ar

t
< L({[ulls, HvHs)/O [u(r) = v(7)]|sdr
< LM lells, M+ lells) dsr(u,v) T

Sea B(M, ||¢lls) = [ LM+ |l¢lls, M+ ||¢|ls)] " Si se tienen las opciones

0<T<alM,|els) <BM, |lels) o

0<T < B(M, [¢lls) <a(M, |¢ls)

en cualquier caso se cumple que

0 < L(M+lells, M+|l¢lls) T < 1.
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Si hacemos A = L(M+ [|¢||s, M+ ||¢lls) Ty T — T(M, l¢|ls) = min (o, B), se cumple que
d, 7 (F(u)(t), F(v)(t) < A 7 (u,v), 0<A<L

Por lo tanto, F' es una contracciéon. Aplicando el Teorema del punto fijo de Banach, existen
T >0y u€ X,(T, M) solucién de (3.2)). O

El teorema anterior garantiza la existencia de solucién para el problema de Cauchy (3.1)).

3.3. Unicidad
Teorema 3.3.1. La funcion definida en es la unica solucion al problema :

Demostracién. Supéngase que u y v son soluciones del problema de Cauchy (3.1]) con con-
diciones iniciales ¢ y 1 respectivamente, entonces

Jut) = o)l < o =l + [ 17(alr) = Fo)
< lle = vlls + Llulls, IIUIIS)/ [u(T) —v(7)|sdT
0
luego por la desigualdad de Gronwall
lu(t) = v(B)lls < o — ], e, (3.20)

Entonces si ¢ = 1) se tiene que © = v y por lo tanto la unicidad.

3.4. Dependencia Continua
Teorema 3.4.1. La funcion ¢ € H*(R) — u € C([0,T]; H*(R)) es continua.

Demostracion. Sea (¢,,)2; tal que cada ¢, es una condicién inicial del problema de Cauchy
1' y ademds ¢, H® . Sea también u, € C([0,T,), H*(R)) la solucién correspondiente

a n, donde fn = T(M7 ”90n||5)

Como T es continua como funcién de |j¢||s v Toe = T(M, ||¢||s), tenemos que si 0 < T < T,
u, € C([0,T], H?), para n suficientemente grande, por lo tanto u, € X,(T, M) y

lun(T)]ls £ M +|l@nlls <M + K, donde K =supllp,ls,, 0<7<T.
neN



3.5 Buen planteamiento local para s > 0y a > % 17

Sea s la solucion correspondiente a ¢, entonces

[un(t) = uoo(t)]ls <llon —ells + /0 [ f(un (7)) = f (oo (7))l sdT
<llon — ¢lls + Llunlls, [ucolls) / [tn — ool sdT
0

t
snwn—gﬂu%z4ma@w,wxxﬂaom,uw»‘/Wh%-—wdeﬂ
0

donde,

M 1) = i supl ()] supllus (D).} < 07 + K
[0,T] [0,7]

por tanto,

t
[un(t) = uoo(t)lls <llon = ¢lls + LM + K, M + K) / [[un = uoo | sdT.
0

La desigualdad de Gronwall, implica que,

[ un(t) — oo (V)]s <l|lon — ©l|s LM M+ K

Sngn . ¢|’S€L(M+K,M+K)T.

Entonces,
SUP|[ttn () — oo (t)||s <||pn — || s XM HEMFEIT
neN
lim sup||u, (t) — uso(t)|ls =0 (3.21)
n—o0 neN

3.5. Buen planteamiento local para s >0y o > 3.

Lema 3.5.1. Sis >0, u,v € H*(R), entonces

< [lullsllvlls,

S

s
m(% v)

con o > %

Demostracion: Para u,v € H*(R) y w € H *(R) se tiene que,
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- o0 U —
o < [ @ ol ol

< " g ae)
< [~ ([ rimes - el - slde ) o e

< |w(& 3
<l ol (|~ N e

1
. S (PR
< Nl lollolloll o 5 s

< callullsllvllsflwl] -

m
El lema [3.5.1] la ecuacién integral y el teorema del punto fijo de Banach implican:

Teorema 3.5.1. Sis>0,p=2ya > % el problema de wvalor inicial es localmente
bien planteado en H*(R).

3.6. EIl Problema Global

El objetivo ahora es conocer el buen planteamiento global del problema de Cauchy
1)), para ello usaremos una estimativa de tipo Brezis-Gallouet |Gallouet, 1980]. Pero antes
consideremos la siguiente proposicion.

Proposicién 3.6.1. Suponga ¢ € H® con s > % y seaw € C([=T,T], H®) la correspondiente
solucion del problema de Cauchy entonces

u(®)ll52 = llelle
Demostracion. De la ecuacién (I-1)) se tiene que

p
que al tomar el producto interno con u permite obtener,

1
/(14 Dty = -0, (u + —up)

1
——||(1 + D)2y = / dz 9;(1+ D) u —0, (u + —u”) udx
R p

o /
1 1
= u+ —uf | u, dr, para s> =
R p 2
2 1
= [ 0, (u —up+1) U, dx
R 2 plp+1)

Il
o

(3.22)
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Ya que cada uno de los miembros del lado derecho de ([3.22]) son iguales a cero y esto finaliza
la demostracion. ]

Lema 3.6.1. (Brezis-Gallouet). Sea f € H*(R), con s >  entonces existe una constante
C > 0 tal que

1£llee < C(1+ Vlog(1+ [ fT)IIf]l2)-

Demostracion. Sea R > 0, donde R sera seleccionado mas adelante de manera adecuada,
tenemos entonces que

(1l W+ 1)
ois (o= [ Cotriee s [ Gifes 6

Por la desigualdad de Cauchy- Schwartz

de > N

(@) s( [ m) ( [ avienfe dg)
dg : 25| 7( )2 ’
+< /|£ . (H‘W) ( /K IR df)

Como s > %, existe € > 0 tal que 2(s — €) > 1 de donde;

1

0] <v3log(1 + Bl *ﬁn( /£ %) 151,

g>r (1+1€])
=v2y/log(1 + R)|| {1 + —==:IIfIls

R+1)

Seleccionando R = (14 || f||s)¢ — 1, se obtiene

C
1flloo < Cre2\log(1+ [IFIl)IIF 111 + Goll A5

L+

lo cual finaliza la demostracion. O]

Teorema 3.6.1. El problema de Cauchy asociado a estd globalmente bien planteado
en H*(R) para s > 1+°‘, a>0yp=2.

Demostracion. Sea ¢ € H*(R). Tomando la norma || ||s en (3.2), la desigualdad triangular
implica que,

t
[u(@)lls < llells +/0 10 (1 + Dy )~ (uP)|dt
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Aplicando el teorema [2.3.4] al integrando de la desigualdad anterior,

t
[u(@)lls < llells + HSOHH;/O luall el

Sip=2

t
lu@lls < llells + IlsOHl;a/O el l[aell ool

de esta manera usando el lema anterior se obtiene

t
)l <lolls +olse | Nl (1 v/Tog{T+ Tl ¢
0
t
< el + el [0+ iog(T+ TullJar = wie
0

Aplicando la derivada

V(1) =llplligalufls(1 + /log(1 + [|ulls))
<llepllza (1 + V/log(1 + [[ulls))W(t
<llepllrza (14 V/log(1 + W(t)) ¥ (t)
<cllpllize (14 log(1 + (1)) W(2)

e Il 1+ tog(1 + w(e)

(14 9(0)) <lpllga (1 + log(1 + (D)1 + ¥(2)
(11‘:_3(:))) §||¢||HTQ(1+ZOQ(1+‘I/(75))
10g(1+ (1)) <Nl (1 + log(1 + V(1)

donde f(t) = (1 + log(1 + ¥(t)), luego

F'(@) < el f(2)
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f(t) < 1+log(1+[lells) + H¢|I1ga/0 f(&)dt! (3.24)

aplicando la desigualdad de Gronwall tenemos,

log(14+ V(1)) < log(1+ HSOHS)elleHTQt

llell14at
2

ulls < V() <1+ W(t) < loolielide

el 1ot
Luego, ||ul|s < ef90+lels)e 2 En particular ||ul|, sigue siendo acotada en cada intervalo

(3.25)

de tiempo finito y la solucién puede extenderse a todo R. O






4 Teoria en espacios de Sobolev con
pesos

4.1. Buen planteamiento

En este capitulo trataremos el buen planteamiento para el problema de valor inicial ([1-1)) en
los espacios de Sobolev con pesos S, = H*(R)N L3(R), donde L2(R) = {f € L*([R)/|z|"f €
L*(R)}, r > 0, con lanorma || f||z2 = || fllo+|||z|" f|lo- Para esto basta con acotar el operador

\%
—i£
A= -0,(1+ D)1 yel grupo E(t) = (e 1+£1+"t§5) en s, Para tal fin, empezaremos
por calcular las derivadas parciales de F'(&, ).

Lema 4.1.1. Sea F(¢,t) = © donde b(€) = % Entonces,

—i(1 — afg™*)t

OeF (1) = =gy
(a1 e agn(©)f i1+ a)(2 + )l sgn(€) (1 al¢]Fr)e
SF(E1) = ( I+ e[ TENTEDE [ Je[r) )F
ia(l+a)(2+ a)|€P32t i(1 4 a)(4a® + 8a + 6)[€]*t
F(Et) = ( (e FENTEnT
a1 +a) 2+ a)ldrt a1 +a)(l - alg+)g2 sgn(E)
T+ ) FENTEDE
L (L )2+ a)(L— ol )l sgm(@) _ 20(1+ 0)(1 — ale] el son(E)
TENTEDE e
AL+ a)(1— ale e sgn(©) | i1 — a|§|1+a>3t3)F
I+ () FENET

Proposicién 4.1.1. El operador A = —0,(1 + D'™)™! es un operador acotado en 3. (R)
para 0 <r <5/2+4a < 3.

Demostracion.

| Ap

5., = [Aglls + | A¢] 2

El primer sumando se acota de forma similar a la proposicion |3.1.1} para el segundo sumando
suponemos que 7 = 2,
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_ |52 —i§
46l = |2 (1)

0

—1€ =R —1€ R —1€ R
<o (i )2 2 (e )0 . '(1+|£I1+a)a§@ 0
_ [+ @)l sene)i H (1+ a)(2+ a) €[ sgn(E)i .
ST arigTy (5 Jgep 0
e
+2H 1+|srl+a Tl ) %9

< (19l + 102l + ||a§@||o) < clglzs,.

El teorema de interpolacién, de Stein-Weiss ( ver teorema 5.4.1 en [Bergh and Lofstrom, 1976])
junto con la desigualdad anterior nos permite concluir ||z"Ap|lo < ||z"¢]|o para 0 < r < 2.
Paraelcaso2<r<g+oz<3, sear=2+b con0<b<lyb<l1l/2+a.

[Ag|r2

1,0

||$ (A90 ||0

—Zé R
H (a <1+r§|l+a >) :

—i§ ~ b —1§ ~
HD€<‘9 (1+|§|1+a>*”) 0+2HD5(85(1+|§|1+Q)8”>
((1+|§|1+a)8€$)

2a+1
H (04 + a)[E* " sgn(£)i 95)

2

0

P

0

& HDg(a +)(2 + a)[¢]sen(&)i a)

T+ oy AR 0
(1 4 ale[*)i (= N
”HDE< I a“”) 0+'Df<(1+\sil+a)a§“”)o
|£!2°““sgn(£)A |€]*sgn(§)
—CHD2<<1+|§|1+Q> ¢) 0+“’HD2<<1+|§|1+Q>39") 0

b 1+ alé)tte
HD( ey %P

:A1+A2+A3+A4

€ \opa
(=) 22)

0

Para acotar Ay definimos la funcién de corte:

x=x(&) € Cy°(R) talque x =1 en (—1,1) y suppx C [-2,2], (4.1)
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= o),

((’ﬂisirfl(&))( S5) N HDg(lﬂasgn( )1 — x)@>

o ( 1€l "sen©)x (1+|€|”“>
(( L4 Jg[t*e)3 > H

( €| “sgn(€) )DbA
HD§ < |€|“sgn(€) )

11 [g[i+e)3 ¢¥
(1+ |§|1+a

< Agq+Ago+ Asg

(4.2)

=||D

syl

0

IN

0

Antes de acotar los tres términos anteriores, definamos

[€]"sgn(€)x(§)
(14 [g]H*e)?

9(§) =

y veamos que Dg(§) € L*(R), para esto usamos la proposicién y la proposicion |2.3.2} es
importante decir que para usar proposicion debemos poner la condicién que b < 1/2+«

Ik = | oy (LX)

(1 + [g[t+e)?

= C(Illflasgn(f)x(f)llo + IIDS(ISIO‘Sgn(S)X(i))Ilo)

<K si b<a+1/2

0

Retomando, acotemos Az

- Ja(E0ie)

= | Dg(a(€)@l5 (4.4)
< Il DEg NS
= K*||]%:

. 1 ?
< Kl/? (/R ‘(1 +$2)r/2¢(x) . wa)

< (o) (L))

< cliellg + cllelz

2

(4.3)

2

la acotacién del término A, es inmediata, con As 3 es mas sencillo ya que estamos sobre el
dominio de la funcién (1 — x(§)):
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o0

0

 ( lePsen(©)(1 - x(©) elsan(€) (L — () -, -
SHQ( (L+ [e[iFay? )¢ *H (1t |e[rFays Dwo
Elsan(©)(1— @)\~ [l sen(€)(1 - A
EEHIDS( (1~+\§P+“>3 )” 12l + ‘ -%|€P+“ “ 1Dl
(07 (07 1
(H|§’8gﬁ+réw+a " “ (|£’8gﬁ+r;w+a )“ )’“P“°*‘”l)2¢“°
< cliglo + elgllzz

Para acotar A; se hace de forma similar que A, con la diferencia que la condicién de acotacion
es b < (2a+ 1) + 1/2, la cual se cumple para todo 0 < o < 1.
Para Az usamos la proposicién [2.3.1

1+ alé|tt )
D) ————=—0
“5(1+4an25¢ .

Sc(W%@m%lﬂ¥(&$)m>

< cllzgllo + llz[*¢llo

La acotacién del término A, es similar al término As. O

e v v
El siguiente paso es acotar el grupo E(t)p = (e“rﬁ““t@) = (F(f, t)@) en los espacios
con pesos Fg,, los siguientes tres resultados estdn enfocados en pesos enteros.
. Vv
_»LE
Proposicién 4.1.2. Sean E(t) = (elﬂﬁ”"‘t(p\) .

Sir =1, r =2 entonces
1E(t)ells

donde P,(t) es un polinomio de grado r.

< P (t)

Demostracion. Sir =1

B0, = 1Bl + 1B
< llpll + I (BOR)l
< llpll + ()l
< llpll + 10 Blo + 1 Faclo
: l+a
e £, el
< gl +1zlo + el
R0l

< [leells +
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Sir=2

IE({)¢|

7o = IE@¢lls + [[E@)el 1z
< llells + lz*E@t)¢)lo
< llells + 102 (F @)l
< llells + 10 F&llo + 2110 F O Bllo + | F 0 Bllo
io(1 + o) [§]**sgn(§)t
(1 + [g[t*e)?
(14 a)(2+ a)|¢|*sgn(§)t
(14 [&]H+)?
i(1 — alg]™)t
(1 + Jg]t+e)?

< c(nsons 3l + 13l + el + ||55295||0)

< E®)lells.

< [lells +

Fo

0
(1 _ O[|€|1+a)2t2 R
(14 [¢[He)*

Fo

iy

0

+ 192810
0

0

FO:p

]

A continuacién acotaremos el grupo E(t) en los espacios con peso 3 ,(R) donde 7 es un
nimero real no entero, para ello usaremos la derivada de Stein definida en [2.3]

. \Y%
—i£
Proposicién 4.1.3. Sean E(t) = <el+|€1+“t@> ,0<r<5/2+a<3.

Entonces,

IE@)ells., < C@)llel

donde C(t) es una funcion continua y creciente en t.

o~
s,

Demostracion.

I1E@)¢|

s, = [[E@)@lls + 1 E@)ellz2
< llells + =" E@)ello

supongamos que r = b con 0 < b < 1, de las propiedades de la derivada de Stein y el lema

2:32] tenemos:

IE()¢l

s, = lells + 2l B¢l
= llells + IDE(FS) o
<llells + IDeF - Bllo + 1 - DeBllo
< llells + lle(e, b)t*@llo + 1 De&llo
< Cllel

~
Ss,r
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ahora hagamos que r =1+ b con 0 < b < 1 y la proposicién tenemos

IE@)e]

a., = lells + 2l E®)ello
= llells + 1 D0 (F@)llo
< llells + 1D¢(0eF - )llo + |1 DE(F - 0 B)lo

S0l | e ag
< |lgs + || D¢ F- + || DeF - 9
< llo.+ | ot T 2) | 12t o
NN
< Nl + et (173l + IDE(FE) o) + )06zl (45)

+ || D¢ (0:2)llo
c(t) (llells + 1FDBllo + IDEFEllo + 196810 + [ De0eBllo )
c(t) (llells + 2P ello + lllzlello + Nz ello )

<
<
< C@)llel

~
Ss,r

Ahora supongamos que r =2+b, con 0 <b<1lyb<1/2+ «

IE()¢l

s, = lells + 2" E@)ello

< llells + 1D (@) o
< llells + IDE@EF - )llo + 1 D¢(0eF - 9:B)lo + |1 DE(F - £ 2)llo

b |§|2a+1sgn(§)t ~ b |§|a5gn(§)t ~
< llelle HDf( (T ) FS@) - HDf(u n |5rl+a>3F*0) 0
(1 — aleroye A) H b<<1—a|s|1+a>t A)
+HD£< e L2)| P CaTgee F%P) |,
L IDYF - 828)]o
<|l¢lls + Br + By + B3 + By + Bs (4.6)

Primero acotemos By, donde usamos la funcién de corte (&) definida en
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s (@)t .
b= (e,

a2

(R

(165N | | €8O o
< | ) rol, - | ey 2t

n tHDg ( |§|a?g1nf|)§<|lp;;§(£>>F@)

oS85

)
< ¢(t)(B21 + Baa + Baj)

el término By se acotd en la ecuacion 4.3|y el termino Bs 5 fue acotado en la ecuacién (4.5
) ) U

0

—l—t’
0

0

0

el sen(©)0 ~ () ;.
)

L IDLER) + HD@(
0

para Bs 3 tenemos presente que estamos sobre el dominio de la funcién 1 — x(§)

Bas = D’g('ﬂas(fél?ﬂﬁ)g’ll;)x(ﬁ)) F@> 0 .
H |§|C‘S§n+ | éf' H D)o + HDb<|§|°‘S<g1nJ(r§|)£(|1l+—a)X(§))>F@ |
gc||z>2<m>||o+( KX o (MO0 XY | Yy

< cBas+ || @llo

B se acota de manera similar a By pero con la condicién de b < (2o + 1) 4+ 1/2, la cual se
cumple para todo 0 < o < 1. Para acotar Bs usamos el lema y la proposicion [2.3.1}

1— é} 1+o 2t2 R
s = HDS (( ir ||5|rl+a§4 F“”)
0 (HF@HO ; r|D2<F@HO)

< c(®)(1Pllo + Bay2)

El término B, se acota de forma similar al término Bs, para finalizar acotemos Bs:

0

Bs = HDS(Fa@E@Ho
< c(||F0§s3||o + | Flloo I D2(322) 0 + | DEF - 82@”0)

< c(t)(llz]*ello + z[*Pello + 1|z ¢llo)
<c()|lellL

s 2+b
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]

Teorema 4.1.1. Sip € S, (R) cons >1/2 y0 <r <5/2+a < 3, entonces existen un
T =T(|¢lls..,, M) > 0 y una tnica funcion u € C([0,T];Ss,) que satisface la ecuacion
integral [3.2, ademds la funcién ¢ — w asociada a la ecuacion[I-1] es continua.

Demostracion. Por las proposiciones y donde acotamos respectivamente el ope-

rador A y el grupo E(t) en F;,(R) y siguiendo las mismas ideas de la teoria en H*(R) se
obtiene el buen planteamiento local. O

4.2. Continuacion unica de las soluciones

Teorema 4.2.1. Si ¢ € S, (R) cons>1/2 y0<r <5/2+4+«a < 3, donde se satisfacen las
condiciones del teorema de buen planteamiento local, sea u € C([0,T]; 3s,) la solucion
del problema de valor im’cial con u(0) = ¢, tal que [, p(x)dx <0 para casi todo x € R,

si para dos tiempos t; = 0 < toy < T se tiene que u(t;) € %gl/’;jao para j = 1,2 entonces
u=0.

Demostracion. Sea u € C([0,T];35,)) la solucién y multiplicando 22 por la ecuacién
integral [3.2] tenemos:

2*u = 22 E(t)p + 2° /0 E(t —71)AMP(r))dr

1/2+4«
Df

analizaremos la derivada en ambos lados de la igualdad para 0 < o < 1/2. Aplicando

la transformada de Fourier al primer término tenemos:

O (F@) =0gF(t,6)@ + 20¢F(t,§)0: + F(t,)0; ¢
_ —io(1 4+ a)[g** sgn(&)t i1+ a)(2 + a)[¢]*  sgn(&)t

(14 [§[tH)3 F(t, )+ (1+ [€]+e)3 E(t, e
1 — a’g‘l-&-atQ R 22’(1 _ &‘5’1+a>t R )
- WF@,&M e F(t,£)0:0 + F(t.£)0;¢
=C1+Co+C3+Cy+ Cs (4.8)

Las cotas que tenemos en [4.6] para 0 < b < 1 son:

f 2a+1 5 R
Dt (o atiir.09) | < c0lels..

0

1— 1+a)2 R
Dg (%ﬁﬂy,ﬁ)w) <e®)|els. s
0
1 — 1+a R
Dt ( Gy st 098 )| < etolel.

IDE(F(t,6)028) < c(t)] ]

o~
35,3
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Por lo tanto D§/2+QC,~ € L*(R) para i = 1,2,3,4,5 para acotar Cy usaremos la funcién de
corte [£.1] de la siguiente manera:

i1+ )2+ a)lelsgn(e)
(1 _|’_ |é"1+a)3

_ Kal€]*sgn(§x(§)t .

= T (g 09T

=Cy1 4+ Cyo

"Fito)p

Ko |€]*sgn(€)(1 — x(£))
(1+[€]HH0)3

02:

F(t, &)@

donde K, = —i(l + a)(2+ «)
Por la ecuacion tenemos que Dé/ 2+O‘C’272 € L*(R). Para el término Cy,1 se tiene que:

_ o [l sgn(€)x (&)1
G = Ko ey

— Ko e[ sgn(e)x()7 (
— Dy + D

F(t,6)%

F(t,¢)

T - 1) + Kalelson(©n(©)p

como Dé/%a € L*(R) y ademés

(I'QE(tQ)@)/\ = Cl + Dl + DQ + 0272 —+ Cg + C4 + 05
entonces
D**((«*E(t)p)" — D) € LA(R)
lo que indica que :

D§/2+a((l‘2E(t)<,0)/\ _ Ka|§|asgn(§)x(§)t@(§)) € LQ(R) (49)

Para el término de la integral tomemos u” = v y por Plancherel se tiene:

o —iE
% (Fl T |£|1+“”)

)

[2E(0) A(w)]ls = \ 0

por lo tanto:
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e i€ ie e
% (F Tie] ) azF(1+|£|l+ >+235F65<1+!£|1+a”) +FY ( e )
( o1+ @)l sen(©) (14 a)(2 + a)lelPsen(©)t (1 — alé] )’ t?) F< e A)

- (1+ [¢[Fo)? (1+ [€[+e)? (1+ [¢[Fe)? T+e"
21— ale[ o) (—i(1—al¢[te)  —ie
(LT )2 F( 07 ) ”+1+|5|1+aa“’)
F(—z’a(l+oz>|5|2a+1sgn<s>6 i1+ 0)(2 + a)lé]"smn(e) —2@(1—a|5|1+a>m)
(1 + [€[1F)3 (1 + [€]1F)3 (1+]€[te)2 ¢
e
*F(1+|f|l+aaf )
o1+ )€™ (1t a)@+a)e[*ot | i(l—alg[ o)
Crfemar T et T T @ g Y
21— €[+ o1 —alef et —ia(l + a)lEsgn(e)
S I TS <1+\s|1+a>3 v
i1+ )@+ )¢ sen()  —2i(1 —ale[)
e Ot T T |§|1+0Fa

D§/2+QE1; c C([O,T],L2<R))7 para Z e 273’ ,9 Z 7& 7

Haremos la acotacion de E3 en detalle, los demés términos se acotan de forma similar. Para
mayor comodidad sea d = 1/2 + a' y de la proposicién y la desigualdad tenemos:

. 1 _a|£|1+a)2£t2 R
DB — |[pt (& F
H I3 3”0 H g( (1+|£|1+a)5 v
< c(t) <||F@||o + || DE(F) [|o

< c(®)llells.,.

0

El problema esta en el término E7, lo reescribimos de la siguiente manera:

i1+ ) (2 + o) |§]*sgn(E)

e gy
sen(©0 —0(©) . Il sEm(©(©) .-
R T s e (e o
= Bua ~ Kalésan (@) (g — 1)7 - Kol sn(x(©F

=FE7r1+ FEqo+ Frs

como Dé/ﬂaEm, Dé/ﬂaEm € C([0,T]; L*(R)) por lo tanto
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DY (B WAW) ~ ra) € C(0.7) LR) (110)

de las ecuaciones [4.9] y [£.10], tenemos:

Y2+ ((az?u(t))A - Kulel*sen( () + KulePsm©©) [ o0 sw) e I(R)

para todo t € [0, 77, por hipétesis existe ¢, tal que u(tz) € Js1/24a, por lo tanto

Dy (masgn( NG / 66) -0, 0)0r ) ) € (R (4.11)
Para mayor comodidad sea h (ftQ o( o(r, 5)0[7) por lo tanto:

D> (1€ "sen()x(§R(S)) € LA(R)
reescribiendo al anterior ecuacién:
D (gl sen(©)x(€) () — h(0)) + [¢|"sen(€)x(€)A(0)) € L*(R)

CO1mo:

D (Jelsen(€)x(€)(

=
o
|
=
=
N
m
h
[N}
—~
Z

entonces

DY (Jelsen(©)x(©h(0)) € LA(R)

pero la proposicién dice que D2(|¢|*sgn(&)x(€)) € L*[R) siy solo si b < 1/2 + a,
entonces

D> (Jelsen(©)x(©h(0)) ¢ L(R)

a menos que E(O) =0, es decir

/0 ® 5(0) - 5(r,0)dr = 0

/ / ©) — (7, 2))dwdr = 0
/ / x) — uP(7,z))dzdr =0

por hipétesis [, ¢(x)de < 0 entonces u? = 0, con valores de p pares, tenemos que u = 0. [

es decir,

y como v = u”, tenemos
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