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INTRODUCCIÓN

Desde varias décadas atrás se vienen realizando estudios de ĺıneas de transmisión y distribución bajo
la suposición de terrenos y ĺıneas uniformes, y ĺıneas no-uniformes en aproximaciones de variaciones de
altura o terreno. En general el estudio de estas últimas se ha enfocado en trabajar las variaciones en
secciones en las cuales el comportamiento de la ĺınea se puede aproximar al de una ĺınea uniforme, en
el cual sus parámetros eléctricos se pueden considerar constantes. Estas aproximaciones consideradas,
hacen que en algunos casos las soluciones de los problemas planteados difieran de la realidad.

Buscando encontrar aproximaciones más cercanas a la realidad para la representación de ĺıneas de
transmisión o distribución, se propuso este trabajo de maestŕıa con el cual se inició un proceso de
adquisición y adaptación de conocimiento en el área de modelado de sistemas complejos, encaminado
a responder a las necesidades impuestas por las condiciones de funcionamiento de los sistemas eléctricos
en nuestro páıs. Además, se desarrolló un software nombrado fdtdUN que con base al método de las
diferencia finitas en el dominio del tiempo puede calcular la propagación de campos electromagnéticos
en regiones en tres dimensiones ante la presencia de una ĺınea uniforme o no-uniforme.

En este documento se mostrará el desarrollo del software, iniciando por la explicación del método de las
diferencias finitas en el dominio del tiempo y su implementación en éste, la inclusión de diferentes ma-
teriales y objetos en las regiones de estudio para su implementación, la explicación e implementación
de dos diferentes tipos de fronteras, Fronteras de Liao y Fronteras PML. Vale la pena resaltar que
para estas últimas se muestra un conjunto de ecuaciones de unión que permiten incluir este tipo de
fronteras de una manera sencilla y eficiente en un algoritmo tradicional de FDTD. Adicionalmente se
mostrará la implementación de fuentes de tensión para finalmente introducir el modelo de conductor
delgado propuesto por Noda y Yokoyama para la representación de ĺıneas uniformes y no uniformes, [1].

La programación de este software se realizó con base en el programa MATLAB [2], y sus resultados
fueron comparados con los obtenidos con programas como FDTD Solution [3], FDTD Studio [4] y
ATP [5]. Adicionalmente se realizó la comparación de los resultados obtenidos en fdtdUN con algunos
resultados mostrados en las referencias bibliográficas que se trabajaron.

Por último se presenta en el anexo los códigos fuentes de algunos de los ejemplos presentados durante
el desarrollo de este documento.
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4.3. Ejemplo 9: Variación de ángulo en un conductor recto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
4.4. Ejemplo 10: Conductor horizontal y conductor diagonal . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

5. Conclusiones. 67

ANEXO A 69
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Caṕıtulo 1

Diferencias Finitas en el Dominio

del Tiempo - Marco teórico.

1.1. Generalidades.

Las ecuaciones Maxwell en su forma diferencial conforman la base para la construcción de un algoritmo
basado en Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo (FDTD por sus siglas en inglés) para solu-
cionar problemas de propagación y cálculos de campos electromagnéticos en el espacio. Las ecuaciones
de Maxwell son mostradas en las ecuaciones (1.1) a (1.4):

∇×
−→
E = −∂

−→
B

∂t
− σm−→

H −
−→
M (1.1)

∇×
−→
H =

∂
−→
D

∂t
+ σ

−→
E +

−→
J (1.2)

∇ ·
−→
D = ρe (1.3)

∇ ·
−→
B = ρm (1.4)

Donde
−→
E es el vector de intensidad de campo eléctrico en V/m,

−→
B el es vector de densidad de flujo

magnético en Wb/m2, σm es la conductividad magnética en Ω/m,
−→
H es el vector de intensidad de

campo magnético en A/m,
−→
M es el vector de densidad de corriente magnética en V/m2,

−→
D es el vector

de densidad de desplazamiento de flujo eléctrico en C/m2, σ es la conductividad eléctrica en S/m,
−→
J

es el vector de densidad de corriente eléctrica en A/m2, ρe es la densidad de carga eléctrica en C/m3

y ρm es la densidad de carga magnética en Wb/m3. Se debe aclarar que la conductividad magnética
y densidad de carga magnética son términos matemáticos mas no parámetros f́ısicos.

La relación de los campos eléctricos y magnéticos en el espacio puede ser expresada únicamente por
dos de las ecuaciones de Maxwell, la ecuación (1.1) Ley de Faraday y la ecuación (1.2) Ley de Ampère
(ecuaciones rotacionales), ya que las ecuaciones de divergencia (ecuaciones (1.3) y (1.4)) se encuentran
impĺıcitas en las dos ya mencionadas como se muestra a continuación, [6].
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2CAPÍTULO 1. DIFERENCIAS FINITAS EN EL DOMINIO DEL TIEMPO - MARCO TEÓRICO.

Haciendo la divergencia de las ecuaciones rotacionales (1.1) y (1.2), y asumiendo que las fuentes en el
instante t0 son iguales a cero se tiene que:

∇ · (∇×
−→
E = −∂

−→
B

∂t
) (1.5)

el lado izquierdo de la ecuación (1.5) es igual a cero porque ∇ · ∇ ×A = 0, entonces

0 = −∂(∇ ·
−→
B )

∂t
) (1.6)

Lo que implica que

∇ ·
−→
B = Constante (1.7)

Ahora aplicando la divergencia a la ecuación (1.2)

∇ · (∇×
−→
H =

∂
−→
D

∂t
+
−→
J ) (1.8)

Igual que para la ecuación (1.5), en la ecuación (1.8) el término a la izquierda de la igualdad es cero y
se tiene que

0 =
∂(∇ ·

−→
D)

∂t
+ ∇ ·

−→
J (1.9)

Dada la ecuación de continuidad

∇ ·
−→
J +

∂ρ

∂t
= 0 (1.10)

Despejando ∇ ·
−→
J de la ecuación (1.10) y reemplazando en la ecuación (1.9) se tiene que

∂

∂t

(

(∇ ·
−→
D) − ρ

)

= 0 (1.11)

La ecuación (1.11) implica que
(

(∇ ·
−→
D) − ρ

)

es igual a una constante.

Ya que los campos y las fuentes son cero en el instante inicial

∇ ·
−→
B = 0 (1.12)

(∇ ·
−→
D) − ρ = 0 (1.13)

Por lo tanto, las ecuaciones de divergencia ∇ ·
−→
B y (∇ ·

−→
D) − ρ son cero para todos los tiempos, y las

ecuaciones rotacionales (1.1) y (1.2) son suficientes para predecir la propagación de los campos en el
espacio [6].

La utilización de métodos numéricos como el método FDTD para la solución de las ecuaciones de
Maxwell, ha tomado gran importancia al implementarlos en el estudio de problemas cada vez más
complejos como los fenómenos electromagnéticos, debido a la mayor disponibilidad de computadores
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de bajo costo y gran capacidad. Este método computacional es de mayor implementación que los méto-
dos en el dominio de la frecuencia, principalmente por su simplicidad y fácil entendimiento; el método
FDTD es capaz de calcular las interacciones de los campos electromagnéticos en problemas que seŕıan
extremadamente dif́ıciles de analizar con otros métodos tal como se explica en [6].

La primera referencia para el estudio y discretización de las ecuaciones rotacionales de los campos
eléctricos y magnéticos con FDTD fue introducida por Kane Yee en 1966 [7]. El algoritmo de Yee,
consiste en tomar las ecuaciones de Maxwell en su forma diferencial y llevarlas a expresiones de difer-
encias; esto se puede obtener desarrollando la definición de rotacional y derivada para cada una de las
expresiones de los campos. Las ecuaciones de Maxwell para un medio isotrópico son:

Ley de Faraday.

Retomando la ecuación (1.1)

∇×
−→
E = −∂

−→
B

∂t
− σm−→

H −
−→
M (1.14)

Al aplicar la definición de rotacional en la ecuación (1.14) se tiene que

∇×
−→
E =

(∂Ez

∂y
− ∂Ey

∂z

)

âi +
(∂Ex

∂z
− ∂Ez

∂x

)

âj +
(∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y

)

âk (1.15)

Reemplazando la ecuación (1.15) en la ecuación (1.14) se obtiene

(∂Ez

∂y
−∂Ey

∂z

)

âi+
(∂Ex

∂z
−∂Ez

∂x

)

âj+
(∂Ey

∂x
−∂Ex

∂y

)

âk = −
(∂Bx

∂t
âi+

∂By

∂t
âj+

∂Bz

∂t
âk

)

−σm−→
H−

−→
M

(1.16)

Sabiendo que
B = µH (1.17)

Reemplazando en la ecuación (1.16) se obtiene

(∂Ez

∂y
−∂Ey

∂z

)

âi+
(∂Ex

∂z
−∂Ez

∂x

)

âj+
(∂Ey

∂x
−∂Ex

∂y

)

âk = −µ
(∂Hx

∂t
âi+

∂Hy

∂t
âj+

∂Hz

∂t
âk

)

−σm−→
H−

−→
M

(1.18)

Donde µ para el vaćıo es:
µ = µ0 ≈ 4π ∗ 10−7[H/m] (1.19)

Los dos últimos términos de la ecuación (1.18) se expresan como:

σm−→
H = σm(Hxâi +Hyâj +Hzâk) (1.20)

−→
M = (Mxâi +Myâj +Mzâk) (1.21)

Despejando la intensidad de campo magnético y separando cada una de las componentes, se
obtienen las ecuaciones de campo magnético de cada una de ellas mostradas en las ecuaciones
(1.22) a (1.24)

∂Hx

∂t
=

1

µ

(∂Ey

∂z
− ∂Ez

∂y
+ σmHx +Mx

)

(1.22)
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∂Hy

∂t
=

1

µ

(∂Ez

∂x
− ∂Ex

∂z
σmHy +My

)

(1.23)

∂Hz

∂t
=

1

µ

(∂Ex

∂y
− ∂Ey

∂x
σmHz +Mz

)

(1.24)

Ley de Ampère.

Retomando la ecuación (1.2)

∇×
−→
H =

∂
−→
D

∂t
+ σ

−→
E +

−→
J (1.25)

Realizando el mismo procedimiento anterior, los campos eléctricos en las tres coordenadas resul-
tan:

∂Ex

∂t
=

1

ε

(∂Hz

∂y
− ∂Hy

∂z
− σEx − Jx

)

(1.26)

∂Ey

∂t
=

1

ε

(∂Hx

∂z
− ∂Hz

∂x
− σEy − Jy

)

(1.27)

∂Ez

∂t
=

1

ε

(∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y
− σEz − Jz

)

(1.28)

Donde ε para el vaćıo es:

ε = ε0 ≈ 8.854 ∗ 10−12[F/m] (1.29)

Las ecuaciones (1.22) a (1.24) y (1.26) a (1.28) son la base para predecir la propagación de ondas
electromagnéticas en un medio con parámetros eléctricos arbitrarios.

1.2. Método de Diferencias Finitas.

Este método consiste en aproximar la derivada parcial de una función en una diferencia entre dos
puntos con el fin de obtener el valor de la derivada en un punto deseado, siempre y cuando la función
cumpla la condición de continuidad. Esta aproximación se puede definir matemáticamente por medio
de la Serie de Taylor, o gráficamente tal como se mostrará a continuación.

Desde el punto de vista gráfico es posible aproximar la derivada de una función en un punto de tres
maneras diferentes conocidas como diferencias hacia atrás, hacia adelante y central.

Diferencia hacia atrás

Consiste en aproximar la derivada de una función en el punto x, como la diferencia de la función
evaluada entre los puntos x y x − ∆x sobre la distancia que los separa. Esto se muestra en la
figura 1.1

Para esta condición la aproximación de la derivada estaŕıa dada por:

f ′(x) ≈ f(x) − f(x− ∆x)

∆x
(1.30)
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Figura 1.1: Aproximación de la derivada f(x), hacia atrás.

Diferencia hacia adelante

En este caso la derivada de la función f(x) se aproxima entre los puntos x y x+ ∆x, como se ve
en la figura 1.2, la ecuación para este caso resulta en

f ′(x) ≈ f(x+ ∆x) − f(x)

∆x
(1.31)

Figura 1.2: Aproximación de la derivada f(x), hacia adelante.

Diferencia Central

Para esta condición la derivada se aproxima entre los puntos x−∆x y x+ ∆x como se muestra
en la figura 1.3 - y su ecuación es:

f ′(x) ≈ f(x+ ∆x) − f(x− ∆x)

2∆x
(1.32)

Al ser este método una aproximación, se introduce un error según el tipo de diferencia implementada.
Con la expansión de la Serie de Taylor se pueden evaluar estos errores expresando la función de la
siguiente forma:

f(x+ ∆x) = f(x) + ∆xf ′(x) +
(∆x)2

2
f ′′(x) +

(∆x)3

6
f ′′′(x) +

(∆x)4

24
f ′′′′(x) + · · · (1.33)
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Figura 1.3: Aproximación de la derivada f(x); con diferencia central.

De la ecuación (1.33) se despeja la primera derivada de la función f ’(x) como

f ′(x) =
f(x+ ∆x) − f(x)

∆x
− ∆x

2
f ′′(x) − (∆x)2

6
f ′′′(x) − (∆x)3

24
f ′′′′(x) − · · · (1.34)

Se puede observar que la ecuación (1.31) es igual al primer término de la derecha de la ecuación (1.34);
los términos restantes corresponden al error entre el cálculo exacto de la primera derivada y el método
numérico, y esta dado por:

O(∆x) = −∆x

2
f ′′(x) − (∆x)2

6
f ′′′(x) − (∆x)3

24
f ′′′′(x) − · · · (1.35)

El término más significativo en el error O(∆x) es ∆x/2 y el orden de ∆x más significativo es 1, por
tal razón a esta aproximación se le conoce como aproximación de primer orden [8].

Es posible obtener el cálculo de la diferencia hacia atrás como:

f(x− ∆x) = f(x) − ∆xf ′(x) +
∆x2

2!
f

′′

(x) − ∆x3

3!
f

′′′

(x) + . . . (1.36)

Al restar la ecuación (1.33) y (1.36) se obtiene que:

f(x+ ∆x) − f(x− ∆x) = 2∆xf ′(x) +
2(∆x)2

3!
+ . . . (1.37)

Despejando de la ecuación (1.37) a f ’(x) se obtiene la aproximación de la derivada en términos de
diferencias centrales y su error asociado aśı:

f ′(x) =
f(x+ ∆x) − f(x− ∆x)

2∆x
− (∆x)2

6
+ . . . (1.38)

f ′(x) =
f(x+ ∆x) − f(x− ∆x)

2∆x
+O((∆x)2) (1.39)

O((∆x)2) = − (∆x)2

6
+ · · · (1.40)

Se puede observar que en este caso el orden del error es de segundo grado lo que implica que el error
será la mitad que en la aproximación de primer orden. En la aplicación de las diferencias finitas a las
ecuaciones de Maxwell, se utilizarán las diferencias centrales dadas por la ecuación (1.39).
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1.3. Algoritmo de Yee.

En 1966, Kane Yee planteó un conjunto de ecuaciones de diferencias finitas para resolver las ecuaciones
rotacionales de Maxwell en el dominio del tiempo [7]. Estas ecuaciones calculan el valor del campo en
un instante de tiempo futuro t+ 1 a partir de un campo conocido en el instante de tiempo inmediata-
mente anterior t, es decir construye un esquema recursivo de cálculo de los campos en el tiempo.

En el espacio, las componentes de los campos eléctrico y magnético se ubican en una estructura básica
conocida como cubo de Yee que se puede observar en la figura 1.4, donde cada lado tiene un tamaño
∆x, ∆y y ∆z respectivamente. En este cubo, las componentes de campo eléctrico circulan alrededor
de las de campo magnético y viceversa cumpliendo con las relaciones rotacionales de las ecuaciones de
Maxwell. Para cumplir esta condición, las componentes se ubican en lugares espećıficos del cubo tal
como se muestra en la figura.

Figura 1.4: Ubicación de los campos magnéticos y eléctricos en el cubo de Yee.

Es posible observar por ejemplo que el campo magnético en la dirección x, Hx (ubicado en el centro de
la cara frontal), esta rodeado por los campos Ey y Ez que se encuentran en los centros de las aristas
que forman esta cara.

Si un espacio de dimensiones reales (xmax, ymax, zmax)[m] se representara como la unión de varios
cubos, es necesario identificar el lugar preciso en el cual se encuentra cada uno de ellos y sus com-
ponentes de campo asociadas. Para esto, cada componente se identifica en términos de las variables
enteras (i,j,k) de su cubo correspondiente, donde el valor (1,1,1) correspondeŕıa al origen del sistema
de coordenadas. Las coordenadas reales de las componentes estaŕıan dadas por (ver figura 1.5):

Ex(i,j,k)
= ((i− 0.5)∆x, (j − 1)∆y, (k − 1)∆z) (1.41)

Ey(i,j,k)
= ((i− 1)∆x, (j − 0.5)∆y, (k − 1)∆z) (1.42)

Ez(i,j,k)
= ((i− 1)∆x, (j − 1)∆y, (k − 0.5)∆z) (1.43)

Hx(i,j,k)
= ((i− 1)∆x, (j − 0.5)∆y, (k − 0.5)∆z) (1.44)
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Hy(i,j,k)
= ((i− 0.5)∆x, (j − 1)∆y, (k − 0.5)∆z) (1.45)

Hz(i,j,k)
= ((i− 0.5)∆x, (j − 0.5)∆y, (k − 1)∆z) (1.46)

Figura 1.5: Ubicación real de los campos magnéticos y eléctricos en el espacio.

Con el fin de almacenar las matrices correspondientes a cada una de las componentes en un computador,
no es posible utilizar directamente los valores de las coordenadas mostradas anteriormente ya que estas
no corresponden a valores enteros. Para solucionar esto, las componentes se almacenan en los lugares
(i,j,k) de su cubo correspondiente tal como se muestra en la figura 1.6.

Figura 1.6: Ubicación de los campos magnéticos y eléctricos en el cubo de Yee.
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Como el método no solo relaciona las variaciones de los campos en el espacio sino también en el
tiempo, Yee propone un esquema de cálculo en el cual para un instante de tiempo se calculen los cam-
pos eléctricos y en otro, desplazado medio paso de tiempo, los campos magnéticos. Gráficamente esta
condición se puede ver en la Figura 1.7 Entre los cálculos de los campos eléctricos y magnéticos se tiene

Figura 1.7: Ubicación de los campos magnéticos y eléctricos; desplazamiento el tiempo y espacio.

una diferencia de tiempo de ∆t/2, y un tamaño de paso de tiempo ∆t entre cada nuevo cálculo de ellos.

1.3.1. Ecuaciones de actualización de campos.

Tomando como base la ecuación (1.22)

∂Hx

∂t
=

1

µ

(∂Ey

∂z
− ∂Ez

∂y
+ σmHx +Mx

)

(1.47)

y la aproximación de diferencias centrales mostrada en la ecuación (1.39) las variaciones en el tiempo
del campo magnético Hx y las variaciones en la distancia Ey y Ez están dadas por:

∂Hx

∂t
=

(H
t+ 1

2
xi,j,k −H

t− 1
2

xi,j,k

∆t

)

(1.48)

∂Ey

∂z
=

(Et
yi,j,k+1

− Et
yi,j,k

∆z

)

(1.49)

∂Ez

∂y
=

(Et
zi,j+1,k

− Et
zi,j,k

∆y

)

(1.50)

Donde los sub́ındices indican el desplazamiento y ubicación en el espacio, y los supeŕındices indican el
desplazamiento y ubicación en el tiempo.
Sustituyendo en la ecuación (1.22) las expresiones (1.48) a (1.50), se obtiene la ecuación en FDTD
para el campo magnético en la dirección x

(H
t+ 1

2
xi,j,k −H

t− 1
2

xi,j,k

∆t

)

=
1

µx

((Et
yi,j,k+1

− Et
yi,j,k

∆z

)

−
(Et

zi,j+1,k
− Et

zi,j,k

∆y

)

− σm
x H

t
xi,j,k

−Mxi,j,k

)

(1.51)
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Donde el término σm
x H

t
xi,j,k

se calcula como el promedio del campo magnético entre los instantes de

tiempo t+ 1
2 y t− 1

2 .

σm
x H

t
xi,j,k

= σm
x

(H
t+ 1

2
xi,j,k +H

t− 1
2

xi,j,k

2

)

(1.52)

Reemplazando (1.52) en (1.51) y despejando el campo magnético en el instante deseado t+ 1
2 se tiene:

H
t+ 1

2
xi,j,k = ChxhH

t− 1
2

xi,j,k + Chxey(Et
yi,j,k+1

− Et
yi,j,k

) + Chxez(E
t
zi,j+1,k

− Et
zi,j,k

) + ChxmxMxi,j,k
(1.53)

Donde:

Chxh =
(2µx − σm

x ∆t

2µx + σm
x ∆t

)

(1.54)

Chxey =
2∆t

(2µx + σm
x ∆t)∆z

(1.55)

Chxez = − 2∆t

(2µx + σm
x ∆t)∆y

(1.56)

Chxmx = − 2∆t

2µx + σm
x ∆t

(1.57)

Como se puede observar,la ecuación (1.53) expresa el campo magnético Hx como función de valores
anteriores de él mismo y de los campos eléctricos que lo rodean Ey y Ez. Utilizando el mismo proced-
imiento para los otros campos magnéticos y eléctricos se obtienen las siguientes expresiones:

Para el campo magnético en la dirección y

H
t+ 1

2
yi,j,k = ChyhH

t− 1
2

yi,j,k + Chyez(E
t
zi+1,j,k

− Et
zi,j,k

) + Chyex(Et
xi,j,k+1

− Et
xi,j,k

) + ChymyMyi,j,k
(1.58)

Donde:

Chyh =
(2µy − σm

y ∆t

2µy + σm
y ∆t

)

(1.59)

Chyex = − 2∆t

(2µy + σm
y ∆t)∆z

(1.60)

Chyez =
2∆t

(2µy + σm
y ∆t)∆x

(1.61)

Chymy = − 2∆t

2µy + σm
y ∆t

(1.62)

Para el campo magnético en la dirección z

H
t+ 1

2
zi,j,k = ChzhH

t− 1
2

zi,j,k + Chzex(Et
xi,j+1,k

− Et
xi,j,k

) + Chzey(Et
yi+1,j,k

− Et
yi,j,k

) + ChzmzMzi,j,k
(1.63)

Donde

Chzh =
(2µz − σm

z ∆t

2µz + σm
z ∆t

)

(1.64)
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Chzex =
2∆t

(2µz + σm
z ∆t)∆y

(1.65)

Chzey = − 2∆t

(2µz + σm
z ∆t)∆x

(1.66)

Chzmz = − 2∆t

2µz + σm
z ∆t

(1.67)

Campo eléctrico en dirección x

Et+1
xi,j,k

= CexeE
t−1
xi,j,k

+ Cexhz(H
t+ 1

2
zi,j+1,k −H

t+ 1
2

zi,j,k) + Cexhy(H
t+ 1

2
yi,j,k+1 −H

t+ 1
2

yi,j,k) + CexjxJxi,j,k
(1.68)

Donde

Cexe =
(2εx − σx∆t

2εx + σx∆t

)

(1.69)

Cexhz =
2∆t

(2εx + σx∆t)∆y
(1.70)

Cexhy = − 2∆t

(2εx + σx∆t)∆z
(1.71)

Cexjx = − 2∆t

2εx + σx∆t
(1.72)

Campo eléctrico en dirección y

Et+1
yi,j,k

= CeyeE
t−1
yi,j,k

+ Ceyhx(H
t+ 1

2
xi,j,k+1 −H

t+ 1
2

xi,j,k) + Ceyhz(H
t+ 1

2
zi+1,j,k −H

t+ 1
2

zi,j,k) + CeyjyJyi,j,k
(1.73)

Donde

Ceye =
(2εy − σy∆t

2εy + σy∆t

)

(1.74)

Ceyhx =
2∆t

(2εy + σy∆t)∆z
(1.75)

Ceyhz = − 2∆t

(2εy + σy∆t)∆x
(1.76)

Ceyjy = − 2∆t

2εy + σy∆t
(1.77)

Campo eléctrico en dirección z

Et+1
zi,j,k

= CezeE
t−1
zi,j,k

+ Cezhy(H
t+ 1

2
yi+1,j,k −H

t+ 1
2

yi,j,k) + Cezhx(H
t+ 1

2
xi,j+1,k −H

t+ 1
2

xi,j,k) + CezjzJzi,j,k
(1.78)

Donde

Ceze =
(2εz − σz∆t

2εz + σz∆t

)

(1.79)

Cezhy =
2∆t

(2εz + σz∆t)∆x
(1.80)

Cezhx = − 2∆t

(2εz + σz∆t)∆y
(1.81)
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Cezjz = − 2∆t

2εz + σz∆t
(1.82)

Como se puede notar de las expresiones de campos (1.53), (1.58), (1.63), (1.68), (1.73) y (1.78), cada
parámetro eléctrico del espacio ε, µ, σ y σm está relacionado su componente respectiva. Es por esta
razón que estos parámetros también tienen una ubicación espećıfica en el cubo de Yee aśı como se
muestra en la figura 1.8

Figura 1.8: Ubicación de los parámetros de materiales µ y ε en celda de Yee.

Hasta ahora se han mostrado las expresiones de campo para un medio general con pérdidas. La repre-
sentación del vaćıo implicaŕıa el ajuste de los valores de los parámetros eléctricos de acuerdo con esta
situación. Sin embargo, en un caso se involucran diferentes medios como se mostrará a continuación.

1.4. Inclusión de materiales.

Cuando se desea introducir en el espacio a discretizar un objeto con propiedades materiales diferentes
a las del vaćıo, se definen las componentes eléctricas de los materiales ε, µ, σe y σm asociadas con las
ubicaciones de las componentes de campo que forman el objeto.

Debido a que los espacios y objetos que se discretizan son llevados a una cuadŕıcula, estos pierden
sus formas originales y son representados por aproximaciones según los tamaños de paso de las celdas,
tomando formas escalonadas. Mientras más pequeño se asuma el tamaño de paso ∆, más aproximada
a su forma real será la representación del objeto en la cuadŕıcula; sin embargo se debe tener en cuenta
que los costos computacionales van directamente relacionados con la exactitud de la representación.

Al variar los componentes de los materiales en el medio se pierde la homogeneidad del espacio, en
especial en los lugares cercanos al objeto. Al introducir objetos en una cuadŕıcula de Yee cada compo-
nente de material para cada celda puede ser calculada como el promedio de las celdas que lo rodean,
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tal como se muestra en la ecuación (1.83) para la figura 1.9 y en la ecuación (1.84) para la figura 1.10:

εzi,j,k
=
εi,j,k + εi−1,j,k + εi,j−1,k + εi−1,j−1,k

4
(1.83)

Como se puede observar en la figura 1.9 la componente de permitividad εz en el punto (i,j,k) es
calculada como el promedio de las permitividades que rodean esta ubicación. Lo mismo ocurre para la
permeabilidad como se muestra en la figura 1.10

Figura 1.9: Permitividad eléctrica εz, calculada con promedio aritmético ecuación (1.83)

µzi,j,k
=
µi,j,k + µi,j,k+1

2
(1.84)

Figura 1.10: Permeabilidad magnética µz, calculada con promedio aritmético ecuación (1.84)

Con la implementación del promedio se busca suavizar las variaciones de los parámetros eléctricos
entre dos medios diferentes, por ejemplo el vaćıo y el material de algún objeto inmerso en él. Existen
otras opciones para llegar a realizar la inclusión de materiales en el medio como se muestra en [8].
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1.5. Fronteras perfectamente conductoras.

Uno de los parámetros más importantes para la implementación del método FDTD es la apropiada
definición de las condiciones de fronteras para el medio que será discretizado [9]. Las fronteras PEC
(Perfect Electric Conductor) son las más sencillas y consisten en forzar a que las componentes tangen-
ciales del campo eléctrico en la frontera sean cero o en asignar un valor muy alto de conductividad
eléctrica en estos lugares [10], [7] . Esta condición hace que los campos eléctricos incidentes en la su-
perficie se reflejen en su totalidad con sentido opuesto como se muestra en la figura 1.11.

La utilización de fronteras PEC, también implica que las componentes normales del campo magnético
se hacen cero en la frontera.

Figura 1.11: Pared PEC, campo eléctrico y campo magnético

1.6. Criterio de convergencia.

Para evitar errores numéricos en la implementación del método FDTD es necesario mantener una
relación entre los incrementos de espacio y tiempo, ∆x y ∆t respectivamente, que asegure la conver-
gencia del método. Esta relación se muestra en la ecuación (1.85) tomada de [10], donde FC es el
Factor de Courant y que normalmente es un valor cercano a 1; y c representa la velocidad de la luz.

∆t = FC ∗ 1

c
√

( 1
∆x

)2 + ( 1
∆y

)2 + ( 1
∆z

)2
(1.85)

1.7. Desarrollo software fdtdUN .

Con base en las ecuaciones de actualización mostradas anteriormente, la inclusión de materiales y
algunas otras aplicaciones que se verán en los caṕıtulos siguientes, se desarrolló un software basado en
Matlab [2]. Durante todos los caṕıtulos se validarán todos los resultados obtenidos con este software
en el desarrollo de la investigación. Este software está formado básicamente por cinco rutinas que de
forma general se pueden describir como:



1.8. VALIDACIONES. 15

Rutina principal
Es la rutina base donde se define la región a discretizar, los tamaños de paso ∆ para cada
coordenada, los tiempos de simulación, se almacenan las constantes de los parámetros del espacio
en el vaćıo (como ε0, µ0 y c -constante de velocidad de propagación de la luz en el vaćıo-) y objetos
(como εr, µr, σ

e
r y σm

r ).

Rutina de inicialización
Es la encargada de definir e inicializar las matrices de los parámetros de espacio, las matrices de
campos electromagnéticos tanto en el vaćıo, como en las fronteras y objetos dentro de la región
a discretizar, matrices de constantes de campo y fuentes.

Rutina de cálculos
Es la encargada de hacer los cálculos de las constantes de campo.

Rutina de actualizaciones
En esta rutina, se realizan las actualizaciones de los campos electromagnéticos y fuentes para
cada instante de tiempo.

Rutina de Resultados
En esta rutina se realizan las gráficas de los resultados obtenidos por todo el software.

El código completo para algunos de los ejemplos mostrados de aqúı en adelante puede ser encontrado
en el Anexo I.

1.8. Validaciones.

Inicialmente el software se trabajó para problemas en 2D como se muestra en los siguientes ejemplos.

1.8.1. Ejemplo 1: Método de Yee; Propagación de Onda Magnética Transver-

sal.

Este ejemplo es tomado de [7], donde se plantea calcular la propagación de una onda en el espacio
que se muestra en la figura 1.12, que representa un espacio de 81∆x× 97∆y, con paredes PEC en las
fronteras y se introduce un obstáculo perfectamente conductor de forma rectangular.

La onda incidente que se quiere imponer tiene las caracteŕısticas de ser media onda seno con un periodo
T = 2α y un tamaño de paso ∆x = α

8 . De esta manera es posible decir que:

ω =
2π

T
(1.86)

ω =
π

α
(1.87)

y(θ) = sen(ωθ) (1.88)

y(t) = sen(
π

α
t) (1.89)

Según el caso planteado, se espera que la onda incidente llegue a un observador en x = 50 en un tiempo
dado por:

t′ =
50∆x− x

c
(1.90)
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Figura 1.12: Espacio a discretizar planteado en [7]

Donde la constante c es la velocidad de la propagación de la luz en el vaćıo, calculada como c =
√

1
ε0∗µ0

;

y el criterio de estabilidad
√

∆x2 + ∆y2 > c∆t.

t′ = t− 50∆x− x

c
≥ 0 (1.91)

ct− 50∆x+ x = 0 (1.92)

ct− 50α

8
+ x = 0 (1.93)

Reemplazando en (1.89) la ecuación (1.93) se obtiene la función que describe la onda incidente, como
lo muestra la ecuación (1.94). La figura 1.13 muestra las ondas de campo eléctrico y campo magnético
incidentes en la región.

y(t) = sen
[π

α

(

x− 50α

8
+ ct

)]

(1.94)

Para la validación del software fdtdUN , los resultados obtenidos serán comparados con los dados en
[7] que se muestran en la Figura 1.14, y la diferencia entre las señales es calculada mediante el error
cuadrático dado por la ecuación (1.95), donde S1 es la señal 1, S2 es la señal 2 y N es el número
total de puntos de la señal. En la primera simulación no se incluye el obstáculo y se puede observar
como al transcurrir el tiempo la onda incidente se desplaza en el espacio; además es posible observar
como el campo eléctrico Ez es afectado por las reflexiones producidas por los rebotes de la onda en las
fronteras PEC implementadas, en Tabla 1.1 se muestran los errores calculados.

error =

√

Σ(S1 − S2)2

N
(1.95)

Tabla 1.1: Errores cuadráticos entre los resultados obtenidos con fdtdUN y los dados en [7]

Instante de tiempo t 5 35 65 95
error 0.1376 0.1232 0.1427 0.1567
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Figura 1.13: Ondas de campos Eléctricos y Magnéticos Incidentes

Figura 1.14: Comparación campos eléctricos Ez en instantes de tiempo t = 5, 35, 65 y 95. Calculados con
fdtdUN (Izquierda), presentado en [7] (Derecha)
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Una segunda parte plantea la inclusión del obstáculo. En los resultados mostrados en las figuras 1.15 a
1.17 es posible observar el comportamiento del campo eléctrico Ez para distintos instantes de tiempo y
para diferentes trayectorias. Como se puede observar de los resultados, estos son prácticamente iguales
a los mostrados [7] tomados como referencia, y de igual forma es calculado el error mediante la ecuación
(1.95) y tabulados en Tabla 1.2 a Tabla 1.4

Figura 1.15: Comparación campos eléctricos Ez para j = 30 en instantes de tiempo
t = 5, 15, 2535, 45, 55, 65, 75, 85 y 95. Calculados con fdtdUN (Izquierda), presentado en [7] (Derecha).

Tabla 1.2: Errores cuadráticos entre los resultados obtenidos con fdtdUN y los dados en [7] para j = 30

Instante de tiempo t error
5 0.0681
15 0.2951
25 0.0951
35 0.1055
45 0.0909
55 0.0959
65 0.0861
75 0.2817
85 0.1015
95 0.1124
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Figura 1.16: Comparación campos eléctricos Ez para j = 50 en instantes de tiempo
t = 5, 15, 2535, 45, 55, 65, 75y 85. Calculados con fdtdUN (Izquierda), presentado en [7] (Derecha).

Figura 1.17: Comparación campos eléctricos Ez para j = 65 en instantes de tiempo
t = 5, 15, 2535, 45, 55, 65, 75, 85 y 95. Calculados con fdtdUN (Izquierda), presentado en [7] (Derecha).
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Tabla 1.3: Errores cuadráticos entre los resultados obtenidos con fdtdUN y los dados en [7] para j = 50

Instante de tiempo t error
5 0.0686
15 0.1374
25 0.1892
35 0.1843
45 0.1846
55 0.2112
65 0.2052
75 0.2177
85 0.1227

Tabla 1.4: Errores cuadráticos entre los resultados obtenidos con fdtdUN y los dados en [7] para j = 65

Instante de tiempo t error
5 0.1343
15 0.1106
25 0.0817
35 0.0868
45 0.0735
55 0.0741
65 0.0560
75 0.0993
85 0.0730
95 0.0907

1.8.2. Ejemplo 2: Propagación de Onda de campo eléctrico Ez en dos di-

mensiones.

En este caso se simulará una región de 190cm× 230cm en las coordenadas x y y respectivamente, con
un tamaño de paso ∆ = 1cm en ambas dimensiones. Adicionalmente, se compara la influencia que
tiene el promedio en el valor de los parámetros eléctricos dado por la ecuación (1.83) introduciendo
un obstáculo dieléctrico con parámetros eléctricos εr = 4 y µr = 1 y de forma circular con centro
en el punto (130, 160) y radio R = 40∆. La fuente de campo incidente J1 se encuentra en el punto
[fx, fy] = [17, 17] con las siguientes caracteŕısticas: forma de onda, pulso gaussiano; amplitud, 1V/m;
constante de tiempo, 166.74ps y tiempo de inicio es 750.34ps. La onda de campo de la fuente es la
mostrada en la figura 1.18

Se realiza el cálculo de los campos para 400∆t, que equivale a un tiempo total de 8.4891ns. Las
mediciones se hacen en el punto (70, 70) como es mostrado en figura 1.19.

En la figura 1.20, se muestra la gráfica de campo eléctrico Ez para los cálculos realizados con el
promedio de los parámetros de materiales y sin este promedio. Adicionalmente, se comparó con el
resultado entregado por la rutina desarrollada en [8] para validar el correcto funcionamiento del pro-
grama fdtdUN . Aunque inicialmente no se ve gran diferencia en las gráficas al implementar o no las
ecuaciones (1.83) y (1.84), al aumentar los tiempos de simulación y producirse más reflexiones de la
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Figura 1.18: Onda de la Fuente incidente en la región

Figura 1.19: Región a discretizar

Figura 1.20: Comparación de definición de matrices de Campo Eléctrico Ez utilizando las ecuaciones (1.83)
y (1.84), y sin usar promedio
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onda incidente con las fronteras y el obstáculo, la diferencia se hace mayor, haciendo que el campo
calculado con los promedios siga mejor la forma y magnitudes de onda del campo calculado con [8].
El error obtenido al comparar estas dos gráficas es de 1.1270 ∗ 10−4.

1.8.3. Ejemplo 3: Onda ciĺındrica con fronteras PEC.

En el ejemplo anterior se mostró principalmente el comportamiento de las ondas ante un obstáculo,
en este ejemplo se observará el comportamiento de la onda al llegar a las fronteras (PEC). Para eso se
tomó el ejemplo propuesto en [9] de la propagación de una onda ciĺındrica y se implementó el software
que se está evaluando.

Figura 1.21: Propagación de una onda ciĺındrica en el espacio propuesto en [9], calculada en fdtdUN

En la figura 1.21 se observa como en los primeros instantes de tiempo (menores a 61∆t), la onda viaja
sin presentar deformaciones, pasados 81∆t la onda comienza a presentar reflexiones de las paredes.
Para el instante de tiempo 101∆t, las reflexiones observadas son mayores, y después de 121∆t la onda
es totalmente deformada por la suma de las nuevas reflexiones de todas las paredes. Adicionalmente
los resultados obtenidos comparados con los mostrados en [9].

Para evitar que se introduzcan este tipo de deformaciones que afectan los resultados que se obtengan
para los casos que se van a simular, es necesario realizar la implementación de un tipo de fronteras que
absorban la onda, como se verá en el siguiente caṕıtulo.



Caṕıtulo 2

Fronteras absorbentes - ABC.

Muchos de los problemas implementados en el método FDTD incluyen geometŕıas donde la región bajo
estudio es abierta [10], lo que exige que las ondas electromagnéticas se propaguen hacia el infinito, es
decir sin presentar reflexiones producidas por las fronteras.

Claramente al tratar de satisfacer estas condiciones de frontera surgen dificultades en la realización
de los algoritmos pues se necesitaŕıan capacidades ilimitadas de almacenamiento, o ubicar la frontera
a la mayor distancia posible del punto de observación, lo que llevaŕıa también a incrementar el costo
computacional.

La posibilidad de utilizar unas fronteras que permiten definir en una pequeña región bajo estudio el
problema, sin modificar el comportamiento que la ondas tendŕıan al viajar, se da al introducir en los
ĺımites de esta región las Fronteras Absorbentes - ABC(Absorbing Boundary Conditions). Sin embar-
go, la implementación de las ABC en el método FDTD no se puede hacer directamente sobre las
ecuaciones rotacionales de Maxwell (ecuación (1.1) y la ecuación (1.2)) debido a que el tipo de difer-
enciación utilizado (diferencia central) para llevar estas ecuaciones a expresiones de diferencias finitas
implica que para un punto ubicado en la frontera, se requeriŕıa conocer el valor del campo en puntos
localizados dentro y fuera de la región de estudio.

Las condiciones que los campos deben cumplir en la frontera que permiten que estos no sean reflejados
de nuevo hacia la región de estudio están idealmente dadas por las ecuaciones,

Eincidente = Etransmitida (2.1)

Ereflejado = 0 (2.2)

donde Eincidente es el campo eléctrico total incidente en la frontera, Etransmitido es el campo eléctrico
total transmitido en la frontera y Ereflejado es el campo eléctrico total reflejado por la frontera. Lo
mismo se debeŕıa afirmar para la intensidad de campo magnético H.

Existen diferentes planteamientos de fronteras que cumplen con estas condiciones; en [10] se hace un
recorrido cronológico con la explicación para cada una de ellas. A continuación se muestran dos de las
más importantes encontradas en la literatura.

23
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2.1. Fronteras de Liao.

En la década de 1970 a 1980, estas fronteras eran las más implementadas gracias a que permiten
obtener muy buenos resultados sin un gran costo computacional. En esta aproximación, [11], J. S. Liao
propuso una extrapolación polinomial de los valores de los campos en los puntos interiores adyacentes
a la frontera en instantes de tiempo anteriores y con base en ellos, calcular el valor del campo en la
frontera en el instante de tiempo actual.

2.1.1. Fundamentación teórica.

Considere un punto ubicado en la frontera xmax, donde se pretende calcular el campo en el instante de
tiempo actual dado por u(xmax, t+∆t) (sea u, E o H ), a partir de valores ya conocidos de tal manera
que no existan reflexiones hacia la región bajo estudio. Con este fin, se definen L puntos ubicados
perpendicularmente a la frontera a lo largo de una ĺınea recta, separados entre ellos una distancia h,
dada por h = αc∆t, donde 0 ≤ α ≤ 2. El método propone que en estos puntos L los valores de campo
ul son conocidos de instantes de tiempo anteriores aśı

ul = u(xmax − lh, t− (l − 1)∆t) (2.3)

Donde l vaŕıa entre 1 y L valores conocidos; y l = 0 seŕıa el valor desconocido.

Con base al polinomio de interpolación de Newton mostrado en [10], Liao propone extrapolar el valor
del campo desconocido como:

u0 ≡ u(xmax, t+ ∆t) ∼= u1 + ∆1u1 + ∆2u1 + ∆3u1 + . . .+ ∆L−1u1 (2.4)

donde

∆1u1 = u2 − u1 (2.5)

∆2u1 = ∆1u1 − ∆1u2 (2.6)

Y aśı sucesivamente. El orden de la aproximación esta dado por el máximo exponente del polinomio
utilizado.

2.1.2. Validación.

2.1.2.1. Ejemplo 4: Implementación de las fronteras de Liao en una región 3D.

En una región de dimensión 25m×25m×25m con una fuente puntual de campo eléctrico en la dirección
z ubicada en el centro de la región(coordenadas (13,13,13)) se implementan unas fronteras de Liao con
orden de polinomio de segundo grado, como se muestra en la Figura 2.1. En el punto (19, 12, 12) se
mide el campo eléctrico en las direcciones x y y, para el caso implementando las fronteras y sin hacerlo.

Para la fuente se utilizó una forma de onda seno modulada [8], con una frecuencia de 30THz, ancho
de pulso de 5fs y offset de 30fs. En la Figura 2.2 se muestra la forma de onda incidente
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Figura 2.1: Ubicación de las fronteras de Liao en el espacio de simulación

Figura 2.2: Forma de onda de la fuente

Con la implementación del las fronteras absorbentes de Liao, los campos eléctricos para cada dirección
son absorbidos al ingresar a la frontera, lo que permite que no se presenten reflexiones como es mostrado
en Figura 2.3, Figura 2.4 y Figura 2.5. En estas se compara los campos obtenidos en presencia o no
de dichas fronteras.

En el caso de las fronteras PEC estas no tienen un comportamiento de una frontera absorbente ya
que por las caracteŕısticas de los campos electromagnéticos normales y tangenciales a la superficie de
la frontera, la onda incidente es igual que la onda reflejada.
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Figura 2.3: Comparación del campo eléctrico Ex con fronteras de Liao y con Fronteras PEC.

Figura 2.4: Comparación del campo eléctrico Ey con fronteras de Liao y con Fronteras PEC.

Para los campos magnéticos, se hizo la misma comparación y se muestran en la Figura 2.6, Figura 2.7
y Figura 2.8

De las figuras 2.3 a 2.8, se puede observar de la comparación hecha, que la onda es absorbida en su
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Figura 2.5: Comparación del campo eléctrico Ez con fronteras de Liao y con Fronteras PEC.

totalidad para el caso de las fronteras de Liao, lo que demuestra el buen comportamiento de los campos
ante la implementación de este tipo de fronteras. En la última comparación (campo magnético Hz) las
magnitudes son muy pequeñas pues este campo tiende una magnitud despreciable.

Figura 2.6: Comparación del campo magnético Hx con fronteras de Liao y con Fronteras PEC.
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Figura 2.7: Comparación del campo magnético Hy con fronteras de Liao y con Fronteras PEC.

Figura 2.8: Comparación del campo magnético Hz con fronteras de Liao y con Fronteras PEC.
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2.2. Fronteras PML.

Otra de las técnicas de ABC fue introducida por J. Berenger en 1994 llamada PML (Perfectly Matched
Layers), [12]. Esta técnica consiste en implementar un bloque de cubos de Yee con pérdidas fuera de
la región de simulación en la cual se varia la conductividad desde un valor mı́nimo hasta un valor
máximo, haciendo que la onda al ingresar a la región se atenúe a medida que avanza en ella. Para
que la onda incidente en la frontera no se refleje, la impedancia intŕınseca de los dos medios debe ser
además la misma.

2.2.1. Fundamentación teórica

Se mostrará el desarrollo para el caso en dos dimensiones por facilidad de presentación. El desarrollo
para le caso tridimensional es análogo a éste y puede encontrarse en [12]. Considere la propagación
de una onda plana polarizada en una dirección arbitraria; para el caso de 2D se mostrará una onda
TEz (eléctrica transversal en la dirección z ). Las componentes de campo pueden ser expresadas en el
dominio de la frecuencia como:

Ex = −E0 sinφ0e
jw(t−αx−βy) (2.7)

Ey = E0 cosφ0e
jw(t−αx−βy) (2.8)

Hz = H0e
jw(t−αx−βy) (2.9)

Las ecuaciones de Maxwell para una onda TEz polarizada son:

ε0
∂Ex

∂t
+ σEx =

∂Hz

∂y
(2.10)

ε0
∂Ey

∂t
+ σEy = −∂Hz

∂x
(2.11)

µ0
∂Hz

∂t
+ σmHz =

∂Ex

∂y
− ∂Ey

∂x
(2.12)

Berenger [10] propone una nueva formulación dividiendo las componente originales del campo magnético
en dos componentes ficticias ortogonales, aśı:

Hzx = Hzx0e
−jwβyejω(t−αx) (2.13)

Hzy = Hzy0
e−jwαxejω(t−βy) (2.14)

donde Hz = Hzx +Hzy. Por lo tanto el conjunto de ecuaciones de Maxwell modificadas para una onda
TEz polarizada puede ser expresada como:

ε0
∂Ex

∂t
+ σpexEx =

∂(Hzx +Hzy)

∂y
(2.15)

ε0
∂Ey

∂t
+ σpeyEy = −∂(Hzx +Hzy)

∂x
(2.16)

µ0
∂Hzx

∂t
+ σm

pmxHzx = −∂Ey

∂x
(2.17)

µ0
∂Hzy

∂t
+ σm

pmyHzy =
∂Ex

∂y
(2.18)
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Donde σpex, σpey, σ
∗

pmx y σ∗

pmy son conductividades ficticias, que describen el medio PML como un
medio anisotrópico; donde σ∗

pmx = σ∗

pmy. Las componentes de campo Hzx y Ey juntas pueden repre-
sentar la propagación de una onda en la dirección x, y las componentes de campo Hzy y Ex representan
la propagación de una onda en la dirección y.

Sustituyendo las expresiones en el dominio de la frecuencia, las ecuaciones modificadas de Maxwell
pueden ser obtenidas como:

ε0E0 sinφ0 − j
σpey

ω
E0 sinφ0 = β(Hzx0 +Hzy0) (2.19)

ε0E0 cosφ0 − j
σpex

ω
E0 sinφ0 = α(Hzx0

+Hzy0
) (2.20)

µ0Hzx0
− j

σ∗

pmx

ω
Hzx0

= α(E0 cosφ0 (2.21)

µ0Hzy0
− j

σ∗

pmy

ω
Hzy0

= α(E0 sinφ0 (2.22)

Reemplazando las ecuaciones (2.21) y (2.22) en las ecuaciones (2.19) y (2.20) para eliminar los términos
de campo magnético, se obtiene:

ε0µ0(1 − j
σpey

ε0ω
) sinφ0 = β[

α cosφ0

(1 − j(σ∗

pmx/µ0ω))
+

β sinφ0

(1 − j(σ∗

pmy/µ0ω))
] (2.23)

ε0µ0(1 − j
σpex

ε0ω
) sinφ0 = α[

α cosφ0

(1 − j(σ∗

pmx/µ0ω))
+

β sinφ0

(1 − j(σ∗

pmy/µ0ω))
] (2.24)

Donde las constantes α y β pueden ser obtenidas como:

α =

√
µ0ε0

G
(1 − j

σpex

ωε0
) cosφ0 (2.25)

β =

√
µ0ε0

G
(1 − j

σpey

ωε0
) sinφ0 (2.26)

Donde

G =

√

ωx cos2 φ0 + ωy sin phi0
2 (2.27)

y

ωx =
1 − jσpex/ωε0
1 − jσm

pmx/ωµ0
(2.28)

ωy =
1 − jσpey/ωε0
1 − jσm

pmy/ωµ0
(2.29)

De forma general, las componentes de campo pueden ser expresadas entonces como:

ψ = ψ0e
jω(t−

x cos φ0+sin φ0
cG

)e−
σpex cos φ0

ε0cG
xe−

σpex cos φ0
ε0cG

xe−
σpey sin φ0

ε0cG
y (2.30)

donde el primer exponencial representa la fase de la onda plana y el segundo y tercer exponencial rige
la disminución en la magnitud de la onda a lo largo de los ejes x y y, respectivamente.
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Una vez α y β son determinados, el campo magnético dividido es determinado como:

Hzx0
= E0

√

ε0
µ0

ωx cosφ0
2

G
(2.31)

Hzy0
= E0

√

ε0
µ0

ωy sinφ0
2

G
(2.32)

El campo magnético total esta dado como:

Hz = Hzx0
+Hzy0

= E0

√

ε0
µ0
G (2.33)

Obteniendo la impedancia para el medio PML como

Z =
E0

H0
=

√

ε0
µ0
G (2.34)

Es posible observar que si el parámetro G es igual a la unidad, el medio PML tendŕıa exactamente la
misma impedancia intŕınseca para el vaćıo cuando ωx y ωy son iguales a la uno, y por ende el factor de
reflexión seŕıa igual a cero. Para cumplir con esta condición, los parámetros deben estar relacionados
como:

σpex

ε0
=
σm

pmx

µo

(2.35)

σpey

ε0
=
σm

pmy

µo

(2.36)

Además, a partir de la ecuación (2.27) es posible observar que si la onda se propaga en el vaćıo e incide
sobre una región PML esta lo podŕıa hacer con cualquier ángulo de incidencia sin que esto modifique
la conclusión anterior.

Debido a las pérdidas incorporadas en el medio PML, la onda incidente se atenuaŕıa en su viaje a
través de él. Sin embargo, en la práctica con el fin de lograr atenuaciones más significativas, el medio
PML se divide en capas cuyas conductividades eléctricas vaŕıan desde cero para la capa que esta en
contacto con el vaćıo a un valor máximo a partir de la siguiente expresión

σ(ρ) = σmax(
ρ

δ
)npml (2.37)

Donde

σmax = − (npml + 1)ε0c ln (R(0))

2∆sN
(2.38)

Donde δ es el espesor de la frontera PML, R(0) es un factor de reflexión muy cercano a cero, ρ es
la distancia medida desde la unión vaćıo-PML y npml es el orden de la aproximación; si npml = 1 la
variación es lineal y si npml = 2, la variación es parabólica.

Si una vez se obtienen las conductividades eléctricas a partir de la expresión (2.37), se calculan las
conductividades magnéticas a partir de la relación dada por (2.27), todas las capas tendŕıan también
exactamente la misma impedancia intŕınseca del vaćıo. Debido a esto no existe reflexión entre las capas
que forman el medio PML [8].
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2.2.2. Parámetros de la región PML.

A las regiones PML se les debe asignar conductividades apropiadas cumpliendo las condiciones de
acople de impedancia mostradas anteriormente. Berenger propone que las fronteras que se encuentran
localizadas en la dirección x de la región bajo estudio solo posean valores de conductividades en
la dirección x, es decir, que las ondas provenientes del vaćıo y que inciden normalmente en una de
estas fronteras solo sufren atenuación en esta dirección. Una onda que incida oblicuamente se puede
descomponer en dos componentes ortogonales entre si, donde cada una se atenuará en su dirección de
propagación. En las regiones donde se traslapan diferentes fronteras PML, coexisten las conductividades
de las direcciones correspondientes. La figura 2.9 muestra esta situación para una parte de un espacio
tridimensional.

Figura 2.9: Distribución de las conductividades magnético y eléctricas en la frontera PML, para 3D.

En esta figura es posible observar que si se tienen fronteras PML ubicadas en la dirección x solo las
conductividades eléctricas y magnéticas σx y σ∗

x son diferente de cero; para el caso de las fronteras que
se encuentran ubicadas en la dirección y, las conductividades diferente de cero en esta dirección serán
σy y σ∗

y , igual pasa si se ubican las fronteras PML en la dirección z. Para los cubos de las esquinas, las
conductividades eléctricas y magnéticas son todas diferentes de cero.

2.2.3. Ecuaciones para el caso tridimensional.

Para el caso tridimensional todas las componentes del campo electromagnético se dividen en dos
componentes ortogonales ficticias, aśı:

−→
Hx =

−−→
Hxy +

−−→
Hxz (2.39)

−→
Hy =

−−→
Hyx +

−−→
Hyz (2.40)

−→
Hz =

−−→
Hzx +

−−→
Hzy (2.41)

−→
Ex =

−−→
Exy +

−−→
Exz (2.42)

−→
Ey =

−−→
Eyx +

−−→
Eyz (2.43)
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−→
Ez =

−−→
Ezx +

−−→
Ezy (2.44)

Reemplazando las ecuaciones (2.39) a (2.44) en (1.22) a (1.24) y (1.26) a (1.28) se obtienen las expre-
siones modificadas de Berenger conformadas ahora por 12 ecuaciones rotacionales, cada una de ellas
correspondiente a una componente ficticia. A cada una de estas ecuaciones se le aplica la aproximación

de diferencias finitas centrales resultando en el siguiente conjunto de ecuaciones. Para el caso de H
t+ 1

2
xy :

µ0
∂Hxy

∂t
+ σ∗

yHxy = −∂Ezx + Ezy

∂y
(2.45)

µ0
H

t+ 1
2

xy −H
t− 1

2
xy

∆t
+ σ∗

y

(H
t+ 1

2
xy +H

t− 1
2

xy )

2
= −

(Et+1
zx − Et−1

zx ) + (Et+1
zy − Et−1

zy )

∆y
(2.46)

H
t+ 1

2
xy

( µ0

∆t
+
σ∗

y

2

)

−H
t− 1

2
xy

( µ0

∆t
−
σ∗

y

2

)

= −
(Et+1

zx − Et−1
zx ) + (Et+1

zy − Et−1
zy )

∆y
(2.47)

H
t+ 1

2
xy

(2µ0 + σ∗

y∆t

2∆t

)

= H
t− 1

2
xy

(2µ0 − σ∗

y∆t

2∆t

)

−
(Et+1

zx − Et−1
zx ) + (Et+1

zy − Et−1
zy )

∆y
(2.48)

H
t+ 1

2
xy = H

t− 1
2

xy

(

2µ0−σ∗

y∆t

2∆t

)

(

2µ0+σ∗

y∆t

2∆t

) −
(Et+1

zx − Et−1
zx ) + (Et+1

zy − Et−1
zy )

∆y

( 2∆t

2µ0 + σ∗

y∆t

)

(2.49)

Finalmente H
t+ 1

2
xy es

H
t+ 1

2
xy = ChxyhH

t− 1
2

xy + Chxyez

(

(Et+1
zx − Et−1

zx ) + (Et+1
zy − Et−1

zy )
)

(2.50)

Donde

Chxyh =
2µ0 − σ∗

y∆t

2µ0 + σ∗

y∆t
(2.51)

Chxyez = − 2∆t

∆y(2µ0 + σ∗

y∆t)
(2.52)

Ahora, para el caso de Hxz se tendŕıa que:

µ0
∂Hxz

∂t
+ σ∗

zHxz =
∂Eyz + Eyx

∂z
(2.53)

µ0
H

t+ 1
2

xz −H
t− 1

2
xz

∆t
+ σ∗

z

(H
t+ 1

2
xz +H

t− 1
2

xz )

2
=

(Et+1
yz − Et−1

yz ) + (Et+1
yx − Et−1

yx )

∆z
(2.54)

H
t+ 1

2
xz

( µ0

∆t
+
σ∗

z

2

)

−H
t− 1

2
xz

( µ0

∆t
− σ∗

z

2

)

=
(Et+1

yz − Et−1
yz ) + (Et+1

yx − Et−1
yx )

∆z
(2.55)

H
t+ 1

2
xz

(2µ0 + σ∗

z∆t

2∆t

)

= H
t− 1

2
xz

(2µ0 − σ∗

z∆t

2∆t

)

+
(Et+1

yz − Et−1
yz ) + (Et+1

yx − Et−1
yx )

∆z
(2.56)

H
t+ 1

2
xz = H

t− 1
2

xz

(

2µ0−σ∗

z∆t

2∆t

)

(

2µ0+σ∗

z∆t

2∆t

) +
(Et+1

yz − Et−1
yz ) + (Et+1

yx − Et−1
yx )

∆z

( 2∆t

2µ0 + σ∗

z∆t

)

(2.57)
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Finalmente H
t+ 1

2
xz es

H
t+ 1

2
xz = ChxzhH

t− 1
2

xz + Chxzey

(

(Et+1
yz − Et−1

yz ) + (Et+1
yx − Et−1

yx )
)

(2.58)

Donde

Chxzh =
2µ0 − σ∗

z∆t

2µ0 + σ∗

z∆t
(2.59)

Chxzey =
2∆t

∆z(2µ0 + σ∗

z∆t)
(2.60)

Para encontrar las demás ecuaciones se aplica el mismo procedimiento cada una de las nuevas compo-
nentes, obteniendo:

H
t+ 1

2
yz = ChyzhH

t− 1
2

yz + Chyzex

(

(Et+1
xy − Et−1

xy ) + (Et+1
xz − Et−1

xz )
)

(2.61)

Donde

Chyzh =
2µ0 − σ∗

z∆t

2µ0 + σ∗

z∆t
(2.62)

Chyzex = − 2∆t

∆z(2µ0 + σ∗

z∆t)
(2.63)

H
t+ 1

2
yx = ChyxhH

t− 1
2

yx + Chyxez

(

(Et+1
zx − Et−1

zx ) + (Et+1
zy − Et−1

zy )
)

(2.64)

Donde

Chyxh =
2µ0 − σ∗

x∆t

2µ0 + σ∗

x∆t
(2.65)

Chyxez =
2∆t

∆x(2µ0 + σ∗

x∆t)
(2.66)

H
t+ 1

2
zx = ChzxhH

t− 1
2

zx + Chzxey

(

(Et+1
yz − Et−1

yz ) + (Et+1
yx − Et−1

yx )
)

(2.67)

Donde

Chzxh =
2µ0 − σ∗

x∆t

2µ0 + σ∗

x∆t
(2.68)

Chzxey = − 2∆t

∆x(2µ0 + σ∗

x∆t)
(2.69)

H
t+ 1

2
zy = ChzyhH

t− 1
2

zy + Chzyex

(

(Et+1
xy − Et−1

xy ) + (Et+1
xz − Et−1

xz )
)

(2.70)

Donde

Chzyh =
2µ0 − σ∗

y∆t

2µ0 + σ∗

y∆t
(2.71)

Chzyex =
2∆t

∆y(2µ0 + σ∗

y∆t)
(2.72)

Para los campos eléctricos

Et+1
xy = CexyeE

t−1
xy + Cexyhz

(

(H
t+ 1

2
zx −H

t− 1
2

zx ) + (H
t+ 1

2
zy −H

t− 1
2

zy )
)

(2.73)
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Donde

Cexye =
2ε0 − σy∆t

2ε0 + σy∆t
(2.74)

Cexyhz =
2∆t

∆y(2ε0 + σy∆t)
(2.75)

Et+1
xz = CexzeE

t−1
xz + Cexzhy

(

(H
t+ 1

2
yz −H

t− 1
2

yz ) + (H
t+ 1

2
yx −H

t− 1
2

yx )
)

(2.76)

Donde

Cexze =
2ε0 − σz∆t

2ε0 + σz∆t
(2.77)

Cexzhy = − 2∆t

∆z(2ε0 + σz∆t)
(2.78)

Et+1
yz = CeyzeE

t−1
yz + Ceyzhx

(

(H
t+ 1

2
xy −H

t− 1
2

xy ) + (H
t+ 1

2
xz −H

t− 1
2

xz )
)

(2.79)

Donde

Ceyze =
2ε0 − σz∆t

2ε0 + σz∆t
(2.80)

Ceyzhx =
2∆t

∆z(2ε0 + σz∆t)
(2.81)

Et+1
yx = CeyxeE

t−1
yx + Ceyxhz

(

(H
t+ 1

2
zx −H

t− 1
2

zx ) + (H
t+ 1

2
zy −H

t− 1
2

zy )
)

(2.82)

Donde

Ceyxe =
2ε0 − σx∆t

2ε0 + σx∆t
(2.83)

Ceyxhz = − 2∆t

∆x(2ε0 + σx∆t)
(2.84)

Et+1
zx = CezxeE

t−1
zx + Cezxhy

(

(H
t+ 1

2
yz −H

t− 1
2

yz ) + (H
t+ 1

2
yx −H

t− 1
2

yx )
)

(2.85)

Donde

Cezxe =
2ε0 − σx∆t

2ε0 + σx∆t
(2.86)

Cezxhy =
2∆t

∆x(2ε0 + σx∆t)
(2.87)

Et+1
zy = CezyeE

t−1
zy + Cezyhx

(

(H
t+ 1

2
xy −H

t− 1
2

xy ) + (H
t+ 1

2
xz −H

t− 1
2

xz )
)

(2.88)

Donde

Cezye =
2ε0 − σy∆t

2ε0 + σy∆t
(2.89)

Cezyhx = − 2∆t

∆y(2ε0 + σy∆t)
(2.90)

En la figura 2.10 se muestra la ubicación de las componentes de campos electromagnéticos en la primera
frontera en la dirección x (frontera xn), donde para el cálculo de la componente de campo magnético
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Figura 2.10: Ubicación de las componentes de campos eléctricos usadas para calcular la componente de
campo magnético Hx en la frontera PMLxn-vaćıo.

Hx es necesario conocer las componentes de campos Ey variando en z y Ez variando en y los cuales
siempre están en un mismos medio y además son conocidas del paso de tiempo anterior.

Para el cálculo de la componente de campo eléctrico Ey como se muestra en la figura 2.11, se utilizan
las componentes de campos magnéticos Hx variando en z, Hz variando en x. En el caso de la variación
en x, las componentes de campo Hz se encuentra en medios diferentes, una en el vaćıo y otra en la
región PML. Debido a esto, es necesario modificar la ecuación de calculo de Ey que involucra a estas
componentes aśı:

Figura 2.11: Ubicación de los campos magnéticos usados para calcular el campo eléctrico Ey en la frontera
PMLxn-vaćıo.

Para la región PML, la componente de campo eléctrico Ey esta dada por:

Eyz(xmax,j,k)
=

(2ε0 − σpey(xmax,j,k)
∆t)

(2ε0 + σpey(xmax,j,k)
∆t)

Eyz(xmax,j,k)
+

(2∆t)

∆z(2ε0 + σpey(xmax,j,k)
∆t)

(Hxy(xmax,j,k)
−Hxy(xmax,j,k−1)

+Hxz(xmax,j,k)
−Hxz(xmax,j,k−1)

)
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y

Eyx(xmax,j,k)
=

(2ε0 − σpex(xmax,j,k)
∆t)

(2ε0 + σpex(xmax,j,k)
∆t)

Eyx(xmax,j,k)
+

(2∆t)

∆x(2ε0 + σpex(xmax,j,k)
∆t)

(Hz(xmin,j,k,vacio)
−Hzx(xmax,j,k,pml)

−Hzy(xmax,j,k,pml)
)

donde el segundo término del lado derecho de la igualdad muestra la relación entre el vaćıo y la frontera
PML. Además,

Ey(xmax,j,k)
= Eyz(xmax,j,k)

+ Eyx(xmax,j,k)
(2.91)

Debido a que la componente de campo Ey en la frontera PML ubicada en el cambio de medio
(Ey(xmax,j,k)

), coincide con la componente (Ey(xmin,j,k)
) del vaćıo en este punto, su valor se igual al

calculado para la región como se mostró en las ecuaciones anteriores aśı:

Ey(xmin,j,k)
= Ey(xmax,j,k)

(2.92)

Para demostrar la validez de las implementaciones realizadas en el software fdtdUN de las fronteras
PML, se mostrarán algunos ejemplos.

2.2.4. Validación.

2.2.4.1. Ejemplo 5: Implementación de las fronteras PML en una región 3D.

Para el caso mostrado en el Ejemplo 4, se implementarán ahora las fronteras PML. En las figuras
2.12 hasta 2.16, se mostrará la comparación de las componentes de campos eléctricos y magnéticos en
todas las direcciones usando fronteras PEC y PML.

Figura 2.12: Comparación componentes de campo eléctrico Ex con fronteras PML y con PEC
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Figura 2.13: Comparación componente de campo eléctrico Ey con fronteras PML y con PEC

Figura 2.14: Comparación componente de campo eléctrico Ez con fronteras PML y con PEC

En las Figuras 2.12 hasta 2.16 se puede observar que en el caso de la implementación de las PML, la
onda presenta menos reflexiones que las mostradas en la implementación de fronteras PEC.
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Figura 2.15: Comparación componente de campo magnético Hx con fronteras PML y con PEC

Figura 2.16: Comparación componente de campo magnético Hy con fronteras PML y con PEC

2.3. Comparación Fronteras Liao - PML - PEC.

2.3.1. Ejemplo 6: Fronteras Liao - PML - PEC.

Después de obtener el comportamiento de las ondas para la implementación de las diferentes fronteras
mostradas, se desea hacer una comparación en fdtdUN de estos casos y adicionalmente comparar los
resultados obtenidos con el software FDTDSolution[3].
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El caso mostrado en los ejemplos 4 y 5 será utilizado para realizar la comparación y validación del
software fdtdUN con el software FDTDSolution. Las gráficas de los campos serán mostradas en las
figuras 2.17 a 2.20. El buen comportamiento del software propuesto se puede notar al observar los
errores obtenido y mostrados en Tabla 2.1. Además se puede concluir que en el caso de las fronteras
de Liao, se tienen menos reflexiones de la onda, eligiendo estas para las futuras implementaciones.

Figura 2.17: Comparación Campo eléctrico Ex con fronteras Liao, PML y PEC halladas con fdtdUN y
fronteras PML en el programa FDTDSolution

Figura 2.18: Comparación Campo eléctrico Ey con fronteras Liao, PML y PEC halladas con fdtdUN y
fronteras PML en el programa FDTDSolution
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Figura 2.19: Comparación Campo eléctrico Ez con fronteras Liao, PML y PEC halladas con fdtdUN y
fronteras PML en el programa FDTDSolution

Figura 2.20: Comparación Campo magnético Hx con fronteras Liao, PML y PEC halladas con fdtdUN y
fronteras PML en el programa FDTDSolution

Tabla 2.1: Errores cuadráticos entre los resultados obtenidos con fdtdUN y los dados en [7]

Campo comparado Ex Ey Ez Hx

error 0.0121 0.0424 0.0082 0.0677
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Caṕıtulo 3

Conductor delgado.

En los caṕıtulos anteriores se mostró la discretización del espacio con el método FDTD, tratando las
condiciones necesarias para introducir objetos y fronteras que permitan simular el comportamiento de
las ondas ante geometŕıas abiertas; ahora se mostrará la representación de un conductor delgado, el
cual es indispensable para simular sobretensiones en ĺıneas uniformes y no-uniformes, [1].

Un conductor delgado se define como un hilo conductor cuyo radio es mucho menor que el tamaño ∆
de las celdas usadas en la discretización por medio de FDTD, [1]. La representación de un conductor
delgado parte de forzar el campo eléctrico a lo largo de la linea del conductor a cero, como se muestra
en la figura 3.1, donde el subindice k puede ser la dirección x,y o z. Además de esto, varios autores
proponen modificaciones de los parámetros eléctricos alrededor del conductor con el fin de corregir la
distribución de los campos eléctricos y magnéticos alrededor del mismo. En este trabajo se escogió el
método propuesto por Taku Noda y Shigeru Yokoyama en [1] debido a que según la literatura es de
los más acertados para dicha representación.

Figura 3.1: Representación de un conductor delgado con FDTD

3.1. Representación de Noda y Yokoyama.

Dada la condición de la componente de campo eléctrico nulo impuesta a lo largo del conductor, es
necesario hacer una modificación de las componentes de campos eléctricos y magnéticos que se ubican
alrededor del éste, con el fin de que la distribución de campo coincida con la que presentaŕıa el con-
ductor real.

43
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Esta corrección de las componentes de campo se hace modificando los valores de permitividad ε y
permeabilidad µ ubicados en las posiciones alrededor del conductor. En la figura 3.2 se muestra la
sección transversal de un conductor en la dirección z y las componentes de campo eléctrico que deben
ser calculadas con los parámetros modificados; en la figura 3.3 se muestran las componentes de campo
magnético que deben ser calculadas con los parámetros modificados.

Figura 3.2: Ubicación de las componentes de campo eléctrico en la sección transversal de un conductor en la
dirección z con radio r

Figura 3.3: Ubicación de las componentes de campo magnético en la sección transversal de un conductor en
la dirección z con radio r

Para realizar estas modificaciones se introduce el concepto de un radio modificado o radio intŕınseco
- r0, para el cual la distribución del campo eléctrico y magnético alrededor del conductor es la misma
del conductor real partiendo de forzar la componente de campo eléctrico a zero a lo largo del mismo.
El radio intŕınseco r0 se expresa en función del radio real r y se encuentran relacionados por un factor
de corrección m, como se puede observar en las figuras 3.4 para la permitividad y figura 3.5 para la
permeabilidad.

Este factor de corrección m es aplicado únicamente a las parámetros eléctricos ε y µ, correspondientes
a los campos ubicados en las posiciones mostradas en la figura 3.4 y figura 3.5, para un conductor en
la posición (i, j, k). Para el cálculo de la expresión del factor de corrección se asume B como la frontera
de un cilindro de radio ∆ que puede ser aproximado a una superficie equipotencial con respecto al
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conductor, e igualando las ecuaciones de capacitancia entre el conductor de radio r y B, para la figura
3.2, y el conductor de radio r0 y B, para la figura 3.4, se encuentra la expresión para m [1] de la
siguiente manera.

Figura 3.4: Ubicación de las componentes de campo eléctrico en la sección transversal de un conductor en la
dirección z con radio r0

Figura 3.5: Ubicación de las componentes de campo magnético en la sección transversal de un conductor en
la dirección z con radio r0

De forma anaĺıtica, el campo eléctrico puede ser expresado como

ε0

∫

E ds = Q (3.1)

Suponiendo que el medio es uniforme, E es constante, entonces el campo eléctrico de la ecuación (3.1)
es:

ε0E

∫

ds = Q (3.2)

E =
Q

2πε0ρℓ

(3.3)

Reemplazando la ecuación de campo eléctrico mostrada en la ecuación (3.3) en la ecuación de diferencia
de potencial, ecuación (3.4), se tiene la ecuación (3.5)

V =

∫

Edℓ (3.4)
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V =

∫ r2

r1

Q

2πε0ρℓ

dρℓ (3.5)

Despejando de la capacitancia C para la ecuación (3.6),y al reemplazar la ecuación 3.5 se obtiene la
ecuación (3.7) aśı:

Q = C ∗ V (3.6)

C =
2πε0
ln r2

r1

(3.7)

Para la figura 3.2

Haciendo r2 = ∆ y r1 = r en la ecuación (3.7), la capacitancia en [F] será:

C =
2πε0

ln ∆
r

(3.8)

Para la figura 3.4

Haciendo r2 = ∆, r1 = r0 y ε0 = mε0 en la ecuación (3.7), la capacitancia en [F] será:

C =
2πmε0

ln ∆
r0

(3.9)

Igualando las ecuaciones (3.8) y (3.9), la expresión de m será:

2πε0

ln ∆
r

=
2πmε0

ln ∆
r0

(3.10)

m =
ln ∆

r0

ln ∆
r

(3.11)

De igual manera se puede derivar a partir de la inductancia la relación de m mostrada en la ecuación
(3.11).

Para llegar a una expresión de m en función únicamente de r y ∆, se evalúa el valor de r0 a partir de
la figura 3.6, como se muestra en [1].

Al realizar una simulación por medio de FDTD y únicamente forzando el campo eléctrico a lo largo
del conductor a cero, se encuentra que los valores para E1 y E2 son 2.206 y 1 donde este último es
tomado como referencia; además E1 representa el campo eléctrico entre x = 0 y x = ∆ y por ende se
tiene una diferencia de potencial calculada de 2.206∆ entre estos dos puntos. De forma anaĺıtica, el
campo eléctrico a cierta distancia del eje del conductor esta dada por la ecuación (3.3). Al reemplazar
ρl por 3

2∆ que corresponde a la ubicación donde el campo fue normalizado a 1V/m es posible expresar
el campo eléctrico a cualquier distancia x del eje del conductor como

E =
3∆

2x
(3.12)

reemplazando la ecuación (3.12) en la ecuación de potencial (3.4) entre los valores r0 y ∆ e igualando
al valor calculado del potencial se obtiene un valor de r0 = 0.2298∆ aśı:

2.206∆ =
3∆

2
ln

∆

r0
(3.13)



3.2. MEJORA DE LA REPRESENTACIÓN DEL CONDUCTOR DELGADO EN FDTD. 47

Figura 3.6: Ubicación de las componentes de campo magnético en la sección transversal de un conductor en
la dirección z con radio r0

r0 = 0.2298∆ (3.14)

Reemplazando la expresión de r0 mostrada en la ecuación (3.14) en la ecuación (3.11) se obtiene la
ecuación (3.15) para el cálculo del parámetro de corrección m en función del tamaño de paso ∆ y el
radio real del conductor r, como se muestra en la ecuación (3.15)

m ∼=
1.47

ln ∆
r

(3.15)

Sin embargo, cuando el radio del conductor r es menor a 0.15∆ o mayor a 0.65∆ y se tiene un factor
de Courant cercano a 1 (ecuación (1.85)), la representación en el método FDTD resulta inestable como
se explica en [13], por lo cual es necesario hacer la siguiente modificación.

3.2. Mejora de la representación del conductor delgado en

FDTD.

La inestabilidad mencionada anteriormente al implementar el modelo de conductor delgado propuesto
en [1], está relacionada con la velocidad de propagación de los campos electromagnéticos en las vecin-
dades del conductor.

Las ecuaciones de actualización de los campo eléctricos y magnéticos cercanos al conductor están
mostradas de la ecuación (3.16) a la ecuación (3.21)
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Si se tiene un radio r menor de r0 (m < 1), la velocidad de propagación de las ondas electromagnéticas
en dirección de los vectores de Poynting Ex y Hy, y Ey y Hx (correspondiente a la dirección z) es igual
a la velocidad de la luz como es mostrada en la ecuación (3.22)
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2
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−
1
2

(3.22)

Sin embargo los parámetros ε y µ para las componentes de campo Ez y Hz no son modificados por el
factor de corrección m, teniendo que la velocidad de propagación de los campos electromagnéticos en
dirección de los vectores de Poynting Ex y Hz, y Ey y Hz, que es la dirección x y y respectivamente,
excede la velocidad de la luz como se muestra en la ecuación (3.23)
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Ahora, si se tiene un radio r mayor a r0 (m > 1), la velocidad de propagación de las ondas elec-
tromagnéticas en dirección de los vectores de Poynting Ey y Hy, y Ex y Hy (que corresponde a la
dirección z) es igual a la velocidad de la luz como es mostrada en la ecuación (3.22).

Por otro lado, la velocidad de propagación de los campos electromagnéticos en la dirección de los
vectores de Poynting Ez y Hx, y Ez y Hy, que es la dirección y y x respectivamente, excede la
velocidad de la luz como se muestra en la ecuación (3.24)
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(3.24)

Al exceder el campo electromagnético la velocidad de la luz, el criterio de convergencia para elegir
el paso de tiempo ∆t, explicado en el capitulo 1, no satisface el criterio de estabilidad de Courant,
llevando a que el método se vuelva inestable, [13].

Ahora, para mejorar la representación del conductor delgado en FDTD y que no se presenten proble-
mas de estabilidad, se deben modificar adicionalmente los parámetros eléctricos ε y µ para los campos
eléctricos y magnéticos más cercanos al conductor y que se encuentren en la misma dirección de éste, aśı:

Por ejemplo, si se tiene un conductor delgado en la dirección z y radio r, donde r0 < r > r0, las
componentes de campo eléctrico y magnético más cercanos son actualizadas como se muestra en las
ecuaciones (3.16), (3.17), (3.19), (3.20), (3.25) y (3.26)
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En las figuras 3.7 y 3.8, se muestra la ubicación de las componentes de campo magnético y eléctrico en
la dirección z que son modificadas para hacer la representación de un conductor delgado en la dirección
z.

Figura 3.7: Ubicación de las componentes de campo magnético en la sección transversal de un conductor en
la dirección z con radio r0

Figura 3.8: Ubicación de las componentes de campo eléctrico en la sección transversal de un conductor en la
dirección z con radio r0

A continuación se mostrará la implementación de un conductor delgado en FDTD, para el software
fdtdUN.

3.3. Implementación de un conductor delgado en FDTD

Para la implementación del conductor delgado, se mostrarán dos casos: cuando el conductor es recto y
vaŕıa en 1 sola dimensión, y cuando el conductor es recto e inclinado, y vaŕıa en más de una dimensión.
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3.3.1. Conductor recto, variando en 1 dimensión.

Cuando se desea introducir un conductor delgado en un espacio discretizado, se hace coincidir el inicio
y el final del conductor con los nodos de la cuadŕıcula; para esto, se toma la longitud real del conductor
y su ubicación real, y se lleva a una ubicación de nodos en la cuadŕıcula, como se muestra en la figura
3.9

Figura 3.9: Ubicación real del conductor y ubicación en la cuadŕıcula de Yee del conductor

Posteriormente se hace la componente de campo eléctrico en esa dirección igual a cero, y con el
parámetro de corrección m dado en la ecuación (3.15) se realiza la modificación de los parámetros
eléctricos para el cálculo de las componentes de campo eléctrico y magnético ubicadas alrededor del
conductor. Cuando el conductor ya no solo se encuentra en a lo largo de una dimensión, sino que tiene
variaciones en 2 o 3 dimensiones, es necesario hacer las modificaciones que se explicarán a continuación.

3.3.2. Conductor recto e inclinado, variando en 2 o 3 dimensiones.

Cuando se va ha realizar la representación de un conductor delgado variando en 2 o 3 dimensiones en
un espacio discretizado como se muestra en la figura 3.10, es necesario implementar una aproximación
para representar el conductor en forma escalonada, [14]. Al hacer la aproximación del conductor, su
nueva forma será la mostrada en la figura 3.11.

Igual que para el caso de un conductor recto mostrado anteriormente, para la implementación de
conductor en el software es necesario ajustar el punto inicial y final del conductor a los puntos de la
cudŕıcula, y modificar los valores de los parámetros ε y µ ubicados alrededor del mismo.

Para la asignación de los parámetros en el espacio, se debe identificar que nodos de la cuadŕıcula se van
a modificar. Para determinar la ubicación de la escalera en el espacio, se utilizó el algoritmo propuesto
en [14] aśı:

De la figura 3.11, el conductor real puede ser representado como la función de una recta, que tiene
un vector dirección y una magnitud. El punto inicial del conductor, que coincide con el punto inicial
de la recta, se asume como punto de referencia o primer punto actual denominado Cp. Con el vector
dirección de la recta se identifican dos de los cuatro nodos adyacentes al punto inicial, que estaŕıan
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Figura 3.10: Ubicación real del conductor y ubicación en la cuadŕıcula de Yee del conductor, variando en 2D

Figura 3.11: Aproximación de escalonada del conductor en la cuadŕıcula
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más próximos a la dirección real del conductor. A partir de estos 2 nodos (Nombrados Cp1 y Cp2,
como se muestra en la figura 3.11), se determina cuál se encuentra a menor distancia de la recta real,
comparando d1 y d2. Finalmente, se actualizan las coordenadas de un nuevo punto actual. Al realizar
este procedimiento se llega al punto final del conductor como se muestra en la figura 3.12

Figura 3.12: Proceso de formación de escalera

En la figura 3.12 se puede observar como cada comparación entre las distancia d1 y d2, resulta en la
forma escalonada del conductor. Para el primer caso, cuando Cp es el punto de inicio del conductor, la
distancia más corta a la conductor original entre los puntos Cp1 y Cp2, es d1, por tal razón el nuevo
Cp pasa hacer le Cp1.

Ahora en el nuevo Cp, se eligen 2 nuevos nodos Cp1 y Cp2 en la dirección del conductor para encontrar
unas nuevas distancias al conductor d1 y d2, donde d2 es ahora la menor, haciendo que en nuevo punto
Cp, sea Cp2. Aśı se continúa el proceso hasta que se cumpla que el nuevo CP es el punto final del
conductor, como se muestra en la figura 3.11.

Si el conductor variara en tres dimensiones, el procedimiento seŕıa exactamente el mismo, solo que en
cada paso del algoritmo se debeŕıa escoger entre tres nodos adyacentes al nodo actual. En el siguiente
caṕıtulo se mostrarán algunos casos de conductores delgados implementados en el software fdtdUN .



Caṕıtulo 4

Modelo de ĺıneas uniformes y

no-uniformes en 3 Dimensiones

Para el desarrollo de este caṕıtulo se realizará la simulación de tres casos de tres tipos de ĺıneas de
transmisión monofásicas basadas en el modelo de conductores delgados vistos en el caṕıtulo anterior.
Para la simulación de la propagación de ondas de tensión y corriente a lo largo de estas ĺıneas es
necesario incorporar dentro del método FDTD un modelo de fuente de tensión concentrada tal como
se explica a continuación.

4.1. Representación de una fuente de tensión en FDTD

El tipo de fuente que se implementa en un espacio FDTD depende del tipo de problema; para proble-
mas de dispersión se requieren campos incidentes que provengan de fuentes ubicadas en zonas lejanas,
como ondas planas para excitar objetos. Muchos otros problemas requieren fuentes concentradas ubi-
cadas en zonas cercanas, como fuentes de tensión o corriente, [8].

La representación de una fuente en FDTD, se hace entre dos nodos de la cuadŕıcula y está dada por la
relación entre la tensión V y la corriente I que fluye entre estos. Esta relación puede ser introducida

dentro de la ecuaciones de Maxwell expresando
−→
E en términos de V y J en términos de I para la

ecuación (1.25). La relación que existe entre la tensión y el campo eléctrico esta dada por

−→
E = −∇V (4.1)

La corriente de una fuente puede expresarse en términos del campo magnético como

I =

∫

s

−→
J · ds =

∫

l

−→
H · dl (4.2)

Donde s es el área de la sección transversal normal al flujo de la corriente I. Para el caso de la
discretización propuesta en el método FDTD es posible definir en un punto (i,j,k) relaciones entre los
valores requeridos de una fuente de tensión o de corriente con las componentes de campo eléctrico y

53
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magnético alrededor del mismo. En la figura 4.1 en el punto (i,j,k) es posible ya sea definir el valor
de una corriente deseada a partir de los campos magnéticos alrededor del punto (ecuación (4.2)),
aśı como imponer un valor de campo eléctrico a partir de la diferencia de tensión requerida en el
mismo (ecuación(4.1)).

Figura 4.1: Componentes al rededor del punto (i,j,k)

Para este trabajo solo es necesaria la implementación de fuentes de tensión; las fuentes de corriente
tienen una implementación similar como se puede ver en [8]. Existen dos formas diferentes de repre-
sentar las fuentes de tensión en el método FDTD conocidas como fuentes suaves y fuentes duras, la
diferencia de las dos radica en la resistencia interna tal como se puede observar en la figura 4.2.

Figura 4.2: Fuentes de tensión entre los nodos (i,j,k) y (i,j,k+1).Izquierda: fuente suave, derecha: fuente dura
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4.1.1. Fuentes suaves

En este tipo de fuentes, se tiene una tensión de magnitud Vs [V] entre los nodos (i, j, k) y (i, j, k + 1),
donde Vs es una función que vaŕıa en el tiempo, con una forma de onda determinada. La fuente se
encuentra en serie con una resistencia interna Rs [Ω] tal como se muestra en la gráfica izquierda de la
figura 4.2.

La relación entre tensión y corriente para esta fuente se encuentra aplicando la ley de tensiones de
Kirchhoff entre los dos nodos aśı:

∆V = −V s+ IRs (4.3)

Donde ∆V es la diferencia de potencial entre los puntos (i, j, k) y (i, j, k + 1). Esta diferencia de
potencial puede expresarse en términos del campo eléctrico como

∆V = ∆zE
n+ 1

2
zi,j,k (4.4)

Tal como se mencionó en el caṕıtulo uno, el campo eléctrico Ez en el instante de tiempo n + 1
2 se

expresa como el valor medio entre los instantes de tiempo n y n+1, aśı

∆V = ∆z
En+1

zi,j,k
+ En

zi,j,k

2
(4.5)

Ahora, despejando la corriente de la ecuación (4.3) se tiene que

I =
∆V + V s

Rs

(4.6)

La corriente I que circula a través de la fuente y que se encuentra encerrada por el campo magnético
tal como se muestra en la figura 4.1, es calculada con la ecuación (4.2) aśı:

In+ 1
2 = ∆x∆yJ

n+ 1
2
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Reemplazando la corriente de la ecuación (4.6) en la ecuación (4.7) se tiene
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Despejando la densidad de corriente eléctrica Jz de la ecuación (4.8) se obtiene
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(4.9)

Reemplazando el valor de Jz en la ecuación de campo eléctrico en la dirección z para la figura 4.1,
como se hizo para la ecuación (1.78) se obtiene
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n+ 1

2
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Donde

Ceze =
2∆x∆yRsεzi,j,k

− ∆x∆yRsσzi,j,k
∆t− ∆t∆z

2∆x∆yRsεzi,j,k
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∆t+ ∆t∆z
(4.11)
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Cezhy =
2∆x∆yRs∆t
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Cezhx = − 2∆x∆yRs∆t
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+ ∆x∆yRsσzi,j,k

∆t+ ∆z∆t)
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Cezv = − 2∆t

2∆x∆yRsεzi,j,k
+ ∆t

2∆x∆yRsσzi,j,k
∆t∆z (4.14)

Donde (4.10) corresponde a la ecuación de actualización del campo eléctrico en el punto (i,j,k) que
incorpora el efecto de una fuente suave de tensión en dirección z, ubicada entre los nodos (i, j, k) y
(i,j,k+1).

4.1.2. Fuentes duras.

Este tipo de fuentes no tienen resistencia interna Rs, como se muestra en la gráfica derecha de la
figura 4.2. La ecuación de actualización del campo eléctrico en el punto (i,j,k) correspondiente a una
fuente dura de tensión en la dirección z entre los nodos (i, j, k) y (i,j,k+1), se halla con el mismo
procedimiento que se uso para las fuentes suaves con la diferencia de que Rs es cero, quedando la
ecuación de actualización de campo eléctrico Ez aśı:
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Donde

Ceze = −∆t∆z

∆t∆z
= 1 (4.16)

Cezhy = 0 (4.17)

Cezhx = 0 (4.18)

Cezv = − 2∆t

∆t∆z
= − 2

∆z
(4.19)

Con las ecuaciones (4.10) y (4.15) se tienen las dos formas diferentes de representar una fuente de
tensión en un problema FDTD. Para la validación de los resultados obtenidos al implementar la fuente
de tensión en fdtdUN se utilizó el software FDTD Studio [4].

4.1.3. Ejemplo 7: Validación de la fuente de tensión

Este problema consiste en una región de 1m× 1m× 1m, con fronteras absorbentes y una pared PEC
en el suelo (dirección z). En el centro de la región se ubica una fuente de tensión que tiene una función
coseno modulada, una frecuencia de 300MHz, un ancho de pulso de 2.7ns, un offset de 10ns y una
resistencia interna Rs de 50Ω. La región tiene un tamaño de 25∆ por cada coordenada, un paso de
tiempo ∆t de 69.314 ps para un tiempo total de simulación de 500∆t. En el punto (10,4,10) se mide
el campo eléctrico en la dirección z. En la figura 4.3, se muestra la onda de tensión de la fuente con
fdtdUN y FDTD Studio, obteniendo un error de 6.3937 ∗ 10−4. El campo eléctrico Ez obtenido con los
dos programas es mostrado en la figura 4.4, calculando un error entre estos dos campos de 0.0031.

Después de comprobar el buen funcionamiento del software fdtdUN al ver los resultados obtenidos en
las figuras 4.3 y 4.4, se realizarán las implementaciones de los conductores delgados.
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Figura 4.3: Fuente de tensión incidente usada en en el Ejemplo 7, con fdtdUN y FDTD Studio

Figura 4.4: Campo eléctrico Ez con fdtdUN y FDTD Studio
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4.2. Ejemplo 8: Conductor delgado horizontal

De [1], en la figura 4.5 se ve un conductor horizontal de radio 1.5cm y longitud 4m sobre una placa
de cobre a una altura de 50cm. El conductor horizontal es alimentado por un generador de pulsos con
una resistencia interna de 50Ω, que es conectado con el conductor horizontal mediante un conductor
vertical de radio 10mm. El espacio de la región bajo estudio tiene unas dimensiones de 2m× 6m× 2m
y un paso de 5cm, y fronteras Liao de segundo orden; la placa de cobre tiene una resistividad de
1.69 ∗ 10−8[Ω ∗m] y una altura de 10cm.

Figura 4.5: Arreglo de conductor delgado horizontal para Ejemplo 8. Tomada de [1]

La tensión se mide al inicio y al final de la linea horizontal, y la corriente se mide únicamente en la
fuente de tensión. Para la validación de los resultados se comparó con el programa ATP [5].

La forma de onda de la fuente utilizada en ATP y fdtdUN se aproximó al pulso experimental dado en
[1] como es mostrado en la figura 4.6. Obteniendo un error entre la onda medida y dada en 4.6 con la
onda usada en fdtdUN de 2.0648.

Figura 4.6: Forma de onda de la fuente, usada en fdtdUN (izquierda) y mostrada en [1] (derecha)

En la figura 4.7 se muestra la tensión al inicio y al final de la ĺınea comparada con la tensión al final
de la ĺınea mostrada en [1]. El error obtenido al compara la tensión medida al inicio de la ĺınea dada
en [1] con la obtenida en fdtdUN, es de 4.5441.

La corriente que circula por el conductor es mostrada en la figura 4.8, donde la imagen de la izquierda
es la corriente hallada con fdtdUN y la mostrada en la imagen de la derecha es la medida y dada en
[1], presentándose un error entre estas dos señales de 0.0256.
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Figura 4.7: Tensión al inicio y final de la ĺınea con fdtdUN (izquierda) y tensión al final de la ĺınea mostrada
en [1] (derecha)

Figura 4.8: Tensión al inicio y final de la ĺınea con fdtdUN (izquierda) y tensión al final de la ĺınea mostrada
en [1] (derecha)

Como se dijo anteriormente, los resultados obtenidos con fdtdUN fueron comparados también con los
resultados obtenidos con ATP, obteniendo un error de 1.7914 para el inicio de la ĺınea. En la figura 4.9,
se puede observar el buen comportamiento del software fdtdUN en el caso de ĺıneas uniformes. Esta
misma comparación se realizó para las gráficas de la corriente, mostrada en la figura 4.10, obteniendo
un error de 0.0118.

Figura 4.9: Tensión al inicio y final de la ĺınea obtenidos con fdtdUN y ATP.

En las figura 4.11, se muestra una vista superior y frontal de la representación f́ısica del conductor en
fdtdUN para de tiempo de 248∆t.
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Figura 4.10: Corriente la ĺınea obtenida con fdtdUN y ATP.

Figura 4.11: Vista superior y frontal de la representación f́ısica del conductor delgado en fdtdUN.

4.3. Ejemplo 9: Variación de ángulo en un conductor recto

La implementación de la aproximación escalonada para los conductores delgados inclinados en FDTD
puede traer variaciones en la velocidad de propagación de las ondas. Para mostrar esto, se realizará para
el ejemplo anterior unas variaciones de ángulo del recorrido del conductor.

Utilizando las mismas condiciones que en el caso anterior se variará el ángulo del recorrido del conductor
desde 15◦ hasta 45◦ con respecto al eje y ; analizando para cada caso las variaciones que ocurren tanto
en la impedancia caracteŕıstica de la ĺınea como en la velocidad de propagación de la onda. En la figura
4.12 se muestra las variaciones de ángulo que se realizan para el ejemplo 9.

La tensión al inicio y final de la ĺınea para los diferentes ángulos de inclinación se muestran la en la
figura 4.13, la tensión obtenida con ATP y la comparación con la gráfica mostrada en [14] también se
muestran en esta figura.



4.3. EJEMPLO 9: VARIACIÓN DE ÁNGULO EN UN CONDUCTOR RECTO 61

Figura 4.12: Variación de ángulo para la ĺınea dada en la figura 4.5.

Figura 4.13: Tensión al inicio y final de la ĺınea variando ángulo de inclinación, obtenidas con fdtdUN y
ATP (Izquierda) y dada en [14] (Derecha).

En la figura 4.14 se muestra la misma comparación para la corriente.

Figura 4.14: Corriente en la ĺınea variando ángulo de inclinación, obtenidas con fdtdUN y ATP (Izquierda)
y dada en [14] (Derecha).

En la figura 4.15, se muestra la vista superior y frontal de la representación f́ısica del conductor hecha
en fdtdUN para un instantes de tiempo igual a 308∆t. Como las vistas son realizadas desde un plano
x determinado, se puede observar como en la vista frontal el conductor se va alejando del lugar de
observación perdiendo claridad en la definición f́ısica de este. Sin embargo, en la vista superior si se
alcanza a definir con claridad su forma f́ısica.

La figura 4.16 muestra la gráfica de la velocidad de propagación de la onda calculada, contra el ángulo
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Figura 4.15: Vista superior y frontal de la representación f́ısica del conductor delgado en fdtdUN.

de inclinación del conductor; los valores de velocidad fueron normalizados y la cantidad base fue el
valor utilizado en ATP, 280000000 m

s
.

Figura 4.16: Variación de la velocidad de propagación de la onda c normalizada, para diferentes ángulos de
inclinación del conductor

Igualmente para la impedancia caracteŕıstica se hizo la comparación frente a la variación del ángulo
tal como se muestra en la figura 4.17. Los valores de impedancia también fueron normalizados como
en el casos de la velocidad, donde el valor base fue 250Ω (que también se usó para la simulación en
ATP).

Tal como se puede ver en la representación escalonada, las variaciones de velocidad no fueron mayores
al siete por ciento y en la impedancia caracteŕıstica no fue mayor del tres por ciento.
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Figura 4.17: Variación de la impedancia caracteŕıstica del conductor normalizada, para diferentes ángulos
de inclinación del conductor

4.4. Ejemplo 10: Conductor horizontal y conductor diagonal

En las figuras (a) y (b) de 4.18 se muestra un sistema de tres tubeŕıas de aluminio con radios 1cm
(tubo A), 1.5cm (tubo B) y 1cm (tubo C), donde el tubo C es diagonal. la fuente tiene una forma de
onda como la mostrada en la figura 4.19 y posee una resistencia interna de 50Ω. Para esta simulación
se tomo un tamaño de paso ∆ de 5cm.

Figura 4.18: Sistema de 3 conductores usado en el ejemplo 10, tomada de [14]

Para hacer la implementación de este caso en fdtdUN, se trabajó en dos etapas: la primera haciendo
que el conductor C, solo variara en las coordenadas xz (figura a) y posteriormente en las en las tres
coordenadas como se muestra en la figura b de 4.18.

Para la primera etapa, en las figuras 4.19 y 4.20 se muestra la tensión al inicio y final de la ĺınea, y la
corriente respectivamente.

En la figura 4.21 se muestra una vista superior y frontal de la representación f́ısica del conductor para



64CAPÍTULO 4. MODELO DE LÍNEAS UNIFORMES Y NO-UNIFORMES EN 3 DIMENSIONES

Figura 4.19: Tensión al inicio y al final de la ĺınea para variación del conductor C en coordenadas xz

Figura 4.20: Corriente de la ĺınea para variación del conductor C en coordenadas xz

la primera etapa planteada en el problema, en un instante de tiempo igual a 272∆t. Dado a la variación
del conductor en la dirección z, la vista superior solo muestra el tramo horizontal del conductor.

De la segunda etapa de este ejemplo en la cual el conductor diagonal varia en las tres dimensiones, se
muestra la tensión al inicio y final de la ĺınea en la figura 4.22 y la corriente en la figura 4.20. Ambas
figuras son comparadas con las mostradas en [14], donde las gráficas de la izquierda son las calculadas
con el programa fdtdUN y las gráficas derechas son las mediciones mostradas en [14], obteniendo unos
errores entres estas señales al inicio de la ĺınea de 3.7074 y al final de la ĺınea de 6.1609

Tal como se puede observar de estos resultados, es posible concluir que tanto el método FDTD como
la implementación de conductores delgados con variaciones en las tres dimensiones pueden representar
adecuadamente situaciones reales como las mostradas en este caṕıtulo.
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Figura 4.21: Vista superior y frontal de la representación f́ısica del conductor delgado en fdtdUN.

Figura 4.22: Tensión al inicio y al final de la ĺınea para variación del conductor C todas las coordenas.
Usando fdtdUN imagen izquierda, tomado de [14] imagen derecha

Figura 4.23: Corriente de la ĺınea para variación del conductor C todas las coordenas.Usando fdtdUN
imagen izquierda, tomado de [14] imagen derecha
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Caṕıtulo 5

Conclusiones.

Tal como se hab́ıa planteado en la propuesta de tesis, se logró implementar el método de las diferencias
finitas en el dominio del tiempo para realizar la representación de un conductor delgado en una región
de trabajo, para su utilización en la predicción de la propagación de ondas electromagnéticas a lo largo
de ĺıneas uniformes y no-uniformes. De esta manera, se cumplieron todos los objetivos propuestos, y
como se observó en el trabajo final, estos fueron superados en algunas situaciones.

Adicionalmente, se realizó la incorporación de esta aproximación en el software llamado fdtdUN mostra-
do a lo largo de todo el documento e incluidas sus diferentes versiones y códigos fuentes en el anexo
I. La validación de todos los resultados obtenidos durante la investigación a partir de este programa,
fue realizada frente a las referencias internacionales más importantes disponibles hasta ahora, inclusive
teniendo contacto directo con los autores de estas referencias; esto garantiza que se dispone a partir
de este momento de una herramienta computacional confiable para su uso en simulaciones similares a
las presentadas en este trabajo.

Durante la realización de este trabajo fue posible comprobar que el método de diferencias finitas en
el dominio del tiempo exige herramientas de computo con especificaciones muy por encima de las de
un computador personal. A medida que la complejidad de los casos fue incrementada, los tiempos de
cálculo se incrementaron dramáticamente al punto de tener que utilizar regiones de estudio reducidas
y casos simples para lograr los objetivos de este trabajo.

Con relación a los resultados presentados en cada uno de los caṕıtulos es posible concluir lo siguiente:

Desde el punto de vista de las dimensiones y variaciones de los parámetros eléctricos de un sistema
eléctrico, las fronteras de segundo orden de Liao mostradas en el caṕıtulo 2 e implementadas en el
software son muy efectivas, y aunque también se implementaron el tipo de fronteras propuesto por
Berenger (PML) con un muy buen resultado, se obtuvo un menor costo computacional con las primeras.

Como en la literatura no se encontraron unas ecuaciones que permitieran plantear la unión de medios
para la implementación de las fronteras PML, en el caṕıtulo 2 se proponen estas ecuaciones de unión
en la interface vaćıo-PML, obteniendo excelentes resultados ya que los campos pod́ıan hacer el cambio
de medio sin presentar reflexiones. Estas ecuaciones se convierten en un aporte importante para la
implementación de este tipo de fronteras en programas basados en el método FDTD.

Se pudo demostrar que en el método FDTD se pueden incorporar diferentes tipos de fuentes como
las usadas en el caṕıtulo 1 y 4, lo que permite un amplio rango de aplicación de este método y de la

67
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herramienta computacional desarrollada. Cabe aclarar que a lo largo de la literatura consultada existe
ambigüedad en la definición de los diferentes tipos de fuentes (suaves o duras); sin embargo, en el
software desarrollado se implementaron las propuestas en [8] obteniendo resultados válidos.

Como se demostró a lo largo del trabajo, con el método FDTD se pueden trabajar situaciones de
conductores delgados con geometŕıas arbitrarias complejas sin que esto afecte significativamente las
caracteŕısticas eléctricas de estos. Una de las principales propiedades de esta representación es la
versatilidad en manejar disposiciones arbitrarias en el espacio de los conductores para la representación
de ĺıneas no-uniformes que en otros métodos no se pueden trabajar. Tal es el caso del programa ATP
en el cual no es posible incorporar todos los detalles involucrados en la representación de conductores
con variación en las 3 dimensiones del espacio.

Una limitante de la representación de estos conductores en el método FDTD es que hasta ahora no
se encuentra en literatura aproximaciones que sean capaces de representar caracteŕısticas eléctricas
importantes de los conductores como lo son su impedancia interna y la dependencia frecuencial de sus
parámetros; todos los conductores son representados como ĺıneas ideales.



Anexo A

CÓDIGOS DE LAS RUTINAS

fdtdUN

A continuación se mostrarán los códigos de algunas de las rutinas del software fdtdUN de los ejemplos
mostrados en el documento.

A.1. Ejemplo 1

A.1.1. Rutina Principal: fdtdUN.m

clear all

%*************************************************************

%Ejemplo1

%Método de Yee; Propagación de onda magnética transversal

%*************************************************************

%Definición del espacio

a = 1; %Parámetro de la lı́nea

dx = a ./ 8; %Tama~no de paso en el eje x

dy = dx; %Tama~no de paso en el eje y

ndx = 81; %Total de pasos en el eje x

ndy = 99; %Total de pasos en el eje y

%Parámetros del vacı́o

e0 = 8.85 .* 1e-12; %Permitividad

u0 = 4 * pi .* 1e-7; %Permeabilidad

c = sqrt(1 ./ (e0 * u0)); %Velocidad de la luz

Z = sqrt(u0 ./ e0); %Impedancia Caracterı́stica

%Definición del tiempo
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t0 = 0; %Tiempo inicial to

tao = d_x ./ 2; %Caracterı́stica de tiempo

tiempo = 0:d_tao:95 .* d_tao; %Vector de tiempo

%Definición de matrices de campo

Inicializacion_matrices;

%Cálculo de constantes de campo

Calculo_constantes;

%Fuentes

Fuente;

%Actualización de campos

for nn = 2:length(tiempo)-1

for jj = 2:y

for ii = 1:x-1

Actualizacion_campos;

end

end

end

%Resultados

%Onda Incidente

Onda_incidente;

%Gráficas de los Campos Eléctricos y Magnéticos

Figuras;

A.1.2. Inicialización de matrices

%Indices de ciclos

nn(1:length(tiempo)) = 0;

ii(1:ndx) = 0;

jj(1:ndy) = 0;

%Matrices de Campos

Ez(ndx,ndy,length(tiempo)) = 0; %Condiciones iniciales de Campos Eléctrico

Hy(ndx,ndy,length(tiempo)) = 0; %Condiciones iniciales de Campos Magnético

Hx(ndx,ndy,length(tiempo)) = 0; %Condiciones iniciales de Campos Magnético

A.1.3. Cálculo de constantes

% Cálculo de constantes de campo

C1 = inv(Z) .* tao ./ dy;
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C2 = inv(Z) .* tao ./ dx;

C3 = Z .* tao ./ dx;

C4 = Z .* tao ./ dy;

A.1.4. Fuente

%Onda incidente

x_0 = 50; %Momento en el que la onda toma valores diferentes de cero

for ii = 1:ndx-1 %Desplazamiento en el eje x

for jj = 1:ndy

teta = 1/a .* ((ii-1) .* dx-x_0 .* dx+t0);

if teta <= 1 & teta >= 0

Ez(ii,jj,1) = sin(teta .* pi);

else

Ez(ii,jj,1) = 0;

end

Hy(ii,jj,1) = inv(Z) .* Ez(ii,jj,1);

end

end

A.1.5. Actualización de campos

if ii == 1 | ii == ndx | jj == 1 | jj == ndy

%Pared PEC

Hx(ii,jj,nn) = 0;

else

%Cálculo del Campo Magnético Hx

Hx(ii,jj,nn) = Hx(ii,jj,nn-1) - C1 .* (Ez(ii,jj+1,nn-1) - Ez(ii,jj,nn-1));

end

%Cálculo del Campo Magnético Hy

Hy(ii,jj,nn) = Hy(ii,jj,nn-1) + C2 .* (Ez(ii+1,jj,nn-1) - Ez(ii,jj,nn-1));

if ii == 1 | ii == ndx

%Pared PEC

Ez(ii,jj,nn) = 0;

else

%Cálculo del Campo Eléctrico Ez

Ez(ii,jj,nn) = Ez(ii,jj,nn-1) + C3 .* (Hy(ii,jj,nn) - Hy(ii-1,jj,nn)) -...

C4 .* (Hx(ii,jj,nn) - Hx(ii,jj-1,nn));

end

A.1.6. Resultados

figure
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subplot(2,1,1),H = plot(squeeze(Ez(:,:,1)),’k’);

title(’Onda Incidente’,’Fontsize’,12)

xlabel(’Dirección x’,’Fontsize’, 10); ylabel(’Ez [V/m]’,’Fontsize’,10)

set(H,’Linewidth’,2)

axis([1 81 -0.2 1.2])

grid on

set(gca, ’Fontsize’,11)

subplot(2,1,2),E = plot(squeeze(Hy(:,:,1)),’k’);

xlabel(’Dirección x’,’Fontsize’, 10); ylabel(’Hy [A/m]’,’Fontsize’,10)

set(E,’Linewidth’,2)

axis([1 81 -0.0002 0.003])

grid on

set(gca, ’Fontsize’,11)

A.2. Ejemplo 2

A.2.1. Rutina principal: fdtdUN.m

clear all

clc;

close all

tic

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%Ejemplo2

%Propagación de onda de campo eléctrico Ez en dos dimensiones

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%Definición del espacio

dx = 1e-2;

dy = dx;

ndx = 190;

ndy = 230;

nc = 10; %Número de celdas por longitud de onda

%Parámetros del vacı́o

e0 = 8.85 .* 1e-12;

u0 = 4 * pi .* 1e-7;

c = sqrt(1 ./ (e0 * u0));

tao = (nc .* dx) ./ (2 .* c);

t0 = 4.5 .* tao;

t_total = toc; %Contador de tiempo

%Definición del tiempo

FC = 0.9; %Factor de Courant

dt = FC .* 1 ./ (c .* sqrt((1 ./ (dx .^ 2) + (1 ./ (dy .^2)))));

nmax = 1000; %Número de paso de tiempo máximo
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tiempo = 0:dt:nmax .* dt; %Vector de tiempo

%Definición de matrices de campo

Inicializacion_matrices;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%Espacio Libre

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

er(1) = 1; %Permitividad relativa

ur(1) = 1; %Permeabilidad relativa

sigma_e(1) = 0; %Conductividad

tm(1) = 1; %Tipo de material

color_m(1,:) = [ 1 1 1 ]; %Color blanco

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%Cilindro Dieléctrico 1

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

er(2) = 4; %Permitividad relativa

ur(2) = 1; %Permitividad relativa

sigma_e(2) = 0; %Conductividad

tm(2) = 2; %Tipo de material

color_m(2,:) = [ 0.5 0.5 0.5 ]; %Color Gris

%Definición de Obstáculo

R = 40 .*dx; %Radio del cilindro

x0 = 130 .* dx; %Eje cilindro en x real

y0 = 160 .* dy; %Eje cilindro en y real

%Distancia del centro de la celda al centro del cilindro

distancia = single( sqrt((x0 - dc_x).^2 + (y0 - dc_y).^2) );

%Asiganación de materiales

Asignacion_materiales;

%Cálculo de las constantes de campos

Calculo_constantes;

%Fuentes

Fuente;

t2(1)=tiempo(2)/2;

%Actualización de campos

for nn =1:nmax, %length(tiempo)-1,

Actualizacion_campos;

%Campo en punto de fuente

Ez(f_x,f_y) = Ez(f_x,f_y) + Cezj .* exp(-((( tiempo(nn+1) + dt/2) - ...

t0) ./ tao) .^2);
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%Punto de medición

campo(nn) = Ez(70,70);

t2(nn+1)=tiempo(nn+1) + dt/2;

end

%Resultados

figure(5)

plot(t2(1:length(campo))./1e-9,campo,’k+’,’LineWidth’,2)

hold on

% axis([0 9 -0.04 0.07])

xlabel(’Tiempo [ns]’,’Fontsize’,10); ylabel(’Ez [V/m]’,’Fontsize’,10)

toc

A.2.2. Inicialización de matrices

%Matriz de centro de las celdas

dc_x(ndx,ndy) = 0; %Dirección x

dc_y(ndx,ndy) = 0; %Dirección y

%Matriz de distancia del centro de la celda al obstáculo

distancia(ndx,ndy) = 0;

%Tipo de materiales del medio

tpm(1:ndx,1:ndy) = 1;

%Parámetros eléctricos del medio

er_z(ndx+1,ndy+1) = 1;

ur_x(ndx+1,ndy) = 1;

ur_y(ndx,ndy+1) = 1;

sig_ez(ndx+1,ndy+1) = 0;

sig_mx(ndx+1,ndy) = 0;

sig_my(ndx,ndy+1) = 0;

%Constantes de campo

Chxh(ndx+1,ndy) = 0;

Chxez(ndx+1,ndy) = 0;

Chyh(ndx,ndy+1) = 0;

Chyez(ndx,ndy+1) = 0;

Ceze(ndx+1,ndy+1) = 0;

Cezhy(ndx+1,ndy+1) = 0;

Cezhx(ndx+1,ndy+1) = 0;

%Matrices de campo

Ez(ndx+1,ndy+1) = 0;

Hy(ndx,ndy+1) = 0;

Hx(ndx+1,ndy) = 0;



A.2. EJEMPLO 2 75

A.2.3. Asignación de materiales

for ii = 1:ndx

dc_x(ii,:)= (ii-0.5) .* dx; %Distancia en x al centro de la celda

end

for jj = 1:ndy

dc_y(:,jj)=(jj-0.5) .* dy; %Distancia en y al centro de la celda

end

%Creación del Espacio

l= find(distancia <= R); %Encuentra elementos dentro del cilindro

tpm(l)= tm(2); %Tipo de material en el cilindro

flipud(tpm’);

for ii=1:2

tem_er(ii) = er(ii);

tem_ur_x(ii) = ur(ii);

tem_ur_y(ii) = ur(ii);

tem_sigma_e(ii) = sigma_e(ii);

end

%Prarámetros eléctricos sin promedio

er_z(2:ndx,2:ndy) = tem_er(tpm(2:ndx,2:ndy));

sig_ez(2:ndx,2:ndy) = tem_sigma_e(tpm(2:ndx,2:ndy));

ur_x(2:ndx,1:ndy) = tem_ur_x(tpm(2:ndx,1:ndy));

ur_y(1:ndx,2:ndy) = tem_ur_y(tpm(1:ndx,2:ndy));

%Prarámetros eléctricos con promedio

er_z(2:ndx,2:ndy) = 0.25 * (tem_er(tpm(2:ndx,2:ndy)) ...

+ tem_er(tpm(1:ndx-1,2:ndy)) ...

+ tem_er(tpm(2:ndx,1:ndy-1)) ...

+ tem_er(tpm(1:ndx-1,1:ndy-1)));

sig_ez(2:ndx,2:ndy) = 0.25 * (tem_sigma_e(tpm(2:ndx,2:ndy)) ...

+ tem_sigma_e(tpm(1:ndx-1,2:ndy)) ...

+ tem_sigma_e(tpm(2:ndx,1:ndy-1)) ...

+ tem_sigma_e(tpm(1:ndx-1,1:ndy-1)));

ur_x(2:ndx,1:ndy) = 2 * (tem_ur_x(tpm(2:ndx,1:ndy)) ...

.* tem_ur_x(tpm(1:ndx-1,1:ndy))) ...

./(tem_ur_x(tpm(2:ndx,1:ndy)) ...

+ tem_ur_x(tpm(1:ndx-1,1:ndy)));

ur_y(1:ndx,2:ndy) = 2 * (tem_ur_y(tpm(1:ndx,2:ndy)) ...

.* tem_ur_y(tpm(1:ndx,1:ndy-1))) ...

./(tem_ur_y(tpm(1:ndx,2:ndy)) ...

+ tem_ur_y(tpm(1:ndx,1:ndy-1)));
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A.2.4. Calculo de constantes

Chxh = ( 2 .* ur_x .* u0 - dt .* sig_mx ) ./ ( 2 .* ur_x .* u0 + dt .* sig_mx );

Chxez = -(2 .* dt) ./ (dy .* (2 .* (ur_x .* u0) + dt .* sig_mx));

Chyh = (2 .* (ur_y .* u0) - dt .* sig_my) ./ (2 .* (ur_y .* u0) + dt .* sig_my);

Chyez = (2 .* dt) ./ (dx .* (2 .* (ur_y .* u0) + dt .* sig_my));

Ceze = (2 .* (er_z .* e0) - dt .* sig_ez) ./ (2 .* (er_z .* e0) + dt .* sig_ez);

Cezhy = (2 .* dt) ./ (dx .* (2 .* (er_z .* e0) + dt .* sig_ez));

Cezhx = -(2 .* dt) ./ (dy .* (2 .* (er_z .* e0) + dt .* sig_ez));

A.2.5. Fuente

%Constante de campo de fuente

Cezj = -(2 .* dt) ./ (2 .* (er_z(17,17) .* e0) + dt .* sig_ez(17,17));

f = 2.5e9; %Frecuencia [Hz]

%Ubicación de la fuente

f_x = 17; %Dirección x

f_y = 17; %Dirección y

%Fuente de campo

Ez(f_x,f_y) = Cezj .* exp(-((tiempo(2)/2-t0) ./ tao) .^2);

A.2.6. Actualización de campos

Hx(:,1:ndy)=Chxh(:,1:ndy) .* Hx(:,1:ndy)+Chxez(:,1:ndy) .*(Ez(:,2:ndy+1)-Ez(:,1:ndy));

Hy(1:ndx,:)=Chyh(1:ndx,:) .* Hy(1:ndx,:)+Chyez(1:ndx,:) .*(Ez(2:ndx+1,:)-Ez(1:ndx,:));

Ez(2:ndx,2:ndy)=Ceze(2:ndx,2:ndy).*Ez(2:ndx,2:ndy)+Cezhy(2:ndx,2:ndy).*...

(Hy(2:ndx,2:ndy)-Hy(1:ndx-1,2:ndy)) + Cezhx(2:ndx,2:ndy) .*(Hx(2:ndx,2:ndy)-...

Hx(2:ndx,1:ndy-1));

A.3. Ejemplo 4

A.3.1. Rutina principal: fdtdUN.m

clear all

clc

%***********************************************************

%Ejemplo4

%Implementación de las fronteras de Liao en una región 3D

%***********************************************************
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%Definición del espacio

dx = 0.1e-6;

dy = dx;

dz = dx;

ndx = 25;

ndy = 25;

ndz = 25;

%Parámetros del vacı́o

e0 = 8.85 .* 1e-12;

mu0 = 4 * pi .* 1e-7;

c = sqrt(1 ./ (e0 * mu0));

%Definición del tiempo

dt = dx ./ (2.*c);

t_sim =150e-15;

ndt = round(t_sim/dt);

t = 0:dt:(ndt-1) .* dt; %Vector de tiempo

%Definición de matrices de campo

Inicializacion_matrices;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%Espacio Libre

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

eps_r(1) = 1;

mu_r(1) = 1;

sigma_e(1) = 0;

sigma_m(1) = 0;

mt(1) = 1;

color_m(1,:) = [ 1 1 1 ];

%Asignación de materiales

Asignacion_materiales;

%Cálculo de las constantes de campos

Calculo_constantes;

%Fuentes

Fuente;

%Punto de observación

ox = 19; oy=12; oz=12;

%Actualización de campos

for nn = 1 : ndt,

%Vacı́o
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Actualizacion_campos_vacio;

Ez(fx,fy,fz) = -2.*dt./(2.*e0+dt.*sigma_e_z(fx,fy,fz)).*fuente(nn);

%Frontera Liao

Actualizacion_campos_FLiao;

% Results for plotting.

EX(:,nn)= Ex(ox,oy,oz);

EY(:,nn)= Ey(ox,oy,oz);

EZ(:,nn)= Ez(ox,oy,oz);

HX(:,nn)= Hx(ox,oy,oz);

HY(:,nn)= Hy(ox,oy,oz);

HZ(:,nn)= Hz(ox,oy,oz);

end

%Resultados

figure(1)

plot(t./1e-15,EX,’kv’,’LineWidth’,2)

xlabel(’Tiempo [fs]’,’Fontsize’,10); ylabel(’Ex [V/m]’,’Fontsize’,10)

grid on

hold on

figure(2)

plot(t./1e-15,EY,’kv’,’LineWidth’,2)

xlabel(’Tiempo [fs]’,’Fontsize’,10); ylabel(’Ey [V/m]’,’Fontsize’,10)

grid on

hold on

figure(3)

plot(t./1e-15,EZ,’kv’,’LineWidth’,2)

xlabel(’Tiempo [fs]’,’Fontsize’,10); ylabel(’Ez [V/m]’,’Fontsize’,10)

grid on

hold on

figure(4)

plot(t./1e-15,HX,’kv’,’LineWidth’,2)

xlabel(’Tiempo [fs]’,’Fontsize’,10); ylabel(’Hx [A/m]’,’Fontsize’,10)

grid on

hold on

figure(5)

plot(t./1e-15,HY,’kv’,’LineWidth’,2)

xlabel(’Tiempo [fs]’,’Fontsize’,10); ylabel(’Hy [A/m]’,’Fontsize’,10)

grid on

hold on

figure(6)

plot(t./1e-15,HZ,’kv’,’LineWidth’,2)
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xlabel(’Tiempo [fs]’,’Fontsize’,10); ylabel(’Hz [A/m]’,’Fontsize’,10)

grid on

hold on

A.3.2. Inicialización de matrices

%Definición de matrices de campo

tpm(1:ndx,1:ndy,1:ndz) = 1;

%Parámetros eléctricos del medio

eps_r_x(1:ndx,1:ndy+1,1:ndz+1) = 1;

eps_r_y(1:ndx+1,1:ndy,1:ndz+1) = 1;

eps_r_z(1:ndx+1,1:ndy+1,1:ndz) = 1;

mu_r_x(1:ndx+1,1:ndy,1:ndz) = 1;

mu_r_y(1:ndx,1:ndy+1,1:ndz) = 1;

mu_r_z(1:ndx,1:ndy,1:ndz+1) = 1;

sigma_e_x(ndx,ndy+1,ndz+1) = 0;

sigma_e_y(ndx+1,ndy,ndz+1) = 0;

sigma_e_z(ndx+1,ndy+1,ndz) = 0;

sigma_m_x(ndx+1,ndy,ndz) = 0;

sigma_m_y(ndx,ndy+1,ndz) = 0;

sigma_m_z(ndx,ndy,ndz+1) = 0;

%Matrices de campo

Ex(ndx,ndy+1,ndz+1) = 0;

Ey(ndx+1,ndy,ndz+1) = 0;

Ez(ndx+1,ndy+1,ndz) = 0;

Hx(ndx+1,ndy,ndz) = 0;

Hy(ndx,ndy+1,ndz) = 0;

Hz(ndx,ndy,ndz+1) = 0;

A.3.3. Fuente

%Ubicación de la fuente

fx = 13;

fy = 13;

fz = 13;

%Parámetros de fuente

f = 30e12; %Frecuencia [Hz]

pw = 5e-15; %Ancho de pulso

tao = (pw ./ 2) ./ (log(sqrt(1 ./ 0.3))); %Tao

t0 = 30e-15; %Offset
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%Fuente seno modulada negativa

fuente = -sin(2.*pi.*f.*(t-t0)) .* exp(-((t-t0)./tao).^2);

A.3.4. Actualización de campos en el vaćıo

Hx(:,1:ndy,1:ndz) = C_hxh(:,1:ndy,1:ndz) .* Hx(:,1:ndy,1:ndz) + ...

C_hxey(:,1:ndy,1:ndz) .* ( Ey(:,1:ndy,2:ndz+1) - Ey(:,1:ndy,1:ndz) ) + ...

C_hxez(:,1:ndy,1:ndz) .* ( Ez(:,2:ndy+1,:) - Ez(:,1:ndy,:) );

Hy(1:ndx,:,1:ndz) = C_hyh(1:ndx,:,1:ndz) .* Hy(1:ndx,:,1:ndz) + ...

C_hyez(1:ndx,:,1:ndz) .* ( Ez(2:ndx+1,:,1:ndz) - Ez(1:ndx,:,1:ndz) ) + ...

C_hyex(1:ndx,:,1:ndz) .* ( Ex(1:ndx,:,2:ndz+1) - Ex(1:ndx,:,1:ndz) );

Hz(1:ndx,1:ndy,:) = C_hzh(1:ndx,1:ndy,:) .* Hz(1:ndx,1:ndy,:) + ...

C_hzex(1:ndx,1:ndy,:) .* ( Ex(1:ndx,2:ndy+1,:) - Ex(1:ndx,1:ndy,:) ) + ...

C_hzey(1:ndx,1:ndy,:) .* ( Ey(2:ndx+1,1:ndy,:) - Ey(1:ndx,1:ndy,:) );

Ex(:,2:ndy,2:ndz) = C_exe(:,2:ndy,2:ndz) .* Ex(:,2:ndy,2:ndz) + ...

C_exhz(:,2:ndy,2:ndz) .* ( Hz(:,2:ndy,2:ndz) - Hz(:,1:ndy-1,2:ndz) ) + ...

C_exhy(:,2:ndy,2:ndz) .* ( Hy(:,2:ndy,2:ndz) - Hy(:,2:ndy,1:ndz-1) );

Ey(2:ndx,:,2:ndz) = C_eye(2:ndx,:,2:ndz) .* Ey(2:ndx,:,2:ndz) + ...

C_eyhx(2:ndx,:,2:ndz) .* ( Hx(2:ndx,:,2:ndz) - Hx(2:ndx,:,1:ndz-1) ) + ...

C_eyhz(2:ndx,:,2:ndz) .* ( Hz(2:ndx,:,2:ndz) - Hz(1:ndx-1,:,2:ndz) );

Ez(2:ndx,2:ndy,:) = C_eze(2:ndx,2:ndy,:) .* Ez(2:ndx,2:ndy,:) + ...

C_ezhy(2:ndx,2:ndy,:) .* ( Hy(2:ndx,2:ndy,:) - Hy(1:ndx-1,2:ndy,:) ) + ...

C_ezhx(2:ndx,2:ndy,:) .* ( Hx(2:ndx,2:ndy,:) - Hx(2:ndx,1:ndy-1,:) );

A.3.5. Actualización de campos en frontera de Liao

% XP.

if nn > 2,

Ey_dx_xp(:,:,nn) = Ey(ndx,:,:);

Ey_2dx_xp(:,:,nn) = Ey(ndx-1,:,:);

Ey(ndx+1,:,:) = 2.*Ey_dx_xp(:,:,nn-1) - Ey_2dx_xp(:,:,nn-2);

Ez_dx_xp(:,:,nn) = Ez(ndx,:,:);

Ez_2dx_xp(:,:,nn) = Ez(ndx-1,:,:);

Ez(ndx+1,:,:) = 2.*Ez_dx_xp(:,:,nn-1) - Ez_2dx_xp(:,:,nn-2);

end

% YP.

if nn > 2,

Ez_dy_yp(:,:,nn) = Ez(:,ndy,:);

Ez_2dy_yp(:,:,nn) = Ez(:,ndy-1,:);

Ez(:,ndy+1,:) = 2.*Ez_dy_yp(:,:,nn-1) - Ez_2dy_yp(:,:,nn-2);

Ex_dy_yp(:,:,nn) = Ex(:,ndy,:);
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Ex_2dy_yp(:,:,nn) = Ex(:,ndy-1,:);

Ex(:,ndy+1,:) = 2.*Ex_dy_yp(:,:,nn-1) - Ex_2dy_yp(:,:,nn-2);

end

% ZP.

if nn > 2,

Ex_dz_zp(:,:,nn) = Ex(:,:,ndz);

Ex_2dz_zp(:,:,nn) = Ex(:,:,ndz-1);

Ex(:,:,ndz+1) = 2.*Ex_dz_zp(:,:,nn-1) - Ex_2dz_zp(:,:,nn-2);

Ey_dz_zp(:,:,nn) = Ey(:,:,ndz);

Ey_2dz_zp(:,:,nn) = Ey(:,:,ndz-1);

Ey(:,:,ndz+1) = 2.*Ey_dz_zp(:,:,nn-1) - Ey_2dz_zp(:,:,nn-2);

end

% XN.

if nn > 2,

Ey_dx_xn(:,:,nn) = Ey(2,:,:);

Ey_2dx_xn(:,:,nn) = Ey(3,:,:);

Ey(1,:,:) = 2.*Ey_dx_xn(:,:,nn-1) - Ey_2dx_xn(:,:,nn-2);

Ez_dx_xn(:,:,nn) = Ez(2,:,:);

Ez_2dx_xn(:,:,nn) = Ez(3,:,:);

Ez(1,:,:) = 2.*Ez_dx_xn(:,:,nn-1) - Ez_2dx_xn(:,:,nn-2);

end

% YN.

if nn > 2,

Ez_dy_yn(:,:,nn) = Ez(:,2,:);

Ez_2dy_yn(:,:,nn) = Ez(:,3,:);

Ez(:,1,:) = 2.*Ez_dy_yn(:,:,nn-1) - Ez_2dy_yn(:,:,nn-2);

Ex_dy_yn(:,:,nn) = Ex(:,2,:);

Ex_2dy_yn(:,:,nn) = Ex(:,3,:);

Ex(:,1,:) = 2.*Ex_dy_yn(:,:,nn-1) - Ex_2dy_yn(:,:,nn-2);

end

% ZN.

if nn > 2,

Ex_dz_zn(:,:,nn) = Ex(:,:,2);

Ex_2dz_zn(:,:,nn) = Ex(:,:,3);
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Ex(:,:,1) = 2.*Ex_dz_zn(:,:,nn-1) - Ex_2dz_zn(:,:,nn-2);

Ey_dz_zn(:,:,nn) = Ey(:,:,2);

Ey_2dz_zn(:,:,nn) = Ey(:,:,3);

Ey(:,:,1) = 2.*Ey_dz_zn(:,:,nn-1) - Ey_2dz_zn(:,:,nn-2);

end

A.4. Ejemplo 5

A.4.1. Rutina principal: fdtdUN.m

clear all

clc;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%Ejemplo5

%Implementación de las fronteras PML en una región 3D

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%Definición del espacio

dx = 0.1e-6;

dy = dx;

dz = dx;

ndx = 25;

ndy = 25;

ndz = 25;

pml_nc=10; %Número de celdas de pml por pared

%Parámetros del espacio

e0 = 8.85 .* 1e-12;

mu0 = 4 * pi .* 1e-7;

c = sqrt(1 ./ (e0 * mu0));

%Definición del tiempo

FC = 0.99; %Factor de Courant

dt = FC .* 1 ./ (c .* sqrt((1 ./ (dx .^ 2) + (1 ./ (dy .^2)) + (1 ./ (dz .^2)))));

t_sim =150e-15;

ndt = round(t_sim/dt);

tiempo = 0:dt:(ndt-1) .* dt;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%Espacio Libre %

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

eps_r(1) = 1;

mu_r(1) = 1;

sigma_e(1) = 0;

sigma_m(1) = 0;
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tm(1) = 1;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%Fronteras PEC %

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

eps_r(2) = 1;

mu_r(2) = 1;

sigma_e(2) = 1e10;

sigma_m(2) = 0;

tm(2) = 2;

%Definición de parámetros de espacio

Inicializacion_parametros_espacio_vacio;

%Definición de matrices de Campo

Inicializacion_matrices_campos_vacio;

%Definición de matrices de Campo en PML

Inicializacion_matrices_campos_pml;

%Calculo de matrices de conductividad en PML

Inicializacion_parametros_espacio_pml;

%Cálculo de las constantes de campos en el vacio

Calculo_constante_campo_vacio;

%Cálculo de las constantes de campos en PML

Calculo_constante_campo_pml;

%Parámetros de la onda incidente

Inicializacion_fuente;

ox = 19;

oy = 11;

oz = 11;

%Cálculo de los campos

for nn =1:ndt, %length(tiempo)-1,

%Cálculo de campos magnéticos en el vacı́o

Actualizacion_campo_magnetico_vacio;

%Cálculo de campos magnéticos en PML

Actualizacion_campo_magnetico_pml;

%Cálculo de campos eléctricos en el vacı́o

Actualizacion_campo_electrico_vacio;

%Campo en punto de fuente.
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Actualizacion_fuente;

%Cálculo de campos eléctricos en PML

Actualizacion_campo_electrico_pml;

%Observación

EX(:,nn) = Ex(ox,oy,oz);

EY(:,nn) = Ey(ox,oy,oz);

EZ(:,nn) = Ez(ox,oy,oz);

HX(:,nn) = Hx(ox,oy,oz);

HY(:,nn) = Hy(ox,oy,oz);

HZ(:,nn) = Hz(ox,oy,oz);

end

figure(1)

plot(tiempo./1e-15,EZ./max(EZ),’--k’,’LineWidth’,2)

grid on

hold on

A.4.2. Inicialización matrices de campo, frontera PML pared YN

Exy_pml_yn(ndx,pml_nc+1,ndz+1) = 0;

Exz_pml_yn(ndx,pml_nc+1,ndz+1) = 0;

Ex_pml_yn(ndx,pml_nc+1,ndz+1) = 0;

Eyx_pml_yn(ndx+1,pml_nc,ndz+1) = 0;

Eyz_pml_yn(ndx+1,pml_nc,ndz+1) = 0;

Ey_pml_yn(ndx+1,pml_nc,ndz+1) = 0;

Ezx_pml_yn(ndx+1,pml_nc+1,ndz) = 0;

Ezy_pml_yn(ndx+1,pml_nc+1,ndz) = 0;

Ez_pml_yn(ndx+1,pml_nc+1,ndz) = 0;

Hxy_pml_yn(ndx+1,pml_nc,ndz) = 0;

Hxz_pml_yn(ndx+1,pml_nc,ndz) = 0;

Hx_pml_yn(ndx+1,pml_nc,ndz) = 0;

Hyx_pml_yn(ndx,pml_nc+1,ndz) = 0;

Hyz_pml_yn(ndx,pml_nc+1,ndz) = 0;

Hy_pml_yn(ndx,pml_nc+1,ndz) = 0;

Hzx_pml_yn(ndx,pml_nc,ndz+1) = 0;

Hzy_pml_yn(ndx,pml_nc,ndz+1) = 0;

Hz_pml_yn(ndx,pml_nc,ndz+1) = 0;
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A.4.3. Inicialización matrices de campo, frontera PML unión XP-YP-ZP

Exy_pml_xp_yp_zp(pml_nc,pml_nc+1,pml_nc+1) = 0;

Exz_pml_xp_yp_zp(pml_nc,pml_nc+1,pml_nc+1) = 0;

Ex_pml_xp_yp_zp(pml_nc,pml_nc+1,pml_nc+1) = 0;

Eyx_pml_xp_yp_zp(pml_nc+1,pml_nc,pml_nc+1) = 0;

Eyz_pml_xp_yp_zp(pml_nc+1,pml_nc,pml_nc+1) = 0;

Ey_pml_xp_yp_zp(pml_nc+1,pml_nc,pml_nc+1) = 0;

Ezx_pml_xp_yp_zp(pml_nc+1,pml_nc+1,pml_nc) = 0;

Ezy_pml_xp_yp_zp(pml_nc+1,pml_nc+1,pml_nc) = 0;

Ez_pml_xp_yp_zp(pml_nc+1,pml_nc+1,pml_nc) = 0;

Hxy_pml_xp_yp_zp(pml_nc+1,pml_nc,pml_nc) = 0;

Hxz_pml_xp_yp_zp(pml_nc+1,pml_nc,pml_nc) = 0;

Hx_pml_xp_yp_zp(pml_nc+1,pml_nc,pml_nc) = 0;

Hyx_pml_xp_yp_zp(pml_nc,pml_nc+1,pml_nc) = 0;

Hyz_pml_xp_yp_zp(pml_nc,pml_nc+1,pml_nc) = 0;

Hy_pml_xp_yp_zp(pml_nc,pml_nc+1,pml_nc) = 0;

Hzx_pml_xp_yp_zp(pml_nc,pml_nc,pml_nc+1) = 0;

Hzy_pml_xp_yp_zp(pml_nc,pml_nc,pml_nc+1) = 0;

Hz_pml_xp_yp_zp(pml_nc,pml_nc,pml_nc+1) = 0;

A.4.4. Calculo de constantes, frontera PML pared ZP

Cexy_zp = (2 .* e0 - dt .* sigma_pexy_zp) ./ (2 .* e0 + dt .* sigma_pexy_zp);

Cexyh_zp = (2 .* dt) ./ (dy .* (2 .* e0 + dt .* sigma_pexy_zp));

Cexz_zp = (2 .* e0 - dt .* sigma_pexz_zp) ./ (2 .* e0 + dt .* sigma_pexz_zp);

Cexzh_zp = -(2 .* dt) ./ (dz .* (2 .* e0 + dt .* sigma_pexz_zp));

Ceyx_zp = (2 .* e0 - dt .* sigma_peyx_zp) ./ (2 .* e0 + dt .* sigma_peyx_zp);

Ceyxh_zp = -(2 .* dt) ./ (dx .* (2 .* e0 + dt .* sigma_peyx_zp));

Ceyz_zp = (2 .* e0 - dt .* sigma_peyz_zp) ./ (2 .* e0 + dt .* sigma_peyz_zp);

Ceyzh_zp = (2 .* dt) ./ (dz .* (2 .* e0 + dt .* sigma_peyz_zp));

Cezx_zp = (2 .* e0 - dt .* sigma_pezx_zp) ./ (2 .* e0 + dt .* sigma_pezx_zp);

Cezxh_zp = (2 .* dt) ./ (dx .* (2 .* e0 + dt .* sigma_pezx_zp));

Cezy_zp = (2 .* e0 - dt .* sigma_pezy_zp) ./ (2 .* e0 + dt .* sigma_pezy_zp);

Cezyh_zp = -(2 .* dt) ./ (dy .* (2 .* e0 + dt .* sigma_pezy_zp));

Chxy_zp = (2 .* mu0 - dt .* sigma_pmxy_zp) ./ (2 .* mu0 + dt .* sigma_pmxy_zp);

Chxye_zp = -(2 .* dt) ./ (dy .* (2 .* mu0 + dt .* sigma_pmxy_zp));

Chxz_zp = (2 .* mu0 - dt .* sigma_pmxz_zp) ./ (2 .* mu0 + dt .* sigma_pmxz_zp);

Chxze_zp = (2 .* dt) ./ (dz .* (2 .* mu0 + dt .* sigma_pmxz_zp));
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Chyx_zp = (2 .* mu0 - dt .* sigma_pmyx_zp) ./ (2 .* mu0 + dt .* sigma_pmyx_zp);

Chyxe_zp = (2 .* dt) ./ (dx .* (2 .* mu0 + dt .* sigma_pmyx_zp));

Chyz_zp = (2 .* mu0 - dt .* sigma_pmyz_zp) ./ (2 .* mu0 + dt .* sigma_pmyz_zp);

Chyze_zp = -(2 .* dt) ./ (dz .* (2 .* mu0 + dt .* sigma_pmyz_zp));

Chzx_zp = (2 .* mu0 - dt .* sigma_pmzx_zp) ./ (2 .* mu0 + dt .* sigma_pmzx_zp);

Chzxe_zp = -(2 .* dt) ./ (dx .* (2 .* mu0 + dt .* sigma_pmzx_zp));

Chzy_zp = (2 .* mu0 - dt .* sigma_pmzy_zp) ./ (2 .* mu0 + dt .* sigma_pmzy_zp);

Chzye_zp = (2 .* dt) ./ (dy .* (2 .* mu0 + dt .* sigma_pmzy_zp));

A.4.5. Actualización campo magnético en el vaćıo

Hx(:,1:ndy,1:ndz) = Chxh(:,1:ndy,1:ndz) .* Hx(:,1:ndy,1:ndz) + ...

Chxey(:,1:ndy,1:ndz) .* (Ey(:,1:ndy,2:ndz+1)-Ey(:,1:ndy,1:ndz)) + ...

Chxez(:,1:ndy,1:ndz) .* (Ez(:,2:ndy+1,1:ndz)-Ez(:,1:ndy,1:ndz));

Hy(1:ndx,:,1:ndz) = Chyh(1:ndx,:,1:ndz) .* Hy(1:ndx,:,1:ndz) + ...

Chyez(1:ndx,:,1:ndz) .* (Ez(2:ndx+1,:,1:ndz)-Ez(1:ndx,:,1:ndz)) + ...

Chyex(1:ndx,:,1:ndz) .* (Ex(1:ndx,:,2:ndz+1)-Ex(1:ndx,:,1:ndz));

Hz(1:ndx,1:ndy,:) = Chzh(1:ndx,1:ndy,:) .* Hz(1:ndx,1:ndy,:) + ...

Chzex(1:ndx,1:ndy,:) .* (Ex(1:ndx,2:ndy+1,:)-Ex(1:ndx,1:ndy,:)) + ...

Chzey(1:ndx,1:ndy,:) .* (Ey(2:ndx+1,1:ndy,:)-Ey(1:ndx,1:ndy,:));

A.4.6. Actualización campo magnético, Frontera PML unión YP-ZP

Hxy_pml_yp_zp(:,1:pml_nc,1:pml_nc)=Chxy_yp_zp(:,1:pml_nc,1:pml_nc).*...

Hxy_pml_yp_zp(:,1:pml_nc,1:pml_nc)+Chxye_yp_zp(:,1:pml_nc,1:pml_nc).*...

(Ezx_pml_yp_zp(:,2:pml_nc+1,1:pml_nc)-Ezx_pml_yp_zp(:,1:pml_nc,1:pml_nc)+...

Ezy_pml_yp_zp(:,2:pml_nc+1,1:pml_nc)-Ezy_pml_yp_zp(:,1:pml_nc,1:pml_nc));

Hxz_pml_yp_zp(:,1:pml_nc,1:pml_nc)=Chxz_yp_zp(:,1:pml_nc,1:pml_nc).*...

Hxz_pml_yp_zp(:,1:pml_nc,1:pml_nc)+Chxze_yp_zp(:,1:pml_nc,1:pml_nc).*...

(Eyz_pml_yp_zp(:,1:pml_nc,2:pml_nc+1)-Eyz_pml_yp_zp(:,1:pml_nc,1:pml_nc)+...

Eyx_pml_yp_zp(:,1:pml_nc,2:pml_nc+1)-Eyx_pml_yp_zp(:,1:pml_nc,1:pml_nc));

Hx_pml_yp_zp(:,1:pml_nc,1:pml_nc) = Hxy_pml_yp_zp(:,1:pml_nc,1:pml_nc)+...

Hxz_pml_yp_zp(:,1:pml_nc,1:pml_nc);

Hyx_pml_yp_zp(1:ndx,:,1:pml_nc)=Chyx_yp_zp(1:ndx,:,1:pml_nc).*...

Hyx_pml_yp_zp(1:ndx,:,1:pml_nc)+Chyxe_yp_zp(1:ndx,:,1:pml_nc).*...

(Ezx_pml_yp_zp(2:ndx+1,:,1:pml_nc)-Ezx_pml_yp_zp(1:ndx,:,1:pml_nc)+...

Ezy_pml_yp_zp(2:ndx+1,:,1:pml_nc)-Ezy_pml_yp_zp(1:ndx,:,1:pml_nc));

Hyz_pml_yp_zp(1:ndx,:,1:pml_nc)=Chyz_yp_zp(1:ndx,:,1:pml_nc).*...

Hyz_pml_yp_zp(1:ndx,:,1:pml_nc)+Chyze_yp_zp(1:ndx,:,1:pml_nc).*...

(Exy_pml_yp_zp(1:ndx,:,2:pml_nc+1)-Exy_pml_yp_zp(1:ndx,:,1:pml_nc)+...

Exz_pml_yp_zp(1:ndx,:,2:pml_nc+1)-Exz_pml_yp_zp(1:ndx,:,1:pml_nc));
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Hy_pml_yp_zp(1:ndx,:,1:pml_nc)=Hyx_pml_yp_zp(1:ndx,:,1:pml_nc)+...

Hyz_pml_yp_zp(1:ndx,:,1:pml_nc);

Hzx_pml_yp_zp(1:ndx,1:pml_nc,:)=Chzx_yp_zp(1:ndx,1:pml_nc,:).*...

Hzx_pml_yp_zp(1:ndx,1:pml_nc,:)+Chzxe_yp_zp(1:ndx,1:pml_nc,:).*...

(Eyz_pml_yp_zp(2:ndx+1,1:pml_nc,:)-Eyz_pml_yp_zp(1:ndx,1:pml_nc,:)+...

Eyx_pml_yp_zp(2:ndx+1,1:pml_nc,:)-Eyx_pml_yp_zp(1:ndx,1:pml_nc,:));

Hzy_pml_yp_zp(1:ndx,1:pml_nc,:)=Chzy_yp_zp(1:ndx,1:pml_nc,:).*...

Hzy_pml_yp_zp(1:ndx,1:pml_nc,:)+Chzye_yp_zp(1:ndx,1:pml_nc,:).*...

(Exy_pml_yp_zp(1:ndx,2:pml_nc+1,:)-Exy_pml_yp_zp(1:ndx,1:pml_nc,:)+...

Exz_pml_yp_zp(1:ndx,2:pml_nc+1,:)-Exz_pml_yp_zp(1:ndx,1:pml_nc,:));

Hz_pml_yp_zp(1:ndx,1:pml_nc,:) = Hzx_pml_yp_zp(1:ndx,1:pml_nc,:)+...

Hzy_pml_yp_zp(1:ndx,1:pml_nc,:);

A.4.7. Actualización campo eléctrico en el vaćıo

Ex(:,2:ndy,2:ndz) = Cexe(:,2:ndy,2:ndz) .* Ex(:,2:ndy,2:ndz) + ...

Cexhz(:,2:ndy,2:ndz) .* (Hz(:,2:ndy,2:ndz)-Hz(:,1:ndy-1,2:ndz)) + ...

Cexhy(:,2:ndy,2:ndz) .* (Hy(:,2:ndy,2:ndz)-Hy(:,2:ndy,1:ndz-1));

Ey(2:ndx,:,2:ndz) = Ceye(2:ndx,:,2:ndz) .* Ey(2:ndx,:,2:ndz) + ...

Ceyhx(2:ndx,:,2:ndz) .* (Hx(2:ndx,:,2:ndz)-Hx(2:ndx,:,1:ndz-1)) + ...

Ceyhz(2:ndx,:,2:ndz) .* (Hz(2:ndx,:,2:ndz)-Hz(1:ndx-1,:,2:ndz));

Ez(2:ndx,2:ndy,:) = Ceze(2:ndx,2:ndy,:) .* Ez(2:ndx,2:ndy,:) + ...

Cezhy(2:ndx,2:ndy,:) .* (Hy(2:ndx,2:ndy,:)-Hy(1:ndx-1,2:ndy,:)) + ...

Cezhx(2:ndx,2:ndy,:) .* (Hx(2:ndx,2:ndy,:)-Hx(2:ndx,1:ndy-1,:));

A.4.8. Actualización campo eléctrico, frontera PML unión XN-vaćıo

Exy_pml_xn(:,2:ndy,2:ndz)=Cexy_xn(:,2:ndy,2:ndz).*Exy_pml_xn(:,2:ndy,2:ndz)+...

Cexyh_xn(:,2:ndy,2:ndz).*(Hzx_pml_xn(:,2:ndy,2:ndz)-Hzx_pml_xn(:,1:ndy-1,2:ndz)+...

Hzy_pml_xn(:,2:ndy,2:ndz)-Hzy_pml_xn(:,1:ndy-1,2:ndz));

Exz_pml_xn(:,2:ndy,2:ndz)=Cexz_xn(:,2:ndy,2:ndz).*Exz_pml_xn(:,2:ndy,2:ndz)+...

Cexzh_xn(:,2:ndy,2:ndz).*(Hyz_pml_xn(:,2:ndy,2:ndz)-Hyz_pml_xn(:,2:ndy,1:ndz-1)+...

Hyx_pml_xn(:,2:ndy,2:ndz)-Hyx_pml_xn(:,2:ndy,1:ndz-1));

Ex_pml_xn(:,2:ndy,2:ndz)=Exy_pml_xn(:,2:ndy,2:ndz)+Exz_pml_xn(:,2:ndy,2:ndz);

Eyz_pml_xn(2:pml_nc,:,2:ndz)=Ceyz_xn(2:pml_nc,:,2:ndz).*Eyz_pml_xn(2:pml_nc,:,2:ndz)+...

Ceyzh_xn(2:pml_nc,:,2:ndz).*(Hxy_pml_xn(2:pml_nc,:,2:ndz)-...

Hxy_pml_xn(2:pml_nc,:,1:ndz-1)+Hxz_pml_xn(2:pml_nc,:,2:ndz)-...

Hxz_pml_xn(2:pml_nc,:,1:ndz-1));
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Eyx_pml_xn(2:pml_nc,:,2:ndz)=Ceyx_xn(2:pml_nc,:,2:ndz).*Eyx_pml_xn(2:pml_nc,:,2:ndz)+...

Ceyxh_xn(2:pml_nc,:,2:ndz).*(Hzx_pml_xn(2:pml_nc,:,2:ndz)-...

Hzx_pml_xn(1:pml_nc-1,:,2:ndz)+Hzy_pml_xn(2:pml_nc,:,2:ndz)-...

Hzy_pml_xn(1:pml_nc-1,:,2:ndz));

Ey_pml_xn(2:pml_nc,:,2:ndz)=Eyz_pml_xn(2:pml_nc,:,2:ndz)+Eyx_pml_xn(2:pml_nc,:,2:ndz);

Ezy_pml_xn(2:pml_nc,2:ndy,:)=Cezy_xn(2:pml_nc,2:ndy,:).*Ezy_pml_xn(2:pml_nc,2:ndy,:)+...

Cezyh_xn(2:pml_nc,2:ndy,:).*(Hxy_pml_xn(2:pml_nc,2:ndy,:)-...

Hxy_pml_xn(2:pml_nc,1:ndy-1,:)+Hxz_pml_xn(2:pml_nc,2:ndy,:)-...

Hxz_pml_xn(2:pml_nc,1:ndy-1,:));

Ezx_pml_xn(2:pml_nc,2:ndy,:)=Cezx_xn(2:pml_nc,2:ndy,:).*Ezx_pml_xn(2:pml_nc,2:ndy,:)+...

Cezxh_xn(2:pml_nc,2:ndy,:).*(Hyz_pml_xn(2:pml_nc,2:ndy,:)-...

Hyz_pml_xn(1:pml_nc-1,2:ndy,:)+Hyx_pml_xn(2:pml_nc,2:ndy,:)-...

Hyx_pml_xn(1:pml_nc-1,2:ndy,:));

Ez_pml_xn(2:pml_nc,2:ndy,:)=Ezy_pml_xn(2:pml_nc,2:ndy,:)+...

Ezx_pml_xn(2:pml_nc,2:ndy,:);

%Ecuación de unión de las fronteras vacı́o-PML - xn

Eyz_pml_xn(pml_nc+1,:,2:ndz)=Ceyz_xn(pml_nc+1,:,2:ndz).*Eyz_pml_xn(pml_nc+1,:,2:ndz)+...

Ceyzh_xn(pml_nc+1,:,2:ndz).*(Hxy_pml_xn(pml_nc+1,:,2:ndz)-...

Hxy_pml_xn(pml_nc+1,:,1:ndz-1)+Hxz_pml_xn(pml_nc+1,:,2:ndz)-...

Hxz_pml_xn(pml_nc+1,:,1:ndz-1));

Eyx_pml_xn(pml_nc+1,:,2:ndz)=Ceyx_xn(pml_nc+1,:,2:ndz).*Eyx_pml_xn(pml_nc+1,:,2:ndz)+...

Ceyxh_xn(pml_nc+1,:,2:ndz).*(Hz(1,:,2:ndz)-Hzx_pml_xn(pml_nc,:,2:ndz)-...

Hzy_pml_xn(pml_nc,:,2:ndz));

Ey_pml_xn(pml_nc+1,:,2:ndz)=Eyz_pml_xn(pml_nc+1,:,2:ndz)+...

Eyx_pml_xn(pml_nc+1,:,2:ndz);

Ey(1,:,2:ndz) = Ey_pml_xn(pml_nc+1,:,2:ndz);

Ezy_pml_xn(pml_nc+1,2:ndy,:)=Cezy_xn(pml_nc+1,2:ndy,:).*Ezy_pml_xn(pml_nc+1,2:ndy,:)+...

Cezyh_xn(pml_nc+1,2:ndy,:).*(Hxy_pml_xn(pml_nc+1,2:ndy,:)-...

Hxy_pml_xn(pml_nc+1,1:ndy-1,:)+Hxz_pml_xn(pml_nc+1,2:ndy,:)-...

Hxz_pml_xn(pml_nc+1,1:ndy-1,:));

Ezx_pml_xn(pml_nc+1,2:ndy,:)=Cezx_xn(pml_nc+1,2:ndy,:).*Ezx_pml_xn(pml_nc+1,2:ndy,:)+...

Cezxh_xn(pml_nc+1,2:ndy,:).*( Hy(1,2:ndy,:)-Hyz_pml_xn(pml_nc,2:ndy,:)-...

Hyx_pml_xn(pml_nc,2:ndy,:));

Ez_pml_xn(pml_nc+1,2:ndy,:)=Ezy_pml_xn(pml_nc+1,2:ndy,:)+...

Ezx_pml_xn(pml_nc+1,2:ndy,:);

Ez(1,2:ndy,:) = Ez_pml_xn(pml_nc+1,2:ndy,:)
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A.5. Ejemplo 7

A.5.1. Rutina principal: fdtdUN.m

clear all

clc

%***********************************************************

%Ejemplo7

%Validación de la fuente de tensión

%***********************************************************

%Definición del espacio

ndx = 25;

ndy = 25;

ndz = 25;

dx = 1./ndx;

dy = dx;

dz = dx;

%Parámetros del vacı́o

e0 = 8.85 .* 1e-12;

mu0 = 4 * pi .* 1e-7;

c = sqrt(1 ./ (e0 * mu0));

%Definición del tiempo

FC = 0.9;

dt = FC .* 1 ./ ( c .* sqrt( 1./dx.^2 + 1./dy.^2 + 1./dz.^2 ) );

ndt = 500;

t = 0:dt:(ndt-1).*dt;

%Definición de matrices de campo

Inicializacion_matrices;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%Espacio Libre

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

eps_r(1) = 1;

mu_r(1) = 1;

sigma_e(1) = 0;

sigma_m(1) = 0;

mt(1) = 1;

color_m(1,:) = [ 1 1 1 ];

%Asignación de materiales

Asignacion_materiales;

%Cálculo de las constantes de campos

Calculo_constantes;



90 ANEXO A. CÓDIGOS DE LAS RUTINAS FDTDUN

%Fuentes

Fuente;

%Punto de observación

ox = 11; oy=4; oz=10;

%Actualización de campos

for nn = 1 : ndt,

%Vacı́o

Actualizacion_campos_vacio;

Ez(fx,fy,fz) = -2.*dt./(2.*e0+dt.*sigma_e_z(fx,fy,fz)).*fuente(nn);

%Frontera Liao

Actualizacion_campos_FLiao;

% Results for plotting.

EX(:,nn)= Ex(ox,oy,oz);

EY(:,nn)= Ey(ox,oy,oz);

EZ(:,nn)= Ez(ox,oy,oz);

HX(:,nn)= Hx(ox,oy,oz);

HY(:,nn)= Hy(ox,oy,oz);

HZ(:,nn)= Hz(ox,oy,oz);

end

%Resultados

plot(EZ,’k’,’LineWidth’,2)

xlabel(’Delta t’,’Fontsize’,12)

ylabel(’Ez [V/m]’,’Fontsize’,12)

grid on

hold on

A.5.2. Fuente

%Ubicación de la fuente

fx = 13;

fy = 13;

fz = 13;

%Parámetros de fuente

f = 300e6; %Frecuencia [Hz]

pw = 2.7e-9; %Ancho de pulso

tao = (pw ./ 2) ./ (log(sqrt(1 ./ 0.3))); %Tao

t0 = 10e-9; %Offset

Rs = 50;
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%Constantes fuente

C_eze(fx,fy,fz)=(2.*eps_r_z(fx,fy,fz).*e0.*dx.*dy.*Rs-sigma_e_z(fx,fy,fz).*...

dx.*dy.*dt.*Rs-dz.*dt)./(2.*eps_r_z(fx,fy,fz).*e0.*dx.*dy.*Rs+...

sigma_e_z(fx,fy,fz).*dx.*dy.*dt.*Rs+dz.*dt);

C_ezhy(fx,fy,fz)=(2.*dx.*dy.*dt.*Rs)./((2.*eps_r_z(fx,fy,fz).*e0.*dx.*...

dy.*Rs+sigma_e_z(fx,fy,fz).*dx.*dy.*dt.*Rs+dz.*dt).*dx);

C_ezhx(fx,fy,fz)=-(2.*dx.*dy.*dt.*Rs)./((2.*eps_r_z(fx,fy,fz).*e0.*dx.*...

dy.*Rs+sigma_e_z(fx,fy,fz).*dx.*dy.*dt.*Rs+dz.*dt).*dy);

C_ezv(fx,fy,fz)=-(2.*dt)./(2.*eps_r_z(fx,fy,fz).*e0.*dx.*...

dy.*Rs+sigma_e_z(fx,fy,fz).*dx.*dy.*dt.*Rs+dz.*dt);

%Fuente coseno modulada

fuente = cos(2.*pi.*f.*(t)) .* (exp(-((t-t0)./tao).^2));

A.6. Ejemplo 10

clear all

clc

%Definición del espacio

x = 2;

y = 6;

z = 2;

dx = 0.05; %Tama~no de paso en el eje x

dy = dx; %Tama~no de paso en el eje y

dz = dx;

ndx = x ./ dx; %Total de pasos en el eje x

ndy = y ./ dy; %Total de pasos en el eje y

ndz = z ./ dz; %Total de pasos en el eje z

%Ubicación de la fuente

C_ft = [1 1 0.1]; %Ubicación fuente

ft = C_ft ./ dx + [1 1 1];

%Ubicación de los conductores

Ch_ini = [1 1 0.6]; %Inicio conductor horizontal

Ch_fin = [1 5 0.6]; %Final conductor horizontal

Cv_ini = [1 1 0.15]; %Inicio conductor vertical

Cv_fin = [1 1 0.6]; %0.65 %Final conductor vertical

H_ini = round(Ch_ini ./ dx + [1 1 1]);
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H_fin = round(Ch_fin ./ dx + [1 1 1]);

V_ini = round(Cv_ini ./ dx + [1 1 1]);

V_fin = round(Cv_fin ./ dx + [1 1 0]);

R = 1.5e-2; %Radio conductor horizontal [m]

R0 = 0.2298 .* dx;

r = 10e-3; %Radio conductor vertical [m]

rho = 1.69e-8; %Resistividad del cobre

%Parámetros del espacio

e0 = 8.85 .* 1e-12; %Permitividad en el vacı́o

mu0 = 4 * pi .* 1e-7; %Permeabilidad del vacı́o

c = sqrt(1 ./ (e0 * mu0)); %Velocidad de la luz

%Definición del tiempo

FC = 0.99;

dt = FC .* 1 ./ ( c .* sqrt( 1./dx.^2 + 1./dy.^2 + 1./dz.^2 ) );

tmax = 40e-9;

ndt = ceil(tmax ./ dt); %Número de paso de tiempo máximo

t = 0:dt:(ndt-1).*dt;

%Definición de matrices de campo

Inicializacion_matrices;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%Espacio Libre

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

eps_r(1) = 1;

mu_r(1) = 1;

sigma_e(1) = 0;

sigma_m(1) = 0;

mt(1) = 1;

color_m(1,:) = [ 1 1 1 ];

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%Suelo PEC

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

eps_r(2) = 1;

mu_r(2) = 1;

sigma_e(2) = 1e9;

sigma_m(2) = 0;

mt(2) = 2;

color_m(1,:) = [ 0 0 0 ];

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%Conductor A - C

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

m_R = 1.47 ./ (log(dy ./ R)); % Factor de corrección

eps_r(3) = m_R .* eps_r(1); % Permitividad modificada
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mu_r(3) = mu_r(1) ./ m_R; % Permeabilidad modificada

sigma_e(3) = 1 ./ rho;

sigma_m(3) = 0;

mt(3) = 3;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%Conductor B

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

m_r = 1.47 ./ (log(dz ./ r)); % Factor de corrección

eps_r(4) = m_r .* eps_r(1); % Permitividad modificada

mu_r(4) = mu_r(1) ./ m_r; % Permeabilidad modificada

sigma_e(4) = 1 ./ rho;

sigma_m(4) = 0;

mt(4) = 4;

%Asignación de materiales

Asignacion_materiales;

%Cálculo de las constantes de campos

Calculo_constantes;

%Fuentes

Fuente;

%Punto de observación

O = [10 4 10];

%Actualización de campos

for nn = 1 : length(t),

%Vacı́o

Actualizacion_campos_vacio;

Ez_fuente=C_eze(ft(1),ft(2),ft(3)).*Ez(ft(1),ft(2),ft(3))+...

C_ezhy(ft(1),ft(2),ft(3)).*(Hy(ft(1),ft(2),ft(3))-...

Hy(ft(1)-1,ft(2),ft(3)))+C_ezhx(ft(1),ft(2),ft(3)).*...

(Hx(ft(1),ft(2),ft(3))-Hx(ft(1),ft(2)-1,ft(3)));

% Fuente de voltaje

Ez(ft(1),ft(2),ft(3)) = Ez_fuente + C_ezv(ft(1),ft(2),ft(3)) .* fuente(nn);

% Campos eléctricos forzados a cero, para la representación del conductor

Ez(V_ini(1),V_ini(2),V_ini(3):V_fin(3)) = 0;

for ii=1:length(C_ey), Ey(C_ey(ii,1),C_ey(ii,2),C_ey(ii,3)) = 0;, end

% for ii=1:length(C_ex), Ex(C_ex(ii,1),C_ex(ii,2),C_ex(ii,3)) = 0;, end

%Frontera Liao

Actualizacion_campos_FLiao;
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% Current calculation at the source location.

I_f(nn)=(-Hx(ft(1),ft(2),ft(3)+1)+Hy(ft(1),ft(2),ft(3)+1)+...

Hx(ft(1),ft(2)-1,ft(3)+1)-Hy(ft(1)-1,ft(2),ft(3)+1)).*dx;

%Electric field at the source location and at the end.

EZ1(:,nn)= Ez(ft(1),ft(2),ft(3));

EZ2(:,nn)= Ez(H_fin(1),H_fin(2),ft(3):V_fin(3));

end

% Tensión calculada al inicio y final de la lı́nea

V1 = -dz .* EZ1;

V2 = -dz .* sum(EZ2,1);

figure(2)

plot(t,V1,’k’,’LineWidth’,2)

xlabel(’Tiempo [s]’)

ylabel(’Tensión [V]’)

hold on

plot(t,V2,’--.k’,’LineWidth’,2)

figure(3)

plot(t,I_f,’k’,’LineWidth’,2)

xlabel(’Tiempo [s]’)

ylabel(’Corriente [A]’)

hold on

A.6.1. Asignación de materiales

tpm(:,:,2) = mt(2); %Pared PEC

for ii = 1:4, % número de materiales diferentes en la región

t_eps_r(ii) = eps_r(ii);

t_mu_r(ii) = mu_r(ii);

t_sigma_e(ii) = sigma_e(ii);

t_sigma_m(ii) = sigma_m(ii);

end

eps_r_x(1:ndx,2:ndy,2:ndz) = t_eps_r(m_space(1:ndx,2:ndy,2:ndz));

eps_r_y(2:ndx,1:ndy,2:ndz) = t_eps_r(m_space(2:ndx,1:ndy,2:ndz));

eps_r_z(2:ndx,2:ndy,1:ndz) = t_eps_r(m_space(2:ndx,2:ndy,1:ndz));

sigma_e_x(1:ndx,2:ndy,2:ndz)=0.25.*(t_sigma_e(m_space(1:ndx,2:ndy,2:ndz))+...

t_sigma_e(m_space(1:ndx,1:ndy-1,2:ndz))+t_sigma_e(m_space(1:ndx,2:ndy,1:ndz-1))+...

t_sigma_e(m_space(1:ndx,1:ndy-1,1:ndz-1)));

sigma_e_y(2:ndx,1:ndy,2:ndz)=0.25.*(t_sigma_e(m_space(2:ndx,1:ndy,2:ndz))+...

t_sigma_e(m_space(1:ndx-1,1:ndy,2:ndz))+t_sigma_e(m_space(2:ndx,1:ndy,1:ndz-1))+...

t_sigma_e(m_space(1:ndx-1,1:ndy,1:ndz-1)));

sigma_e_z(2:ndx,2:ndy,1:ndz)=0.25.*(t_sigma_e(m_space(2:ndx,2:ndy,1:ndz))+...
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t_sigma_e(m_space(1:ndx-1,2:ndy,1:ndz))+t_sigma_e(m_space(2:ndx,1:ndy-1,1:ndz))+...

t_sigma_e(m_space(1:ndx-1,1:ndy-1,1:ndz)));

% Conductor vertical.

if (r > R0)

eps_r_z(V_ini(1)+1,V_ini(2),V_ini(3):V_fin(3)) = eps_r(4);

eps_r_z(V_ini(1)-1,V_ini(2),V_ini(3):V_fin(3)) = eps_r(4);

eps_r_z(V_ini(1),V_ini(2)+1,V_ini(3):V_fin(3)) = eps_r(4);

eps_r_z(V_ini(1),V_ini(2)-1,V_ini(3):V_fin(3)) = eps_r(4);

else

mu_r_z(V_ini(1),V_ini(2),V_ini(3):V_fin(3)) = mu_r(4);

mu_r_z(V_ini(1)-1,V_ini(2),V_ini(3):V_fin(3)) = mu_r(4);

mu_r_z(V_ini(1)-1,V_ini(2)-1,V_ini(3):V_fin(3)) = mu_r(4);

mu_r_z(V_ini(1),V_ini(2)-1,V_ini(3):V_fin(3)) = mu_r(4);

end

eps_r_x(V_ini(1),V_ini(2),V_ini(3):V_fin(3)) = eps_r(4);

eps_r_y(V_ini(1),V_ini(2),V_ini(3):V_fin(3)) = eps_r(4);

eps_r_x(V_ini(1)-1,V_ini(2),V_ini(3):V_fin(3)) = eps_r(4);

eps_r_y(V_ini(1),V_ini(2)-1,V_ini(3):V_fin(3)) = eps_r(4);

mu_r_x(V_ini(1),V_ini(2),V_ini(3):V_fin(3)) = mu_r(4);

mu_r_y(V_ini(1),V_ini(2),V_ini(3):V_fin(3)) = mu_r(4);

mu_r_x(V_ini(1),V_ini(2)-1,V_ini(3):V_fin(3)) = mu_r(4);

mu_r_y(V_ini(1)-1,V_ini(2),V_ini(3):V_fin(3)) = mu_r(4);

%Ajuste del conductor a la cuadrı́cula

m = (Ch_fin(2)-Ch_ini(2)) ./ (Ch_fin(1)-Ch_ini(1));

b = Ch_ini(2) - m .* Ch_ini(1);

A = -m;

C = -b;

B = 1;

DIR = [Ch_fin(1)-Ch_ini(1), Ch_fin(2)-Ch_ini(2)];

DIR = DIR ./ abs(DIR);

CP = Ch_ini;

CP_int(1,:) = H_ini;

ii = 2;

kk = 1;

jj = 1;

while isequal(CP_int(ii-1,:),H_fin) == 0

CP1 = CP + [DIR(1).*dx 0 0];

CP2 = CP + [0 DIR(2).*dx 0];

d1 = abs(A.*CP1(1) + B.*(CP1(2)) + C) ./ sqrt(A^2 + B^2);

d2 = abs(A.*CP2(1) + B.*(CP2(2)) + C) ./ sqrt(A^2 + B^2);
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if d1<d2

C_ex(kk,:) = CP_int(ii-1,:);

CP = CP1;

CP_int(ii,:) = CP_int(ii-1,:) + [DIR(1) 0 0];

eps_r_y(CP_int(ii-1,1),CP_int(ii-1,2),CP_int(ii-1,3)) = eps_r(3);

eps_r_y(CP_int(ii-1,1),CP_int(ii-1,2)-1,CP_int(ii-1,3)) = eps_r(3);

eps_r_z(CP_int(ii-1,1),CP_int(ii-1,2),CP_int(ii-1,3)) = eps_r(3);

eps_r_z(CP_int(ii-1,1),CP_int(ii-1,2),CP_int(ii-1,3)-1) = eps_r(3);

mu_r_y(CP_int(ii-1,1),CP_int(ii-1,2),CP_int(ii-1,3)) = mu_r(3);

mu_r_y(CP_int(ii-1,1),CP_int(ii-1,2),CP_int(ii-1,3)-1) = mu_r(3);

mu_r_z(CP_int(ii-1,1),CP_int(ii-1,2),CP_int(ii-1,3)) = mu_r(3);

mu_r_z(CP_int(ii-1,1),CP_int(ii-1,2)-1,CP_int(ii-1,3)) = mu_r(3);

if(R > R0)

eps_r_x(CP_int(ii-1,1),CP_int(ii-1,2)+1,CP_int(ii-1,3)) = eps_r(3);

eps_r_x(CP_int(ii-1,1),CP_int(ii-1,2)-1,CP_int(ii-1,3)) = eps_r(3);

eps_r_x(CP_int(ii-1,1),CP_int(ii-1,2),CP_int(ii-1,3)+1) = eps_r(3);

eps_r_x(CP_int(ii-1,1),CP_int(ii-1,2),CP_int(ii-1,3)-1) = eps_r(3);

else

mu_r_x(CP_int(ii-1,1),CP_int(ii-1,2),CP_int(ii-1,3)) = mu_r(3);

mu_r_x(CP_int(ii-1,1),CP_int(ii-1,2)-1,CP_int(ii-1,3)) = mu_r(3);

mu_r_x(CP_int(ii-1,1),CP_int(ii-1,2)-1,CP_int(ii-1,3)-1) = mu_r(3);

mu_r_x(CP_int(ii-1,1),CP_int(ii-1,2),CP_int(ii-1,3)-1) = mu_r(3);

end

kk = kk + 1;

else

C_ey(jj,:) = CP_int(ii-1,:);

CP = CP2;

CP_int(ii,:) = CP_int(ii-1,:) + [0 DIR(2) 0];

eps_r_x(CP_int(ii-1,1),CP_int(ii-1,2),CP_int(ii-1,3)) = eps_r(3);

eps_r_x(CP_int(ii-1,1)-1,CP_int(ii-1,2),CP_int(ii-1,3)) = eps_r(3);

eps_r_z(CP_int(ii-1,1),CP_int(ii-1,2),CP_int(ii-1,3)) = eps_r(3);

eps_r_z(CP_int(ii-1,1),CP_int(ii-1,2),CP_int(ii-1,3)-1) = eps_r(3);

mu_r_x(CP_int(ii-1,1),CP_int(ii-1,2),CP_int(ii-1,3)) = mu_r(3);

mu_r_x(CP_int(ii-1,1),CP_int(ii-1,2),CP_int(ii-1,3)-1) = mu_r(3);

mu_r_z(CP_int(ii-1,1),CP_int(ii-1,2),CP_int(ii-1,3)) = mu_r(3);

mu_r_z(CP_int(ii-1,1)-1,CP_int(ii-1,2),CP_int(ii-1,3)) = mu_r(3);

if(R > R0)

eps_r_y(CP_int(ii-1,1)+1,CP_int(ii-1,2),CP_int(ii-1,3)) = eps_r(3);

eps_r_y(CP_int(ii-1,1)-1,CP_int(ii-1,2),CP_int(ii-1,3)) = eps_r(3);

eps_r_y(CP_int(ii-1,1),CP_int(ii-1,2),CP_int(ii-1,3)+1) = eps_r(3);

eps_r_y(CP_int(ii-1,1),CP_int(ii-1,2),CP_int(ii-1,3)-1) = eps_r(3);

else

mu_r_y(CP_int(ii-1,1),CP_int(ii-1,2),CP_int(ii-1,3)) = mu_r(3);
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mu_r_y(CP_int(ii-1,1)-1,CP_int(ii-1,2),CP_int(ii-1,3)) = mu_r(3);

mu_r_y(CP_int(ii-1,1)-1,CP_int(ii-1,2),CP_int(ii-1,3)-1) = mu_r(3);

mu_r_y(CP_int(ii-1,1),CP_int(ii-1,2),CP_int(ii-1,3)-1) = mu_r(3);

end

jj = jj + 1;

end

ii = ii + 1;

end

A.6.2. Fuente

%Parámetros de fuente

Rs =50;

% Constantes fuente

C_eze(ft(1),ft(2),ft(3))=(2 .* eps_r_z(ft(1),ft(2),ft(3)).*e0.*dx.*dy.*Rs-...

sigma_e_z(ft(1),ft(2),ft(3)).*dx.*dy.*dt.*Rs-dz.*dt)./(2.*...

eps_r_z(ft(1),ft(2),ft(3)).*e0.*dx.*dy.*Rs+sigma_e_z(ft(1),ft(2),ft(3)).*...

dx.*dy.*dt.*Rs+dz.*dt);

C_ezhy(ft(1),ft(2),ft(3))=(2.*dx.*dy.*dt.*Rs)./((2.*eps_r_z(ft(1),ft(2),ft(3)).*...

e0.*dx.*dy.*Rs+sigma_e_z(ft(1),ft(2),ft(3)).*dx.*dy.*dt.*Rs+dz.*dt).*dx);

C_ezhx(ft(1),ft(2),ft(3))=-(2.*dx.*dy.*dt.*Rs)./((2.*eps_r_z(ft(1),ft(2),ft(3)).*...

e0.*dx.*dy.*Rs+sigma_e_z(ft(1),ft(2),ft(3)).*dx.*dy.*dt.*Rs+dz.*dt).*dy);

C_ezv(ft(1),ft(2),ft(3))=-(2.*dt)./(2.*eps_r_z(ft(1),ft(2),ft(3)).*e0.*dx.*...

dy.*Rs+sigma_e_z(ft(1),ft(2),ft(3)).*dx.*dy.*dt.*Rs+dz.*dt);

% Parámetros de Fuente - Pulso Gaussiano diferencial

Amp = 60; %Amplitud

tf = 10e-9; %Tiempo de frente

tini = 1e-9; %Tiempo de inicio

b = Amp - Amp .* (tf+tini) ./ tf;

% parámetros de la forma de onda

for ii = 1:length(t),

if t(ii) <= tini

fuente(ii) = 0;

elseif t(ii) > tini & t(ii) <= tf+tini

fuente(ii) = Amp/tf.*t(ii) + b;

else

fuente(ii) = Amp;

end

end
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