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INFERENCIA EN REGRESION NO LINEAL

SERGIO YANEZ CaANAL

UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA

SECCIONAL MEDELLIN

RESUMEN
Bajo el supuesto de errores i.1.d. N(O,0c2)los
estimadores minimo—cuadraticos de regresion lineal son
los mejores estimadores lineales insesgados. Bajo

idénticos supuestos estos resultados son ciertos en

regresién no lineal, pero asintéticamente. Ahora bien,en

muestras pequefas,que es el caso coman en la practica,
ninguna de dichas propiedades se cumple. Se presenta en
este trabajo el porcentaje de sesgo de las estimaciones
como medida de validez de las inferencias asintdticas. Se
ilustra el método con un modelo de demanda residencial de

energia eléctrica para Medellin.

Medellin, abril 1990



1. INTRODUCCION

Sea, y= XB + € (1:1)
un modelo de regresiéon lineal donde los %y ,i=l,...,n son

independientes e idénticamente distribuidos.(i.i.d)

N(O,02). Bajo estas condiciones se sabe que los
estimadores minimo—cuadraticos {(M.C.) de los parametros
s0on los mejores estimadores lineales insesgados,

normalmente distribuidos y de minima varianza, cualquiera
sea el tamafio muestral "n".
Asi se tienen los siguientes resultados:

B = (X'X)—2X'Y (1.2)

Bm ~~ N(B,o=(X X)™%*) (1.3)

donde Bm es el vector de estimadores M.C. de B.
A partir de (1.3) se pueden construir todas las
inferencias usuales sobre los parametros de regresion.
Fara el caso de la prediccién de una nueva observacion Y.
correspondiente a x, ,2sto es

Yo =XaB (1.4)
se sabe que

g2(Ya) = 0% (1 + %' (X' X)"*%,) R
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y de aqui se puede construir un intervalo de confianza

para la predicciéon utilizando un estadistico "t".

Los resultados anteriores son bien conocidos vy los
detalles se pueden ver en cualquier libro basico de
regresion como Neter et al (1983).

Ahora bien, para modelos no lineales de regresion,los
estimadores M.C. se obtienen iterativamente por medio de
una aproximacion lineal vy como muestran Draper & Smith
(1981) los resultados obtenidos bajo la condicibn de
errores i.i.d. N(O,0?) son analogos al caso lineal pero
de caracter asintotico.

' Seber & Wild (1989) sefialan que el caracter asintotico de

dicha aproximacién obliga a analizar qué pasa en el caso
de muestras peqgueflas, pues se conoce, que inclusive bajo
la condicién de gque los errores sean i.i.d. N(O,0%?),los
estimadores M.C. son sesgados, no se distribuyen
normalmente v no son de minima varianza.

La situacidn de muestras pequeffas es el caso mas
corriente en la préactica, lo cual amerita su estudio,
pues a diferencia de los estimadores M.C. en un modelo
lineal, en el casoc no lineal dichos estimadores tienen
propiedades desconocidas para muestras finitas.

Siguiendo a Ratkowsky (1983) se mostrara en este trabajo
como el sesgo se puede utilizar como una medida del grado

de no linealidad del modelo, para determinar la valide:z




de las inferencias cuya Jjustificacion reposa en los
supuestos de linealidad.

En general, se puede afirmar que el trabajo con modelos
no lineales de regresion procede por analogia con los
modelos lineales, en busca de las propiedades Optimas de
los M.C. en este Gltimo caso. For elloco es importante
cuantificar el grado de no linealidad en muestras
pequefias y determinar hasta que punto se puede tolerar
dicha medida para que no se afecten las inferencias, gque
como ya se menciond dependen exclusivamente de los

supuestos de linealidad.



2. LOS MINIMOS CUADRADOS EN REGRESION NO LINEAL

~

Sea, v = T(x.3B) +%5, (i=1425000ayn) (2.1
donde y, es la variable dependiente, €, es el error
aleatorio con E(5) = 0O,%x, es un vector Nxl de variables
independientes vy B es un vector kKxl de parametros.

Se consideraran modelos de regresion intrinsicamente no
lineales, es decir que no pueden ser transformados en
modelos lineales.

Estos modelos son de gran aplicabilidad en diversos
campos. Como ejemplo se pueden mencionar los modelos de
crecimiento no lineales, ver Draper & Smith (1981), de
importancia en biologia, ecologia, demografia, quimica y
economia entre otros. E1 modelo logistico, en particular,
es un caso de dichos modelos gue ilustra el caracter de
no linealidad intrinseca:

o (2.2)
Y = =
l+exp(B—Tx)
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Otro ejemplo, es el siguiente modelo de demanda de
energia eléctrica en el sector residencial, que se usara
en la seccidn 4 de este trabajo:

B/D D/ (D-B)

T
a = k[ a C Y ] + € (2.3)

Obsérvese que en (2.2) v en (2.3) el niumero de parametros
no coincide con el nuamero de variables independientes Yy
por lo tanto para los modelos no lineales, en general, no
existe una forma matricial equivalente a (Lad)w Los
estimadores M.C. de B, escritos Bm, minimizan la suma de
cuadrados de los errores

2

5(B) = Z [ys-f(x3B)1] (2.4)

a4

pero en el caso no lineal se obtienen por medio de una
aproximacién lineal, que se presenta en (Z2.1). Los
resultados numéricos se obtienen por medio de métodos
interativos, variantes del método de Gauss—Newton.

Los estimadores M.C. en regresiétn no lineal, son
utilizados para hacer inferencias aproximadas aplicando
resul tados asintéticos a muestras finitas. GSe puede
probar que bajo ciertas condiciones (no se exige
normalidad de los errores) son estimadores consistentes vy
asintéticamente normales, ver por ejemplo Judge et al
(1982). 81 se asume normalidad de los errores entonces
los estimadores M.C. son también estimadores ma}ximo-—

verosimiles. hc‘oﬁm-i




2.1 La aproximacion lineal

Se usara la siguiente notacion f(B) = F(x3B), (2.9)
F(B) = (fu(B)sT2(B)yeaweasTal(B))’ (2.6)
EF(B) Efa(B)
F{B)smr—rmre - PRI ey (2.7)
EB° LRy
nxk

donde B* es el verdadero valor de B v Bm 25 el estimativo
minimo cuadratico.

La idea es aproximar T.(B) por el término lineal de la
expansion en series de Taylor, que es la mejor

aproximacion lineal

5 f 4 (B)

fi(B) = fi(B*) + él £GB (Bs — Bax) (2.9)

(W) = T(P*) * F(E ~ §) (2.10)
sustituyendo el lado derecho en Y = f(B) + €,tenemos

Y = T(§") + FiR = §*) + = {2:1%)

Y —F(8*) + Fp* = FR + & (2.12)

Y* = FB + € (2.13)

]

donde Y* ¥ = FlRE) = Fp*

Malinvaud (1970) llama a (2.13) el seudo—modelo lineal,
que es el analogo de (1.1) en regresion lineal y asi se
obtiene

Bm = (F'F)'F°Y* (2.14)

exdpresion analoga a (1.2)



£l valor de Bm suficientemente cercano a pB* se ocbtiene
por métodos interativos a partir de (2.11) minimizando la
suma de cuadrados (2.4).Una completa descripcion de los
distintos métodos computacionales para M.C. no llneales,.jf"
asi como uwna discusitn sobre los valores iniciales se
puede encontrar en Seber & Wild (1989). {
F se puede remplazar por Fm, para estimar.

Es claro de esta aproximacion, que existe una
discrepancia entre Bm v B*, de la cual podemos obtener el
sesgo de los estimativos de los parametros en el metodo
M.C. en regresion no lineal. En la seccidon 3 se examinara

dicho sesgo.

2.2 Inferencia asintoti

Dado que los €; sean i.i.d.N((O,c0?) en (2.1) se puede

probar para n grande

By ~~ Nu(B , o®*(F'F)-%) (2:18)
resultado andlogo a (1.3) vy a partir del cual se pueden
construir todas las inferencias usuales sobre los

parametros de regresién. F se estima por Fm y o? por s? =
S(Bm)/(n—k).
El resultado (2.15) es de caracter asintotico y su

aplicaciétn para muestras pequefias depende del grado de no




linealidad del modelo que se medir4a con base en el sesqo
de los parametros en la seccion 3.

El resultado (2.15) se puede encontrar en cualquier libro
basico de regresiétn como Neter et al (1983). Para el caso
de la prediccién de una nueva observacion Ya
correspondiente a M., Seber & Wild (1989) partiendo de la

expansion en series de Taylor.

f(XaiBm) =T (XeiB) + T (Bm — B) (2.16)
f(XayBm)—T(%aiB)=fa’ (Bm— B) (2.17)
donde fo' s el vector 1xK de primeras derivadas de

f(Xe3B) con respecto a cada uno de los elementos de B8,
prueba que
02(Ya) = 02( 1 + fa'(F'F)"'f,) (2.18)

resul tado andlogo a (1.5) vy del cual se puede construir
un intervalo de confianza para la prediccion uwtilizando
un estadistico "t".

Asi, también, estos resultados son ciertos solo
asintoticamente vy su validez en muestras pequefias

dependera del grado de no—linealidad del modelo.




3. EL SESGO EN REGRESION NO LINEAL

Box (1971) partiendo de uwuna expansion del modelo en
geries de Taylor hasta el término de segundo orden,

encontréd la siguiente formula para el sesgo de Bm

o 2
sesgo(Bm)=E(Bm—B*)=— ——(Ef;ﬁ’}_*zfdﬁ[}ﬁtﬁu')” H% (3.1
> (™} L -3 [
donde f.(=f.) es el vector kxl de primeras derivadas de

f(Xe3B) v He s 1la matriz kxk de segundas derivadas con
respecto a cada uno de los elementos de B, evaluados en
X.y, donde t=1,2,...n. En la practica s? y Bm son usados en
lugar de o2 v B.

FPara la prediccion ¥u n Box (1971) derivd una formula
para

el sesgo de Y., , a partir del sesgo (Bm)

ses90(Ya )=E(Ye—T(XajB) )=T. sesgo(Bm)+4t . [HCov(Bm)] (3.2)
donde Cov(Bm)=82(Fm'Fn)™* es la matriz de varianza-
covarianza de Bm asintéotica dada por (2.153) y gue es

calculada por la mayoria de los algoritmos cuasi-Newton



uwtilizados para encontrar 1los estimadores M.C. en
regresion no lineal.

Ratkowsky (1983), muestra por medio de estudios de
simulaciéon que el porcentaje de sesgo

sesgo(@Fuwm) (100)
7Z28angl{Bum) ™ —mrree e ———— (3.3

2s una cantidad Gatil en la medida en que un valor
absoluto en exceso del 14, es una buena regla practica
para determinar el grado de no linealidad del modelo. En
otras palabras si el porcentaje de sesgo en valor
absoluto es mavor que 1%, las inferencias asintoticas de
la seccitn 3 no son validas. Ratkowsky (1983), muestra

también que en el caso de la proyeccion

sesgo(Y,) (100)

ARRGETY,) W messsscoe s (3.4)

Ya
se puede utilizar en el mismo sentido (3.3) para decidir
s8i las inferencias asintoticas de 1la seccion 3 son
validas. Obsérvese el término de la derecha en (3.2), el

primer sumando comparado con (2.17) muestra que esta es
la contribuciéon del sesqgo(Bm) al sesqgo(Ye) v €l segundo
sumando sera la contribucidn debida a la aproximacion

lineal (2.17).

10
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4. APLICACION

El modelo gue se usaréa es tomado de: Vélez, C.E., Botero,
J. v Yafiez, S., (1987). La demanda residencial de Energia
Eléctrica en dos ciudades colombianas: un modelo
econdmico. Memorias 7° Encuentro Latinoamericano de la
Econometric Society. 8Sao Paulo, Brasil. Articulo basado

en el segundo capituleo del reporte de investigacion

Botero et al (1986) financiado por Interconexion
Eléctrica 8.A. =-1I8BA~ vy realizado por el Centro de
Investigaciones Econémicas -—-CIE-de la Universidad de

Antioquia.

El modelo para el caso de Medellin es el siguiente:

B/De 7| De/(De—B)

Q Ye + Eg (4.1)

i
o
o
0

3 )

donde t = 1970, 1971,...1983; n = 14 datos; (.= consumo
del subscriptor medio,Cs= representa el intercepto de la
funcién de oferta cuando el precio es uno ;i

Die=elasticidad de la oferta respecto al preciosj; Ye =
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ingreso per capitaj k = parametro constante; « =
parametro que representa el efecto de las

preferencias y necesidades de los subscriptores
sobre la demanday 8 = parametro que representa la

elasticidad de la demanda con respecto al precio; T =

parametro que representa la elasticidad de la demanda
con respecto del ingresoy E¢= término de error del
modelo.

El modelo se ajustdé utilizando el modulo NONLIN del
paquete estadistico 8SYSTAT que utiliza algoritmos cuasi-
Newton para encontrar los estimadores M.C., al respecto
ver Wilkinson (1988).

El ajuste fue satisfactorio razonando por analogia al
caso lineal. Con base en los resultados de consumo de
energia eléctrica en el sector residencial para Medellin
de 1984 vy 1985 que ya se conocian, se observaba el buen
comportamiento del modelo respecto a predicciones. La
interpretaciétn de los parametros desde el punto de vista
econtmico concluia que los estimativos eran perfectamente
aceptables. Asi utilizando criterios estadisticos vy
econtmicos se concluyéd que el modelo estaba bien
especificado. El modelo se utilizd para hacer inferencias
basadas en la interpretaciédn de los estimativos de los
parametros y para proyectar demanda de energia eléctrica

por subscriptor medio desde 1984 hasta el Z003.





