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INTRODUCCION

Una de las dreas de la matemética de mayor desarrollo durante los 1ltimos anos ha
sido el An4lisis no Lineal. Los trabajos de Ljusternik y Schnirelman (ver [22]) y
el famoso trabajo de Ambrosetti y Rabinowitz (ver [5]) en el cual se demuestra el
Teorema del Paso de la Montafia han motivado e inspirado la investigacién en esta
4rea y han permitido el desarrollo de las Teorias de Minimax y de Morse.

El objetivo principal de este trabajo es presentar una subérea del Analisis no Lineal,
llamada la Teoria de Puntos Criticos. Esta teoria identifica una clase importante

de problemas no lineales que pueden ser escritos en una forma abstracta como
(1) Dlu] =0,

donde u pertenece a un espacio de Hilbert H adecuado y D = I’ es la derivada de
Fréchet de un cierto funcional I : H — R. Es decir, el Problema (1) se escribe en

la forma
(2) I'(u)=0.

La ventaja de esta nueva formulacién es la de poder hallar las soluciones del Pro-
blema (1) como los puntos criticos del funcional I, que en ciertas circunstancias
pueden ser més faciles de encontrar. Por ejemplo, si el funcional I es diferenciable
y tiene un minimo en u entonces (2) es vélido y por lo tanto u es una solucién diel

Problema (1).



En este trabajo estamos interesados en encontrar puntos criticos de funcionales
I : H — R. Al hablar de puntos criticos es natural pensar en primer lugar en
puntos de minimo (o de méximo) local o global y en segundo lugar en puntos

criticos de tipo “minimax”.

Este trabajo estd dividido en tres capitulos. En el Capitulo 1 presentamos un
resultado bésico de la teoria de minimizacion de funcionales que son coercivos y
débilmente inferiormente semicontinuos y mostramos algunas aplicaciones a, la exis-

tencia de soluciones débiles para ecuaciones diferenciales semilineales.

En el Capitulo 2 estudiamos algunos métodos de minimaz para encontrar puntos
criticos de funcionales. Estos métodos caracterizan los valores criticos de un fun-
cional como un minimax sobre una clase de conjuntos adecuados. El Teorema
del Paso de la Montana es el primer resultado de minimax que estudiaremos. Su
enunciado involucra la condicién de Palais-Smale, la cual aparece repetidamente
en la teoria de puntos criticos y permite construir una cierta “compacidad” sobre
el funcional I. Una herramienta fundamental en los resultados abstractos de tipo
minimax es el llamado Lema de Deformacién, el cual serd presentado en la primera
seccion de ese capitulo. También presentaremos un Teorema de Punto de Silla. Fi-
nalmente utilizaremos el Lema de Deformacion, el Teorema del Paso de la Montafia
y el Teorema de Punto de Silla para presentar algunas aplicaciones a la solucién de

problemas elipticos no lineales.

En el Capitulo 3 estudiaremos una técnica que permite reducir el estudio de los



puntos criticos de un funcional I definido en un espacio de Hilbert H al estudio de
los puntos criticos de un funcional I definido en un subespacio cerrado de H, el cual
es, generalmente, de dimensién finita. Esta técnica, se conoce como el método de
reduccion, y es muy util para demostrar existencia y multiplicidad de soluciones de
problemas de Dirichlet no lineales. El método de reduccién tiene su origen en las
investigaciones de los profesores Lazer, Landesman y Meyers (ver [21]) y Castro y

Lazer (ver [12]).

Como se mencioné anteriormente existe otro método muy importante para estudiar
teoria de puntos criticos, que no presentaremos en este trabajo, este es la Teoria

de Morse. Al lector interesado le sugerimos para su estudio los trabajos de Milnor

([24]), Chang ([14]) y Conley ([16]).

Espero que estas notas sirvan para estimular el interés por el estudio de la teoria
de puntos criticos y de los métodos topolégicos en ecuaciones diferenciales. Al
lector interesado en profundizar estos aspectos le sugerimos consultar los trabajos de
Ambrosetti ([3] y [4]), Brezis y Nirenberg ([7]), Castroy Cossio ([10]), Castro y Lazer
([11] y [12]), Chang ([13] y [14]), Ghoussoub ([20]), Nirenberg ([25]), Rabinowitz

([26], [27], [28], [29], [30], [31], [32] ¥ [33]) y de Willem ([34]).

Quiero agradecer a la Universidad Nacional de Colombia el permitirme la escritura
de estas notas durante mi afio sabdtico. También quiero agradecer al profesor
Alfonso Castro por su motivacién permanente a hacer investigacién en este campo,

su constante colaboracién y su apoyo a lo largo de estos iltimos afios y al profesor



Hugo Aduén por la cuidadosa revision que hizo del trabajo. Finalmente quiero
expresar mi reconocimiento a Débora Tejada y a Pilar Cossio por su paciencia y

estimulo durante la elaboracién de este trabajo.

Julio 2000.

Jorge Cossio



CAPITULO 1

PUNTOS CRITICOS VIA MINIMIZACION

En este capitulo presentaremos una técnica de minimizacién de funcionales definidos
en espacios de Hilbert, la cual permite encontrar puntos criticos de funcionales
que sean coercivos y débilmente inferiormente semicontinuos. En la Seccién 1 pre-
sentaremos los teoremas abstractos fundamentales. En la Seccién 2 demostraremos
tres proposiciones de caracter técnico que permiten verificar, en las aplicaciones a
ecuaciones diferenciales, las hipétesis requeridas en los teoremas fundamentales. Y
en la Seccién 3, utilizando los teoremas abstractos, demostraremos la existencia de
soluciones débiles para problemas elipticos no lineales. Al lector interesado en al-
gunas generalizaciones importantes de esta teoria a la existencia de puntos criticos

con restricciones le sugerimos ver los trabajos de Costa ([18]) y de Costa y Willem

([19)).

1. Teoremas Fundamentales

Nuestro primer teorema es un resultado topoldgico que serd utilizado en la de-

mostracion del teorema central de esta seccion.

Teorema 1.1.1. Sean X un espacio topoldgico compactoy ® : X — R un funcional

semicontinuo inferiormente (i.e. Ya € R,®~1(a,00) es un abierto en X ). Entonces



® estd acotado inferiormente y, ademas, existe ug € X tal que

& (ug) ::ulgg{ & (u).

Demostraciéon. Como

X = OL_jl‘IFl (—n, 00),

®~1(—n, 00) es abierto -por ser ® semicontinua inferiormente- y X es compacto se

sigue que existe ng € N tal que

S
=]

&1 (—n, c0).

S
I
[

Por lo tanto

®(u) > -ng VueX.

Es decir, ® estd acotado inferiormente.
Sea,

c= ulgf{@(u)

Demostraremos a continuacién que existe ug € X tal que ®(ug) = c¢. En efecto,

supongamos, por contradiccién, que ®(u) > ¢ para todo v € X. Entonces
o . 1
X=U3d®  (c+ —,).
n=1 n

Por ser X compacto, existe k¥ € N tal que



Luego
1
D(u) > c+ T Yu € X.
De donde se sigue que

1
= inf ®(u) > —.
o= ) zet

Esta contradicciéon demuestra que existe ug € X tal que ®(ug) = ¢. Lo cual concluye

la prueba del teorema. g

Como una consecuencia del Teorema 1.1.1 demostraremos a continuacién el resul-

tado fundamental de esta seccién.

Teorema 1.1.2. Sea H un espacio de Hilbert. Supongamos que el funcional
® : H — R satisface las siguientes condiciones:

(i) ® es débilmente inferiormente semicontinuo y

(i) ® es coercivo (i.e. ®(u) — 400 cuando ||uf — o).

Entonces ® estd acotado inferiormente y existe ug € H tal que

D(uo) = inf B(u).

Demostracién. De la coercividad de ® se sigue que existe R > 0 tal que

(1.1) ®(u) >P®(0) Yue H con |u| >R.

Como la bola cerrada Bg(0) es compacta en la topologia débil (ver [6], Teorema

[11.16) y la restriccién de @ a la bola cerrada Bg(0) es semicontinua inferiormente



en la topologia débil, se sigue del Teorema 1.1.1 que existe ug € Bg(0) tal que

(12) B(u) = inf _8(u).
u€BR(0)

De (1.1) y (1.2) se deduce que
O(upy) = J‘rglg‘b(u)

Lo cual demuestra el teorema. g

Observamos que si ademas de las hip6tesis del Teorema 1.1.2, el funcional ® : H —
R es diferenciable entonces cualquier punto de minimo ug es un punto critico de @,
ie. ®(ug) =0.

En el Capitulo 2 demostraremos un principio de minimizacién cuando el funcional
no es coercivo (ver Proposicién 2.1.4). En el Capitulo 3 se utilizara el Teorema 1.1.2
para demostrar el método de reduccién (ver Lema 3.1.2).

Veremos a continuacién otra consecuencia del Teorema 1.1.1.

Teorema 1.1.3. Bajo las mismas hipétesis del Teorema 1.1.2, dado un conjunto

cerrado, convexo y no vacio C C H existe ug € C tal que

D () :1%22 O (u).

Demostracién. De la coercividad de ® se sigue que existe R > 0 tal que

&(u) > ®(p) Yue C con |jul| > R,



donde p € C es un punto fijado arbitrariamente. Ahora, el conjunto Br(0) N C es
cerrado, convexo y acotado, por lo tanto es compacto en la topologia débil (ver [6],

Corolario II1.19). La demostracién se concluye como se hizo en el Teorema 1.1.2. g

2. Proposiciones Auxiliares

El objetivo central de esta secciéon es demostrar tres proposiciones de caracter
técnico, que permiten verificar en las aplicaciones a ecuaciones diferenciales algunas
de las hipétesis que son requeridas tanto en los teoremas fundamentales que han
sido presentados en la Seccién 1 como en los teoremas que presentaremos en los
Capitulos 2 y 3.

Inicialmente presentaremos un teorema de sustitucién.

Proposicion 1.2.1. Sea () C R™ un dominio acotado. Supongamos que g es una
funcién que satisface las siguientes condiciones:
() g€ CAXR,R) y

(ii) Existen constantes r,s > 1 y ay,as > 0 tales que
lg(z,t)| < ay +ayt]s VzeQ,teR.

Entonces la funcién u(z) — g(z,u(z)) pertenece a C(L"(Q), L*(Q)).

Demostracién. Sea u € L™({2), usando la hipétesis (ii) se sigue que

/ 9 u()|? dr < / (a1 + a3 fu(2)|5)° da :
(1.3) o 0

< a3 / (1+ lu(z)[") de,



10

donde a3 es una constante. Por lo tanto la funcién g : L™(2) — L*(f2) estd bien
definida.
Para demostrar la continuidad de la funcién g, observamos inicialmente que g es

continua en ¢ si y sélo si la funcién

f(=z,2(z)) == g(, 2(2) + ¢(2)) — g9(z, §(x))

es continua en z = 0. Por lo tanto, sin pérdida de generalidad, podemos asumir que
¢=0yg(z,0)=0.

Sea ¢ > 0. Afirmamos que existe § > 0 tal que

lellr@) <6 = llg(,W)llze) < e

Utilizando la hipétesis (i), la compacidad de € y el hecho de que g(z,0) = 0 se

prueba que dado € > 0 existe 6> 0 tal que
zeQylt] <d=lg(z,t)| <&

Sea u € L"(2) con ||luf|1r(q) < 4, con § un niimero positivo que serd fijado poste-

riormente. Sea
Q; == {z € O; Ju(z)| < 6}

Por lo tanto

(1.4) /Q 0z, u(@)]* dz < (3|0 < (©)°|,
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donde || y [©2] denotan la medida de §2; y de Q2 respectivamente.
Escojamos € > 0 tal que (€)° | < (£)*. Sea Q2 := 1 — Q. Similarmente a como se

hizo en (1.3), se demuestra ficilmente que

(1.5) L 19z, u(2)|* dz < as(|Qs] + 7).

Ademis,
5" 2/ lu|" dz > (8)710].
Q2

Luego

(16) 9l < (g)

Usando (1.5) y (1.6) se tiene

8 1 r
/ﬂz l9(z, u())|* dz < a (1 + (S)T) 5

Escojamos 6 > 0 tal que

1 €\
< oM< (=) .
as (1+ (6)T) < (2)
De (1.4) y las dos ultimas desigualdades se sigue que
luller@) <6 =>lg(, u)llLs) < e

Lo cual demuestra la proposicién. g
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Sea 2 C R™ un dominio acotado con frontera suave. Sea H el espacio de Sobolev
HL(Q), el cual es la completacién del espacio con producto interno consistente de
todas las funciones de clase C'(f,R) que tienen su soporte contenido en  y cuyo

producto interior esta definido por

(u,v) = L Vu(z) - Vu(z) dz.

Al lector interesado en conocer mas a fondo los espacios de Sobolev le sugerimos

las trabajos de Adams ([1]) y de Brézis ([6]).

La siguiente proposicién establece una condicién suficiente para saber cuando un

funcional es débilmente continuo.

Proposicion 1.2.2. Sea (} C R™ un dominio acotado con frontera suave. Supon-

gamos que g satisface las siguientes condiciones:
(i) g€ CUxR,R) y
(ii) Existen constantes a,b >0yl <o < 2 sin>3 (1<a<oosin=1,2)

tales que
lg(z,¢)| < alt|* +b.

Entonces el funcional I : H}(2) — R definido por

I(u) = /Q oz, u(z)) dr,

es débilmente continuo.
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Demostracion. Sea p € R tal que a < p < % Usando el Teorema de Encaje

de Sobolev (ver [6], Teorema 1X.16) tenemos que

H}Q) CLP(Q) Vpe [1, -2L] )

n—2

Como a = L, usando la Proposicién 1.2.1 se sigue que

(%)

g(-u(-) € L& (Q).

Ahora, como

La(Q) c LY(9),

se concluye que el funcional I esta bien definido.
Demostraremos a continuacién que el funcional I es débilmente continuo. Sean (u,,)
una sucesiéon en H}(Q) y u € HY(Q) tales que u,, — u débilmente en H}. Como

H}(92) c LP(Q) con inclusién compacta (ver [6], Teorema IX,16) tenemos que
u, —u en LP(Q).
Usando la Proposicién 1.2.1 se sigue que
g(un) — g(-u) en L%(9).
Como L& (Q) ¢ L1() con inclusién continua se concluye que

g(-,up) — g(-,u) en LI(Q).
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Por lo tanto

I(up) — I(u).
Luego I es un funcional débilmente continuo. g

El siguiente resultado nos proporciona una condicién suficiente que garantiza que
una clase importante de funcionales que aparecen en el estudio de ecuaciones elipticas

semilineales pertenecen a la clase C1(H} (), R).

Proposicion 1.2.3. Sea (! C R™ un dominio acotado con frontera suave. Supon-

gamos que p satisface las siguientes condiciones:
()peCO@xR,R)y

(ii) Existen constantes a;,as > 0 tales que
Ip(z,t)| < a1 +as|t|® Vre,tecR,

dondeO§s<—:‘;j_'—§yn23.

Sea I : Hy(2) — R el funcional definido por

I(u) = /Q (51702 ~ Pz, u)) da,

donde P(z,t) = fotp(a:, s) ds.

Entonces I € C'(Hj(Q),R) y

I'(u)é = / (Vu-Vé — pla,u) ) dz Vo € HA(Q).
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Ademds, si J : Hy(2) — R es el funcional definido por

J(u) = /Q P(z, u(z)) dz

entonces J' es un operador compacto.

Demostracién. Probaremos inicialmente que I e I’ estdn bien definidos. Sea

u € H}. Usando la hipétesis (ii) se sigue que

Pz, u)| < / Ip(z, £)| dt < / (a1 + aglt]*)ds
0 0
|u|s+1

s+1°

< a1|ul + a9

Por el Teorema de Encaje de Sobolev

2n
Lerp 1<p< )
Hq C ( —p_n—2

Como 0 < 5 < 242 se sigue que 1 < s+1 < 22 Luegou € L' y u € L*+1. Por lo

tanto P(z,u) € L}(f) y el funcional I est4 bien definido.

Sean u, v € H}. Utilizando la hipétesis (ii), la desigualdad de Hélder y el Teorema

de Encaje de Sobolev se sigue que

I (o] < | ()] + /Q Ip(r, ) o] dz
< lullio] + / (ax o] + asluul* o))

< lullfoll + arllellza + aalllul*ll_zs, ol 2, < oo. :

Luego I'(u) estd bien definido.
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La prueba de que el funcional I es de clase C*(H},R) se hard con la ayuda de las
dos afirmaciones siguientes.

Afirmacién 1. La funcién Q : H} — R definida por Q(u) := 3 (u,u) es Fréchet
diferenciable, Q'(u)v = (u,v) Vv € Hy y Q' (u) es continuo.

Prueba. Sean u,v € H}.

Qu+v) — Q(u) — {0} | = |3 (u+ v+ ) — 5 () — w,0) | = 5ol

Por lo tanto si v # 0

Qut v) — Q) — (uwv)| _ 1
ol =gl

De esta tltima desigualdad se sigue que @ es Fréchet diferenciable y Q' (u) v = (u,v).

Veamos ahora que Q'(u) es continuo. En efecto, si u,, — u en H} entonces

1@ (un) — Q' (W)l = Jup Q' (un)v — Q' (w)v]

lvlf<1

= sup |(u, —u,v)]|
lv]| <1

< ”un - u”H&'

Por lo tanto Q’(u,) — Q’(u). Lo cual concluye la prueba de la Afirmacién 1. O

Afirmacién 2. El funcional J : H} — R definido por

J(u) :=/§2P(z,u(z))dz

es Fréchet diferenciable,

J(w)¢ = /Q p(o,u(z))$(z)de Vo € H



17

y J'(u) es continuo.

Prueba. Primero demostraremos que J es Fréchet diferenciable. Sean u,¢ € Hj.

Probemos que para todo € > 0 existe § > 0 tal que si ||¢|| < 6 entonces

T(u+ 8) — T () — /Q p(z, )¢ dz| < el

Sea

¥(z) := |P(z, u(z) + ¢()) - P(z, u(z)) — p(z,u(z))d(z)| (€ Q).

Definamos

0, = {z € Q/|u(z)| > B}
Qg := {z € 9/|¢(z)] = 7}

Q3 := {z € Q/|u(z)| < By |¢(2)l| <},

donde 3 y v son nimeros positivos a determinar.

Por el Teorema del Valor Medio
P(z,£ +n) — P(z,&) = p(z,£+60n)n, con 8 €(0,1).

Utilizando la expresién anterior, la hipétesis (ii), la desigualdad de Hoélder y el



18

Teorema de Encaje de Sobolev, tenemos

(1.7)
|P(z,u(z) + ¢(z)) — Pz, u(z))|dr = / Ip(z, u(z) + 04(x))| |¢] dz
Q]_ Ql

< [ @+ as(iul +161)7) 10
< [ wldl+as [ (ul+1gD* 6] do

Q]_ Q1
<l 5 0l any + a2l B[ (10D ],
< ar | ) 2m, + aall? (fullfoss + I8)50s 191 20,
< a1 F + 19117 (Jull + 1611)),

donde a3 y a4 son constantes y o > 1 es tal que

1+ s +n—2_1
o s+1 o2n

Similarmente, tenemos

A Ip(e, u(=))o(a) = < / (a1 + agul*) |9

Q

(1.8) S »/91 ¢ + az /91 lul®| 9|

nt2 1 s

< an|] 5 (6] am, + a2l fullfors ] 2,
nt2 1 s

< as||pll(1u]F + Q|7 [Julf®).

Usando el Teorema de Encaje de Sobolev

lull > as llull2() = as llull2(a,) > a6 82

Luego
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n42
n
=: M-

2y

s lull
[l < (GG,B)

donde M; y My — 0 cuando 8 — oc.

De (1.7) y (1.8) se sigue que

/wwmsmm+mww+wmww

1951

Asumamos é < 1 y escojamos 3 suficientemente grande tal que

€
ar[Ma + My (Jlull® + 1)] < 3.

Por lo tanto

(19) JROLEE ]

951

Utilizando estimativos similares a los anteriores se demuestra que

wmms%ku+mw+wmwm

Q2

<l [ [+ (u)] + 6N F d) bl

m—(a+1) 's-}-_l
< as(1+ [lufl® + [l9]]°) (/Q g+ <%> dﬂﬂ)

+1—m

Sagy o (L4 [lull* +I8]1°) gl

m
1
+ 7

donde a; (z = 3,4,5,6) son constantes y m := ;f—l% > s+ 1.

Como P € C'(Q x R, R), dados é y 3 > 0 existe 5 := 4(¢, 3) tal que

IP(:B7€ + h) - P("”?&) —p(.’l),ﬁ)hl < élhl
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siempre que « € 0, |¢| < By k| < 4.

En particular si 3 = 8 y v < 4 tenemos que

/ U(z)dr < é/ |p(x)| dz < a7 €|}l
3 3

Escojamos € > 0 tal que € < 36— Esto determina 4. Sea v = 4. Luego
a7

m

2 _ _m_
[ e < el + oy (14 Jull + 41l
Q

Sea 6 > 0 suficientemente pequeiio tal que

a5 7" THT (24 [lul]*) 6D < o

Luego
[ v@ o < ol
Q

Por lo tanto J es Fréchet diferenciable y

T(w)é = /Q p(z, u(z))$(@)de Vo € HY.

Finalmente demostraremos que J'(u) es compacto. En efecto, sea (u,) C H} una
sucesién acotada. Como HJ es un espacio de Hilbert existen una subsucesién, que
denotaremos igual, y un u € H} tales que u,, — u débilmente en Hj. Por ser la
inclusién de H} en LP (1 < p < -22.) compacta y como 1 < s+ 1 < 21 se sigue

+1 K
que u, — u en L7,

1" (un) = J'(W)]| = sup | [ (p(z,un) — plz,u))d| )
(1.10) l$<1 J@
s+1

< ag (- un) = ()X,



21

donde ag es una constante.

Como s = (;"sﬂ)) y u, — u en L5 se sigue de la Proposicién 1.2.1 que

s+1

p(-,up) = p(,u) en L7

Por lo tanto el lado derecho de (1.10) se va a cero cuando n — oo. Luego J' es

compacto. g

3. Aplicaciones a Problemas Elipticos Semilineales

En esta seccién mostraremos, como consecuencia de los teoremas abstractos pre-
sentados en la Seccién 1 y de las proposiciones desarrolladas en la seccién anterior,
algunas aplicaciones a la solucién de problemas elipticos semilineales.

Sea A\; < Ag < --- < A < ... la sucesién de valores propios de —A con condicién
de frontera de Dirichlet en 2. Para cada entero positivo m sea ¢,, la funcién propia
correspondiente al valor propio A,,. Sea H el espacio de Sobolev H}(2). como es
bien conocido (ver [6], Teorema IX.31), el conjunto {¢m } es un conjunto ortonormal
completo en H.

Consideremos el siguiente problema de Dirichlet no lineal

Au+ f(z,u) =0,en Q
(1.11)
u=0,en O,

donde ) es un dominio acotado en R™ con frontera suave.

Decimos que u € H es una solucién débil del problema (1.11) si para todo ¢ € H

/Q(Vu.Vgo — flz,u)p)dr = 0.
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Supongamos que f satisface la siguientes condiciones:
@) feC@xR,R),

(ii) Existen constantes a,b > 0 tales que
|f(z,&)| <a+blEl° Ve Q,£ R, donde 0 < s < Z—t——zz— y n>3.

(iii) Existe § < A; tal que liminf

(€| =00

< B uniformemente en z € (2.

f(z,€)
3

Teorema 1.3.1. Si f satisface las hipétesis (i), (ii) y (iii) entonces el problema

(1.11) tiene una solucién débil u € Hy.

Demostracién. Sea I : H} — R el funcional definido por

I(w) = / (31Vul? — F(z,u) da,

donde F(z,t) = [} f(z,s)ds.
Usando la Proposicién 1.2.3 se sigue que I € C'(H},R) y que uw € H} es una
solucién débil de (1.11) si y sé6lo si u es un punto critico del funcional 1.

El funcional I puede escribirse en la forma

I(u) = Q(u) — J(u),

donde Q(u) = ||lul® y J(u) = [, F(z,u)dz.
El funcional @ es débilmente inferiormente semicontinuo (ver [6], Proposicién I11.5)

y por la Proposiciéon 1.2.2 J es débilmente continuo. Por lo tanto el funcional I es

débilmente inferiormente semicontinuo.



Por otro lado, la hipdtesis (iii) implica que

lim inf 2F(@,8)

i rZ < B uniformemente en z € ).
£]—o0

Fijemos () con 8 < B; < A;. Luego existe R; > 0 tal que
1 2
F(e,6) < 58162 VzeQy 2 Ru.
Utilizando la hipétesis (i) se sigue que existe una constante v, tal que
F(z,§) <m VzeQyl{ <R

Por lo tanto

1
F(£:€)S71+§ﬂ1§2 VeeQyéeR.

De la desigualdad anterior y de la definicién del funcional I se sigue que
Q Q
Por la desigualdad de Poincaré (ver [9], Lema 4.5) tenemos que

/Q|Vu|22)\1/9u2

Luego
I(u)

v

1= [ [vu -l

(1- ——)IIUII2 — Q-

i

1
3
1
2

23
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De la desigualdad anterior se concluye que
I(u) — +o00 si |||l = oo

Por lo tanto el funcional I es coercivo. Utilizando el Teorema 1.1.2 tenemos que

existe ug € Hg tal que

I(ug) = inf I(u).
u€H]

Como I es de clase C'(Hj,R) se sigue que ug es un punto critico de I. Lo que

concluye la demostracion del teorema. g

A continuacién veremos otra aplicacion del Teorema 1.1.2. Consideremos el proble-

ma

Au+ f(z,u) =0,en Q
(1.12)
u=0,en 01,

donde € es un dominio acotado en R"™ (n > 3) con frontera suave.
Supongamos que f satisface la siguientes condiciones:
(i) f € C(Q x R,R),

(ii) Existe una constante 0 < r < 1 tal que
If(z,8)] < a(z) +clé]” Ve Q,£€R,donde c>0ya(x) € L+ (2).

Teorema 1.3.2. Si f satisface las hipétesis (i) y (ii) entonces el problema ( 1.i2)

tiene una solucién débil u € Hj.
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Demostracién. Sea I : H} — R el funcional definido por

I(w) = /Q (%|Vu|2 — F(z,u)ds,

donde F(z,t) = f; f(z,s)ds.

El funcional I puede escribirse en la forma

donde Q(u) = §|luli? y J(uv) = [, F(z,u) dz.

Siguiendo los mismos lineamientos de las proposiciones de la Seccién 2 y del Teorema
1.3.1 es posible demostrar las siguientes dos afirmaciones, que se dejan como ejercicio
al lector.

Afirmacién 1. La funcién f : L™+ — L™ definida por f(u) = f(-, u) est4 bien
definida y es continua.

Afirmacién 2 J € CY(H}, R),

J(u)p = L fla,u)p Ve HY,

J es débilmente continuo y J’ es compacto.

Luego u € H} es una solucién débil de (1.12) si y sélo si u es un punto critico del
funcional I.

Como el funcional Q es débilmente inferiormente semicontinuo (ver [6], Proposi-
cién I11.5) y J es débilmente continuo se concluye que el funcional I es débilmer;te

inferiormente semicontinuo.
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Por otro lado, la hipétesis (ii) implica que

|F(z,u)] < / )] < / " (a(a) +clé]") de
r+1

< la(@)||u(z)| + fu(z)|".

Usando el Teorema de Encaje de Sobolev tenemos

/QIF(%UNS/{zla(:v)||u(a:)|+}__{c:_1/9|u'r+1

[
< flall e ffeelipran + mllﬂll?ﬁix

< ay|lull + agflu|"tT,

donde a; y ag son constantes.

De la desigualdad anterior se concluye que
1) > Sl = axlfull - aalfell .
Como 7 + 1 < 2 se sigue que
I(u) — 400 si||lul| — co.

Luego el funcional I es coercivo.

Utilizando el Teorema 1.1.2 se sigue que existe ug € Hy tal que
I(up) = inf I(u).
(uo) n, (w)

Como I € C'(H},R) tenemos que up es un punto critico de I. Por lo tanto una

solucién débil del problema, (1.12). Lo que concluye la demostracién del teorema. g



CAPITULO 2

PUNTOS CRITICOS VIA MINIMAX

En el capitulo anterior estudiamos el problema de localizar puntos criticos que
son puntos de minimo de funcionales. Sin embargo existen muchos problemas, en
las aplicaciones a ecuaciones diferenciales, en los cuales los puntos criticos no se
obtienen via minimizacién. En este capitulo discutiremos la existencia de “otros”
puntos criticos de funcionales, los cuales no son necesariamente puntos de minimo,

y a los que llamaremos “puntos de tipo minimax”.

El propésito central de este capitulo es demostrar el Teorema del Paso de la Montaifia,
un Teorema de Punto de Silla y presentar algunas aplicaciones a ecuaciones elipticas
semilineales. Una herramienta fundamental en la prueba del Teorema del Paso de la
Montana es el llamado Lema de Deformacion, el cual serd presentado en la Seccién
1. Este Lema juega un papel importante en todos los resultados abstractos de tipo
minimax. Su demostracién la haremos en el contexto de espacios de Hilbert. En
[26] se puede consultar su demostracién en espacios de Banach. En la Seccién 2
demostraremos el Teorema del Paso de la Montafia y el Teorema de punto de Silla.
Y en la Seccién 3 utilizaremos el Lema de Deformacién, el Teorema del Paso de la
Montana y el Teorema de Punto de Silla para presentar algunas aplicaciones ala

solucién de problemas elipticos no lineales.

27
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1. El Lema de Deformacion

Definicién 2.1.1. Sean E un espacio de Hilbert e I € C'(E,R). Se dice que T
satisface la condicion de Palais-Smale, si cualquier sucesién {u,}3, en E, para la

cual {I(u,)}S2 ; es acotaday lim I'(u,) = 0, admite una subsucesién convergente.
n—oo
El siguiente lema sera utilizado en la demostracién del Lema de Deformacién.

Lema 2.1.2. Sean E un espacio de Hilbert e I € C'(E,R). Para c,s € R, sean
Ko={ueE:I(u)y=cyl'(uy=0}yA;={u€e E:I(u)<s}. SiK.=0el
satisface la condicién de Palais-Smale entonces existen constantes 0 < b, € < 1 tales

que

2.1) I(u)]| > b Vu€ Appe — Ao_e.

Demostracién. La prueba la haremos por contradiccién. Supongamos que no
existen constantes b, ¢ > 0 que cumplan (2.1). Sean {b,}22; y {€,}52; sucesiones
positivas convergentes a cero. Entonces para cada n € N, existe u,, € Acye, —Ac—e,

tal que
”Il(un)” < bp.

Tomando el limite cuando n — oo se obtiene que

(2.2) lim I’'(u,) =0.
n—r00

Ademsis, puesto que {€,}32; es acotada y

(2.3) c—éen < I(uy) < c+ €, para todo n € N;
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la sucesién {I(u,)} es acotada. Esto, (2.2) y la condicién de Palais-Smale implican
que {u,}52; admite una subsucesiéon convergente {un, }%>,. Sea u € E tal que

klim Up, = u. De (2.3) y la continuidad de I y de I’ se sigue que
Iuy=c y I'(u)=0.

Luego u € K. Por lo tanto K. # 0. Esta contradiccién demuestra el lema. g

En el Lema de Deformaciéon queremos demostrar que si ¢ no es un valor critico del
funcional I entonces podemos deformar el conjunto A, en el conjunto A._, para
algun € > 0. La idea es resolver una ecuacién diferencial ordinaria “apropiada” en
el espacio de Hilbert E y seguir el flujo resultante “colina abajo”. Como el espacio
de Hilbert E es generalmente infinito dimensional se requiere una cierta condicién
de compacidad del conjunto K., esta es precisamente la condicién de Palais-Smale

establecida anteriormente.

Lema 2.1.3 (Lema de Deformacién). Sea F un espacio de Hilbert. Suponga-
mos que I € C*(E,R) y satisface la condicién de Palais-Smale. Para s,c € R, sean

Ki={ueFE: I(uy=cyI'(uy =0}y A, ={u € E: I(u) <s}. Si
K.=0.
Entonces dado cualquier € > 0, existen una constante € € (0,€) y una funcién

n € C([0,1] x E, E)
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tales que:
(i) n(0,u) = u para todo u € E,
(i) (L) = u si I(u) ¢ [c—&,c+7,

(111) 77(1>Ac+6) c Ac——e-

Demostracién. Sea € > 0. Observamos que si ¢ ¢ I(E), se puede tomar un € > 0
tal que (¢ —e€,c+€)NI(E) = B. En este caso, se define 7(¢,u) = v para todou € E

y todo ¢ € [0,1]. Trivialmente se verifican las conclusiones.

En caso contrario -es decir, si ¢ € I(E)-, la funcién n serd construida como la
solucién de cierto problema de valor inicial. El Lema 2.1.2 garantiza la existencia

de dos constantes 0 < b, € < 1 tales que
(2.4) 1 (u)||>b Vue Acye— Ac_e.

Observamos que (2.4) se mantiene si € decrece. Por esto, se puede asumir que

bZ
(2.5) 0 < é < min{g, E}.

Puesto que ¢ € I(E), se pueden escoger é > 0 (cumpliendo (2.5)) y 0 < € < ¢, tales

que los conjuntos

A={ueE: I(uy<c—€6é I(u)y>c+é} vy

B:={u€E:c—e<I(u)<c+e}
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sean no vacios. Observamos, ademas, que A y B son conjuntos cerrados y disjuntos.

Sea f : E — R U {0} la funcién definida por

donde d(z, A) y d(z, B) son las distancias de x a los conjuntos A y B respectiva-

mente.

La funcién f tiene las siguientes propiedades -las cuales se verifican ficilmente- : f

es localmente Lipschitz, f =0en A, f=1en By 0< f < 1.

Sea
1, si0<s<1
h(s) :=
1/s, sis> 1.

Definamos W : E — FE por

W(z) := —f(@hr(II'@)) I'(z) (=€ E).

Entonces, 0 < ||W(z)|| < 1 para todo z € E. Ademés, la funcién W es localmente
Lipschitz.

Ahora se construird la funcién 7 y se demostrard que cumple las afirmaciones (i), (ii)
v (iii).

Para cada u € E consideremos el problema de Cauchy

dny
(2.6) dt
N (0) = u.

= W(nu (t))
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El problema (2.6) tiene una tnica solucién 7, definida en (—00,00). En realidad, la
existencia y unicidad de la solucién son consecuencia de la teoria bésica de ecua-
ciones diferenciales ordinarias en espacios de Banach (ver [23]). Adem4s, teniendo

en cuenta que W es acotado, se sigue que la solucién estd definida en R.

Sea

n:RxFE — E.

(t>u) = U(t’ u) = nu(t)'

Entonces 7 € C(R x E,E). En particular, nloxg € C([0,1] x E,E). Esta
afirmacién es consecuencia de la dependencia continua de la solucién de (2.6) del
dato inicial (ver [23] , Capitulo VI).

Claramente se cumple la afirmacién (i).

Seauw € E. SiI(u) ¢ [c—¢€c+ €, puesto que é < €y f = 0 en A se sigue que
W(u) = 0. Asi que la solucién del problema (2.6), con valor inicial u, es constante e
igual a u (por la unicidad de la solucién al problema de valor inicial). En particular
n(1,u) = u. Se ha demostrado asi la afirmacién (ii).

Calculemos ahora
dI(n(t,u)) dn

= I'(n(t,w))W(n)
@2.7)

= —I'(n) f )R (I (n)|) T'(m) ‘
= —f(m) R ) IDIT ()|
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Luego

dI(n(t, u))

(2.8) -

<0 (uekE, 0<t<1).

Para demostrar la afirmacién (iii) fijemos un punto u € A, .. Queremos demostrar

que
(2.9) n(L,u) € Ac—e.

Si n(to,u) ¢ B para algtin 0 <ty < 1, entonces I(n(typ,u)) < ¢ —e. Usando (2.8) se

sigue que
I(n(1,u)) < I(n(to,u)) <c—e.

En este caso, la afirmacién (iii) es valida.
Supongamos ahora que 7n(t,u) € B (0 <t < 1), entonces f(n(t,u)) = 1. (2.7) da

lugar a

2.10) W) (i o).

Si [|[I’(n)]] > 1, la definicién de h y (2.4) implican que

(2.11) D) — ) < -b< -2

Si |[I'| €1, la definicién de h y (2.4) implican que

(2.12) A e <
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Integrando (2.10) entre 0 y 1, y teniendo en cuenta estas dos desigualdades y (2.5),

se tiene

In(lw) <Iuw) —bv*<c+e—b*<c—e

Este estimativo demuestra la afirmacién (iii). Lo cual completa la prueba del Lema

de Deformacion. »

Como una consecuencia del Lema de Deformacién demostraremos a continuacién
un principio de minimizacién que es 1util cuando el funcional en consideracién no
es coercivo. En la Seccién 3 de este capitulo presentaremos una aplicacién de este

principio a ecuaciones diferenciales.

Proposicién 2.1.4. Sean E un espacio de Hilbert e I € C'(E,R). Supongamos
que I satisface la condicién de Palais-Smale y que I estd acotado inferiormente.
Entonces existe ug € FE tal que

I(ug) =u1r€1£? I(u).

Demostracién. Sea

c= Jrele I(u).

Como el funcional I estd acotado inferiormente es claro que ¢ > —oo.
Queremos demostrar que ¢ es un valor critico de I. Razonemos por el absurdo,

supongamos que ¢ no es valor critico de I, es decir

K.=0.
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Sea € > 0. Entonces el Lema de Deformacién, garantiza la existencia de un € € (0, €)
y una funcién n € C([0, 1) x E, E) que satisfacen (i),(ii) y (iil) (ver Lema 2.1.3).

De la definicién de c se sigue que existe u, € F tal que

I(u,) <c+e

Utilizando la propiedad (iii) del Lema de Deformacién tenemos

I(T](Lu*)) <c-—e

Luego

In(lu,)) <c—e<e<I(n(,u,)).

Esta contradiccién demuestra que K. # 0. g

2. El Teorema del Paso de la Montana y un Teorema de Punto de Silla

Utilizando el Lema de Deformacién, demostraremos a continuacién una técnica muy
interesante de “minimax” que permite deducir la existencia de un punto critico de

un funcional. Esta técnica fue demostrada en [5] por Ambrosetti y Rabinowitz.

Teorema 2.2.1. (Teorema del Paso de la Montana). Sea E un espacio de
Hilbert y sea I € C*(E,R) un funcional que satisface la condicién de Palais-Smale.
Supongamos que I(0) = 0,

(i) existen constantes positivas p y a tales que

Ifw) 2o si |lul=p,
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y

(i) existe un elemento e € E tal que
el >p ¥y I(e) <O.
Entonces I posee un valor critico ¢ > «. Ademads c puede ser caracterizado como

(2.13) ¢= inf max I (9(t)),

donde T = {g € C([0,1], E)/ g(0) =0, g(1) = e}

Demostracién. Probaremos inicialmente que ¢, definido por (2.13), es tal que
(2.14) a<e<oo.

En efecto, para cada g € T, Jax I(g(t)) existe porque I o g es una funcién escalar
continua definida en [0,1]. Luego ¢ < oco. Ademss, si g € T, la funcién ||g(¢)]|| es

continua en el intervalo [0,1]. Como [|g(0)]] = 0y |lg(1)|| = |le|| ¥ por hipétesis

llell > p > 0, el Teorema del Valor Intermedio garantiza la existencia de un nimero

to € (0,1) tal que ||g(to)|| = p. Utilizando la hipétesis (i) se sigue que

Qax I(9(t) = I(g(to)) = o

Puesto que g € I' era arbitraria, la anterior desigualdad completa la prueba de

(2.14).
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Demostraremos a continuacién que c es un valor critico de I. Razonemos por el

absurdo, supongamos que ¢ no es valor critico de I, es decir

(2.15) K. =0.

Sea € := . Entonces el Lema de Deformacién, garantiza la existencia de un
e € (0,€) y una funcién n € C([0,1] x E,E) que satisfacen (i), (ii) y (iii) (ver
Lema 2.3.1).

Por (2.13), existe go € I tal que

. <c+e
(2.16) Jfnax I (90(t)) <c+e

Definamos

h(t) :==n(1,90(t)) para todo t € [0,1].

Como 7(1,-) € C(E,E) y g¢ es continua en [0,1], h = n(l,-) o g es tal que
h € C([0,1], E). También go(0) = 0 e I(go(0)) = I(0) =0 < § < c—¢& Por
el Lema de Deformacién se sigue que h({(0) = 5(1,0) = 0. De manera similar,

h(1) = n(1,e) = e. Por esto, h € T' y por (2.13)

(2.17) ¢ < max I(h(t)).

Por (2.16),

I(go(t)) <c+e€  paratodote [0,1].
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Usando el Lema de Deformacién tenemos
I(h(t)) = I(n(1,90(t)) <c—e€e  paratodote|0,1].
Por lo tanto

(2.18) max I(h(t)) < c—e.

De (2.17) y (2.18) se sigue que

c<c—e
Esta contradiccién demuestra que c es un valor critico de I. g

A continuacién presentamos otro teorema de minimax, el cual serd utilizado en la
seccion siguiente para demostrar existencia de soluciones débiles para problemas

elipticos semilineales. Un teorema similar a este puede verse en [30].

Teorema 2.2.2 (un Teorema de Punto de Silla). Sea E un espacio de Hilbert.
Sean X e Y subespacios cerrados tales que E = X @Y y dimX < oo. Sea
I € C1(E,R) un funcional que satisface la condicién de Palais-Smale.

Supongamos QUe existan niimeros positivos a y b y niimeros reales «, 3,6 y ~y tales
que

(i) a:= max{I(z);z € X, ||z|| = a} < B:= nf{I(y);y € Y, [ly] < b}

(i) 6 := max{I(z);z € X, ||z|| < a} <~ :=inf{I(y);y €Y, |yl = b}.

Entonces I posee un valor critico ¢, que se caracteriza como

c= inf max I{o(x)),
o€} llzlj<e (o(=))
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donde 5~ = {0 : B,(0) — E — {y € Y;|lyll = b}, o es continua, o(z) = z si
llz|l = a y existe una homotopia h : {0,1] X Bo(0) — E — {y € Y; lly|| = b} tal que

h(0,z) =z y h(1,z) = o(x) }.

Demostracién. Claramente > # () ya que la funcién identidad I € ).

Observamos inicialmente que para cada o € Y existe & € B,(0) tal que o(£) € Y

y |lo(£)|| < b (esta observacién se deja como ejercicio al lector).

Afirmamos que —oo < ¢ < 4o0. En efecto, de la observacién anterior y de la

definicién de 3 se sigue que para cada o € 3

max I(o(z)) > I(c(Z)) > B.

llzll<e

Por lo tanto

¢c> B> —o0.

Por otro lado, como la funcién identidad I € )_ se sigue que

¢ < Hmliax I(z) := 6 < +o0.
z||<a

Lo que demuestra nuestra afirmacién.

Probaremos a continuacién que ¢ es un valor critico de I. Razonemos por el absurdo,

supongamos que ¢ no es valor critico de I, es decir
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Como
a<fB<clb<y,
sea € > ( tal que
€ < min{y —¢,c — a}.

El Lema de Deformacién garantiza la existencia de un € € (0,€) y una funcién
n € C([0,1] x E, E) que satisfacen (i),(ii) y (iii) (ver Lema 2.1.3).

Por la definicién de ¢, existe g € > tal que

max I(og(z)) <c+e
lzl|<a (00()) <

Definamos

o1(z) :=n(1,00(z)) Vz € B,(0).

Demostraremos a continuacién que o, € Y. En efecto, como 7(1,-) € C(E,E) y
op es continua, se sigue que o3 = 7n(1,-) o o¢ es continua. Utilizando el hecho de
que el funcional I es decreciente a lo largo de la deformacién y la definicién de €

obtenemos

I(o1(z)) = I(n(1,00)) < I(og(z)) <ct+e<c+eE<n.

Usando la definicion de -y se sigue que

o1(z) € E—{y €Y;|y| = b}.
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Si ||z|| = a, como gy € Y, entonces og(z) = z. Utilizando la definicién de o y de €
obtenemos

I(og(z)) <a<c—¢

Por el Lema de Deformacion se sigue que

a1(@) = (1, 00(a)) = o0(e) = .

Ahora como o, es homotépica a o¢ (la homotopia es la funcién 7) y oo es homotépica
a la identidad (porque og € Y") se sigue que o1 es homotédpica a la identidad. Hemos
demostrado que la funcién o1 € Y.

Como

I(oo(z)) <c+e  Vz e B,(0),

se sigue, por el Lema de Deformacién, que

I(o1(x)) = I(n(1,00(7)) < c—e.

Luego

c< max I(o1(z)) <c—e.
= ol <a (o1(2)) <

Esta contradiccién demuestra que c es un valor critico de I. g

3. Aplicaciones a Problemas Elipticos Semilineales

En esta seccion ilustraremos la utilidad del Lema de Deformacién, el Teorema del
Paso de la Montafia y el Teorema de Punto de Silla, en la investigacién de 1a

existencia de soluciones débiles para ecuaciones diferenciales semilineales.
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Inicialmente presentaremos una aplicacién del principio de minimizacién desarro-

llado en la Proposicién 2.1.4.

Teorema 2.3.1. Sea ) un dominio acotado en R™ con frontera suave. Sea
g: ) xR — R una funcién continua y acotada. Entonces el problema de Dirichlet
no lineal

—Au+u=g(r,u), en

(2.19)
u=0,en 01,

Tiene al menos una solucién débil en H} ().

Demostracion. Imitando la prueba de la Proposicién 1.2.3 se demuestra que

el funcional I : H} — R definido por

16) = [ GIVulP + 50 - Glo,w) do

donde G(z,t) = f; g(z, s) ds, es un funcional de clase C*(Hj,R).

Ademis,
(2.20) I'(u)v = /(Vu-Vv+uv—g(w,u)v)dw Vv € H}.
Q

Luego u € H} es una solucién débil de (2.19) si y sélo si u es un punto critico del
funcional I.
Probemos ahora que el funcional I estd acotado inferiormente. En efecto, como g

es acotada existe M > 0 tal que |g(z,u(z))| < M. Luego

u(zx)
Gl < [ loletlde < Mlu@)] < 50+ Fluta)P
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Por lo tanto

1 2 1 2 1 2 1 2
> = - —IM2|Q| - -
I 2 3l +5 [ = 5arial— [

1 1
(2.21) > flul|® - §M2 |€2]
> Ly 18]
—_— 2 .

Luego I esta acotado inferiormente.

Demostraremos ahora que el funcional I satisface la condicién de Palais-Smale.

Para esto supongamos que (u,) es una sucesién en H} tal que
(I(u,)) estd acotada y I'(u,) — 0.

Usando (2.21) se prueba que la sucesién (u,) estd acotada en Hj. Luego existen
una subsucesién (un,) y v € Hj tal que u,, — u débilmente en H}. Como la
inclusién de H§ en L? es compacta (ver [6], Teorema IX.16) se sigue que u,, — u
en L.

Sean k,! € N. De (2.20) tenemos que

(I'(ug) — I'(w)) (ug —uy) = /Q(IV(UIC —up)|? + (ug — uy)?
- /Q (9(2 (@) — gz, w())) (up(z) — w(z)) do

Luego

(2.22)
(I (wr) = I' () (u — w) = flug — ]| + [lux, — |72 | :

- /n(g(w, uk (7)) — g(z, w(x))) (ur(z) — w(z)) dz
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Como I'(u,) — 0 se sigue que el lado izquierdo de (2.22) tiende a cero cuando
k,l — oco. Ademds, el segundo término y la integral en el lado derecho de (2.22)

también tienden a cero cuando k,! — oo. Por lo tanto

lug —w)|> =0 cuando k,I — oo.

Luego (u,) es una sucesion de Cauchy en el espacio de Hilbert H} y por lo tanto
converge. Se concluye asi que el funcional I satisface la condicién de Palais-Smale.
Usando la Proposicién 2.1.4 se concluye que existe un punto critico v € H}. Lo

cual completa la demostracién del teorema. g

El Teorema del Paso de la Montana se utilizara a continuacién para probar la
existencia de soluciones débiles de problemas elipticos semilineales. Consideremos

el problema

Au+p(z,u) =0 en Q
(2.23)
u =0 en 91,

donde §2 C R” es un dominio acotado con frontera suave (n > 3).
Supongamos que p satisface las siguientes condiciones:
(i) pe C(2 x R,R),

(i) Existen constantes a;,as > 0 tales que

Ip(z,€)| < a1 +azl¢]” VzeQ€€R,

n+2
donde 0 < s < 222,



45

(iii) p(z, &) = o(|¢]) cuando £ — 0, uniformemente en z.

(iv) Existen constantes u > 2 y r > 0 tales que para todo |¢| > r

0 < uP(z,&) < £p(z,£),

donde P(z,&) = f0£ p(z, s)ds.

Teorema 2.3.2. Si la funcion p satisface las hipétesis (i)-(ii)-(iii)-(iv) entonces el

problema (2.23) tiene una solucién débil no trivial.

Demostracién. De la Proposicién 1.2.3 se sigue que v € H := H}(f) es una
solucién débil de (2.23) si y sélo si u es un punto critico del funcional I € C*(H},R)

definido por

(2.24) I(u) = /Q (%|vu|2 _ P(z,u)) dz.
Ademsis,
(2.25) I'wwv= /(;(Vu - Vv —p(z,u)v)dz Vv € H}.

Debemos verificar que el funcional I satisface las hipétesis del Teorema del Paso de

la Montaifia.

La continuidad de la funcién p y la hipétesis (iii) implican que p(z,0) = 0. Luego

el problema (2.23) posee la solucién trivial u = 0. Adem4s, de (2.24) se sigue que

1(0) = 0.
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La primera hipétesis del Teorema del Paso de la Montana (hipétesis (i) del Teorema
2.2.1) es una consecuencia de la siguiente afirmacién.
Afirmaciéon 1. u = 0 es un punto de minimo local estricto del funcional I.

Prueba. Por la hipétesis (iii), dado € > 0 existe § = §(e) > 0 tal que
6] <6 == Ip(z,8)| < e lf] Vel
Por lo tanto,
¢ 1 ~
(2.26) €] < 6 = |P(z,£)] < / Ip(z5)|ds < e |67 Vo e Tl
0

De la hipétesis (ii) se sigue que si |£| > § entonces

3 3
P(2,8)| < /0 ip(e, 1)) dt < / (ax + aslt]?) dt

< a2 s+1
(2.27) _al|€|+s+1|€|

< s+1 a_l az
< I¢l (65 + s+1

= Al vz el

Combinando las dos dltimas estimaciones, se sigue que
1 2 s+1 rel
|P(2,8)] < gelel” + AT VEER,Vz el

Utilizando la desigualdad anterior, (2.24), la desigualdad de Poincaré y el Teorema

de Encaje de Sobolev tenemos que

1 1
I(u) 2 g llull® = Sellullzs — Allullzh

Ls+1

1
(2.28) >3 (1 - Ai> llul|2 — A% |jul|"t! (A* es una constante)
1

= (ce = A" [|ul|*™") JJull?,
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1 €
donde ¢, := 2 (1 — )\_1)

Sean 0 < € < A\; ¥y s > 1 en (ii). SiueHestalque0<||u||§(ﬁ;)ﬁdela

desigualdad (2.28) se sigue que
I(w) > I(0) = 0.

Luego u = 0 es un punto de minimo del funcional I. [J

Demostraremos ahora la segunda hipdtesis del Teorema del Paso de la Montaha
(hipétesis (ii) del Teorema 2.2.1).

Usando la hipétesis (iv) se prueba ficilmente que existen constantes agz,as > 0 tales

que
(2.29) P(z,¢) > a3l¢|* —ays V€ VEER.

Observamos que como p > 2, P(z,£) es “supercuadratica” en £. Por (iv), p(z,£)
es “superlineal” cuando |{| — oo.
Fijemos un elemento v € H tal que v # 0. Sea u = tv, donde ¢ > 0. Usando (2.24)

y (2.29) se sigue que
1
(2:30) I(u) = 1(tv) < 5t [0]* = as t* Jo]lf. + agl.

Tomando el limite en (2.30) cuando ¢ — +o00 y teniendo en cuenta que p > 2

tenemos que

I{tv) » — sit — +oo0.
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Luego la segunda hipétesis del Teorema del Paso de La Montana es vélida.

Demostraremos ahora que el funcional I satisface la condicién de Palais-Smale. Sea

(u,,) una sucesién en H} tal que
(2.31) lim I'(u,)=0 y |I{u,)] < M, para alguna constante M > 0.

Usando (2.24) y (2.25) tenemos

(2.32) 1) = gl = | P(o,un) do
Q
y
1 1 1
2.33 —I'(up) up, = —||u, 2——/p:z:,un Uy, d.
(2.33) . (un) M“ | A (@,un)

Usando (2.31) se sigue que para n suficientemente grande
H(un) = 1" (i < M+ [
— =TI (up)u, < —[lu,||.
" " T
De (2.32), (2.33) y la desigualdad anterior se sigue que

@3 (3-7) Il + [ (3 p(om) - Pl ) <M+ 2 fun)

Sea T := %p(:z:, Up) Up, — P(z,uy,). Ahora

(2.35) / Tdx = / Tdx+ / T dzx.
Q {z€Q; |u(z)|2r} {z€Q; |u(z)|<r}



49

Por la hipétesis (iv) la primera integral del lado derecho de (2.35) es positiva.
Ademis, la segunda integral estd acotada inferiormente por una constante K > 0
que no depende de n.

Luego (2.34) y la observacién anterior implican que

1 1 1
===} lluall® + K < M+ — |lun|.
2 p Iz

Por lo tanto,

1 1

1
2.36 === uall® = = uall + K < M.
(2:36) (5= ool = 5

Como p > 2, (2.36) implica que la sucesién (uy) es una sucesién acotada en H. Por
lo tanto (u,) tiene una subsucesién convergente (ver [26], Proposicién B.35). Lo
que demuestra la condicién de Palais-Smale para el funcional 1.

Como el funcional I satisface las hipétesis del Teorema del Paso de la Montafia
se concluye que el funcional I tiene un punto critico u € H. Como I(0) = 0
y I(u) > a > 0 se sigue que u es una solucién no trivial. Hemos concluido la

demostracion del teorema. g

Observacién 2.3.3 Si en el Teorema 2.3.2 la funcién p(z, £) es localmente Lipschitz
en {1 x R entonces la solucién débil del problema (2.23) es también una solucién

clésica (ver [2]).

Observacion 2.3.4 En el Capitulo 3 daremos otra aplicacién del Teorema del Paso

de la Montaifia (ver Teorema 3.2.3). En dicho Teorema la demostracién de que el
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funcional satisface la condicién de Palais-Smale la haremos utilizando el método de
reduccién que sera explicado en el capitulo siguiente.
A continuaciéon presentaremos una aplicacién del Teorema de Punto de Silla visto

en la Seccién 2.

Teorema 2.3.3. Sea )} un dominio acotado en R™ con frontera suave. Sea
g: QxR — R una funcién continua y acotada. Sea A € (A\y,A\r+1). Entonces

el problema de Dirichlet no lineal

Au+ Au+ g(z,u) =0,en
(2.37)
u =0, en 00,

Tiene al menos una solucién débil.

Demostracién. Sea I: H} — R el funcional definido por

(2.38) I(u) = /Q (—;-]Vu|2 - %M? — G(w,u)) dz,

donde G(z,&) = fo

Como la funcién p(s,€) := A+ g(s, £) satisface las hipédtesis de la Proposicién 1.2.3

se sigue que I € C'(H},R) y

(2.39) I'(u)cp—_—/(VU-VQD—)\uga—g(m,u)ga)dm Vo € Hp.
Q

Sean X = (p1,¥2,...,¢k) € Y = (Qk+1, Pk+2, - -.) . Entonces

H=XaY.
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Por el Teorema 4.8 de [9] el conjunto (¢,) es un conjunto ortonormal completo en

L%(Q) y cada ¢; es solucién débil del problema, lineal

Au+Xju=0,en
(2.40)
u=0,en Of).

En la prueba del teorema necesitamos las siguientes afirmaciones.
Afirmacion 1.
(@) lz]l < A fpz®*  VzeX.

(b) llyll = Aetr [ ¥° VyeY.

k
Demostracion. Sea z € X. Luego z = Z Ci i
i=1

k k
ol = [ V292 = [ (3 ciVie) (e ve)
Q L= i=1
k
:ch/v%'v%
i=1 Q2

k
A / o
Q

k
)‘k ZC?
=1
)\k/ZL‘Z.
Q

i=1

IA

Lo que demuestra la parte (a).
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fo’s) N
Seay €Y. Luego y = Z ¢ ;. Sea yy = 2 C; ;.
i=k+1 i=k+1
N N
[om V= [ (3 aVe)-(Y aVe
Q Q =kt1 i=K+1
N
- Z C%/V‘Pi'vsoi
i=k+1 7O
N
= > o [ o
i=k+1 Q
N
2> Akt1 Z c?
i=k+1

Como

se sigue que

/Vy-VyzAkH/y}"v-
Q Q

Como yy — yen L%(0) tenemos
(N—o0)

/Vy-VyZAkH/zf-
Q Q

Lo que demuestra la parte (b). O

Afirmacién 2.

I(x) — —oo cuando |z|]| — oo (z € X).
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Demostracién. Sea z € X. De (2.38) tenemos

I@) = [ (319af = 5ra* - Gle,x) de,

Como g es una funcién acotada existe M > 0 tal que |G(&,z)| < M|z|. Usando
la afirmacién 1(a), la desigualdad de Holder y el Teorema de Encaje de Sobolev

tenemos 1 1
< THall2 — 2 2 a2
1) < lelf = 55 lalP + [ Mis

1 A

<3 (15 ) IalP + 000 foloo
1 by )

<3 (15 ) IelP + .

Como por hipdtesis A > ) se sigue que
I(z) — —o0 cuando |z||— o0 (z€X). O

Afirmacién 3.

El funcional I estd acotado inferiormente y
I(y) — 400 cuando |y|| =200 (yeY).

Demostracion Sea y € Y. De (2.38) tenemos

I(y) = /Q(—;-IV:UI2 - %/\'f - G(&,y))dE.

Como g es una funcién acotada existe M > 0 tal que G(¢,y) < M|y|- Usando la

afirmacién 1(b) y la desigualdad de Holder tenemos

1 A

1) 2 3ol = 53— P = M1 ulos -

1 A 1 1
>—-{1- z_ M |Q)Z ||y
>3 (1= 52 ) Wl - =19 1)
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Como por hipétesis A < Ag41 se sigue que
I(y) — 400 cuando |[ly|| — oo (y€Y).

Y, ademds, el funcional I estd acotado inferiormente. [J
Afirmacién 4. El funcional I satisface la condicién de Palais-Smale.

Demostracién. Sea (u,) C H} tal que
(2.41) I'(up,) — 0y I(u,) < M*, donde M* es una constante.

Como H = X &Y entonces existen z, € X y y, € Y tales que u, = z,, + yn.

De (2.41) se sigue que dado € > 0 existe N € N tal que si n > N entonces

(2.42) I'(un)(=%n + yn) < €llzn = yull = €|z + ynll-

Usando (2.39) tenemos

I,(un) (—.’Bn + yn) = L{V(mn + yn) : V(_mn + yn) —A (mn + yn) (_-'Bn + yn)
—9(&,Zn + Yn) (Yn — zn)}

De (2.42) y la igualdad anterior se sigue que

I'(un) (=20 +yn) = /Q{—IV-%I2 + Vynl® + Az2 — M2 — g(&,%n + Yn) (Yn — 20)}
< €llzn + ynll-
Por lo tanto

(2.43) -

/ IV gl + A / 22 < elln+ynl+A / i / IV a2+ / 96, T+ ) (U — ).
Q Q Q Q Q
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Utilizando el acotamiento de la funcién g, la desigualdad de Holder y el Teorema,

de Encaje de Sobolev se sigue que

1
Lg(gamn +yn) (yn '—mn) <M /Q(yn - mn) <M*2 ”yn - mn”L2
< Millyn — zall £ M|zl + llynl),

donde M* y M, son constantes.

Usando la desigualdad anterior y la Afirmacién 1 en (2.43) tenemos

A
/ lvyn'2+)\/~"3i S(€+M1)(H:vn||+||yn||)+———-Ilyn||2+>\k/ z2.
Q Q Ak+1 Q

Por lo tanto

(l - Xi_) lall? + O = M)llzalZs < (e 4+ M) (lall + llyal)-
k+1

Luego

A 2, (A=2Xg) 2
(1= 5 ) ol + S22 < e+ D)l + o,

Como, por hipétesis, los coeficientes en el lado izquierdo de la desigualdad anterior
son positivos se sigue que las sucesiones (z,) y (y.) estdn acotadas en Hj. Por lo
tanto la sucesion (u,) estd acotada. Por la Proposicién B.35 de [26] se sigue que
(un) tiene una subsucesién convergente. Luego el funcional I satisface la condicién
de Palais-Smale. O

De las Afirmaciones 2 y 3 demostradas anteriormente se concluye que existen

numeros positivos a y b, suficientemente grandes, tales que
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max{I(z);z € X, ||lz|| = a} <inf{I(y);y €Y, |lyl| <b} y
max{I(z);z € X, ||z|| < o} < nf{I(y);y €Y, ||y}l = b}.

Utilizando el Teorema 2.2.2 se deduce que el funcional I tiene un punto critico. Y
por lo tanto el problema (2.37) tiene solucién débil. Lo que concluye la demostracién

del teorema. g



CAPITULO 3
PUNTOS CRITICOS VIA REDUCCION

En este capitulo presentaremos una técnica que permite reducir el estudio de los
puntos criticos de un funcional I definido en un espacio de Hilbert H al estudio
de los puntos criticos de un funcional I definido en un subespacio cerrado de H, el
cual es, generalmente, de dimensién finita. Esta técnica se conoce como el método
de reduccion y permite demostrar la existencia y multiplicidad de soluciones para
problemas de Dirichlet no lineales.

En la Seccién 1 demostraremos los resultados principales que explican el método de
reduccién (ver Teoremas 3.1.3 y 3.1.4) y en la Seccién 2 aplicaremos dicho método

para probar la existencia de soluciones débiles para problemas elipticos semilineales.

1. Teoremas Centrales

Sean H un espacio de Hilbert real y f : H — R una funcién diferenciable. Sea f’(u)
la derivada de Fréchet de f en u € H. Por el Teorema de Representacién de Riesz,
existe un tnico elemento Vf(u) € H, que llamaremos el gradiente de f en u, tal
que

fl(wyv=(Vf(u),v) YveH.

El siguiente lema sera utilizado ampliamente en esta seccién.

57
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Lema 3.1.1 (Lema de Hadamard). Sea H un espacio de Hilbert real. Si

f: H — R es una funcién de clase C' entonces
1
f0) - 1) = [ (Vfa+sty-o)y-a)ds VayeH
0

Demostracién. Sean z, y € H. Sea

p:[0,1]] - H
s p(s) =2+ s(y — x).

Luego fop:[0,1] — R es una funcién de clase C'. Por el Teorema Fundamental

del Calculo

1
FP0) = 160) = [ (7o pV(5) s,
1
f0) = @) = [ 7o) ) a5
0
1
1) = 1@ = [ (Vi(e+sy—a), - o) ds. w
El siguiente lema serd una herramienta de gran utilidad en la demostracién del
resultado principal de este capitulo.

Lema 3.1.2. Sea f : H — R una funcién de clase C'. Si existe m > 0 tal que

(Vf(z)—Vi(y),z—y)>m|z—y|> Vz,y€H,

entonces f tiene un iinico punto de minimo en H. Ademds, el punto de minimo es

el tinico punto critico de f.
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Demostracién. Probaremos inicialmente que f es una funcién convexa. En efecto,

sean z,y € H y 0 <t < 1. Por el Lema de Hadamard

1
fla+tly =) = 1)+ [ (Vo +ts(y = a)) Hy - ) ds.
Usando la hipétesis y el hecho de que s(t — 1) < 0 para todo s € {0, 1], se sigue que
(Vi(z+ts(y —x)) = Vf(z+ s(y — ), (st — s)(y —z)) =0

(Vi@ +ts(y —2)) = V(@ + s(y — ), (y —x)) <0

Luego
(Vf(z+ts(y—z)),y —x) < (Vf(z+s(y—2)),(y — ).
Usando la expresion integral vista arriba y el Lema de Hadamard se sigue que
ottty =) < 1(a) +t [ (Vf(at oly ~a), (u—2) ds
— fo) + /) — (=)
— (1= )f(2) + 13,

Por lo tanto f es una funcién convexa.
Como f es una funcién continua y convexa se sigue que f es débilmente inferiormente
semicontinua (ver [6], Corolario IIL.8).
Demostraremos a continuacién que f es una funcién coerciva. Usando el Lema de

Hadamard, la hipétesis y la desigualdad de Schwarz tenemos
f@ =10+ [ (f(se),2) ds
= 0+ [ (V(60) = 910)2) ds + (9502
> 1) +m [ ool ds ~ 95O o :

= 10 + Zle* = VSO lle].
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Luego f(z) — oo cuando ||z|| — oo. Por lo tanto f es una funcién coerciva.

Usando el Teorema 1.1.2 se sigue que f esta acotada inferiormente y que existe

ug € H tal que
f(uo) = ulgﬁl f(u).

Luego ug es un punto de minimo de f en H. Como f es diferenciable se concluye
que ug es un punto critico de f.
Demostraremos ahora que f tiene un dnico punto critico. En efecto, supongamos

que existe otro punto critico v; € H. Usando la hipé6tesis tenemos que
0= (Vf(ug) — VF(uy),ug — u1) > mljug —uq |2

Por lo tanto

Ug — U] .
Lo que concluye la prueba del teorema. g
A continuacién presentamos el resultado principal de este capitulo.

Teorema 3.1.3. Sea f : H — R una funcién de clase C'. Supongamos que existen
subespacios cerrados X eY de H tales que H = X @Y y que existe una constante

m > 0 tal que

(3.1) (Vf(+y)—Vflz+y),y —y)>m|n —wl® Ve X,Vy,yc. ‘

Entonces existe una funcién continua ¢ : X — Y que satisface:
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i) flz+ ¢(z)) = gg} f(z+y),

ii) La funcion

f:X——)R

- f(z) = f(z+ ¢(x))

es de clase C! y

<Vf(a:),h> — (Vf(z +¢(z)),h) Vz,heX
(3:2)

(Vilz+¢(z),yy =0 VzeXVyeY

Demostracién.

Para cada z € X definamos la funcién

f.:Y >R

y+— fo(y) = flz+y)
Afirmacién 1. f, € CL(V,R), f.(v) = f (z+ )|y ¥
(3.3) (Viz(y),h) = (Vf(z+y),h) VheY.

Prueba. Sean y,h € Y. Como f € C*(H,R), para cada € > 0 existe § > 0 tal que

si ||h|| < 6 entonces

oy +h) = foly) — f @+ 9) k| = |fl@+y+h) = f(z+y) = f (@ +y) bl < el|h].
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Luego f, es Fréchet diferenciable y f; ()=f(z+y)enY.

Ademss, por el Teorema de Representacion de Riesz tenemos

(Vi) h) = fo(@)h=f (@ +y)h=(Vf(z +y),h).
Probemos ahora que

£ Y >Y

y— f.(y)

es una funcién continua. En efecto, supongamos que y, — ) Y.
(n—o0

I1£2(un) — o)l = sup |fi(ya)h — fa(y)h
Rl <1
= sup |f (z+yn)h— f (& + v)h|
[|R]|<1

<|f (@ +y) = f (z+)l
Como f € C! tenemos que el lado derecho de la desigualdad anterior converge a 0.
Luego f, € C*. O
Usando (3.3) y la hip6tesis (3.1) se sigue que
(Vie(t) = Vie(y2), 11 — y2) = (VF(z+ 11) — VI(z + y2), 51 — 32)
> mllyr — 2.
Utilizando el Lema 3.1.2 se concluye que f, tiene un tnico punto de minimo en Y,

que denotaremos ¢(z). Luego

fz(¢(2)) = min fo(y).

yey
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Por lo tanto,
flz+6(e)) = min f(z +3).

En particular, ¢(x) es el inico elemento de Y tal que

(3.4) 0=(Vfs(d(z)),y) = (Vf(z+ ¢(z),y) VyeY.

Demostremos ahora que
¢p: X —-Y

es continua. En efecto, supongamos por contradiccién que ¢ no es continua. Luego

existen 6 > 0 y una sucesién (z,) C X tales que

Tn — 7y |lé(zn) (2| = 6.

(n—oo)

Luego
zn + ¢(z) — =+ ¢(z).

Como f € C, se sigue que

(3.5) Vi(zn + ¢(z)) — Vi(z + ¢(z)).

Sean P : H — Y C H la proyeccién de H sobre Y y P* : H — H el operador
adjunto de P.

Observamos que para todo z € X

P*Vf(z+ ¢(z)) =0.
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En efecto, sean zp € X yh=xz4+y € H.
(P V f(zo + ¢(x0)), h) = (P* V f(zo + ¢(z0)), z) + (P* Vf(z0 + ¢(z0)), y)
= (Vf(zo + ¢(x0)), Pz) + (Vf(z0 + ¢(0)), Py)

=0+0.

Usando (3.5), la observacién anterior y la continuidad de P* tenemos

P*Vf(zn + ¢(z)) — P*Vf(z+ ¢(z)) = 0.

Luego para n suficientemente grande se tiene

(3.6) [P*V f(zn + ¢(z))|| < mé.

Ademés, por hipdtesis

(Vi(@n+ ¢(xn)) = V(zn + 6(2)), $(z0) — 6(2)) 2> mlp(zn) — ¢()|I*.

Como (Vf(z, + ¢(x,)),y) =0 Vy €Y y P(¢d(zn) — ¢(z)) = ¢(z,) — (x) tenemos

(=Vf(@n + 6(z)), P($(zn) — $(2))) = m¢(zn) — $(z)|*.

Luego,
(=P (Vf(zn + ¢(2))), p(xn) — 8(2)) > m [|$(zn) ~ $()||>.

Usando la desigualdad de Schwarz se sigue que

1P* V§(zn + ¢@)llld(zn) — d(2)]| = m [|¢(zn) — o(x)]1*.
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Por lo tanto
|P* Vf(zn + ¢(2)l| = m|é(zn) — d(2)|| = mé.

Esta expresién contradice la desigualdad (3.6). Por lo tanto ¢ es una funcién con-
tinua. Y se concluye asi la demostracién de la primera parte del teorema.

Demostraremos a continuacién que la funcién

f:X->R

~

T — f(z) = f(z + ¢(z))

es de clase C' y

<v f(a:),h> = (Vf(z + &(z)),h) Vz,h € X.

En efecto, sean z,h € X y t > 0. Usando el hecho de que ¢(z) es el minimo de f,

y el Lema de Hadamard se tiene

flz+th) = f(z) _ fa+th+d(z+1th)) - fz+ ¢(z))

t t

(3.7) < flztth+¢(z)) - f(z + é(z))
o t

=/0 (Vf(z+ ¢(z) + sth),h) ds.

Como V f es una funcién continua, de (3.7) se sigue que

(3.8) lim sup fle+th) - f(=)

t—0+ t

<(Vf{z+ ¢(z)),h).

Analogamente se tiene

flz+th) — f(z) _ fle+th+d(@+th)) - flz+ ¢(x))
t ¢
(3.9) s f@+th+dlz+th)) — flz+d(z+th)
N t

_ /01 (VF(z + ¢(c + th) + sth), k) ds.
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Como ¢ y V f son funciones continuas, de (3.9) se concluye que

(3.10) limint L& 1R — (=)

t—0t t

2 (Vf(z+ ¢(z)),h).

De (3.8) y (3.10) se sigue que

(3.11) lim f(:l:-l—th)—f(.’l)):(

t—0+ t

Vi(z+é(x)),h) Vr,helX.

De manera similar se demuestra que

_ flz+th) — f(x)
1) g T

= (Vf(z + ¢(x)),h) Vz,h € X.

Por lo tanto

(3.13) I

t—0

fat tf:) —flz) _ (Vf(z+ ¢(x)),h).

Como ¢ y Vf son funciones continuas, usando (3.13) tenemos que f tiene derivada

de Gateaux continua. Por lo tanto f es Fréchet diferenciable, f es de clase C? y

<Vf(m),h> = (Vf(z+ ¢(z)),h) Vz,h € X.

Lo cual concluye la demostracién del teorema. g

El siguiente resultado esta basado en el teorema anterior y permite conseguir puntos

criticos de funcionales de tipo “maxmin”.
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Teorema 3.1.4. Sean f, f,X,Y y H como en el Teorema 3.1.3. Si — f es débilmente

inferiormente semicontinua y

f(z) — —o00 cuando ||z|]| > 0 (z € X)

entonces existe ug € H tal que f'(ug) =0y

fluo) = max min flz+y).

Demostracién. Sean ¢ : X - Y y f : X — R las funciones definidas en el

Teorema 3.1.3. Allf se demostré que f es de clase C! y ¢ es continua. Como

—f(2) = —f(e+¢(z)) 2 —f(z) yf(z) > -0 cuando |z — o0

se sigue que

—f(x) — 400 cuando ||z|| » 00 (z € X).

Luego —f es débilmente inferiormente semicontinua y coerciva. Usando el Teorema

1.1.2 se sigue que — f tiene un minimo. Por lo tanto existe zo € X tal que

(=f)(zo) = min (-f)(z).

zeX

Luego

(3.14) f(zo) = max f(z).

zeX
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Como f(z) = f(z + ¢(z)) = n‘lsi}r} f(z + y) se concluye que
y
(3.15) f(zo + ¢(z0)) = max min flz+y).
De (3.14), usando el hecho de que f es de clase C!, tenemos que
(3.16) <Vf(a:0), a:> =0 VzeX.

Seanze X yyeY.

(Vf(zo + ¢(z0)),z + y) = (VS(zo + ¢(x0)), ) + (Vf (20 + &(20)),¥) ,

De (3.4) se sigue que
(Vf(zo + ¢(z0)),y) = 0.

De (3.2) y (3.16)tenemos

(VS (@0 + #(a0)),2) = (Vf(a0),z) = 0.

Por lo tanto,
(Vf(zo + ¢(x0)),z +y) =0.

Si llamamos ug = g + ¢(xg) tenemos que Vf(ug) =0y

f(uo) = max min f(z+y)

Lo cual prueba el teorema. g
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2. Aplicaciones a Problemas Elipticos Semilineales

Presentamos a continuacién tres aplicaciones de los teoremas de la Seccién 1 a la
existencia de soluciones débiles para problemas elipticos semilineales.

En el resto del capitulo 2 C R™ designarda un dominio acotado con frontera suave.
Sean {A1, A2, As,---} la sucesién de valores propios y {1, ¥2,¢s,---} la sucesién

de funciones propias de —A con condicién de frontera de Dirichlet.

Teorema 3.2.1. Sea g : R — R una funcién continua que satisface las siguientes

condiciones:
i) g es una funcién Lipschitz, con constante de Lipschitz o tal que 0 < a < Ay,1-

ii) Existen constantes 3 y y tales que 3 > Ay y

' B
/ g(s)ds > 2 + 1.
0 2

Entonces el problema

Au+g(u) =0,en Q
(3.17)
u=0,en 09,

tiene al menos una solucién débil en HE(Q).

Demostracién. Sea I: H := H}(Q) — R el funcional definido por

I(u) = /Q (51Vul? - G(uw) du,

donde G(t) = [7 g(s) ds.
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Como g € C(R,R) y |g(t)| < |g(0)| + alt|, g satisface las hipdtesis de la Proposicién
1.2.3. Luego I € C}(H,R) y

(VI(w),v) = /Q (Vu-Vo—g(w)v) VoeH

Sean X = (¢1,¢2,---,¢nN) Y Y = (¢N+1,PN+2,...). Entonces H =X DY.
Demostraremos a continuacién que el funcional I satisface las hip6tesis del Teorema
3.1.3. En efecto, sean z € X y y1,y2 € Y. Usando el hecho de que g es una funcién

Lipschitz con constante a se sigue que

(3.18)
(VI(z+ ) — VI(z+ 1), 51 — 92) = /Q(V(x F31) - Vi —2) = Vi@ +32) -V — 1))
- /Q(g(a; + 1) (y1 —y2) —g(z + y2) (v1 — ¥2))
= [ V(1 —v2) - V(y1 — 92)
Q
- /Q(g(:zt +y1) — 9(z +y2)) (41 — y2)

> |y~ ye2ll® — a/ﬂ(yl ~ 2)2.

Como ||y||> > Ans1 Jqy? Vy €Y, sesigue que

a
(VI(z+y1) —VI(z+y2),y1 —y2) > (1 - )\——“) llyr — w2
N+1

Luego se satisfacen las hipétesis del Teorema 3.1.3. Por lo tanto existe una funcién

continua ¢ : X — Y tal que

~

I{z) = I(z + ¢(z)) = 21€i11/1](a:+ y) (z€X).



Como

He) < 1) = 3llelf - [ G@) < 1l = 5 [ o2 =10

||:L'|]2§)\N/Q:L'2 Vzx e X

se sigue que

(3.19) f(z) < & (1 _ -ﬂ-) lz|2 — 40| Ve € X.
2 AN

De (3.19) tenemos que
I(x) — —oo cuando ||z|| — oc.
Como dim X < oo, existe x5 € X tal que

(3.20) I(zo) = max I(z).

Por lo tanto
I(zo + ¢(z0)) = max min I(z + y).

z€X yey

Como I € C!, de (3.2) y (3.20) se deduce que
(VI(zo + ¢(z0)),z) = <Vf(m0),x> =0 Vze X

Usando (3.4)

(VI(zo + ¢(x0)),y) =0 VyeY.
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Por lo tanto

(VI(zg + ¢(z0)),z+y)=0 Vre X,Vyey.

Si llamamos ug = g + ¢(xo) entonces VI(ug) =0y

I(ug) = in I .
(uo) max min (x+y)

Por lo tanto up es un punto critico del funcional I y por consiguiente una solucién

débil del problema (3.17). Lo que concluye la demostracién del teorema. g
El siguiente teorema se debe a A. Castro y J. Cossio (ver [10]).

Teorema 3.2.2. Sea g : R — R una funcion diferenciable tal que

900 = lim £ € (vduyr) (B2

¥ §'(t) <+ < Ag41 Vt € R. Entonces el problema

Au+g(u)=0,en Q
(3.21) {

u=0,en 99,
tiene al menos una solucién débil en Hj(S2).

Demostracién. Sea I : H := H}(Q2) — R el funcional definido por

I(w) = /Q (51Vul? ~ Gw) du,

donde G(t) = [, g(s) ds.
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Como g € C(R,R) y ¢’'(c0) € R, existen constantes a;,as > 0 tales que
lg(t)| < a1+ aslt| VtER.
Usando la Proposicién 1.2.3 tenemos que I € C1(H,R) y
(VI(u),v) = /Q(Vu.Vv —g(u)v) Vv € H.

Sean X = (1,02, - ,¢k) Y Y = (Pr+1,Pkt+2, - ,). Entonces H = X @Y.
Demostraremos a continuacion que el funcional I satisface las hipétesis del Teorema
3.1.3. En efecto, sean z € X y y1,y2 € Y. Usando el Teorema del Valor Medio y el
hecho de que ¢'(t) < ~ se sigue que

(3.22)
(VI(z + 1) — VI(@ +2), 31 — 92) = / (V& +131). V(1 ~ 92) — Vi@ +32)- V(g — 1))

- /Q(g(.'v +y1) (y1 —y2) —9(z + 32) (1 — 12))
= / V(yr — 42)-V(y — y2)
Q
— /Q(g(:v +y1) —g(z+y2)) (y1 — y2)
= |lyr — w2l? — /Qg’(n)(yl —y2)?

> |lyr — w2l — ’y/Q(yl — y9)2.

Como ||y|> = Aet1 [o¥° Yy €Y, se sigue que

(VI(z+y1) — VI +1y0),5 —y2) > (1 — Iki’~-1->||yl — %
+
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Luego se satisfacen las hip6tesis del Teorema 3.1.3. Por lo tanto existe una funcién

continua ¢ : X — Y tal que
I(z+ ¢(r)) =minI(z+y) (ze€X).
yeYy
Ademis, ¢(zx) es el nico elemento de Y tal que
(VI(z+¢(z)),y) =0 Vy €Y,

la funcién

~

I: X—->R
z s I(z) = I(z + ¢(x))
es de clase Cl y

<Vf(:1:), h> = (VI(z + ¢(z)), k) Va,h € X.

Como ¢'(00) € (Mg, Ags1) se demuestra facilmente que existen constantes b € R y

4 > A tales que
(3.23) G(t) > %ﬁ +b VteR.

Usando (3.23) se sigue que

~

) < 1) = glelf ~ [ G(e) < glalf = [ =* ~via)

Como [|z]|? < Ay [,2? Vz € X, tenemos que

~

(3.24) I(z) < % (1 - %)'uxu? — Q| vzeX.
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De (3.24), como 4 > A, se deduce que

I(z) — —oo cuando ||z|| — oo.

Como dim X < oo, existe g € X tal que

(3.25) I(zo) = max I(z).

Por lo tanto

I(zo + ¢(20)) = max min I(z +y).

Si llamamos ug = zg + ¢(xo) tenemos que paratodozr € X yy €Y

(VI(:L‘() + ¢($0)), T+ y) = (VI(:L‘() + ¢(£L‘0)),.’L‘> + (VI(:ZI() + ¢(£L‘0)), y) =0.

Luego VI(up) =0y

I(uy) = max min I(z +y).

Por lo tanto ug es un punto critico del funcional I y por consiguiente una solucién

débil del problema (3.21). Lo que concluye la demostracién del teorema. g

Presentaremos a continuacién otra aplicacién del Teorema del Paso de la Montaiia
visto en el Capitulo 2. En dicha aplicacién la demostracién de que el funcional
satisface la condicién de Palais-Smale se haré utilizando el método de reduccién

explicado anteriormente. La prueba se debe a J. Cossio (ver [17]).
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Teorema 3.2.3. Sea f : R — R una funcién diferenciable tal que f(0) = 0,
F(0) < A1, f'(00) € (Mg, A1) con k > 2 y f'(t) < v < Agy1. Entonces el

problema

Au+ f(u)=0,en
(3.26) {

u=0,en 0f,
Tiene al menos una solucién clasica positiva y una solucion cldsica negativa.
Demostracion. Probaremos inicialmente la existencia de la solucién clasica posi-

tiva.

Sea fT la funcién definida por

fl&) si£>0
) =
F(0)¢ sig<O.

Sean Ft(¢) = fOE ft(s)dsy H := H}(Q). Sea J*: H — R el funcional definido

por
(3.27) JHw) = /Q (%uvun? — F*(u)) da.

De la Proposicién 1.2.3 se deduce que J* € C1(H,R) y

(3.28) (VI (u),¢) = /Q (VuVo — ft(u)p)dz Ve e H.

Por lo tanto encontrar los puntos criticos de J* es equivalente a encontrar las

soluciones débiles del problema

Au+ ff(u)=0 enQ
(3.29) {

u=0 en Of).
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Demostraremos a continuacién que el funcional J* satisface las hipétesis del Teo-
rema del Paso de la Montana.

Observamos inicialmente que la condicién f(0) = 0 implica que v = 0 es una
solucién del problema (3.26). Veamos que 0 es un punto de minimo de J*. En

efecto, usando los resultados de Castro y Lazer (ver [11]) tenemos

(D*J*(0) u, ) =/(|Vu|2—f'(0)u2).
Q

Por la desigualdad de Poincaré

1
u? < —/ Vul?.
[ <5 [ 1o
Por lo tanto _
f'(0
(D25 0)uu) 2 (1- L)

Usando la hipétesis f'(0) < A; se deduce que
(D*J*(0) u,u) > 0.

Luego 0 es un punto de minimo del funcional J*. Por lo tanto existen a > 0y
p > 0 tales que
JTw)2a st ull=p
Lo cual demuestra la primera hipétesis del Teorema del Paso de la Montaiia.
Sean t > 0 y ¢, la primera funcién propia de —A con condicién de frontera de

Dirichlet. De (3.27) observamos que

t2
) =5 [ I9alas— [ e ds.
Q Q
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Como f € C(R,R) y f'(c0) > A; existen constantes a; € R y ag > A; tales que
para £ > 0,
&-2
F*(&) > a1+ a2
Por lo tanto
t2

JﬂWQS;QrﬂﬁLﬁ—MML

Luego J*(t ;) — —oo cuando ¢ — oo.

En particular existe u € H tal que
Jw <0y ful>op.

Luego la segunda hipdtesis del Teorema del Paso de la Montana es valida.
Demostraremos ahora que el funcional J+ satisface la condicién de Palais-Smale.

En efecto, sea (u,) una sucesién en H tal que
|J*(un)| < M (M es una constante) y VJ* (u,) — 0 cuandon — oo.

Sean X = (p1,02,.---,¢0k) ¥ Y = {pr+1,Pk+2,--.). Luego H = X @Y. Como
un € H existen z,, € X y y, € Y tales que u, = z,, + yn.

Afirmacién 1.
(3.30) lynll < k1 + ka||zn ]l donde k1, ke > 0.

Prueba. En efecto, como f'(t) < Axy; se prueba, con un razonamiento anilogo al
que se hizo en la demostracion del Teorema 3.2.2, que existe m > 0 tal que
(3.31)

(VIt(z+y1) = VI (@ +y2), 51 —y2) = mlyr —12l’, Vo € X,Vy,p €Y.
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Usando el Teorema 3.1.3 vemos que existe una funcién continua ¢ : X — Y, donde

#(z) es el dnico elemento de Y tal que

(VIT(z + ¢(z)),y) =0 Vy€eY.

Utilizando (3.31) se sigue que

(3.32) (VI (@n + ¢(20)) — VI (@0 + Yn), B(@n) — Yn) = m|lyn — (20|

(3.32), la igualdad de arriba y la hipétesis VJ* (z, + yn) ——— 0 implican

n—00)
(3.33) Yn — ¢(zn) A 0.
Por otro lado, utilizando (3.31) tenemos
(3.34) (VI (@n + ¢(@n)) = VIT (@), d(zn)) > mp(za)]2

De (3.4), (3.28) y (3.34) tenemos que

(3.35) mllp(za)|? < /Q (@) plzn).

Como existen constantes a; € Ry ag > 0 tales que |f1(€)| < a; + asf€|, usando la

desigualdad de Cauchy-Schwarz y la desigualdad de Poincaré en (3.35) se tiene

(3.36) [p(zn)ll < c1 + caljznll.
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Combinando (3.33) y (3.36) se obtiene (3.30). O

Demostraremos a continuacién que (u,,) es una sucesién acotada. Supongamos, por
contradiccién, que u,, no es acotada. Usando (3.30) se sigue que la sucesién (z,,)
no es acotada.

Sea

fl(o0)t sit>0
h(t):{

F(0)t sit<o.

Por la definicién de f* vemos que

r(t) := f*(t) —h(t) =o(t)  cuando |t| — oo.
Como VJ™*(u,) — 0, de (3.28) tenemos
(3.37) /Q(Vun Vo — h(un) o — r(uy) ) (T—;:)_) 0 VeocH.

Dividiendo (3.37) por ||z, || obtenemos

) o hu) ()
(3.38) /V( )W leall £ Tl ¢ 0 VeckH

[|z | (n—o0)

Como { } estd acotada (ver (3.30)), existe w € H tal que _Zn_ . w débilmente

Unp

en Hy w# 0. Por el Teorema de Encaje de Sobolev se sigue que — w en

L?(9). De esta 1iltima expresién y (3.38) tenemos

/Q(Vw-ch—h(w)@:() Vo € H.
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Luego w es una solucién débil del problema
Aw+ h(w) =0 en

w=0 en Of).

Como f’(0) < Ay y el autovalor principal del Laplaciano en cualquier subregién de

2 es mayor o igual a A, tenemos que w > 0. Luego
Aw+ f/(0)w=0 en{

w=0 en Of).

Por lo tanto f’(oo) es un valor propio del Laplaciano. Esta contradiccién demuestra
que (u,) es una sucesién acotada. Por la Proposicién B.35 de [26] se sigue que
(un) tiene una subsucesién convergente. Por lo tanto el funcional J* satisface la
condicién de Palais-Smale.

Luego el funcional J* tiene un punto critico u # 0, el cual es una solucién débil del

problema
Au+ ff(u)=0 enQ

u=20 en Of).

Por los resultados de Agmon (ver [2]) se sigue que u es una solucién clésica.
Sea A := {z € Q;u(z) < 0}. Luego por la definicién de f* tenemos
Au+ f/(0)u=0 en A

u=20 en 0A.

Como f’(0) < A1 y el autovalor principal del Laplaciano en cualquier subregién

de Q es mayor o igual a A\;, vemos que A = (. Por lo tanto u > 0 en . Luego

f(uw) = fw).
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Reescribamos ahora la ecuacién (3.26) como

—Au— (f‘(“)) w= (f-+(—")> u  enQ

U U

u=0 en 0},

donde a, = max{a,0} y a_ = min{a,0}. Observamos que £~! f(£)4 son continuas
si se definen como f’(0) en £ = 0. Luego por el Principio del Maximo fuerte (ver
[15]) se sigue que u(z) > 0 para z € 2. Hemos demostrado que el problema (3.26)
tiene una solucién cldsica positiva.

La solucién cldsica negativa se construye de manera similar. Se concluye asi la

demostracion del teorema. g
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