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Resumen 

El presente trabajo tiene como objetivo potenciar algunos procesos inherentes al 

pensamiento variacional en el contexto de la exploración y análisis de funciones a través 

del planteamiento de actividades de aprendizaje usando la resolución de problemas y la 

geometría dinámica. Puesto que este trabajo tiene como objeto de estudio los procesos 

inherentes al pensamiento variacional su enfoque es de tipo cualitativo, además tiene 

alcance descriptivo en el sentido que los instrumentos metodológicos van a permitir a quien 

los aplique describir los avances o dificultades de los estudiantes. Los instrumentos 

metodológicos diseñados son 10 talleres entre los que están un diagnóstico sobre los 

conocimientos previos que tienen los estudiantes de funciones, una guía de familiarización 

con el software GeoGebra, tres talleres de afianzamiento de las principales funciones 

polinómicas y cinco talleres de profundización en algunas funciones de tipo racional e 

irracional. Resultado de este trabajo son las actividades propuestas en los diferentes 

talleres y los 21 aplicativos en los cuales se apoyan; mediante estos se busca potenciar 

procesos inherentes al pensamiento variacional como el reconocimiento de las variables, 

la identificación, tratamiento y conversión de sistemas de representación semiótica, la 

solución de problemas y la modelación matemática.  

 

Palabras clave: Actividad de Aprendizaje, Función, Geometría Dinámica, GeoGebra, 

Pensamiento Variacional, Resolución de Problemas, Sistemas de Representación.  
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Abstract 

Learning Activities Mediated by GeoGebra, Towards the 
Exploration and Analysis of the Behavior of Some 
Functions 

This study aims to enhance some processes inherent to variational thinking in the context 

of the exploration and analysis of functions through the approach of learning activities using 

problem solving and dynamic geometry. Since the object of the study are the processes 

inherent to variational thinking, its approach is qualitative. The study also has a descriptive 

scope as the methodological instruments will allow the administrator to describe de 

progress or difficulties of students. The methodological instruments are ten workshops, 

including a diagnosis of studentsô previous knowledge about functions, a GeoGebra usersô 

manual guide, three workshops to strengthen the main polynomial functions and five 

workshops to deepen some functions of rational and irrational type. The result of this 

academic work are the activities proposed in the different workshops and twenty-one 

applications on which they are supported; through these, the study seeks to enhance 

processes inherent to variational thinking such as recognition of variables, the 

identification, treatment and conversion of semiotic representation system, problem solving 

and mathematical modeling.  

 

Keywords: Learning Activity, Workshop, Function, Dynamic Geometry, GeoGebra, 

Variational Thinking, Problem Solving, and Representation Systems. 
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Introducción 

El desarrollo del pensamiento variacional es considerado un proceso lento y complejo pues 

este se da a la par y en estrecha relación con los otros tipos de pensamiento matemático 

(el numérico, el espacial, el de medida y el aleatorio) (MEN, 2006). Puesto que este tiene 

que ver, entre otras cosas, con el reconocimiento e identificación de la variación, la 

representación en distintos sistemas y la modelación; la noción de función y los tipos de 

funciones constituyen una herramienta fundamental a la hora de potenciar su desarrollo. 

 

Ahora bien, el estudio de las funciones en básica secundaria sin duda alguna genera una 

gran cantidad de dificultades en los estudiantes, dejando enormes vacíos que difícilmente 

se llenan en la etapa universitaria, esto debido a lo plano o monótono del proceso de 

enseñanza aprendizaje en el cual se ha visto inmerso o las pocas ayudas didácticas que 

le han brindado; de ahí que sea común encontrar estudiantes que no reconocen variables 

en un contexto dado, o que con gran dificultad pueden representar una función grafica o 

algebraicamente, o que usen funciones a la hora de solucionar una situación problema de 

contexto.  

 

Debido a estas problemáticas y teniendo en cuenta las dinámicas del mundo actual, la 

educación no puede permanecer estática, por ello, este trabajo está orientado al diseño de 

actividades de aprendizaje que incorporan elementos de geometría dinámica diseñados 

en GeoGebra, los cuales buscan favorecer o potenciar el desarrollo de los procesos 

descritos.  

 

Para lograr los objetivos propuestos se diseñaron una serie de talleres de tipo, diagnóstico 

en cuanto al conocimiento que tienen los estudiantes del concepto, propiedades, 

representación y aplicación de las funciones, de familiarización con el software GeoGebra, 

de afianzamiento de funciones polinómicas y de profundización de funciones racionales e 

irracionales, estos últimos, los de afianzamiento y profundización, se apoyan en aplicativos 
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desarrollados en GeoGebra que buscan que el estudiante a través de la exploración pueda 

generar su propio conocimiento.  

 

Este trabajo está compuesto por cinco capítulos. En el capítulo 1 se presenta el horizonte 

del trabajo (descripción y planteamiento del problema, justificación y objetivos). En el 

capítulo 2 está el marco referencial que sienta las bases de esta propuesta a partir de los 

antecedentes, teorías y concetos que en él se abordan. En el capítulo 3 se encuentran los 

elementos metodológicos utilizados a lo largo del proyecto y la forma en que se analizaran 

los resultados. A continuación, en el capítulo 4 se realiza un análisis de coherencia interna 

a las actividades diseñadas. Finalmente se presentan en el capítulo 5 las conclusiones y 

recomendaciones a quienes deseen aplicar la propuesta o continuar con la línea de 

investigación.  

 

 

 



 

 

1. Cap²tulo 1: Horizonte del trabajo 

1.1 Descripción y planteamiento del problema 

Según el Ministerio de Educación Nacional (MEN, 2006, p. 66) el pensamiento variacional 

ñtiene que ver con el reconocimiento, la percepci·n, la identificaci·n y la caracterizaci·n de 

la variación y el cambio en diferentes contextos, así como con su descripción, modelación 

y representación en distintos sistemas o registros simbólicos, ya sean verbales, icónicos, 

gr§ficos o algebraicosò; de esta definici·n podemos rescatar que los procesos de 

reconocimiento, identificación de la variación, la representación y las modelaciones son 

fundamentales para abordar el estudio de funciones.  

 

La noción de función constituye un eje fundamental que fomenta el desarrollo del 

pensamiento variacional (y los demás), pues se puede percibir fácilmente en contextos de 

la vida cotidiana (como comprar un producto en la cafetería del colegio o sacar unas 

fotocopias a un libro) y en los científicos (como en el estudio de la velocidad de un auto) 

(MEN, 2006).  

 

La evolución histórica muestra que el surgimiento del concepto de función se fue dando a 

partir de la indagación y desarrollo de situaciones de fenómenos de cambio, de lo que es 

posible concluir que es importante reconocer que el proceso de enseñanza de este 

concepto se puede realizar a partir de un trabajo en el que el estudiante se enfrente al 

análisis de situaciones significativas que provoquen interés y en el que se vayan 

incorporando los diferentes elementos que conforman el concepto (Castro et al., 2011). 

 

Ahora bien, este trabajo no se viene dando de manera eficiente pues en diversas 

investigaciones realizadas por autores como Azcárate (1996), Robledo (2003) entre otros, 

se ha identificado que en general, las dificultades respecto al concepto de función que 

presentan los estudiantes se deben a: 
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¶ La construcción deficiente que realizan del concepto. 

¶ La falta del uso de situaciones significativas durante su aprendizaje, lo cual está 

directamente relacionado con el uso de modelos pedagógicos tradicionales usados 

por los profesores. 

¶ La clase de actividades desarrolladas con los diferentes registros de representación 

que no propician la comprensión de los elementos inmersos en el concepto. 

¶ La ejercitación de lo simbólico, lo cual propicia el dominio de procesos algorítmicos 

en las situaciones problema donde se utiliza el concepto de función, pero que al 

enfrentarse a situaciones contextualizadas, los estudiantes se encuentran con 

dificultades para solucionarlas por la poca comprensión de elementos como: 

dependencia entre las variables, identificación de las variables y la clase de función 

(Castro et al., 2011). 

 

Este tipo de dificultades no son ajenas a nuestros estudiantes, y eso se puede evidenciar 

de cierta forma en los resultados que nos muestran las pruebas nacionales tales como las 

saber 11° donde el puntaje promedio de la Institución Educativa Agropecuario del Huila 

apenas alcanza 50 puntos; un punto por debajo del promedio general de los 

establecimientos educativos oficiales rurales, pero donde algunos de los estudiantes 

presentan puntajes de 30 puntos, ante los cuales el ICFES nos hace la siguiente 

observaci·n ñEl estudiante que se ubica en este nivel probablemente puede leer 

información puntual (un dato, por ejemplo) relacionada con situaciones cotidianas y 

presentada en tablas o gráficas con escala explícita, cuadrícula o, por lo menos, líneas 

horizontales, pero puede tener dificultades al comparar distintos conjuntos de datos, 

involucrar diferentes variables o analizar situaciones alejadas de su vida diariaò (ver figura 

1-1). 
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Figura 1-1. Resultados Pruebas ICFES I.E. Agropecuario Del Huila. 

Además, en el trabajo diario en el aula es común encontrar que los estudiantes cometen 

errores como: 

¶ No reconocimiento de las variables relacionadas (ver figura 1-2). 

¶ No formular correctamente la expresión algebraica que representa una función. 

¶ Poco manejo del plano cartesiano a la hora de representar gráficamente una 

función. 

¶ Dificultad en identificar el dominio y el rango de una función. 

¶ Mínimo reconocimiento de las características determinadas por los parámetros en 

una función. 

¶ Poco o nulo manejo de funciones que no son de tipo lineal o afín. 

¶ Falencias en la identificación del tipo de función al que pertenecen algunas 

funciones dadas. 

¶ Dificultades para el tratamiento y la conversión en los diferentes sistemas de 

representación, entre otras tantas. 

A los estudiantes de grado 901 se les dío el siguiente enunciado: ñDaniel invita a sus 

amigos a comer empanadas en la tiendaò se pide a los estudiantes tratar la relación 

entre la cantidad de empadas que consumen entre todos con el valor a pagar por parte 

de Daniel como una función, en cuyo caso deben identificar la variable independiente, 

la variable dependiente y determinar una expresión que permita calcular el valor a pagar 

por una cantidad ὼ de empanadas compradas.  

Este es el análisis que hace un estudiante donde nos muestra la desconexión que hay 

entre los conceptos relacionados, pues determina la expresión algebraica que 

representa la función, pero no identifica lo que representa la variable dependiente, es 

decir, la finalidad de la función. 
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Figura 1-2. Ejemplo estudiante 901. 

 

Todas estas cuestiones nos llevan a plantearnos el enorme reto de aportar actividades que 

permitan mejorar nuestras prácticas y así lograr estimular el desarrollo del pensamiento 

variacional pues este cumple un papel preponderante en la resolución de problemas 

sustentados en el estudio de la variación y el cambio, y en la modelación de procesos de 

la vida cotidiana, las ciencias naturales y sociales y las matemáticas mismas (MEN, 2006), 

además que se desarrolla en estrecha relación con los otros tipos de pensamiento 

matemático (el numérico, el espacial, el de medida o métrico y el aleatorio o probabilístico) 

y con otros tipos de pensamiento más propios de otras ciencias, en especial a través del 

proceso de modelación de procesos y situaciones naturales y sociales por medio de 

modelos matemáticos (MEN, 2006). 

 

Para nosotros es evidente que en nuestras aulas se dedica mucho tiempo a la enseñanza 

de algoritmos, formulas y su representación gráfica en el plano cartesiano, mediados única 

y exclusivamente por el uso de papel y lápiz, enfrentando a los alumnos a situaciones en 

las que los ejemplos y ejercicios propuestos no son significativos ni cercanos a su realidad, 

lo cual conduce al rechazo casi automático de la clase de matemáticas (Cantoral, 2013).   

 

Por otro lado, es nuestra realidad que algunos profesores quienes terminan mediando en 

la enseñanza de procesos tan importantes como los señalados anteriormente no tienen la 

preparación académica que les permita mostrar diferentes perspectivas de las temáticas 

que orientan y terminan por enseñar matemáticas igual a como está en el libro de texto 

que utilizan o como ellos lo entendieron; es decir, limitándose a reproducir el contenido en 

el pizarrón (Cantoral, 2013), lo que produce un desinterés profundo por los temas de 

matemáticas.  
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Entendiendo que aquel personal un poco mejor preparado para orientar estos procesos no 

puede hacerse cargo de estas responsabilidades por cuestiones de carga laboral (es 

com¼n que a los profesores ñm§s capacitadosò se les dé como carga laboral los grados 

superiores), procesos iniciales sumamente importantes quedan en manos de otro tipo de 

profesionales con formaciones diferentes a la de orientar matemáticas, quienes como 

dijimos antes, terminan por reproducir los contenidos de los textos (algunos de vieja data, 

otros de sistemas escolares diferentes al nuestro) (Cantoral, 2013) sin siquiera buscar 

estrategias o herramientas que les permitan mediar de mejor manera el proceso educativo 

donde un argumento que se esgrime habitualmente en contra del empleo de tecnología en 

la enseñanza de las matemáticas es que se abandona y olvida lo que no se hace con papel 

y lápiz, y eso va en perjuicio de la calidad en la formación. (Moreno & Lupiañez, 2001). 

 

Viendo todos estos factores que pueden influir negativamente en el proceso de enseñanza 

ï aprendizaje tomamos la determinación de desarrollar actividades mediadas por 

geometría dinámica (GeoGebra) que permitan a los estudiantes (y profesores) abordar de 

maneras diferentes y más llamativas aspectos tan relevantes para el pensamiento 

variacional como las funciones y su comportamiento, buscando que a través de la 

geometría dinámica se facilite la interpretación de la variación de ciertos parámetros, la 

representación gráfica de fenómenos de variación, las transformaciones entre diferentes 

sistemas de representación sin que haya mayor dificultad.  

 

Por todo lo anterior y en busca de mejorar los procesos de enseñanza aprendizaje que 

llevamos a cabo día a día, surge la siguiente pregunta de investigación ¿cómo podemos 

estimular el desarrollo de algunos procesos asociados al pensamiento variacional en el 

contexto de las funciones con estudiantes de bachillerato?  

1.2 Justificación 

El estudio de procesos de variación y cambio constituye uno de los aspectos de gran 

riqueza en el contexto escolar. El énfasis actual en la educación matemática orientado 

hacia el desarrollo del pensamiento matemático a partir de situaciones problemáticas 

significativas para los estudiantes, hacen del estudio de la variación y el cambio con 

mediación de herramientas tecnologías computacionales gráficas y algebraicas un campo 

de acción y formación potente en la educación matemática del país (MEN, 2004).  



8 Actividades de aprendizaje mediadas con GeoGebra, hacia la exploración 
y análisis del comportamiento de algunas funciones 

 
 

De acuerdo a lo que indica el MEN (2006) ñlos recursos didácticos pueden ser materiales 

estructurados con fines educativos (regletas, fichas, cartas, juegos, modelos en cartón, 

madera o plástico, etc.); o tomados de otras disciplinas y contextos para ser adaptados a 

los fines que requiera la tarea. Entre estos recursos, pueden destacarse aquellos 

configurados desde ambientes informáticos como calculadoras, software especializado, 

páginas interactivas de Internet, etc. Estos ambientes informáticos, que bien pueden estar 

presentes desde los primeros años de la Educación Básica, proponen nuevos retos y 

perspectivas a los procesos de enseñanza y de aprendizaje de las matemáticas en tanto 

que permiten reorganizaciones curriculares, pues no sólo realizan de manera rápida y 

eficiente tareas rutinarias, sino que también integran diferentes tipos de representaciones 

para el tratamiento de los conceptos (tablas, gráficas, ecuaciones, simulaciones, 

modelaciones, etc.). Todo esto facilita a los alumnos centrarse en los procesos de 

razonamiento propio de las matemáticas y, en muchos casos, puede poner a su alcance 

problemáticas antes reservadas a otros niveles más avanzados de la escolaridadò  

 

Por ello proponemos desarrollar actividades apoyadas en el software de libre uso 

GeoGebra que permitan a los docentes que orientan matemáticas en bachillerato tener 

una mayor gama de herramientas de enseñanza a su disposición y así se estimule 

positivamente el desarrollo del pensamiento variacional, y que además los estudiantes 

puedan contar con una perspectiva más amplia al momento de aprender, lo que podría 

permitir una mayor y mejor apropiación de los aprendizajes.  

 

Estas actividades están encaminadas a estimular una mejor comprensión del concepto de 

función por parte de los estudiantes, de sus formas de representación y el comportamiento 

de estas o sus características de acuerdo a la variación de sus parámetros. A través de la 

interacción con aplicativos desarrollados en GeoGebra, se busca afianzar conocimientos 

que permita dar cumplimiento a los estándares fijados por el MEN (2006): 

¶ Describo y represento situaciones de variación relacionando diferentes 

representaciones (diagramas, expresiones verbales generalizadas y tablas). 

¶ Reconozco el conjunto de valores de cada una de las cantidades variables ligadas 

entre sí en situaciones concretas de cambio (variación). 
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¶ Analizo las propiedades de correlación positiva y negativa entre variables, de 

variación lineal o de proporcionalidad directa y de proporcionalidad inversa en 

contextos aritméticos y geométricos. 

¶ Identifico las características de las diversas gráficas cartesianas (de puntos, 

continuas, formadas por segmentos, etc.) en relación con la situación que 

representan. 

¶ Identifico relaciones entre propiedades de las gráficas y propiedades de las 

ecuaciones algebraicas. 

¶ Modelo situaciones de variación con funciones polinómicas. 

¶ Identifico y utilizo diferentes maneras de definir y medir la pendiente de una curva 

que representa en el plano cartesiano situaciones de variación. 

¶ Identifico la relación entre los cambios en los parámetros de la representación 

algebraica de una familia de funciones y los cambios en las gráficas que las 

representan. 

¶ Analizo en representaciones gráficas cartesianas los comportamientos de cambio 

de funciones específicas pertenecientes a familias de funciones polinómicas, 

racionales, exponenciales y logarítmicas. 

 

Actividades a las que se les pueda dar seguimiento y evaluación a través de la consecución 

de los Derechos Básicos de Aprendizaje orientados por el MEN (2016): 

ü Identifica y analiza relaciones entre propiedades de las gráficas y propiedades de 

expresiones algebraicas y relaciona la variación y covariación con los 

comportamientos gráficos, numéricos y características de las expresiones 

algebraicas en situaciones de modelación. (DBA 8, Grado 8°) 

ü Propone relaciones o modelos funcionales entre variables e identifica y analiza 

propiedades de covariación entre variables, en contextos numéricos, geométricos 

y cotidianos y las representa mediante graficas (cartesianas de puntos, continuas, 

formadas por segmentos, etc.). (DBA 10, Grado 8°)  

ü Propone y desarrolla expresiones algebraicas en el conjunto de los números reales 

y utiliza las propiedades de la igualdad y de orden para determinar el conjunto 

solución de relaciones entre tales expresiones. (DBA 2, Grado 9°) 
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ü Utiliza expresiones numéricas, algebraicas o graficas para hacer descripciones de 

situaciones concretas y tomar decisiones con base en su interpretación. (DBA 8, 

Grado 9°) 

ü Comprende y utiliza funciones para modelar fenómenos periódicos y justifica las 

soluciones. (DBA 4, Grado 10°) 

ü Resuelve problemas mediante el uso de las propiedades de las funciones y usa 

representaciones tabulares, gráficas y algebraicas para estudiar la variación, la 

tendencia numérica y las razones de cambio entre magnitudes. (DBA 7, Grado 10°) 

ü Usa propiedades y modelos funcionales para analizar situaciones y para establecer 

relaciones funcionales entre variables que permiten estudiar la variación en 

situaciones intraescolares y extraescolares. (DBA 7, Grado 11°) 

Solo por citar algunos. 

 

Además teniendo en cuenta el hecho de que muchas instituciones educativas tienen un 

contexto similar, donde solo hay un docente de matemática para toda la población y al cual 

se le asignan los grados superiores, por tanto el área de matemáticas en varios grados de 

bachillerato puede ser fácilmente entregada al profesor de ciencias naturales o al de 

español o como en nuestro caso particular, al profesor de la modalidad agropecuaria, 

entonces se busca que las actividades propuestas sean un punto de apoyo para todos 

aquellos no profesionales en el área (en nuestra, y en otras instituciones educativas cuyo 

contexto sea similar) que por motivos ajenos a su voluntad han adquirido una 

responsabilidad tan grande para con la comunidad educativa, o también para aquellos 

profesionales del área que buscan otras maneras de presentar la temática a sus 

educandos.  

 

Estas actividades le permitirían al docente encargado una mejor apropiación de los 

objetivos trazados por el MEN (2006) a la vez que un mejor manejo del tema, tanto en lo 

teórico como en lo práctico pues su estructura le permitirá desarrollar a la par su 

pensamiento variacional. Dado que el profesor juega un papel fundamental como gestor 

del aprendizaje del alumno consideramos necesario que tenga desarrollado este 

pensamiento variacional para poder propiciarlo en sus alumnos. (Caballero & Cantoral, 

2013) 
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Atendiendo al hecho que la Institución Educativa Agropecuario del Huila cuenta con un 

número considerable de tabletas y computadores, que el software GeoGebra es de libre 

uso y no requiere conexión permanente a internet, y que el personal docente está en la 

disposición de recibir continua capacitación, consideramos que se puede llevar a cabo la 

implementación de las actividades propuestas y que estás plantean una mejora 

significativa en los procesos de aprendizaje de nuestros estudiantes.  

 

1.3 Objetivos 

1.3.1 Objetivo General 

Potenciar algunos procesos inherentes al pensamiento variacional en el contexto de la 

exploración y análisis de funciones a través del planteamiento de actividades de 

aprendizaje usando la resolución de problemas y la geometría dinámica. 

1.3.2 Objetivos Específicos 

¶ Diseñar actividades de aprendizaje que contribuyan al desarrollo del pensamiento 

variacional mediante la exploración del comportamiento de funciones haciendo uso 

de GeoGebra. 

¶ Analizar las actividades propuestas y su coherencia con relación al desarrollo de 

los procesos asociados al pensamiento variacional.   

 





 

 

2. Cap²tulo 2: Marco referencial 

2.1 Marco de Antecedentes 

Son muchas las investigaciones que se han llevado a cabo con el fin de estimular el 

desarrollo del pensamiento matemático, o que buscan una mejor comprensión del 

concepto de función y/o sus representaciones, o que usan las nuevas tecnologías para 

optimizar los procesos de enseñanza ï aprendizaje dentro y fuera del aula.  

 

A continuación vamos a realizar una descripción breve de algunos trabajos de 

investigación que se relacionan con el desarrollo del pensamiento variacional, la 

enseñanza del concepto de función y sus representaciones, y la geometría dinámica, 

trabajos que apoyan o sustentan la elaboración de este. 

2.1.1 Potenciando el pensamiento variacional y uso de sistemas 
algebraicos con GeoGebra. 

Autor, Año: German Gracia Obando, 2018. Universidad Nacional de Colombia, sede 

Manizales. 

 

Objetivo: Contribuir al fortalecimiento de los procesos de reconocimiento y comprensión 

de variables, uso de sistemas de representación, modelación y generalización, asociados 

al pensamiento variacional, a partir de la solución de problemas de optimización con el uso 

de GeoGebra.  

 

Metodología: Este trabajo está enmarcado en el enfoque cualitativo y es de tipo 

descriptivo, por cuanto se quiere describir avances de los estudiantes en el desarrollo de 

procesos asociados al pensamiento variacional, cuando se enfrentan a la solución de 

problemas de optimización. 

Entre los procesos que se desean fortalecer, se encuentran: 
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¶ Reconocimiento y comprensión de variables.  

¶ Conversión y tratamiento de sistemas semióticos de representación. 

¶ Modelación y generalización. 

Para lograr el objetivo se elaboraron y aplicaron tres tipos de talleres, a saber, de 

familiarización, guiados y de profundización, todos estos relacionados con el software de 

uso libre GeoGebra. 

Estos talleres se aplicaron a los estudiantes de grado undécimo de la institución educativa 

Escuela Normal Superior Claudina Munera del municipio de Aguadas en el departamento 

de Caldas.  

 

Resultados y conclusiones: Se evidencia un progreso en los estudiantes a la hora de 

abordar y resolver problemas de optimización y en el desarrollo de algunos procesos 

asociados al pensamiento variacional, entre ello resaltamos el reconocimiento y 

comprensión de variables (percibirla, identificarla y caracterizarla como independiente o 

dependiente), la realización de procesos de conversión y tratamiento de sistemas de 

representación (cuando los estudiantes representan y analizan situaciones y estructuras 

matemáticas usando símbolos algebraicos, tablas, gráficas, iconos, etc.; al traducir un texto 

o situación al lenguaje simbólico matemático, en tablas de valores y/o en forma gráfica en 

el plano cartesiano) y en la construcción de modelos y procesos de generalización (cuando 

los estudiantes representan y  entienden relaciones cuantitativas, formulan y visualizan un 

problema en diferentes formas, descubren relaciones y regularidades, entre otros 

aspectos). 

2.1.2 Desarrollo del pensamiento variacional en estudiantes de 
secundaria, mediado por GeoGebra. 

Autor, Año: Wuilkinson Carlos Dávila Orozco, 2018. Universidad Nacional de Colombia, 

sede Manizales. 

 

Objetivo: Contribuir en el fortalecimiento de procesos asociados al pensamiento 

variacional y los sistemas algebraicos en estudiantes de secundaria, a partir del 

planteamiento y solución de problemas de variación, usando GeoGebra como instrumento 

de mediación cognitiva.   
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Metodología: Esta es una investigación de tipo cualitativo ï descriptivo basada en el 

enfoque problémico y el uso de tecnologías computacionales, que busca determinar y 

explicar las dificultades o avances que presentan los estudiantes de secundaria en los 

procesos de razonamiento, comunicación y modelación de situaciones problemáticas en 

contexto. 

Para lograr el objetivo se desarrollaron y aplicaron unas actividades prácticas de aula que 

problematizan situaciones en contexto, con el uso de herramientas tecnológicas que 

demandan tres momentos: de familiarización, de orientación y de profundización. 

Estas actividades se aplicaron a los estudiantes de los grados octavo y noveno de la 

jornada tarde en la institución educativa Gerardo Arias Ramírez del municipio de Villamaría 

en el departamento de Caldas. 

 

Resultados y conclusiones: Entre las conclusiones de la investigación resaltamos las 

que se relacionan con el desarrollo del pensamiento variacional: 

¶ Se evidencio un ligero avance en los procesos de esquematización y 

generalización, mostrando un desempeño homogéneo. Gracias a la versatilidad del 

programa GeoGebra, los estudiantes mostraron una mayor comprensión de los 

contenidos tratados, a partir de la identificación de relaciones y propiedades, de la 

aplicación de distintos tipos de representación semiótica y del razonamiento 

inductivo, a medida que se avanzó en las actividades. Sin embargo, es de anotar 

que en la medida en que las tareas adquirieron mayor complejidad, los alumnos 

fueron perdiendo motivación por la herramienta tecnológica. 

¶ Los educandos alcanzaron niveles aceptables al momento de identificar fenómenos 

de cambio y variación a través de la integración de varios conceptos como número, 

variable, constante, entre otros.  

¶ Lograron realizar conclusiones, gracias al manejo de la información de manera 

gráfica, tabular, oral, etc.  

2.1.3 Desarrollo del pensamiento variacional mediante el uso del 
programa matemático GeoGebra en estudiantes de grado 
noveno. 

Autor, Año: Armando Córdoba Perdomo, 2018. Universidad Nacional de Colombia, sede 

Manizales. 
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Objetivo: Aportar al fortalecimiento de procesos de aprendizaje asociados al pensamiento 

variacional en estudiantes de grado noveno, a partir de la exploración, modelación, 

validación y solución de situaciones de variación en el contexto de la función cuadrática, 

usando el programa GeoGebra como herramienta mediadora de aprendizaje.  

 

Metodología: Este trabajo está enmarcado dentro del paradigma cualitativo, de tipo 

descriptivo; porque está orientado a la exploración, al análisis y a la descripción de los 

avances y dificultades que presentan los estudiantes en cuanto a los procesos cognitivos 

adquiridos a medida que se adelanta en la ejecución de los instrumentos metodológicos 

planteados en la propuesta de trabajo, y que son inherentes al pensamiento variacional. 

Específicamente, se desea describir en forma explícita y detallada los avances en procesos 

como: 

¶ Exploración y sistematización 

¶ Validación de enunciados 

¶ Simulación y modelación en otros campos científicos 

Este trabajo se desarrolló por medio de la aplicación de tres tipos de talleres donde se 

relacionan los tres procesos, estos son: un taller introductorio de exploración, un taller de 

afianzamiento similar al primero pero con un mayor grado de complejidad y un taller de 

profundización donde se refuercen conceptos asociados al estudio de la función 

cuadrática.   

Estas actividades se aplicaron a los estudiantes de grado noveno de la institución 

educativa Ana Elisa Cuenca Lara del municipio de Yaguará en el departamento del Huila. 

 

Resultados y conclusiones: Se logro que se fortalecieran las habilidades y destrezas en 

la adquisición de conceptos asociados al estudio de la función cuadrática, dentro de lo 

establecido en los lineamientos curriculares y estándares básicos de competencias, 

demostraron un alto grado de comprensión de los conceptos estudiados en los talleres, 

esto se hizo evidente al ser capaces de traducir de manera visual los conceptos, gracias a 

la manipulación de construcciones virtuales, para lo cual resultó fundamental las 

potencialidades de la geometría dinámica.  
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2.1.4 El concepto de función como una integración de los 
registros de representación. 

Autor, Año: Julián Darío García Henao, 2013. Universidad Nacional de Colombia, sede 

Medellín. 

 

Objetivo: Desarrollar una propuesta pedagógica ï didáctica dirigida a obtener mejoras en 

los procesos de enseñanza ï aprendizaje del concepto de función que potencien el 

desarrollo del pensamiento variacional y que permita establecer relaciones entre los 

registros de representación con estudiantes de grado noveno.  

 

Metodología: Este trabajo se caracteriza por ser una investigación cualitativa, de tipo 

descriptivo; en esta se emplea el estudio de casos como método de investigación, este 

método fue seleccionado ya que no se busca establecer generalizaciones en una 

determinada población, sino estudiar un caso particular, tratar de interpretarlo y 

comprenderlo. 

Este trabajo se desarrolló por medio de la aplicación de tres guías, la primera diseñada 

bajo la metodología de la modelación, en la cual el estudiante debe ser el encargado de 

elegir la situación y a partir de esta solucionar una serie de interrogantes; la segunda guía 

mantiene el mismo diseño de modelación con la variante que en esta ocasión es el docente 

quien modela y orienta la situación; en la tercera y última guía se busca que los estudiantes 

pasen por los diferentes registros de representación en la solución de situaciones 

problema.  

Estas actividades se aplicaron a los estudiantes de grado noveno A del colegio Monseñor 

Alfonso Uribe Jaramillo del municipio de Rionegro en el departamento de Antioquia. 

 

Resultados y conclusiones: Entre las conclusiones que se determinan en la investigación 

resaltamos las siguientes: 

¶ En las diferentes actividades presentadas por los estudiantes se observa una 

dificultad en la asimilación del registro algebraico o simbólico, dado que gran parte 

de los educandos no pudieron llegar a las diferentes ecuaciones que pedían las 

actividades, a pesar de identificar las principales características de una función, es 

decir, podían reconocer los diferentes tipos y algunas de sus características, pero 
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no tenían la capacidad de encontrar una expresión algebraica que tradujera el 

enunciado.  

¶ A pesar de las dificultades presentadas por la mayoría de los estudiantes, se pudo 

evidenciar que una pequeña parte de los educandos pudieron asociar los diferentes 

registros de representación, debido a que poseen buenos saberes previos, lo que 

muestra que para entender el concepto de función como un modelo matemático 

primero se debe hacer un estudio de los diferentes elementos que hacen parte de 

una función, para luego enfocar su estudio en las aplicaciones que pueden tener, 

es decir, debe haber una buena fundamentación teórica de los diferentes conceptos 

de la función y de los registros para luego poder asociarlos entre sí.  

2.1.5 Apropiación del concepto de función usando el software 
GeoGebra. 

Autor, Año: José Nelson Martínez Gómez, 2013. Universidad Nacional de Colombia, sede 

Manizales. 

 

Objetivo: Diseñar módulos didácticos e interactivos incorporando el software GeoGebra 

para mejorar el proceso de enseñanza aprendizaje y la apropiación del concepto de 

función, función lineal y cuadrática, así como su aplicación en la solución de situaciones 

problema de la vida real. 

 

Metodología: Diseño y aplicación de módulos didácticos e interactivos incorporando el 

software matemático especializado GeoGebra, que permiten integrar de forma más ágil 

elementos fundamentales de funciones tales como conceptos, manejo algebraico, 

numérico, tabular y gráfico, haciendo posible la profundización en la transferencia de estos 

elementos en el análisis y solución de situaciones problema. Este trabajo tiene una 

estructura basada en la teoría del aprendizaje significativo y la secuencia didáctica de 

pedagogía conceptual de Miguel de Zubiria: 

¶ Inicio: con dos fases, motivación y encuadre. 

¶ Etapa de comprensión: enunciación y modelación. 

¶ Etapa de desarrollo: simulación y ejercitación. 

¶ Cierre: demostración, síntesis y conclusión. 

 



Capítulo 2 19 

 

Resultados y conclusiones: Es necesario en el proceso de enseñanza de funciones en 

básica secundaria retomar con mayor énfasis el concepto de función como relación de 

magnitudes o representación de una ley de variación, permitiendo romper la barrera que 

sesga dicho concepto a solo una imagen visual o curva generada o una expresión analítica 

aislada, por tal motivo, las aplicaciones y solución de las situaciones problemas planteadas 

en los diferentes módulos propuestos con el software GeoGebra son una estrategia 

didáctica valiosa para tal fin.  

2.1.6 Propuesta didáctica para abordar el concepto de función a 
partir de la modelación matemática. 

Autores, Año: Yeimy Paola Herrera Naranjo, Vicente Elisban Muñoz Días, 2014. 

Universidad Pedagógica Nacional, Bogotá, D.C. 

 

Objetivo: Elaborar una propuesta didáctica que permita abordar el concepto matemático 

función real, teniendo en cuenta la modelación matemática y el pensamiento variacional.  

 

Metodología: Este trabajo se caracteriza por ser una investigación cualitativa, de tipo 

descriptivo; en esta se emplea el estudio de caso como método de investigación. Los 

procedimientos metodológicos que se llevaron a cabo en el desarrollo de este trabajo se 

realizaron en tres fases. En la primera se realizó la búsqueda de trabajos y publicaciones 

relacionados con los elementos históricos, teóricos y didácticos del concepto de función, 

que fundamentaron el marco de referencia del trabajo; en la segunda se efectuó el proceso 

de elaboración, aplicación y análisis (cualitativo y cuantitativo) de un cuestionario (con 

preguntas abiertas), que tenía por objetivo la recolección de información para la 

caracterización de las concepciones de los estudiantes de séptimo semestre de la 

Licenciatura en Matemáticas de la Universidad Pedagógica Nacional, sobre el concepto de 

función; en la tercera fase se elabora la propuesta didáctica; las actividades se estructuran 

en dos partes enfatizando en situaciones de variación, cambio y dependencia, ligadas con 

la modelación matemática.  

 

Resultados y conclusiones: A continuación se presenta un resumen de las conclusiones 

a las cuales se llegó durante el avance y culminación del trabajo: 
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¶ Se considera que la consulta y estudio de la historia del concepto de función, brinda 

elementos de reflexión sobre el quehacer del profesor de matemáticas, lo cual 

conlleva a generar maneras de enseñar dicho concepto matemático que tengan 

mayor significado para los estudiantes.  

¶ La modelación es un proceso que está relacionado directamente con el 

pensamiento variacional y que permite la realización de actividades en las cuales 

se pueden identificar elementos importantes del concepto de función, como las 

variables independiente y dependiente, las relaciones entre ellas, la obtención de 

un modelo que está dado en algunas de las representaciones de la función (verbal, 

gráfica, tabular y algebraica). 

¶ Las actividades incluidas en la propuesta didáctica y en general toda la estructura 

acogen diferentes elementos históricos, didácticos y matemáticos importantes para 

conceptualizar de manera más adecuada la función; el uso de herramientas 

tecnológicas facilita procedimientos que con lápiz y papel serían prácticamente 

imposibles de realizar, se tienen en cuenta el pensamiento variacional y junto con 

ello la modelación matemática.  

2.1.7 Proyecto de aula que contribuya a la enseñanza de las 
funciones reales a partir de situaciones problema y uso de 
TIC. 

Autor, Año: Sebastián Valencia Carmona, 2018. Universidad Nacional de Colombia, sede 

Medellín. 

 

Objetivo: Elaborar un proyecto de aula que contribuya a la enseñanza de las funciones 

reales a partir de situaciones problema y el uso de TIC en el Colegio Campestre Horizontes. 

Metodología: El método utilizado para este proyecto de aula es de tipo inductivo y está 

basado en el enfoque de enseñanza para la comprensión (EpC), el cual parte de la 

exploración de unos saberes previos tratando de introducir al estudiante a los conceptos 

desde sus conocimientos adquiridos por la experiencia.  

Este proyecto se divide en varias fases, en la fase inicial se realizarán actividades de 

exploración de los conocimientos en cuanto al reconocimiento de la representación gráfica 

de una función cuadrática, en una segunda fase se plantearan los objetivos del proyecto y 

se realizará la planeación de la fase operativa, también en esta fase se definen los medios 
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necesarios para desarrollar el proyecto, la tercera fase será la aplicación del proyecto de 

aula, la cuarta fase será la evaluación del proyecto.  

La población objetivo de este trabajo fueron los estudiantes de grado undécimo del Colegio 

Campestre Horizontes, ubicado en el municipio de Rionegro en el departamento de 

Antioquia. 

 

Resultados y conclusiones: A continuación se presenta un resumen de las conclusiones 

a las cuales se llegó durante el avance y culminación del trabajo: 

¶ Sin duda alguna la aplicación de pruebas diagnósticas proporciona un nivel de 

partida para cualquier proyecto; además de lo anterior, ayudan a orientar la 

pregunta problematizadora y los objetivos. Luego de esta prueba se pudo concluir 

que los estudiantes presentaban dificultades a la hora de relacionar el concepto de 

función con situaciones problema relacionadas con deporte, ingeniería y física.  

¶ La implementación de un proyecto de aula permite al docente una organización 

secuencial y lógica de las temáticas a trabajar, así mismo favorece el desarrollo de 

diversas actividades y el uso de distintas herramientas para el aprendizaje.  

¶ La caracterización de las funciones a partir de su representación gráfica en 

GeoGebra no solo permitió que los estudiantes relacionaran dichas gráficas con su 

forma algebraica, también favoreció el análisis del comportamiento de las variables 

y la posibilidad de asociar estos con situaciones reales.  

¶ Los distintos software creados para la enseñanza de los conceptos matemáticos 

han favorecido la participación activa de los estudiantes, ya que al usar 

herramientas y dispositivos cotidianos para ellos como el celular y el computador 

los índices motivacionales incrementan.  

2.1.8 Los sistemas de representación semiótica en la enseñanza 
de funciones polinómicas de segundo grado en la 
Institución Educativa Javiera Londoño. 

Autor, Año: Jorge Iván Amaya Baena, 2019. Universidad Nacional de Colombia, Medellín. 

 

Objetivo: Analizar la contribución de los registros de representación semiótica a la 

enseñanza de las funciones polinómicas de segundo grado en estudiantes de noveno 

grado de la Institución Educativa Javiera Londoño. 
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Metodología: El presente trabajo se enmarca en el paradigma critico social, el cual 

propone un enfoque de investigación acción. En particular se toma la investigación acción 

educativa, que refiere particularmente al estudio, investigación e indagación de procesos 

de enseñanza ï aprendizaje. El método que se utiliza en la investigación acción es el crítico 

social, caracterizado por utilizar procesos inductivos y deductivos que facilitan al docente 

llegar a conclusiones que sean válidas y valiosas para el proceso de enseñanza.  

Este trabajo se desarrolló por medio de tres fases, a saber: 

¶ Primera fase: en esta, se observa un problema de la institución educativa, se 

delimita un tema, se realiza una pregunta y se enuncia una propuesta de cómo se 

piensa abordar tal problema.  

¶ Segunda fase: en esta se planean y diseñan las actividades concernientes a la 

propuesta, se conceptualiza el tema, se define el método de enseñanza y se 

delimita la metodología de la investigación, estableciendo las herramientas con las 

que se va a recolectar la información y describiendo el proceso por el cual se va a 

realizar el análisis de la información recolectada. 

¶ Finalmente, en la tercera fase es donde se triangula la información obtenida, 

cotejándola con lo planeado y con las hipótesis que se tenían antes de hacer las 

prácticas en el aula; esto permite evaluar el impacto de la propuesta con el fin de 

tomar acciones que permita mejorar las practicas docentes. 

Estas actividades se aplicaron a los estudiantes de grado noveno de la institución 

educativa Javiera Londoño ubicada en el municipio de Medellín en el departamento de 

Antioquia.  

 

Resultados y conclusiones: Se puede concluir a nivel general que una buena estrategia 

de enseñanza de las funciones polinómicas de segundo grado es aquella que favorece la 

utilización de variados registros de representación, además de posibilitar el uso de 

transformaciones entre estos registros. Esto permite comunicar las ideas matemáticas de 

una manera más efectiva y comprensible, además de hacer posible dotar de sentido y 

significado a los objetos matemáticos con los cuales se está trabajando.  

En procura de dotar sentido y significado a los objetos matemáticos es indispensable que 

se propongan secuencias didácticas que consideren situaciones de variación que le sean 

próximas a los estudiantes, en mayor medida si estas situaciones pueden ser 

representadas a través de material concreto. Esto posibilita un afianzamiento de la 
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actividad cognitiva en referencia a las formas de representación más abstractas como son 

por ejemplo el registro de representación algebraico, además de hacer las conversiones 

entre los tipos de registros menos traumáticas y con un significado evidente.  

2.1.9 Estudio de funciones con GeoGebra. 

Autor, Año: Clara Benedicto Baldonado, 2012. Universidad de Valencia, España. 

 

Objetivo: Aprovechar la visualización dinámica e interactiva que ofrece GeoGebra para 

comprender, profundizar y mejorar la observación y análisis de las propiedades de las 

funciones. 

 

Metodología: Este trabajo tiene un enfoque cualitativo de tipo descriptivo, está basado en 

el modelo de Pirie y Kieren sobre el crecimiento de la comprensión matemática (Pirie & 

Kieren, 1994), en el cual se enfatiza que la comprensión matemática de un individuo 

particular sobre un tópico matemático especifico evoluciona a través de ocho niveles 

potenciales, a saber: 

¶ Nivel 1: Conocimiento primitivo. 

¶ Nivel 2: Creación de la imagen. 

¶ Nivel 3: Comprensión de la imagen. 

¶ Nivel 4: Observación de la propiedad. 

¶ Nivel 5: Formalización. 

¶ Nivel 6: Observación. 

¶ Nivel 7: Estructuración. 

¶ Nivel 8: Invención.  

En este trabajo se proponen una serie de pasos a seguir para alcanzar una correcta 

comprensión de los contenidos matemáticos asociados a las funciones (tasa de variación 

media, derivada, monotonía, extremos y concavidad), y los procedimientos usualmente 

seguidos, se tomó en cuenta para su investigación los primeros cuatro niveles y se aplicó 

a estudiantes de 2° de bachillerato en el Instituto de Educación Secundaria Campanar, en 

Valencia, España.  

Resultados y conclusiones: Luego de la aplicación de tres cuestionarios a los 

estudiantes, se obtuvieron los datos que permiten dar las siguientes conclusiones: 
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¶ Los estudiantes terminaron sus sesiones con una comprensión clara de los 

conceptos estudiados (tasa de variación media, derivada, monotonía, extremos y 

concavidad). 

¶ Al utilizar el GeoGebra como herramienta visual que permite a los alumnos razonar 

y deducir por sí solos, se creó un ambiente de mayor participación y discusión de 

las informaciones; esto favoreció la comprensión e integración de los conceptos.  

¶ Se concluye que la mayoría de los alumnos a alcanzado el cuarto nivel de Pirie y 

Kieren de manera satisfactoria, pues se comprendieron los conceptos estudiados 

y esto les permitió crear una imagen mental con la que puedan asociar unos 

conceptos con otros, a su vez que interpretan sus características.  

¶ Finalmente se considera que el uso de GeoGebra puede darse en diferentes ramas 

de la matemática y esto favorecería el aprendizaje de los alumnos, por ello se hace 

necesario promover técnicas de aprendizaje haciendo uso de las nuevas 

tecnologías en profesores y alumnos.  

2.2 Análisis del marco de antecedentes 

La revisión de los antecedentes presentados y de otros no incluidos nos permite tener una 

mirada más amplia de este tipo de proyectos que buscan mejoras en los procesos de 

enseñanza ï aprendizaje, además son una buena fuente de referentes metodológicos, así 

como de herramientas disponibles para implementar en dichos procesos. 

 

Particularmente nos permitimos señalar algunos de los aportes más relevantes en cuanto 

a la elaboración de la presente propuesta didáctica de investigación: 

 

1. El uso de software especializados, particularmente el uso de GeoGebra ayuda 

notablemente en la consecución de los objetivos trazados en los proyectos, lo cual 

nos anima con justa razón a hacer uso de este en la propuesta que presentamos.  

2. La historia del desarrollo o la evolución de los diferentes conceptos matemáticos a 

enseñar brinda elementos que permiten reflexionar sobre el quehacer del profesor 

de matemáticas, lo cual permite generar mejores prácticas de enseñanza a los 

docentes y despierta mayor conciencia de aprendizaje en los estudiantes.   

3. Las diversas conclusiones en las que nos referían la gran dificultad que tienen los 

estudiantes a la hora de determinar la representación algebraica de una función, 
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nos empujó a prestar especial atención a dicho obstáculo, orientando las 

actividades en cierta medida a superar este impase. 

4. Es sumamente importante el reconocimiento y tratamiento, tanto por parte del 

estudiante como por supuesto por parte del docente, de los diferentes registros de 

representación de las funciones, por ello desde esta propuesta se hizo especial 

énfasis en ello, trabajando las representaciones gráficas, tabulares y algebraicas.  

5. El pensamiento variacional está íntimamente ligado con los otros tipos de 

pensamiento matemático, por lo que es fundamental su buen desarrollo; por ello 

esta propuesta de investigación se centra en potencializar los procesos mentales 

asociados a su fortalecimiento.  

6. El encontrar las limitaciones en cuanto a los tiempos requeridos para la aplicación 

de un proyecto de investigación en el aula, nos motivó a realizar estas actividades 

de tal forma que le permita al estudiante trabajar en su casa, de manera autónoma, 

sin la necesidad de estar en contacto permanente con el docente. 

7. El trabajo con el concepto de función y todo lo que de él deriva es muy amplio y se 

hace muy complejo abarcarlo todo desde cada una de las propuestas, incluida esta, 

por lo que se debe buscar la forma de utilizar los trabajos de investigación 

existentes para complementarse en los diferentes alcances que tiene cada uno y 

así llevar un proceso lo mejor posible con los estudiantes. 

8. Finalmente tenemos que decir que el ámbito educativo y los procesos de 

enseñanza ï aprendizaje son muy complejos y relativos a sus entornos, por lo que 

los resultados de las diferentes investigaciones no muestran mejorías notorias 

generalizadas, luego no hay una verdad absoluta en su respecto. 

Una vez analizados los antecedentes estamos listos para concretar la propuesta de 

investigación.    

2.3 Marco Teórico 

En este apartado se presentan las teorías de educación sobre enseñanza y aprendizaje, 

uso de TICôS y resoluci·n de problemas en matem§ticas en las que se sustenta la 

elaboración de este proyecto.  
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2.3.1 Teorías sobre la construcción del conocimiento. 

2.3.1.1 Constructivismo  

El constructivismo es una corriente pedagógica que postula que el individuo -tanto en los 

aspectos cognitivos y sociales del comportamiento como en los afectivos- no es un mero 

producto del ambiente ni un resultado de sus disposiciones internas, sino una construcción 

propia que se va produciendo día a día como resultado de la interacción entre esos dos 

factores. El conocimiento no es una copia de la realidad, sino una construcción del ser 

humano. La persona realiza dicha construcción, con los esquemas que ya posee, es decir, 

con lo que ya construyó en su relación con el medio que lo rodea (Carretero, 1993).  

 

Al asociar el constructivismo con la educación, el proceso de enseñanza y aprendizaje se 

dimensiona y se lleva a cabo como un proceso dinámico, participativo e interactivo entre 

docente y alumno, de modo que el conocimiento sea una construcción real desarrollada 

por la persona que está aprendiendo apoyado en las herramientas entregadas por el 

medio. 

 

De acuerdo a lo anterior, y según lo establecen Arce, Conejo y Muñoz (2019), podemos 

determinar algunas características que nos permiten identificar este enfoque: 

¶ El alumno aprende a través de su acción en situaciones planteadas por el docente. 

¶ El conocimiento se desarrolla, organiza e integra a través de conflictos o 

desequilibrios que el alumno debe superar: evolución de sus estructuras cognitivas 

y conocimientos. 

¶ Rol central del alumno como agente principal: énfasis en los procesos de 

aprendizaje, que varían de unos alumnos a otros. 

¶ Rol clave del decente: crea situaciones de aprendizaje, orienta la acción del 

alumno, plantea preguntas sobre aspectos clave, modifica aspectos de la situación, 

etc.  

¶ Cada alumno construye, desarrolla y organiza su conocimiento a partir de las 

situaciones planteadas por el decente, y es un agente activo de ese proceso. 

¶ El error es precursor del desarrollo del aprendizaje: la emergencia de conflictos 

cognitivos en situaciones incita superar y reorganizar los conocimientos anteriores.  

¶ Importancia de las interacciones docente-alumno, y de los alumnos entre sí. 
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Al día de hoy, son muchos los autores que han enunciado sus propias teorías de tipo 

constructivista para tratar de explicar cómo se produce el desarrollo del aprendizaje y la 

construcción de conocimiento; entre las más representativas a la hora de concretar este 

proyecto se encuentran las siguientes: 

2.3.1.2 Lev Vygotsky y su teoría del constructivismo sociocultural  

Para Vygotsky, el desarrollo cognitivo se concibe como el resultado de la interacción entre 

el sujeto y el medio físico, social y cultural que lo rodea. Vygotsky sostiene que todos los 

procesos psicológicos superiores (comunicación, lenguaje, razonamiento, etc.) se 

adquieren primero en un contexto social y luego se internalizan; esta internalización es un 

producto del uso de un determinado comportamiento cognitivo en un contexto social 

(Carretero, 1993). En palabras del mismo Vygotsky: 

 

ñUn proceso interpersonal queda transformado en otro intrapersonal. En el desarrollo 

cultural del niño, toda función aparece dos veces: primero, a escala social, y más 

tarde, a escala individual; primero, entre personas (interpsicológica), y después, en el 

interior del propio niño (intrapsicológica). Esto puede aplicarse igualmente a la 

atención voluntaria, a la memoria lógica y a la formación de conceptos. Todas las 

funciones psicol·gicas superiores se originan como relaciones entre seres humanosò 

(Vygotsky, 1978, pág. 92-94). 

 

De ahí la importancia de la interacción con el medio, donde el leguaje juega un papel 

fundamental como mediador para la construcción del conocimiento entre docente y alumno 

o entre alumnos. 

 

Otra idea de Vygotsky con amplio impacto es la de zona de desarrollo próximo. Esa zona 

es la distancia entre el nivel de desarrollo real del alumno (aquello que el alumno ya sabe 

y es capaz de desarrollar de forma independiente y autónoma) y el nivel de desarrollo 

potencial (aquello que el alumno podría llegar a saber y a saber hacer con la ayuda del 

docente o de otros alumnos). Vygotsky defendía que los procesos de enseñanza 

aprendizaje deben situarse dentro de esta zona de desarrollo próximo, y no sobre aquello 

que el alumno ya sabe y es capaz de hacer, o sobre aquello que está demasiado alejado 

de sus conocimientos actuales (Arce et al, 2019).  
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Este tipo de concepción sobre la construcción de conocimiento alienta el diseño y 

producción de las actividades de aprendizaje propuestas en este proyecto pues de todo lo 

anterior se puede deducir que la propuesta didáctica podría influir en el mayor desarrollo 

cognitivo del alumno y esto en un mejor desarrollo del pensamiento variacional.  

2.3.1.3 Jerome Bruner y su teoría del aprendizaje por 

descubrimiento 

La teoría del aprendizaje por descubrimiento enunciada por Jerome Bruner es un método 

de enseñanza y aprendizaje en el cual el aprendiente descubre nuevos conceptos de forma 

inductiva. 

 

Su objetivo es que el aprendiz llegue a descubrir cómo funcionan las cosas de 

manera activa y constructiva. Está dirigido a favorecer las capacidades y las habilidades 

que potencian la expresión verbal y escrita, así como la imaginación, las representaciones 

mentales, la solución de problemas y la flexibilidad metal. 

 

Dentro de esta propuesta se expone que el aprendizaje no se debe limitar a una 

memorización mecánica de información o de procedimientos, sino que debe inducir al 

aprendiz al desarrollo de su capacidad para solucionar problemas y pensar sobre la 

problemática a la que se enfrenta. La escuela debe conducir al estudiante a descubrir 

nuevos caminos para resolver los problemas viejos y a la solución de problemáticas nuevas 

acordes con las características actuales de nuestra sociedad. 

 

Algunas implicaciones pedagógicas de la teoría de Bruner llevan al maestro a considerar 

elementos como la actitud que tiene el estudiante, compatibilidad de los conocimientos a 

construir con sus conocimientos previos, la motivación que presenta el aprendiz, la práctica 

de las habilidades y el uso de la información en la solución de problemas, y la capacidad 

para manejar y utilizar el flujo de información en la resolución de los problemas. 

 

En la teoría del desarrollo intelectual de Bruner tiene gran significado, por lo tanto, la 

habilidad del educando para asimilar y memorizar lo aprendido y, posteriormente, para 

transferir ese aprendizaje a otras circunstancias de su vida, llevándose a cabo desde su 

propia visión de mundo. 
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2.3.1.4 David Ausbel y el aprendizaje significativo  

Según Ausbel, para que realmente pueda considerarse que un estudiante ha desarrollado 

un aprendizaje, este ha de resultar significativo para él o ella, es decir, ha de llegar a 

conseguir que la nueva información quede integrada en sus conocimientos y en su cultura 

previos (Arce et al, 2019). 

 

Entre mayor sea la cantidad de asociaciones entre los conocimientos previos del 

estudiante y los nuevos conocimientos, el aprendizaje resultará más significativo para este 

y será de mejor calidad y mayor durabilidad, al formar parte de una estructura mental y de 

la memoria a largo plazo del estudiante. El caso opuesto sería un aprendizaje sin dichas 

asociaciones, con informaciones o conocimientos aislados en la mente del alumno. Esta 

situación se identifica con un aprendizaje de tipo memorístico y mecánico, sin 

significatividad para el alumno al no ser capaz de relacionarlo con otros conocimientos o 

informaciones. 

 

En esta teoría se acepta que el aprendizaje significativo pueda ser obtenido y fomentado 

a través de múltiples metodologías. Para Ausbel, el aprendizaje significativo es el 

mecanismo humano, por excelencia, para adquirir y almacenar la inmensa cantidad de 

ideas e informaciones representadas en cualquier campo del conocimiento (Ausbel, 1963). 

De hecho, esta teoría suele asociarse más al uso de metodologías docentes de tipo 

expositivo-participativo, pero en las que el docente conoce y tiene siempre presente el 

bagaje y cultura previos de los estudiantes al articular, desarrollar y presentar los nuevos 

contenidos, y plantea acciones y tareas para fomentar la generación de asociaciones por 

cada alumno. 

 

Son tres las condiciones que suelen establecerse para facilitar la construcción de un 

aprendizaje significativo:  

¶ La indagación y el reconocimiento por parte del docente de cuáles son los 

conocimientos previos con los que cuenta cada estudiante, ya sean conocimientos 

concretos, parciales, genéricos, o incluso errados.  

¶ Es necesario que el alumno quiera y tenga una buena disposición para realizar 

dichas asociaciones con sus conocimientos y cultura previos, lo que permitirá 

incorporar de forma significativa nuevos conocimientos a su experiencia.  
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¶ El planteamiento por el docente de presentaciones o tratamientos de los nuevos 

contenidos maximizando su potencial para resultar potencialmente significativos a 

los alumnos: incluir organizadores previos y organizadores gráficos de la 

información, ir de lo general a lo particular; plantear preguntas o tareas que inciten 

generar relaciones con sus conocimientos previos o con el mundo real, o que 

consoliden el conocimiento, etc. 

2.3.2 Teoría de las situaciones didácticas. 

La situación didáctica, es una situación construida intencionalmente con el fin de hacer 

adquirir a los alumnos un saber determinado. Brousseau, en 1982, la definiría de esta 

manera (citado por Gálvez, 1994)  

 

Un conjunto de relaciones establecidas explicita y/o implícitamente entre un alumno o 

un grupo de alumnos, un cierto medio (que comprende eventualmente instrumentos u 

objetos) y un sistema educativo (representado por el profesor) con la finalidad de 

lograr que estos alumnos se apropien de un saber constituido o en vías de 

constitución.  

 

Estas relaciones se establecen a través de una negociación entre docente y alumno cuyo 

resultado ha sido designado como contrato didáctico. Este contrato con componentes 

explícitos e implícitos define las reglas de funcionamiento dentro de la situación: 

distribución de responsabilidades, asignación de plazos temporales a diferentes 

actividades, permiso o prohibición del uso de determinados recursos de acción, etc. 

(Gálvez 1994).  

2.3.3 El uso de Tics en la enseñanza y aprendizaje de las 
matemáticas. 

En la actualidad, la tecnología ha permeado prácticamente todos los aspectos de nuestra 

vida cotidiana, asumiendo una gran relevancia en las sociedades. En el campo de la 

educación aunque ha sido lenta la inclusión de esas tecnologías debido a la discusión que 

se genera entre sus partidarios y detractores, hay investigaciones que sustentan la 

importancia de su uso, ya no se debate sobre su necesidad sino sobre las ventajas que 
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ofrece su utilización al ser medios o herramientas que contribuyen a enriquecer el proceso 

de enseñanzaïaprendizaje (Castillo, 2008). 

Martínez (2003) dice que las nuevas tecnologías precisan de unas necesidades previas, 

sin las cuales no puede hablarse de su incorporación a ningún ámbito de la enseñanza. 

Estas son: 

 

Á El acceso técnico: Tiene que ver con la posibilidad material de disponer de acceso 

a estas tecnologías a los medios y servicios que proporcionan. 

Á El acceso práctico: Se relaciona con la disponibilidad del tiempo necesario para el 

empleo de las tecnologías, al igual que con preparar el proceso de su uso como 

soporte para la enseñanza y como medio para el aprendizaje. 

Á El acceso operativo: Referido a los conocimientos que van a permitir el manejo de 

la herramienta tecnológica. 

Á El acceso criterial: La utilización de las tecnologías precisa de una actitud previa 

crítica con la propia tecnología y que facilita la toma de decisiones sobre su 

utilización. La posibilidad de responder a la pregunta de por qué usar esta 

tecnología aquí y ahora es una cuestión fundamental. 

Á El acceso relacional científico tecnológico: Vinculado con los requisitos previos que 

necesitan tener del proceso de enseñanza en que se pretende incidir con las 

tecnologías. 

 

De acuerdo a lo dicho anteriormente, no se puede estar en contra del uso de TIC en la 

educación, pero si es importante analizar todos los aspectos rodean su implementación, 

situaciones como una adecuada dotación de aparatos tecnológicos e infraestructura para 

las escuelas, preparación y capacitación para los docentes, análisis y adaptación del 

currículo, motivación a los estudiantes para su uso, entre otros. 

 

Ahora bien, en el ámbito de la educación matemática se han desarrollado una serie de 

herramientas computacionales (softwares), algunas de ellas de uso libre, que permiten a 

los docentes generar ambientes dinámicos que favorecen y potencian los procesos de 

enseñanza aprendizaje y motivan al estudiante en su rol de aprendiente.  
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El uso de estas herramientas debe darse como un mediador en el proceso de construcción 

del conocimiento, por ello es importante que el docente tenga clara la intencionalidad de 

su uso y lo que desea que el estudiante aprenda, esto permitirá dirigirlo hacia un 

razonamiento que le facilite formular y resolver preguntas, construir sus propios recursos, 

solucionar problemas tanto de las matemáticas como de su contexto y definir de mejor 

manera los objetos matemáticos que se estudian.   

2.3.3.1 Potencial didáctico de la geometría dinámica 

Son muchas las ventajas que ofrece el software de geometría dinámica, de las que se 

destacan: invitar al estudiante a la predicción de resultados, provocar la reflexión sobre el 

tipo o tipos de representación que entran en juego, ayudar a la interpretación de relaciones 

entre lo visual y lo formal, introducir formalmente nuevas ideas matemáticas que surjan del 

entorno visual, ayudar a explorar las intuiciones personales y conducir hacia la abstracción 

y la generalización (Gonzales-López (2001) citado por Scaglia y Götte (2008)).  

 

Gonzáles-López (2001) realiza una clasificación de actividades que el docente puede 

proponer en el aula haciendo uso de software de geometría dinámica:  

Á Figuras geométricas: haciendo explicito el conocimiento geométrico.  

Á Propiedades geométricas: actividades para la exploración, la conjetura y la 

demostración experimental.  

Á Lugares geométricos: complemento visual para la información geométrica no trivial. 

Á Simulación: combinando geometría y cinemática.  

Á Geometrías no euclídeas: más allá de la intuición. 

 

Son muchos los trabajos que incorporan el uso de GeoGebra, Muñoz (2011) menciona 

entre otras razones porque GeoGebra se destaca entre otros software de geometría 

dinámica: 

Á Integra perfectamente a través de su interfaz, tanto el trabajo desde una 

perspectiva puramente geométrica en la ventana gráfica, como desde una 

perspectiva totalmente analítica en la ventana algebraica.  

Á El aprendizaje es muy intuitivo y se realiza al hilo de su utilización en contextos de 

aprendizaje, lo que no requiere ni sesiones especiales de manejo del programa ni 

elaboración de apuntes sofisticados.  
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Á Permite trabajar bien en local, es decir, instalando la aplicación en el computador, 

como de forma online.  

Á Presenta aceptación tanto por parte de los docentes como por los estudiantes 

debido a la facilidad de aprendizaje en su manejo. 

Para incorporar el uso de TIC en el aula, Valencia-Molina et al. (2016) describe las 

competencias TIC desde la dimensión pedagógica con las que el docente debe contar:  

Á Diseño de escenarios educativos apoyados en TIC: se refieren a las habilidades 

de planificación y organización de elementos que permitan la construcción de 

escenarios educativos apoyados en TIC para el aprendizaje significativo y la 

formación integral del estudiante.  

Á Implementación en escenarios educativos de experiencias de aprendizaje 

apoyadas en TIC: dan cuenta de las habilidades que permiten poner en marcha el 

diseño y planificación de un escenario educativo, y que se ven reflejadas en las 

prácticas educativas de un docente.  

Á Evaluación de la efectividad de los escenarios educativos apoyados en TIC: 

se relacionan con las habilidades que le permiten al docente valorar la efectividad 

para favorecer el aprendizaje significativo en los estudiantes al incorporar las TIC 

a sus prácticas educativas. 

2.3.4 Teorías sobre la resolución de problemas. 

La actividad de resolver problemas ha sido considerada como un elemento importante en 

el desarrollo de las matemáticas y en el estudio del conocimiento matemático. En 

diferentes propuestas curriculares recientes se afirma que la resolución de problemas debe 

ser el eje principal del currículo de matemáticas, y como tal, debe ser un objetivo primario 

de la enseñanza y parte integral de la actividad matemática (MEN, 1998). 

 

En la medida en que los estudiantes van resolviendo problemas van ganando confianza 

en el uso de las matemáticas, van desarrollando una mente inquisitiva y perseverante, van 

aumentando su capacidad de comunicarse matemáticamente y su capacidad para utilizar 

procesos de pensamiento de más alto nivel (MEN, 1998).  
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Las investigaciones que han reconocido la resolución de problemas como una actividad 

muy importante para aprender matemáticas proponen considerar en el currículo escolar de 

matemáticas aspectos como los siguientes (MEN, 1998):  

Á Formulación de problemas a partir de situaciones dentro y fuera de las 

matemáticas.  

Á Desarrollo y aplicación de diversas estrategias para resolver problemas.  

Á Verificación e interpretación de resultados a la luz del problema original.  

Á Generalización de soluciones y estrategias para nuevas situaciones de problemas.  

Á Adquisición de confianza en el uso significativo de las matemáticas (NCTM, 1989: 

71). 

2.3.4.1 Método de resolución de problemas de George Pólya 

George Pólya presentó en su libro ñCómo plantear y resolver problemasò un método de 

cuatro pasos para resolver problemas matemáticos. Con la implementación de este 

método no solo se busca que el estudiante encuentre la respuesta acertada en la 

resolución de problemas luego de seguir una serie de pasos o procedimientos, sino que 

además haga uso de los conocimientos y habilidades de pensamiento que requiere la 

competencia resolución de problemas. 

 

Para P·lya ñresolver un problema es encontrar un camino allí donde no se conocía 

previamente camino alguno, encontrar la forma de salir de una dificultad, encontrar la forma 

de sortear un obstáculo, conseguir el fin deseado, que no es conseguible de forma 

inmediata, utilizando los medios adecuadosò (MEN, 1998). 

 

A continuación se relacionan los cuatro pasos de este método de resolución de problemas 

de Pólya (Pólya, 1989): 

 

Paso 1. Comprender el problema: 

El primer paso es muy importante, ya que no podemos resolver un problema si no 

comprendemos su enunciado. Los estudiantes deben entender claramente que es lo que 

se pide antes de proponer algún procedimiento para encontrar su solución. Este debe 

responder preguntas como: ¿Cuál es la incógnita? ¿Cuáles son los datos? ¿Cuál es la 

condición? ¿Es la condición suficiente para determinar la incógnita? ¿Es insuficiente? 
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¿Redundante? ¿Contradictoria? Es necesario que en este primer paso identifiquen si en 

el problema se encuentran los datos necesarios para resolverlo y si existe alguna 

información irrelevante. 

 

Paso 2. Concebir un plan: 

Para esta etapa el estudiante utiliza sus conocimientos, imaginación y creatividad para 

elaborar una estrategia que le permita encontrar la o las operaciones necesarias para 

resolver el problema; es importante utilizar aquellos problemas que no tienen un único 

camino para encontrar la solución. El profesor puede plantear las siguientes preguntas 

para orientar el proceso de los estudiantes: ¿Te has encontrado con un problema 

semejante? ¿O has visto el mismo problema planteado en forma ligeramente diferente? 

¿Conoces algún problema relacionado con este? ¿Puedes decir el problema de otra 

forma? ¿Puedes expresarlo con tus propias palabras? 

 

Es importante en este paso explicarles a los estudiantes cómo desarrollar las siguientes 

estrategias para que ellos puedan utilizarlas en caso de que sea necesario: 

¶ Ensayo y error. 

¶ Resolver un problema similar más simple. 

¶ Hacer un diagrama. 

¶ Hacer una lista. 

 

Paso 3. Ejecución del plan: 

En este paso el estudiante debe implementar la o las estrategias que escogió para 

solucionar completamente el problema. El autor sugiere que se debe conceder un tiempo 

razonable para ejecutar el plan; si no se alcanza el éxito, se debe dejar el problema a un 

lado y continuar con otro para retomarlo más adelante. El profesor puede orientar el 

proceso con las preguntas: ¿Puedes ver claramente que el paso es correcto? ¿Puedes 

demostrarlo? (Pólya, 1989). 

 

Paso 4. Examinar la solución obtenida: 

Este último paso es muy importante, ya que el estudiante tiene la posibilidad de revisar su 

trabajo y asegurarse de no haber cometido algún error; se puede orientar con preguntas 

como: ¿Es tu solución correcta? ¿Tu respuesta satisface lo establecido en el problema? 

¿Puedes ver como extender tu solución a un caso general? (Pólya, 1989). 
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Si al resolver los problemas los estudiantes emplean en forma consiente y cuidadosa cada 

uno de los anteriores pasos, aprenderán a diseñar y poner en práctica estrategias que les 

permitan alcanzar el éxito. 

2.4 Reflexión sobre el marco teórico 

Luego de realizar la fundamentación teórica es necesario analizar de manera breve el 

papel del docente, del estudiante y de la tecnología en la implementación de las actividades 

que se van a proponer en este trabajo. 

 

El docente tiene el papel de guiar al estudiante, de generar las preguntas que le han de 

llevar a la reflexión, tiene un papel creador de situaciones de aprendizaje que permitan al 

estudiante moverse en diferentes representaciones del objeto matemático a aprender, 

debe propiciar gradualmente la formalización de conceptos en los estudiantes, debe ser 

integrador de las nuevas tecnologías y herramientas tics en el aula y sobre todo debe ser 

el gran motivador para estimular el aprendizaje de los alumnos. 

 

El estudiante debe tener un rol activo, dinámico y participativo, autónomo y responsable 

en el desarrollo de las actividades, disciplinado a la hora de seguir las recomendaciones y 

principalmente curioso para analizar y deducir las características de las funciones apoyado 

en los aplicativos desarrollados con la ayuda de la geometría dinámica. 

  

La tecnología se presenta en esta propuesta a través de unos aplicativos desarrollados en 

GeoGebra y su función es la de mediar en la construcción del conocimiento a través de la 

visualización de las diferentes representaciones de las funciones en las que se espera el 

estudiante analiza las características generadas por los invariantes en diferentes tipos de 

funciones así como otras características específicas de cada grupo de funciones 

presentado. 

 

Las herramientas o actividades que se van a proponer buscarán que el estudiante 

descubra nuevos conceptos y los formalice, que interactúe con las diferentes 

representaciones de las funciones y se dé un aprendizaje significativo, hará uso de la 

geometría dinámica y sus potencialidades como mediador cognitivo en la construcción de 
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nuevos conocimientos y llevaran a un mejor desarrollo o potenciamiento del pensamiento 

variacional.  

2.5 Marco Conceptual   

2.5.1 Actividad de aprendizaje 

En los estándares básicos de competencias (MEN, 2006) se define actividad de la 

siguiente manera: 

la actividad se refiere al trabajo intelectual personal y grupal de los estudiantes, tales 

como definir estrategias para interpretar, analizar, modelar y reformular la situación; 

formular preguntas y problemas, conjeturas o hipótesis; explicar, justificar (y aun 

demostrar) o refutar sus conjeturas e hipótesis; utilizar materiales manipulativos; 

producir, interpretar y transformar representaciones (verbales, gestuales, gráficas, 

algebraicas, tabulares, etc.); calcular con lápiz y papel o emplear calculadoras y hojas 

de cálculo u otros programas de computador; comparar y discutir resultados 

producidos con o sin computador; redactar y presentar informes, etc. En este sentido, 

la actividad estimulada por la situación permite avanzar y profundizar en la 

comprensión, en las habilidades y en las actitudes de los estudiantes, en una palabra: 

en las competencias matemáticas. 

2.5.2 Pensamiento matemático 

Desde la teoría del desarrollo cognitivo de Piaget (1999, citado en Paltan y Quilli, 2011), el 

conocimiento lógico - matemático emerge en el niño a través del pensamiento reflexivo de 

las construcciones mentales generadas luego de la interacción con los objetos, avanzando 

de lo simple a lo complejo. A lo cual Baroody (2005) agrega que este conocimiento que se 

adquiere cuando es procesado, es decir, cuando el niño se ha interrelacionado de forma 

significativa con el objeto, no es olvidado.  

 

De acuerdo a lo establecido en los lineamientos curriculares, el principal objetivo de 

cualquier actividad matemática es ayudar a las personas a comprender el mundo que los 

rodea, así, mediante el aprendizaje de la matemática adquieren un conjunto de 

instrumentos poderosísimo para explorar la realidad, representarla, explicarla y predecirla; 

en suma, para actuar en y para ella (MEN, 1998). Además, se espera que los estudiantes 
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estén en la capacidad de conceptualizar, comprender posibilidades, manejar la 

incertidumbre, desarrollar competencias que los posibilite de herramientas para enfrentar 

las necesidades actuales propias de la vida, resolución de conflictos, toma de decisiones 

e incursión en la sociedad.  

 

El quehacer matemático visto de forma integral considera fundamental la vinculación de 

los siguientes aspectos en la organización del currículo, como lo son (MEN, 1998):  

Á Los procesos generales propios del aprendizaje, tales como: el razonamiento; la 

resolución y planteamiento de problemas; la comunicación; la modelación y la 

elaboración, comparación y ejercitación procedimientos.  

Á Conocimientos básicos que desarrollan el pensamiento matemático, como lo son: 

pensamiento numérico, el espacial, el métrico, el aleatorio y el variacional, entre 

otros. Estos pueden ser ampliados a partir de sistemas numéricos, geométricos, de 

medida, de datos, algebraicos y analíticos.   

Á El contexto constituye el ambiente en el cual se le da sentido a las matemáticas. 

Por otra parte, debe ser tenido en cuenta para el diseño y aplicación a experiencias 

didácticas. 

 

De acuerdo a lo anterior, se sugiere que el proceso de enseñanza y aprendizaje sea visto 

como un sistema tridimensional que incorpore los elementos señalados (MEN, 1998). 

Dentro de los conocimientos adquiridos en matemática, es importante reconocer, que 

existen diferentes niveles de abstracción que van aumentando de manera progresiva, y los 

cuales posteriormente se convierten en la fuente de otros. 

2.5.3 Pensamiento variacional 

De acuerdo con los lineamientos curriculares para matemáticas (MEN, 1998), el desarrollo 

del pensamiento variacional presupone superar los problemas que involucran la 

enseñanza fragmentada de contenidos matemáticos aparentemente aislados y carentes 

de significado, para pasar a un nivel cognitivo capaz de interrelacionar conceptos y 

procedimientos para analizar, comprender y modelar matemáticamente situaciones y 

problemas de cambio o variación. Incluso se considera que su desarrollo es lento y que 

sólo se alcanza este pensamiento luego del avance en los demás tipos de pensamientos 

matemáticos. 
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El estudio de la variación es muy importante, un primer acercamiento a este nos permite 

identificar algunos de los núcleos conceptuales matemáticos en los que está involucrada 

la variación: el conjunto de números reales, continuidad, tendencia, procesos infinitos, 

función, magnitudes dependientes o independientes, expresiones algebraicas, noción y 

significado de variable, proporcionalidad, razón de cambio (MEN, 1998).  

 

Para lograr desarrollar el pensamiento variacional, Vasco (2002, citado en Gracia, 2018), 

considera que es necesario que el estudiante modele fenómenos o situaciones problemas 

de la realidad en la que vive, en la cual, este identifique patrones, establezca algunas 

relaciones de cambio, así como represente y analice situaciones a través del uso de 

símbolos algebraicos. 

 

De acuerdo a esto, existe una relación bastante fuerte entre el pensamiento variacional y 

el manejo de los sistemas algebraicos, que presentan al álgebra como un recurso y sistema 

robusto de representación y descripción de fenómenos de variación y cambio. 

 

En síntesis, este pensamiento está relacionado con procesos de: reconocimiento, 

percepción, identificación y caracterización de la variación y el cambio, así como con su 

descripción, modelación y representación en distintos sistemas semióticos (MEN, 2006). 

2.5.4 Geometría dinámica 

Principalmente, un software de geometría dinámica es un entorno de programación visual 

de carácter grafico que concede los medios necesarios para trazar diagramas geométricos 

en la interfaz del programa. A pesar de que es un sencillo editor en el que los estudiantes 

pueden realizar una gran cantidad de construcciones de forma dinámica, de tal manera 

que cualquier construcción se puede redibujar de forma sucesiva con solo agarrar el ratón 

y realizar arrastres conservando las relaciones geométricas establecidas de la 

construcción inicial, del mismo modo que las propiedades geométricas contenidas en ella. 

En consecuencia, la naturaleza de las construcciones estáticas realizadas con reglas, lápiz 

y papel es distinta a las construcciones que se realizan en un entorno de geometría 

dinámica.  
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A partir de los avances tecnológicos se han constituido diferentes softwares de Geometría 

Dinámica, con diversas características importantes que los diferencia en su operatividad, 

como los procesadores geométricos, precisión matemática, calidad gráfica y licencia 

multiplataformas. Donde se destacan Geometrix, Cabri Geometre II Plus, GeoGebra, 

Regla y Compás y GEUP. Para las actividades del trabajo utilizamos el programa 

GeoGebra Clásico 5.0 para ordenadores. Las construcciones en GeoGebra se realizan 

mediante el uso de herramientas presentes en la interfaz, además, con la programación 

de estas a partir de comandos de la barra de entrada (MEN, 2004). 

2.5.5 GeoGebra 

GeoGebra es un software de libre uso, dinámico e interactivo, que fue desarrollado por 

Markus Hohenwarter, es bastante útil y altamente empleado para la enseñanza y el 

aprendizaje de las matemáticas a los distintos niveles y grados de escolaridad, este vincula 

los diferentes sistemas de representación como: gráficos, analíticos, numéricos, de datos 

y algebraicos. En primera instancia permite la visualización de manera simultánea en 2 

vistas (Geométrica y algebraica) de objetos matemáticos que se pueden modificar de forma 

dinámica o automática en todas de sus presentaciones.  

 

Son muchos los teóricos de la didáctica actuales que consideran que el GeoGebra se 

puede y debe utilizar como un mediador en la construcción del conocimiento en el campo 

de la validación de resultados de situaciones problema. Para visualizar un poco su interfaz 

y funcionamiento puede remitirse al Anexo B del presente trabajo, el cual corresponde a la 

guía de familiarización con el software. 

2.5.6 Sistemas de representación 

Una clasificación inicial de representaciones consiste en dividirlas en externas e internas. 

Las primeras abarcan todas aquellas representaciones que son susceptibles de ser 

percibidas por los sentidos, mientras que las internas, son imágenes mentales que el sujeto 

tiene de los objetos y relaciones que forman parte de su conocimiento. Pero ambos 

dominios, desde un punto de vista gen ético, no pueden verse como aislados entre sí, pues 

las representaciones mentales pueden desarrollarse, únicamente, según un proceso de 

interiorización de las representaciones externas (Duval, 1998).  
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Como ejemplos de registros de representación semiótica se tienen, el lenguaje natural 

(oral, escrito); representaciones de tipo numérico (enteros, fraccionarios, decimales); 

representaciones gráficas o figurales (lineales, planas o espaciales) y representaciones de 

tipo alfanumérico (algebraicas).  

 

Es importante tener presente hay dos tipo de transformaciones posibles entre los diferentes 

sistemas de representaciones: 

Tratamiento. Esta actividad supone una transformación entre representaciones de un 

mismo registro de representación semiótica.  

Conversión. Esta actividad supone una transformación entre representaciones de 

distintos registros de representación semiótica, siendo, en este caso, esencial la 

articulación de estos. 

2.5.7 Resolución de problemas  

En relación con lo expresado en los estándares (MEN, 2006), la aplicación matemática 

sucede en medio de los planteamientos problema, los cuales parten de presentar 

situaciones que el estudiante relaciona con su realidad, estos pueden alimentarse de otras 

ciencias con lo cual se presenta un panorama que favorece la conexión entre saberes y 

por tanto promueve la interdisciplinariedad; en torno a la resolución, desde esta situación 

se abre un espacio en el que se incentiva el desarrollo de ñuna actitud mental perseverante 

e inquisitiva, desplegar una serie de estrategias para resolverlos, encontrar resultados, 

verificar e interpretar lo razonable de ellos, modificar condiciones y originar otros 

problemasò. 

2.5.8 Taller  

Los talleres son material de apoyo didáctico, estos deben contener los elementos 

suficientes y necesarios para que el estudiante, a través de la solución de los problemas, 

ejercicios o preguntas planteadas construya eficientemente su conocimiento en lo 

relacionado con una temática específica; este proceso se puede llevar a cabo de manera 

individual o en grupos, en el aula u otros espacios; dichos instrumentos deben favorecer 

la participación activa del alumno en la construcción de su propio conocimiento, deberán 

mostrarse como novedosos y llamativos al estudiante y deben incentivar la motivación de 

este.  



42 Actividades de aprendizaje mediadas con GeoGebra, hacia la exploración y 
análisis del comportamiento de algunas funciones 

 
Las actividades de aprendizaje que se desarrollarán en este trabajo corresponden a 

talleres, estos han de ser de tipo: diagnóstico en lo relacionado a los conocimientos previos 

que tiene el estudiante en cuanto a funciones, de familiarización con el software utilizado 

como mediador en la construcción del conocimiento, de afianzamiento con las principales 

funciones polinómicas y de profundización en algunas funciones de tipo racional e 

irracional. Dichas actividades estarán diseñadas de manera que el estudiantes avance en 

la potenciación de los diferentes procesos asociados al pensamiento variacional a través 

del reconocimiento de las variables, la identificación, el tratamiento y la conversión de los 

diferentes sistemas de representación, la solución de problemas y la modelación, todo esto 

apoyado directamente en aplicativos desarrollados en GeoGebra. 

 

Es importante aclarar que estos talleres conservan una guía u organización acorde a los 

grados de complejidad de los niveles conceptuales que se desean abordar, de tal manera, 

que el estudiante se ejercite, afiance, consolide lo aprendido y además, asimile nuevos 

conocimientos teniendo como base los ya aprendidos. 

2.5.9 Función  

Una función es una relación de dependencia arbitraria entre dos variables, en la cual, el 

cambio de una de ellas determina un único cambio de la otra; la primera de estas se llama 

variable independiente y el conjunto de valores que asume se denomina dominio, la 

segunda se llama variable dependiente y el conjunto de valores que asume se denomina 

rango (Herrera & Muñoz, 2014). 

 

 

 

 

 



 

 

3. Cap²tulo 3: Metodolog²a 

Entendiendo la investigación como un conjunto de procesos sistemáticos, críticos y 

empíricos que se aplican al estudio de un fenómeno o problema (Hernández-Sampieri & 

Torres, 2018), en este capítulo vamos a describir la metodología utilizada en el presente 

trabajo así como el carácter del mismo. Además, daremos una breve mirada a los 

instrumentos metodológicos con los cuales se busca potenciar los procesos inherentes al 

pensamiento variacional en el contexto de la exploración y el análisis del comportamiento 

de algunas funciones; así como a la población sobre la cual se considera se apliquen las 

actividades y aplicativos desarrollados. También se consideran las potenciales fuentes que 

permitan al docente investigador obtener información suficiente y necesaria para 

posteriormente realizar un análisis de esta. Finalmente se describe cómo el investigador 

realizará el análisis de la información al momento de aplicar o ejecutar la propuesta de tal 

forma que le permita considerar la viabilidad de esta.  

3.1 Tipo de Trabajo 

Puesto que este trabajo tiene como objeto de estudio los procesos inherentes al 

pensamiento variacional su enfoque es de tipo cualitativo, además tiene alcance 

descriptivo en el sentido que señala Hernández-Sampieri & Torres (2018), pues los 

instrumentos metodológicos van a permitir al investigador describir cómo los estudiantes 

avanzan en el desarrollo de los procesos asociados al P.V., particularmente en lo que se 

refiere a: 

ü Reconocimiento de las variables. 

ü Identificación, tratamiento y conversión de sistemas de representación semiótica. 

ü Solución de problemas y modelación. 
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3.2 Instrumentos Metodológicos 

Para lograr dar cumplimiento con los objetivos trazados se han definido cuatro momentos 

dentro de la planeación de este trabajo en forma de talleres, a saber, un diagnóstico inicial 

sobre los conocimientos con los que cuentan los estudiantes en lo que a funciones refiere, 

luego una introducción al software de geometría dinámica GeoGebra que permitirá abonar 

el terreno, pasando a una fase de afianzamiento de las principales funciones polinómicas 

y finalizando con la profundización en el análisis de algunas funciones de tipo racional e 

irracional.  

3.2.1 Taller diagnóstico  

Esta primera actividad tiene como objetivo identificar los conocimientos previos que tienen 

los estudiantes sobre las funciones en sus diferentes formas de representación asociadas 

al pensamiento variacional, busca que el investigador pueda conocer desde el inicio del 

trabajo si el estudiante reconoce o no el concepto de función, o si identifica las variables 

relacionadas, si relaciona expresiones algebraicas con sus representaciones gráficas, o si 

reconoce las propiedades de estas, si identifica las características determinadas por los 

diferentes parámetros, o incluso si utiliza sus conocimientos para solucionar situaciones 

problemáticas. Esto permitirá al investigador determinar el punto de partida con el grupo o 

los alcances que desea lograr en el tiempo determinado. La estructura del taller está 

compuesta por preguntas abiertas, de selección múltiple, de asociación y diseño de 

gráficos.   

3.2.2 Taller de familiarización con GeoGebra 

Esta actividad busca introducir al estudiante en el manejo de elementos básicos y 

necesarios del software libre de geometría dinámica GeoGebra que le permitirán 

interactuar de manera adecuada con los aplicativos desarrollados más adelante, tiene 

como objetivo enseñar al estudiante las herramientas de las cuales hará uso en su 

interacción con los diferentes tipos de funciones por lo que es una guía más que un taller.  
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3.2.3 Taller de afianzamiento de funciones polinómicas  

Esta serie de actividades de aprendizaje están centradas en las principales funciones de 

tipo polinómico, a saber, función lineal, afín, cuadrática y cúbica; buscan que el estudiante 

de manera individual y con una poca intervención del docente pueda: 

V Identificar las variables dependientes e independientes en una función polinómica. 

V Deducir generalizaciones en el comportamiento, forma y características de una 

función polinómica basado en la interacción con los parámetros que la componen. 

V Identificar el papel fundamental de los parámetros a la hora clasificar las funciones 

y el porqué de sus restricciones.  

V Determinar el valor de algunos parámetros en estas funciones de acuerdo a 

características dadas. 

V Representar gráficamente funciones de tipo polinómico a partir de la interpretación 

de sus parámetros y la determinación de puntos específicos como puntos de corte 

con los ejes coordenados o puntos máximos y/o mínimos.  

V Identificar, analizar y realizar conversiones entre los diferentes sistemas de 

representación de una función polinómica. 

V Solucionar situaciones problema que estén en contexto con algunas funciones. 

V Generalizar características de las funciones polinómicas 

Todo esto a través del uso e interacción con los aplicativos diseñados en GeoGebra y la 

solución de los talleres o actividades programadas.   

3.2.4 Taller de profundización funciones avanzadas  

Estas actividades de aprendizaje más avanzadas se enfocan en funciones racionales e 

irracionales (aquellas que generan porciones de secciones cónicas); al igual que las 

anteriores, buscan que el estudiante adquiera sus aprendizajes de forma autodidacta, en 

particular, que el estudiante pueda: 

V Identificar las variables dependientes e independientes en una función racional o 

irracional. 

V Realizar generalizaciones en cuanto al comportamiento y variación de estas 

funciones de acuerdo con su expresión algebraica.  
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V Reconocer las diferencias en la estructura de las funciones de acuerdo con su 

expresión algebraica y lo que estas diferencias representan en la gráfica cartesiana.  

V Identificar las restricciones en cuanto al dominio y rango de este tipo de funciones, 

si cortan o no los ejes coordenados.  

V Realizar esbozos de las gráficas posteriores al análisis de sus parámetros.  

V Identificar, analizar y realizar conversiones entre los diferentes sistemas de 

representación de una función. 

V Solucionar situaciones problema que estén en contexto con algunas funciones. 

V Reconocer que el concepto de función es bastante amplio y alentar al estudiante a 

continuar con su preparación.  

Todo esto a través del uso e interacción con los aplicativos diseñados en GeoGebra y la 

solución de los talleres o actividades programadas.   

3.3 Población 

Las actividades propuestas en el presente trabajo están diseñadas para ser abordadas o 

trabajadas por estudiantes de grado noveno a undécimo e incluso jóvenes de primeros 

semestres universitarios.  

 

Para los estudiantes nuevos en este tema se recomienda la guía de un docente en cuanto 

a la formalización de los conceptos. 

 

Es necesario que los estudiantes tengan un buen manejo del componente numérico y 

algebraico, además de aspectos básicos de geometría como la ubicación de puntos en el 

plano cartesiano o la elaboración de gráficos.  

 

Es importante que el docente que elija hacer uso de estas actividades, antes de aplicarlas 

a sus estudiantes, las revise en su totalidad y determine qué de ellas necesita o hasta 

donde las quiere implementar de acuerdo con sus objetivos.  
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3.4 Fuentes de información 

Las potenciales fuentes de información que permitirán analizar cualitativamente cómo las 

actividades propuestas influyen (positiva o negativamente) en el desarrollo del 

pensamiento variacional son: 

¶ La producción escrita de los estudiantes que se logrará recolectar a medida que se 

trabajen los diferentes talleres diseñados; los cuales contienen suficientes 

preguntas como para darnos una idea clara de cómo el estudiante evoluciona. 

¶ La observación directa por parte del docente durante la implementación de las 

actividades, siempre y cuando este trabajo se haga durante las clases. 

¶ La comunicación simétrica (estudiante ï estudiante), siempre y cuando se adecue 

el trabajo y se permita la socialización de las respuestas que dan los estudiantes a 

los diferentes interrogantes, se sugieren mesas redondas. 

¶ La comunicación asimétrica (docente ï estudiante) durante la implementación de 

las actividades.  

3.5 Análisis e interpretación de resultados  

La aplicación del taller diagnóstico permite al docente investigador determinar el punto de 

partida en cuanto al concepto de función o los tipos de función a trabajar, así mismo ayuda 

a fijar los objetivos a alcanzar y los aspectos que desea dejar de lado. 

 

El taller de familiarización con GeoGebra da al estudiante las herramientas básicas y 

necesarias que permite la aplicación y uso de los talleres de afianzamiento y 

profundización.  

 

Para analizar los datos que se recolecten al momento de aplicar las actividades propuestas 

en los talleres de afianzamiento de funciones polinómicas y de profundización en funciones 

avanzadas, y así determinar su viabilidad o no, es necesario tener presentes los procesos 

generales asociados a cualquier actividad matemática, particularmente los que están 

ligados al desarrollo del pensamiento variacional en lo que refiere al reconocimiento de las 

variables, los sistemas de representación semiótica y su tratamiento, la solución de 

problemas y la modelación matemática, todo esto ligado a la exploración de algunas 

funciones. 
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Este desarrollo se podrá evidenciar teniendo en cuenta ciertos subprocesos puntuales, los 

cuales se describen a continuación. 

 

Proceso: Reconocimiento de las variables 

Para determinar la evolución del estudiante en lo que respecta al proceso de 

reconocimiento de las variables, este debe: 

¶ Reconocer, identificar y clasificar las variables en dependientes e independientes. 

¶ Determinar el dominio y rango de las funciones. 

¶ Identificar las características que determinan los parámetros en las diferentes 

funciones, como los puntos de corte con los ejes coordenados, o si la función es 

creciente o decreciente en un intervalo, o las asíntotas, si las tiene. 

 

Proceso: Identificación, tratamiento y conversión de sistemas de representación 

semiótica 

En cuanto a su evolución en lo que respecta al proceso de identificación, tratamiento y 

conversión de sistemas de representación semiótica, este debe: 

¶ Coloquial o verbal: describir verbalmente aspectos característicos de una función 

en particular, por ejemplo, una función lineal que pasa por los puntos ὖ y ὗ, o una 

situación problema. 

¶ Ejecutable (GeoGebra): usar correctamente el software GeoGebra para 

representar funciones.  

¶ Gráfica y tabular: diligenciar tablas de valores y realizar graficas cartesianas de 

diferentes funciones. 

¶ Simbólica algebraica: determinar la formula o expresión algebraica que representa 

una función a partir de su representación gráfica o verbal. 

¶ Numérico variacional: conversión entre distintos sistemas de representación.  

 

Proceso: Solución de problemas y modelación 

Finalmente, en lo que respecta al proceso de solución de problemas y modelación, el 

estudiante debe: 

¶ Formular y visualizar un problema en diferentes formas, llegar a una solución 

adecuada del mismo. 
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¶ Descubrir relaciones, regularidades, patrones y/o características presentes en los 

diferentes tipos de funciones. 

¶ Representar una relación en una formula. 

¶ Transferir un problema del mundo real a un modelo matemático. 

¶ Generalizar características de ciertos tipos de funciones.  

 

 

 





 

 

4. Cap²tulo 4: Resultados y discusi·n 

Para analizar la coherencia interna que tienen las preguntas o los ejercicios propuestos en 

las diferentes actividades se realizará una revisión de todos y cada uno de los talleres 

desarrollados teniendo en cuenta los procesos y subprocesos asociados al pensamiento 

variacional y descritos en 3.4, de tal forma que nos permita determinar el alcance en cuanto 

a los objetivos planteados en este proyecto. 

4.1 Discusión sobre la coherencia interna del taller 
diagnóstico. 

Para determinar en cierta medida el grado de conocimiento o manejo del concepto de 

función, los tipos de función, sus representaciones y uso al momento de solucionar 

situaciones problema de los estudiantes a quienes se les va a aplicar esta propuesta de 

trabajo, el taller diagnostico (ver anexo A) está diseñado de la siguiente forma: en lo 

relacionado con el proceso de reconocimiento de las variables se diseñó las preguntas 1-

2-7-8-11 y 12, en ellas se busca que el estudiante identifique y clasifique las variables en 

dependientes e independientes, reconozca una función, determine el dominio de una 

función y reconozca algunas propiedades de algunas funciones, como lo son puntos de 

corte con ejes coordenados o intervalos de crecimiento y decrecimiento.  

 

Para estudiar el desarrollo que tienen del proceso de identificación, tratamiento y 

conversión de sistemas de representación, se diseñaron las preguntas 5-6-9-10-13 y 14, 

estas buscan determinar el manejo que tiene el estudiante de los diferentes sistemas de 

representación y el paso o conversión de uno a otro, luego estos ejercicios tienen 

conversión de una representación verbal en una algebraica, o de una algebraica a una 

gráfica, o de una gráfica a algebraica. 
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Finalmente en lo que refiere al proceso de solución de problemas y modelación, se espera, 

que a través de las preguntas 3-4-5-13-14 y 15, se pueda tener una idea de la habilidad 

del estudiante a la hora de visualizar y formular un problema hasta llegar a su solución, 

además del descubrimiento de relaciones, regularidades y particularidades de ciertos tipos 

de funciones.  

 

Se hace necesario aclarar nuevamente que este taller tiene como objetivo identificar los 

conocimientos previos que tienen los estudiantes, y, que basados en esta información, el 

docente investigador pueda determinar que parte de las actividades propuestas desea 

implementar y el alcance que espera de estas.   

4.2 Discusión sobre la coherencia interna del taller de 
familiarización con GeoGebra. 

En el anexo B se encuentra la guía taller de familiarización con GeoGebra, la cual tiene 

por objetivo hacerle una breve introducción al estudiante en lo que respecta al manejo de 

algunas herramientas básicas del software necesarias para interactuar de manera 

adecuada con los aplicativos diseñados para los talleres (de afianzamiento y de 

profundización) con los que se busca potenciar el desarrollo de algunos procesos 

inherentes al pensamiento variacional, en el contexto de la exploración y análisis del 

comportamiento de algunas funciones.  

 

Esta guía está dividida en dos partes una explicativa y una práctica; en la primera se 

explican los elementos básicos de la interfaz del GeoGebra como lo son las barras de 

menú, herramientas y de entrada, así como las vistas gráfica y algebraica (ver figura 4-1), 

buscando así la familiaridad del estudiante con su nueva herramienta. 
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Figura 4-1. Interfaz GeoGebra. 
Fuente: Elaboración propia. 

 

La segunda parte contiene tres actividades practicas (ver figura 4-2) con las que se busca 

que el estudiante aprenda a construir algunos objetos matemáticos así como a manejar las 

herramientas necesarias para la aplicación de las actividades en adelante.  

 

 
Figura 4-2. Fragmento guía de familiarización ï Práctica 2. 

Fuente: Elaboración propia. 

4.3 Discusión sobre la coherencia interna de los talleres 
de afianzamiento de funciones polinómicas. 

Se diseñaron en total tres talleres que buscan afianzar los conocimientos y el manejo que 

tienen los estudiantes de las funciones de tipo polinómico, particularmente las funciones 
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lineal, cuadrática y cúbica; este manejo debe reflejarse en un óptimo desarrollo de los 

procesos asociados al pensamiento variacional. 

 

A continuación se analizan cada uno de ellos.  

4.3.1 Taller de afianzamiento función lineal y afín 

Para este taller (Anexo C) se diseñaron tres aplicativos en GeoGebra a través de los cuales 

se pretende potenciar los procesos asociados al pensamiento variacional y descritos en 

3.4. 

 

Para analizar el avance en el desarrollo del proceso de reconocimiento de las variables se 

proponen las preguntas o ejercicios 3-6-7-8-13-14-17-18-20b-20c y 21a, por medio de las 

cuales se busca que el estudiante pueda reconocer la variación asociada a una situación 

particular, identificar y clasificar las variables como dependientes o independientes en 

situaciones de contexto, descubrir y comunicar características que tienen las funciones de 

tipo lineal y afín, así como diferenciar entre estas (ver figura 4-3).  

 

 

Figura 4-3. Aplicativo usado en taller de afianzamiento función lineal ï Actividad 2. 
Fuente: Elaboración propia. 

 

En lo relacionado con el avance en el desarrollo del proceso de identificación, tratamiento 

y conversión de sistemas de representación, se proponen las preguntas o ejercicios 2-5-

10-11-12-15-16-19-20a-20d y 20j, estas buscan que el estudiante tenga la habilidad de 

diligenciar tablas de valores asociadas a funciones de tipo lineal y afín, pueda graficarlas 
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a partir de su representación algebraica o de ciertas características, y determine la 

expresión algebraica o formula en base a una gráfica cartesiana (ver figura 4-4). 

 

Figura 4-4. Aplicativo usado en taller de afianzamiento función lineal ï Actividad 3. 
Fuente: Elaboración propia. 

 

La solución de problemas y modelación son el punto de partida de este taller (ver figura 4-

5), pues de acuerdo a lo expresado por el MEN (2006), el significado y sentido de la 

variación puede establecerse a partir de las situaciones problemáticas cuyos escenarios 

sean los referidos a fenómenos de cambio y variación de la vida práctica. Por y para ello 

se proponen las preguntas 1-4-5-6-7-8-9-20a-20d-20e-20f-20g-20h-20i-21b-21c-21d y 

21e, las cuales pretenden entre otras cosas, que el estudiante visualice y formule la 

solución de situaciones problema, transfiera un problema del mundo real a un modelo 

matemático, y además pueda descubrir y comunicar relaciones o características presentes 

en estas funciones mediante la variación de sus parámetros (generalizaciones). 

 

 

Figura 4-5. Aplicativo usado en taller de afianzamiento función lineal ï Actividad 1. 
Fuente: Elaboración propia. 
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4.3.2 Taller de afianzamiento función cuadrática  

Este taller se puede visualizar en el anexo D, para su implementación se diseñaron cuatro 

aplicativos en GeoGebra, se pretende con su uso que el estudiante domine en mayor 

medida lo relacionado con la función cuadrática y desarrolle los procesos asociados al 

pensamiento variacional. 

 

Para analizar el avance en el desarrollo del proceso de reconocimiento de las variables se 

proponen las preguntas o ejercicios 1-2-3-4-5-6-7-8-9-10-11-14-15-16-17-18-19-21-22-23-

24-25 y 26, por medio de las cuales se busca que el estudiante logre identificar y describir 

características que son inherentes a la función cuadrática como su orientación, vértice, 

puntos de corte con los ejes coordenados, también que a partir de ciertos datos como 

parámetros o gráfica el estudiante pueda determinar el rango de la función y los intervalos 

de crecimiento o decrecimiento (ver figuras 4-6 y 4-7). 

 

 
Figura 4-6. Aplicativo taller de afianzamiento función cuadrática ï Actividad 5. 

Fuente: Elaboración propia. 

 

 
Figura 4-7. Aplicativo taller de afianzamiento función cuadrática ï Actividad 6. 

Fuente: Elaboración propia. 
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En lo relacionado con el avance en el desarrollo del proceso de identificación, tratamiento 

y conversión de sistemas de representación, se proponen las preguntas o ejercicios 12-

13-20 y 28, estas buscan que el estudiante pueda representar en sus diferentes formas la 

función cuadrática, bien sea en tablas de valores, gráficas cartesianas o en expresiones 

algebraicas, realizando conversiones entre estas (ver figura 4-8). 

 

 
Figura 4-8. Aplicativo taller de afianzamiento función cuadrática ï Actividad 7. 

Fuente: Elaboración propia. 

 

Finalmente en lo que concierne al avance en el desarrollo del proceso de solución de 

problemas y modelación, se proponen las preguntas o ejercicios 1-2-3-4-5-6-7-21-27-28-

29 y 30 (ver figura 4-9) con las que se pretende que el estudiante logre descubrir, 

sistematizar y comunicar regularidades, patrones o características de la función cuadrática, 

diferenciándola de la función lineal y dando uso de sus características a la hora de 

solucionar situaciones problemáticas.  

 

 
Figura 4-9. Aplicativo taller de afianzamiento función cuadrática ï Práctica 1. 

Fuente: Elaboración propia. 
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4.3.3 Taller de afianzamiento función cúbica  

Este taller se encuentra en el anexo E, para su implementación se diseñaron tres 

aplicativos en GeoGebra, se pretende con su uso que el estudiante logre identificar con 

claridad las principales funciones polinómicas, así como determinar las características que 

otorgan sus parámetros invariantes, domine en cierta medida aspectos relacionados con 

funciones cúbicas y desarrolle los procesos asociados al pensamiento variacional. 

 

Para analizar el avance en el desarrollo del proceso de reconocimiento de las variables se 

proponen las preguntas o ejercicios 1-2-3-4-5-7-8-9-12-13-15-17 y 23, se busca por medio 

de estas actividades (ver figura 4-10) que el estudiante diferencie y entienda las 

condiciones en las que una función polinómica es lineal, cuadrática o cúbica y que a partir 

de ese reconocimiento pueda hacerse una idea general de este tipo de funciones, su 

comportamiento, sus representaciones gráficas y otras. Además, se espera que identifique 

poco a poco la influencia de cada uno de dichos parámetros en el comportamiento de la 

función cúbica, cuál de ellos representa influye en el corte en el eje Y, cuál de ellos hace 

que la gráfica suba o baje, o se mueva a la derecha o izquierda, o la hace más ancha o 

angosta; que dependiendo de los parámetros pueda determinar su orientación, la cantidad 

de puntos de corte con el eje X, y el crecimiento o decrecimiento.   

 

 
Figura 4-10. Aplicativo taller de afianzamiento función cúbica ï Actividad 8. 

Fuente: Elaboración propia. 

 

Para analizar el avance en el desarrollo del proceso de identificación, tratamiento y 

conversión de sistemas de representación, se proponen las preguntas o ejercicios 6-10-

11-16-18-19-22-24-25 y 26, estas buscan que el estudiante pueda asociar una expresión 
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algebraica con su representación gráfica cartesiana (ver figura 4-11), que pueda diligenciar 

tablas de valores de funciones cúbicas y a partir de estas realizar una representación 

gráfica, y finalmente se busca que el estudiante pueda realizar un esbozo aproximado de 

una función cúbica a partir de ciertos elementos que pueda conocer o calcular desde su 

expresión decimal, es necesario reconocer que no se pretende que el estudiante pueda 

calcular máximos o mínimos pues para ello debe poder calcular derivadas y la población 

hacia la que está dirigido difícilmente logra esos procesos. 

 

 
Figura 4-11. Aplicativo taller de afianzamiento función cúbica ï Actividad 9. 

Fuente: Elaboración propia. 

 

Por último, no necesariamente en el taller pero si en este análisis, para considerar el 

avance en el desarrollo del proceso de solución de problemas y modelación se han 

propuesto las preguntas, ejercicios o problemas 8-14-20-21-27-28-29-30 y 31 (ver figura 

4-12); con las que se pretende que el estudiante descubra relaciones, regularidades, 

patrones o características de las funciones cúbicas, así como que las comunice por medio 

de generalizaciones como las condiciones que se deben cumplir para que la gráfica de una 

función tenga uno o más puntos de corte con el eje X, o para que la gráfica de la función 

se encuentre corrida a la izquierda o derecha del origen; además, se espera que a través 

de una leve mirada, el estudiante pueda implementar estas funciones a la hora de 

solucionar situaciones de contexto con elementos muy comunes como lo son las cajas de 

cartón y la determinación del volumen máximo de estas cuando se tiene una cantidad de 

material específico.  
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Figura 4-12. Aplicativo taller de afianzamiento función cúbica ï Práctica 1. 

Fuente: Elaboración propia. 

4.4 Discusión sobre la coherencia interna de los talleres 
de profundización en funciones avanzadas (Racional 
e Irracional). 

Se diseñaron en total cinco talleres que buscan que el estudiante profundice un poco en el 

tema de funciones, principalmente en aquellas que no se abarcan mucho en estos grados 

de escolaridad, en particular en lo que refiere a las funciones de tipo racional compuestas 

por funciones polinómicas de primer grado, y funciones de tipo irracional en particular las 

funciones de raíz cuadrada que generan porciones de las secciones cónicas. 

 

A continuación se analizan cada uno de ellos.  

4.4.1 Taller de profundización función racional  

Este taller puede encontrarse en el anexo F, para su implementación se diseñaron dos 

aplicativos en GeoGebra, se busca con su implementación que el estudiante reconozca 

aspectos característicos de funciones racionales de la forma Ὢὼ , donde ὖ y ὗ son 

polinomios de primer grado, que pueda representar estas funciones de diferente manera y 

use su modelo para solucionar situaciones de contexto.    

 

Para analizar el avance en el desarrollo del proceso de reconocimiento de las variables se 

proponen las preguntas, ejercicios o problemas 1-2-3-4-5-6-7a-7b-7c-8-9-10-11-12-18a-

18b-19a-20a y 21d, se pretende que por medio de estas actividades (ver figura 4-13) el 
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estudiante primero reconozca la importancia de los parámetros o invariantes para que una 

función racional sea racional; que a través de su representación gráfica pueda reconocer 

los parámetros que determinan el dominio y el rango de la función así como las asíntotas 

y puntos de corte con los ejes de coordenadas, debe ser capaz de calcular la función para 

valores específicos, además, en las situaciones de contexto el estudiante debe  reconocer 

con claridad cuál es la variable dependiente y cuál es la variable independiente. 

 

 
Figura 4-13. Aplicativo taller de Profundización función racional ï Actividad 10. 

Fuente: Elaboración propia. 

 

Para analizar el avance en lo que refiere al desarrollo del proceso de identificación, 

tratamiento y conversión de sistemas de representación, se proponen las preguntas, 

ejercicios o problemas 6-13-14-15-16-17-19b-20e y 21e, estas buscan que el estudiante 

diligencie acertadamente tablas de valores (ver figura 4-14), identifique múltiples 

características de una función racional a partir de su gráfica o fórmula, identifique entre 

varias opciones la gráfica que representa una función dada, realice la gráfica cartesiana 

de una función y represente, tabular o gráficamente, situaciones de contexto.  
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Figura 4-14. Aplicativo taller de Profundización función racional ï Actividad 11. 

Fuente: Elaboración propia. 

 

Finalmente, para analizar el avance en los procesos de solución de problemas y 

modelación, se proponen las preguntas, ejercicios o problemas 1-2-3-18-19-20 y 21, en 

estas se busca que el estudiante realice algunas generalizaciones con respecto a la 

diferenciación entre tipos de funciones, principalmente entre las polinómicas estudiadas 

anteriormente y las racionales estudiadas en este aparte, que pueda comunicar 

eficientemente los elementos relevantes en el cálculo y determinación del dominio y rango 

de la función, y por supuesto, que aplique los modelos de funciones racionales a la solución 

de algunas situaciones problema (ver figura 4-15). 

 

 
Figura 4-15. Fragmento taller de profundización función racional ï Práctica 1.  

Fuente: Elaboración propia. 



Capítulo 4 63 

 

4.4.2 Taller de profundización función irracional I 

Este taller se encuentra depositado en el anexo F, para su implementación se diseñaron 

tres aplicativos en GeoGebra. 

 

Para en este taller analizar el avance en el desarrollo del proceso de reconocimiento de 

las variables se proponen las preguntas o ejercicios 1-2-3-4-5-6-7-8-9-10-11-12-14-15-17 

y 18, se pretende que por medio de estas actividades (ver figura 4-16) el estudiante 

reconozca una forma de función raíz cuadrada que genera una porción de una parábola 

(una par§bola ñacostadaò), que identifique bajo qu® condiciones esta abre hacia la derecha 

o hacia la izquierda o se desplaza verticalmente, que pueda determinar su dominio y rango, 

bien sea desde su representación gráfica como de su representación algebraica, que 

pueda reconocer y determinar los puntos de corte de la función con los ejes coordenados, 

obviamente que identifique la variable independiente y la dependiente. 

 

 
Figura 4-16. Aplicativo taller de profundización función irracional I ï Actividad 12. 

Fuente: Elaboración propia. 

 

En lo que refiere a analizar el avance en el desarrollo del proceso de identificación, 

tratamiento y conversión de sistemas de representación, se proponen las preguntas o 

ejercicios 13-16-20-21a-21b y 22b, estas buscan que el estudiante pueda representar 

gráficamente una función de este tipo a partir de su expresión algebraica, identificando de 

paso su dominio, rango, vértice y puntos de corte con los ejes coordenados (ver figura 4-

17), además, que a partir de una situación problema el estudiante diligencie correctamente 

tablas de valores y realice gráficos.  
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Figura 4-17. Aplicativo taller de profundización función irracional I ï Actividad 13. 

Fuente: Elaboración propia. 

 

Finalmente, en lo relativo al avance en el proceso de solución de problemas y modelación, 

se proponen las preguntas, ejercicios o problemas 1-3-4-5-6-10-11-12-19-21c-21d y 22a 

(ver figura 4-18), con las cuales se busca que el estudiante descubra relaciones, 

regularidades, patrones o características de las funciones de la forma Ὢὼ Ѝὥὼ ὦ ὧ 

y luego llegue a conclusiones o generalizaciones que le permitan desde una 

representación gráfica hacerse una idea mental de la forma de su expresión algebraica, o 

que desde su expresión algebraica realice una representación mental de su gráfica; 

además, se le presentan algunas situaciones problema como el crecimiento de plantas o 

de una población de bacterias, situaciones a las que deberá dar solución a través de las 

habilidades adquiridas en la implementación del taller. 

 

 
Figura 4-18. Fragmento taller de profundización función irracional I ï Ejercicios 5 y 6.  

Fuente: Elaboración propia. 
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4.4.3 Taller de profundización función irracional II 

Este taller se encuentra depositado en el anexo H, para su implementación se diseñaron 

dos aplicativos en GeoGebra que buscan apoyar al estudiante en la visualización del 

comportamiento de las funciones irracionales de la forma Ὢὼ ὥ ὼ ὦ ὧ. 

 

Para analizar el avance en el desarrollo del proceso de reconocimiento de las variables se 

proponen las preguntas o ejercicios 1-3-4-5-7-8-15-16-18 y 19, se pretende que por medio 

de estas actividades el estudiante asocie este tipo de función con la circunferencia y se 

cuestione el por qué toda la circunferencia deja de considerarse como una función (ver 

figura 4-19), que identifique qué parámetro influye en la amplitud de la media circunferencia 

generada por la función y asocie éste a la determinación del dominio de la función, así 

como de qué depende que la función se traslade horizontal o verticalmente. 

 

 
Figura 4-19. Aplicativo taller de profundización función irracional II ï Actividad 15.  

Fuente: Elaboración propia. 

 

Para analizar el avance en lo que refiere al desarrollo del proceso de identificación, 

tratamiento y conversión de sistemas de representación, se proponen las preguntas o 

ejercicios 13 y 14, las cuales buscan que el estudiante pueda determinar a partir de un 

gráfico, la expresión algebraica que representa una función dada (ver figura 4-20), así 

como que a partir de una expresión algebraica este pueda construir la gráfica 

correspondiente. 
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Figura 4-20. Fragmento taller de profundización función irracional II ï Ejercicio 13.  

Fuente: Elaboración propia. 

 

Finalmente, para analizar el avance en los procesos de solución de problemas y 

modelación, se proponen las preguntas, ejercicios o problemas 2-6-9-10-11-12 y 17, en 

estas se busca que el estudiante halle correctamente el dominio y el rango de una función 

irracional del tipo estudiado, así como los puntos de corte con los ejes coordenados a partir 

de la expresión algebraica de la función (ver figura 4-21) y encuentre el valor de alguno de 

los parámetros en circunstancias particulares.  

 

 
Figura 4-21. Aplicativo taller de profundización función irracional II ï Actividad 16.  

Fuente: Elaboración propia. 

4.4.4 Taller de profundización función irracional III 

Este taller se puede encontrar en el anexo I, para su implementación se diseñaron dos 

aplicativos en GeoGebra que buscan apoyar al estudiante en la visualización del 
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comportamiento de las funciones irracionales de la forma Ὢὼ ὥ ὼ ὦ ὧ, las 

cuales generan una porción de una elipse. 

 

Para analizar el avance en el desarrollo del proceso de reconocimiento de las variables se 

proponen las preguntas o ejercicios 1-2-3-4-5 y 7 se pretende que por medio de estas 

actividades el estudiante reconozca la ubicación en el plano cartesiano de la gráfica que 

representa una función, que identifique si se genera una porción de elipse con eje focal 

vertical u horizontal, además, debe interpretar el papel de los diferentes parámetros o 

invariantes (ver figura 4-22) en los desplazamientos que puede hacer la gráfica de la 

función horizontal o verticalmente, en el cálculo del dominio y el rango y en los puntos de 

corte con los ejes coordenados. 

 

 
Figura 4-22. Aplicativo taller de profundización función irracional III ï Actividad 17.  

Fuente: Elaboración propia. 

 

Para analizar el avance en lo que refiere al desarrollo del proceso de identificación, 

tratamiento y conversión de sistemas de representación, se proponen las preguntas o 

ejercicios 8 y 9, las cuales buscan que el estudiante pueda determinar a partir de un gráfico, 

la expresión algebraica que representa una función dada (ver figura 4-23), así como que a 

partir de una expresión algebraica este pueda construir la gráfica correspondiente. 
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Figura 4-23. Fragmento taller de profundización función irracional III ï Ejercicio 10.  
Fuente: Elaboración propia. 

 

Finalmente, para analizar el avance en los procesos de solución de problemas y 

modelación, se proponen las preguntas, ejercicios o problemas 6-10 y 11, en estas se 

busca que el estudiante halle correctamente el dominio y el rango de una función irracional 

de este tipo, así como los puntos de corte con los ejes coordenados a partir de la expresión 

algebraica de la función (ver figura 4-24). 

 

 
Figura 4-24. Aplicativo taller de profundización función irracional III ï Actividad 18.  

Fuente: Elaboración propia. 
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4.4.5 Taller de profundización función irracional IV 

Para este taller (Anexo J) se diseñaron dos aplicativos en GeoGebra a través de los cuales 

se pretende apoyar al estudiante en la visualización del comportamiento de las funciones 

irracionales de la forma Ὢὼ ὼ ὦ ὥ ὧ, las cuales generan una porción de 

hipérbola. 

 

Para analizar el avance en el desarrollo del proceso de reconocimiento de las variables se 

proponen las preguntas o ejercicios 1-2-3-4-5-6-7-8-9-11 y 12 se pretende que por medio 

de estas actividades el estudiante reconozca y asocie la porción de sección cónica que 

genera (ver figura 4-25), identifique cuáles parámetros influyen en su amplitud, distancia 

focal, desplazamiento vertical o desplazamiento horizontal, dominio, rango, ubicación en 

el plano cartesiano de la representación gráfica, así como los puntos de corte con los ejes 

coordenados y las condiciones para que la función no corte dichos ejes. 

 

 
Figura 4-25. Aplicativo taller de profundización función irracional IV ï Actividad 19.  

Fuente: Elaboración propia. 

 

Para analizar el avance en lo que refiere al desarrollo del proceso de identificación, 

tratamiento y conversión de sistemas de representación, se proponen las preguntas o 

ejercicios 18 y 19, las cuales buscan que el estudiante pueda construir la expresión 

algebraica que representa una función de este tipo a partir de sus parámetros (ver figura 

4-26) y que realice algunos esbozos de las gráficas cartesianas.  
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Figura 4-26. Fragmento taller de profundización función irracional IV ï Ejercicio 18.  

Fuente: Elaboración propia. 

 

Por último, para analizar el avance en los procesos de solución de problemas y 

modelación, se proponen las preguntas, ejercicios o problemas 10-13-14-15-16 y 17, en 

estas se busca que el estudiante generalice una forma para determinar correctamente el 

dominio y el rango de una función irracional de este tipo, así como a identificarlos a partir 

de la gráfica de la función, y determinar algebraicamente características como los puntos 

de corte con los ejes coordenados (ver figura 4-27).  

 

 
Figura 4-27. Aplicativo taller de profundización función irracional IV ï Actividad 20.  

Fuente: Elaboración propia. 

 

 

 

 



 

 

5. Conclusiones y recomendaciones 

5.1 Conclusiones 

Luego de realizado el estudio de coherencia interna de cada una de las actividades 

diseñadas, se presentan las siguientes conclusiones: 

 

ü Es importante la aplicación del taller diagnostico que se diseñó pues este busca 

identificar los conocimientos previos con los que cuenta el estudiante y así el docente 

investigador puede determinar un punto de partida con respecto a las actividades 

propuestas para la familiarización y profundización de funciones, y lo que desea 

alcanzar con su aplicación.  

 

ü Se logró el diseño de actividades de aprendizaje tipo taller que pueden contribuir con 

el desarrollo del pensamiento variacional en el contexto de las funciones, estas 

actividades se apoyan en aplicativos diseñados en GeoGebra y se componen de 

preguntas, ejercicios y problemas los cuales buscan que el estudiante mediante la 

interacción con los aplicativos vaya sacando conclusiones sobre el comportamiento de 

las funciones según la variación de sus parámetros, clasifique las variables, identifique 

características como el dominio y el rango de una función, si crece o decrece, y los 

puntos de corte con los ejes coordenados. También, que pueda representar de 

diferentes formas una función y realice conversiones entre estas representaciones y 

que solucione problemas dentro del contexto de las matemáticas o de la vida cotidiana 

haciendo uso de modelos matemáticos. 

 

ü El uso del software GeoGebra y los aplicativos en él diseñados contribuye al desarrollo 

autónomo del estudiante, aporta nuevas perspectivas de las matemáticas 

particularmente en la comprensión de los diferentes tipos de funciones gracias a su 
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visualización dinámica y motiva al estudiante a continuar su proceso de formación sin 

necesidad de la presencia constante del docente orientador.  

 

ü Las actividades aquí diseñadas representan una valiosa fuente de recursos didácticos 

para la enseñanza y aprendizaje de los tipos de funciones en los niveles de educación 

básica y media, incluso en primer semestre universitario. 

 

ü Estas actividades se han diseñado para que también puedan ser usada por aquellos 

docentes que sin ser profesionales en el área de matemáticas (licenciados en 

matemáticas o matemáticos) les ha correspondido enseñar esta área en sus lugares 

de trabajo, pues le permitirán al docente una mejor apropiación de la temática y con 

ello de los objetivos trazados por el Ministerio de Educación Nacional a través de los 

lineamientos curriculares. 

5.2 Recomendaciones 

A partir de la experiencia obtenida en el diseño y construcción de las actividades de 

aprendizaje y su posterior análisis de concordancia con los objetivos trazados se presentan 

algunas recomendaciones para quienes consideren aplicar esta propuesta en el aula o 

ampliar su campo de trabajo en una posterior investigación: 

 

ü Es importante la aplicación y complemento de la guía de familiarización con GeoGebra 

antes de trabajar los talleres de afianzamiento y profundización de funciones, así como 

verificar si el estudiante o la institución cuentan con las herramientas tecnológicas 

necesarias. 

 

ü Las actividades están diseñadas de tal manera que puedan aplicarse tanto en la 

institución como en casa, por lo que es importante una revisión minuciosa por parte del 

docente antes de ser llevadas a los estudiantes, con eso este puede determinar qué 

debe o puede hacer el estudiante en casa antes de la clase y ya una vez en el aula 

permitir un espacio para que entre los mismos jóvenes socialicen y logren conclusiones 

sin la intervención del docente. 

ü Las actividades están conectadas secuencialmente por lo que es importante que antes 

de omitir la aplicación de alguna se verifique la no afectación del resto del proceso. 
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ü Se debe contar con tiempo disponible para la aplicación de la propuesta, ello requiere 

un óptimo planeamiento de lo que desea conseguir el docente con sus estudiantes y 

hasta dónde las actividades desarrolladas le son de ayuda, esto, teniendo en cuenta 

los niveles de profundización a los que se llega dependiendo del nivel o grado en el 

que se desea aplicar, pues en un grado noveno sería suficiente con los talleres de 

afianzamiento mientras que para grado undécimo o un primer semestre universitario 

sería ideal trabajar todos los talleres desarrollados e incluso complementar con otras 

actividades que incluyan otros tipos de funciones como la exponencial o la logarítmica, 

por nombrar algunas. 

 

ü Si se desea continuar con la línea de investigación se pueden tomar estas actividades 

y agregar nuevas que contengan otros tipos de funciones como polinómicas de grado 

mayor a tres, exponenciales, logarítmicas, periódicas, trigonométricas, entre otras, 

diseñando nuevos aplicativos, o agregando nuevos procesos que se asocien al 

pensamiento matemático que deseen potenciar.  
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Anexos  

A. Taller diagnóstico 

TALLER DIAGNÓSTICO 

PROYECTO: Actividades de aprendizaje mediadas con GeoGebra, hacia la exploración y análisis del 
comportamiento de algunas funciones.  

OBJETIVO: identificar los conocimientos previos que tienen los estudiantes sobre las funciones en sus 
diferentes formas de representación asociadas al pensamiento variacional.  

De acuerdo con la siguiente información soluciona los puntos del 1 al 6. 

María es una niña de 12 años. Sus padres la envían a la tienda a comprar papa para hacer las comidas. Una 
vez maría está en la tienda, el vendedor le dice que cada libra de papa tiene un costo de $ 800 pesos.  

1. Identifica cuál es la variable independiente y cuál la variable dependiente de la situación anterior.  

Variable independiente: 

Variable dependiente: 

2. Si el padre le dice a María que compre menos una (-1) libras de papa, ¿Tiene sentido esta situación? 
Explique. 

Respuesta: 

3. Si María debe comprar 4 libras de papa, ¿Cuánto dinero debe pagar? 
A. Αψππ pesos. 
B. ΑρȢφππ pesos. 

C. ΑςȢτππ pesos. 
D. ΑσȢςππ pesos. 

4. Suponiendo que María pagó Α ςȢπππ pesos al vendedor por la papa que llevó, ¿Cuántas libras compró? 
A. 3 libras. 
B. 1 y ½ libras. 
C. 2 y ½ libras. 
D. 2 libras.  

5. Determina una expresión algebraica que le permita al vendedor calcular el valor que debe pagar maría 

por determinadas libras de papa.  

Expresión algebraica: 
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6. Realiza una gráfica que represente el valor que debe pagar maría por ὼ libras de papa.  

 
7. ¿Qué entiende por dominio de una función?  

Respuesta: 

8. Determine cuales de los siguientes gráficos representan una función. 

a.  b.  

  
  

c.  d.  

  
  



Anexo A. Taller diagnóstico 81 

 

e.  f.  

 
 

9. De acuerdo con la siguiente gráfica, determine cual es la expresión algebraica que la representa. 

 

A. ώ ὼ σ 
B. ώ ὼ ρ 
C. ώ ὼ ρ 
D. ώ ὼ 

 

10. La gráfica que representa la función ώ ὼ es: 

A.  B.  

  
C.  D.  

  

11. Dada la función ώ ὼ ρ, determine su punto de corte con el eje ὣ. 
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Respuesta: 

12. De acuerdo con la siguiente gráfica, identifica y determina los intervalos en los que la función crece, 

decrece o se mantiene constante.  

 
Creciente: Decreciente:  Constante: 

13. Complete la siguiente gráfica de tal forma que la función representada sea par.   

 
14. Complete la siguiente gráfica de tal forma que la función representada sea impar.   

 
15. Relacione mediante un trazo cada gráfica con el tipo de función al que pertenece: 
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Función 

cuadrática 

 

 

Función 

radical 

 

 

Función 

racional 

 

 

Función 

lineal 

 

 

Función 

cubica 

 



 

 

B. Taller de familiarización con 
GeoGebra 

TALLER DE FAMILIARIZACIÓN CON GEOGEBRA   

 

PROYECTO: Actividades de aprendizaje mediadas con GeoGebra, hacia la exploración y análisis del 
comportamiento de algunas funciones.  

OBJETIVO:  

ü Introducir y familiarizar al estudiante en el uso y manejo de las herramientas básicas del software 
GeoGebra que le permitan interactuar de manera adecuada con los aplicativos diseñados.  

INTRODUCCIÓN 

Ingresa al siguiente enlace: https://www.geogebra.org/download?lang=es, en este aparecerá la siguiente 
ventana y en la parte inferior derecha encontrarás donde descargar GeoGebra Clásico 5. 

 

Luego de descargar e instalar el software GeoGebra, este nos despliega la siguiente interfaz.  

Descargar 

https://www.geogebra.org/download?lang=es
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BARRA DE MENÚ  

En esta encontrará las siguientes opciones: 

Archivo: Edición: Vista: 

   

Opciones: Herramientas: Ventana: 

   

Barra de 

Menú 

Herramientas 

Vista 

Gráfica 

Vista  

Algebraica 

Barra de Entrada 
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Finalmente, en la opci·n ñAyudaò encontrar§ principalmente el acceso a tutoriales y al manual de GeoGebra, 
para acceder a estos necesita conexión a internet. 

BARRA DE HERRAMIENTAS 

En esta barra, cada icono representa una caja de herramientas relacionadas entre sí, que pueden operarse 
con el mouse y permiten realizar construcciones y crear objetos matemáticos tales como puntos, rectas, 
polígonos, cónicas, ángulos, entre otras tantas opciones. 

 

BARRA DE ENTRADA  

La barra de entrada en la parte inferior de la ventana de GeoGebra se utiliza para ingresar directamente 
coordenadas, ecuaciones, comandos o funciones; basta con luego presionar la tecla ENTER para que lo 
ingresado aparezca automáticamente en las vistas algebraica y grafica.  

 

VISTA GRÁFICA  

En esta parte de la pantalla se podrán visualizar de manera gráfica todos los objetos matemáticos construidos 
o ingresados en la barra de entrada.  

VISTA ALGEBRAICA  

En esta parte de la pantalla se podrán visualizar algebraicamente todos los objetos matemáticos que se han 
ingresado en la barra de entrada o directamente en la gráfica a través de las diferentes herramientas, bien 
sean puntos, rectas o incluso texto.  

EJEMPLO 1. 

Ingresa en la barra de entrada la expresión Ὢὼ ὼȾὼͮς ρ y presione la tecla ENTER, esto se verá 
de la siguiente forma: 

 

Expresión  

algebraica 

Gráfica 
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Si ingresa solamente la parte ὼȾὼͮς ρ, el programa le asignará por defecto un nombre a la expresión, 
al ser la primera, este será Ὢὼ. 

PRÁCTICA 1 

1. Ingresa en la barra de entrada las siguientes expresiones.  

a. σȟτ 

b. 3ÅÇÍÅÎÔÏρȟρȟσȟρ  

c. ὼ σ 
d. 3ÅÍÉÒÒÅÃÔÁςȟτȟυȟρ  

e. ώ ςὼ ρ 
f. Ὢὼ ὼ ς 

2. Luego, diríjase a la vista algebraica y pulsa la flecha ubicada a la izquierda del texto, pulsa en ORDENAR 
POR y selecciona tipo de objeto.  

 
Describa qué objetos matemáticos se crearon con las expresiones algebraicas ingresadas en la barra de 
entrada. 

Respuesta:  

3. Si quieres ocultar alguno de los objetos matemáticos que aparecen en la vista gráfica, estas se pueden 

desactivar desde la vista algebraica, haciendo clic sobre los botones asociados a cada objeto. 

 
4. Guarde estas construcciones desde la barra de menú, en la pestaña ARCHIVO, GUARDAR COMO, 

ponga el nombre practica 1 y seguido su nombre. 
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PRÁCTICA 2 

En una nueva ventana de GeoGebra, sigue los siguientes pasos: 

1. En la pestaña OPCIONES de la barra de menú, pulse ETIQUETADO, selecciona NINGÚN OBJETO 

NUEVO 

 
2. En la barra de herramientas, pulse la casilla DESLIZADOR, e ingrese a Deslizador. 

 
3. Al pulsar Deslizador debe dar clic dentro de la vista gráfica, al hacer esto se desplegará la siguiente 

pantalla: 

 
4. En la casilla Nombre, le dejas el que trae por defecto (a), en la casilla Mín pon el número 0, en la casilla 

Máx pon el número 10, finalmente en la casilla incremento pon el número 1, da clic en OK, así: 

 
5. En la barra de herramientas da clic en la caja CIRCUNFERENCIA y selecciona circunferencia: centro y 

radio. 
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6. En la ventana gráfica da clic en el origen (donde se cortan los dos ejes coordenados), se te desplegara 

una ventana que dice Radio, escribe a (nombre del deslizador creado antes) y pulsa OK. 

 
7. El resultado se verá así: 

 
8. Interactúa con el deslizador ubicando el puntero del mouse sobre este, mueve el punto a la izquierda y 

derecha de tal forma que el radio de la circunferencia varíe, así: 

Deslizador 

creado 

Gráfica 
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Luego responde las siguientes preguntas: 

a. ¿Puedes asignarle valores negativos al deslizador?  

Respuesta: 

b. ¿el incremento del deslizador se puede realizar con valores decimales? 

Respuesta: 

c. Si la circunferencia tiene radio ὥ υ, ¿Cuáles son los puntos de corte con los ejes coordenados? 

Respuesta: 

d. De clic en vista gráfica y personalice la gráfica.  

e. Guarde esta construcción desde la barra de menú, en la pestaña ARCHIVO, GUARDAR COMO, 

ponga el nombre practica 2 y seguido su nombre. 

PRÁCTICA 3 

En una nueva ventana de GeoGebra, sigue los siguientes pasos: 

1. Cree un deslizador como se explicó en la práctica anterior, cuyo nombre sea ά, el valor Mín sea υ, el 

valor Máx sea υ, y el incremento ρ.  
2. Cree un deslizador como se explicó en la práctica anterior, cuyo nombre sea ὦ, el valor Mín sea υ, el 

valor Máx sea υ, y el incremento πȟρ. Esto se debe ver así: 

 

Aquí 
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3. En la barra de entrada, digite la función Ὢὼ άὼ ὦ, así: 

 
4. En la barra de herramientas pulse la casilla DESLIZADOR, luego TEXTO, 

 
5. Da clic en la vista gráfica para que se despliegue una nueva ventana, en EDICIÓN pon la expresión 

algebraica que representa la función, en lugar de escribir la ά y la ὦ, ve a OBJETOS y selecciónalos, 

señala donde dice FORMULA LATEX, y luego pulsa OK, así: 

  
6. Selecciona el texto en la ventana gráfica y personalízalo, ponlo en negrita y en un tamaño mayor. 
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7. Interactúa con los deslizadores y responde las siguientes preguntas: 

a. ¿Qué sucede con la gráfica cuando ά toma valores negativos? 

Respuesta: 

b. Puede asociar alguna relación entre el valor de ὦ y el punto de corte de la gráfica con el ÅÊÅ ὣ; 

explique. 

Respuesta: 

c. Guarde esta construcción desde la barra de menú, en la pestaña ARCHIVO, GUARDAR COMO, 

ponga el nombre practica 3 y seguido su nombre. 

d. Creería usted que las clases de matemáticas apoyadas con este tipo de software pueden ser más 

beneficiosas para sus aprendizajes? Explique el porqué. 

Respuesta: 

 

 

 

 

 

 



 

 

C. Taller función lineal y afín 

TALLER DE AFIANZAMIENTO FUNCIÓN LINEAL Y AFÍN  

PROYECTO: Actividades de aprendizaje mediadas con GeoGebra, hacia la exploración y análisis del 
comportamiento de algunas funciones.  

OBJETIVO:  

ü Examinar y reconocer las diferencias paramétricas entre función lineal y afín. 
ü Identificar elementos característicos de la función lineal y afín (pendiente, puntos de corte en los ejes 

coordenados, expresión algebraica, orientación de la gráfica) 
ü Diseñar gráficas de funciones de tipo lineal o afín de acuerdo a sus parámetros o puntos.  
ü Solucionar problemas que se relacionen con funciones de tipo lineal o afín. 

ACTIVIDAD 1 

Daniel invita a sus amigos a comer empanadas. Interactúa con el aplicativo òActividad 1ó que encontrarás en 
los recursos al final de este taller y resuelve los siguientes puntos. 

1. ¿Cuánto debe pagar Daniel si entre todos comen 8 empanadas? 

 Respuesta: 

2. Utiliza el deslizador X y completa la siguiente tabla: 

Número de 

empanadas 
1 2 3 4 8 10 12 27 

Valor a pagar         

3. ¿De qué depende el dinero que debe pagar Daniel? _______________________________________ 

4. Si en total van 9 personas a comer empanadas y cada uno come 2, ¿Cuánto dinero debe pagar Daniel? 

Respuesta: 

5. ¿Cuál es el dominio de la función en el contexto dado? 

Respuesta: 

6. ¿Qué tipo de grafica se genera al unir los puntos que relacionan la cantidad de empanadas consumidas 

con el valor a pagar? ________________________________________________________________ 
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ACTIVIDAD 2 

Interactúa con el aplicativo òActividad 2ó que encontrarás en los recursos al final de este taller y resuelve los 

siguientes puntos. 

7. Ubicando el deslizador ñbò en cero π, juegue con los valores de ñaò. àhay alg¼n rasgo caracter²stico? 

Describa: 

8. Luego de hacer uso del deslizador ñbò, describa qu® diferencia hay entre una funci·n lineal y una af²n.  

Respuesta: 

9. Despu®s de interactuar con el deslizador ñaò en el aplicativo òActividad 2ó, describa el comportamiento 

(creciente, decreciente) de la gráfica de una función Ὢὼ de acuerdo con el signo de la pendiente. 

Respuesta: 

10. ¿Qué sucede cuando ὥ π? 

 Respuesta: 

11. Utiliza el aplicativo y diseña funciones que cumplan con las siguientes características, luego escribe la 

expresión algebraica que la representa. 

a. Corta el ÅÊÅ ὣ en el punto πȟρ y pasa por el punto ρȟτ. 

b. Corta el eje ὢ en el punto τȟπ y al eje ὣ en el punto πȟς. 

c. Corta el eje ὢ en el punto ρȟπ y al eje ὣ en el punto πȟσ. 

d. Corta los ejes en el punto πȟπ y pasa por el punto ρȟς. 

ACTIVIDAD 3 

Interactúa con el aplicativo òActividad 3ó que encontrarás en los recursos al final de este taller y resuelve los 

siguientes puntos. 

12. Escribe la expresión algebraica de cada función dados los parámetros a y b, e identifica los puntos de 

corte con cada uno de los ejes. 

ὥ ς, ὦ τ 

Ὢὼ  

Corte en el eje ὢ  

Corte en el eje ὣ  

ὥ σ, ὦ ρ 

Ὢὼ  

Corte en el eje ὢ  

Corte en el eje ὣ  

ὥ ρ, ὦ π 

Ὢὼ  

Corte en el eje ὢ  

Corte en el eje ὣ  

ὥ , ὦ φ 

Ὢὼ  

Corte en el eje ὢ  

Corte en el eje ὣ  
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ὥ π, ὦ ς 
Ὢὼ  

Corte en el eje ὢ  

Corte en el eje ὣ  

ὥ ρȢψ, ὦ ρ 

Ὢὼ  

Corte en el eje ὢ  

Corte en el eje ὣ  

13. Realice las gráficas de las siguientes funciones, luego determine sus puntos de corte con los ejes 

coordenados. 

a. Ὢὼ ςὼ σ 
b. Ὢὼ χὼ σ 

c. Ὢὼ ὼ ρ 

d. Ὢὼ ὼ 

e. Ὢὼ πȟφὼ ρ 

ACTIVIDAD 4 

Soluciona los siguientes ejercicios de acuerdo con lo que has aprendido.  

14. Si por los puntos ςȟρ y υȟτ pasa la gráfica que representa la función Ὢὼ ὥὼ ὦ, ¿el valor de 

a es? 

a. Negativo 

b. Positivo 

c. No se puede determinar con la información dada. 

Justifique: 

15. Dada la función Ὢὼ ὼ ς, ¿Qué relación tiene Ὢσ con Ὢρ?¿es mayor, es menor, es igual? 

Justifique:  

16. Gráfica y determina la expresión algebraica de la recta que pasa por los puntos πȟτ y τȟπ. 
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17. Gráfica y determina la ecuación de la función que intercepta al eje ὣ en el punto πȟρ y a su vez pasa 

por el punto ρȟς. 

18. Si Ὢὼ ὥὼ ς y Ὢς τ, ¿Cuál es el valor de ὥ? 

Respuesta: 

19. Si Ὢὼ ὼ ὦ y Ὢπ σ, ¿Cuál es el valor de ὦ? 

Respuesta: 

20. De acuerdo con cada una de las siguientes gráficas, describa verbalmente cada función y determine la 

ecuación o expresión algebraica que la representa, así como los puntos de corte con los ejes coordenados. 

A. B. 

  
C. D. 

  

21. Alejandro trabaja cogiendo café en la finca de Don Gilberto, quien le paga ΑωȢπππ por arroba recolectada.  

a. Complete la siguiente tabla de acuerdo con la información anterior. 

Cantidad de café recolectado 

por Alejandro (en arrobas) 
1 2 3 4 5 6 7 

Dinero ganado (en pesos)        

b. Identifique en la relación café recolectado y dinero ganado, ¿Cuál es la variable dependiente y cuál 

la variable independiente? 
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Respuesta: 

c. Si Alejandro no va a trabajar, ¿Cuánto dinero debe recibir de parte de Don Gilberto? 

Justifique: 

d. Determine una expresión algebraica que le permita representar la situación en forma de una función. 

Respuesta: 

e. ¿La expresión anterior corresponde a una función lineal o afín? 

Justifique: 

 

f. ¿Cuánto dinero recibe Alejandro si recolecta 12 arrobas de café en 2 días?  

Respuesta: 

g. Si un fin de semana Don Gilberto pagó a Alejandro 216.000 pesos, ¿Cuánto café recolecto Alejandro? 

Respuesta: 

h. Si Alejandro va a trabajar un día, pero se pone a escuchar música y no recolecta nada de café, 

¿Cuánto dinero debe pagarle Don Gilberto? 

Justifique:  

i. Si un día Don Gilberto pagó a Alejandro 319.500 pesos, ¿Cuánto café recolecto? 

Respuesta: 

j. ¿Cuál sería el dominio y el rango de la función de acuerdo al contexto? 

Respuesta:  
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k. Realice la gráfica de la función que representa esta situación.  

 
22. La empresa ElectroHuila calcula el valor que se debe pagar por consumo de energía eléctrica en cada 

hogar de la siguiente forma:  

6ÁÌÏÒ Á ÐÁÇÁÒÃÏÎÓÕÍÏȾὑύὬ ÉÍÐÕÅÓÔÏ ÐÏÒ ÁÌÕÍÂÒÁÄÏ ÐĭÂÌÉÃÏ 

Donde el consumo es la cantidad de ὑύὬ consumidos durante el mes, el valor por ὑύὬ es de Αφρρ y 

el impuesto por alumbrado público es de ΑσςȢσσσ para el año 2021.   

a. De acuerdo a la información anterior, ¿de qué depende el valor a pagar?  

Respuesta: 

b. Si una persona sale de vacaciones todo un mes, y su casa queda sola. ¿Cuánto debe pagar en su 

factura? 

Respuesta: 

c. En el hogar de la Familia Gutiérrez se consumieron χψ ὑύὬ en el mes de enero. ¿Cuál es el valor a 

pagar en la factura? 

Respuesta: 

d. Una familia que pagó su factura de electricidad por $132.537. ¿Cuántos ὑύὬ consumio en el mes? 

Respuesta:  

e. Una heladería que consumió υππ ὑύὬ en el mes de enero quiere bajar en un ςπϷ el valor a pagar 

en su factura de febrero. ¿Cuántos ὑύὬ debería consumir para lograr su cometido? 

Respuesta: 
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RECURSOS: 

Los siguientes recursos fueron elaborados por el autor haciendo uso del software libre GeoGebra. 

1. Actividad 1: https://www.geogebra.org/m/p9tgms9k  

 

 

2. Actividad 2: https://www.geogebra.org/m/msvfvesh  

 

 

3. Actividad 3: https://www.geogebra.org/m/zqfvevvs  

 
 

https://www.geogebra.org/m/p9tgms9k
https://www.geogebra.org/m/msvfvesh
https://www.geogebra.org/m/zqfvevvs


 

 

D. Taller de función cuadrática 

TALLER DE AFIANZAMIENTO FUNCIÓN CUADRÁTICA  

PROYECTO: Actividades de aprendizaje mediadas con GeoGebra, hacia la exploración y análisis del 
comportamiento de algunas funciones.  

OBJETIVO:  

ü Identificar la orientación que tendrá la gráfica de una función cuadrática a partir de su expresión 
algebraica y las particularidades de los parámetros.  

ü Determinar el vértice, el punto de corte con el eje ὣ y los puntos de corte con el eje ὢ si los hay, de 
la parábola que representa una función cuadrática dada.  

ü Solucionar problemas que estén relacionados con la función cuadrática. 

ACTIVIDAD 5 

Interactúa con el aplicativo òActividad 5ó en GeoGebra que encontrarás en los recursos al final de este taller 

y responde las siguientes preguntas: 

1. Luego de interactuar con el aplicativo, da a los deslizadores ὦ y ὧ el valor de cero π. Ahora juega con 

el deslizador ὥ dando valores mayores o iguales a uno (ὥ ρ). A medida que el valor de ὥ se hace más 

grande, ¿Qué sucede con la gráfica?  

Respuesta: 

2. Después da al deslizador ὥ valores entre cero y uno π ὥ ρ. ¿Qué sucede con la gráfica de la 

función a medida que los valores se acercan a cero? 

Respuesta: 

3. Repita los procesos anteriores pero con valores negativos de ὥ. ¿Qué sucede ahora con la gráfica? 

Respuesta: 

4. Ahora vamos a darle valores también al deslizador ὧ. ¿Qué ocasiona en la gráfica de la función Ὢὼ el 

parámetro ὧ? 

Respuesta: 
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5. De acuerdo a lo anterior, ¿es diferente si el valor de ὧ es negativo o positivo? 

Respuesta: 

6. Ahora dale al deslizador ὥ un valor positivo y al deslizador ὧ cualquier valor. Luego procede a jugar con 

el deslizador ὦ dando valores tanto positivos como negativos. ¿Qué sucede con la gráfica de la función 

Ὢὼ a medida que ὦ varía?  

Respuesta: 

7. Repite el proceso anterior, con la única variante que el valor de ὥ sea negativo. ¿Qué sucede ahora con 

la gráfica?  

Respuesta: 

8. De acuerdo a los observado en los ejercicios anteriores, se puede concluir que el rango de la función Ὢὼ 

se determina cómo: 

Respuesta: 

9. Determina los intervalos en los que la función Ὢὼ es creciente y decreciente. 

Respuesta: 

10. ¿Las funciones cuadráticas son de tipo par o impar? Justifique. 

Respuesta: 

11. Dependiendo del signo del parámetro ὥ (positivo o negativo), la gráfica de una función cuadrática tiene un 

valor máximo o mínimo. Identifique las coordenadas de dicho punto para cada caso. 

Respuesta:  
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ACTIVIDAD 6 

Interactúa con el aplicativo òActividad 6ó en GeoGebra que encontrarás en los recursos al final de este taller 

y resuelve los siguientes ejercicios: 

12. Explora el aplicativo y da tres ejemplos de función cuadrática, identificando su expresión algebraica, 

vértice y puntos de corte con los ejes. 

Ejemplo 1. Ejemplo 2. Ejemplo 3. 

13. Escribe la expresión algebraica de cada función Ὢὼ dados ὥȟὦȟὧ; además identifica el vértice y los 

puntos de corte con los ejes.  

ὥ ς, ὦ π, ὧ ς 

Ὢὼ  

Vértice=  

Corte en el eje ὢ  

Corte en el eje ὣ  

ὥ ρ, ὦ τ, ὧ π 

Ὢὼ  

Vértice= 

Corte en el eje ὢ  

Corte en el eje ὣ  

ὥ ρ, ὦ ς, ὧ ρ 

Ὢὼ  

Vértice= 

Corte en el eje ὢ  

Corte en el eje ὣ  

ὥ ρ, ὦ ς, ὧ ς 

Ὢὼ  

Vértice= 

Corte en el eje ὢ  

Corte en el eje ὣ  

ὥ υ, ὦ σ, ὧ ς 

Ὢὼ  

Vértice= 

Corte en el eje ὢ  

Corte en el eje ὣ  

ὥ τ, ὦ π, ὧ π 

Ὢὼ  

Vértice= 

Corte en el eje ὢ  

Corte en el eje ὣ  

14. Dada cada una de las siguiente funciones, identifica los parámetros ὥȟὦȟὧ; el sentido de la gráfica (hacía 

arriba, abajo), el vértice, el rango, los intervalos donde la función crece y decrece y el eje de simetría.  

Ὢὼ ὼ σὼ  

ὥ               ὦ               ὧ   

La parábola abre hacia: 

ὠïὶὸὭὧὩ  

Ὑὥὲ Ὢ   

Creciente= 

Decreciente= 

Eje de simetría=  

Ὢὼ ςὼ ρ  

ὥ               ὦ               ὧ   

La parábola abre hacia: 

ὠïὶὸὭὧὩ  

Ὑὥὲ Ὢ   

Creciente= 

Decreciente= 

Eje de simetría=  
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Ὢὼ ὼ  

ὥ               ὦ               ὧ   

La parábola abre hacia: 

ὠïὶὸὭὧὩ  

Ὑὥὲ Ὢ   

Creciente= 

Decreciente= 

Eje de simetría=  

Ὢὼ ὼ ὼ σ  

ὥ               ὦ               ὧ   

La parábola abre hacia: 

ὠïὶὸὭὧὩ  

Ὑὥὲ Ὢ   

Creciente= 

Decreciente= 

Eje de simetría=  

Ὢὼ ὼ ὼ φ  

ὥ               ὦ               ὧ   

La parábola abre hacia: 

ὠïὶὸὭὧὩ  

Ὑὥὲ Ὢ   

Creciente= 

Decreciente= 

Eje de simetría=  

Ὢὼ σὼ υὼ ς  

ὥ               ὦ               ὧ   

La parábola abre hacia: 

ὠïὶὸὭὧὩ  

Ὑὥὲ Ὢ   

Creciente= 

Decreciente= 

Eje de simetría=  

15. El vértice de la función Ὢὼ ςὼ τὼ ρ se encuentra en el: 

a. Primer cuadrante. 

b. Segundo cuadrante.  

c. Tercer cuadrante. 

d. Cuarto cuadrante. 

16. La gráfica de la función Ὢὼ ςὼ ρ abre:  

a. Hacia arriba porque _____________________________________________________________ 

b. Hacia abajo porque _____________________________________________________________ 

c. A la derecha porque _____________________________________________________________ 

d. A la izquierda porque ____________________________________________________________ 

17. La función anterior corta el eje ὣ en el punto___________ 

18. Determine si la función Ὢὼ ὼ σ tiene un valor máximo o mínimo, determine ese valor. 

Respuesta: 

19. Determine si la función Ὢὼ ςὼ τὼ ρ tiene un valor máximo o mínimo, determine ese valor.  

Respuesta: 
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ACTIVIDAD 7 

Interactúa con el aplicativo òActividad 7ó en GeoGebra que encontrarás en los recursos al final de este taller 

y resuelve los siguientes ejercicios: 

20. Has uso del aplicativo actividad 7 y llena las siguientes tablas de valores asociadas a cada función, luego 

realiza la gráfica correspondiente uniendo sus puntos con una curva suave.  

a. Ὢὼ σὼ ρ b. Ὢὼ ὼ ςὼ σ 

  

  
  

c. Ὢὼ τὼ φὼ d. Ὢὼ πȟυὼ 

  

  
  

e. Ὢὼ ςὼ τὼ σ f. Ὢὼ σὼ φὼ ς 
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21. Dada la función Ὢὼ ὼ ς, ¿Qué relación tiene Ὢ ς con Ὢσ?¿es mayor, es menor, es 

igual? 

Respuesta: 

22. Si Ὢὼ ὥὼ φὼ ρ y Ὢς ρ, ¿Cuál es el valor de ὥ? 

Respuesta:  

23. Si Ὢὼ ςὼ ὦὼυ y Ὢ ρ ρπ, ¿Cuál es el valor de ὦ? 

Respuesta: 

24. La función Ὢὼ ςὼ ρ corta el eje ὢ, Si____ o No____; en ¿Cuál o cuáles puntos? O ¿Por qué 

no? 

Respuesta: 

25. Determine los valores de los parámetros ὥȟὦ y ὧ de la función cuadrática que tiene por vértice el punto 

ρȟς y cumple que Ὢς χ. 

Respuesta: 

26. Determine los valores de los parámetros ὥȟὦ y ὧ de la función cuadrática que tiene por vértice el punto 

ςȟσ y cumple que Ὢτ ρ. 
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Respuesta: 

PRÁCTICA 1 

27. 1Una pelota de beisbol se golpea hacia arriba con una velocidad inicial de φτ ὴὭὩί ὴέὶ ίὩὫόὲὨέ. La 

altura de la pelota en cualquier instante ὼ, en segundos, respecto a la altura del bate está dada por la 

expresión Ὢὼ ρφὼ φτὼ. Utiliza el aplicativo PRACTICA 1 que encontraras en los recursos al 

final de este taller y responde las preguntas. 

a. En el contexto y de acuerdo al diagrama del aplicativo practica 1, ¿Cuál es la variable independiente 

y cuál la variable dependiente? 

Respuesta: 

b. ¿Cuál es la altura máxima que alcanza la pelota? 

Respuesta: 

c. ¿en qué momento alcanza la altura máxima la pelota? 

Respuesta:  

28. 2Suponga que un fabricante de lavadoras de ropa ha encontrado que, cuando el precio unitario es ὼ 
dólares, el ingreso Ὢ en dólares es 

Ὢὼ τὼ τπππὼ 

a. En el contexto dado, identifique las variables dependiente e independiente. 

Respuesta:  

b. ¿Cuál es el precio unitario x que debe cobrarse para maximizar el ingreso? 

Respuesta: 

c. ¿Cuál es el ingreso máximo? Realiza una gráfica que represente la situación. 

Respuesta:  

 
 

1 Tomado de Matemáticas 10 Proyecto Educativo Siglo XXI (2016) 
2 Tomado de Sullivan (2006) 



Anexo D. Taller función cuadrática 107 

 

d. Realiza una gráfica que represente la situación. 

 

29. 3La trayectoria que describe una pelota en un momento de un partido de futbol es parabólica. La distancia 

en línea recta desde que el jugador la patea hasta que toca el suelo es de 24 metros. El arquero no la 

ataja y cuando llega a él está a 23,5 metros del punto de partida. La altura máxima que alcanza la pelota 

es de 4 metros. 

a. ¿Cuál es la expresión algebraica de la función que permite describir la situación? 

Respuesta: 

b. ¿A qué altura del suelo la intenta atajar el arquero? 

Respuesta: 

c. Realiza un diagrama que represente la situación donde relaciones la distancia recorrida por la pelota 

con la altura alcanzada.  

 

30. Durante un partido de futbol en la institución educativa se lleva a cabo un saque de lateral. Si tomamos 

como punto de partida del balón el punto πȟπ del plano cartesiano, y el balón alcanzó una altura máxima 

de σ άὩὸὶέί al cabo de υ segundos, determine la función que representa la altura alcanzada por el balón 

en función del tiempo.  

RECURSOS  

Los siguientes recursos fueron elaborados por el autor haciendo uso del software libre GeoGebra. 

1. Actividad 5: https://www.geogebra.org/m/zum8xqkj  

 

 

2. Actividad 6: https://www.geogebra.org/m/npe9jbdt  

 
 

3 Tomado de http://www.inet.edu.ar/wp-content/uploads/2020/05/02-04_Problemas-sobre-funciones-cuadra--ticas.pdf 

https://www.geogebra.org/m/zum8xqkj
https://www.geogebra.org/m/npe9jbdt
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3. Actividad 7: https://www.geogebra.org/m/cmuwjbaf  

 
 

4. Practica 1. https://www.geogebra.org/m/xtyxgspk  

 

 

https://www.geogebra.org/m/cmuwjbaf
https://www.geogebra.org/m/xtyxgspk


 

 

E. Taller función cúbica 

TALLER DE AFIANZAMIENTO FUNCIÓN CÚBICA   

 

PROYECTO: Actividades de aprendizaje mediadas con GeoGebra, hacia la exploración y análisis del 
comportamiento de algunas funciones.  

OBJETIVO:  

ü Inferir la relación existente entre las diferentes formas de las funciones polinómicas y cómo esto va 
ligado a su dominio. 

ü Identificar algunas características de las gráficas de las funciones cúbicas a partir de las formas que 
toma su expresión algebraica.  

ü Diseñar algunos gráficos de funciones cúbicas basados en las características de sus parámetros.  
ü Identificar gráficamente los puntos de corte de la función con los ejes coordenados, así como los 

puntos máximos y mínimos si los tiene.  

ACTIVIDAD 8 

Interactúa con el aplicativo òActividad 8ó en GeoGebra que encontrarás en los recursos al final de este taller 

y responde las siguientes preguntas: 

1. Asigne a los deslizadores ὥȟὦȟὧ el valor cero π, ahora juegue con los valores del deslizador Ὠ y 

describa lo que sucede con la gráfica, ¿a qué tipo de funciones pertenece? 

Respuesta:  

2. Luego asigne a los deslizadores ὥȟὦȟὨ el valor cero π, juegue con los valores del deslizador ὧ y 

describa lo que sucede con la gráfica, ¿a qué tipo de funciones pertenece? También varíe los valores del 

deslizador Ὠ y describa lo que sucede con la gráfica.  

Respuesta: 

3. Ahora asigne al deslizador ὥ el valor cero y juegue con los valores de ὦȟὧ y Ὠ. Describa que sucede con 

la gráfica y a que tipo de función pertenece.  

Respuesta:  
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4. Ponga los deslizadores b, c, d en cero y varíe los valores de ὥ, describa que sucede ahora con la gráfica, 

¿qué forma toma su gráfica? ¿crece, decrece? ¿corta los ejes? ¿en qué condiciones se hace más angosta 

o ancha?  

Respuesta:  

5. La función Ὢὼ σὼ es ¿creciente o decreciente? ¿en qué punto o puntos corta los ejes? 

Respuesta: 

6. Realice un esbozo de la gráfica de la función Ὢὼ ςὼ. 

 

7. ¿Qué sucede con la gráfica cuando la función tiene la forma Ὢὼ ὥὼ Ὠ, es decir cuando los otros 

parámetros son cero? ¿cuántos puntos de corte tiene esa función con respecto al eje ὢ? ¿Qué sucede 

con el punto de corte en el eje ὣ? Determine expresiones que permitan identificar los puntos de corte en 

los ejes ὢȟὣ. 

Respuesta: 

8. En cada una de las siguientes funciones determine si crece o decrece y halle los puntos de corte con los 

ejes coordenados.  

a. Ὢὼ ὼ σ 
La función es ___________________ 

Corte en el eje ὢ  

Corte en el eje ὣ  

b. Ὢὼ τὼ σ 
La función es ___________________ 

Corte en el eje ὢ  

Corte en el eje ὣ  

c. Ὢὼ ςὼ ρ 
La función es ___________________ 

Corte en el eje ὢ  

Corte en el eje ὣ  

d. Ὢὼ φὼ ς 
La función es ___________________ 

Corte en el eje ὢ  

Corte en el eje ὣ  
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e. Ὢὼ σὼ φ 
La función es ___________________ 

Corte en el eje ὢ  

Corte en el eje ὣ  

f. Ὢὼ ὼ ς 

La función es ___________________ 

Corte en el eje ὢ  

Corte en el eje ὣ  

9. ¿Qué sucede con la gráfica de la función cuando esta tiene la forma Ὢὼ ὥὼ ὧὼ, es decir cuando 

los otros parámetros son cero? ¿cuántos puntos de corte tiene esa función con respecto al eje ὢ, de qué 

depende ello? Que sucede con el punto de corte en el eje ὣ? 

Respuesta: 

10. En la función Ὢὼ ςὼ υὼ, los intervalos donde la función crece y decrece son: 

Crece: _______________________ 

Decrece: _____________________ 

11. Dada la función Ὢὼ ὼ ςὼ complete la siguiente tabla y realice un esbozo de su gráfica.  

ὼ ς ρ π ρ ς 

Ὢὼ      

 

12. Si asignamos a los deslizadores ὧ y Ὠ el valor cero, al deslizador ὥ damos un valor positivo y jugamos 

con los valores de ὦ, ¿Qué sucede con la gráfica? ¿Cuántos puntos de corte presenta con respecto a los 

ejes? ¿Qué sucede con los valores máximos y mínimos de la función? 

Respuesta: 

13. Repetimos el procedimiento anterior ahora con el valor de ὥ negativo.  

Respuesta: 

14. La función Ὢὼ ὼ σὼ presenta valores máximo y mínimo en: 
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Máximo _________________ 

Mínimo _________________ 

15. La función anterior corta el eje X en los puntos: ___________________________________________ 

16. Esboce la gráfica de la función anterior con la información ya recolectada.  

 
17. Si asignamos al deslizador Ὠ el valor cero, y jugamos con los valores de los demás parámetros ¿Qué 

sucede con la gráfica? ¿Cuántos puntos de corte presenta con respecto a los ejes? ¿Qué sucede con los 

valores máximos y mínimos de la función? ¿se pueden hacer algunas generalizaciones?  

Respuesta: 

Es importante que recordemos algunas cuestiones que debimos interiorizar con el taller anterior. 

Recuerde que1: para determinar los puntos de corte con el eje ὢ se procede de la siguiente forma: 

Primero factorizamos ὼ en la función Ὢὼ ὥὼ ὦὼ ὧὼ, es decir Ὢὼ ὼὥὼ ὦὼὧ, con 

eso podemos determinar que uno de los puntos de corte con el eje ὢ es el origen πȟπ. 

Ahora bien, una expresión cuadrática como la que nos queda puede tener dos soluciones reales, una única 

solución real o dos soluciones complejas diferentes. Para determinar qué tipo de soluciones tiene una 

ecuación cuadrática, se toma la formula general: 

●
╫ Ѝ╫ ╪╬

╪
 

Y se analiza el discriminante de la ecuación que corresponde a la expresión ╫ ╪╬Ȣ 

Dependiendo del valor del discriminante, se puede analizar como son las soluciones de la ecuación 

cuadrática (es decir los puntos de corte con el eje ὢ) según los siguientes tres casos: 

× Si ╫ ╪╬ , la gráfica de la función Ὢὼ tiene dos puntos de corte en el eje ὢ adicionales 

al origen. 

× Si ╫ ╪╬ , la gráfica de la función Ὢὼ tiene un punto de corte en el eje ὢ adicional al 

origen. 

× Si ╫ ╪╬ , la gráfica de la función Ὢὼ no tiene más puntos de corte diferentes al origen. 
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18. En la función Ὢὼ ςὼ ὼ σὼ ¿Cuántos puntos de corte tiene la gráfica con respecto al eje 

ὢ? De acuerdo con la información anterior determine los puntos de corte con el eje ὢ y los intervalos 

donde crece y/o decrece la función.  

Procedimiento: 

19. En la función Ὢὼ ὼ ςὼ ὼ, determine los puntos de corte en el eje ὢ.  

Procedimiento: 

20. Dada la función Ὢὼ ὥὼ υὼ σὼ, y sabiendo que Ὢρ ρ, determine el valor de ὥ. 

Procedimiento:  

21. Dada la función Ὢὼ ςὼ ὦὼ ὼ, y sabiendo que Ὢ ρ σ, determine el valor de ὦ. 

Procedimiento: 

22. Realice las gráficas de las siguientes funciones cúbicas determinando sus puntos de corte con el eje X. 

a. Ὢὼ ὼ ςὼ σὼ 

Procedimiento Gráfica 

 

  

b. Ὢὼ ςὼ τὼ ςὼ 
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Procedimiento Gráfica 

 

  

c. Ὢὼ ὼ ςὼ σὼ 

Procedimiento Gráfica 

 

23. Finalmente asigna valores específicos a los deslizadores ὥȟὦȟὧ y juega con los valores de Ὠ. ¿Qué 

sucede con las gráficas de las funciones?  

Describe:  

ACTIVIDAD 9 

Interactúa con el aplicativo òActividad 9ó grafica las siguientes funciones y resuelve los puntos. 

24. Ὢὼ ὼ σὼ ρ 

25. Ὢὼ ςὼ τὼ σὼ σ 
26. Ὢὼ ὼ ςὼ υὼ ρ 
27. En la función Ὢὼ ρȢτὼ τȢυὼ, determine los puntos de corte en el eje ὢ. 

Respuesta: 
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28. Dada la función Ὢὼ ὼ ςὼ σὼ ρ, ¿Cómo es Ὢς respecto de Ὢσ? 

Procedimiento:  

PRACTICA 1 

29. Se desea construir una caja de cartón sin tapa a partir de una hoja cuadrada de cartón que mide ρςπ ὧά 
de lado, recortando cuadrados iguales de las cuatro esquinas y doblando las pestañas resultantes hacia 

arriba para formar las caras laterales (ver figura). Si la altura de la caja se representa con la letra ὼ, 
determina una expresión algebraica que exprese el volumen de la caja en función de ὼ.  
Para encontrar la expresión se debe aplicar la fórmula para hallar el volumen de un paralelepípedo, es 

decir: 

ὺέὰόάὩὲÜὶὩὥ ὨὩ ὰὥ ὦὥίὩ ὢ ὥὰὸόὶὥ 

Como la base es un cuadrado, y la longitud de cada lado está determinada por la expresión ὰ ρςπ
ςὼ, siendo ὼ la longitud que se recorta en cada esquina, es decir la altura de la caja, el área de la base 

sería: 

<ὶὩὥ ὨὩὰ ὧόὥὨὶὥὨέὰ ρςπςὼ  

Luego la fórmula del volumen quedaría: 

ὺέὰόάὩὲρςπςὼ ὼz 

Resuelve la expresión anterior para que esta quede en la forma de las funciones cúbicas que estudiamos 

en este taller. 

 

Luego utilice el aplicativo Práctica 1 que encontrará al final de este taller para visualizar mejor el ejercicio 

y responde: 

a. ¿De qué depende el volumen de la caja? 

Respuesta:  

b. ¿La caja puede tener altura cero? ¿por qué? 

Respuesta:  
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c. ¿Cuál es el máximo valor que puede tomar la altura y que afectaciones tiene en la caja? 

Respuesta:  

d. ¿Cuál es el volumen de la caja cuando su altura es ρπ ὧά? 

Respuesta:  

e. ¿Para qué valor de su altura la caja alcanza su máximo volumen? 

Respuesta:  

f. ¿Cuáles son las medidas (altura y lado) de la caja para que alcance el volumen máximo?  

Respuesta:  

g. ¿Cuál es el volumen de la caja cuando su altura es igual a la medida de su lado? 

Respuesta:  

30. Un fabricante de cajas de cartón desea construir cajas abiertas, a partir de hojas cuadradas de cartón de 

υπ ὧά de lado. Para ello, debe recortar cuadrados iguales en las cuatro esquinas para doblar los lados. 

Si ὼ ὧά es la longitud del lado del cuadrado que se tiene que recortar en las esquinas, expresa la medida 

en ὧά  del volumen de la caja en función de ὼ. Luego responde: 

a. ¿De qué depende el volumen de cada caja? 

b. ¿Cuál es el dominio de la función resultante de acuerdo con el contexto? 

c. ¿Cuál es el volumen de la caja si ὼ υ ὧά? 

d. ¿Cuál es el volumen de la caja si ὼ ςπ ὧά? 

e. Realice un diagrama de la función en GeoGebra y determine el valor de ὼ para el que el volumen es 

máximo.  

31. La función ώ σὼ ςρὼ ρςὼ indica las utilidades obtenidas (en millones de dólares) por una 

compañía distribuidora de filmes, al estrenar y exhibir una película a nivel mundial (durante el mes ὼ).  
a. De acuerdo con los puntos de corte de la función y con el contexto, ¿durante cuando tiempo se exhibe 

una película? 

b. ¿Cuál es el dominio de la función? 

c. ¿Durante qué mes obtuvo la máxima ganancia? 

d. ¿Cuáles fueron las utilidades obtenidas en el mes ὼ ς? 

e. ¿Cuáles fueron las utilidades obtenidas en el mes ὼ φ? 
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RECURSOS  

Los siguientes recursos fueron elaborados por el autor haciendo uso del software libre GeoGebra. 

1. Actividad 8: https://www.geogebra.org/m/wppcyp2p  

 
 

2. Actividad 9: https://www.geogebra.org/m/aytysxam  

 

 

3. Práctica 1: https://www.geogebra.org/m/jxmgscmx  

 

 

 

https://www.geogebra.org/m/wppcyp2p
https://www.geogebra.org/m/aytysxam
https://www.geogebra.org/m/jxmgscmx


 

 

F. Taller función racional  

TALLER DE PROFUNDIZACIÓN FUNCIÓN RACIONAL   

 
PROYECTO: Actividades de aprendizaje mediadas con GeoGebra, hacia la exploración y análisis del 
comportamiento de algunas funciones.  

OBJETIVO:  

ü Examinar formas y características de algunas funciones racionales, de acuerdo a la variación de sus 
parámetros, determinando su efecto en cada una de ellas.  

ü Deducir de que parámetros dependen el dominio y el rango de una función racional, así como sus 
asíntotas.  

ü Determinar puntos de corte con los ejes coordenados, identificando los parámetros a los que están 
ligados.   

ü Elaborar la gráfica de una función racional de acuerdo a las características determinadas desde sus 
parámetros.  

ü Aplicar las funciones racionales a la solución de algunos problemas. 

ACTIVIDAD 10 

Interactúe con el aplicativo òActividad 10ó en GeoGebra que encontrará en los recursos al final de este taller, 

asigne diversos valores a los deslizadores ὥȟὦȟὧ ώ Ὠȟ incluido el valor cero, luego responde las preguntas o 

ejercicios planteados: 

1. ¿Qué sucede con la función si a los deslizadores ὥȟὧ se les asigna el valor cero π? Explique. 

Respuesta:  

2. ¿Qué sucede con la función si solo el deslizador ὧ π mientras que los demás tienen algún otro valor? 

Explique. 

Respuesta:  

3. ¿Qué sucede con la función si a los deslizadores ὦȟὨ se les asigna el valor cero π? Explique. 

Respuesta:  
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4. Asigne los valores ὥ π, ὦ ρ y Ὠ π, luego varíe los valores del deslizador ὧ, explique lo que sucede 

con la gráfica de la función, cómo es su dominio y rango, si esta presenta o no puntos de corte con los 

ejes coordenados, si crece o decrece, y la forma que toma su representación gráfica y/o algebraica.  

Respuesta: 

5. Adicional al proceso del punto anterior, varíe ahora los valores del deslizador Ὠ, manteniendo ὥ π y 

ὦ ρ, describa lo que sucede con la gráfica de la función, identifique su dominio y rango, revise si hay o 

no puntos de corte con los ejes coordenados.  

Respuesta:  

6. Sea Ὢὼ , complete las siguientes tablas de valores. 

●    Ȣ Ȣ  Ȣ   

█●        

  

●  Ȣ  Ȣ  Ȣ    

█●        

7. Analice los resultados del ejercicio anterior y responda: 

a. ¿Qué ocurre con la función cuando ὼ π?  

Respuesta:  

b. ¿Qué le pasa a Ὢὼ cuando ὼ se acerca mucho a cero por el lado de los números negativos?  

Respuesta: 

c. ¿Qué le pasa a Ὢὼ cuando ὼ se acerca mucho a cero por el lado de los números positivos? 

Respuesta:  

d. Realice un esbozo de la gráfica de Ὢὼ. 
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8. Asigne ahora los valores ὥ ρ, ὦ ρ y ὧ ρ, luego varíe los valores del deslizador Ὠ, explique lo que 

sucede con la gráfica de la función (asíntotas) a medida que Ὠ varía.  

Respuesta: 

9. Fije valores específicos para los deslizadores ὥȟὧȟ y Ὠȟ luego juegue con los valores de ὦ. Describa lo que 

sucede con la gráfica de la función a medida que ὦ varía. 

Respuesta: 

10. Interactúe con los deslizadores a, b, c y d, luego identifique y determine el dominio y rango de la función 

racional de la forma Ὢὼ  

Respuesta:  

11. Determine las asíntotas horizontal y vertical de la función racional Ὢὼ  

Respuesta:  

12. De igual manera identifique y determine los puntos de corte de la función con los ejes coordenados, si los 

tiene. 

Respuesta:  
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ACTIVIDAD 11 

Interactúe con el aplicativo òActividad 11ó en GeoGebra que encontrará en los recursos al final de este taller, 

luego resuelve las preguntas o ejercicios planteados. 

13. Dadas las siguientes funciones racionales y su gráfica, determina los puntos de corte con los ejes 

coordenados y las asíntotas. 

a. Ὢὼ  

 

Corte en el eje X 

 

Corte en el eje Y 

 

Asíntota Horizontal 

 

Asíntota Vertical 

 

Domino de f 

 

Rango de f 

 

b. Ὢὼ  

 

Corte en el eje X 

 

Corte en el eje Y 

 

Asíntota Horizontal 

 

Asíntota Vertical 

 

Domino de f 

 

Rango de f 

 

14.  Asocia cada gráfica con su expresión algebraica y escríbela debajo de cada ilustración.  

a. Ὢὼ  b. Ὢὼ  c. Ὢὼ  
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15. Dada la función Ὢὼ  complete la tabla de valores, identifique las asíntotas y realice la gráfica, 

luego, determine su dominio y rango.  

 

16. Dada la función Ὢὼ
Ȣ

 complete la tabla de valores, identifique las asíntotas y realice la gráfica, 

luego, determine su dominio y rango.  

 

17. Dada la función Ὢὼ  complete la tabla de valores, identifique las asíntotas y realice la gráfica, 

luego, determine su dominio y rango.  



Anexo F. Taller función racional  123 

 

 

PRÁCTICA 1 

18. 4La asociación protectora de animales introduce υπ venados en un terreno para su reproducción. El 

crecimiento del rebaño está dado por la función: 

Ὢὼ
σπὼ υπ

πȢπτὼ ρ
 

Siendo ὼ el tiempo transcurrido desde su introducción.  

 

a. Identifique en el contexto cual es la variable independiente y la variable dependiente.  

Respuesta: 

b. Determine el dominio y el rango de la función en el contexto dado. 

Respuesta: 

 

c. Determine la población de venados cuando han pasado ρπ, ςπ y σπ años.  

Respuesta:  

 
 

4 Tomado de Matemáticas IV ï Funciones. René Jiménez. Editorial Pearson. Página 139   
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d. Según el análisis, ¿Cuál es el límite del crecimiento de la población de venados?  

Respuesta:  

19. 5El costo ὅ (en miles de dólares) de eliminar el ὴ por ciento de contaminantes industriales que arroja una 

fábrica en un rio esta dado por la función: 

ὅ
ψπὴ

ρππὴ
ȟ       ÐÁÒÁ       π ὴ ρππ 

a. Identifique en el contexto cual es la variable independiente y la variable dependiente.  

Respuesta:  

b. De acuerdo con la información, completa la siguiente tabla. 

 

c. Halla el costo de combatir el υπϷ de la contaminación. 

Respuesta:  

d. Halla el costo de combatir el ωυϷ de la contaminación. 

Respuesta: 

e. ¿Es factible para la sociedad combatir el  100% de la contaminación?  

Respuesta:  

20. 6Suponga que el costo ὅ en miles de dólares de la expulsión de ὼ por ciento de dióxido de azufre del 

escape de una planta de fundición de cobre se expresa con la función racional: 

ὅὼ
ςπὼ

ρρπὼ
  Ƞ π ὼ ρππ 

 
 

5 Tomado de Matemáticas IV ï Funciones. René Jiménez. Editorial Pearson. Página 124   
6 Tomado de https://www.mat.uson.mx/~jldiaz/Documents/Funcion/Problemario_Funciones.pdf  

https://www.mat.uson.mx/~jldiaz/Documents/Funcion/Problemario_Funciones.pdf
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Resuelve las siguientes preguntas: 

a. De acuerdo al contexto, determine la variable dependiente y la variable independiente. 

b. Halla el costo de expulsar el ρϷ de dióxido de azufre.   

c. Halla el costo de expulsar el χπϷ de dióxido de azufre.   

d. Halla el costo de expulsar el ρππϷ de dióxido de azufre.   

e. Represente  la situación en una gráfica.  

 

21. 7En una empresa se hacen montajes en cadena. El número de montajes realizados por un trabajador sin 

experiencia depende de los días de trabajo. La función que permite determinar la cantidad de montajes 

que hace un trabajador por día dependiendo de los días que este lleva trabajando es: 

ὓὼ
σπὼ

ὼ τ
 

Resuelve las siguientes preguntas: 

a. ¿Cuántos montajes realiza un trabajador en su primer día de trabajo? 

b. Un trabajador que realiza 10 montajes en un día, ¿Cuántos días de trabajo lleva? 

c. ¿Cuántos montajes realiza un trabajador en su día de trabajo número 20? 

d. ¿Cuál es el máximo número de montajes que logrará hacer un trabajador?  

e. Representa la situación gráficamente. 

 

 

 

 

 

 
 

7 Tomado de https://es.calameo.com/read/001604402323634df742a  

https://es.calameo.com/read/001604402323634df742a
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RECURSOS  

Los siguientes recursos fueron elaborados por el autor haciendo uso del software libre GeoGebra. 

1. Actividad 10. https://www.geogebra.org/m/yxbdmsgh  

 
 

2. Actividad 11. https://www.geogebra.org/m/p7ghhex3  

 

 

 

 

https://www.geogebra.org/m/yxbdmsgh
https://www.geogebra.org/m/p7ghhex3


 

 

G. Taller función irracional I 

TALLER DE PROFUNDIZACIÓN FUNCIÓN IRRACIONAL I   

PROYECTO: Actividades de aprendizaje mediadas con GeoGebra, hacia la exploración y análisis del 
comportamiento de algunas funciones.  

OBJETIVO:  

ü Examinar formas y características de algunas funciones irracionales, interactuando con sus 
parámetros y determinando su efecto en cada una de ellas.  

ü Deducir de que parámetros dependen el dominio y el rango de una función irracional.  
ü Determinar puntos de corte con los ejes coordenados, identificando los parámetros a los que están 

ligados.   
ü Esbozar algunos gráficos de funciones irracionales de acuerdo a las características determinadas 

desde sus parámetros.  
ü Comparar gráficamente funciones irracionales asociándolas con las secciones cónicas.  
ü Solucionar algunos problemas que involucren funciones irracionales. 

ACTIVIDAD 12 

Interactúa con el aplicativo òActividad 12ó en GeoGebra que encontrarás en los recursos al final de este taller, 

donde podrás analizar las funciones de la forma Ὢὼ Ѝὥὼ ὦ ὧ, y responde las siguientes preguntas 

y ejercicios: 

1. En la función Ὢὼ Ѝὥὼ ὦ ὧ de la òActividad 12ó asigne a los deslizadores ὦ Ù ὧ el valor cero 

π, luego intercambie los valores del deslizador ὥ entre números positivos y negativos, describa la forma 

gráfica de la función Ὢὼ Ѝὥὼ para ὥ π y ὥ π; determine visualmente el dominio y el rango de 

cada una de ellas, así como los puntos de corte.  

Respuesta:  

2. La función Ὢὼ Ѝσὼ tiene dominio: 

a. ЊȟЊ  

b. πȟЊ  

c. πȟЊ  

d. Њȟπ 

3. Asigne un valor positivo para el parámetro ὥ y varíe los valores del parámetro ὦ, manteniendo ὧ π, 
describa que sucede con la gráfica de la función a medida que asigna valores positivos al parámetro ὦ, 
¿cambia este parámetro la definición del dominio de la función? ¿cómo se puede determinar el dominio? 

¿aparecen nuevos puntos de corte? Describa. 

Respuesta: 
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4. Vamos a repetir el proceso y análisis anterior pero con valores negativos del parámetro ὦ. Formule 

observaciones puntuales: 

a. Si ὥ π y ὦ π entonces la gráfica de la función ____________________________________ 

b. Si ὥ π y ὦ π entonces la gráfica de la función ____________________________________ 

c. Si ὥ π el dominio de la función es ________________________________________________ 

d. El rango de la función de la forma Ὢὼ Ѝὥὼ ὦ es _________________________________ 

e. Si ὥ π y ὦ π la función presenta el o los siguientes puntos de corte con los ejes coordenados: 

ü Eje ὢ ________ 

ü Eje ὣ ________ 

f. Si ὥ π y ὦ π la función presenta el o los siguientes puntos de corte con los ejes coordenados: 

ü Eje ὢ ________ 

ü Eje ὣ ________ 

5. Ahora vamos a repetir los procesos anteriores con la variante que el valor del parámetro ὥ será negativo 

ὥ π. Establezca relaciones puntuales a continuación: 

a. Si ὥ π y ὦ π entonces la gráfica de la función ____________________________________ 

b. Si ὥ π y ὦ π entonces la gráfica de la función ____________________________________ 

c. Si ὥ π el dominio de la función es ________________________________________________ 

d. ¿El rango de la función tiene relación con el signo de ὥ? Explique _________________________ 

______________________________________________________________________________ 

e. Si ὥ π y ὦ π la función presenta el o los siguientes puntos de corte con los ejes coordenados: 

ü Eje ὢ ________ 

ü Eje ὣ ________ 

f. Si ὥ π y ὦ π la función presenta el o los siguientes puntos de corte con los ejes coordenados: 

ü Eje ὢ ________ 

ü Eje ὣ ________ 

6. Finalmente determinamos valores tanto positivos como negativos para los parámetros ὥȟὦ; y jugamos 

con los valores del parámetro ὧ, es decir ya tenemos completa la función Ὢὼ Ѝὥὼ ὦ ὧ.  
Describa como afecta a la función los distintos valores de ὧ. 

a. Si ὧ π entonces la gráfica de la función _____________________________________________ 

b. Si ὧ π entonces la gráfica de la función _____________________________________________ 

c. Si ὧ π, el rango de la función Ὢὼ se define  ________________________________________ 

d. Si ὧ π, examine en qué casos ὥ πȟὥ πȟὦ πȟὦ π la función Ὢὼ presenta puntos 

de corte en los ejes coordenados, describa. ______________________________________ 

_______________________________________________________________________________ 

_______________________________________________________________________________ 

7. La función Ὢὼ Ѝὼ ς ρ tiene dominio ___________, rango __________ y corta al eje X en el 

punto ___________. 

8. Identifique los parámetros de cada una de las siguientes funciones, determine la orientación de la gráfica, 

defina el dominio y el rango de cada una, y los puntos de corte con los ejes coordenados si los tiene.  

Ὢὼ Ѝ ὼ σ τ  

ὥ                ὦ                ὧ  

Orientación: 

Dominio: 

Rango: 

Puntos de corte: 

Ὢὼ Ѝ ςὼ ρ  

ὥ                ὦ                ὧ  

Orientación: 

Dominio: 

Rango: 

Puntos de corte: 
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Ὢὼ Ѝφὼ ς  

ὥ                ὦ                ὧ  

Orientación: 

Dominio: 

Rango: 

Puntos de corte: 

Ὢὼ Ѝσὼ υ  

ὥ                ὦ                ὧ  

Orientación: 

Dominio: 

Rango: 
Puntos de corte: 

9. Si Ὢὼ Ѝὥὼ ρ y Ὢρ σ, calcule el valor de ὥ. 

Procedimiento:  

ACTIVIDAD 13 

Interactúa con el aplicativo òActividad 13ó en GeoGebra que encontrarás en los recursos al final de este taller, 

donde podrás analizar las funciones de la forma Ὣὼ Ѝὥὼ ὦ ὧ, y responde las siguientes 

preguntas y ejercicios: 

10. Entendiendo que una raíz cuadrada tiene dos soluciones, ahora podemos visualizar en el aplicativo 

òActividad 13ó la solución negativa de la misma, es decir, la función Ὣὼ Ѝὥὼὦ ὧ. 
Realice el mismo procedimiento que en el punto 1 de la actividad 10, describa la forma gráfica de la función 

Ὣὼ Ѝὥὼ para ὥ π y ὥ π; determine visualmente el dominio y el rango de cada una de ellas, 

así como el punto de corte. 

Respuesta: 

11. Luego, mantenga el parámetro ὧ π, e interactúe con diferentes valores de los parámetros ὥȟὦ; 
complete los enunciados de acuerdo con lo observado. 

a. Si ὥ π y ὦ π entonces la gráfica de la función ____________________________________ 

b. Si ὥ π y ὦ π entonces la gráfica de la función ____________________________________ 

c. Si ὥ π y ὦ π entonces la gráfica de la función ____________________________________ 

d. Si ὥ π y ὦ π entonces la gráfica de la función ____________________________________ 

e. Si ὥ π el dominio de la función es ________________________________________________ 

f. Si ὥ π el dominio de la función es ________________________________________________ 

g. El rango de la función de la forma Ὣὼ Ѝὥὼὦ es _______________________________ 

12. Determine los puntos de corte de la función g(x) con los ejes coordenados en las diferentes situaciones 

que se presentan. 

Respuesta: 

13. De acuerdo con todos los análisis que ha realizado, identifique los posibles valores de los parámetros ὥ y 

ὦ en la siguiente función. 
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a. ὥ π y ὦ π 
b. ὥ π y ὦ π 
c. ὥ π y ὦ π 
d. ὥ π y ὦ π 
 

14. La función Ὤὼ Ѝ ςὼ ρ tiene dominio: 

a. Ὀέά Ὤ Њȟπ 

b. Ὀέά Ὤ Њȟρ 

c. Ὀέά Ὤ ЊȟπȢυ 

d. Ὀέά Ὤ Њȟς 

15. La función Ὤ corta el ὩὮὩ ὣ en el punto: 

a. πȟρ 

b. πȟς 

c. πȟπȢυ 

d. πȟπ 

16. ¿Cuál de las siguientes gráficas representa la función Ὢὼ Ѝςὼ σ ρ?  

a.  b.  

  
  

c.  d.  

  




































