11

Solucidén de sistemas
lineales

Uno de los problemas numéricos més frecuentes, o tal vez el més
frecuente, consiste en resolver un sistema de ecuaciones de la forma

Az =b (11.1)

donde A es una matriz cuadrada, de tamafio n X n, invertible. Esto quiere
decir que el sistema tiene una tnica solucién.

Se trata de resolver un sistema de ecuaciones de orden mucho mayor
que 2. En la practica se pueden encontrar sistemas de tamatio 20, 100,
1000 o mucho més grandes. Puesto que se trata de resolver el sistema
con la ayuda de un computador, entonces las operaciones realizadas
involucran errores de redondeo o truncamiento. La solucién obtenida no
es absolutamente exacta, pero se desea que la acumulacién de los errores
sea relativamente pequefia o casi despreciable.

11.1 Notacion

Sean A una matriz m x n, con elementos a;;, ¢ =1,..m, j=1,..,n
y = (1,22, ..., Tn). Para denotar filas o columnas, o partes de ellas, se
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11.  SOLUCION DE SISTEMAS LINEALES

usara la notacién de Matlab y Scilab.

parte de un vector: (5 : 7) = (x5, zg, 7),

fila i-ésima: A;. = A(3,:),

columna j-ésima: A.; = A(:, ),

parte de la fila i-ésima: A(4,1:4) = [a;1 a2 @i3 Qi4 ]
parte de la columna j-ésima: A(2 :4,j) = [ag; a3; a4;]"
submatriz: A(3:6,2:5).

Supongamos que se tiene una funcién, llamada prodEsc, que calcula el
producto escalar entre dos vectores (del mismo tamafio), o entre dos filas
de una matriz, o entre dos columnas, o entre una fila y una columna.

Supongamos que se tiene una funcién, llamada xMasAlfaY, que a
un vector le suma « veces otro vector. Los valores del primer vector
desaparecen y quedan los correspondientes al resultado

xMasAlfaY (u,3.5,v) : w<—u+3.5v

Esta funcién también trabaja para filas o columnas de una matriz.

11.2 Meétodos ingenuos

Tedricamente, resolver el sistema Az = b es equivalente a la expresién
z=A"1b.

Es claro que calcular la inversa de una matriz es mucho mas dispendioso
que resolver un sistema de ecuaciones; entonces, este camino sélo se
utiliza en deducciones teéricas o, en muy raros casos, cuando A~! se
calcula muy facilmente.

Otro método que podria utilizarse para resolver Az = b es la regla
de Cramer. Para un sistema de orden 3 las férmulas son:

bi a2 a3 a1 b1 a3

det | ba age ao3 det { ao; b2 ao3

o = by a3 as3 = azg1 by as3
! det(A) v 2 det(A) ’
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11.2. METODOS INGENUOS

a;n a2 b
det ag1 a2 bg
azg1 az2 b3
det(A)
Supongamos ahora que cada determinante se calcula por medio de co-
factores. Este cdlculo se puede hacer utilizando cualquier fila o cualquier
columna; por ejemplo, si A es 3 x 3, utilizando la primera fila,

det(A) = agrdet | %22 9B | _gpdet | 7 9B | 4 g15det [Gm s J .
a3z ass asy ass as1 asg

rg =

En general, sea M;; la matriz (n — 1) x (n — 1) obtenida al suprimir de
Alafila i y la columna j. Si se calcula det(A) utilizando la primera fila,

det(A) = Qi1 det(Mn) — a12 det(M12) + -+ (—1)(1+")a1n det(Mln).

Sea p, €l nimero de multiplicaciones necesarias para calcular, por co-
factores, el determinante de una matriz de orden n. La férmula anterior
nos indica que

i > Nfhn 1.

Comoasuvez pip_1> (n—1)tn—2 ¥ pn-2 > (n—2)pun_3, ..., entonces

U > nn—1)(n-2)---pp=nn—1)(n—-2)---2,

Hn > nl.
Para resolver un sistema de ecuaciones por la regla de Cramer, hay que
calcular n + 1 determinantes, luego el nimero total de multiplicaciones

necesarias para resolver un sistema de ecuaciones por la regla de Cramer,
calculando los determinantes por cofactores, es superior a (n + 1)..

Tomemos un sistema, relativamente pequeno, n = 20,
21! = 5.1091F19.

Siendo muy optimistas (sin tener en cuenta las sumas y otras operacio-
nes concomitantes), supongamos que un computador del afio 2000 hace
1000 millones de multiplicaciones por segundo. Entonces, el tiempo ne-
cesario para resolver un sistema de ecuaciones de orden 20 por la regla
de Cramer y el método de cofactores es francamente inmanejable:

tiempo > 5.1091F10 segundos = 16.2 siglos.
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11. SOLUCION DE SISTEMAS LINEALES

11.3 Sistema diagonal

El caso més sencillo de (11.1) corresponde a una matriz diagonal.
Para matrices triangulares, en particular para las diagonales, el determi-
nante es el producto de los n elementos diagonales. Entonces una matriz
triangular es invertible si y solamente si todos los elementos diagonales
son diferentes de cero.

La solucién de un sistema diagonal se obtiene mediante

b.
T, =—, i=1,.,n (11.2)
Qi
Como los elementos diagonales son no nulos, no hay ningtin problema
para efectuar las divisiones.

11.4 Sistema triangular superior

Resolver un sistema triangular superior (A es triangular superior) es
muy sencillo. Antes de ver el algoritmo en el caso general, veamos, por
medio de un ejemplo, cémo se resuelve un sistema de orden 4.

Ejemplo 11.1. Resolver el siguiente sistema:

41+ 39 — 223+ 24 = 4
—0.25x9 + 2.523 +4.2524 = -—11
4523 + 7924 = —203
2.8.’1:4 = -5.6
De la cuarta ecuacién, se deduce que z4 = —5.6/2.8 = —2. A partir de
la tercera ecuacion
4523 = —203 — (79z4)
S —203 — (79x4)
57 45
Reemplazando x4 por su valor, se obtiene z3 = —1. A partir de la
segunda ecuacién
—0.2529 = —11— (2.523 + 4.25x24)
—11 — (2.523 + 4.25x4)
r3 = .
—0.25
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11.4. SISTEMA TRIANGULAR SUPERIOR

Reemplazando x3 y x4 por sus valores, se obtiene zo = 0. Finalmente,
utilizando la primera ecuacion,

4z = 4— (3zy — 2x3+ x4)
4 — (3x2 — 23 + 24)

r3 = 1 .

Reemplazando x2, £3 v x4 por sus valores, se obtiene 1 = 1. <©

En general, para resolver un sistema triangular, primero se calcula
Zp, = by /any. Con este valor se puede calcular z,,_1, y as{ sucesivamente.
Conocidos los valores x;11, Zit+2, ..., Zn, la ecuacién i-ésima es

Qi Ti + Q1 1Ti41 + Qi34 2Ti42 + ... + QinTp = by,

a;x; + prodEsc(A(z,i +1:n),z(i + 1: n)) = b;,

_ by —prodEsc(A(i,i +1:n),z(i +1:n))
aii

i

Como se supone que A es regular (invertible o no singular), los elemen-
tos diagonales son no nulos y no se presentan problemas al efectuar la
division.
El esquema del algoritmo es el siguiente:

Tp = n/ Qnn

para i=n—1,..,1

z; = (b — prodEsc(A(Z,i + 1 : n),z(z + 1 : n)))/ay
fin-para

Si los subindices de A y de z van desde 0 hasta n—1, entonces el esquema
del algoritmo queda asi:

Tp-1=bp_1/Gn-1,n-1
para i=n-—2,...,0

z; = (b; — prodEsc(A(i,i+1:n—1),z(i+1:n—1)))/ai
fin-para

11.4.1 Numero de operaciones

Una de las maneras de medir la rapidez o lentitud de un método
es mediante el conteo del nimero de operaciones. Usualmente se tienen
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11. SOLUCION DE SISTEMAS LINEALES

en cuenta las sumas, restas, multiplicaciones y divisiones entre nimeros
de punto flotante, aunque hay més operaciones fuera de las anteriores,
por ejemplo las comparaciones y las operaciones entre enteros. Las cua-
tro operaciones se conocen con el nombre genérico de operaciones de
punto flotante flops (floating point operations). Algunas veces se hacen
dos grupos: por un lado sumas y restas, y por otro multiplicaciones y
divisiones. Si se supone que el tiempo necesario para efectuar una mul-
tiplicacién es bastante mayor que el tiempo de una suma, entonces se
acostumbra a dar el nimero de multiplicaciones (o divisiones). El diseno
de los procesadores actuales muestra tendencia al hecho de que los dos
tiempos sean comparables. Entonces se acostumbra a evaluar el nimero

de flops.

Sumas y restas | Multiplicaciones
y divisiones
calculo de z,, 0 1
calculo de z,,_1 1 2
calculo de z,,_9 2 3
calculo de z9 n-—2 n—1
calculo de x; n—1 n
ﬁ‘otal | n?/2 —n/2 T n?/2 +n/2 J

Ntmero total de operaciones de punto flotante: n?.

11.4.2 Implementacién en C

Para la siguiente implementacién en C es necesario tener en cuenta
estos aspectos:

» La matriz est4 almacenada en un arreglo unidimensional. Por tan-
to, la informacién referente a la matriz A se pasa a la funcién por
medio de la direccién del primer elemento de la matriz.

= Se usa la funcién prodXY, definida en el capitulo 10, que calcula el
producto escalar de dos vectores. Su prototipo es

double prodXY(double *x, double *y, int n);
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11.4. SISTEMA TRIANGULAR SUPERIOR

Para utilizarla se requiere pasar las direcciones de cada uno de los
primeros elementos de los vectores en consideracién, o sea, las di-
recciones de a;;+1 y de z;y1. El elemento a; ;11 es exactamente
ali*n + i+1], o sea, con ali*(n+1) + 1].

El nimero de elementos de (i +1:n—1)esn—1—1

Como prodXY devuelve 0 cuando n es menor o igual que cero,
entonces el cdlculo de x,_; se puede incluir dentro del ciclo for.

Para ahorrar memoria, la solucién del sistema, es decir el vector
x, estard a la salida de la funcién, en el arreglo b, que contenia
inicialmente los términos independientes.

int solTrSup(double *a, double *b, int n, double eps)

{

// Solucion del sistema triangular superior
// Ax=b.

// A almacenada en un arreglo unidimensional,
// Aij esta en ali*n+j].

// Devuelve 1 si se resolvio el sistema.

// 0 si la matriz es singular o casi.
// -1 si n es inadecuado
//

// Cuando hay solucion, esta quedara en b.

// A se considera singular si
// | Aii | <= eps para algun i.

int i, ii, ni, n_1;

if( n <= 0 ) return -1;

nl = n+1;

n_1 = n-1;

for( i =n_1; i >= 0; i--){
ii = i*nl;

if( fabs( afii] ) <= eps ) return 0;

205



11. SOLUCION DE SISTEMAS LINEALES

bl[i] = (b[i]l-prodXY(&a[ii+1], &b[i+1],n_1-i))/aliil;
}

return 1;

11.5 Sistema triangular inferior
La solucién de un sistema triangular inferior Ax = b, A triangular

inferior, es andloga al caso de un sistema triangular superior. Primero
se calcula z1, después xo, enseguida z3 y asi sucesivamente hasta z,.

i—1
b, — Z a;jT;
Jj=1

Qi

T; = (11.3)

El esquema del algoritmo es el siguiente:

para i =1,...n
z; = (b; — prodEsc(A(4,1:4—1),z(1 : i —1)))/ai;
fin-para

El nimero de operaciones es exactamente el mismo del caso trian-
gular superior.

11.6 Método de Gauss

El método de Gauss para resolver el sistema Ax = b tiene dos partes;
la primera es la triangularizacién del sistema, es decir, por medio de
operaciones elementales, se construye un sistema,

Alz=V, (11.4)

equivalente al primero, tal que A’ sea triangular superior. Que los siste-
mas sean equivalentes quiere decir que la solucién de Ax = b es exacta-
mente la misma solucién de A’z = b'. La segunda parte es simplemente
la solucién del sistema triangular superior.

Para una matriz, con indices entre 1 y n, el esquema de triangulari-
zacién se puede escribir asi:
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11.6. METODO DE GAUSS

para k=1,..,n—1
buscar ceros en la columna k, por debajo de la diagonal. -
fin-para k

Afinando un poco més:

para k=1,..,.n—1
para i=k+1,..,n
buscar ceros en la posicién de a;i.
fin-para i
fin-para k&

Ejemplo 11.2. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones:

41+ 329 —2x3+2x24 = 4
3y +2x2+23+524 = -8
—2x1+3x2+ 23+ 2204 = -7
=31 tz3t+z4 = -8
En forma matricial se puede escribir:
4 3 -2 1 1 4
3 2 1 5 z2 | | -8
-2 3 1 2 z3 | | =7
-9 0 1 1 g -8

Es usual trabajar iinicamente con los nimeros, olvidando temporalmen-
te los z;. Mas alin, se acostumbra trabajar con una matriz ampliada,
resultado de pegar a la derecha de A el vector b.

4 3 -2 1 4
3 2 1 5 —8
-2 3 1 2 -7
-5 0 1 1 -8

Inicialmente hay que buscar ceros en la primera columna. Para bus-
car cero en la posicién (2,1), fila 2 y columna 1, se hace la siguiente
operacién:

fila2pueva — fila2yieja — (3/4)+filal
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11.  SOLUCION DE SISTEMAS LINEALES

Para hacer maés sencilla la escritura la expresién anterior se escribird sim-

plemente:
fila2 « fila2 — (3/4)xfilal

4 3 -2 1 4
0 -0.25 2.5 4.25 -11
-2 3 1 2 -7
-5 0 1 1 -8

Para buscar cero en la posicién (3,1) se hace la siguiente operacién:

fila3 — fila3 — (—2/4)«filal

4 3 -2 1 4
0 -0.25 2.5 4.25 -11
0 4.5 0 2.5 -5
-5 0 1 1 -8

Para buscar cero en la posicion (4,1) se hace la siguiente operacién:

filad — filad — (—5/4)«filal

4 3 -2 1 4
0 -0.25 2.5 4.25 -11
0 4.5 0 2.5 -5
0 3.75 -1.5 2.25 -3

Ahora hay que buscar ceros en la segunda columna. Para buscar cero en
la posicién (3,2) se hace la siguiente operacién:

fila3 « fila3 — (4.5/(—0.25))«fila2

4 3 -2 1 4
0 -0.25 2.5 4.25 -11
0 0 45 79 =203
0 3.75 -1.5 2.25 -3

Para buscar cero en la posicion (4,2) se hace siguiente operacién:

filad — filad — (3.75/(—0.25))*fila2

4 3 -2 1 4
0 -0.25 2.5 4.25 -11
0 0 45 79 -203
0 0 36 66 -168
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11.6. METODO DE GAUSS

Para buscar cero en la posicién (4,3) se hace la siguiente operacién:

filad — filad — (36/45)fila3

4 3 -2 1 4
0 -0.25 2.5 4.25 -11
0 0 45 79 -203
0 0 0 2.8 -5.6

El sistema resultante ya es triangular superior. Entonces se calcula pri-
mero x4 = —5.6/2.8 = —2. Con este valor, utilizando la tercera ecuacién
resultante, se calcula x3, después x3 y 7.

z=(1, 0, =1, —=2). ©

De manera general, cuando ya hay ceros por debajo de la diagonal,
en las columnas 1, 2, ..., k — 1, para obtener cero en la posicién (i, k) se
hace la operacién

filai — filai — (aix/akk)*filak
Lo anterior se puede reescribir asi:

lik = aik/akk
A(i, ) = A(G, ) — Lik * A(k, )
bi = bi —lik*bk

Como en las columnas 1, 2, ..., k — 1 hay ceros, tanto en la fila k como
en la fila 1, entonces a1, a:2, ..., a; k—1 seguirdn siendo cero. Ademss, las
operaciones se hacen de tal manera que a;; se vuelva cero. Entonces a;x
no se calcula puesto que dara 0. Luego los célculos se hacen en la fila 4
a partir de la columna k + 1.

lik = a;;/akk

a;r =0
A(i,k+1:n)=A(i,k +1:n) —likx A(k,k +1:n)
b; = b; — Lik * by,

En resumen, el esquema de la triangularizacién es:
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11. SOLUCION DE SISTEMAS LINEALES

para k=1,..,n—1
para i=k+1,...,n
lik = az/akk, aix =0
A(t,k+1:n)=A(i,k+1:n)-1lik«A(k,k + 1 :n)
b; = b;—1ikxb;
fin-para i
fin-para k

Este esquema funciona, siempre y cuando no aparezca un pivote,
akk, nulo o casi nulo. Cuando aparezca es necesario buscar un elemento
no nulo en el resto de la columna. Si, en el proceso de triangularizacién,
toda la columna A(k : n, k) es nula o casi nula, entonces A es singular.

para k=1,...,n—1
para i=k+1,..,n
si lagk| <& ent
buscar m, k+1 < m < n, tal que |apmk| > ¢
si no fue posible ent salir
intercambiar(A(k, k : n), A(m, k : n))
intercambiar(bg, by,
fin-si
lik = aj/akk, aik =0
A(L,k+1:n)=A(t,k+1:n)-1likxA(k,k+1:n)
b; = b;—1ikxby
fin-para i
fin-para k
si |apn| <& ent salir

Cuando en un proceso una variable toma valores enteros desde un
limite inferior hasta un limite superior, y el limite inferior es mayor que
el limite superior, el proceso no se efectia.

Asi, en el algoritmo anterior se puede hacer variar k, en el bucle
externo, entre 1 y n, y entonces no es necesario controlar si a,, =~ 0 ya
que, cuando k = n, no es posible buscar m entre n + 1 y n.
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11.6. METODO DE GAUSS

para k=1,...,n
para it =k+1,...,n
si |agk] <€ ent
buscar m, k+1 < m < n, tal que |amk| > €
si no fue posible ent salir
intercambiar(A(k, k : n), A(m,k : n))
intercambiar(bg, by, )
fin-si
lik = a;x/akk, aix =0
A(t,k+1:n)=A(i,k+1:n)-1ikxA(k,k+1:n)
b; = b;—1ikx*by
fin-para i
fin-para k

El anterior algoritmo se adapta fiacilmente al caso de los subindices,
variando entre 0 y n — 1.

para k=0,..,n—1
para i=k+1,..,n—1
si |agk| <€ ent
buscar m, k+1 <m <n —1, tal que |a,x| > €
si no fue posible ent salir
intercambiar(A(k,k : n — 1), A(m,k : n — 1))
intercambiar (b, by)
fin-si
lik = ak/akk, a =0
A(i,k+1:n—-1)=AG,k+1:n—1)-1lik«A(k,k+1:n—1)
b; = bj—1ikxby
fin-para ¢
fin-para k

11.6.1 Numero de operaciones

En el método de Gauss hay que tener en cuenta el niimero de opera-
ciones de cada uno de los dos procesos: triangularizaciéon y solucién del
sistema triangular.

Triangularizacion

Consideremos inicialmente la biisqueda de cero en la posicién (2,1). Para
efectuar A(2,2 : n) = A(2,2 : n) — 1lik * A(1,2 : n) es necesario hacer
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11. SOLUCION DE SISTEMAS LINEALES

n — 1 sumas y restas. Para by = bp—1ikxb; es necesario una resta. En
resumen n sumas (o restas). Multiplicaciones y divisiones: una divisién
para calcular 1ik; n — 1 multiplicaciones para 1ik * A(1,2 : n) y una
para lik#b;. En resumen, n + 1 multiplicaciones (o divisiones).

Para obtener un cero en la posicién (3,1) se necesita exactamente

el mismo nimero de operaciones. Entonces para la obtener ceros en la
primera columna:

Sumas y restas | Multiplicaciones
y divisiones
cero en la posicién de ag; n n+1
cero en la posicién de ag; n n+1
cero en la posicién de a1 n n+1
| Total paralacolumnal | (n—Dn | (n—-1)(n+1)]

Un conteo semejante permite ver que se requieren n — 1 sumas y n
multiplicaciones para obtener un cero en la posicién de azo. Para buscar
ceros en la columna 2 se van a necesitar (n —2)(n—1) sumas y (n—2)n

multiplicaciones.

Sumas y restas | Multiplicaciones
y divisiones
ceros en la columna 1 (n—1)n (n—-1)(n+1)
ceros en la columna 2 (n—2)(n-1) (n—2)n
ceros en la columna 3 n=3)(n-2) | (n—=3)(n—-1)
ceros en la columna n — 2 2(3) 2(4)
ceros en la columna n — 1 1(2) "1(3)
Es necesario utilizar el resultado
iiz _m(m+1)(@m+1)
i=1 6
Nimero de sumas y restas:
n—1 n—1 n3 n TL3
P 1) = .2 NN _nr
;z(H— ) ;(z + 1) T 353
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Numero de multiplicaciones y divisiones:

n—1 n—1 n3 n
e . .2 N _ r_ooam
Zz(z+2)—2(z + 2i) 3 + 5 5 3

Numero de operaciones:

Proceso completo

El nimero de operaciones para las dos partes, triangularizacién y solu-
cién del sistema triangular, es

2n3+3_n2_7n~2n3
3 2 6 3
Para valores grandes de n el nimero de operaciones de la solucién del

sistema triangular es despreciable con respecto al niimero de operaciones
de la triangularizacion.

11.6.2 Implementacién en C

La implementacién hace uso de la funcién xMasAlfaY, definida en el
capitulo 10, que adiciona a un vector un miiltiplo de otro vector:

u—u+ 3.5v

Su prototipo es:
void xMasAlfaY(double *x, double alfa, double *y, int n);

La siguiente implementacion en C es casi la traduccién a C del algoritmo
presentado. Hay algunas variables adicionales para no tener que efectuar
varias veces la misma operacion, por ejemplo, n + 1.

int gaussl( double *a, double *b, double *x, int n,
double eps)

{
// Metodo de Gauss SIN PIVOTED parcial
// para resolver A x =)
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// Intercambio de filas solo si el pivote es casi nulo.

// A almacenada en un arreglo unidimensional
// Aij esta en ali*n+j]

// Devuelve 1 si se resolvio el sistema.
// 0 si la matriz es singular o casi.
// -1 sin es inadecuado

int k, i, n1, ik, n_1, kk, in, j, ii, m;
double lik, s;

if( n <= 0 ) return -1;

nl = n+l;
n_1 = n-1;

// triangularizacion

for( k = 0; k < n; k++){
kk = k*nl;
if( fabs( alkk] ) <= eps ){
for(m = k+1; m<n; m++)if (fabs(alm*n+k]) >= eps)
break;
if(m > n ) return O;
intercXY(&alkk], &a[m*n+k], n-k);
interc( b[k], b[m] );
}
for( i = k+1; i < n; i++){
// anular Aik
ik = i*n + k;
lik = alik]/alkk];
xMasAlfaY( &al[ik+1], -1lik, &al[kk+1], n_1-k);
bli] -= likxb(k];
alik] = 0.0;
}
}
solTrSup(a, b, x, n, eps);
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return 1;

11.7 Factorizacion LU

Si durante el proceso del método de Gauss no fue necesario inter-
cambiar filas, entonces se puede demostrar que se obtiene facilmente
la factorizacion A = LU, donde L es una matriz triangular inferior con
unos en la diagonal y U es una matriz triangular superior. La matriz U es
simplemente la matriz triangular superior obtenida al final del proceso.

Para el ejemplo anterior:

4 3 -2 1
U= 0 -0.25 2.5 4.25

0 0 45 79

0 0 0 2.8

La matriz L, con unos en la diagonal, va a estar formada simplemente
por los coeficientes 1ik= Ly = a;x/akk.

1 0 0 --- 0

ly 1 0 0

L= Iz 1 -+ 0

| lnl ln2 ln3 e 1 |
Siguiendo con el ejemplo:

1 0 0 0
L_| ©.75 1 0 0
a -0.5 -18 1 0
-1.25 -15 0.8 1

En este ejemplo, facilmente se comprueba que LU = A. Esta factoriza-
cién es 1til para resolver otro sistema Ax = b, exactamente con la misma,
matriz de coeficientes, pero con diferentes términos independientes.

Az b,

LUx = I;,

Ly = b,

donde Ux Y.
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11. SOLUCION DE SISTEMAS LINEALES

En resumen:

» Resolver Ly = b para obtener y.
s Resolver Ur = y para obtener .

Ejemplo 11.3. Resolver

41 + 320 — 223+ x4 =

3x1 +2x9 +x3+ 524 =
—2x1+3x3+23+2r4 = 15
—521 +z3+T4 =
Al resolver

1 0 0 0 Y1
0.75 1 0 0 o
-0.5 -18 1 0 Y3
-1.25 -15 0.8 1 Y4

se obtiene y = [ 8 24 451 11.2 ]T. Al resolver

4 3 -2 1 1
0 -0.25 2.5 4.25 )
0 0 45 79 T3
0 0 0 2.8 T4

se obtiene la solucién finalz =1 2 3 4 ]T. O

30

30
15

8.0
24.0
451.0
11.2

2

Resolver un sistema triangular, con unos en la diagonal, requiere n“—
n =~ n? operaciones. Entonces, para resolver un sistema adicional, con la
misma matriz A, se requiere efectuar aproximadamente 2n? operaciones,
en lugar de 2n3/3 que se requeririan si se volviera a empezar el proceso.

La factorizacibn A = LU es un subproducto gratuito del método
de Gauss; gratuito en tiempo y en requerimientos de memoria. No se
requiere tiempo adicional puesto que el cilculo de los 1ik se hace dentro
del método de Gauss. Tampoco se requiere memoria adicional puesto
que los valores l;; se pueden ir almacenando en A en el sitio de a;x que

justamente vale cero.

En el algoritmo hay dnicamente un pequeno cambio:
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11.8. METODO DE GAUSS CON PIVOTEO PARCIAL

1ik = a/akk

A = lik
A(,k+1:n—1)=A(,k+1:n—1)-likxA(k,k+1:n—1)
b; = b;—1ikx*by

En la matriz final A estara la informacién indispensable de L y de U.

r A

U1 u12 U113 - Uln

lo1 wge w2z -+ u2p

L= la1 Iz uz - usp
N lni ln2 laz -+ Unpn i

En el ejemplo anterior, la matriz final con informacién de L y de U es:

4 3 -2 1
0.75 -0.25 2.5 4.25
-0.5 -18 45 79
-1.25 -15 0.8 2.8

11.8 Método de Gauss con pivoteo parcial

En el método de Gauss clésico, Unicamente se intercambian filas -
cuando el pivote, akk, es nulo o casi nulo. Como el pivote (el elemento
akk en la iteracién k) va a ser divisor para el cdlculo de 1ik, y como el
error de redondeo o de truncamiento se hace mayor cuando el divisor
es cercano a cero, entonces es muy conveniente buscar que el pivote sea
grande en valor absoluto. Es decir, hay que evitar los pivotes que sin ser
nulos son cercanos a cero.

En el método de Gauss con pivoteo parcial se busca el elemento
dominante, o sea, el de mayor valor absoluto en la columna k de la
diagonal hacia abajo, es decir, entre los valores |akk|, |ak+1,kl, |@k+2,kls
...y |akn|, ¥ se intercambian la fila k y la fila del valor dominante. Esto
mejora notablemente, en muchos casos, la precisién de la solucién final
obtenida.
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11. SOLUCION DE SISTEMAS LINEALES

Se dice que el pivoteo es total si en la iteracién k se busca el mayor
valor de {la;;| : ¥ < 4,5 < n}. En este caso es necesario intercambiar
dos filas y dos columnas. Asi se consigue mejorar un poco la precisién
con respecto al método de pivoteo parcial, pero a un costo nada despre-
ciable. En el método de pivoteo parcial se busca el mayor valor entre
n — k + 1 valores. En el pivoteo total se busca entre (n — k + 1)? valores.
Si se busca, de manera secuencial, el maximo entre p elementos, enton-
ces hay que hacer, ademas de operaciones de asignacién, por lo menos
p — 1 comparaciones. Estas operaciones no son de punto flotante y son
maés rapidas que ellas, pero para n grande, el tiempo utilizado no es des-
preciable. En el método de pivoteo parcial hay aproximadamente n?/2
comparaciones, en el pivoteo total aproximadamente n3/6. En resumen,
con el pivoteo total se gana un poco de precisién, pero se gasta bastante
més tiempo. El balance aconseja preferir el pivoteo parcial.

Ejemplo 11.4. Resolver por el método de Gauss con pivoteo parcial el
siguiente sistema de ecuaciones.

41 + 329 — 2234+ x4 = 4

3z1+220+23+524 = -8
—2rx1+3x04+x23+224 = -7
-5z +z3+z4 = —8

La matriz aumentada es:

4 3 -2 1 4
3 2 1 5 -8
-2 3 1 2 -7
-5 0 1 1 -8

El valor dominante de A(1 : 4,1) es —5 y estd en la fila 4. Entonces se
intercambian las filas 1 y 4.

-5 0 1 1 -8
3 2 1 5 -8
-2 3 1 2 -7
4 3 -2 1 4

Buscar ceros en las posiciones de ag;, a3;, a4; se hace de la manera
habitual usando los valores de 1ik= 3/(—5) = —0.6, 0.4 y —0.8. Se
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11.8. METODO DE GAUSS CON PIVOTEO PARCIAL

obtiene
-5 0 1 1 -8
0 2 1.6 5.6 12.8
0 3 0.6 1.6 -3.8
0 3 -1.2 1.8 -2.4

El valor dominante de A(2: 4,2) es 3 y esta en la fila 3 (o en la fila 4).
Entonces se intercambian las filas 2 y 3.

-5 0 1 1 -8

0 3 0.6 1.6 -3.8
0 2 1.6 5.6 12.8
0 3 -1.2 1.8 -2.4

Buscar ceros en las posiciones de asg, a4o se hace usando los valores de
1lik=2/3 = 0.6666 y 1. Se obtiene

-5 0 1 1 -8

0 3 0.6 1.6 -3.8

0 0 1.2 4.5333 -10.2667
0 0 -1.8 0.2 1.4

Hay que intercambiar las filas 3 y 4.

-5 0 1 1 -8

0 3 0.6 1.6 -3.8

0 0 -1.8 0.2 1.4

0 0 1.2 4.5333 -10.2667

El valor de 1ik es 1.2/(—1.8) = —0.6667. Se obtiene

-5 0 1 1 -8
0 3 0.6 1.6 -3.8
0 0 -1.8 0.2 1.4
0 0 0 4.6667 -9.3333

Al resolver el sistema triangular superior, se encuentra la solucién:
z=(1,0, -1, =2). ¢

El ejemplo anterior sirve simplemente para mostrar el desarrollo del
método de Gauss con pivoteo parcial, pero no muestra sus ventajas. El

219



11. SOLUCION DE SISTEMAS LINEALES

ejemplo siguiente, tomado de [Atk78|, se resuelve inicialmente por el
método de Gauss sin pivoteo y después con pivoteo parcial. Los cdlculos
se hacen con cuatro cifras decimales.

0.72921 + 0.81z2 +0.923 = 0.6867
x + o + r3 = .8338
1.331zy + 121z + 1.1z = 1

Con la solucién exacta, tomada con cuatro cifras decimales, es
xz = (0.2245, 0.2814, 0.3279).

Al resolver el sistema por el método de Gauss, con cuatro cifras decimales
y sin pivoteo, resultan los siguientes pasos:

0.7290 0.8100 0.9000 0.6867
1.0000 1.0000 1.0000 0.8338
1.3310 1.2100 1.1000 1.0000

Con 1lik = 1.3717 ycon 1lik = 1.8258 se obtiene

0.7290 0.8100 0.9000 0.6867
0.0000 -0.1111 -0.2345 -0.1081
0.0000 -0.2689 -0.5432 -0.2538

Con 1lik = 2.4203 se obtiene

0.7290 0.8100 0.9000 0.6867
0.0000 -0.1111 -0.2345 -0.1081
0.0000 0.0000 0.0244 0.0078

La solucién del sistema triangular da:
z = (0.2163, 0.2979, 0.3197).
Sea z* la solucién exacta del sistema Az = b. Para comparar z! y z2,

dos aproximaciones de la solucién, se miran sus distancias a z*:

2

lz" =], flz® — 2.

Si ||zt — z*|| < ||z% — z*||, entonces z! es, entre ! y x2, la mejor aproxi-
macién de z*. Cuando no se conoce z*, entonces se utiliza la norma del
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vector residuo o resto, r = Az — b. Si z es la solucién exacta, entonces
la norma de su resto vale cero. Entonces hay que comparar

|Az! — ||, | Az? - bl
Para la solucién obtenida por el método de Gauss, sin pivoteo,
|Az — b|| = 1.0357e-004, |z —z*| = 0.0202 .

En seguida est4 el método de Gauss con pivoteo parcial, haciendo cédlcu-
los con 4 cifras decimales.

0.7290  0.8100  0.9000 0.6867 |
1.0000  1.0000  1.0000 0.8338
| 1.3310  1.2100  1.1000 1.0000 |
Intercambio de las filas 1 y 3.
[ 1.3310 1.2100 1.1000 1.0000 |
1.0000  1.0000  1.0000 0.8338
| 0.7290  0.8100  0.9000 0.6867 |

Con 1lik = 0.7513 ycon 1lik = 0.5477 se obtiene

[ 1.3310 1.2100 1.1000 1.0000 ]|
0.0000 0.0909 0.1736 0.0825
L 0.0000 0.1473 0.2975 0.1390

Intercambio de las filas 2 y 3.

1.3310 1.2100 1.1000 1.0000
0.0000 0.1473 0.2975 0.1390
| 0.0000 0.0909 0.1736 0.0825 |

Con 1lik = 0.6171 se obtiene

- -

1.3310 1.2100 1.1000 1.0000
0.0000 0.1473 0.2975 0.1390
| 0.0000 0.0000 -0.0100 -0.0033 J

La solucién del sistema triangular da:

z = (0.2267, 0.2770, 0.3300).
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El célculo del residuo y la comparacién con la solucién exacta da:
|Az — ]| = 1.5112e-004, |z — z*| = 0.0053 .

Se observa que para este ejemplo la norma del residuo es del mismo or-
den de magnitud que la norma del residuo correspondiente a la solucién
obtenida sin pivoteo, aunque algo mayor. La comparacién directa con
la solucién exacta favorece notablemente al método de pivoteo parcial:
0.0053 y 0.0202, relacién de 1 a 4 aproximadamente. Ademés, “visual-
mente” se observa la mejor calidad de la solucién obtenida con pivoteo.

A continuacién aparece una versién de la funcién que implementa, el
método de Gauss con pivoteo parcial.

int gausspp( double *a, double *b, int n, double eps)
{

// Metodo de Gauss CON PIVOTEO parcial
// para resolver A x = b.

// Intercambio real de las filas.

// A almacenada en un arreglo unidimensional,
// Aij esta en ali*n+j].

// Devuelve 1 si se resolvio el sistema.
// 0 si la matriz es singular o casi.
// -1 si n es inadecuado

// Cuando hay solucion, esta quedara en b.

int k, i, nl, ik, n_1, kk, in, j, ii, m, m0;
double 1lik, s, aamk, t;

if( n <= 0 ) return -1;

nl = n+1;
n_1 = n-1;

// triangularizacion

222



11.9. FACTORIZACION LU=PA

for( k = 0; k < n_1; k++){

kk = k*nl;

aamk = maxAbsXPos( &af[kk], n, n-k, mO);

if( aamk <= eps ) return 0;

if(m0 !'= 0 ){
m = k+m0;
intercXY( &alkk], &a[m*n+k], n-k);
t = blk]l; blk] = b[m]; bm] = t;

for( i = k+1; i < n; i++){
// anular Aik
ik = i*n + k;
lik = a[ik]/alkk];
xMasAlfaY( &al[ik+1], -1ik, &al[kk+1], n_1-k);
b[i] -= 1lik*b[k];
alik] = 0.0;

}

}

if( fabs(a[n*n-1]) <= eps) return O;

solTrSup(a, b, n, eps);
return 1;

11.9 Factorizacion LU=PA

Si se aplica el método de Gauss con pivoteo parcial muy probable-
mente se hace por lo menos un intercambio de filas y no se puede obtener
la factorizacién A = LU, pero si se puede obtener la factorizacién

LU = PA.

Las matrices L y U tienen el mismo significado de la factorizaciéon LU. P
es una matriz de permutacion, es decir, se obtiene mediante permutacion
de filas de la matriz identidad I.

Si P y @ son matrices de permutacion, entonces:
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11.  SOLUCION DE SISTEMAS LINEALES

s P(Q es una matriz de permutacion.

P~1 = PT (P es ortogonal).

PA es una permutacién de las filas de A.
= AP es una permutacién de las columnas de A.

Una matriz de permutacién P se puede representar de manera mas
compacta por medio de un vector p € R™ con la siguiente convencién:

P. =1,

En palabras, la fila i de P es simplemente la fila p; de I. Obviamente p
debe cumplir:

pi €{1,2,3,....,n} Vi
Di #pj Vi# .

Por ejemplo, p = (2,4, 3,1) representa la matriz

O 1 0 o
O 0 o0 1
P_001o
i 0 0 0

De la misma forma que en la factorizaciéon LU, los valores l;;, se alma-
cenan en el sitio donde se anula el valor a;x. El vector p inicialmente
es (1,2,3,...,n). A medida que se intercambian las filas de la matriz, se
intercambian las componentes de p.

Ejemplo 11.5. Obtener la factorizacién LU = PA, donde

4 3 -2 1

3 2 1 5

A=1 2 3 12
-5 0 1 1

Inicialmente p = (1,2, 3, 4). Para buscar el mejor pivote, se intercambian
las filas 1 y 4.

-5 0 1 1

3 2 1 5

p=(4231, | 5 5 |
4 3 -2 1
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Buscando ceros en la primera columna y almacenando alli los valores
l;1 se obtiene:

-5 0 1 1

-0.6 2 1.6 5.6
0.4 3 0.6 1.6

-0.8 3 -1.2 1.8

Para buscar el mejor pivote, se intercambian las filas 2 y 3.

-5 o 1 1
0.4 3 0.6 1.6
p=4321), 0.6 2 1.6 5.6
-0.8 3 -1.2 1.8

Buscando ceros en la segunda columna y almacenando alli los valores
l;1. se obtiene:

-5 0 1 1
0.4 3 0.6 1.6
-0.6 0.6667 1.2 4.5333
-0.8 1 -1.8 0.2
Para buscar el mejor pivote, se intercambian las filas 3 y 4
-5 0 1 1
0.4 3 0.6 1.6
p=(4312), 0.8 1 -1.8 0.2
-0.6 0.6667 1.2 4.5333

Buscando ceros en la tercera columna y almacenando alli los valores [
se obtiene:

-5 0 1 1
0.4 3 0.6 1.6
-0.8 1 -1.8 0.2

-0.6 0.6667 -0.6667 4.6667

En esta ultima matriz y en el arreglo p esta toda la informacién necesaria
para obtener L, U, P. Entonces:

1 0 0 0
0.4 1 0 0
L= -0.8 1 1 0
-0.6 0.6667 -0.6667 1

225



11. SOLUCION DE SISTEMAS LINEALES

-5 0 1 1
U— 0 3 0.6 1.6
0 0 -1.8 0.2
0 0 0 4.6667
0 0 0 1
0 0 1 0
P= 1 0 0 0 - ©
0 1 0 0

Si se desea resolver el sistema Az = b a partir de la descomposicién
PA = LU, se considera el sistema P"'LUx = b, o sea, PTLUz = b.
Sean z = LUz y y = Uz. La solucién de Az = b tiene tres pasos:

= Resolver PTz = b, o sea, z = Pb.
= Resolver Ly = z.

= Resolver Uz = y.

Ejemplo 11.6. Para la matriz A del ejemplo anterior, resolver Az = b
conb=[4 —8 -7 —8".

-8
-7
z=Pb= 4
-8
-8
-3.8
Ly =z , entonces y = 1.4
-9.3333
1
0
Ur=y , entonces z = - O
-2
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11.10 Meétodo de Cholesky

Este método sirve para resolver el sistema Ax = b cuando la matriz A
es definida positiva (también llamada positivamente definida). Este

tipo de matrices se presenta en problemas especificos de ingenieria y
fisica, principalmente.

11.10.1  Matrices definidas positivas

Una matriz simétrica es definida positiva si
zTAz >0, VzeR" z#0. (11.5)

Para una matriz cuadrada cualquiera,

a11 @12 ... Qin 1
a1 G99 ... @ z
zTAx = [931 Ty ... a:n] 2 T2 n 2

L Gnl Gn2 ... Qnn Zn

( a11Z1 + a9 + - + A1, Th

a91Z1 + a2 + - -+ + A2p T
=[$1 Zo ... xn] 2171 222 2nTn

| Gn1T1 + anoXa + -+ AppTn

n n
= E E Qi5TiT 5.

i—1 j=i
Si A es simétrica,
n n—-1 n
T _ 2
T Ar = a;T; +2 QT35
i=1 i=1 j=it+1

Ejemplo 11.7. Sea I la matriz identidad de orden n. Entonces z™Ix =
zTz = ||z||%. Luego la matriz I es definida positiva. <

Ejemplo 11.8. Sea A la matriz nula de orden n. Entonces 270z = 0.
Luego la matriz nula no es definida positiva. <
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Ejemplo 11.9. Sea

1 2
4 = [ L2 ] .
zTAz = x% + Sw% + 421722
= z24dxi20 + 41'% + x%
= (x1 + 2x2)% + 23.
Obviamente zTAx > 0. Ademds ™ Axr = 0 si y solamente si los dos

sumandos son nulos, es decir, si y solamente si xo =0y 21 = 0, o sea,
cuando z = 0. Luego A es definida positiva. <

Ejemplo 11.10. Sea

1 2
4 = [ 2 4 ] )
tTAx = 22+ 40k + 4220
= (r1+ 2.’1:2)2.

Obviamente T Az > 0. Pero si z = (6, —3), entonces T Az = 0. Luego
A no es definida positiva. ©

Ejemplo 11.11. Sea

1 2
)
tTAr = z?+4 323+ 42122

= (x1 4 2xp)% — 22.

Siz = (6,—3), entonces T Az = —9. Luego A no es definida positiva. <

Ejemplo 11.12. Sea

(3]

Como A no es simétrica, entonces no es definida positiva. <

Sean A1, A2,..., A, los valores propios de A. Si A es simétrica, en-
tonces todos sus valores propios son reales.
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Sea §; el determinante de la submatriz de A, de tamafio ¢ x i, obtenida,
al quitar de A lasfilas i+ 1,¢+ 2, ..., n y las columnas i + 1, i + 2, ...,
n. O sea,

o0 = det([ai1]) = a1,
az a2

a1 a2 a3
03 = det| ap ax a3 |,

as1 az2 a33

b6n = det(A).

La definicién 11.5 tiene relacién directa con el nombre matriz defini-
da positiva. Sin embargo, no es una manera ficil o prictica de saber
cuando una matriz simétrica es definida positiva, sobre todo si A es
grande. El teorema siguiente presenta algunas de las caracterizaciones
de las matrices definidas positivas. Para matrices pequeiias (n < 4) la
caracterizaciéon por medio de los §; puede ser la de aplicacién més senci-
lla. La dltima caracterizacién, llamada factorizacién de Cholesky, es la
mas adecuada para matrices grandes. En [Str86], [NoD88] y [Mor01] hay
demostraciones y ejemplos.

Teorema 11.1. Sea A simétrica. Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes.

» A es definida positiva.
s )\; >0, Vi.
= §; >0, Vi.

» Existe U matriz triangular superior e invertible tal que A =UTU.

11.10.2  Factorizacion de Cholesky

Antes de estudiar el caso general, veamos la posible factorizacién
para los ejemplos de la seccién anterior.

229



11.  SOLUCION DE SISTEMAS LINEALES

La matriz identidad se puede escribir como I = I*I, siendo I trian-
gular superior invertible. Luego existe la factorizacién de Cholesky para
la matriz identidad.

Si existe la factorizacién de Cholesky de una matriz, al ser U y U™
invertibles, entonces A debe ser invertible. Luego la matriz nula no tiene
factorizacién de Cholesky.

Sea

Entonces

upn 0O U1l U12 _ 1 2
U1z U 0 ux 2 5
U%l 1
un U = 2,
ufp +uzy = 5

Se deduce que

un =

1
u12 2’
U22 1)

oo 1]

Entonces existe la factorizacién de Cholesky de A.

Cuando se calculé uq; se hubiera podido tomar u;3; = —1 y se hubiera
podido obtener otra matriz U. Se puede demostrar que si se escogen
los elementos diagonales u;; positivos, entonces la factorizacién, cuando
existe, es Unica.

Sea,
1 2
A_[2 4].
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Entonces
uy; 0 Ul U2 _ 1 2
U2 U2 0 wuxp 2 4
u%l = 1
uilu2 = 2,
udy + u3 4
Se deduce que
upp = 1
U2 = 2,
up = 0,
1 2
U o= [O 2 ]

Entonces, aunque existe U tal que A = U"U, sin embargo no existe la
factorizacion de Cholesky de A ya que U no es invertible.

Sea
1 2
A= [ L2 ]
Entonces
uip O Ul U12 _ 1 2
U2 U2 0 ug 2 3
2
ull = 1
Uz = 2,
ufp+upy = 3
Se deduce que
U1
Ul = 2,
u%2 — —1.

Entonces no existe la factorizacién de Cholesky de A.
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En el caso general,

El producto de la fila 1 de UT por la columna 1 de U da:

2
Uy = aq1-

Luego
U11 = {/ai1-

El producto de la fila 1 de U™ por la columna j de U da:

U11U1; = ayy-

Luego
aij .
Uy = —, _]=2,...,7’L.

© Uln

rull [-ull R ulk .o ul_’) .
Uik **° Ukk Uk " ukj e
_uln st Uk ujn . e unn- |

Ukn

(11.6)

(11.7)

Al hacer el producto de la fila 2 de U™ por la columna 2 de U, se puede
calcular ugg. Al hacer el producto de la fila 2 de UT por la columna j de
U, se puede calcular us;. Se observa que el cdlculo de los elementos de
U se hace fila por fila. Supongamos ahora que se conocen los elementos
delas filas 1, 2, ..., k — 1 de U y se desea calcular los elementos de la fila
k de U. El producto de la fila k£ de U™ por la columna k de U da:

k
2
E:uik = Gk
i—1
k—1
2 2
E:uz’k+ukk = Okk-
=1

Luego

Ukk =

(11.8)
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El producto de la fila k de U™ por la columna j de U da:

k
E UikUij = Qkj-
i=1

Luego

k-1
Akj — E UikUij
_ i=1

Ukj = Ukk ’ k=2,.,n, j=k+1,..,n. (119)

Si consideramos que el valor de la sumatoria es 0 cuando el limite inferior
es mas grande que el limite superior, entonces las férmulas 11.8 y 11.9
pueden ser usadas para k =1,...,n.

Ejemplo 11.13. Sea

16 —12 8 —16
-12 18 -6 9

4 8 -6 5 —10
-16 9 —-10 46
U11=\/1_=4

—-12
U112 =—4— =-3
8
U113 —Z =2
—16
U4 :—4— =—4
Uz = /18 — (=3)2 =3
-6 —(—3)(2
w = STEIO
9—-(-3)(—4
= 20U
’U.33=\/5—(22+02)=1
—10—( 2(—4) +0(-1
wm AU
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ugg = /46 — ( (—4)2 + (-1)2 + (-2)2 ) =5.

Entonces,
4 -3 2 —4
0 3 0 -1
v = 0 01 -2 - ©
0 00 5

La factorizacién de Cholesky no existe cuando en la férmula 11.8 la
cantidad dentro del radical es negativa o nula. Utilizando el producto
escalar, las férmulas 11.8 y 11.9 se pueden reescribir asi:

t = agx—prodEsc(U(1:k—1,k), U:k—1,k)),

ukk = \/Z,
ag; —prodEsc( U(1: k—1,k) , U1 :k—1,5))
Ukk

Uk; =

Para ahorrar espacio de memoria, los valores ugx y ux; se pueden al-
macenar sobre los antiguos valores de axr y axj. O sea, al empezar el
algoritmo se tiene la matriz A. Al finalizar, en la parte triangular supe-
rior del espacio ocupado por A estara U.

t = agx—prodEsc( A(1:k—1,k), A(1:k—1,k) ),(11.10)

ay = Vi, (11.11)

i —prodEsc( A(1: k—1,k), A(L:k—1,5
ax; = A pro SC( ( akk, ) ( .7))(1112)

El siguiente es el esquema del algoritmo para la factorizacién de Cho-
lesky. Si acaba normalmente, la matriz A es definida positiva. Si en algin
momento t < &, entonces A no es definida positiva.

datos: A, €
para k=1,...,n
célculo de ¢ segin (11.10)
si t<e ent salir
akk = V't
para j=k+1,...n
célculo de a; segin (11.12)
fin-para j
fin-para k
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11.10. METODO DE CHOLESKY

La siguiente es la implementacién en C, casi la traduccién literal,
del algoritmo anterior. Obviamente los subindices de A varian entre 0 y
n— 1.

int factChol(double *a, int n, double eps)
{
// Factorizacion de Cholesky de la matriz simetrica A
// almacenada por filas en el arreglo a.
// A =Ut U, U es triangular sup., invertible.
// Devuelve O si A no es definida positiva.
// 1 si A es definida positiva
// en este caso U estara en
// la parte triangular superior de A.
// Solamente se trabaja con la parte superior de A.

int j, k, n1, kk, kj;
double t;

nl = n+1;
for( k = 0; k < n; k++){
kk = k*nl;
t = al[kk] - prodXY( &afk], n, &alk]l, n, k);
if( t <= eps ) return 0;
alkk] = sqrt(t);
for( j = k+1; j < n; j++){
kj = kk + j-k;
alkj]l = (alkj]l-prodXY(&alk], n, &aljl, n, k))/
alkk];

}

return 1;

11.10.3 Niumero de operaciones de la factorizacion

Para el célculo del niimero de operaciones supongamos que el tiem-
po necesario para calcular una raiz cuadrada es del mismo orden de
magnitud que el tiempo de una multiplicacién.
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11.  SOLUCION DE SISTEMAS LINEALES

Sumas y restas | Multiplicaciones,
divisiones y raices
calculo de uq1 0 1
calculo de uqg 0 1
céalculo de uin, 0 1
calculo de ugg 1 2
célculo de uo3 1 2
céalculo de ugp, 1 2
B | ]
[ calculo de uyn, | n—1 | n J

Agrupando por filas:

Sumas y restas | Multiplicaciones,
divisiones y raices
célculo de Uj. n(0) n(1)
célculo de Us. (n—-1)1 (n—-1)2
célculo de Us. (n—2)2 (n—2)3
cédlculo de Uy,. 1(n—-1) 1(n)

Numero de sumas y restas:

Numero de multiplicaciones, divisiones y raices:

3 2 3

n
o n n n
;(n—i—l—z)Z—?—f——z—%— e

~
~

w3

Numero total de operaciones:

TL3 n2 3
T tgt

n
~3.

S
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11.10. METODO DE CHOLESKY

11.10.4 Solucioén del sistema

Una vez obtenida la factorizacién de Cholesky, resolver Az = b es lo
mismo que resolver UTUz = b. Al hacer el cambio de variable Uz = y,
la solucién del sistema Az = b se convierte en

resolver Uy =b, (11.13)
resolver Uz =y. (11.14)

Resolver cada uno de los dos sistemas es muy facil. El primero es trian-
gular inferior, el segundo triangular superior. El nimero total de ope-
raciones para resolver el sistema estd dado por la factorizacién maés la
solucién de dos sistemas triangulares.
3 3
n n

Nuimero de operaciones = 3 +2n?x 3
Esto quiere decir que para valores grandes de n, resolver un sistema,
con A definida positiva, por el método de Cholesky, gasta la mitad del
tiempo requerido por el método de Gauss.

El método de Cholesky se utiliza para matrices definidas positivas.
Pero no es necesario tratar de averiguar por otro criterio si la matriz
es definida positiva. Simplemente se trata de obtener la factorizacién de
Cholesky de A simétrica. Si fue posible, entonces A es definida positiva
y se continia con la solucién de los dos sistemas triangulares. Si no fue
posible obtener la factorizacién de Cholesky, entonces A no es definida
positiva y no se puede aplicar el método de Cholesky para resolver Az =
b.

Ejemplo 11.14. Resolver

16 —-12 8 T1 76
-12 18 -6 2 | = | —66
8 -6 8 3 46

La factorizacién de Cholesky es posible (A es definida positiva):

4 -3 2
U=10 3 0O
0 0 2
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Al resolver UTy = b se obtiene
y= (19, -3, 4)
Finalmente, al resolver Uz = y se obtiene

z=(3, -1, 2). ©

Para la implementacién en C ya estan todos los elementos, solamente
basta ensamblarlos y tener en cuenta que no es necesario construir UT.
En la solucién del sistema triangular inferior UTy = b, es necesario
trabajar con partes de las filas de U™, o sea, con partes de las columnas
de U.

int solChol(double *a, double *b, int n, double eps)
{

// Solucion por el metodo de Cholesky

// del sistema A x = b.

// A debe ser simetrica.

// Devuelve O si A no es definida positiva.
// 1 si A es definida positiva.

// En este caso la solucion estara en b.

// La parte superior de A queda modificada.
// Alli quedara U tal que U’ U = A.

// Solamente se trabaja con la parte superior de A.
if( factChol(a, n, eps) == 0 ) return O;

s0lUTy(a, b, n);
solTrSup(a, b, n, eps);

return 1;
}
[/ == e
void solUTy(double *u, double *b, int n)
{

// Solucion del sistema triangular inferior
// Uy =0,
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11.11. METODO DE GAUSS-SEIDEL

// donde U es triangular superior y esta
// en el arreglo u.
// Los elementos diagonales deben ser no nulos.

// Uij esta en uli*n+j].
// La solucion quedara en b.
int i, nil;

nl = n+1;
for(i=0; i <mn; i++){

bli] = (b[i] - prodXY( &ul[il, n, b, 1, i))/uli*nil];
}

11.11 Método de Gauss-Seidel

Los métodos de Gauss y Cholesky hacen parte de los métodos direc-
tos o finitos. Al cabo de un mimero finito de operaciones, en ausencia
de errores de redondeo, se obtiene x* solucién del sistema Ax = b.

El método de Gauss-Seidel hace parte de los métodos llamados in-
directos o iterativos. En ellos se comienza con z° = (29,29, ...,2%), una
aproximacién inicial de la solucién. A partir de z° se construye una nue-
va aproximacién de la solucién, 2! = (z},z3,...,2L). A partir de z! se
construye z2 (aqui el superindice indica la iteracién y no indica una po-
tencia). Asi sucesivamente se construye una sucesién de vectores {z*},

con el objetivo, no siempre garantizado, de que

lim z* = z*.

k—o0
Generalmente los métodos indirectos son una buena opcién cuando la
matriz es muy grande y dispersa o rala (sparse), es decir, cuando el
nimero de elementos no nulos es pequeiio comparado con n2, nimero
total de elementos de A. En estos casos se debe utilizar una estructura
de datos adecuada que permita almacenar tinicamente los elementos no
nulos.
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11. SOLUCION DE SISTEMAS LINEALES

En cada iteracién del método de Gauss-Seidel, hay n subiteraciones.
En la primera subiteracién se modifica tinicamente z;. Las demas coor-
denadas z9, 73, ..., Zn no se modifican. El célculo de z; se hace de tal
manera que se satisfaga la primera ecuacién.

1 by — (alzwg + a13xg +---+ a1nx2)
iL'l = )
a
zl = x(-), 1=2,...,Mn

En la segunda subiteracién se modifica inicamente x3. Las demdés coor-
denadas z1, z3, ..., Tn 10 se modifican. El cilculo de x5 se hace de tal
manera que se satisfaga la segunda ecuacién.

2 = bg—(aglx%+a23x§+---+a2nx}b)

2 - )
a2

2?2 = gz}, i=1,3,...,n

Asi sucesivamente, en la n-ésima subiteracién se modifica tinicamente
Zn. Las demas coordenadas z1, 3, ..., £p—1 no se modifican. El calculo
de x,, se hace de tal manera que se satisfaga la n-ésima ecuacién.

-1 -1 _
bn — (an1Z? '+ anszy  + -+ appat )

n  _
= nn ’
@ = 2 i=1,2,.,n—1
Ejemplo 11.15. Resolver
10 2 -1 0 x1 26
1 20 -2 3 zz | | 15
-2 1 30 O z3 | 53
12 3 20 T4 47
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11.11. METODO DE GAUSS-SEIDEL

partiendo de z° = (1, 2, 3, 4).

26— (2x24(=1)x3+0x4)
B 10

=

T = 2.5,
b = (2.5, 2, 3, 4).

15— (1x25+(-2) x3+3x4)

r 0 = —1.175,
2= (25, —1.175, 3, 4).
o= 53 — (=2 x 2.5+ 1 x (—=1.175) + 0 x 4) _ 1.9725,
3 30
3 — (2.5, —1.175, 1.9725, 4).
47— (1x25+2x (-1.1 1.972
2t = (1x25+ ><(20 75) + 3 x 975):2.0466,
4

= (2.5, —1.175, 1.9725, 2.0466).

Una vez que se ha hecho una iteracién completa (n subiteraciones),
se utiliza el Ultimo x obtenido como aproximacién inicial y se vuelve a
empezar; se calcula z; de tal manera que se satisfaga la primera ecuacién,
luego se calcula z9... A continuacién estan las iteraciones siguientes para
el ejemplo anterior.

3.0323 —1.1750 1.9725 2.0466
3.0323 -1.0114 1.9725 2.0466
3.0323 —1.0114 2.0025 2.0466
3.0323 -1.0114 2.0025 1.9991

3.0025 -1.0114 2.0025 1.9991
3.0025 —0.9997 2.0025 1.9991
3.0025 —0.9997 2.0002 1.9991
3.0025 —0.9997 2.0002 1.9998

3.0000 —0.9997 2.0002 1.9998
3.0000 —1.0000 2.0002 1.9998
3.0000 —1.0000 2.0000 1.9998
3.0000 —1.0000 2.0000 2.0000

3.0000 —1.0000 2.0000 2.0000
3.0000 —1.0000 2.0000 2.0000
3.0000 —1.0000 2.0000 2.0000
3.0000 —1.0000 2.0000 2.0000
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Tedricamente, el método de Gauss-Seidel puede ser un proceso infi-
nito. En la préctica el proceso se acaba cuando de z* a z*+™ los cambios
son muy pequenos. Esto quiere decir que el z actual es casi la solucién

T*.

Como el método no siempre converge, entonces otra detencién del
proceso, no deseada pero posible, estd determinada cuando el nimero
de iteraciones realizadas es igual a un nidimero maximo de iteraciones
previsto.

El siguiente ejemplo no es convergente, ni siquiera empezando de
una aproximacién inicial muy cercana a la solucién. La solucién exacta
esz =(1,1,1).

Ejemplo 11.16. Resolver

-1 2 10 T 11
11 -1 2 z2 | =] 12
1 5 2 T3 8

partiendo de z° = (1.0001, 1.0001, 1.0001).

1.0012 1.0001 1.0001
1.0012 1.0134 1.0001
1.0012 1.0134 0.9660

0.6863 1.0134 0.9660
0.6863 —2.5189 0.9660
0.6863 —2.5189 9.9541

83.5031 —2.5189 9.9541
83.5031 926.4428 9.9541
83.5031 926.4428 —2353.8586

Algunos criterios garantizan la convergencia del método de Gauss-
Seidel. Por ser condiciones suficientes para la convergencia son criterios
demasiado fuertes, es decir, la matriz A puede no cumplir estos requisitos
y sin embargo el método puede ser convergente. En la practica, con
frecuencia, es muy dispendioso poder aplicar estos criterios.

Una matriz cuadrada es de diagonal estrictamente dominante
por filas si en cada fila el valor absoluto del elemento diagonal es mayor
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11.11. METODO DE GAUSS-SEIDEL

que la suma de los valores absolutos de los otros elementos de la fila,

n
lasi| > Z las;|, Vi.

j=1,5

Teorema 11.2. Si A es de diagonal estrictamente dominante por filas,
entonces el método de Gauss-Seidel converge para cualquier z° inicial.

Teorema 11.3. Si A es definida positiva, entonces el método de Gauss-
Seidel converge para cualquier 0 inicial.

Tedricamente el método de Gauss-Seidel se deberia detener cuando ||z* —
z*|| < e. Sin embargo la condicién anterior necesita conocer z*, que es
precisamente lo que se estd buscando. Entonces, de manera practica el
método de GS se detiene cuando ||zF — 25| < e.

Dejando de lado los superindices, las férmulas del método de Gauss-
Seidel se pueden reescribir para facilitar el algoritmo y para mostrar que
llz* — z*|| y ||lz* — 2**"|| estan relacionadas.

n
bi — E ;T

j=1,57

I, < )
Q44
n
bi — E Qi 5 + a;%;

j=1

Tr; < )
Q5
bi - Az X

T; < Tit
Qi

Sean

r, = bi e Az Z,
T
0 = —-
Qii
El valor r; es simplemente el error, residuo o resto que se comete en la
i-ésima ecuacién al utilizar el x actual. Si r; = 0, entonces la ecuacién i-
ésima se satisface perfectamente. El valor §; es la modificacién que sufre
T; en una iteracion.
Sean 7 = (r1,79,...,7n), 6 = (01,02, ..., 0, ). Entonces z*+t" = z*F 4 6.
Ademis z* es solucién si y solamente si 7 = 0, o sea, si y solamente
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6 = 0. Lo anterior justifica que el método de GS se detenga cuando
I6]| < €. La norma ||6|| puede ser la norma euclidiana o max |d;] 0 3 |d;|.

Si en el criterio de parada del algoritmo se desea enfatizar sobre los
errores o residuos, entonces se puede comparar ||§|| con £/|[(@11, ..., Gun )|
por ejemplo,

€
6l < ———-
max |a|
El esquema del algoritmo para resolver un sistema de ecuaciones por el
método de Gauss-Seidel es:

datos: A, b, 20, €, maxit

z=2x0
para k = 1,... maxit
nrmD« 0

para i=1,...,n
51' = (bz - prodEsc(Ai.,:c))/aii
T; — x; + 0
nrmd«nrmD+6;
fin-para 1
si nrmD < ¢ ent z* = z, salir
fin-para k

La siguiente es la implementacién en C, casi la traduccién literal, del
algoritmo anterior.

int gaussSei(double *a, double *b, double *x, int n,
double eps, int maxit)
{

// Metodo de Gauss-Seidel para resolver A x =b

// Devuelve:

// 1 : si se obtuvo aproximadamente la solucion.

// 0 : si hay un elemento diagonal nulo.

// 2 : si hubo demasiadas iteraciones, mas de maxit.

// Entrando a la funcion, x contiene la

// aproximacion inicial de la solucion.
// Saliendo x tendra la ultima aproximacion.
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int i, nl, k;
double nrmD, di;

nl = n+i;
for(i=0;i<n;i++)if (fabs(a[i*nl])<=1.e-40)return O;

for( k=1; k <= maxit; k++){
nrmD = 0.0;
for( i=0; i<mn; i++){
di = (b[i] - prodXY(&ali*n], x, n))/ali*nil];
nrmD += fabs(di);
x[i] += di;

}

if ( nrmD <= eps ) return 1;
}
return 2;

11.12 Soluciéon por minimos cuadrados

Consideremos ahora un sistema de ecuaciones Ax = b, no necesa-

riamente cuadrado, donde A es una matriz m X n cuyas columnas son
linealmente independientes. Esto implica que hay més filas que colum-
nas, m > n, y que ademas el rango de A es n. Es muy probable que
este sistema no tenga solucién, es decir, tal vez no existe z que cumpla

exactamente las m igualdades. Se desea que

Ax = b,
Ar—b = 0,
|Az —b]| = 0O,
|Az —bllz = O,
| Az — b)|3 0.

Es Posible que lo deseado no se cumpla, entonces se quiere que el in-
cumplimiento (el error) sea lo més pequeiio posible. Se desea minimizar

esa cantidad,

min ||Az — b||% . (11.15)
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El vector z que minimice ||Az — b||3 se llama solucién por minimos cua-
drados. Como se vera mds adelante, tal x existe y es unico (suponiendo
que las columnas de A son linealmente independientes).

Con el danimo de hacer mas clara la deduccién, supongamos que A
es una matriz 4 x 3. Sea f(z) = || Az — b||3,

f(z) =(a11z1 + @122 + a1323 — b1)2 + (ag171 + agexa + a3z — b2)2+

2 2
(a3171 + azow2 + azzws — b3)* + (@417 + agew2 + ag3x3 — ba)”.

11.12.1 Derivadas parciales

Este libro estd dirigido principalmente a estudiantes de segundo se-
mestre, quienes todavia no conocen el cdlculo en varias variables. En este
capitulo y en el siguiente se requiere saber calcular derivadas parciales.
A continuacién se presenta una breve introduccién al cdlculo (mecdnico)
de las derivadas parciales.

Sea ¢ una funcién de varias variables con valor real, ¢ : R — R.
Bajo ciertas condiciones de existencia, la derivada parcial de ¢ con res-
pecto a z; se obtiene considerando las otras variables como constantes
y derivando ¢(z1, z3, ..., Z,,) Unicamente con respecto a x;. Esta derivada
parcial se denota

Oy
8.’1:1' '

Evaluada en un punto especifico Z, se denota

Op ,_
oz, &)

Por ejemplo, si ¢(x1, T2, T3,%4) = (423 + 624)° + 5172 + 824,

6%“?; = 9(4z} + 624)°(1221) + 52,
g—:; = 511,
g_;‘; = 54(423 + 624)8 + 8.
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11.12.2 Ecuaciones normales

Para obtener el minimo de f se requiere que las tres derivadas par-
ciales, 0f/0r1, Of/0xo y Of/0x3, sean nulas.

0
8_f :2(a11x1 + 1272 + 133 — bl)all
Z1

+ 2(a2121 + agex2 + agzzs — be)ag:
+ 2(a3121 + a2 + azzxs — bs)az
+ 2(a4171 + 4222 + as3z3 — bg)ag;.

Escribiendo de manera matricial,

of

8.'1: —2(A1 T — bl)an + 2(A2 T — b2)a21 + 2(A3 T — bg)agl

+ 2(A4..”13 - b4)a41.

Si B es una matriz y u un vector columna, entonces (Bu); = B;.u.

o1

e = 2(((A:z)1 —b1)an + ((Az)2 — ba)ag1 + ((Az)z — bs)as;

+((Az)s — b4a41),

4
= 22(14:1: — b),; ail,
4
= 2Z(A.1),~(Ax—b)i,

= 22 T)i(Az — b);,

= 2AT 1.(Az — b),
2(A™(Az — b))1

De manera semejante

0 T
6_;; = 2(AT(Az b)),

of

B, = 2AT(Az-b),
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Igualando a cero las tres derivadas parciales y quitando el 2 se tiene

(AT(Az-b), = O,
(AT(Aac—b))2 = 0,
(A™(Az—b), = 0

Es decir,

AT(Az —b) = 0,
AT Az = ATb. (11.16)

Las ecuaciones (11.16) se llaman ecuaciones normales para la solucién
(o seudosolucién) de un sistema de ecuaciones por minimos cuadrados.

La matriz ATA es simétrica de tamano n x n. En general, si A es
una matriz m x n de rango r, entonces ATA también es de rango r
(ver [Str86]). Como se supuso que el rango de A es n, entonces ATA es
invertible. Més atin, AT A es definida positiva.

Por ser ATA invertible, hay una tnica solucién de (11.16), o sea,
hay un solo vector x que hace que las derivadas parciales sean nulas.
En general, las derivadas parciales nulas son simplemente una condicién
necesaria para obtener el minimo de una funcién (también lo es para
méximos o para puntos de silla), pero en este caso, como ATA es defi-
nida positiva, f es convexa, y entonces anular las derivadas parciales se
convierte en condicién necesaria y suficiente para el minimo.

En resumen, si las columnas de A son linealmente independientes, en-
tonces la solucién por minimos cuadrados existe y es inica. Para obtener
la solucién por minimos cuadrados se resuelven las ecuaciones normales.

Como AT A es definida positiva, (11.16) se puede resolver por el méto-
do de Cholesky. Sim > n y al hacer la factorizacion de Cholesky resulta
que AT A no es definida positiva, entonces las columnas de A son lineal-
mente dependientes.

Si el sistema Axr = b tiene solucién exacta, ésta coincide con la
solucién por minimos cuadrados.

Ejemplo 11.17. Resolver por minimos cuadrados:

2 1 0 3.1
-1 -2 3| %[ | 89
2 2 1 2= —31

5 4 -2 | L7 0.1
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Las ecuaciones normales dan:

34 20 -15 1 4.0
20 25 -—12 2 | = | —20.5
-15 -12 14 z3 23.4

La solucién por minimos cuadrados es:
z = (2.0252, —1.0132, 2.9728).

El error, Ax — b, es:
—0.0628
0.0196
—0.0039
0.0275

Ejemplo 11.18. Resolver por minimos cuadrados:

2 1 3 :c 3
-1 -2 0 xl | 9
—2 2 —6 ; =
5 4 6 3 0
Las ecuaciones normales dan:
34 20 48 T 3
20 25 15 o | = | =21
48 15 81 T3 27

Al tratar de resolver este sistema de ecuaciones por el método de Cho-
lesky; no se puede obtener la factorizacién de Cholesky, luego ATA no
es definida positiva, es decir, las columnas de A son linealmente depen-
dientes. Si se aplica el método de Gauss, se obtiene que AT A es singular
y se concluye que las columnas de A son linealmente dependientes. <

Ejemplo 11.19. Resolver por minimos cuadrados:

2 1 3
-1 =2 T | _ 0
-2 2 [ T ] - —6

5 4 6
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Las ecuaciones normales dan:

34 20 1 | | 48
20 25 zo | | 15
La solucién por minimos cuadrados es:
r=(2, -1).

El error, Az — b, es:

o OO

0

En este caso, el sistema inicial tenia solucién exacta y la solucién por
minimos cuadrados coincide con ella. <

La implementacién eficiente de la solucién por minimos cuadrados,
via ecuaciones normales, debe tener en cuenta algunos detalles. No es
necesario construir toda la matriz simétrica ATA (n? elementos). Basta
con almacenar en un arreglo de tamafio n(n + 1)/2 la parte triangular
superior de ATA.

Este almacenamiento puede ser por filas, es decir, primero los n ele-
mentos de la primera fila, enseguida los n — 1 elementos de la segunda
fila a partir del elemento diagonal, después los n — 2 de la tercera fila
a partir del elemento diagonal y asi sucesivamente hasta almacenar un
solo elemento de la fila n. Si se almacena la parte triangular superior
de AT A por columnas, se almacena primero un elemento de la primera
columna, enseguida dos elementos de la segunda columna y asi sucesi-
vamente. Cada una de las dos formas tiene sus ventajas y desventajas.
La solucién por el método de Cholesky debe tener en cuenta este tipo
de estructura de almacenamiento de la informacién.

Otros métodos eficientes para resolver sistemas de ecuaciones por

minimos cuadrados utilizan matrices ortogonales de Givens o de House-
holder.
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11.12.  SOLUCION POR MINIMOS CUADRADOS

Ejercicios

Resuelva el sistema Az = b, donde

5 -1 2 1 —4
0 4 1 -2 8
A= 0 0 2 4/ b= 0
0 0 o 3 —6

Resuelva por el método de Gauss con pivoteo parcial el sistema
Az = b, donde

4 —-12 -10 6
A= -12 45 30|, b= -9
-10 30 41 —-31

Halle la factorizaciéon LU = PA para la matriz A del ejercicio
anterior. Resuelva el sistema Ax = ¢, con

—36
126
122

CcC =

Resuelva por el método de Gauss con pivoteo parcial el sistema
Az = b, donde

4 —12 -10 ~18
A=|-12 4 30|, b=| 63
-10 45 25 60

Resuelva por el método de Gauss con pivoteo parcial el sistema
Az = b, donde

4 —15 -10 —42
A=|-12 4 15|, b=| 96
~10 75/2 25 105 |

Resuelva por el método de Cholesky el sistema Az = b, donde

4 —12 -10 6
A=|-12 4 30|, b=| -9
-10 30 41 —31
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11.7

11.8

11.9

11.10

11.11

11.12

11.13

11. SOLUCION DE SISTEMAS LINEALES

Resuelva por el método de Cholesky el sistema Ax = b, donde

4 2 4 =2 8

2 5 6 -3 10

A= 4 6 8 —4 |’ b= 14
-2 -3 -4 3 —6

Resuelva por el método de Cholesky el sistema Az = b, donde

4 -2 2 4
2 1 2 5

Resuelva por el método de Gauss-Seidel el sistema Axr = b, donde

5 1 —1 9
A=|2 4 1], b=|2]|.
1 2 10 48

Resuelva por el método de Gauss-Seidel el sistema Az = b, donde

4 —12 -10 6
A= -12 45 30|, b= -9
-10 30 41 -31

Resuelva por el método de Gauss-Seidel el sistema Az = b, donde

1 45 10
A=16 2 7|, b= 15
8 9 3 20

Resuelva por minimos cuadrados el sistema Az = b, donde

1 2 3] (10

4 5 6 15

A=l 7 8 o[> %= |2
| 10 12 15 | 25

Resuelva por minimos cuadrados el sistema Ax = b, donde

[ 1 2 3] [ 10 ]

4 5 6 15

A=1 7 8 o[> %= 2
| 10 11 12 | | 25
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11.14

11.15

11.16

11.17

11.18

11.19

11.20

11.21

11.12.  SOLUCION POR MINIMOS CUADRADOS

Utilizando apuntadores dobles para almacenar la matriz A, elabore
un programa (y una funcién) que calcule el determinante de A.

Utilizando apuntadores dobles para almacenar la matriz A, ha-
ga un programa (y una funcién) para resolver un sistema por el
método de Gauss con pivoteo parcial.

Utilizando apuntadores dobles para almacenar la matriz rectangu-
lar A, elabore un programa (y una funcién) que obtenga la forma
escalonada reducida por filas.

Utilizando apuntadores dobles para almacenar la matriz A, ha-
ga un programa (y una funcién) para resolver un sistema por el
método de Cholesky.

Utilizando apuntadores dobles para almacenar la matriz A, ha-
ga un programa (y una funcién) para resolver un sistema por el
método de Gauss-Seidel.

La informacién indispensable de una matriz simétrica es la parte
superior, o sea, n(n+1)/2 datos. Esta se puede almacenar, fila por
fila, en un vector

(@11,@12, @13, -.., G1n, @22, A23; ..., A2n -y Gn—1,n—1> Gn—1,m Gnn ),

que ocupa aproximadamente la mitad del espacio de los n? elemen-
tos de la matriz completa. Haga un programa para almacenar de
A Unicamente la parte superior, hacer la factorizacién de Cholesky
y resolver el sistema Ax = b.

Resuelva por el método de Cholesky el sistema Az = b, donde

4 -2 2 0 0 0 0] [ —8 ]
2 5 -1 2 0 0 0 12

2 -1 5 4 6 0 0 8

A=| 0 2 4 6 5 -2 0|, b= 12
0 0 6 511 4 3 23

0 0 0 -2 4 12 2 18

. 0o 0 0 0 3 2 14 | —6 |

Se dice que una matriz simétrica es una matriz banda de ancho
2m—1si a;; = 0 cuando |j —¢| > m. Demuestre que si A es definida
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11.23

11. SOLUCION DE SISTEMAS LINEALES

positiva y la factorizacién de Cholesky es A = UTU, entonces U
es una matriz triangular superior banda, de ancho m: a;; = 0 si
i>jyaiy =0sij—17>m. En el ejercicio anterior m = 3.

La informacién indispensable de una matriz simétrica de ancho de
banda 2m — 1 se puede almacenar en una matriz m x n. Para la
matriz del penultimo ejercicio,

[ 4 -2 27
5 —1 2
) 4 6
6 5 =2
11 4 3
12 2
| 14 |

Haga un programa para almacenar de A tinicamente la banda su-
perior, hacer la factorizacién de Cholesky y resolver el sistema
Ax =b.

Se define la densidad de una matriz de tamafio m X n como el
porcentaje de componentes no nulos de una matriz

niimero de a;; no nulos

densidad(A) = 100.

mn
Una matriz, generalmente de tamano muy grande, se llama dis-
persa o rala, (sparse), si su densidad es pequefia, es decir menor
que 10%, o menor que 5%, o 1%. Estas matrices se presentan
con frecuencia en problemas reales de fisica, ingenieria, economia,
etc. La informacién indispensable, los elementos no nulos, se puede
almacenar por una lista de triplas

(%1, 51,v1)
(i2, J2,v2)

(tk, Jks Vi)

donde a;, ;. = vg. Haga un programa para almacenar de A unica-
mente los elementos no nulos y resolver por el método de Gauss-
Seidel el sistema Az = b.
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Solucion de ecuaciones

Uno de los problemas maés corrientes en matematicas consiste en
resolver una ecuacién, es decir, encontrar un valor z* € R que satisfaga

f(z) =0,
donde f es una funcién de variable y valor real, o sea,
f:R-oR

Este z* se llama solucién de la ecuacién. A veces también se dice que z*
es una raiz. Algunos ejemplos sencillos de ecuaciones son:

-3z +10z -8 = 0,
e —z3+8 = 0,
24z

cos(:r:—l)—+-2_ac -

En algunos casos no se tiene una expresién sencilla de f, sino que f(x)
corresponde al resultado de un proceso; por ejemplo:

z 2
/ e tdt—0.2=0.
-0

Lo minimo que se le exige a f es que sea continua. Si no es continua en
todo R, por lo menos debe ser continua en un intervalo [a,b] donde se
busca la raiz. Algunos métodos requieren que f sea derivable. Para la
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12.  SOLUCION DE ECUACIONES

aplicacién de algunos teoremas de convergencia, no para el método en
si, se requieren derivadas de orden superior.

Los métodos generales de solucién de ecuaciones sirven tnicamente
para hallar raices reales. Algunos métodos especificos para polinomios
permiten obtener raices complejas.

Los métodos presuponen que la ecuacién f(z) = 0 tiene solucién. Es
necesario, antes de aplicar mecanicamente los métodos, estudiar la fun-
cién, averiguar si tiene raices, ubicarlas aproximadamente. En algunos
casos muy dificiles no es posible hacer un andlisis previo de la funcién,
entonces hay que utilizar de manera mecédnica uno o varios métodos,
pero sabiendo que podrian ser ineficientes o, simplemente, no funcionar.

La mayoria de los métodos parten de xg, aproximacion inicial de z*,
a partir del cual se obtiene z1. A partir de z; se obtiene x5, después z3,
y asi sucesivamente se construye la sucesién {zx} con el objetivo, no
siempre cumplido, de que

lim Tk = z*.
k—o00

El proceso anterior es teéricamente infinito, y obtendria la solucién des-
pués de haber hecho un nimero infinito de calculos. En la practica el

proceso se detiene cuando se obtenga una aproximacién suficientemente
buena de z*. Esto querria decir que el proceso se detendria cuando

lxk —1'*, <eg,

para un ¢ dado. El anterior criterio supone el conocimiento de x*, que es
justamente lo buscado. Entonces se utiliza el criterio, éste si aplicable,

|f(zi) < e.

En la mayoria de los casos, cuanto maés cerca esté xo de z*, més rapida-
mente se obtendrd una buena aproximacién de z*.

Otros métodos parten de un intervalo inicial [ag,bg], en el cual se
sabe que existe una raiz x*. A partir de él, se construye otro intervalo
[@1,b1], contenido en el anterior, en el que también estd z* y que es de
menor tamaifio. De manera andloga se construye [ag, ba]. Se espera que
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' 12.1. METODO DE NEWTON

la sucesién formada por los tamaiios tienda a 0. Explicitamente,

z* [ao, bo],

(S
[ak+17bk+1] - [ak7bk]7 k=1,2,..,
¥ € [ak, bk], k=1,2,..,
klim (bk — ak) = 0.

En este caso, el proceso se detiene cuando se obtiene un intervalo sufi-
cientemente pequeno,
lbk — akl <e.

Cualquiera de los puntos del ultimo intervalo es una buena aproximacién
de z*.

12.1 Método de Newton

También se conoce como el método de Newton-Raphson. Dado xg,
se construye la recta tangente en (zo, f(zo)). El valor de z donde esta
recta corta el eje z es el nuevo valor x;. Ahora se construye la recta
tangente en el punto (z1, f(z1)). El punto de corte entre la recta y el eje
z determina xs...

y = f(z)

(o, f(x0))

(z1, f(x1))

I
|
!
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

T /71 Ty

Figura 12.1 Método de Newton.
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12.  SOLUCION DE ECUACIONES

En el caso general, dado zj, se construye la recta tangente en el
punto (‘Tka f(wk))’
y = f(zk)(z — zk) + fl2k).
Para y = 0 se tiene = zy41,

0 = f'(xx)(@rs1 — z&) + f(@k)-

Entonces

f(zx)
f'(zx)

Tk+1 = Tk — (12.1)

Ejemplo 12.1. Aplicar el método de Newton a la ecuacién z° — 3z* +
10z — 8 = 0, partiendo de xg = 3.

k Tk flxr) f'(zk)

.000000 .200000E+01  91.000000
. 758242 .589425E+00  47.587479
.640786 .381331E-01  32.171792
.611626 .892142E-02  28.848275
.609930 .590178E-04  28.660840
.609924 .698318E-09  28.660228
.609924  -2.838008E-15  28.660227

U WO
NN NNDDNDNDW
= P, DO o

N

Las raices reales del polinomio z° — 3z* + 10z — 8 son: 2.6099, 1.3566,
1. Tomando otros valores iniciales el método converge a estas raices. Si
se toma zg = 2.1, se esperaria que el método vaya hacia una de las raices
cercanas, 2.6099 o 1.3566 . Sin embargo, hay convergencia hacia 1.

k , f(zk) f'(zk)

0 2.100000 -4.503290e+00 -3.891500
1 0.942788 -1.97425%9e-01 3.894306
2 0.993484  -1.988663e-02 3.103997
3 0.999891  -3.272854e-04 3.001745
4 1.000000 -9.509814e-08 3.000001
5 1.000000 -7.993606e-15 3.000000

El método de Newton es muy popular por sus ventajas:

258



12.1. METODO DE NEWTON

= Sencillez.
= Generalmente converge.

# En la mayoria de los casos, cuando converge, 1o hace rapidamente.
También tiene algunas desventajas:

= Puede no converger.
= Presenta problemas cuando f'(zx) =~ 0.

» Requiere poder evaluar, en cada iteracién, el valor f'(z).

La implementacién del método de Newton debe tener en cuenta va-
rios aspectos. Como no es un método totalmente seguro, debe estar
previsto un nimero maximo de iteraciones, llamado por ejemplo maxit.
Para una precisién ¢¢, la detencién deseada para el proceso iterativo
se tiene cuando |f(zk)| < €f. Otra detencién posible se da cuando dos
valores de z son casi iguales, es decir, cuando |z — zx—1| < €,. Se
acostumbra a utilizar el cambio relativo, o sea, |xy — zx—1|/|zk| < €s.
Para evitar las divisiones por cero, se usa |z — zx-1]/(1 + |zk|) < &5.
Finalmente, siempre hay que evitar las divisiones por cero o por valo-
res casi nulos. Entonces, otra posible parada, no deseada, corresponde
a |f'(zx)| < €o. El algoritmo para el método de Newton puede tener el
siguiente esquema:

datos: x0, maxit, €y, €., €0
xk = x0
fx = f(xk), fpx = f'(xk)
para k=1,...,maxit
si |fpxl <¢gp ent salir
d = fx/fpx
xk = xk-§
fx = f(xk), fpx = f'(xk)
si |fx| <&y ent salir
si 161/(1+|xkl) <g, ent salir
fin-para k

Para la implementacién en C, es necesario determinar cémo se evalia
f y f'. Fundamentalmente hay dos posibilidades:
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12.  SOLUCION DE ECUACIONES

= Hacer una funcién de C para evaluar f y otra para evaluar f’.

» Hacer una funcién de C donde se evalie al mismo tiempo f y f’.

Cada una de estas posibilidades puede hacerse con nombres fijos para
las funciones o por medio de apuntadores a funciones. En el método de
Newton, en cada iteracién se calcula una vez f(z) y una vez f'(z).
Cuando se cambia f es necesario cambiar f’. Por razones de sencillez
en la escritura, la siguiente implementacién en C utiliza un nombre fijo
para una funcién donde al mismo tiempo se evalda f y f'.

double newton(double x0, int maxit, double epsF,
double epsX, double epsO, int &indic)

{
// Metodo de Newton para resolver f£(x) = 0.
//
// £(x) esta definida en fxfpx.
// Esta ultima funcion tambien calcula f’(x)
//

// indic valdra:

// 1 si | f(xk) | <= epsF

// 2 si | xk-xk1 I/( 1+ |xk| ) <= epsX

// 0 si | £2(xk ) | <= epsO

// 3 si en maxit iteraciones no se ha tenido
// convergencia

//

// Sea r el valor devuelto por newton.
// Si indic= 1, r es una buena aproximacion de una raiz
// Si indic= 2, r es una buena aproximacion de una raiz

// o0 el ultimo xk calculado.
// = 3, r es el ultimo xk calculado.
// =0, r es el ultimo xk calculado.

// x0 es una aproximacion inicial de la raiz.

int k;
double delta, xk, fx, fpx;

xk = x0;
fx = fxfpx(xk, fpx);
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12.1. METODO DE NEWTON

for( k=1; k<= maxit; k++){

if ( fabs(fpx) <= epsO ){
indic = 0O;
return xk;

}

delta = £x/fpx;

xk = xk - delta;

fx = fxfpx(xk, fpx);

if( fabs(fx) <= epsF ){

indic = 1;
return xk;
}
if ( fabs(delta)/( 1.0+fabs(xk) ) <= epsX ){
indic = 2;
return xk;
}
}
indic = 3;
return xk;
}
[ /= e e e
double fxfpx(double x, double &fpx)
{
// Calculo de f(x) y £’(x)
// Devuelve £(x)
// La variable fpx tendra el valor f£’(x)
double £fx;
// £(x) = x5 - 3x"4 + 10x - 8.
fx = X*x*x*x*x — 3.0*x*kx*x*x + 10.0%x - 8.0;
fpx = b5.0*x*x*x*x - 12.0*x*x*x + 10.0;
return fx;
}

La llamada a la funcién newton puede ser semejante a
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x = newton(3.0, 20, 1.0E-10, 1.0E-15, 1.0E-30, resul);
if( resul == 1)

12.1.1 Orden de convergencia

Definicién 12.1. Sea {z;} una sucesién de nimeros reales con limite
L. Se dice que la convergencia tiene orden de convergencia p, si p es
el mayor valor tal que el siguiente limite existe y es finito.

En este caso se dice que G es la tasa de convergencia. Cuando el orden
es 1, se dice que la convergencia es lineal.

Cuando el orden es 2, se dice que la convergencia es cuadratica.
De acuerdo con la definicién, lo ideal es tener érdenes altos con tasas
pequenas. Una convergencia lineal con tasa 1 es una convergencia muy
lenta; por ejemplo z; = 1/k. La convergencia de z; = 1/3* es maés
rapida, es lineal pero con tasa 1/3. La sucesién definida por zo = 4/5,
Tpt1 = w% tiene convergencia cuadratica.

Cuando se tiene una sucesién {z*} en R”, para la definicién del orden
de convergencia se usa

i zesr — LI
k—oo ||lzg — L|P

Teorema 12.1. Seana <b, I =la,b|, f: I =R, z* €I, f(z*) =0, f’
y [ existen y son continuas en I, f'(z*) # 0, {zx} la sucesidn definida
por 12.1. Si xg estd suficientemente cerca de x*, entonces

lim z, = 2%, (12.2)
k—o00
. |TEe1 — 2] [f"(x*)]
lim k1 721 AL 12.
P P R—— 21f'(z*)] (12.3)

La demostracion de este teorema estd en varios libros; por ejemplo,
en [Atk78] o en [Sch91]. El primer resultado dice que la sucesién converge
a z*. El segundo dice que la convergencia es cuadratica o de orden su-
perior. La frase “zq estd suficientemente cerca de x*, entonces...” quiere
decir que existe € > 0 tal que si zg € [z* — €,2* + ¢] C I, entonces...
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12.2. METODO DE LA SECANTE

A manera de comprobacién, después de que se calculé una raiz, se
puede ver si la sucesién muestra aproximadamente convergencia cua-
dratica. Sea e, = x — z*. La sucesién |eg|/|ex—1|? deberia acercarse
a |f"(z*)|/ (21f'(z"))). Para el ejemplo anterior |f"(z*)/(2/f'(z")]) =
16/(2 x 3) = 2.6666 .

k Tk lex] lexl/lex—11>
0 2.1000000000000001  1.100000e+00

1 0.9427881279712185 5.721187e-02 4.728254e-02
2 0.9934841559110774 6.515844e-03 1.9906666+00
3 0.9998909365826297  1.090634e-04 2.568844e+00
4 0.9999999683006239 3.169938e-08 2.664971e+00
5 0.9999999999999973  2.664535e-15 2.651673e+00

12.2 Meétodo de la secante

Uno de los inconvenientes del método de Newton es que necesita
evaluar f’'(z) en cada iteracién. Algunas veces esto es imposible o muy
dificil. Si en el método de Newton se modifica la férmula 12.1 reempla-
zando f’(xy) por una aproximacién

"z2) =~ ,
f(zx) P—
entonces se obtiene
flzp)(zk — 1)
T = X — 12.4
k1 " f k) — flme) (124)

En el método de Newton se utilizaba la recta tangente a la curva en el
punto (zk, f(zk)). En el método de la secante se utiliza la recta (secante)

que pasa por los puntos (zx, f(zx)) ¥ (zk-1, f(Tk-1))-
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(z1, f(1))

!
T2 T1 o

Figura 12.2 Método de la secante.

Ejemplo 12.2. Aplicar el método de la secante a la ecuacién z° — 324 +
10z — 8 = 0, partiendo de zg = 3.

k T f(@k)

0 3.000000 2.200000e+01
1 3.010000 2.292085be+01
2 2.761091 5.725624e+00
3 2.678210 2.226281e+00
4 2.625482 4.593602e-01
5 2.611773 5.317368e-02
6 2.609979 1.552812e-03
7 2.609925 5.512240e-06
8 2.609924 5.747927e-10
9 2.609924 -2.838008e-15

Mediante condiciones semejantes a las exigidas en el teorema 12.1
se muestra (ver [Sch91]), que el método de la secante tiene orden de

convergencia
1+v5

2
Como el método de la secante es semejante al método de Newton, en-

tonces tienen aproximadamente las mismas ventajas y las mismas des-
ventajas, salvo dos aspectos:

~ 1.618
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12.2. METODO DE LA SECANTE

» La convergencia del método de la secante, en la mayoria de los
casos, es menos rapida que en el método de Newton.

s El método de la secante obvia la necesidad de evaluar las derivadas.

El esquema del algoritmo es semejante al del método de Newton.
Hay varias posibles salidas, algunas deseables, otras no.

datos: x0, maxit, €y, €, €0
x1 =x0+ 0.1, £f0 = f(x0), f£f1 = f(x1)
para k=1,...,maxit

den = £1-f0

si |den| <gg ent salir

6 =f1*(x1-x0)/den

x2 = x1-6, £2 = £(x2)

si 1£2] <e; ent salir

si 161/(1+1x2|) <g,; ent salir

x0 = x1, £f0 = f1, x1 = x2, £f1 = £f2
fin-para k

Para la implementacién en C, la evaluacién de f(x) puede hacerse en
una funcién con nombre fijo o por medio de un apuntador a funcién. En
la siguiente implementacién la evaluacién de f(z) se hace en la funcién
con prototipo double f(double x); .

double secante(double x0, int maxit, double epsF,
double epsX, double eps0O, int &indic)

{
// Metodo de la secante para resolver f(x) = 0.
//
// £(x) esta definida en la funcion f

//

// indic valdra:

// 1 si | £(x2) | <= epsF

// 2 si | x2-x1 |/( 1+ |x2| ) <= epsX

// 0 si | £(x1) - £(x0) | <= epsO

// 3 si en maxit iteraciones no se ha tenido
// convergencia

//
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// Sea r el valor devuelto por secante.
// Si indic= 1, r es una buena aproximacion de una raiz
// 8i indic= 2, r es una buena aproximacion de una raiz

// o el ultimo x2 calculado.
// =3, r es el ultimo x2 calculado.
// = 0, r es el ultimo x2 calculado.

// x0 es una aproximacion inicial de la raiz.

int k;
double delta, x1, x2, £0, f1, £2, den;

x1 = x0 + 0.01;
f0 = f(x0);
f1 = £(x1);

for( k=1; k<= maxit; k++){
den = f1 - fO;
if( fabs(den) <= eps0O ){
indic = 0;
return x1;
}
delta = f1*(x1-x0)/den;
x2 = x1 - delta;

2 = £(x2);
if ( fabs(f2) <= epsF ){
indic = 1;
return x2;
}
if ( fabs(delta)/( 1.0+fabs(x2) ) <= epsX ){
indic = 2;
return x2;
}
x0 = x1; x1 =1x2; £f0 = £f1; f£f1 = £2;
}
indic = 3;
return x2;
}
Y

double f(double x)
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{

// Calculo de f(x)

// £f(x) = x°5 - 3x"4 + 10x - 8.

return x*x*xx*xx*x - 3.0%x*x*x*x + 10.0*%x - 8.0;
}

12.3 Método de la biseccion

Si la funcién f es continua en el intervalo [a,b], a < b, y si f(a) y
f(b) tienen signo diferente,

fla)f(b) <0,

entonces f tiene por lo menos una raiz en el intervalo. Este método ya
se vio en el capitulo sobre funciones.

Usualmente se define el error asociado a una aproximacién como
*
er = |Tx — 27|

En el método de la biseccién, dado el intervalo [ak, bk, ar < bk, no se
tiene un valor de zg. Se sabe que en [ag, bx] hay por lo menos una rafz.
Cualquiera de los valores en el intervalo podria ser . Sea Ejy el maximo
error que puede haber en la iteracion k,

er < By = by — ay.
Como el tamaiio de un intervalo es exactamente la mitad del anterior

1
by, — ax = §(bk—1 —ak-1),

by —ay = (%) (%) (bk—2 — ax—2).

by — ax = (—;—)k (bo — ap).
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Obviamente Fr, — 0y
Ey
Ex—

N =

1
== —
2

Esto quiere decir que la sucesién de cotas del error tiene convergencia
lineal (orden 1) y tasa de convergencia 1/2.

En el método de la biseccion se puede saber por anticipado el nimero
de iteraciones necesarias para obtener un tamano deseado,

IA

by — ag €,

(%)k (bo —a0) < &

A

k

N e
2 — by —ag
ok bo — ag
- E b
bo —

klog2 > log 0 ao’
€
log 2

Por ejemplo, si el tamano del intervalo inicial es 3, si € = 1.0E — 6,
entonces en k = 22 (> 21.52) iteraciones se obtiene un intervalo sufi-
cientemente pequefio.

12.4 Meétodo de Regula Falsi

Igualmente se conoce con el nombre de falsa posicién. Es una modi-
ficacién del método de la biseccién. También empieza con un intervalo
[ag, bo] donde f es continua y tal que f(ag) y f(bo) tienen signo diferente.

En el método de biseccién, en cada iteracidn, inicamente se tiene en
cuenta el signo de f(ax) y de f(bx), pero no sus valores: no se estd utili-
zando toda la informacién disponible. Ademas es de esperar que si f(ax)
estd mas cerca de 0 que f(by), entonces puede ser interesante considerar,
no el punto medio, sino un punto mas cercano a ag. De manera ansloga,
si f(bg) estd més cerca de 0 que f(ag), entonces puede ser interesante
considerar, no el punto medio, sino un punto m&s cercano a by.
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12.4. METODO DE REGULA FALSI

En el método de Regula Falsi se considera el punto donde la recta

que pasa por (ak, f(ak)), (bk, f(bg)) corta el eje z. Como f(ar) y f(bk)
tienen signo diferente, entonces el punto de corte ¢, queda entre ay y by.

; .
W Ok

Figura 12.3 Regula Falsi.

La ecuacion de la recta es:

y— fla) = LS

by — ak

ak)

Cuando y = 0 se tiene el punto de corte x = ¢y,

_ flak)(bk — ak)
(b)) — f(ax)

Esta férmula es semejante a la de la secante. Como f(ax) y f(bx) tienen
signo diferente, entonces f(bx) — f(ak) tiene signo contrario al de f(ag).
Entonces —f(ax)/(f(bx) — f(ax)) > 0. Usando de nuevo que f(ax) y
f(bk) tienen signo diferente, entonces |f(ax)|/|f(bx) — f(ak)| < 1. Luego
0 < —f(ak)/(f(bk) — f(ak)) < 1. Esto muestra que ay < ¢ < bg.

Partiendo de un intervalo inicial {ag, bo], en la iteracién k se tiene
el intervalo [ak,bx] donde f es continua y f(ax), f(bx) tienen diferen-
te signo. Se calcula ci el punto de corte y se tienen tres posibilidades
excluyentes:

ck = (12.5)
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s f(cx) = 0; en este caso ¢k es, aproximadamente, una raiz;

s f(ax)f(ckx) < 0; en este caso hay una raiz en el intervalo [ag, cx] =
[ak+1, brta];
s f(ax)f(ck) > 0; en este caso hay una raiz en el intervalo [cx, by] =

(k415 brt1)-

Ejemplo 12.3. Aplicar el método de Regula Falsi a la ecuacién x® —
3z* + 10z — 8 = 0, partiendo de [2,5].

k ar by flak)  f(bk) Ck fck)

0 2.000000 & -4.000000 1292 2.009259 -4.054857
1 2.009259 5 -4.054857 1292 2.018616 -4.108820
2 2.018616 5 -4.108820 1292 2.028067 -4.161744
3 2.028067 & -4.161744 1292 2.037610 -4.213478
4 2.037610 5 -4.213478 1292 2.047239 -4.263862
b 2.047239 5 -4.263862 1292 2.056952 -4.312734
10 2.096539 5 -4.489666 1292 2.106594 -4.528370
20 2.198548 5 -4.739498 1292 2.208787 -4.744664
30 2.298673 5 -4.594020 1292 2.308244 -4.554769
3356 2.609924 5 -0.000001 1292 2.609924 -0.000001

Como se ve, la convergencia es muy lenta. El problema radica en que
en el método de Regula Falsi no se puede garantizar que

lim (bk - ak) =0.
k—oo

Esto quiere decir que el método no es seguro. Entonces, en una imple-
mentacién, es necesario trabajar con un nimero maximo de iteraciones.

12.5 Modificaciéon del método de Regula Falsi

Los dos métodos, biseccién y Regula Falsi, se pueden combinar en
uno solo de la siguiente manera. En cada iteracién se calcula my y ck.
Esto define tres subintervalos en [ay, bx]. En por lo menos uno de ellos se
tiene una raiz. Si los tres subintervalos sirven, se puede escoger cualquie-
ra, o mejor alin, el de menor tamano. En un caso muy especial, cuando
my ¥ ¢ coinciden, se tiene simplemente una iteracién del método de
biseccién.
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En cualquiera de los casos

1
bp1 — Grq1 < §(bk — ag),
entonces
N
b —ak < (5) (bo — ao),

lo que garantiza que
lim (b — ax) = 0.
k—o0

Ejemplo 12.4. Aplicar la modificacién del método de Regula Falsi a la,
ecuacién z° — 3z + 10z — 8 = 0, partiendo de [2, 5].

k a b f(a) f(b) c f(c) m £ (m)
0 2.0000 5.0000 -4.00e+0 1.29e+3 2.0093 -4.0e+0 3.5000 1.0e+2
1 2.0093 3.5000 -4.05e+0 1.02e+2 2.0662 -4.4e+0 2.7546 5.4e+0
2 2.0662 2.7546 -4.36e+0 5.42e+0 2.3731 -4.2e+0 2.4104 -3.8e+0
3 2.4104 2.7546 -3.80e+0 5.42e+0 2.5523 -1.5e+0 2.5825 -7.4e-1
4 2.5825 2.7546 -7.44e—-1 5.42e+0 2.6033 -1.9e-1 2.6686 1.9e+0
5 2.6033 2.6686 -1.87e-1 1.88e+0 2.6092 -2.0e-2 2.6360 7.8e-1
6 2.6092 2.6360 -2.00e-2 7.84e-1 2.6099 -9.7e-4 2.6226 3.7e-1
7 2.6099 2.6226 -9.73e-4 3.72e-1 2.6099 -2.3e~5 2.6162 1.8e-1
8 2.6099 2.6162 -2.33e-5 1.83e-1 2.6099 -2.8e-7 2.6131 9.1le-2
9 2.6099 2.6131 -2.81e-7 9.10e-2 2.6099 -1.7e-9

La modificacién es mucho mejor que el método de Regula Falsi.
Ademas, el nimero de iteraciones de la modificacién debe ser menor
o igual que el nimero de iteraciones del método de biseccién. Pero para
comparar equitativamente el método de biseccién y la modificacién de
Regula Falsi, es necesario tener en cuenta el nimero de evaluaciones de

f(=).
En el método de biseccién, en k iteraciones, el niimero de evaluacio-
nes de f estd dado por:

Nhisec = 2 + Kbisec *
En la modificacién de Regula Falsi,
Nmodif = 2 + 2 Kmodif *
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12.6 Meétodo de punto fijo

Los métodos vistos se aplican a la solucién de la ecuacién f(z) = 0.
El método de punto fijo sirve para resolver la ecuacion

9(z) = x. (12.6)

Se busca un z* tal que su imagen, por medio de la funcién g, sea el
mismo z*. Por tal motivo se dice que z* es un punto fijo de la funcién
g.

La aplicacién del método es muy sencilla. A partir de un ¢ dado, se
aplica varias veces la férmula

Tr+1 = 9(Tk)- (12.7)

Se espera que la sucesién {z;} construida mediante (12.7) converja hacia
z*. En algunos casos el método, ademas de ser muy sencillo, es muy
eficiente; en otros casos la eficiencia es muy pequeiia; finalmente, en
otros casos el método definitivamente no sirve.

Ejemplo 12.5. Resolver z3 4+ z2 4+ 6z + 5 = 0. Esta ecuacién se puede
escribir en la forma

23 4+2*+5
-
Aplicando el método de punto fijo a partir de x9 = —1 se tiene:

g = -1
r; = -0.833333
rg = -0.852623
r3 = -0.851190
z4 = =-0.851303
r5s = -0.851294
rg = -0.851295
z7; = =-0.851295
rg = -0.851295

Entonces se tiene una aproximacion de una raiz, r* ~ —0.851295. En
este caso el método funcioné muy bien. Utilicemos ahora otra expresién
para = = g(x):

z34+6x+5
——
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Aplicando el método de punto fijo a partir de g = —0.851, muy buena
aproximacion de la raiz, se tiene:

To = -0.8510
T = -0.8488
T = -0.8294
r3 = -0.6599
T4 = 1.1415
5 = -11.6832
Tg = -142.0691
x7 = -2.0190e+4

En este caso se observa que, aun partiendo de una muy buena apro-
ximacién de la solucién, no hay convergencia. <

Antes de ver un resultado sobre convergencia del método de pun-
to fijo, observemos su interpretacién gréfica. La solucién de g(z) = =
estd determinada por el punto de corte, si lo hay, entre las graficas
y=9()y y==

Figura 12.4 Punto fijo.

Después de dibujar las dos funciones, la construccién de los puntos
zy, X2, T3... se hace de la siguiente manera. Después de situar el valor
xo sobre el eje x, para obtener el valor x;, se busca verticalmente la
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curva y = g(z). El punto obtenido tiene coordenadas (zg, g(zg)), o sea,
(zo,x1). Para obtener o = g(z1) es necesario inicialmente resituar z;
sobre el eje x, para lo cual basta con buscar horizontalmente la recta
= z para obtener el punto (z1,z;). A partir de este punto se puede
obtener z2 buscando verticalmente la curva y = g(z). Se tiene el punto
(z1,9(z1)), o sea, (z1,z2). Con desplazamiento horizontal se obtiene
(z2,z2). En resumen, se repite varias veces el siguiente procedimiento:
a partir de (zg,xr) buscar verticalmente en la curva y = g(x) el punto
(zk,xk+1), y a partir del punto obtenido buscar horizontalmente en la
recta y = x el punto (Tx4+1,Zry1). Si el proceso converge, los puntos
obtenidos tienden hacia el punto (z*, g(z*)) = (z*, z*).
Las figuras 12.5.a, 12.5.b, 12.5.c y 12.5.d muestran graficamente la
utilizacién del método; en los dos primeros casos hay convergencia; en
los otros dos no hay, aun si la aproximacién inicial es bastante buena.

/

g X1 23 T

Figura 12.5.a Método de punto fijo.
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|
1
T

S
o )] z* I3 Ty

Figura 12.5.b M¢étodo de punto fijo.

I
I
!
/ z* o X2 xr3 Ty

A

Figura 12.5.c Método de punto fijo.
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y = g(z) y=z

I
]
I
|
I
I
|
!

T3 T1 T*To Tz \T4

Figura 12.5.d M¢étodo de punto fijo.

En seguida se presentan dos teoremas (demostracién en [Atk78]) so-
bre la convergencia del método de punto fijo; el primero es méas general
y maés preciso, el segundo es una simplificacién del primero, de més facil
aplicacién para ciertos problemas.

Teorema 12.2. Sea g continuamente diferenciable en el intervalo [a, b|,
tal que

9([a,b]) < [a,b],
l9'(z)] < 1, para todo = € [a,b].

Entonces existe un tinico x* en [a,b] solucion de x = g(z) y la iteracion
de punto fijo (12.7) converge a z* para todo xg € [a,b).

Teorema 12.3. Sea x* solucidn de x = g(z), g continuamente diferen-
ciable en un intervalo abierto I tal que z* € I, |¢'(z*)] < 1. Entonces
la iteracion de punto fijo (12.7) converge a z* para todo g suficiente-
mente cerca de T*.

El caso ideal (la convergencia es més réapida) se tiene cuando ¢’(z*) =~ 0.

En los dos ejemplos numéricos anteriores, para resolver z3+z2+6z+
5 =0, se tiene: z = g(x) = — (23 + 2% + 5)/6, ¢/(—0.8513) = —0.0786.
Si se considera z = g(z) — (z3 +6x+5)/z, ¢'(—0.8513) = 8.6020. Estos
resultados numéricos concuerdan con el iltimo teorema.
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12.6. METODO DE PUNTO FLIJO

Dos de los ejemplos graficos anteriores muestran justamente que
cuando |¢'(z*)| < 1 el método converge.

Ejemplo 12.6. Resolver z2 = 3, o sea, calcular /3.

2 = 3,
?+z2 = 2243,
s = z? +3
2z
x+3/z
r = 5
rg = 3
Ty = 2
o = 1.75000000000000
r3 = 1.73214285714286
x4 = 1.73205081001473
5 = 1.73205080756888
g = 1.73205080756888

Se observa que la convergencia es bastante rapida. Este método es
muy utilizado para calcular raices cuadradas en calculadoras de bolsillo
y computadores.

Aplicando el teorema 12.3 y teniendo en cuenta que ¢'(z*) = ¢'(v/3)
=1/2 — 1.5/2*% = 0, se concluye rapidamente que si z° est4 suficiente-
mente cerca de /3, entonces el método converge.

La aplicacién del teorema 12.2 no es tan inmediata, pero se obtiene

informacién més detallada. La solucién ests en el intervalo [2, 3]; consi-
deremos un intervalo ain més grande: I = [1+¢,4] con 0 <e < 1.

g(l) = 2,
g(4) = 2.375,
gy = L_ 3
g(V3) = 0,
gl(l) = -1,
o - 13
3
'@ =
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Entonces ¢”(z) > 0 para todo z positivo. Luego ¢'(x) es creciente para
z > 0. Como ¢’(1) = —1, entonces —1 < ¢’(1+¢). De nuevo por ser ¢'(x)
creciente, entonces —1 < ¢/(x) < 13/32 para todo z € I. En resumen,
|¢’(z)| <1 cuando z € I.

Entre 1+¢ y +/3 el valor de ¢/(x) es negativo. Entre v/3 y 4
el valor de ¢’(x) es positivo. Luego g decrece en {1 + £,v/3] y crece en
[v3,4]. Entonces g([1 +¢,V3]) = [g(1 +¢),V3] C [2,V3] y 9([v3,4]) =
[v/3,2.375]. En consecuencia g(I) = [v/3,2.375] C I. Entonces el método
de punto fijo converge a z* = v/3 para cualquier z €]1, 4]. Este resultado
se puede generalizar al intervalo [1 4 &,b] con b > /3.

Si se empieza con zg = 1/2, no se cumplen las condiciones del teore-
ma; sin embargo, el método converge. <

12.6.1 Meétodo de punto fijo y método de Newton

Supongamos que ¢ # 0 es una constante y que z* es solucién de la
ecuacién f(z) = 0. Esta se puede reescribir

cf(z),
z +cf(z) = g(z). (12.8)

Si se desea resolver esta ecuacién por el método de punto fijo, la conver-
gencia es m4s rapida cuando ¢’(z*) = 0, o sea,

l+cf'(z') = 0,

. 1
fi(*)
Entonces al aplicar el método de punto fijo a (12.8), se tiene la fé6rmula
f(zx)
T4+l = Tk — e (12.9)
f'(z*)

Para aplicar esta férmula se necesitaria conocer f'(z*) e implicitamente
el valor de z*, que es precisamente lo que se busca. La férmula del método
de Newton, (12.1), puede ser vista simplemente como la utilizacién de
(12.9) reemplazando f'(z*) por la mejor aproximacién conocida en ese
momento: f'(zg).
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12.7 Meétodo de Newton en R"

Consideremos ahora un sistema de n ecuaciones con n incégnitas;
por ejemplo,

m%+x1x2+x3—3 =0
2rx1 +3x023—5 = 0 (12.10)
(zy + 22 + .'L'g)2 —10z3+1 = 0.

Este sistema no se puede escribir en la forma matricial Az = b; entonces
no se puede resolver por los métodos usuales para sistemas de ecuaciones
lineales. Lo que se hace, como en el método de Newton en R, es utili-
zar aproximaciones de primer orden (llamadas también aproximaciones
lineales). Esto es simplemente la generalizacién de la aproximacién por
una recta.

Un sistema de n ecuaciones con n incégnitas se puede escribir de la
forma

Fl(xl,xg,...,a:n) = 0
Fo(z1,29,...,25) = 0

Fn(.’L'l,iL'z,...,l'n) = Oa

donde cada F; es una funcién de n variables con valor real, o sea, F; :
R™ — R. Denotemos x = (1, Z2,...,Zn) ¥

Fl(CL‘)
Fy(x)
(@) =

Fn(a:)

Asi F' es una funcién de variable vectorial y valor vectorial, F' : R® —
R™, y el problema se escribe de manera muy compacta:

F(z) =0. (12.11)

Este libro esta dirigido principalmente a estudiantes de segundo semes-
tre, quienes todavia no conocen el cédlculo en varias variables, entonces
no habré una deduccién (ni formal ni intuitiva) del método, simplemente
se verda como una generalizacién del método en R.
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12.7.1 Matriz jacobiana

La matriz jacobiana de la funcién F : R* — R”, denotada, por Jp(Z)
o por F'(Z), es una matriz de tamafio n x n, en la que en la i-ésima fila
estan las n derivadas parciales de F},

[ oF . oR, OF, , . |
8—:51(w) 6—1,2(93) e 5‘3;(3?)
3F2 an 8F2
(@) =) -+ —(2)
Jp(z) = F'(z) = Oz, Orq oz,
OF, oF, OF,
| 72, () Tu(x) E(l‘) |

Para las ecuaciones (12.10), escritas en la forma F(z) =0,

2x1 + 29 x 1
F'(z) = 2 3z3 32
2(xy + 20 + z3) 2(x1 +zo+ z3) 2(z1 +x9 + x3) — 10

1 2 1
F'(2,-3,4) = 2 12 -9
6 6 —4

12.7.2 Férmula de Newton en R"
La férmula del método de Newton en R,

f(zk)

L= R f'(zk)’

se puede reescribir con superindices en lugar de subindices:

k+1 _ f(xk)
$+1—(Ek—m.
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De nuevo, es simplemente otra forma de escribir

o+ = ok (k)T ().
Esta expresion si se puede generalizar

gkt = gk — F'(zF) 1R (2F). (12.12)
Su interpretacién, muy natural, aparece a continuacién. Sea z*, un vec-

tor de n componentes, solucién del sistema (12.11). Dependiendo de la
conveniencia se podréa escribir

*
I

T3

* E * *
z* = (z3, 25, ..., Zp,) ) =

*

x'ﬂ

El método empieza con un vector z° = (9,23, ...,29), aproximacién

inicial de la solucién z*. Mediante (12.12) se construye una sucesién
de vectores {zF = (z¥,z%,...,zk)} con el deseo de que z¥ — z*. En
palabras, el vector x*¥*1 es igual al vector z*¥ menos el producto de la
inversa de la matriz jacobiana F'(z*) y el vector F(z*). Para evitar el
célculo de una inversa, la férmula se puede reescribir

d* = —F'(z*)7'F(F)
AR L

Premultiplicando por F’(z*)

F/(il:k)dk — —-F’(ivk)Fl(.’L‘k)—lF(xk),
Fl(z¥Yd* = —F(z).

En esta dltima expresién se conoce (o se puede calcular) la matriz F’(z*).
También se conoce el vector F(z*). O sea, simplemente se tiene un
sistema de ecuaciones lineales. La solucién de este sistema es el vector
d*. Entonces las férmulas para el método de Newton son:

resolver F'(zF)d* —F(z*), (12.13)
gt = g4 gk
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Ejemplo 12.7. Resolver el sistema

x§+x1m2+m3—3 =0
21 +3x323—5 = 0
(x1 4+ 22+ 23)2 —1023+1 = 0

a partir de 20 = (2, -3, 4).

-1 1 2 1

F(z%) = | —37 , Fla®) =12 12 -9

—30 6 6 —4
1 2 1 d? —-17 2.5753
resolver | 2 12 -9 d | =—| -37 , d= 0.5890
6 6 —4 d3 -30 | —2.7534

2 2.5753 [ 4.5753

et=| -3 [+ | 05890 | =| —-2.4110

4 —2.7534 1.2466
8.1494 6.7397 4.5753  1.0000
F(z') = | —4.8656 , F'(z') = | 2.0000 3.7397 —7.2329
0.1689 6.8219 6.8219 —3.1781

6.7397 4.5753 1.0000 ][ d} 8.1494 [ —4.4433
2.0000 3.7397 —7.2329 || d) | =— | —4.8656 |, d' =| 4.6537

6.8219 6.8219 —3.1781 || d3 | 0.1689 0.5048
4.5753 [ —4.4433 0.1321 ]
z2=| —24110 | + 46537 | = | 2.2428
1.2466 0.5048 1.7514 |

A continuacién se presentan los resultados de F(z¥), F'(z*), d*, z*+1.
k=2

-

[ —0.9350 [2.5069 0.1321 1.0000]7 [ 0.65137 [0.7833]
7.0481 |, | 2.0000 5.2542 6.7283 |, | —0.8376 |, | 1.4052
0.5116 | | 8.2524 8.2524 —1.7476 | | —0.5870 | | 1.1644 |

k=3

[ —0.12137 [2.9718 0.7833 1.00007 [ 0.18247 [0.9658 ]
1.4751 |, | 2.0000 3.4931 4.2156 |, | —0.3454 |, | 1.0598
0.5981 | [ 6.7057 6.7057 —3.2943 | | —0.1502 | | 1.0141 |
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k=4
—0.0297 2.9913 0.9658 1.0000 0.0335 0.9993
0.1557 [, | 2.0000 3.0424 3.1793 |, | —0.0587 [, [ 1.0011
0.0981 6.0793 6.0793 —3.9207 —0.0139 1.0002
k=5
—0.0008 2.9997 0.9993 1.0000 0.0007 1.0000
0.0025 |, | 2.0000 3.0006 3.0033 |, | —0.0011 }, | 1.0000
0.0015 6.0012 6.0012 —3.9988 —0.0002 1.0000
0 1
F%~ | 0| , luego z*~ | 1]. <
0 1
Ejercicios

Trate de resolver las ecuaciones propuestas, utilice métodos diferen-
tes, compare sus ventajas y desventajas. Emplee varios puntos iniciales.
Busque, si es posible, otras raices.

12.1 22 +222+32x+4=0.
12.2 234222 -3z —-4=0.
12.3 2* — 423+ 622 -4z +1=0.
124 z* — 423 +622 - 42z —-1=0.

125 24— 423 +622 —42+2=0.

12.6
3r—6 _z- 2
2 241
cos(x)2+ T2 + L3 _8—o.
¢+ + 10
e® + 2

12.7 ( )12

(141
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12. SOLUCION DE ECUACIONES

12.8 z? — 7129+ 327 — 429+ 10 =0,
—22% + z3 + 3129 — 477 + 5y — 42 = 0.

12.9 z; 4z 4+ 22129 — 31 =0,
6x1 + 5x9 + 3z129 — T4 = 0.
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13

Interpolaciéon y
aproximacion

En muchas situaciones de la vida real se tiene una tabla de valores
correspondientes a dos magnitudes relacionadas; por ejemplo,

| Ano | Poblacién ]

1930 3425
1940 5243
1950 10538
1960 19123
1970 38765
1980 82468
1985 91963
1990 103646
1995 123425

De manera mds general, se tiene una tabla de valores

zo | f(xo)
1 | f(x1)
za | f(za)

7 [ 7@
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13.  INTERPOLACION Y APROXIMACION

y se desea obtener una funcion f, sencilla y facil de calcular, aproxi-
macién de f, o en otros casos, dado un Z, se desea obtener f(Z) valor
aproximado de f(Z).

Y

Figura 13.1

Los valores f(x;) pueden corresponder a:

= Datos o medidas obtenidos experimentalmente.

» Valores de una funcién f que se conoce pero tiene una expresion
analitica muy complicada o de evaluacién dificil o lenta.

» Una funcién de la que no se conoce una expresién analitica, pero se
puede conocer f(z) como solucién de una ecuacién funcional (por
ejemplo, una ecuacién diferencial) o como resultado de un proceso
numeérico.

Cuando se desea que la funcién f pase exactamente por los puntos
conocidos,

se habla de interpolacién o de métodos de colocacién.

Figura 13.2
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13.1. INTERPOLACION

En los demés casos se habla de aproximaciéon. En este capitulo se
verd aproximacién por minimos cuadrados.

Figura 13.3

13.1 Interpolacion

En el caso general de interpolacién se tiene un conjunto de n puntos
(z1,%1), (z2,¥2), -y (Tn,yn) con la condicién de que los z; son todos
diferentes. Este conjunto se llama el soporte. La funcién f, que se desea
construir, debe ser combinacién lineal de n funciones llamadas funciones
de la base. Supongamos que estas funciones son ¢, @2, ..., ¥,. Entonces,

f(l') = al‘Pl(x) + a2902($) +---+ an‘/’n(m)'

Como las funciones de la base son conocidas, para conocer f basta co-
nocer los escalares ay, ag, ..., an.

Las funciones de la base deben ser linealmente independien-
tes. Sin > 2, la independencia lineal significa que no es posible que una
de las funciones sea combinacién lineal de las otras. Por ejemplo, las
funciones @1 (z) = 4, p2(z) = 622 — 20 y @3(x) = 222 no son linealmente
independientes.

Los escalares a1, ag, ..., a, se escogen de tal manera que f(z;) = y;,
para i = 1,2,...,n. Entonces

a1p1(z1) + agpa(z1) + - + anpn(T1) = 91
a1p1(z2) + agpa(r2) + -+ + anpn(z2) = Y2

a101(Tn) + a22(Tn) + -+ + ann(Tn) = Yn
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13. INTERPOLACION Y APROXIMACION

Las m igualdades anteriores se pueden escribir matricialmente:

e1(z1) w2(z1) -+ palz1) ai N
p1(z2) @2(z2) -+ pn(z2) az | _ | v
$1 (xn) Y2 (xn) Tt ‘Pn(xn) a'n y.n

De manera compacta se tiene
ba=y. (13.1)

La matriz ® es una matriz cuadrada n X n, a es un vector columna
n X 1, y es un vector columna n X 1. Son conocidos la matriz ® y el
vector columna y. El vector columna a es el vector de incégnitas. Como
las funciones de la base son linealmente independientes, entonces las
columnas de ® son linealmente independientes. En consecuencia, ® es
invertible y (13.1) se puede resolver (numéricamente).

Ejemplo 13.1. Dados los puntos (—1,1), (2,—2), (3,5) y la base for-
mada por las funciones ¢;(z) = 1, pa(x) = x, w3(x) = %, encontrar la
funcién de interpolacién.

Al plantear ®a = y, se tiene

1 -1 1 ai 1
1 2 4 ay | =1 -2
1 39 as 5
Entonces
—4
a=| -3 |, flz)=—4-3z+222
2

que efectivamente pasa por los puntos dados. <

Ejemplo 13.2. Dados los puntos mismos (—1,1), (2,-2), (3,5) y la
base formada por las funciones ¢;(z) = 1, po(z) = €%, p3(z) = %,
encontrar la funcién de interpolacion.

Al plantear ®a = y, se tiene

1 0.3679 0.1353 al 1
1 73891 54.5982 ap | = | —2
1 20.0855 403.4288 as 5
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13.2. INTERPOLACION DE LAGRANGE

Entonces
—1.2921 3
a= | —0.8123 , f(z)=1.2921 — 0.8123¢" + 0.049662’”,
0.0496

que efectivamente también pasa por los puntos dados. <

13.2 Interpolacion de Lagrange

En la interpolacién de Lagrange la funcién f que pasa por los puntos
es un polinomio, pero el polinomio se calcula sin resolver explicitamente
un sistema de ecuaciones. Més precisamente, dados n + 1 puntos

(anyO)a (xlvyl)» (12,92), ceey (mmyn),

donde y; = f(z;) = fi, se desea encontrar un polinomio p € P, (el con-
junto de polinomios de grado menor o igual a n), que pase exactamente
por esos puntos, es decir,

Por ejemplo, se desea encontrar un polinomio de grado menor o igual a
2 que pase por los puntos

(—1,1), (2,-2), (3,5).

Los valores x; deben ser todos diferentes entre si. Sin perder generalidad,
se puede suponer que o < T1 < T3 < -+ < Tp.

El problema 13.2 se puede resolver planteando n + 1 ecuaciones con
n + 1 incégnitas (los coeficientes del polinomio). Este sistema lineal se
puede resolver y se tendria la solucién. Una manera mas adecuada de
encontrar p es por medio de los polinomios de Lagrange.

13.2.1 Algunos resultados previos

Teorema 13.1. Seap € P,,. Si existen n+1 valores diferentes xg, 1, 2,
.oy Tp, tales que p(z;) = 0 Vi, entonces p(xz) = 0 Vz, es decir, p es el
polinomio nulo.
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13. INTERPOLACION Y APROXIMACION

Teorema 13.2. Teorema del valor medio. Sea f derivable en el
intervalo [a,b], entonces eziste c € [a,b] tal que

f(®) — f(a)
b—a

Corolario 13.1. Si f(a) = f(b) = 0, entonces existe ¢ € [a,b] tal que

f'(c) = 0.

= f'(0).

13.2.2 Polinomios de Lagrange
Dados n + 1 valores diferentes xg, z1, 22, ..., Zn, se definen n + 1 po-
linomios de Lagrange Lo, L1, Lo, ..., L, de la siguiente manera:

n

H (x — ;)

= Oz;ék

H (T — =)

i=0,ik

(13.3)

Li(z) =

La construccién de los polinomios de Lagrange, para los datos del iltimo

ejemplo g = —1, 1 = 2, zo = 3, da:
Lo(z) = ((1—232 3)3) = _152x+6’
b = Gy -
b = Gy =

Es claro que el numerador de (13.3) es el producto de n polinomios de
grado 1; entonces el numerador es un polinomio de grado, exactamente,
n. El denominador es el producto de n nimeros, ninguno de los cuales
es nulo, luego el denominador es un nimero no nulo. En resumen, L es
un polinomio de grado n.

Reemplazando se verifica que Lj se anula en todos los xz;, salvo en xg,
0 si i#k,
(i) = { 1 si i=k. (13.4)
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13.2. INTERPOLACION DE LAGRANGE

En el ejemplo, La(—1) =0, La(2) =0, L2(3) = 1.

Con los polinomios de Lagrange se construye inmediatamente p,
n
p) = ykLi(z). (13.5)
k=0

Por construccion p es un polinomio en P,,. Reemplazando, facilmente se
verifica 13.2.

Para el ejemplo,
p(z) = LLo(z) — 2L1(z) + 5La(x) = 22° — 3z — 4.

Ejemplo 13.3. Encontrar el polinomio, de grado menor o igual a 3, que
pasa por los puntos

(-1,1), (1,-5), (2,-2), (3,5).

(z-1)(z—-2)(z—-3)  z®—-622+11z-6

L@ = oy —a@-9 - —24 ’
L) = m3—4x1+x+6’
Lo(@) = ac3—3m_23—x+3’
La(z) = x3—2x28—a:+2,,

p(z) = 202 -3z-4. ¢

En la préctica se usa la interpolaciéon de Lagrange de grado 2 o 3,
maximo 4. Si hay muchos puntos, éstos se utilizan por grupos de 3 o 4,
maximo 5 puntos.

13.2.3 Existencia, unicidad y error

El polinomio p € P, existe puesto que se puede construir. Sea ¢ € P,
otro polinomio tal que

gzi)=vy, 1=0,1,2,...,n.

Sea r(x) = p(z) — g(x). Por construccién, r € Py, ademds r(z;) =0, ¢ =
0,1,2,n, o sea, r se anula en n + 1 valores diferentes, luego r(z) = 0, de
donde ¢(z) = p(z).
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13. INTERPOLACION Y APROXIMACION

Teorema 13.3. Sean xg, z1, Z2, ..., T, Teales distintos; t un real; I,
el menor intervalo que contiene a xg, Ty, T2, ..., Tn, t; [ € CZH (f
tiene derivadas continuas de orden 0, 1, 2, ..., n+ 1); p, el polinomio
de grado menor o igual a n que pasa por los n + 1 puntos (zo, f(z0)),
(z1, f(21)), --vy (Tn, f(zn)). Entonces E(t), el error en t, estd dado por:

E(t) = f(t)=pa(t) = (t—z0)(t—21) -+ - (t—2a) fPFTV(€)/(n+1)! (13.6)
para algin & € 1.

Demostracion. Sit = x; para algun i, entonces se tiene trivialmente el
resultado. Supongamos ahora que t ¢ {zo, 21,2, ..., Zn}. Sean

®(z) = (z—z0)(z—21) (T —T0n),

Glz) = E(m)—'i((f))E(t).
Entonces
G e Cpt,
Gla) = Bla) - G B () =0
Gt) = E(t)—%ﬁ;(t):o.

Como G tiene por lo menos n + 2 ceros en I, aplicando el corolario del
teorema del valor medio, se deduce que G’ tiene por lo menos n+ 2 — 1
ceros en I;. Asi sucesivamente se concluye que G(™t1) tiene por lo menos
un cero en I;. Sea £ tal que

G+ (g) = 0.
De acuerdo con las definiciones

Emt)(g) = f0(z) - ptD(z) = (),
<I>("+1)(:E) — (n+1)!’

G(n+1)(l‘) — gntl) (x) — g(gh—é)—)&—QE(t),
G+ (z) = f(”"‘l)(x) — %%;—)—' (1),
G("+1)(§) — f("+1)(§) — (n(;(-t;)!E(t) =0.

292



13. INTERPOLACION Y APROXIMACION

Teorema 13.3. Sean xg, x1, T2, ..., T, reales distintos; t un real; I,
el menor intervalo que contiene a g, T1, T2, ..., Tn, t; [ € CZH (f
tiene derivadas continuas de orden 0, 1, 2, ..., n+ 1); p, el polinomio
de grado menor o igual a n que pasa por los n + 1 puntos (zg, f(zo)),
(z1, f(21)), -ovy (Tn, f(zn)). Entonces E(t), el error en t, estd dado por:

E(t) = f(t)—pa(t) = (t—z0)(t—21) - -+ (t—22) fPTV(€)/(n+1)! (13.6)
para algin & € I.

Demostracion. Si t = x; para algun ¢, entonces se tiene trivialmente el
resultado. Supongamos ahora que t ¢ {zg,z1,Z2, ..., Zp}. Sean

o(z) = (z—=zo)(z—x1) (T —2n),

Glz) = E(z)—z((j))E(t).
Entonces
G e Cpt,
Glw) = Elw) - G B®) =0,
Gt) = E(t)—%ﬁ;(t):o.

Como G tiene por lo menos n + 2 ceros en I;, aplicando el corolario del
teorema del valor medio, se deduce que G’ tiene por lo menos n +2 — 1
ceros en I;. Asi sucesivamente se concluye que G("*1) tiene por lo menos
un cero en I;. Sea £ tal que

Gt (g) = 0.
De acuerdo con las definiciones

E@(z) = f0 (@) — pl* (@) = £ (),
2" (@) = (n+1),

G(n+1)($) — gt (z) — %E(ﬂ,
G(n+1)(x) _ f(n+1)(x) - % (1),
G+ & = f(n+1)(€) - (nqj(_t;)!E(t) =0.
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13,.3. DIFERENCIAS DIVIDIDAS DE NEWTON

Entonces ()
E(t) = mf(n+1)(€)~

13.3 Diferencias divididas de Newton

Esta es una manera diferente de hacer los cdlculos para la interpola-
cién polinémica. En la interpolacién de Lagrange se construye explicita-
mente p, es decir, se conocen sus coeficientes. Por medio de las diferencias
divididas no se tiene explicitamente el polinomio, pero se puede obtener
facilmente el valor p(x) para cualquier z.

Supongamos de nuevo que tenemos los mismos n + 1 puntos,

(z0, fo), (z1,f1), (x2, f2)s - -y (Tn-1,fn-1)s (ZTn, fn)-

Con ellos se obtiene p, € P,. Si se consideran tinicamente los primeros
7 puntos

(0, fo), (x1,f1), (%2, f2), .-+, (Tn-1, fn-1),
se puede construir p,_1 € Pn_;. Sea c(z) la correccién que permite pasar
de py—1 a Py,
P(z) = pn-1(2) + c(z), es decir, c(z) = pn(z) — pp-1(2).
Por construccién, ¢ es un polinomio en P,. Ademés,
c(z;) = pn(®i) — Pn_1(z;) =0, ¢=0,1,2,....n — 1.

La férmula anterior dice que c¢ tiene n raices diferentes xg, 1, ..., Zn-1,
entonces

c(z) = an(z — zo)(z — 21 ) (T — 22) - (T — Tp—1)-

f(zn) = p(zn) = Pn-1(Tn) + c(xn),
f(@n) = pn-1(xn) + an(Tn — 20)(ZTn — T1)(Tn — 22) -+ (Tn — Tn—1).
De la ltima igualdad se puede despejar «,,. Este valor se define como

la diferencia dividida de orden n de f en los puntos xg, =1, T2, ..., Tn.
Se denota

f(xn) - pn—l(xn)

Tn — 20)(Tn — T1)(Tn — T2) - - (Tp — xn—l).

qp = f[wo,wl,...,xn] = (
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13. INTERPOLACION Y APROXIMACION

El nombre diferencia dividida no tiene, por el momento, un significado
muy claro; éste se verd mas adelante. Una de las igualdades anteriores
se reescribe

Pn(T) = pr_1(z) + flzo, 21, .., Tn)(z —zo)(x —21) - - (T —Tp—1). (13.7)

Esta férmula es la que se utiliza para calcular p,(z), una vez que se sepa
calcular, de manera sencilla, f[zo, 1, ..., Zn]-

= Para calcular p(z), se empieza calculando po(z).

A partir de po(z), con el valor f[zo,z1], se calcula p1(z).

A partir de p;(z), con el valor f[zo,z1,x2], se calcula pa(z).

A partir de pa(z), con el valor f[zg, 1,2, z3], se calcula p3(x).

A partir de p,_;1(x), con el valor f[zg,z1, ..., 2y, se calcula p,(z).

Obviamente
po(z) = f(zo). (13.8)
Por definicién, consistente con lo visto antes,
flzo] = f(z0),
que se generaliza a
flzd] = f(zi), Vi. (13.9)

Las demés diferencias divididas se deducen de (13.7),

pi(z) = po(z) + flzo, z1](z — Z0),
p1(x) —po(:L‘)_

Tlo, 2 T — T
Para z = 71,
flzo, 1] = pl(x;z:iz(xl)’
flzo,z1] = w
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13.3. DIFERENCIAS DIVIDIDAS DE NEWTON

La anterior igualdad se generaliza a

f[mi,xiﬂ] = W (13.10)
Deduccién de f[zg, z1, 2] :
pa(x) = pi(x) + flro, z1, z2)(z — 20)(x — 21),

eoanl = USRS

T =
p2(x2) — p1(z2)
(zg — xo)(22 — 1)’
.f.0.(332 — 1) — f1(z2 — x0) + fa(z1 — T0)

flzo,z1, 2] = (zg — x1)(z2 — z0) (21 — Z0) .

flxo,z1,22] =

Por otro lado,

fo—fh  h-1
f[ml,wz] - f[ﬂfo,ml] _ T9—IT] X1 —X9
Xo — XIg o o — X0 ’
flz,xo] — flwo, 2] folwa — 1) — filma — 20) + folz1 — 7o)
9 — Xo (w2 - 331)(172 - wo)(ml - 3?0)
Luego
flzo, x1,22) = fley, zal - f[mo,:vl].
o — X
Generalizando,
flzis Tig1, Tiyo) = f[miﬂ’xiﬂ] —~ f[mi’miﬂ]- (13.11)
Tiy2 — T4

La generalizacién para diferencias divididas de orden j es:

f@i Tig 1y o, Tigg] = Jlzie o Tig] = [0 o Tirg] (13.12)
Litj — T

Las férmulas anteriores dan sentido al nombre diferencias divididas.
Cuando no se preste a confusién, se puede utilizar la siguiente notacién:

D]f[:l),] = f[xi,mH_l, ..‘,CL‘i_;_j]- (13.13)
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Entonces

13. INTERPOLACION Y APROXIMACION

Dflzs] = f(zi),

Dflz;] = D*flz;] =

Dflz;] =

D flz] =

DOf[z;11] — DO flz;]

i1l — X4
D flzi11] — D! flzi]
Tiv2 — T4

DI flmiy] — DI flay)
Titj — Ti

13.3.1 Tabla de diferencias divididas

b

7

(13.14)
(13.15)

(13.16)

(13.17)

Para ejemplos pequeiios, hechos a mano, se acostumbra, construir la

tabla de diferencias divididas, la cual tiene el siguiente aspecto:

i fi fli,miqa]  flTe Tigr, Tve] f[T0, Tig1, Tigo, Tigs)
zo  Jfo

flzo, 1]
r1 fi flzo, z1, x2]

flzy, z2] flzo, z1, 2, x3]
2 fa flxy, zo, 23]

flze, x3] flz1, x2, 3, T4]
3 f3 flza, x3, 24

flxs, z4]
T4 f4

En la tabla anterior, dados 5 puntos, estan las diferencias divididas
hasta de orden 3. Claro estd, se hubiera podido calcular también la
diferencia dividida de orden 4, que estaria colocada en una columna
adicional a la derecha.

La elaboracién de la tabla es relativamente sencilla. Las dos prime-
ras columnas corresponden a los datos. La tercera columna, la de las
diferencias divididas de primer orden, f[z;,z;+1], se obtiene mediante la
resta de dos elementos consecutivos de la columna anterior dividida por
la resta de los dos elementos correspondientes de la primera columna.
Por ejemplo, f[zs,z4] = (fs— f3)/(z4 — x3). Obsérvese que este valor se
coloca en medio de la fila de f3 y de la fila de f;.
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13.3. DIFERENCIAS DIVIDIDAS DE NEWTON

Para el cédlculo de una diferencia dividida de segundo orden, cuar-
ta columna, se divide la resta de dos elementos consecutivos de la co-
lumna anterior por la resta de dos elementos de la primera columna,
pero dejando uno intercalado. Por ejemplo, flz1,z2, 3] = (flz2, z3] —
fley, za])/ (x5 — 71).

Para el célculo de una diferencia dividida de tercer orden, quinta
columna, se divide la resta de dos elementos consecutivos de la colum-
na anterior por la resta de dos elementos de la primera columna, pero
dejando dos intercalados. Por ejemplo, f[xo, 21, x2, 23] = (flz1, 22, 23] —
flzo, z1,22])/ (23 — T0).

Ejemplo 13.4. Construir la tabla de diferencias divididas, hasta el or-
den 3, a partir de los seis puntos siguientes:

(0, 0, (0.5, 0.7071), (1, 1), (2, 1.4142), (3, 1.7321), (4, 2).

T fi  Dflzi)  D3f[zi] D’flzi]
0 0.0000
1.4142
5 0.7071 —0.8284
0.5858 0.3570
1 1.0000 —0.1144
0.4142 0.0265
2 1.4142 —0.0482
0.3179 0.0077
3 1.7321 —0.0250
0.2679
4 2.0000

El valor 1.4142 es simplemente (0.7071—0)/(0.5—0). El valor 0.2679
es simplemente (2 — 1.7321)/(4 — 3). El valor —0.1144 es simplemente
(0.4142 — .5858)/(2 — .5). El valor 0.0077 es simplemente (—0.0250 —
—0.0482)/(4 - 1). ©

El esquema algoritmico para calcular la tabla de diferencias divididas
hasta el orden m es el siguiente:
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13. INTERPOLACION Y APROXIMACION

para i =0,...,n
DO flai] = f(zs)
fin-para 1
para j=1,...,m
para i =0,....,.n —j
calcular D7 f[z;] segin (13.17)
fin-para 1
fin-para j

Si los datos f(z;) corresponden a un polinomio, esto se puede deducir
mediante las siguientes observaciones:

» Si para algtin m todos los valores f[zk,Zg+1, ..., Tk+m| SON iguales
(o aproximadamente iguales), entonces f es (aproximadamente)
un polinomio de grado m.

= Si para algin r todos los valores f[xg,Zg+1,-.-» Zk+r] son nulos
(o aproximadamente nulos), entonces f es (aproximadamente) un
polinomio de grado r — 1.

13.3.2 Calculo del valor interpolado

La férmula (13.7) se puede reescribir a partir de un punto zj, pues
no siempre se debe tomar como valor de referencia xy,

Pm () = pm-1(x)+ D™ flar)(z—zp) (€ —2k41) - - (€ —Thtm-1). (13.18)

Si se calcula py,—1(x) de manera andloga, queda en funcién de pp_2(z)
y asi sucesivamente se obtiene:

m 1—1
Pm(x) = Z Dif[zk] H(m — Zktj) | - (13.19)
=0 =0

El proceso para el calculo es el siguiente:

po(z) =
pi(z) = Po(fv)
p2(x) = p1(x) + D*flzi](z — k) (z — zhp1)

p3(z) = pa(z) + D3 flar](x — o) (z — zr41) (T — Thy2)

pa(z) = p3(x) + D*fler](z — 2x) (2 — T 1) (@ — Thy2) (T — Thy3)

D’ flag)(z — zx)
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13.3. DIFERENCIAS DIVIDIDAS DE NEWTON

Se observa que para calcular p;(z) hay multiplicaciones que ya se hicieron
para obtener p;_1(x); entonces, no es necesario repetirlas sino organizar
el proceso de manera més eficiente.

70 =1, po(x) =

Yol —xx),  pi(e) = po(z) + D' flzx] m
72 = ’Yl(x — Z41), pa(z) = pi(x) + D flzi] v
73 = 72(T — Tk+2), p3(x) = p2(x) + D3 flzk] 73
Yo = v3(x — xp43), pa(x) = p3(z) + D*flax] va

Unicamente queda por precisar la escogencia del punto inicial o de re-
ferencia xy. Si se desea evaluar p,,(Z), jcudl debe ser xx? Recordemos
que se supone que los puntos zg, 1, Z2, ..., T estan ordenados y que
m, orden del polinomio de interpolacién, es menor o igual que n. Obvia-
mente, aunque no es absolutamente indispensable, también se supone
que T ¢ {xo,T1,..., Tn }-

Naturalmente se desea que T € [z, Tx+m]. Pero no siempre se cum-
ple; esto sucede cuando T ¢ [xg,z,]. En estos casos se habla de extra-
polacién y se debe escoger rx = o si T < zg. En el caso opuesto se
toma ry = Tp_m.

En los demés casos, se desea que T esté lo “mas cerca” posible del
intervalo [Tk, Tg+m] 0 del conjunto de puntos g, Tkt1, Th+2s -or Thtm-

Ejemplo 13.5. Considere los datos del ejemplo anterior para calcular
por interpolacién cuadrética y por interpolacién cubica una aproxima-
ci6n de f(1.69).

El primer paso consiste en determinar el z;. Para ello dnicamente se
tienen en cuenta los valores x;.

8

U R

Para el caso de la interpolacién cuadrdtica, una simple inspeccién
visual determina que hay dos posibilidades para z. La primera es xx =
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13. INTERPOLACION Y APROXIMACION

0.5, intervalo [0.5,2]. La segunda es zj; = 1, intervalo [1,3]. ;Cual es
mejor?

Para medir la cercania se puede usar la distancia de Z al promedio
de los extremos del intervalo (z; + x;12)/2 (el centro del intervalo) o la
distancia de Z al promedio de todos los puntos (z; + zi+1 + Zi+2)/3. En
general

w = % (13.20)

v = Ti + Tit1 + Tig2 + "'+xi+m’ (13.21)
m+1

Z—uk| = miin{|5v —ug| : & € [, Tirm]}, (13.22)

|Z —vk| = min{|Z — v : T € [zi, Titm]}- (13.23)

Los valores u; y v; son, de alguna forma, indicadores del centro de ma-
sa del intervalo [z;,Zit+m]. Con frecuencia, los dos criterios, (13.22) y
(13.23), definen el mismo zj, pero en algunos casos no es asi. De todas
formas son criterios razonables y para trabajar se escoge un solo cri-
terio, lo cual da buenos resultados. Se puede preferir la utilizacién de
v; que, aunque requiere mas operaciones, tiene en cuenta todos los x;
pertenecientes a [Z;, Zitm)].

Los resultados numéricos para la interpolacién cuadrética dan:

x; U; |:f — ul| Vg 'f} - 'Ui|
0

D 1.25 0.44 1.1667 0.5233

1 200 031y 20000 0.3100y
2

3

4

Para la interpolacién cibica hay tres posibilidades para zx: 0, 0.5 y
1.
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x; Usg |:I_3 — Uzl v; |f — 'Uz'l
0 1.00 0.69 0.875 0.815
.5 1.75 0.06\/ 1.625 0.065\/
1 2.50 0.81 2.500 0.810

2

3

4

Una vez escogido = = 1 para obtener la aproximacién cuadritica de
£(1.69), los célculos dan:

Yo = 1, po(z) =1,
v = 1(1.69 — 1) = 0.69, p1(z) =1+ 0.4142(0.69) = 1.285798
v2 = 0.69(1.69 — 2) = —0.2139, po(x) = 1.285798 — 0.0482(—0.2139)
p2(z) = 1.296097
Para la interpolacién cibica, xx = 0.5:
=1, po(x)=0.7071,
71 =1(1.69—0.5) =1.19, p1(x)=0.7071+0.5858(1.19)
p1(x) =1.404202
v2=1.19(1.69—-1)=0.8211, p2(x)=1.404202—0.1144(0.8211)

p2(x)=1.310268
~3=0.8211(1.60—2) =—0.254541, ps(z)=1.310268+0.0265(-0.254541)
p3(x)=1.303523. ©

El esquema del algoritmo para calcular p,,(Z), a partir de la tabla
de diferencia divididas, es el siguiente:

determinar xy

px = f(zk)

gi=1.0

para j=1,...m
gi=gi* (T — Tkyj-1)
px = px + gi * D7 f[xy]

fin-para j
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13.4 Diferencias finitas

Cuando los puntos (an f('TO))) (mlv f(xl)), (x27 f(l'g)), ey (CL‘n,f(.’L'n)),

estdn igualmente espaciados en z, es decir, existe un A > 0 tal que
ri=x9+th, i=1,...,n

entonces se pueden utilizar las diferencias finitas, definidas por

A% = f; (13.24)
Afi = fin—1fi (13.25)
A = ARAf) = A fip - AFS; (13.26)
Algunas de las propiedades interesantes de las diferencias finitas son:
u k
AFf = Z(—l)j( .)fi+k—j , (13.27)
=0 J
kN
fik = ) (j)Ain' (13.28)
j=0

Las demostraciones se pueden hacer por induccién. La primera igualdad
permite calcular A¥f; sin tener explicitamente los valores A¥~1 fj. La
segunda igualdad permite el proceso inverso al calculo de las diferencias
finitas (se obtienen a partir de los valores iniciales fp), es decir, obtener
un valor f,, a partir de las diferencias finitas.

Para valores igualmente espaciados, las diferencias finitas y las divi-
didas estan estrechamente relacionadas.

Dflai] = flz] = fi=A%;

D'fla] = flzi,ziva] = fin = fi _ A

Tip1 — 4 h
Ti+1, Tito] — f1%ir T A?f;
Dffei] = flow mupryaugs) = Lzt St 24
A™f,
D™ fla) = flaiy o iim] = L (13.29)

13.4.1 Tabla de diferencias finitas

La tabla de diferencias finitas tiene una estructura analoga a la tabla
de diferencias divididas. Se usa para ejemplos pequenos hechos a mano.
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13.4. DIFERENCIAS FINITAS

i fi Afi A%f; A3
zo Jfo

Afo
z1 fi A?fo

Afr A3 fo
z2  fa A?f)

Afa A3 f
z3 f3 A fy

Afs
Ty fa

La elaboracién de la tabla es muy sencilla. Las dos primeras co-
lumnas corresponden a los datos. A partir de la tercera columna, para
calcular cada elemento se hace la resta de dos elementos consecutivos
de la columna anterior. Por ejemplo, Af; = f4 — f3. Obsérvese que este
valor se coloca en medio de la fila de f3 y de la fila de f4. Por ejemplo,
A2f; = Afy — Afy. De manera semejante, A3fy = A2f; — A2f,.

Ejemplo 13.6. Construir la tabla de diferencias finitas, hasta el orden
3, a partir de los seis puntos siguientes: (0, 0), (0.5, 0.7071), (1, 1),
(1.5, 1.2247), (2, 1.4142), (2.5, 1.5811).

T i Afi A%f, A3
0 0.0000
0.7071
5 0.7071 —0.4142
0.2929 0.3460
1 1.0000 —0.0682
0.2247 0.0330
1.5 1.2247 —0.0352
0.1895 0.0126
2 14142 —0.0226
0.1669
2.5 1.5811

El valor 0.1895 es simplemente 1.4142 — 1.2247. El valor 0.0330 es
simplemente —0.0352 — —0.0682. <

El esquema algoritmico para calcular la tabla de diferencias finitas
hasta el orden m es el siguiente:
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13. INTERPOLACION Y APROXIMACION

para 1 =0,...,n
Af; = f(s)
fin-para i
para j=1,....m
para i=0,...,.n—j
Al fi= AT — AL
fin-para 1
fin-para j

13.4.2 Calculo del valor interpolado

Teniendo en cuenta la relacién entre diferencias divididas y finitas
(13.29), la igualdad (13.19) se puede escribir

m i i—1
Pm(@) =3 [A, ) mj)] :

i=0 j=0

El valor i! se puede escribir [J5_4(j +1). Ademas, sea s = (z —zy)/h, es
decir, x = zx + sh. Entonces, :1: Tpyj = Tk + sh —x, — jh = (s — j)h.

Azf i—1 .

ip -1
Aﬂf : 1:[(8 -3)

pm(z) =

s

I
[=]

I
Ms

s 1

]+1

Si a y b son enteros no negativos, a > b, el coeficiente binomial estd de-

finido por
a a!
b (a — b))’

Desarrollando los factoriales y simplificando se tiene

(a) :a(a—l)(a—2)---(a—b+1) _ala—1){a—2)---(a—b+1)
b I1x2Xx3X---xb N b!
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13.4. DIFERENCIAS FINITAS

Esta 1ltima expresién sirve para cualquier valor real a¢ y cualquier entero

. .2 a
no negativo b, con la convencién de que ( O) = 1. Entonces,

-1 _j

jl;[()j +1
se puede denotar simplemente por <':) y asi
LN e

pm(z) = };5 A fy <z) : (13.30)

s .
Este coeficiente (z) guarda propiedades semejantes a las del coeficiente

binomial, en particular

Esto permite su célculo de manera recurrente

() -

V]
V23

w

Y
|

[

N
J—
[N\

w
™)
w

®
|
w

AN M N
[
/\/\m\/\/‘\
N e e S
w
|
()

[
w
S

Escoger el zj para interpolar por un polinomio de grado m, se hace
como en las diferencias divididas. Como los valores z; estan igualmente
espaciados los valores, u; y v; coinciden.

x- .
U; = z_+2$3+_m’ 1=0,...,n—m,
|z —ug] = min{lz —w|:1=0,..,n —m}.
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13. INTERPOLACION Y APROXIMACION

Definido el xj, es necesario calcular s:

r — Tk
h

El esquema de los cdlculos es:

Y =1, po(z)
Y1 =0, p1(x)
vo=v(s—1)/2, pa(z) =pi(z) + A2 fr 7o
3 ="2(s—2)/3, p3(z)=
e =3(s —3)/4, pa(z)

Ejemplo 13.7. Calcular p3(1.96) y p2(1.96) a partir de los puntos
(0, 0), (0.5, 0.7071), (1, 1), (1.5, 1.2247), (2, 1.4142), (2.5, 1.5811).
La tabla de diferencias finitas es la misma del ejemplo anterior. Para

calcular p3(1.96) se tiene zx = z2 = 1. Entonces s = (1.96 — 1)/0.5 =
1.92.

Y =1, ((E) = f

= 1(1.92) = 1.92, pl(m) 14 2247(1 92) — 1.431424

o = 1.92(1.92 — 1)/2 = .8832,  pa(z) = 1.431424 — .0352(.8832)
pa(z) = 1.400335

3 = 712(1.92 — 2)/3 = —.023552, ps(z) = 1.400335 + .0126(—.023552)
pa(z) = 1.400039

Para calcular p3(1.96) se tiene zp = xz3 = 1.5. Entonces s = (1.96 —
1.5)/0.5 = 0.92.

Yo=1, po(x) = f3=1.2247

1 =1(0.92)=0.92, p1(z)=1.2247 + .1895(.92) = 1.39904

12=0.92(0.92 — 1)/2=—.0368, pa(z)=1.39904 — .0226(—0.0368)
p2(x)=1.399872

13.5 Aproximaciéon por minimos cuadrados

Cuando hay muchos puntos no es conveniente buscar un tinico polino-
mio o una funcién que pase exactamente por todos los puntos. Entonces
hay dos soluciones: la primera, vista anteriormente, es hacer interpola-
cién por grupos pequenos de puntos. Para muchos casos es una solucién
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muy buena. Sin embargo, en algunas ocasiones se desea una funcién que
sirva para todos los puntos. La segunda solucién consiste en obtener una
sola funcién f que, aunque no pase por todos los puntos, pase relativa-
mente cerca de todos. Este es el enfoque de la aproximacién por minimos
cuadrados.

Se supone que hay m puntos (z1,%1), (Z2,%2), -, (Tm,¥m) ¥ que
los x; son todos diferentes. La funcién f, que se desea construir, debe
ser combinacién lineal de n funciones llamadas funciones de la base.

Supongamos que estas funciones son 1, 2, ..., ¢,. Entonces,

f(@) = a1¢1(2) + agpa(x) + - + anion(@).
Como las funciones de la base son conocidas, para conocer f basta co-
nocer los escalares ai, ag, ..., Gp.

Como se supone que hay muchos puntos (m grande) y como se desea
que f sea sencilla, es decir, n es relativamente pequeno, entonces se debe
tener que m > n.

Las funciones de la base deben ser linealmente independien-
tes. Los escalares a1, ag, ..., a, se escogen de tal manera que f(z;) = v,
para i = 1,2,...,m. Entonces,

a1p1(x1) + agpa(z1) + - + anpn(z1) = y1
ar1p1(x2) + agpa(z2) + -+ + anpn(z2) Yo
a1p1(x3) + agpe(x3) + - + anpn(x3) ~ y3

Q

alsol(mm) + a2902(xm) +---+ angon(a:m) X Ym.

Las m igualdades (aproximadas) anteriores se pueden escribir de manera
matricial:

[ p1(x1) @a(z1) - @n(z1) ] [y ]
e1(x2)  pa(x2) - pnlx2) ay Yo
p1(x3)  pa(x3) - @n(T3) a | | s

 piem) 2@m) o onlem) | Lum |

De manera compacta se tiene

dary. (13.31)
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La matriz ® es una matriz m X n rectangular alta (m > n), a es un vector
columna n X 1, y es un vector columna m x 1. Son conocidos la matriz
® y el vector columna y. El vector columna a es el vector de incognitas.
Como las funciones de la base son linealmente independientes, entonces
las columnas de ® son linealmente independientes. En consecuencia,
(13.31) se puede resolver por minimos cuadrados:

(®73)a = 3Ty. (13.32)

Recordemos del capitulo 11 que para resolver por minimos cuadrados el
sistema Az = b, se minimiza || Az — b||3. Traduciendo esto al problema
de aproximacién por minimos cuadrados, se tiene

m n
min Z Zajfpj(l‘i) - Yi

i=1 \j=1

2

es decir,
min Z( wl)—y,) .

Esto significa que se estd buscando una funcién f , combinacién lineal de
las funciones de la base, tal que minimiza la suma de los cuadrados de
las distancias entre los puntos (z;, f(z:)) v (=i, yi)-

Ejemplo 13.8. Dadas las funciones ¢;(z) = 1, @2(x) = z, @3(r) = 22,
encontrar la funcién f que aproxima por minimos cuadrados la funcién
dada por los puntos (0, 0.55), (1,0.65), (1.5,0.725), (2,0.85), (3,1.35).

Como las funciones de la base son 1, z, 22, en realidad se estd bus-
cando aproximar por minimos cuadrados por medio de un parébola. El
sistema inicial es

10 0 [ 0.55
11 1 a1 0.65
1 15 225 || ax |~ | 0725
12 4 as 0.85
13 9 | 1.35

Las ecuaciones normales dan:

5 7.5 16.25 ai 4.1250
75 16.25  39.375 az | = 7.4875
16.25 39.375 103.0625 as | 17.8313
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La solucién es:

0.56 i
a=| —0.04 | , f(z) = 0.56 — 0.04z + 0.1z°.
0.10
[ f(z1) ] 0.56 0.55
f(z2) 0.62 0.65
flzs) | =®a=[0725 | , y=[0725| ©
fza) 0.88 0.85
| f(zs) | 1.34 1.35
Ejercicios

13.1 Halle, resolviendo el sistema de ecuaciones, el polinomio de inter-
polacién que pasa por los puntos

(1) _5)a
(2’ _4)7
(4, 4).

13.2 Halle, por medio de los polinomios de Lagrange, el polinomio de
interpolacién que pasa por los puntos del ejercicio anterior.

13.3 Halle el polinomio de interpolacién que pasa por los puntos

(_1a ’—5))
(1’ _5)a
(2’ _2)7
(4, 40).

13.4 Halle el polinomio de interpolacién que pasa por los puntos

(-1, 10),
(L, 8,
2, 4,
(4, —10).
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13.6

13.7
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Considere los puntos

(0.10, 11.0000),
(0.13, 8.6923),
(0.16, 7.2500),
(0.20, 6.0000),
(0.26, 4.8462),
(0.40, 3.5000),
(0.32, 4.1250),
(0.50, 3.0000).

Construya la tabla de diferencias dividas hasta el orden 3. Ob-
tenga p(0.11), p2(0.08), p2(0.25), p2(0.12), p2(0.33), p2(0.6),
p3(025)) p3(033)’ p3(06)

Considere los puntos

(0.05, 21.0000),
(0.10, 11.0000),
(0.15, 7.6667),
(0.20, 6.0000),
(0.25, 5.0000),
(0.30, 4.3333),
(0.35, 3.8571),
(0.40, 3.5000).

Construya la tabla de diferencias divididas hasta el orden 3. Calcu-
le p2(011)’ p2(008)7 p2(025)’ p2(012)’ p2(033)a p2(06)7 p3(025)7
p3(0.33), p3(0.6).

Considere los mismos puntos del ejercicio anterior. Construya la ta-
bla de diferencias finitas hasta el orden 3. Halle p2(0.11), p5(0.08),

p2(0'25)’ P2 (0'12)’ P2 (033)’ D2 (06), p3(0'25)’ p3(0'33),
p3(0.6).
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13.8 Considere los puntos
(0.05, 2.0513),
(0.10, 2.1052),
(0.15, 2.1618),
(0.20, 2.2214),
(0.25, 2.2840),
(0.30, 2.3499),
(0.35, 2.4191),
(0.40, 2.4918).

Obtenga la recta de aproximacién por minimos cuadrados.

13.9 Considere los mismos puntos del ejercicio anterior. Obtenga la
parabola de aproximaciéon por minimos cuadrados.

13.10 Considere los mismos puntos de los dos ejercicios anteriores. Use
otra base y obtenga la correspondiente funcién de aproximacién
por minimos cuadrados.
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14

Integracion y diferenciacion

14.1 Integracién numérica

Esta técnica sirve para calcular el valor numérico de una integral
definida, es decir, parar obtener el valor

I= /ab f(z)dz.

™y = f()

%

a b
Figura 14.1

En la mayoria de los casos no se puede calcular el valor exacto I;
simplemente se calcula I aproximacién de I.

De todas maneras primero se debe tratar de hallar la antideriva-
da. Cuando esto sea imposible o muy dificil, entonces se recurre a la
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integracién numérica. Por ejemplo, calcular una aproximacién de

05
/ e dz.
0.1

En este capitulo hay ejemplos de integracién numérica con funciones
cuya antiderivada es muy facil de obtener y para los que no se debe
utilizar la integracién numérica; se usan solamente para comparar el
resultado aproximado con el valor exacto.

14.2 Férmula del trapecio

La férmula del trapecio, como también la férmula de Simpson, hace
parte de las férmulas de Newton-Cotes. Sean n + 1 valores igualmente
espaciados a = xg, x1, Z2, ..., Tn = b, donde

b—a

zi=a+ih, i=0,1,2,...n, h= >

y supongamos conocidos y; = f(z;). Supongamos ademds que n es un
miltiplo de m, n = km. La integral [ ;) " f(z)dx se puede separar en
intervalos méas pequenos:

/x:n f(z)dz = /m:m f(x)dm+Ai2m f(a:)dx+...+/:nm f(z)da.

n—

==t + + =+ 4+

= e e fn] et o b [ - 4

ToT1T2 ITm T2m Tn—m

o
8
S 3

Figura 14.2
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En el intervalo [z, ] se conocen los puntos (zg,¥0), (z1,%1), -
(Zm,Ym) ¥ se puede construir el polinomio de interpolacién de Lagrange
Pm(z). Entonces la integral fxai)m f(z)dz se aproxima por la integral de

Dm,

/x :m f(z)dz ~ /z :m Pom(@)dz.

Para m = 1 se tiene la férmula del trapecio. Su deduccién es mucho
mas sencilla si se supone que z¢ = 0. Esto equivale a hacer el cambio de
variable ' =z — zg.

r—I T — Xy
p(z) = W o Ve 2o
_zx—h T
pi(2) = Yo~ + 917,
Y1 — Y%

pi(x)=yo+2z P

Entonces

0 0 h
Y1 — %o
= yoh 4+ —
Yo + 9 h 9
_ b n
= A 5 T2
z1
/f(a:)dx%h yo—;—yl- (14.1)
zo

De la férmula (14.1) o de la gréifica se deduce naturalmente el nombre
de férmula del trapecio.
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Yo Y
Lo h I
Figura 14.3

Ejemplo 14.1.
0.2 1 1
/ edr ~ 0.2(§e° + §e°-2) = 0.22214028. ©
0

Aplicando la férmula del trapecio a cada uno de los intervalos [z;_1, ;]
se tiene:

" f@)do ~ h(H 4+ By,

2o 2 2
2

f(@)dz ~ h(L + 22,
o 2 2

Tn
o~ b Yn—1 | Yn
An_lf(x)dm~h( SRR}

T

" ~cpPo Y2 Yl Yn
f(x)dx~h(2+2+2+2+ 5 +2),

o
Tn

f@)de~ h(Z 4y +ya+ - +yna+ v+ 5, (142)

xo
on v | y
z)dr ~ h(— + i+ ).
JRCEELCEDWELS
Ejemplo 14.2.

0.8
1 1
/ edr ~ o.2(§e° + €02 4 04 4 06 4 5e"~8) =1.22962334. ¢
0
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14.2.1 Errores local y global

El error local de la férmula del trapecio es el error proveniente de la
férmula (14.1).

eloc = Lioc — Tioc,
T1

_ _p(Y Y
€loc = . f(z)dx — h( 5 + 5
1 x
- [ 1@z - [ piwyis

0 o

= [ U@ - ).

Utilizando la férmula del error para la interpolacién polinémica 13.6,

e = [ EZEIE= D prie i, € € oo, )

El teorema del valor medio para integfa.les dice: Sean f continua en
[a,b], g integrable en [a,b], g no cambia de signo en [a,b], entonces

b ) b
/ f(@)g(@)dz = f(c) / o(z)de

para algin ¢ en [a,b).

Teniendo en cuenta que (z —xzg)(z — 1) < 0 en el intervalo [zg, z1] ¥
aplicando el teorema del valor medio para integrales, existe z € [zo, 1]
tal que

€loc = f”2(z) /m1 (x — zo)(x — x1)dx, 2 € [T0, 21].

Mediante el cambio de variable ¢t = x — zq, dt = dz,

€loc = f”2(z) /ht(t — h)dt, z € [zo, 71,
0 .
" 3
!
S < | (14.3)
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14. INTEGRACION Y DIFERENCIACION

La férmula anterior, como muchas de las férmulas de error, sirve princi-
palmente para obtener cotas del error cometido.

h3

M, M =max{|f'(2)]: 2 € [o, ]}, (14.4)

‘ |eloc| <
En el ejemplo 14.1, f"(z) = €*, max{|f"(z)| : z € [0, 0.2]} = 1.22140276,
luego el maximo error que se puede cometer, en valor absoluto, es (0.2)3 x
1.22140276/12 = 8.1427-10~%. En este ejemplo, se conoce el valor exacto
I =¢%2 —1=0.22140276, luego |e| = 7.3752 - 1074

En algunos casos, la férmula del error permite afinar un poco mas.
Si f"(z) > 0 (f estrictamente convexa) en [zg,z1] y como I = I + ejoc,
entonces la féormula del trapecio da un valor aproximado pero superior
al exacto.

En el mismo ejemplo, f”(z) varia en el intervalo [1, 1.22140276] cuan-
do z € [0, 0.2]. Luego

eloc € [—0.00081427, —0.00066667],

entonces
Ie [0.22132601,0.22147361].

El error global es el error correspondiente al hacer la aproximacién de
la integral sobre todo el intervalo [xg,zy], 0 sea, el error en la férmula
14.2,

T
™ Yo
€glob =/ f(m)dx—h(7 +y1+ye+- -+ Yn—2+Yn-1 +y—")
N o

2
n " -h3
— (_f(f—’z)), 2 € [xi-1, x3
i=1
B3
=~ 2 f"(@), %€ [nia,

Sean
My = min{f"(z) : z € [a,b]}, My =max{f"(z):z € [a,b]}.
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14.3. FORMULA DE SIMPSON

Entonces
My < f'(z) < Mz, Vi
n

nM; <Y f"(2) < nMp,
=1
n

1
<_ 1! . < .
_ni;f (1) < My

Sife C[2a ) entonces, aplicando el teorema del valor intermedio a f”,
existe £ € [a, b] tal que

// 6) Zf//( z)

Entonces
egor = —onf"(6), €€ [at]
glob = 12 ’ s V).
Como h = (b — a)/n, entonces n = (b — a)/h.

€glob = —h? Eb_—‘gjﬂz , €€ la,b]. (14.5)

14.3 Foérmula de Simpson

Es la formula de Newton-Cotes para m = 2,

/Q: f(z)dr = /;2 pa2(z)dz.

El polinomio de interpolacién pa(z) se construye a partir de los pun-
tos (xo,¥0), (1,¥1), (x2,y2). Para facilitar la deduccién de la férmula,
supongamos que ps es el polinomio de interpolacién que pasa por los
puntos (0,y5), (h,y1), (2h,y2). Entonces

_ (z—=h)(x—2h) (x — 0)(z — 2h) (x —0)(z — h)
Pz) = w0 0=k T im0 (h—2h) T2 Rh—0) @k k)’

yo(z — h)(z — 2h) — 2y1 x(x — 2h) + y2 z(z — h)),

1
= g

1
= %(azz(yo — 2y1 + y2) + hx(—3yo + 4y1 — y2) + 2h%yo),
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14. INTEGRACION Y DIFERENCIACION

2h 3 2
1 /8h 4h
/o p2(z)dz 2h2( 3 (yo—2y1+y2)+h 5 (=3%0 + 4y1 — 32)
+2h%(2h)yo),
2h
1 4 1
dr = h(= - —¥2).
/0 pa(z)dz = h(zyo + 3y1 + 392)
Entonces
T2 h
/ f(z)dz ~ 5 (%0 + 491 +v2) (14.6)
zo
Suponiendo que n es par, al aplicar la férmula anterior a cada uno de los
intervalos [zg, 2], T2, 4], (T4, Z6], .., [Tn—a, Zp—2], [Tn—2,Tx], se tiene:
Tn . h
f@)de ~ —(yo+4y1 +2y2 + 43+ - + dyn-1+yn)  (147)
zo .
on b k k—1
f(z)dz ~ — (%o +4) Yo 1+2> v + tn)

0.8
/ e dx ~ -0—'—2-(60 + 4(€%2 + €96) 4 2€%4 4 €08) = 1.22555177.
0

El valor exacto, con 8 cifras decimales, es 1.22554093, entonces el error
es —0.00001084. ©

14.3.1 Errores local y global

Para facilitar la deduccién del error local, consideremos la integral
entre —h y h. Sea f € C[‘l_h n-

h
p2(x) d.’I?,
h

(1) = eoch) = [ '; feyas— |

h
= /_h f(zx)dz — %(f(—h) +4£(0) + f(h)).
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14.3. FORMULA DE SIMPSON

Sea F tal que F'(z) = f(z), entonces ffh f(z)dx = F(h) — F(—h). Al
derivar con respecto a h se tiene f(h) + f(—h).

() = () + F(=h) — = (F(~h) + 4£(0) + f(R)

— = (= (=R + f(h),
3¢/(h) = 2f(h) + 2f(—h) — 4£(0) — A(f'(h) — f'(=h)).

Lo &

3¢"(h) = 2f'(h) — 2f'(=h) = f'(R) + f'(=h) = h(f"(h) + f"(=R)),
= f'(h) = f'(=h) = h(£"(h) + " (=h)).

36’”(h) = f"(h) + f'(=h) = (f"(h) + f"(=h)) — h(f"(R) — f"(=R)),
— h(fm(h) III( ))’
()=~ 5 (f"(R) = £"(~h) ),
&2_ f”l(h) flll( h)
3 2h

De los resultados anteriores se ve claramente que e(0) = €'(0) = €”(0) =
¢”(0) = 0. Ademss, como f € C*, entonces f” € C. Por el teorema
del valor medio, existe 8 € [—h,h], 8 = ah, a € [-1,1], tal que

6”,(h) — _

£ (h) ;g,,/(—h) = fW(ah), ac[-1,1].

Entonces

e//I(h) - &f 4)(ah) o€ [_la 1]'

Sea

ga(h) = f@(ah).

2h?

e”’(h) = — 3 94(h).

h
| e”(h) :/0 II/( )dt +6”(0)
e’ (h) =—§/0 t2g4(t) dt
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14. INTEGRACION Y DIFERENCIACION

Como g4 es continua, 2 es integrable y no cambia de signo en [0, h], se
puede aplicar el teorema del valor medio para integrales,

h
) =~z (e [ £dr, e o)

() = —3 h* ga(€a).

Sea

g3(h) = ga(€s) = fP(63h), -1<63<1,

entonces

e%mz—gm%w)

De manera semejante,

h
¢ = [ e'0dt+0),
h
eW0=—§At%dﬂﬁ
h
el(h) = _393(63)/0 t3 dt? 53 € [07 h]v

e'(h) = —% h?* g3(&3).

Sea

ga(h) = g3(€3) = fW(ah), -1<6,<1,

am:—%m@m)
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14.3. FORMULA DE SIMPSON

h
e(h) = /0 ¢ () dt + e(0),

1 [,
e(h) = —— [ tiga(t)dt,

18 J,
h
e(h) = —igz(&)/ thdt, & €[0,h),
0
e(h) = _56 h° ga(€2),
(h) = —g—;f(“)(()lh), ~1<6,<1,
lh) = —2 fO(), —h<z<h

Volviendo al intervalo [z, 23],

W)
5

€loc = , 2 € [xo, T2]. (14.8)

La deduccién del error global se hace de manera semejante al error global
en la férmula del trapecio. Sean n = 2k, M; = min{f¥(z) : = € [a, ]},
M, = max{f®(z) : z € [a,b]}.

k—1

eglob—/ [z dw—(—( y0+4zyzg 1+2Zy23 + yn))
k @)
Z( w! Z])), 2j € [2j-2, T3],

i=1
k
Z (4)

M < f@(2)) <My, Vj

k
KMy <> @ (z) < kM,
7=1

k
1
ENAOR
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14. INTEGRACION Y DIFERENCIACION

Entonces, existe £ € [a, b], tal que

L3 1) = 19,

j=1
D W) =k @),
j=1
> D) =5 19),
i=1
Jk b—a
j=1
Entonces
_ 4)
€glob = —h? g‘)a)—f‘l(g—)'a §€ [avb]' (149)

180

La férmula de Simpson es exacta para polinomios de grado inferior o
igual a 3. El error global es del orden de h*.

Pasando de una interpolacién lineal (férmula del trapecio) a una
interpolacién cuadrética (férmula de Simpson), el error global pasa de
O(h?) a O(h*), es decir, una mejora notable. Se puede ver que al utilizar
interpolacién cubica se obtiene

x3
/ fz)dz = g(3yo + 9y1 + 9y2 + 3y3) — g3(—)h5f(4) (2), z€ [zo,z3],

J o

llamada segunda férmula de Simpson. Entonces el error local es O(h5) y
el error global es O(h*). La férmula anterior es exacta para polinomios de
grado inferior o igual a 3. En resumen, la interpolacién ciibica no mejora
la calidad de la aproximacién numérica, luego es preferible utilizar la
férmula (14.7), més sencilla y de calidad semejante.

Sin embargo, cuando se tiene una tabla fija con un nimero impar
de subintervalos (n impar, niimero par de puntos), se puede aplicar la
(primera) férmula de Simpson sobre el intervalo [zg, z,—3] y la segunda
férmula sobre el intervalo [z,_3, z].
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14.4 Otras formulas de Newton-Cotes

Las férmulas de Newton-Cotes se pueden clasificar en abiertas y
cerradas. Las férmulas del trapecio y de Simpson son casos particulares
de las férmulas cerradas. En ellas se aproxima la integral en el intervalo
[zg, Zm] usando el polinomio de interpolacién, de grado menor o igual a
m, construido a partir de los puntos (xo, ¥0), (1,%1), -y (Zm—1,Ym—1);
(Zm,Ym), igualmente espaciados en z.

/z:m f(z)dz ~ /z:m P (x)dz.

La siguiente tabla muestra las mas importantes.

error

h f”(z) 3
L 5o +u) _? 3

h f 4 (Z) 5
2 — 4 . L

3 (yo + 4y1 + v2) 9(2)

3h 3 5
3 5 (yo + 3y1 + 3y2 + y3) __fs_o(_) b5

2h 8f©(2) .4
4 45 (Tyo + 32y1 + 12y2 + 32y3 + Tys) o h

En todos los casos, z € [zg, Zm].

14.4.1 Férmulas de Newton-Cotes abiertas

En estas férmulas el polinomio de interpolacién se calcula sin utilizar
los extremos del intervalo de integracion,

L " f@dz ~ [ pm@)i

0 zo

donde p,,, polinomio de grado menor o igual a m, se construye utilizan-
do los puntos (z1,¥1), (%2,92); - (Tm>Ym)s (Tm+1,Ym+1), igualmente
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14. INTEGRACION Y DIFERENCIACION

espaciados en z.

m error
1
0 2hy1 + L?Ei) 5

3h 3f"(z
1 —2-(311 +2) +fT() h?

4h 14 fW(2) o
2 22y — 2 2L

3 (2y1 — y2 +2y3) + ﬁ)

5h 95 f(2) &
3 ﬂ(llyl +y2 +ys + 11ys) +14—4h

En todos los casos z € [zg, Tmt2].

Ejemplo 14.4.

0.8
/ e dp ~ T30 2(2 0.2 _ 04 1 2¢06) = 1,22539158.
0

El valor exacto, con 8 cifras decimales, es 1.22554093, entonces el error
es 0.00014935. <

~ En general, las férmulas cerradas son més precisas que las abiertas,
entonces, siempre que se pueda, es preferible utilizar las férmulas cerra-
das. Las férmulas abiertas se usan cuando no se conoce el valor de la
funcién f en los extremos del intervalo de integracién; por ejemplo, en
la solucién numérica de algunas ecuaciones diferenciales ordinarias.

14.5 Cuadratura de Gauss

En las diferentes férmulas de Newton-Cotes, los valores z; deben
estar igualmente espaciados. Esto se presenta con frecuencia cuando se
dispone de una tabla de valores (z;, f(x;)). En la cuadratura de Gauss se
calcula la integral en un intervalo fijo [—1, 1] mediante valores precisos
pero no igualmente espaciados. Es decir, no se debe disponer de una
tabla de valores, sino que debe ser posible evaluar la funcién en valores
especificos.
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14.5. CUADRATURA DE GAUSS

La férmula de cuadratura de Gauss tiene la forma
1 n
/ f(z)dz =~ Zwi f(z). (14.10)
-1 i=1

Los valores w; se llaman los pesos o ponderaciones y los z; son las abs-
cisas. Si se desea integrar en otro intervalo,

INGE:

es necesario hacer un cambio de variable,

b—a b—a

dg = ——dt

2
t=m(§—a)—1, §=

b —a 1 _
/¢(£)d§=b2 /cp(b %44 1)+ a)dt,

-1 2

/b p(£) d§ ~ L(zi+1) +a), (14.11)

/ p(€)d sz (&), (14.12)
&= b_a(xi"‘l)'i‘a- (14.13)

2

En la cuadratura de Gauss se desea que la férmula (14.10) sea exacta
para los polinomios de grado menor o igual que m = my,, y se desea que
este valor m,, sea lo més grande posible. En particular,

/1 f(a:)d:vzz:wif(mi), si f(z)=1,z,2°%,...,2™".
-1 i=1

La anterior igualdad da lugar a m,, + 1 ecuaciones con 2n incdgnitas (los
w; y los z;). De donde m,, = 2n — 1, es decir, la fé6rmula (14.10) debe
ser exacta para polinomios de grado menor o igual a 2n — 1.

Recordemos que
0 si k es impar,

! k
" dr =
[, :

il si k es par.
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14. INTEGRACION Y DIFERENCIACION

Para n = 1, se debe cumplir

1 .
w1=/ ldz =2,
-1

1
w11 -——/ xzdr =0.

Se deduce inmediatamente que
w = 2, r1 = 0. (14.14)

Para n > 2, se puede suponer, sin perder generalidad, que hay simetria
en los valores z; y en los pesos w;. Mas especificamente, se puede suponer
que:

1 <Tg < o < T,

Ty = —Tp41—i,

W; = Wn41—4 -

Para n = 2,

1
w1+w2=/ ldx = 2,

-1

1

WL + Wely = / rdx =0,
-1

! 2
w2 4 woxh = / z?de = 3
-1

1
w13 + woxs = / 3 dz = 0.
-1

Por suposiciones de simetria,

r1 <0< zg,

Zy = —T2,

w1 = wa.
Entonces

2'LU1 = 2,

2
2wzt = 3
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14.5. CUADRATURA DE GAUSS

Finalmente,
1
wy =111 = —\/;,
1
Wy = ].,582 = —3'
Para n = 3,

wy + we + w3 = 2,
wiT) + wexe + wazy = 0,

wlw% + ng% + ngg

wlm? + 'wgsc% + ngg

If

wlw‘{‘ + wzxé + ng‘;

Couo L ow|w

|

wlwi’ + ngg + ngg
Por suposiciones de simetria,

1 <0=x9 < x3,

1 =—x3,
wyp = ws.
Entonces
2w +we =2,
2
2w1w% =3
2
Qu it = —.
W1Tq 5
Finalmente,
5 3
w = §awl = - g)
8
=129 =0,
wa 9 xI9
wy = a5 = 4/
3 = 97 3 = 5'
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La siguiente tabla contiene los valores w;, z;, para valores de n menores
o iguales a 4.

n Wy x;

112 0

211 +0.577350269189626
3 | 0.555555555555555 | +0.774596669241483

0.888888888888889 0
4 | 0.347854845137454 | +£0.861136311594053
0.652145154862546 | +0.339981043584856

Tablas més completas se pueden encontrar en [Fro70] o en [AbS74].

Ejemplo 14.5. Calcular una aproximacién de

0.8
/ e dx
0.2

por cuadratura de Gauss con n = 3.

0.8 — 0.2
€1 = ~—5——(~0.774596669241483 + 1) + 0.2 = 0.26762099922756
0.8 —0.2
= —75—(0+1)+02=05
0.8 —0.2
€3 = ——5——(0.774596669241483 + 1) + 0.2 = 0.73237900077244

0.8
0.8—-02/5 8 5
Tl — 2 T b1y Zlay Dt
/0.26 T 2 <ge +ge +ge

~ 1.00413814737559

El valor exacto es €08 — €92 = 1.00413817033230, entonces el error es
0.00000002295671 ~ 2.3-1078. Si se emplea la férmula de Simpson, que
también utiliza tres evaluaciones de la funcién, se tiene

0.8
0.3
/ e dr ~v == (¢%% +4€® + €7%) = 1.00418287694532
0.2

El error es —0.00004470661302 ~ 4.5 -107°%. ©
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La férmula del error para 14.10 es:

2n+1 4
= Gery O 1ee<t (14.15)

Para 14.12 el error estd dado por:

(b—a)®™1(n)* o
n — , <€<b. 14.16
= nr eyl o<t (14.16)
Comparemos el método de Simpson y la férmula de cuadratura de Gauss
con n = 3, para integrar en el intervalo [a,b], con h = (b — a)/2. En los

dos casos es necesario evaluar tres veces la funcion.

R e
€Simpson = —%f (Z) )

(2h)"(3Y* L)

h7
eGauss3:—Wf & = ﬁaf@(&.

Se observa que mientras que la férmula de Simpson es exacta para poli-
nomios de grado menor o igual a 3, la férmula de Gauss es exacta hasta
para polinomios de grado 5. Sea 0 < h < 1. No sélo h” < h®, sino que el
coeficiente 1/15750 es mucho menor que 1/90.

En el ejemplo anterior, h = 0.3, y tanto f® como f® varfan en el
intervalo {1.22, 2.23 |.

esimpson = —2-7 - 1075 f@(z),
€Gauss3 = 1.39 - 10—8f(6) (5) .

14.5.1 Polinomios de Legendre

Las férmulas de cuadratura vistas son las férmulas de Gauss-Legen-
dre. En ellas estan involucrados los polinomios ortogonales de Legen-
dre. También hay cuadratura de Gauss-Laguerre, de Gauss-Hermite y
de Gauss-Chebyshev, relacionadas con los polinomios de Laguerre, de
Hermite y de Chebyshev.

Hay varias maneras de definir los polinomios de Legendre; una de ellas
es: '

Po(z) =1, (14.17)

Pu(z) = 1 a4

el dam (z2 —1)". (14.18)
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Por ejemplo,

PO(x) = 17

Pl(x) =2z,

Pe) = 5 (3% ~ 1),

Py(z) = —;—(5:103 —x),

Py(z) = %(35904 — 30z + 3).

También existe una expresiéon recursiva:

Po(z) =1, (14.19)
Py(r) =z, (14.20)
Pai(@) = 2L 0 Po@) - 2 Paa(e). (14.21)

Algunas de las propiedades de los polinomios de Legendre son:

1
. / *P(zx)dz =0, k=0,1,2,...,n—1, (14.22)
-1
1
. / Pr(2)Pa(z)dz =0, m#n, (14.23)
-1
1 0 2
. /_ (P o= g (14.24)

Las abscisas de las formulas de cuadratura de Gauss-Legendre son exac-
tamente las raices de P,(z). Ademas,

1 L P(z)
o w; = dx, 14.25
ey e (14.29)

I 2
- (@) 1-af

14.6 Derivacion numérica

Dados los puntos (zo,¥0), (1,¥1), ---s (Zn,Yn) igualmente espaciados
en z, o sea, x; = To+ih, se desea tener aproximaciones de f'(z;) y f”(z;).
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Como se vio anteriormente (13.6),

(@) = pa(@) + (x — @) (@ — 21) - (& — 2a) TV (E)/(n + 1),

Sea ®(z) = (x —xo)(—z1) - - - (x —x,). Como & depende de z, se puede
considerar F(z) = f™+1(¢(z))/(n + 1)!. Entonces

f(@) = pn(z) + 2(z)F(z)

f'(@) = pu(z) + @' (2)F(2) + ®(2) F' (),
f(x:) = pr(x:) + @' () F(:) + (i) F' (24),
f(xi) = pp(a:) + @' () F(;)-

Paran=1

(y1 — w) (y1—%0)

pi(@) = yo+ =—— (¢ —z0), pilr) ="

®(z) = (x —xo)(x — 1), ®'(z)=22—-2z0—h

Entonces

F(mo) = BLY0) 900 90y — myF(ag) = YW W0) _ R gy,

h h 2
Fiay = By (0, g~ WyF(en) = U 4 R ey,
En general,
f(z:) = (—y%_y—) - gf”(g), £€la,miyn)  (14.27)
Py =8 h cepa) 0 (ans)

El primer término después del signo igual corresponde al valor aproxi-
mado. El segundo término es el error. Se acostumbra decir que el error
es del orden de h. Esto se escribe

flz) =BT o),

flay = BB o),
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14. INTEGRACION Y DIFERENCIACION

Para n =2, sea s = (x — x0)/h,

s(s — 1) A2
po(z) = yo + sAfo+ _(__2_)Tf0’
_ T — Xy z—x9 T—xo—h A%fy
pa(x) = yo + h Afo + . h 5
Afo 2:12—2.7:0—h A2f0
/ J——,

Afo | A%fo

I — — g
p?(zl) - h + 2h
,(xl) _ Y2 —yO'

P2 oh
®(x) = (z — zo)(x — o — h)(z — zo — 2h),
®(z) = (z = 70)* — 3h(z — 0)* + 2h*(x — z0),
®'(z) = 3(z — x0)® — 6h(z — o) + 2%,
®'(x1) = 3h% — 6h% + 2h% = —h2.
Entonces h2
De manera general, N
Q"h
. — Yi_ h2
fla) = BB - e, e lmin i), (1429)
fl(xz) — yi+12_hyi—l + O(h2)

En [YoG72|, pagina 357, hay una tabla con varias férmulas para diferen-
ciacién numérica. Para la segunda derivada, una férmula muy empleada
es:

Yir1 =2y +yio1 R

() = 7 O, Eelminainl,  (1430)
F(as) = BHSEI | o2)

La deduccién de las férmulas de derivaciéon numérica se hizo a partir
de una tabla de valores (z;,y;), pero para el uso de éstas solamente se
requiere conocer o poder evaluar f en los puntos necesarios. Por esta
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14.6. DERIVACION NUMERICA

razon, algunas veces las férmulas aparecen directamente en funcién de

h:

h
fioy = TO=EZH 4 o),
f”(a:) — f(-'r + h) — 2fh(2x) + f(x — h) + O(hQ).

Ejemplo 14.6. Dada f(z) = 4/, evaluar aproximadamente f'(4) y
f"(4), utilizando h = 0.2.

0494 — 2
£4) ~ ?% — 0.2470
92 — 1.9494
s 20494 — 1.9494
fl(4)~ 5% 0.2 = 0.2501
2.0494 — 2 x 2 + 1.9494
£(4) ~ 294 0’;2 + — 0.0313. ©

El error de las dos primeras aproximaciones no es el mismo, pero es:
del mismo orden de magnitud O(h). La tercera aproximacién es mejor
que las anteriores; su error es del orden de O(h?). Los valores exactos
son f'(4) = 0.25, f"(4) = —0.03125.

Ejercicios

1
/ e dx
0.2

utilizando la férmula del trapecio y de Simpson, variando el niime-
ro de subintervalos. También por medio de la cuadratura de Gauss
variando el niimero puntos. Calcule los errores. Compare.

1
/ e~ do
0
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14.3

14.4

14.5

14.6

14.7

14.8

14. INTEGRACION Y DIFERENCIACION

utilizando la férmula de Simpson. Utilice seis cifras decimales. To-
me los valores n = 2, 4, 8, 16, 32... hasta que no haya variacion.

Haga un programa para calcular | : f(x)dz, siguiendo el esquema
del ejercicio anterior.

Observe, por ejemplo, que para n = 2 se evalda la funcién en a,
(a +b)/2, b. Para n = 4 se evalia la funcién en a, a + (b — a)/4,
(a+b)/2, a + 3(b— a)/4, b. Haga el programa eficiente para que
no evalide la funcién dos veces en el mismo punto.

Haga un programa para calcular f: f(z)dz, partiendo [a, b] en su-
bintervalos y utilizando en cada subintervalo cuadratura de Gauss.

Considere los puntos
(0.05, 2.0513),
(0.10, 2.1052),
(0.15, 2.1618),
(0.20, 2.2214),
(0.25, 2.2840),
(0.30, 2.3499),
(0.35, 2.4191),
(0.40, 2.4918).

Calcule de la mejor manera posible

0.35 0.40 0.45
(z)de, f(z)dz, f(z)dz.
0.05 0.05 0.05

Considere los mismos puntos del ejercicio anterior. Calcule una
aproximacién de f(0.25), f/(0.225), f”(0.30).

Combine integraciéon numérica y solucién de ecuaciones para re-

solver .
/ et dt = 0.1.
0
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Ecuaciones diferenciales

Este capitulo se refiere tinicamente a ecuaciones diferenciales or-
dinarias. Generalmente una ecuacién diferencial ordinaria de primer
orden con condiciones iniciales, EDO1CI, se escribe de la forma

Y = f(z,y) para a < z < b,

u(0) = vo. (15.1)

Frecuentemente la condicién inicial estd dada sobre el extremo izquierdo
del intervalo, o sea, a = 2¢. Un ejemplo de EDO1CI es:

+322, ze[2,4],

Temas importantisimos como existencia de la solucién, unicidad o esta-
bilidad, no seran tratados en este texto. El lector debera remitirse a un
libro de ecuaciones diferenciales. Aqui se supondra que las funciones sa-
tisfacen todas las condiciones necesarias (continuidad, diferenciabilidad,
condicién de Lipschitz... ) para que la solucién exista, sea unica...

Como en todos los otros casos de métodos numéricos, la primera
opcién para resolver una EDOICI es buscar la solucién analitica. Si
esto no se logra, entonces se busca la solucién numérica que consiste en
encontrar valores aproximados ¥, ¥2, ..., Yn tales que

yi~y(z;), i=1,...,n, dondea=zp<z; <22<..<xp="b
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15. ECUACIONES DIFERENCIALES

En muchos casos los valores x; estdn igualmente espaciados, o sea,

h—
z;=a+1th, t=0,1,...,n, con h= g

n

En varios de los ejemplos siguientes se aplicaran los métodos numéricos
para ecuaciones diferenciales con solucién analitica conocida. Esto se
hace simplemente para comparar la solucién numérica con la solucién
exacta.

15.1 Método de Euler

Se aplica a una EDO1CI como en (15.1) utilizando puntos igualmente
espaciados. Su deduccién es muy sencilla.

y/(wo) ~ y(zo + h}z - y(.’L‘o)'

Por otro lado
Y (z0) = f(20,yo)-
Entonces

y(zo + k) = yo + hf(zo,v0)-

Si denotamos por y; la aproximacién de y(zg + h), entonces la férmula
del método de Euler es justamente

Y1 =yo + hf(xo,y0)

Aplicando varias veces el mismo tipo de aproximaciones, se tiene la
férmula general:

Yit1 = ¥i + hf(@i, vi)- (15.2)

Graficamente esto significa que y(z; + h) = y(z;+1) se aproxima por el
valor obtenido a partir de la recta tangente a la curva en el punto (z;, ¥;).
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15.1. METODO DE EULER

y@o+h) |- e

yo=y(2o) -~~~

|
|
|
|
|
]

|
|
|
|
!
|
|
|
!
o 9+ h
Figura 15.1 Método de Euler.

El valor y; es una aproximacion de y(z1). A partir de y1, no de y(z1),
se hace una aproximacién de y'(x1). Es decir, al suponer que y2 €s una
aproximacién de y(zz), se han hecho dos aproximaciones consecutivas
y el error pudo haberse acumulado. De manera ansloga, para decir que
y3 es una aproximacioén de y(z3), se han hecho tres aproximaciones, una
sobre otra.

Sea (t,h) definida para t; <t < t2 y para valores pequenos de h.
Se dice que

p(t,h) = O(hP)
si para valores pequenos de h existe una constante ¢ tal que
lp(t, h)| < chP, Vit € [t1,ta].
También se acostumbra decir que
@(t, h) = ch?.

El error local tiene que ver con el error cometido para calcular y(Tiv1)
suponiendo que y; es un valor exacto, es decir, y; = y(z;). El error global
es el error que hay al considerar y, como aproximacion de y(z,) (n indica
el niimero de intervalos).

Los resultados sobre el error en el método de Euler son:

1 = y(z1) + O(R?) (15.3)
Yn = y(xn) + O(h) (15'4)
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15.

Ejemplo 15.1. Resolver, por el método de Euler, la ecuacién diferencial

ECUACIONES DIFERENCIALES

y =222 —4x 4y

en el intervalo [1, 3], con A = 0.25.

La primera observacién es que esta ecuaciéon diferencial se puede
resolver analiticamente. Su solucién es y = € — 2x2. Luego no deberfa
ser resuelta numéricamente. Sin embargo, el hecho de conocer su solucién
exacta permite ver el error cometido por el método numérico.

y1 = yo + hf(xo,yo)
= (0.7182818 + 0.25f(1, 0.7182818)

= 0.7182818 + 0.25(0.7182818 +2 x 12 —4 x 1)

= 0.3978523

y2 =1 +hf(x1,y1)
= 0.3978523 + 0.25f(1.25, 0.3978523)

= 0.3978523 + 0.25(0.3978523 + 2 x 1.25% — 4 x 1.25)

y(1) = 0.7182818

= 0.0285654
Yz = ...
Lo ) |  ylw) |
1.00 | 0.7182818 | 0.7182818
1.25 | 0.3978523 | 0.3653430
1.50 | 0.0285654 | -0.0183109
1.75 | -0.3392933 | -0.3703973
2.00 | -0.6428666 | -0.6109439
2.25 | -0.8035833 | -0.6372642
2.50 | -0.7232291 | -0.3175060
2.75 | -0.2790364 | 0.5176319
3.00 | 0.6824545 | 2.0855369
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15.2. METODO DE HEUN

-1 - : —

1 2 3
Figura 15.2 Método de Fuler.

En los primeros valores se observa que el error es muy pequefo. A
partir de z = 2 se empiezan a distanciar los valores g(z) y y(z). Si se
trabaja con h = 0.1 se obtiene §(3) = 1.4327409; con h = 0.01 se obtiene
9(3) = 2.0133187; con h = 0.001 se obtiene §(3) = 2.0782381. <

15.2 Método de Heun

Este método es una modificacién o mejora del método de Euler y
se utiliza para el mismo tipo de problemas. También se conoce con el
nombre de método del trapecio. En el método de Euler se utiliza la
aproximacion

y(z + h) = y(z) + hy/(z).
En el método de Heun se busca cambiar, en la aproximaciéon anterior, la
derivada en z por un promedio de la derivada en x y en x + h.

y(zog+h) f-—-—— - A/T(xl,yl)

Yo =y(xo) F————

|
|
|
|
|

L
g xo+h
Figura 15.3 Meétodo de Heun.
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15. ECUACIONES DIFERENCIALES

() +y'(z+h)
2

7
y(z + h) ~ y(z) + h 2
o sea,

f@,y(@) + f(z + hy@ +h)
2

y(z+h)=ylz)+h

La férmula anterior no se puede aplicar. Sirve para aproximar y(z + h)
pero utiliza y(z+ h). Entonces, en el lado derecho, se reemplaza y(z + h)
por la aproximacién dada por el método de Euler

y(@ + h) ~ y(z) + h L EYED T @+ hple) + b (e vla)))

La anterior aproximacion suele escribirse de la siguiente manera:

K]_ = hf(xuyl)
Ky = hf(zi+ h,yi + K1) (15.5)

1
Yivl = ¥i + ’2‘(K1 + K3).

Ejemplo 15.2. Resolver, por €l método de Heun, la ecuacién diferencial

Y =22% 4z +y
y(1) = 0.7182818

en el intervalo [1,3], con h = 0.25.
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15.2. METODO DE HEUN

K1 = hf(xo, Yo)
= 0.25f(1, 0.7182818)
= —0.320430

Ky = hf(xo + h,yo + K1)
= 0.25f(1.25,0.397852)
= —0.369287

Y1 = Yo + (K1 + K2)/2
= 0.3734236

Ki = hf(z1,1)
= 0.25f(1.25, 0.3734236)
= —0.375394
Ky =hf(z1+ h,y1 + K1)
= 0.25f(1.500000, —0.001971)

= —0.375493
Y2 = y1 + (K1 + K2)/2
= —0.0020198
Ki=..
| o] gl@) | ylm) |
1.00 { 0.7182818 | 0.7182818
1.25 | 0.3734236 | 0.3653430
1.50 | -0.0020198 | -0.0183109
1.75 | -0.3463378 | -0.3703973
2.00 | -0.5804641 | -0.6109439
2.25 | -0.6030946 { -0.6372642
2.50 [ -0.2844337 | -0.3175060
2.75 1 0.5418193 | 0.5176319
3.00 | 2.0887372 | 2.0855369
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15. ECUACIONES DIFERENCIALES

-1 . . :
1 2 3
Figura 15.4 Método de Heun.

En este ejemplo los resultados son mucho mejores. Por un lado, el
método es mejor, pero, por otro, es natural tener mejores resultados pues
hubo que evaluar 16 veces la funcién f(z,y), 2 veces en cada iteracién.
En el ejemplo del método de Euler hubo simplemente 8 evaluaciones de la
funcién f(z,y). Al aplicar el método de Heun con h = 0.5 (es necesario
evaluar 8 veces la funcién) se obtiene §(3) = 2.1488885, resultado no
tan bueno como 2.0887372, pero netamente mejor que el obtenido por el
método de Euler. Si se trabaja con h = 0.1 se obtiene §(3) = 2.0841331;
con h = 0.01 se obtiene y(3) = 2.0855081; con h = 0.001 se obtiene
7(3) = 2.0855366. <

15.3 Meétodo del punto medio

También este método es una modificacién o mejora del método de
Euler y se utiliza para el mismo tipo de problemas. En el método de
Euler se utiliza la aproximacion

y(z + h) = y(x) + hy' ().

En el método del punto medio se busca cambiar, en la aproximacién
anterior, la derivada en z por la derivada en el punto medio entre z y
x + h, o sea, por la derivada en = + h/2.
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15.3. METODO DEL PUNTO MEDIO

+h) L ___
v : (z1,91)

|

|
Yo =y(zo) F————~- |
|
|
|
|
|

|
|
|
|
|
|
|
L 4 A

o zo+ h/2 o+ h

Figura 15.5 Método del punto medio.

y(z + k) = y(x) + hy/(z + h/2)
O sea,

y(z+h) = y(z) + hf(z+ h/2,y(x + h/2))

Como no se conoce y(z + h/2), se reemplaza por la aproximacién que
daria el método de Euler con un paso de h/2.

h
y(@ + h/2) % y(2) + 2 f(2,9)
h
y(@ +h) my(e) + hf(z + h/2,4(@) + 5 f(,9))
La anterior aproximacion suele escribirse de la siguiente manera:

Ky = hf(zi, )
Ky =hf(zi+h/2,y; + K1/2) (15.6)
Yitr1 = ¥i + Ka.

Ejemplo 15.3. Resolver, por el método del punto medio, la ecuacién
diferencial

y =202 -4z + Y
y(1) = 0.7182818
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15.

en el intervalo [1, 3], con h = 0.25.

K=

hf(xo,y0)

ECUACIONES DIFERENCIALES

= 0.25f(1, 0.7182818)

—0.320430

Ky = hf(xo+ h/2,y0 + K1/2)
= 0.25f(1.125, 0.558067)

= —0.352671
y1 =Y + Ko

= (0.3656111
Kl = h’f(xl,yl)

= 0.25f(1.25, 0.3656111)

—0.377347

Ky = hf(x1+ h/2,91 + K1/2)
— 0.25£(1.375, 0.176937)

= —0.385453
Y2 =41 + Ko

= —0.0198420
Ky=..

| | ) | y(z:) |

1.00 | 0.7182818 | 0.7182818
1.25 | 0.3656111 | 0.3653430
1.50 | -0.0198420 | -0.0183109
1.75 | -0.3769851 | -0.3703973
2.00 | -0.6275434 | -0.6109439
2.25 | -0.6712275 | -0.6372642
2.50 | -0.3795415 | -0.3175060
2.75 | 0.4121500 | 0.5176319
3.00 | 1.9147859 | 2.0855369
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-1 : : :
1 2 3

Figura 15.6 Método del punto medio.

También, en este ejemplo, los resultados son mucho mejores. De nue-
vo hubo que evaluar 16 veces la funcién f(z,y), 2 veces en cada iteracién.
Al aplicar el método del punto medio con h = 0.5 (es necesario evaluar
8 veces la funcién) se obtiene §(3) = 1.5515985, resultado no tan bueno
como 2.0887372, pero netamente mejor que el obtenido por el méto-
do de Euler. Si se trabaja con h = 0.1 se obtiene §(3) = 2.0538177,;
con h = 0.01 se obtiene §(3) = 2.0851903; con h = 0.001 se obtiene
7(3) = 2.0855334. <

15.4 Método de Runge-Kutta

El método de Runge-Kutta o, mas bien, los métodos de Runge-Kutta
se aplican a una EDO1CI como en (15.1) utilizando puntos igualmente
espaciados. La forma general del método RK de orden n es la siguiente:

K]. = hf(wia y'L)
Ky = hf(z; + azh, y; + B21 K1)
K3 = hf(z; + ash, y; + 831 K1 + B32K3)

(15.7)

K, = hf(il}z + anh, yi + Br1K1 + BraKaz + -+ + ﬂn,n—lKn—l)
Yir1 =¥ + RiKy + RoKao + ... + Ry K.

Se ve claramente que los métodos vistos son de RK: el método de Euler
es uno de RK de orden 1, el método de Heun y el del punto medio son
métodos de RK de orden 2.
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15.  ECUACIONES DIFERENCIALES

Método de Euler:

K1 =hf(zi, us)
Yir1 = ¥ + K1.

Método de Heun:

K1 = hf(zi, y:)
Ky = hf(z; + h,y; + K1)

1 1
Yit1 = Y + §K1 + §K2-

Método del punto medio:

K1 = hf(zs, y:)
1 1
Ky = hf(x; + -2-h, Yi + §K1)
Yi+1 = ¥ + 0K + Ks.

Un método muy popular es el siguiente método RK de orden 4:

K1 = hf(zi, yi)
Ky =hf(zi+ h/2, yi + K1/2)
K3 =hf(z: +h/2, yi + K2/2) (15.8)
Ky =hf(zi+h, yi + K3)
Yir1 = ¥i + (K1 + 2K + 2K3 + K4) /6.

Ejemplo 15.4. Resolver, por el método RK4 anterior, la ecuacién di-
ferencial

y =222 —dx 4y
y(1) = 0.7182818
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15.4. METODO DE RUNGE-KUTTA

en el intervalo (1, 3], con h = 0.25.

K1 = hf(xo,y0)
=0.25f(1, 0.7182818)
= —0.320430

Ky =hf(zo+ h/2,y0 + K1/2)
= 0.25f(1.125,0.558067)
= —0.352671

K3 = hf(zo+ h/2,y0 + K2/2)
= 0.25£(1.125,0.541946)
= —0.356701

K4y =hf(zo+ h,yo + K3)
= 0.25f(1.25,0.361581)
= —0.378355

1 =yo+ (K1 +2K2 +2K3+ K4)/6
= (0.3653606

Ky = hf(z1,41)
— 0.25(1.25, 0.3653606)
= —0.377410

Ky =hf(z1+h/2,y1 + K1/2)
= 0.25f(1.375,0.176656)
= —0.385524

K3 =hf(z1+h/2,y1 + K3/2)
= 0.25f(1.375,0.172599)
= —0.386538
Ky =hf(z1 +h,y1 + K3)
= 0.25f(1.5,—0.02117)
= —0.380294
ya=y1 + (K1 + 2Ky +2K3+ K4)/6
= —0.0182773
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15. ECUACIONES DIFERENCIALES

HERTE) y(=:)
1.00 | 0.7182818 | 0.7182818
1.25 | 0.3653606 | 0.3653430
1.50 | -0.0182773 | -0.0183109
1.75 | -0.3703514 | -0.3703973
2.00 | -0.6108932 | -0.6109439
2.25 | -0.6372210 | -0.6372642
2.50 | -0.3174905 | -0.3175060
2.75 | 0.5175891 | 0.5176319
3.00 | 2.0853898 | 2.0855369
2 -
1 4
0 -
-1 : ,
1 2

Figura 15.7 Método de Runge-Kutta 4.

En este ejemplo, los resultados son atin mejores. Hubo que evaluar
32 veces la funcién f(z,y), 4 veces en cada iteracién. Si se trabaja con
h = 0.1 se obtiene §(3) = 2.0855314; con h = 0.01 se obtiene §(3) =
2.0855369; con h = 0.001 se obtiene §(3) = 2.0855369. <

15.5 Deduccion de RK?2

En secciones anteriores se hizo la deduccién, de manera més o menos
intuitiva, de los métodos de Heun y del punto medio. Los dos resultan
ser métodos de RK de orden 2. En esta seccién veremos una deduccién
diferente y general de RK2.
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15.5. DEDUCCION DE RK2

El método RK2 tiene el siguiente esquema:

K1 = hf(zi,y:)
Ky = hf(zi + agh, yi + B21K1)
Yir1 = ¥i + RiK1 + R Ks.

Como hay un solo coeficiente o y un solo coeficiente 3, utilicémoslos sin
subindices:

K1 = hf(zi,y)
Ky = hf(z; + ah, y; + BK1)
Yir1 = ¥ + B1 K1 + R K.

Sea g una funcién de dos variables. Si g es diferenciable en el punto
(u, ), entonces se puede utilizar la siguiente aproximacién de primer
orden:

9(a + Au, v + Av) = g(4,v) + Aug——( ,0) + Av gg( ,0).  (15.9)

La aproximacién de segundo orden para y(x; + h) es

2

Yo+ 1) = (o) + Y () + o (@) +O()  (15.10)
2

(o + b~ y(a) + by () + oy (@), (15.11)

En la aproximacién anterior, podemos tener en cuenta que y(z;) = y;,
Yy que yl(l‘l) = f(xhy’l) Ademésa

y' (i) = (;iwy’(xi)
= %f(wiayi)

= ﬁf(miayz) f( hyl) Oy

(xz)

f(xl’yl) Ty (:171) f(-'L'za yz)
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15, ECUACIONES DIFERENCIALES

Para acortar la escritura utilizaremos la siguiente notacién:

[ = (=i, i)

1s)
fz = a_if(mhyi)

0
fy = a—gf(xi,yi)

y = y(zs)
¥ =y (z:i) = f(zi,ui) = f
y" =y (z:).
Entonces
y” = fz+ ffy
h? h?
y(xi+h)%y+hf+7fx+—2—ffy. (15.12)

Por otro lado, el método RK2 se puede reescribir:
Yi+1 = ¥i + Rihf(zi, yi) + Rohf(zi + ah,y; + BKY).
Utilizando (15.9):
Yi+1 = ¥i + Rahf(zi,y:)
+ Rah (f(xz', i) + ah%(xh vi) + ﬂKlg—;(xi, yi)) :
Utilizando la notacién se obtiene:

Yi+1 =y + Rihf + Roh (f + ahfy + BK1fy)
Yi+1 =y + (R1 + Ro)hf + Roh®af, + RohBK1 fy.

Como K1 = hf, entonces
Yi+1 =y + (R1 + Ro)hf + Roah®fz + RaBH*f fy,. (15.13)
Al hacer la igualdad y(z; +h) = yi+1, en las ecuaciones (15.12) y (15.13)
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se comparan los coeficientes de hf, de h?f, y de h®f fy v se deduce:

Ri+Ry=1,
Roa = %,
Rofi= 3.
Entonces
B=a, (15.14)
Ry = 515- (15.15)
Ry =1—-Rs. (15.16)

Sia =1, entonces B =1, Ry = 1/2y Ry = 1/2, es decir, el método
de Heun. Si o = 1/2, entonces 8 = 1/2, Ry = 1y Ry = 0, es decir, el
método del punto medio. Para otros valores de « se tienen otros métodos
de RK de orden 2.

15.6 Control del paso

Hasta ahora se ha supuesto que para hallar la solucién numérica
de una ecuacién diferencial, los puntos estédn igualmente espaciados, es
decir, x; — x;—1 = h para i = 1,2,...,n. Esta politica no es, en gene-
ral, adecuada. Es preferible utilizar valores de h pequefios cuando es
indispensable para mantener errores relativamente pequenos, y utilizar
valores grandes de h cuando se puede.

Hay varios métodos para el control de h. En uno de ellos, se supone
conocido y;, una muy buena aproximacién de y(z;), y se aplica un méto-
do con un paso h para obtener § aproximacién de y(z; + h). También se
aplica el mismo método dos veces con el paso h/2 para obtener gj, otra
aproximacién de y(z; + h). Con estos dos valores se puede acotar el error
y asi saber si es necesario trabajar con un paso mds pequeiio.

En otro enfoque, el que veremos en esta seccidn, se aplican dos méto-
dos diferentes, con el mismo h y con estas dos aproximaciones se acota, el
error. Asi se determina la buena o mala calidad de las aproximaciones.
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Supongamos que tenemos dos métodos: el método A con error local
O(h?) y el método B con error local O(hP*1) (o con error local O(h9), q¢ >
p+1). Partimos de y;, muy buena aproximacién de y(z;). Aplicando los
dos métodos calculamos y4 y yB, aproximaciones de y(z;+h). El control
de paso tiene dos partes: en la primera se obtiene una aproximacién del
posible error obtenido.

lerror| ~ e = ®1(ya,yB, h,p).

Si e es menor o igual que un valor ¢ dado, entonces se acepta yg
como buena aproximacién de y(z + h). En caso contrario, es necesario
utilizar un valor de h mas pequenio. En ambos casos el valor de h se
puede modificar, bien sea por necesidad (e > €), bien sea porque, siendo
h aceptable, es conveniente modificarlo para el siguiente paso. Para ello
se calcula un coeficiente Cy que sirve para obtener C coeficiente de h

Co = ®2(ya,yB, h,p)
C= QO(C(), )
h' = Ch.

Los diferentes algoritmos difieren en la manera de calcular e, Cy y
C (las funciones @1, &3 y ). Mds aiin, para el mismo método A y el
mismo método B hay diferentes algoritmos.

Un método muy popular es el de Runge-Kutta-Fehlberg, cons-
truido a partir de un método de RK de orden 5 (el método A) y de un
método de RK de orden 6 (el método B). Una de sus ventajas estd dada
por el siguiente hecho: los valores K1, K9, K3, K4 y K5 son los mismos
para los dos métodos. Teniendo en cuenta la forma general (15.7) del
método RK, basta con dar los valores ¢; y 3;;. Recuérdese que siempre

K1 = hf(z;,yi).
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? o Bi1 Bio
9 L 1
1 1
3 3 3 9
8 32 32
, 12 1932 7200 7296
13 2197 2197 2197
., 49 3680 845
216 513 4104
s L .8 344 189 1
2 27 2565 4104 40
25 1408 2197 1
ya =i+ oK+ 0K + oo K + o Ka — 5 Ko
16 6656 28561 9 2
=yt — K. K Ki— —Ks+ —K
yB = Y+ T3 Ko+ 0Ks + oo Ko + sosg e — 5o &8s T 55 K

(15.17)

Los errores locales son respectivamente O(h®) y O(h%). Realmente hay
varias férmulas RK5 y RK6; las anteriores estdn en [BuF85] y [EnU96].
Hay otras férmulas diferentes en [ChC99].

La aproximacion del error estd dada por

lerror| =~ e = ‘lﬂ_};y_BI' (15.18)

El coeficiente para la modificacién del valor de h esta dado por:

e\1/4
Co = 0.84 (-e-) ,
C = min{Co,4},
C = max{C,0.1}.

(15.19)

Las férmulas anteriores buscan que C no sea muy grande ni muy pe-
queno. Mds especificamente, C' debe estar en el intervalo [0.1, 4].
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En la descripcién del algoritmo usaremos la siguiente notacién de
Matlab y de Scilab. La orden

u = [u; t]

significa que al vector columna u se le agrega al final el valor t y el
resultado se llama de nuevo u.

METODO RUNGE-KUTTA-FEHLBERG
datos: o, Yo, b, ho, &, hmin
T =1y, Yy =Yo, h=ho
X = [wol, Y = [yo]
mientras x < b
h = min{h,b — =}
hbien=10
mientras hbien =10
calcular y,, yp segin (15.17)
e =|ya —ysl/h
sie<e
r=z+h, y=yB
bienh =1
X=[X;z], Y=IY; 9
fin-si
Co = 0.84(c/e)'/*
C = max{Cp, 0.1}, C = min{C, 4}
h=Ch
si h < hgip ent parar
fin-mientras
fin-mientras

La salida no deseada del algoritmo anterior se produce cuando h se
vuelve demasiado pequeno. Esto se produce en problemas muy dificiles
cuando, para mantener el posible error dentro de lo establecido, ha sido
necesario disminuir mucho el valor de h, por debajo del limite deseado.

En una versién ligeramente mas eficiente, inicialmente no se calcula
y4 ni yp. Se calcula directamente

1 128 2197

2
= 36051 ~ 127553

1
- Ki+ —Ks + —Kg| .
75040 4 T 5o i+ 55 Ke

[
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Cuando el valor de h es adecuado, entonces se calcula yp para poder
hacer la asignacién y = yp.

Ejemplo 15.5. Resolver, por el método RKF con control de paso, la
ecuacion diferencial

Y =202 —4dr+y
y(1) = 0.7182818

en el intervalo [1,3], con hg = 0.5 y £ = 1076,

ya = —0.01834063
yp = —0.01830704
e = 0.00006717

h = 0.5 no sirve.

Co = 0.29341805
C = 0.29341805
h = 0.14670902

ya = 0.51793321

yp = 0.51793329
e = 0.00000057

h = 0.14670902 sirve.

z = 1.14670902
y = 0.51793329
Co = 0.96535578
C = 0.96535578
h = 0.14162640
ya = 0.30712817
yp = 0.30712821
e = 0.00000029
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h = 0.14162640 sirve.

15.

ECUACIONES DIFERENCIALES

z = 1.28833543
y = 0.30712821

[ =z ] h ] g ]  y(=) ]
1.0000000 | 0.1467090 | 0.7182818 | 0.7182818
1.1467090 | 0.1416264 | 0.5179333 | 0.5179333
1.2883354 | 0.1622270 | 0.3071282 | 0.3071282
1.4505624 | 0.1686867 | 0.0572501 | 0.0572501
1.6192491 | 0.1333497 | -0.1946380 | -0.1946380
17525988 | 0.1329359 | -0.3736279 | -0.3736279
1.8855347 | 0.1191306 | -0.5206051 | -0.5206051
2.0046653 | 0.1092950 | -0.6137572 | -0.6137571
9.1139603 | 0.1024064 | -0.6566848 | -0.6566847
2.2163666 | 0.0971218 | -0.6506243 | -0.6506241
2.3134884 | 0.0928111 | -0.5948276 | -0.5948275
2.4062006 | 0.0891591 | -0.4877186 | -0.4877184
2.4954587 | 0.0859853 | -0.3273334 | -0.3273332
2.5814440 | 0.0831757 | -0.1114979 | -0.1114977
2.6646196 | 0.0806534 | 0.1620898 | 0.1620900
27452730 | 0.0783639 | 0.4958158 | 0.4958160
2.8236369 | 0.0762674 | 0.8921268 | 0.8921270
2.8999043 | 0.0743333 | 1.3535162 | 1.3535164
2.9742376 | 0.0257624 | 1.8825153 | 1.8825156
3.0000000 2.0855366 | 2.0855369
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- ]_ T T | —

Figura 15.8 Meétodo de Runge-Kutta-Fehlberg.

15.7 Orden del método y orden del error

Para algunos de los métodos hasta ahora vistos, todos son métodos
de RK, se ha hablado del orden del método, del orden del error local y
del orden del error global.

El orden del método se refiere al nimero de evaluaciones de la funcién
f en cada iteracién. Asi por ejemplo, el método de Euler es un método
de orden 1 y el método de Heun es un método de orden 2.

El orden del error local se refiere al exponente de h en el error tedrico
cometido en cada iteracién. Si la férmula es

y(z +h) =y(z) + Rik1 + ReKa + - - + R, K, + O(RP),

se dice que el error local es del orden de h?, o simplemente, el error local
es de orden p.

El orden del error global se refiere al exponente de h en el error
obtenido al aproximar y(b) después de hacer (b — z¢)/h iteraciones.

Hemos visto seis métodos, Euler, Heun, punto medio, un RK4, un
RK5 y un RK6. La siguiente tabla presenta los 6rdenes de los errores.
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Método Férmula | Orden del | Error
método local

Euler (15.2) O(h?)
Heun (15.5) 2 O(h?)
Punto medio | (15.6) 2 O(h3)
RK4 (15.8) 4 O(h®)
RK5 (15.17) 5 O(h®)
RK6 (15.17) 6 O(h)

El orden del error global es generalmente igual al orden del error

local menos una unidad. Por ejemplo, el error global en el método de
Euler es O(h).

A medida que aumenta el orden del método, aumenta el orden del
error, es decir, el error disminuye. Pero al pasar de RK4 a RK5 el orden
del error no mejora. Por eso es mas interesante usar el RK4 que el RK5
ya que se hacen solamente 4 evaluaciones y se tiene un error semejan-
te. Ya con RK6 se obtiene un error méas pequefio, pero a costa de dos
evaluaciones mas.

15.7.1 Verificacion numérica del orden del error

Cuando se conoce la solucién exacta de una ecuacién diferencial,
en muchos casos, se puede verificar el orden del error de un método
especifico. Mas aiin, se podria obtener el orden del error si éste no se
conociera. ~

Sea O(hP) el error local del método. Se puede hacer la siguiente
aproximacién:
error = e & ch?.

Al tomar logaritmo en la aproximacién anterior se obtiene
log(e) ~ log(c) + plog(h) (15.20)

Para diferentes valores de h se evalia el error cometido y se obtienen
asi varios puntos de la forma (log(h;), log(e;) ). Estos puntos deben estar,
aproximadamente, sobre una recta. La pendiente de esta recta es preci-
samente p. El valor de p se puede obtener graficamente o por minimos
cuadrados.
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Ejemplo 15.6. Obtener numéricamente el orden del error local del
método de Heun usando la ecuacién diferencial

v =222 —dz +y
y(1) = 0.7182818,

con h = 0.1, 0.12, 0.14, 0.16, 0.18 y 0.2.

h {zo+h|gzo+h) ylzot+h)| e log(h) log(e)
0.10| 1.10 | 0.584701 | 0.584166 | 0.000535 | -2.302585 | -7.532503
0.12| 1.12 | 0.556975 | 0.556054 { 0.000921 | -2.120264 | -6.989970
0.14 | 1.14 | 0.529024 | 0.527568 | 0.001456 | -1.966113 | -6.532007
0.16( 1.16 | 0.500897 | 0.498733 | 0.002164 | -1.832581 | -6.135958
0.18] 1.18 | 0.472641 | 0.469574 } 0.003067 | -1.714798 |-5.787212
0.20 | 1.20 | 0.444304 | 0.440117 )0.004187 |-1.609438 | -5.475793

En la siguiente grafica, log(h) en las abscisas y log(e) en las ordena-
das, los puntos estdn aproximadamente en una recta.

—2.5 -2.0 -1.5
Figura 15.9 Orden local.

Al calcular numéricamente los coeficientes de la recta de aproxima-
cién por minimos cuadrados, se obtiene

log(e) ~ 2.967325 log(h) — 0.698893
e ~ 0.497135h%97.

Estos resultados numéricos concuerdan con el resultado tedrico. <
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15. ECUACIONES DIFERENCIALES
15.8 Métodos multipaso explicitos

Los métodos RK son considerados como métodos monopaso (unipa-
so) por la siguiente razén. El valor ;. se calcula tinicamente a partir del
punto (z;,y;). En los métodos multipaso se utilizan otros puntos ante-
riores, por ejemplo, para calcular y; 1 se utilizan los puntos (z;—2, ¥i—2),
(Ti-1,%i-1) ¥ (T4, ¥3)-

Veamos un caso particular. Supongamos que se conocen los valores
Yo = y(xo0), y1 = y(z1) ¥y y2 = y(x2). Por facilidad para la deduccién,
supongamos que g = h, x1 = h y x2 = 2h.

Sea pa(x) el polinomio de grado menor o igual a 2 que interpola a f
en los valores 0, h y 2h, es decir, el polinomio pasa por los puntos (0, fo),
(h, f1) ¥ (2h, f2), donde f; = f(x;, ;). Este polinomio se puede obtener
utilizando polinomios de Lagrange:

(z - 0)(x —h)
(2h —0)(2h — k)’

+ f2

Después de algunas factorizaciones se obtiene:

pa(@) = 5z ((fo — 21 + )2 + (=30 + 411 — fo)ha + 202 fo).

Por otro lado, por el teorema fundamental del célculo integral

/“”3 Y (z)dz = y(zs3) — y(z2)

2

) = y(a) + [ ® Y @)z

z3
3h

y(x3) = y(z2) + f(z,y)dz.
2h

362



15.8. METODOS MULTIPASO EXPLICITOS

Si se reemplaza f(z,y) por el polinomio de interpolacién, se tiene:
3h

y(z3) ~ y(za) + /Z (o)

~ 3h 1 9
o) ~y(en) [ g (o =2+ e
(=3fo +4f1 — fa)hax + 2h2f0) dzx
Y3 =1y2 + 5% ((fo —-2f1 + f2)13—9h3+
(—=3fo+4f1 — f2)§h3 + 2h3f0>
vs =2+ 15500 — 161 + 235) (15.21)

La anterior igualdad se conoce con el nombre de féormula de Adams-
Bashforth de orden 2 (se utiliza un polinomio de orden 2). También
recibe el nombre de método multipaso explicito o método multipaso
abierto de orden 2.

Si los valores yo, y1 y y2 son exactos, o sea, si yo = y(zo), y1 = y(z1)
y y2 = y(z2), entonces los valores f; son exactos, o sea, f(z;,y;) =
f(zi,y(x;)) v el error estd dado por

(o) = ulea) + 1=(500 — 16/ +23f2) + YO, = € [ao, 3]
(15.22)

La férmula (15.21) se escribe en el caso general
h
Yi+1 = Y; + 1—2(5fi_2 —16f;—1+23f;). (15.23)

Para empezar a aplicar esta férmula se requiere conocer los valores f;
anteriores. Entonces es indispensable utilizar un método RK el nimero
de veces necesario. El método RK escogido debe ser de mejor calidad
que el método de Adams-Bashforth que estamos utilizando. Para nuestro
caso podemos utilizar RK4.

Ejemplo 15.7. Resolver, por el método de Adams-Bashforth de orden
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2, la ecuacién diferencial

ECUACIONES DIFERENCIALES

Y =22% —dz+y
y(1) = 0.7182818

en el intervalo [1,3], con h = 0.25.

Al aplicar el método RK4 dos veces se obtiene:

y1 = 0.3653606
ys = —0.0182773.

Entonces

fo= f(x(),yo) = —1.2817182
f1 = f(z1,y1) = —1.5096394
fo = —1.5182773

y3 = y2 + h(5fo — 16 f1 + 23f2)/12

= —0.3760843
f3 = f(z3,y3) = —1.2510843
ys = —0.6267238

Loz 9(@) | yl) |
1.00 | 0.7182818 | 0.7182818
1.25 | 0.3653606 | 0.3653430
1.50 | -0.0182773 | -0.0183109
1.75 | -0.3760843 | -0.3703973
2.00 | -0.6267238 | -0.6109439
2.25 | -0.6681548 | -0.6372642
2.50 | -0.3706632 | -0.3175060
2.75 | 0.4320786 | 0.5176319
3.00 | 1.9534879 | 2.0855369
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- 1 T T T
1 2 3

Figura 15.10 Método de Adams-Bashforth 2.

En este caso hubo que evaluar 8 veces la funcién para los dos valores
de RK4 y en seguida 6 evaluaciones para un total de 14 evaluaciones de
la funcién f. <©

MULTIPASO EXPLICITO: ADAMS-BASHFORTH

n error

0} vir1=vi+hfi 3y"(£)h?
Ll yimi=y+ g(—fi—l +3f:) Sy (€)h3
2 | yir1=vyi+ 1—’12(513'—2 —16fi_1 +23f;) 3y@(&)n

h
3| Yir1 =¥+ ﬂ(—9fi-3 +37fi—2 — 59fi_1 + 55f;) %y(s) (&)n°

h
4 | yipi =y + m(%l fiea — 12T4fi_3+2616fi 2 | 22y ©(E)R®

—2774f;_1 + 1901f;)

En la anterior tabla se muestran las principales férmulas. Allf n in-
dica el grado del polinomio de interpolacién usado. En algunos libros,
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n estd asociado con ntimero de puntos utilizados para la interpolacién
(igual al grado del polinomio més uno). Obsérvese que la primera férmu-
la es simplemente el método de Euler.

15.9 Meétodos multipaso implicitos

En estos métodos se utiliza un polinomio de interpolacién, el mismo
de los métodos explicitos, pero el intervalo de integracién varia.

Veamos un caso particular. Supongamos que se conocen los valores
Yo = y(xo), y1 = y(x1) ¥y y2 = y(=z2). Por facilidad para la deduccién,
supongamos que g = h, x1 = h y x2 = 2h.

Sea pa(z) el polinomio de grado menor o igual a 2 que interpola a
f en los valores 0, h y 2h, es decir, el polinomio pasa por los puntos
(0, fo), (h, f1) y (2h, f2), donde f; = f(z;,yi). Como se vio en la seccién
anterior,

pa(e) = % ((fo = 2f1 + f2)a® + (=3fo + 4f1 — fo)hw + 2h* fo)

El teorema fundamental del cdlculo integral se usa de la siguiente ma-
nera:

/myqu=y@géywn

y@»:y@o+/ Y (@)de

2h
y(z2) = y(z1) + A f(z,y)dz.

Si se reemplaza f(z,y) por el polinomio de interpolacién se tiene:

2h
va) %y + [ p@ds
2h
y(z2) = y(x1) -l-/h %5 ((fo —2f) + fo)z*+

(=3fo+4f1 — fo)hx + 2h2f0) dz
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Y2 =y1 + 2% ((fo -2+ f2)%h3+
(=3fo+4f1— f2)gh3 + 2h3f0)

Y2=u1+ l—hZ(—fo +8f1 + 5f2). (15.24)

La anterior igualdad se conoce con el nombre de férmula de Adams-
Moulton de orden 2 (se utiliza un polinomio de orden 2). También
recibe el nombre de método multipaso implicito 0 método multipaso
cerrado de orden 2.

Si los valores yg, y1 ¥ Y2 son exactos, o sea, si yo = y(zo), y1 = y(x1)
y y2 = y(z2), entonces los valores f; son exactos, o sea, f(z;,y;) =
f(zi,y(z;)) y el error estd dado por

y(x2) = y(z1) + %(—fo +8f1+5f2) — _;Zy(3)(z)h4, z € [mo, T2).
(15.25)

La férmula (15.24) se escribe en el caso general

h
Yir1 = Yi + 5 (= fior +8fi + 5finn). (15.26)

Para empezar a aplicar esta férmula es indispensable conocer los valores
f; anteriores. Entonces se requiere utilizar un método RK el nimero de
veces necesario. El método RK escogido debe ser de mejor calidad que el
método de Adams-Bashforth que estamos utilizando. Para nuestro caso
podemos utilizar RK4.

Una dificultad mas grande, y especifica de los métodos implicitos,
estd dada por el siguiente hecho: para calcular y;11 se utiliza f; 11, pero
este valor es justamente f(zi+1,¥yit1). (COémo salir de este circulo vi-
cioso? Inicialmente se calcula y?_H, una primera aproximacion, por el
método de Euler. Con este valor se puede calcular inH = fzip1,9) 1)
y en seguida y} 1- De nuevo se calcula fl-l+1 = f(Zi+1,9} +1) Y en seguida
y2,,. Este proceso iterativo acaba cuando dos valores consecutivos, yF, |
y yfjll, son muy parecidos. Este método recibe también el nombre de
método predictor-corrector. La férmula queda entonces asi:

h
Ui = i+ 5 (—fio1 + 8fi + 5ff10). (15.27)
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El criterio de parada puede ser:

k+1 __sz

k+ll} -

|y;
max{1, |y,

Ejemplo 15.8. Resolver, por el método de Adams-Moulton de orden
2, la ecuacién diferencial

Yy =222 —dx 4y
y(1) = 0.7182818

en el intervalo [1, 3], con h = 0.25 y £ = 0.0001.

Al aplicar el método RK4 una vez, se obtiene:

y1 = 0.3653606

Entonces

f() S f(.’l',‘(),yo) = —1.2817182
f1 = f(z1,31) = —1.5096394

Aplicando Euler se obtiene una primera aproximacién de ys:

y9 = —0.0120493
1Y = —1.5120493

Empiezan las iteraciones:

ys = —0.0170487
fa = —1.5170487
y2 = —0.0175694
f2 = —1.5175694
ys = —0.0176237 = y,

Para calcular y; se utilizan los valores:

f1 = —1.5096394
fo = —1.5176237.
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Aplicando Euler se obtiene una primera aproximacién de ys:

y9 = —0.3970296

19 = —1.2720296
Empiezan las iteraciones:

= —0.3716132

f1 = —1.2466132

Y3 = —0.3689657

f2 = —1.2439657

y3 = —0.3686899

f3 = —1.2436899

y3 = —0.3686612 = y3

[ x| g@) | ylx)
1.00 | 0.7182818 | 0.7182818
1.25 | 0.3653606 | 0.3653430
1.50 | -0.0176237 | -0.0183109
1.75 | -0.3686612 | -0.3703973
2.00 | -0.6076225 | -0.6109439
2.25 | -0.6315876 | -0.6372642
2.50 | -0.3084043 | -0.3175060
2.75 | 0.5316463 | 0.5176319
3.00 | 2.1065205 | 2.0855369
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-1 T ‘ :
1 2 3

Figura 15.11 Método de Adams-Moulton 2.

En este caso hubo que evaluar 4 veces la funcién para el valor de
RK4 y en seguida, en cada uno de los otros 7 intervalos, una evaluacién
fija més las requeridas al iterar. En este ejemplo hubo, en promedio, 4
por intervalo, para un total de 32 evaluaciones de f. El valor final yg es
més exacto que el obtenido por Adams-Bashforth, pero a costa de maés
evaluaciones. <

Tedricamente, los dos métodos multipaso de orden 2 tienen un error
local del mismo orden, O(h*), pero el coeficiente en el método multi-
paso explicito, 3/8, es nueve veces el coeficiente en el error del método
implicito, 1/24.

MULTIPASO IMPLICITO: ADAMS-MOULTON

n error
h 1.0 3

1| g1 =y + §(fz' + fiy1) —13y" (E)R
h @

2 Yiv1 = yl ( fz 1+ sz + 5f1+1) — 21 (é)h

3| Yir1= (fz —5fi—1 +19f;i + 9fiy1) — 22y (€)n’
h

4| Yist = Ui+ oo (—19fi3 + 106 ;0 — 264fiy | — g3y ()RS

4646 1; + 251f111)
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15.10. SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

La tabla anterior contiene las principales férmulas. Alli n indica el
grado del polinomio de interpolacién usado. Obsérvese que el método
de Heun corresponde a una iteracién (una sola) del método multipaso
implicito de orden 1.

15.10 Sistemas de ecuaciones diferenciales

Un sistema de m ecuaciones diferenciales de primer orden se puede
escribir de la siguiente forma:

d

% = fl(x3y17y27 ceey ym)

d

Eyz = f2(xay17y23 aym)
Xr

dym

—(.J_l_; = fm(xa Y1,Y2, -1y ym)

para zo < x < b, con las condiciones iniciales

yi(zo) = o
Y2 (o) = ¥9
Ym(20) = Y.

Utilicemos la siguiente notacién:

Y= (¥1,92, - Ym)
¥’ = (11,49, . U3)
f(z,y) = f(=, 91,92, - Ym)
= (f1(@, Y15 s Um)s F2L, Y15 oy Ym )y oo fn (T, 91, ooy Ym) )

De esta manera, el sistema se puede escribir asi:

Y =f(z,y), ©o<z<b
y(zo) = °.
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15. ECUACIONES DIFERENCIALES

La solucién numérica del sistema de ecuaciones consiste en un con-
junto de vectores 3°, y!, 32, ..., y",

Y = (1,95 - Um)
donde cada y% es una aproximacién:
Y P

Y ~ yj(zx).

Los métodos vistos anteriormente se pueden generalizar de manera
inmediata. Si se trata de los método RK, entonces los K; dejan de ser
ndmeros y pasan a ser vectores K*. Para y se utiliza un superindice para
indicar el intervalo, ya que los subindices se usan para las componentes
del vector. Por ejemplo, las férmulas de RK4 se convierten en:

hf(zi,y")

hf(z; + h/2, "+ K'/2)

fzi +h/2, y* + K?/2) (15.28)
f(zi+h, v+ K3)

i 4 (K +2K2 + 2K3 + K% /6.

=h
h

Ejemplo 15.9. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones por RK4:

A 2—zl-+w3y, 1<z<2
vh= 2y
x
yi(l)=-1
y2(l) = 1

con h =0.2.
La solucién (exacta) de este sencillo sistema de ecuaciones es:

yi(z) = —z
yo(z) = 73,

372



15.11. ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR

Para la solucién numérica:

K!'=(-0.2, —0.6)

K? = (—0.2136600, —0.3818182)
K3 = (—0.1871036, —0.4413223)
K* = (—0.2026222, —0.2793388)
y! = (—1.2006916, 0.5790634)

K! = (-0.2001062, —0.2895317)
K? = (-0.2093988, —0.2004450)
K3 = (—0.1912561, —0.2210035)
K* = (—0.2011961, —0.1534542)
y? = (—1.4011269, 0.3647495)

Lz | dulw) | galz) | wi(mi) yo(zi) |
1.0 { -1.0 1.0 -1.0 1.0

1.2 | -1.2006916 | 0.5790634 -1.2 0.5787037
1.4 | -1.4011269 | 0.3647495 -1.4 0.3644315 | ©
1.6 | -1.6014497 | 0.2443822 -1.6 0.2441406
1.8 | -1.8017156 | 0.1716477 -1.8 0.1714678
2.0 | -2.0019491 | 0.1251354 -2.0 0.125

15.11 Ecuaciones diferenciales de orden
superior

Una ecuacién diferencial ordinaria, de orden m, con condiciones ini-
ciales, se puede escribir de la siguiente manera:
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15. ECUACIONES DIFERENCIALES

v = f,u, 0,y y™Y), ze<z<b
y(xo) = yo
Y'(z0) = vp
y"(z0) = yo

Y™ (o) = y{™ Y.

Esta ecuacion diferencial se puede convertir en un sistema de ecuaciones
diferenciales de primer orden, mediante el siguiente cambio de variables:

U=y
/
U2 =Yy
1!
uz =y

Entonces la ecuacién diferencial se convierte en el siguiente sistema.

U = Uz
!/

U2 = us

ug Uy

up, = f(Z,u1,u2, 0y U
u1(Zo) = Yo
us(xo) = Yo
u3(zo0) = Yo

De forma méas compacta,
v =F(z,u), o<z <b

U(.’Eo) = Ko,
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15.11. ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR

dondexko =[yo vy Y5 - y((,m_l)]T. Este sistema se puede resolver por
los métodos para sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden.

Ejemplo 15.10. Resolver la ecuacién diferencial

y// _ 4y — zy’

—, 1<z<72
xr

y(1) =3
y,(l) = 10,
por el método RK4, con h = 0.2.

Sean u; =y, ug = v'.

La solucién exacta es y = 4z2—z 2. Al aplicar el método RK4 se obtiene:

K''=(2, 04)

K? = (2.04, 0.7900826)

K® = (2.0790083, 0.7678437)
K* = (2.1535687, 1.0270306)
u! = (5.0652642, 10.7571472)

l z; 1 1 (zs) l o(x;) W y(z;) 1
1.0| 3.0 10.0 3.0

1.2 5.0652642 | 10.757147 5.0655556
1.4 | 7.3293797 | 11.928367 7.3297959 | ¢
1.6 | 9.8488422 | 13.287616 9.849375
1.8 | 12.65069 14.742141 | 12.651358
2.0 | 15.749173 16.249097 | 15.75 J
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15.12 Ecuaciones diferenciales con condiciones
de frontera

Una ecuacién diferencial de segundo orden con condiciones de fron-
tera se puede escribir de la forma

y' = f(z,4,9), a<z<b,
y(a) = ¥a (15.29)
y(b) = Yb.

Esta ecuacién diferencial se puede convertir en un sistema de dos ecua-
ciones diferenciales, pero para obtener su solucién numérica se presenta
un inconveniente: se deberia conocer el valor y/, = y/(a). Esta dificultad
se supera mediante el método del disparo (shooting).

Como no se conoce ¥, se le asigna un valor aproximado inicial. Puede

ser
/ Nyb_ya
@ b—a

Con este valor inicial se busca la solucién numérica, hasta obtener
4(b) = §(b,¥a)-

Este valor deberia ser el valor conocido . Si no coinciden, es necesa-
rio modificar la suposicién de y,, hasta obtener el resultado deseado. Si
7(b,y.) < up, entonces se debe aumentar la pendiente inicial del dispa-
ro. De manera andloga, si (b, y,) > v, se debe disminuir la pendiente
inicial del disparo. Lo anterior se puede presentar como la solucién de
una ecuacion:

¢(Ya) = o — (b, yo) = 0.
Esta ecuacidén se puede resolver, entre otros métodos, por el de la secante
o el de biseccién.
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Para facilitar la presentacién del método se considera el problema
P(v), donde:

v = aproximacién de y/,
n = nimero de intervalos para la solucién numérica,

¥ = (90,1, ---,Un) = solucién numérica del siguiente problema:

v =f(z,y), a<z<b

y(a) = va P(v)
y'(a) = v,
@(v) = yo — Jn = yp — §(b,v)- (15.30)

Se desea encontrar v* tal que ¢(v*) = 0. Entonces la solucién numérica
de P(v*) es la solucién numérica de (15.29). Si se aplica el método de la
secante para resolver la ecuacién ¢(v) = 0, el algoritmo es el siguiente:

METODO DEL DISPARO
datos: f, a, b, ya, ¥, €, maxit, &g
er = max{l,|ys|} €
vo = (yp — ¥a)/(b— a)

§ = solucién numérica de P(vp)
00 =Yb — Un
si |po| <&, ent parar
v =v9+ @o/(b—a)
g = solucién numérica de P(v)
P1=Yb—Yn
si [¢1| <er ent parar
para k= 1,...maxit
d=p1— o
si |6] <ep ent parar
vp = v1 — @1(v1 — v9)/é
§ = solucién numérica de P(v2)
Y2 =Yb— Yn
si |p2| <&, ent parar
Vp = V1, V1 = V2, Po = Y1, P1 = P2
fin-para
| OJO: no hubo convergencia.
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Ejemplo 15.11. Resolver la ecuacién diferencial

w_ 2cos(2z) —y — 4z?y
y - $2
v(0.2) = 0.3894183
y(0.7) = 0.9854497,

, 02<z2<0.7

con h = 0.1 y utilizando RK4 para la solucién del sistema de ecuaciones
diferenciales asociado.

La primera aproximacién de y'(a) es
vo = (0.9854497 — 0.3894183)/(0.7 — 0.2) = 1.19206278
Al resolver numéricamente el problema P(1.19206278) se obtiene:
75 = 0.94935663.
El disparo resulté muy bajo.

o = 0.03609310
v1 = 1.19206278 + 0.03609310/(0.7 — 0.5) = 1.26424897

Al resolver numéricamente el problema P(1.26424897) se obtiene:

ys = 0.95337713
¢1 = 0.03207260

Primera iteracién del método de la secante:
vy = 1.84009748
Al resolver numéricamente el problema P(1.84009748) se obtiene:
¥s = 0.98544973
Este disparo fue preciso (no siempre se obtiene la solucién con una sola
iteracién de la secante). El dltimo vector § es la solucién. La solucién

exacta es y = sen(2z).
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[z g@) [ y(=) |
0.2 | 0.3894183 | 0.3894183
0.3 | 0.5647741 | 0.5646425
0.4 | 0.7174439 | 0.7173561 | ©
0.5 | 0.8415217 | 0.8414710
0.6 | 0.9320614 | 0.9320391
0.7 | 0.9854497 | 0.9854497

15.13 Ecuaciones diferenciales lineales con
condiciones de frontera

Una ecuacién diferencial lineal de segundo orden con condiciones de
frontera se puede escribir de la forma

p(x)y” + q(z)y +r(z)y = s(z), a <z <b,
y(a) = Ya (15.31)
y(b) = yp.

Obviamente esta ecuacién se puede resolver por el método del dispa-
ro, pero, dada la linealidad, se puede resolver usando aproximaciones
numéricas (diferencias finitas) para y' y y”.

El intervalo [a,b] se divide en n > 2 subintervalos de tamafio h =
(b — a)/n. Los puntos z; estdn igualmente espaciados (z; = a + th). Se
utilizan las siguientes aproximaciones y la siguiente notacion:

n o Yi-1 — 2Yi + Yit1
i ™ h2
1, “Yim1t Yt
yl 2h
pi :=p(zi)
¢ = q(z;)
ri == r(x;)

8; := 8(x;).

Entonces:

Yi-1 — 2Yi + Y1
1 h2

Y1t Yin
+ g o

+ryi=s8;, t=1,...,n—1
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15, ECUACIONES DIFERENCIALES

Es decir, se tiene un sistema de n — 1 ecuaciones con n — 1 incdgnitas,
Y1, Y25 -y Yn—1.

2y + Yi+1 ho —Yim1 Tt Yt N 2h2ry; _ 2h2s;
2h2 B om? T T
(2pi — hai)yi-1 + (—4p; + 21%1)yi + (2pi + hai)yir1 = 2h%s;

Wi Yi—1—

Este sistema es tridiagonal.

[d1 uy 171 v ] [ B ]
li dy wu Y2 B2
ln3 dn_2 Un—2| |Yn—2 Bn—2
L lp—2 dn—l_ | Un—1] _,Bn—l_
donde
d; = —4p; + 2h27‘i, t=1,...,n—1,
Ug =2p,-+hqi, i=1,...,n—2,
li = 2Pi+1 — th'+1, 1= 1, ey 2,
B = 2h%s1 — (2p1 — hg1)Ya,

B; = 2h%s;, i=2,..,n—2,

,Bn—l = 2h23'n-—1 - (2pn—1 + hQn—l)yb-
Ejemplo 15.12. Resolver por diferencias finitas la ecuacién diferencial

x2y” + ' + 42’y = 2cos(2z), 0.2 <z <0.7
y(0.2) = 0.3894183
y(0.7) = 0.9854497,

con n = 5, es decir, h = 0.1.
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Al calcular los coeficientes del sistema tridiagonal se obtiene:

d1 = —4p1 + 2h27‘1
d; = —4(0.3)2 + 2(0.1)24(0.3) = —0.3528

u1 = 2p; + hqa
up = 2(0.3)% + 0.1(1) = 0.28
ly = 2ps — hg2

I =2(0.4)% - 0.1(1) = 0.22

d = (—0.3528, —0.6272, —0.98, —1.4112),

u = (0.28, 0.42, 0.6),

l=(0.22, 0.4, 0.62),

B = (0.00186, 0.0278683, 0.0216121, —0.7935745).

Su solucién es

(y1, 92, ¥, ya) = (0.5628333, 0.7158127, 0.8404825, 0.9315998).

Lz 9(z) | y(@) |
0.2 | 0.3894183 | 0.3894183
0.3 ] 0.5628333 | 0.5646425
0.4 | 0.7158127 | 0.7173561 | ©
0.5 | 0.8404825 | 0.8414710
0.6 ] 0.9315998 | 0.9320391
0.7 | 0.9854497 | 0.9854497

Ejercicios

Escoja varias ecuaciones diferenciales (o sistemas de ecuaciones di-
ferenciales) de las que conozca la solucién exacta. Fije el intervalo
de trabajo. Determine qué métodos puede utilizar. Aplique va-
rios de ellos. Compare los resultados. Cambie el tamafio del paso.
Compare de nuevo.

Un procedimiento adecuado para obtener las ecuaciones diferen-
ciales consiste en partir de la solucién (una funcién cualquiera) y
construir la ecuacién diferencial.
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15. ECUACIONES DIFERENCIALES

La aplicacién de los métodos se puede hacer de varias maneras: a
mano con ayuda de una calculadora; parte a mano y parte con ayu-
da de software para matemaéticas como Scilab o Matlab; haciendo

un programa, no necesariamente muy sofisticado, para cada méto-
do.

A continuacioén se presentan algunos ejemplos sencillos.

15.1
y =€ - %
y(1)=0
el
Su solucién es y = e* — g
15.2
=251 +y2+3
Vo= —1y2+9
y1(0) = -3
y2(0) = 5.
Su solucién es y,(t) = —e~ 2t — 2, yo(t) = 4e2t + 1.
15.3
2
"o /
v = x(2 )Y
y(1) =
y'(1) =
Su solucién es y = —2In(2 — z) — z — 1. Tenga especial cuidado

con el intervalo de trabajo.

15.4
¥+ +y +y =4
y(0) =1
'0) = 2
y"(0) =
y"(0) =0.

Su solucién es y = e + sen(z).
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15.5

ylly — e2z _ senz(:c)
y(0) =1
y(m) =e€".

Su solucién es y = e* + sen(x).
15.6

y' +e %y +y=2e"+1+e *cos(x)
y(0) =1
y(m) =e€™.

Su solucién es y = e* + sen(z).
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Apéndice A

Estilo en C

Para que la lectura de un programa en C sea mds facil para el mismo
programador o para otros lectores, es conveniente tener ciertas reglas
sobre la manera de escribir, de hacer sangrias, de separar las funciones,
etc. Esta reglas no son absolutamente fijas y cada programador establece
su propio estilo. Hay unos estilos que son més claros y dicientes que
otros. Algunos son ventajosos en ciertos aspectos y desventajosos en
otros. Otros son diferentes pero comparables. Algunas “reglas” son més
universales y populares que otras.

Las siguientes normas sirven de modelo o referencia y fueron utiliza-
das en la elaboracién de los ejemplos en C de este libro.

A.1 Generalidades

= E] corchete { de inicio del cuerpo de una funcién debe ir en la
primera columna y no debe haber nada m4s en la linea.

El corchete } de finalizacién de una funcién debe ir en la primera
columna y no debe haber nada ms&s en la linea. Si se desea escri-
bir un comentario, éste se puede colocar en la linea anterior. Por
ejemplo:

double factorial( ... )
{
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// fin de factorial

» El corchete de inicio de un bloque dentro de una estructura de
control debe ir en la misma linea de la condicién.

» En la linea de corchete correspondiente al final de un bloque en una
estructura de control no debe haber nada maés, salvo un comentario
indicando qué tipo de estructura finaliza o cuél variable de control
se usd, cuando la estructura de control tiene muchas lineas. Por
ejemplo:

for(i= ... )

while( ... ){
for( j = ... ){
}

} // fin while
} // fin i

= No escribir més alla de la columna 72 (excepcionalmente, hasta la
80).

» Las estructuras de control anidadas dentro de otras deben incre-
mentar la sangria. Cada vez que hay incremento en la sangria, ésta
debe estar dada siempre por un nimero fijo de columnas a lo largo
de todo el programa. Este valor fijo puede ser 2, 3 o 4. Es preferible
hacerlo con espacios y no con el tabulador.
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» Las declaraciones de variables van al principio de las funciones!.

» Antes de estas declaraciones puede haber solamente comentarios.
» Dejar una interlinea después de las declaraciones de variables.

» Utilizar una linea para cada una de las variables importantes, co-
locando un comentario explicativo. Por ejemplo,

double *factPrim;// apuntador para los factores primos
int maxFactPrim; // numero maximo de factores primos

int nFactPrim; // numero de factores primos

» Las variables menos importantes pueden ser declaradas en una sola
linea, por ejemplo:

int i, j, k;
double templ, temp2;

s Separar de manera clara las funciones entre si, por ejemplo con
una linea como

» Dejar un espacio después de cada coma, por ejemplo,
int i, j, k;
X = maximo(a, b, ¢, d);
= En las asignaciones, dejar un espacio antes y después del signo =,
pero la abreviacién += ( y las andlogas) debe permanecer pegada.

Por ejemplo:

a = b+3;
d += a;

!Libros importantisimos de C++ como [Str02] (libro obligado de referencia), acon-
sejan justamente lo contrario, es decir, sugieren declarar las variables en el momento
que se van a necesitar, por ejemplo, for( int i = 0; i <n; i++)...
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= Los nombres de las variables, deben ser indicativos de su significa-
do. Cuando hay varias palabras, éstas se separan con el signo _
o por medio de una mayuscula al empezar la nueva palabra. Por
ejemplo, para el peso especifico:

pe no es muy diciente
peso_esp puede ser
pesoEsp puede ser

s Colocar comentarios adecuados para cada funcién. Deben indicar
la accién de la funcién y el significado de cada pardametro.

void prodCompl( double a, double b, double x,
double y, double &u, double &v)

{
// producto de dos complejos

// u+ iv = (a + ib) (x + iy)

= El orden para el programa puede ser:
comentarios iniciales
include ...
prototipos
define
typedef
variables globales
main

definiciones de las funciones
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A.2 Ejemplo

// Este programa calcula ...

/...

#include <...>
#include <...>

#define N 20

##define ..
void funcionl( ..... );
double funcion2( ... );

int nMax = 10; // indica ...
double abc; // es el ...

//

int main(void)

{
int i, j, k;
double x, y;

for(...){

for(...){

if(...)0{

else{
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if (..o

}
}
}

}
}
//
void funcionli( ... )
{

// comentarios

// mas comentarios

int m, n;

float u; // indica ...
}
[/ e
double funcion2( ... )
{

// comentarios
// mas comentarios

int i, j;
double x; // x indica ...
double zz; // indica ...
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A.3 Estructuras de control

ifC ... ) o

else {

ifC ..0) oL
else ... ;

ifC ..0) Lo
else {

ifC ... )

else ... ;

if( ... )
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for( ... ) {

for( ... ) ...;

while( ... ) {

while( ... ) ... ;

do {

} while ( ... );

switch( i ) {
case 1:

break;

case 4:
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break;
case 8: case 9:

. e

break;
default:
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Este libro presenta los principales temas del
lenguaje C y de métodos numéricos. También
trata algunos tépicos muy sencillos y dtiles de

C++.

Los temas de C son ilustrados con ejemplos de
problemas sencillos de matematicas. El manejo
de matrices esta dirigido a su posterior
utilizacion en la solucién de ecuaciones lineales.
Los meétodos numéricos estan presentados
mediante la exposicion de las principales ideas,
la deduccién intuitiva, resultados tedricos
relativos al método (error, convergencia...), el

algoritmo y la implementacién en C.

En la pagina Internet del autor,
http://www.matematicas.unal.edu.co/~hmora,
estan disponibles el cédigo en C de varias
funciones para métodos numéricos y algunos

documentos adicionales.
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