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Representacion integral de soluciones de problemas no
locales

Resumen

En este trabajo estudiamos un problema semilineal que involucra un operador de tipo no
local a través de la transformada de Fourier. Investigamos existencia y unicidad local de
soluciones via el principio de Duhamel y las propiedades del kernel asociado al operador

involucrado.

Palabras Clave: Transformada de Fourier, principio de Duhamel, regularidad, solucién
débil.



Integral representation of non local problems solutions

Abstract

In this work we study a semilinear problem involving a type of non-local operator
through the Fourier transform. We investigate the existence and local uniqueness of
solutions, using Duhamel’s principle and the properties of the kernel associated with the

aforementioned operator.

Keywords: Fourier transform, Duhamel’s principle, regularity, weak solution.
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Introduccion

En este trabajo estamos interesados en estudiar problemas semilineales de la forma

Ou+ (—L)[u] = f(u) en (0,400) x RY
(1)
u(0,-) = uo(+) en RY,
donde f y ug son funciones de valor real con condiciones que especificaremos mas adelante y L es
un operador no local (operadores cuyo valor en una funciéon u no es posible determinar a partir de
los valores de dicha funcién en alguna vecindad del punto de interés, ver [7] ) del tipo

Llu(t,)](x) = / (u(t,x +y) +ult,z—y) - u(t,x)) b(y) dy, s€(0,1) (2)

2 PREEg

RN
donde u pertenece a un espacio de Banach apropiado y b es una funcién con condiciones de acota-

miento adecuadas.

Los operadores de la forma (2) se han estudiado ampliamente en la literatura y una teoria ge-
neral sobre estos es desarrollada en [8]. Problemas del tipo (1) tienen su origen o motivacion en el
modelamiento matemaético de algunos fendémenos fisicos, como por ejemplo en procesos de difusion

an6mala o también suelen aparecer en ciertos modelos de ciencias financieras ver [13].

Este trabajo tiene como proposito estudiar el problema (1) en el caso en que b = 1. Mas pre-
cisamente nuestro operador no local L esta definido a través de la transformada de Fourier F,
como sigue

Llg] := gale] = F (|- *F(9), A€ (0,2), (0.0.1)

para p € S(RV).

El operador g, posee una representacion del tipo (2) la cual presentaremos en el Teorema 3.1.1 y
ademas resulta definir un tipo de operador que se puede entender, bajo hipétesis adecuadas, como

una version fraccionaria del laplaciano usual. (Ver [7] y [2]).

Ademas de la eleccion de L por gy, consideraremos una funcion f de la forma f(u) = F(-, -, u, Vu),
donde F :[0,00) x RN x R x RV — R serd una funcién con condiciones de regularidad y acota-

miento apropiadas que describiremos de manera detallada en el Capitulo 2. Teniendo en cuenta las



consideraciones anteriores nuestro propdésito en este trabajo sera estudiar la existencia, unicidad y

regularidad espacial de las soluciones del problema de valor incial

Oyu+ galu] = F(-, -, u, Vu), en (0,+00) x RN
(3)
U(O7 ) = uO(')? en RNa

con ug € WHee(RY).

Este documento esta basado en el trabajo de DRONIOU & IMBERT: Fractal First-Order Partial
Differential Equations [13]. Nuestro objetivo es exponer de manera detallada los resultados y ra-

zonamientos alli tratados.

Con el fin de establecer los resutados de existencia y unicidad de soluciones para el problema
(3), usaremos el principio de Duhamel y probaremos algunas propiedades del kernel asociado al
operador gy; esto nos permitird usar métodos de punto fijo clasicos para obtener soluciones de
(3). Por otro lado la representacion integral del operador gy serd fundamental para conseguir es-

timativos a priori de la solucién y su gradiente, asi como la unicidad en el sentido del Teorema 2.2.1.

El trabajo estd organizado de la siguiente manera: en el Capitulo 1 presentamos algunos pre-
liminares basicos sobre la transformada de Fourier y usaremos esto para definir el concepto de

derivada fraccionaria a través de la cual se puede representar el operador gy. (Ver [7]).

En el Capitulo 2 describimos de manera breve el problema de valor inicial (p.v.i) (2.1.1) a es-
tudiar y hacemos una corta discusion sobre las hipodtesis a considerar. Ademas presentamos el

resultado principal, Teorema 2.2.1.

El Capitulo 3 estd dedicado en su mayoria a probar que el operador g, tiene una representa-
cion integral y algunas consecuencias importantes que se obtienen a partir de dicha representacion,

a saber, un estimativo a priori de la solucion (ver Seccion 3.2).

En el Capitulo 4 se introduce una nocién de solucién a través de la formula de Duhamel, via
el kernel asociado a gy que denotaremos por K y, que hablaremos con detalle en el apéndice 6.2.
Establecemos un estimativo importante del gradiente de la solucién. Enunciamos el resultado de
existencia y unicidad de soluciones de (2.1.1) (Teorema 4.1.2) cuya prueba se posterga al capitulo
siguiente ya que para una prueba completa es necesario abordar primero un resultado sobre regu-

laridad (Proposicion 5.1.1).

El Capitulo 5 es concluyente, en este se demuestra la existencia y unicidad de soluciones y se

estudian aspectos de regularidad de las mismas.

Finalmente, incluimos como Capitulo 6 un apéndice dedicado fundamentalmente al estudio de

algunas propiedades importantes del kernel K; las cuales son fundamentales para la obtencion de



soluciones mediante métodos de punto fijo.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Transformada de Fourier

Comenzamos, por recordar el operador no local mediante el cual esta definido gy (ver ecuacion
(0.0.1)), la transformada de Fourier, que sin lugar a confusion en el espacio en que estemos tra-
bajando, denotaremos siempre mediante el simbolo F. Omitiremos las pruebas de los resultados
mencionados en esta secciéon y solo comentaremos algunos de los detalles destacados sobre ellos.

Para un tratamiento de las cuestiones aqui abordadas recomendamos el libro de Claude Zuilly [5].

1.1.1. Transformada de Fourier en L'(R")

Para una funcién f € L*(RY) (con valores en C), definimos su transformada de Fourier en cada
punto & € RY por
F(HE) = / e 2S£ (1) da. (1.1.1)
RN
Claramente F(f) esta bien definida para cada punto & € RY y representa una funcién con valores
en C.

Del Teorema de la Convergencia Dominada se sigue que F(f) es continua en RY, mas atin, el
operador F : L*(RY) — L>°(RY) es lineal y continuo. A continuacién listamos algunas de las

propiedades fundamentales de F.
Proposicién 1.1.1. Sean f,g € LY(RY) y a # 0. Entonces para todo ¢ € RY
(1) f+ge L'RY) y F(f*g)(€) = F(f)EF(9)(E) -
(2) Ff(a)(§) = a=NF(f)(a"1¢).

(3)
[ Fo@sde = [ 7)),
RN RN

10



Transformada de Fourier 11

(4) Formula de Inversion: Para casi todo x € RN

lfm [ 2w Ee 4’ F(£)(£)de = f(x).

t—0
RN

En particular, la secuencia {e“'|2/4t/(47rt)N/2}t>o es una aprorimacion a la identidad y

}"(e’”"P) = el (i.e., es un punto fijo de la Transformada de Fourier).
(5) F: LY(RN) — L>®(RY) es inyectivo (formula de inversion) pero no sobreyectivo.

(6) Si f e LY(RN) N L2(RYN) entonces F(f) € L*(R™) y ademds | F(f)|lr2e~y = | fllp2ny. La

dltima igualdad es conocida como la Férmula de Plancherel.

Prueba. Ver [11], Teorema 1.1, Proposicion 1.2, Teorema 1.3 y [2, Pag 7|, Seccion 2.1. ]

1.1.2. Transformada de Fourier en L*(R")

Puesto que Cg°(RY) C LY(RY) N L2(RY) el item (6) de la proposicién 1.1.1 permite definir el
operador F en C§°(RY) con valores en L?(RY) mediante la formula (1.1.1), usada para funciones

2 N
de L'(RY). Como Cg°(RN)L - L?(RY) entonces pordemos extender F a todo L?(RY) de

manera continua.

Proposicion 1.1.2. El operador F : L>(RY) — L2(RY) es una isometria sobreyectiva y para
toda f € L*(RY), F(F(f)) = f(—).

Prueba. Ver [11], Teoremas 1.4 y 1.5. i
Como consecuencia de esta proposicién es posible construir una férmula de inversion para F en

L*(RY), mediante la ecuacion F~1(f) = F(f(—-)). También se verifica la formula del item (3) de
la Proposicion 1.1.1 para funciones f y g de L?(R™N).

Observacion 1.1.3 (Cémputo de F en L2(RY)). Denotemos por “ 7 a la transformada de Fourier
en L'(RM). Si f € L2(RY), entonces para cualquier R > 0 la funcién IXBr(0) s integable ya que
por la desigualdad de Holder

IfxBro) L1 @Yy < I fllL2@~)|Br(0)] < oo,

Podemos calcular (fxp,(0)) en L (RY).

Por el Teorema de la Convergencia Dominada se tiene que fxp,o) — f, cuando R — oo en
L*(RY), luego por la Proposicion 1.1.2 F(fXpn0)) — F(f), R — oo, en L*(RY).

De lo anterior se sigue que para una funcion de L?(R™) podemos calcular su transformada de

Fourier como el limite de transformadas en L'(RY) de truncaciones de f por x Br(0)-
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1.1.3. Transformada de Fourier en S'(RY)

Notacién. Recordemos que para z = (21, ...,7x) € RY y un multi-indice a = (o, ..., an) € NV,

z® =zt -2} ysi f es una funcion |a|-veces diferenciable la derivada de orden « es

OON ... 9%
0 f(x) = o (@)

axNQN e

El espacio de funciones con derivadas rapidamente decrecientes, espacio de Schwartz, se define
como
S(RN) := {p € C°(RY)|Va,  multi indices, z*0%p € L=(RN)}

y el espacio de las distribuciones temperadas como
S'(RY) :={T: S(RY) — C: T es lineal y continuo},

donde T es continuo en el siguiente sentido: para toda secuencia {¢; }$2; € S(RY) tal que ¢, — 0,

cuando k — oo en S(RY) entonces, T(¢r) — 0, cuando k — oo en C.

La transformada de Fourier en S'(RY) estd bien definida y es un automorfismo (ver Teorema
1.1.5). Entre otras cosas, se cumple que para todo 1 < p < oo, S(RY) C LP(RY) y si p # oo en-

——~LP(RY
tonces S(RV) = LP(RYN) y esto en particular permite calcular F para ¢ € S(RY) mediante

la formula (1.1.1) de L'(RY).

Proposicion 1.1.4. Suponga que p € S(RN) y sea o un multi indice (en NV ). Entonces
(1) O F(#) (&) = Fl(=2miz)*¢(§)-
(2) F(07¢)(€) = (2mi&)* F(p)(£)-
Prueba. Ver [19], Proposicion 2.2.11. i

Teorema 1.1.5. El operador F : S(RY) — S(RY) es una biyeccion lineal y bicontinua. De
hecho, F~1(p) = F(p(—-)) para toda ¢ € S(RY).

Prueba. Ver [5], Teorema 1.6 y [11], Teorema 1.6. i

Observacion 1.1.6. Para establecer un resultado como el anterior (en cuanto a continuidad) debe
precisarse alguna nocién de convergencia en S(RY). Dada una secuencia {¢;}32; C S(RY) y una
funcion ¢ € S(RY) decimos que ¢ — ¢, cuando k — oo, en S(RY) si para todo par de multi
indices o y B en NV se tiene que z29%p, — x*9%p, cuando k — oo, uniformemente en RY.
En particular es cierto que si una secuencia de funciones en el espacio de Schwartz {¢r} es tal que
or — 0, cuando k — co en S(RY), entonces para todo 1 < p < o0, ¢ — 0, cuando k — oo
en LP(RY).

Entre los diversos ejemplos de distribuciones temperadas destacamos dos:
(1) Paral <p<ooy f € LP(RY) definimos T} : S(RY) — C por

Ty(p) = / (@) f(z)dz,

RN



Transformada de Fourier 13

para todo ¢ € S(RY). Por la desigualdad de Holder y la tltima parte de la observacion 1.1.6

tenemos que Ty € S'(RY).

(2) Distribucion valor principal de 1. Para ¢ € S(R) y 0 < € < 1 definimos el operador

x

V.p.l(cp) = lim / #lz) dzx.

x e—0t x
e<|al<1/e

Veamos que V.p.% esté bien definida.

Sea 0 < ¢ < 1. Como g(xz) = 1/x es impar y continua en {x € R : ¢ < |z| < 1} =

[-1,—€]U[e, 1], entonces [ Ldx =0y porlo tanto [ @dw = 0 para todo € > 0.

Asi,

e<|z[<1 e<|z[<1
/ plz) / pla) / 20) 4o o / plz)
X x x €T
e<lel<1/e e<lzl<1 e<z/<1 1<]e]<1/e
_ / {so(x) sO(O)}d:H / ple)
v
e<|z[<1 1<|z[<1/e
TP\T

< / 10" || oo (m)dz + / i(z) dx

e<|z|<1 1<|z|<1/e

1
< / IIW'IILoo(RN>dI+/Sup\wlﬁdl’
rzeR X

|z|<1 >1

= 2||¢'[| Lo (mr) + Cllz0l Loo (RN,

de modo que

1
3 ()] 209 ey + Ol < .

Estas dos distribuciones serdn usadas en algunas partes de este tabajo por lo que es pertinente

hacer mencién de ellas. Indicaremos a continuaciéon como se calcula la transformada de Fourier en

S’(RM) y un par de propiedades relevantes al respecto.

Definicién 1.1.7 (Transformada en S’(RY)). Para T € S'(R") su transformada de Fourier es el

funcional F(7T) : S(RY) — C, definido por F(T)(y) := T(F(p)).

Por el Teorema 1.1.5, F(T') esta bien definido y también es lineal gracias a la linealidad de la

transformada en S(R™Y) y la de T. El mismo teorema también nos permite probar que F(T) es

continuo: recordemos que sin lugar a confusiéon nos referimos a la transformada por el mismo

simbolo F sin importar el espacio en donde se esté considerando. Sea {¢}7° ; una secuencia en

S(RYM) que converge a 0 (en S(RY)). Por el Teorema 1.1.5 tenemos que F () — 0, cuando k — oo
en S(RY). Con esto

lim F(T)(px) = klinéo T(F(er)) =0,

k—o0



Transformada de Fourier 14

porque T € S8'(RY) y limy o F(pr) = 0 en S(RY). Asi pues F(T) € S'(RY).

La siguiente proposicion la usamos en la Secciéon 3.1 para probar que el operador gy tiene una

representacion integral (Teorema 3.1.1).

Proposicién 1.1.8. Sean ¢ € S(RY) y T € S'(RN). Se define la convolucion de T con o como
la funcion T * p(x) := T'(¢(x — ). Entonces

(1) T*p e C°RN)NS(RY) y F(T *¢) = F(T)F(p), donde F(T)F(p) € S'(RY) estd dada
por F(T)F(p)(¢) := F(T)(F(p)p), para toda ¢ € S(RYN) (recordar que para p € S(RY),
F(p) € S(RY)).

(2) Para todo p € (0,N),
1 1
() © = v

en el sentido distribucional, esto es

1 1
/ W}'(cp)(x)dm =CN,p / mT_pgo(f)dﬁ, para todo ¢ € S(RN)
RN ]RN

donde cy,, = 7~ N2T(N/2 — p/2)T(p/2) y T es la funcién gamma.
Prueba. Ver [11, Proposiciéon 1.3 y Paginas 20-22] y [16], Teorema 2.1.3. i

Observacion 1.1.9. En la parte (1) de la Proposicion 1.1.8, el simbolo de interseccion tan solo
indica que podemos hablar de la convolucién del funcional T' y la funciéon de Schwartz ¢ en dos
sentidos: el primero como una funcién T * ¢ : RN — C definida como T * ¢(z) := T(p(x — -)),

x € RY, que es regular y el segundo como una distribuciéon temperada, que formalmente esta dada
por (T xp)(¢) :=T(p* ¢), ¢ € S(RY), donde ¢ = p(—) y ¢ * ¢ € S(RY). Ver [20]

Enunciamos ahora el principal resultado sobre F en &'(R™V):
Teorema 1.1.10. F : S'(RY) — S'(RY) es un operador lineal, biyectivo y bicontinuo.
Prueba. Ver [5] Teorema 3.4 y [11], Teorema 1.7. i

Observacion 1.1.11. Al igual que en el teorema 1.1.5, se hace necesario precisar una nocion de
convergencia en S’ (RY): dadas {7}, C S'(RY) y T € S'(RY), decimos que T}, — T, cuando
k — oo, en S’'(RY) si para toda ¢ € S(RY) se tiene que Ty () — T(y), cuando k — oo en C.

Observacion 1.1.12. Es posible probar que para T € S'(RY), la transformada inversa en S’(RY)
es el operador F~! : S'(RY) — S'(RY), definido para cada T € S'(R™) como el funcional
F~YT) : S(RY) — C donde para cada ¢ € S(RY), F~YT)(p) := T(Flp(—)]) = T(F1(p)).



Derivada fraccionaria 15

1.2. Derivada fraccionaria

1.2.1. Motivacion

La idea de derivada fraccionaria estd motivada por el calculo de la transformada de Fourier de
la derivada de una funcién regular. Consideremos por ejemplo f € C§°(RY) (recordemos que
Cs°(RY) C S(RY)). Por la Proposiciéon 1.1.4 parte (2), tenemos que si o es un multi-indice en
N¥ entonces para todo ¢ € RY F(92f)(&) = (2mi&)*F(f)(€). De lo cual puede deducirse que la
regularidad de una funcion esté relacionada con el decaimiento de su transformada de Fourier. La
condicion decaimiento-regularidad se puede establecer en un espacio adecuado de funciones donde
el decaimiento puede indicarse para potencias fraccionarias, dando lugar a uno de los espacios de

Sobolev més usuales, los espacios H® definidos a continuacion.

Definicion 1.2.1. Para s > 0 definimos

HO®Y) = { € P@Y): [+ IFOPE < oo
RN
Este espacio es un espacio de Hilbert, una vez se dota del producto interno
(f,9) sy = /(1 +[E17)° F () (€)F(9)(€)de,
RN

——~H®Y)

f,g € H*(RY). Entre otras cosas, se da también que S(R¥) = H*RN) (ver [12]).

Motivados por la Proposicion 1.1.4 se introduce la siguiente nocion de derivada fraccionaria.

Definicién 1.2.2. Para s > 0 definimos la derivada fraccionaria de orden s de una funciéon f €
H*RY) por
D f(x) = FHEPF()(©E)(),

r € RV,
D? esta bien definida ya que para s > 0y f € H*(RY) se cumple que [¢]? < 1+ |¢|? para todo
¢ € RY. Por lo tanto [§[**|F(f)(€)* < (1 +[€*)*|F(f)(€)[?, de donde [¢[*F(f) € L*(RY) y por el
Teorema de Plancherel

&1 F N 2@ny = F(D® fllr2@yy = [[D° fll L2 a)

de modo que D*f € L?(R™).

Uno de los primeros hechos en los que podemos pensar es si esta nocién de derivada tiene al-

guna coincidencia con la definicién de derivada estandar. La respuesta es que no necesariamente
. . . — 2

coinciden. A saber, si f(z) := e ™" € S(R) entonces podemos calcular

D'f(&) = F (|alF(£)@)(€) = F(| = 2| F(f)(-2))(&) = /COS(%&’)I —o| Fe™™") da

R

= /cos(27r§a:)|x| e dy

R
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T

por otra parte f'(z) = —2nxe” ’. Entonces D' f es par mientras que f’ es impar de manera que

ambas funciones no pueden coincidir (observar que en el célculo de D f se ha usaso que F(f) = f).

D? puede interpretarse como un tipo de derivada total en el siguiente sentido.

Proposicién 1.2.3. Sea f € L?>(RY;C). Entonces para cualquier k € N, D* f existe si y sdlo si
las derivadas débiles de las partes real e imaginaria de f existen y pertenecen a L*(RYN;C). En
particular para f € WF2(RN) se tiene que 0“f = F~1(&*(2mi)l*I F(f)), para todo o € NV tal que
la] < k.

Prueba. Ver [7], Proposicion 30. v

Observacion 1.2.4. Es posible verificar (ver [7], observacion 32) que para algunos valores especiales
de s, el operador D?® proviene en efecto de un proceso de derivacion: por ejemplo si tomamos
u € S(RY) entonces por la Proposiciéon 1.1.4 podemos expresar el laplaciano de u en términos de
D2

N

N
F(Au)(€) =Y F(85 u)(€) = —4n” Zfﬁf(U)(é)

j=1

= —Amr? (¢ F (u)(€)-

De donde —Au = 472 F~1(|-|2F(u)) = (27)?D?u. Es esto motivacién suficiente para una definiciéon

del Laplaciano fraccionario.

Definicién 1.2.5. Para s € (0,1) y u € H**(RY), definimos el laplaciano fraccionario de u de

orden s por

(—A)¥(u) == (27)** D*u.

Esta definiciéon nos proporciona una manera de caracterizar el decaimiento de la transformada de

Fourier en términos de regularidad:
Teorema 1.2.6. Con la notacion anterior, para s € (0,1)
H*RY;C) = {u e L*(RY) : (-A)*u € L*(RY;C)}.

Prueba. Ver [7], Observacion 35. v

1.2.2. Una representacion integral del Laplaciano Fraccionario.

Teniendo en mente ya una nocién de derivada fraccionaria, mediante la definicién 1.2.5, que nos
permite establecer una relacion decaimiento-regularidad para cierto espacio de funciones adecuado,
surge alli en términos de esa derivada fraccionaria una clase de operadores no locales, lo que les

hace tener alguna representaciéon integral por lo menos para funciones lo suficientemente “buena”.

Teorema 1.2.7. Sean s € (0,1) y (—=A)® el operador laplaciano fraccionario. Entonces para toda
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p € S(RY)
s C(N,s 20(z) —p(z+y) —plr —y
e (121)
para todo x € RN, donde C(N,s) es una constante que depende solamente de N y s.
Prueba. Ver [7], Teorema 70 y Teorema 3.1.1. i

La ecuaciéon (1.2.1) también se puede escribir, usando la distribucion valor principal de % de la

siguiente forma:

(—AY(z) = C(N,s) / 2¢(x) — p(x +y) —w(m—y)dy

2 |y|N+25
RN
N 2p(x) — — oz —
_CW.s) p(r) —pr+y) —pe y)dy
2 e—0 |y|N+2s

C(N,s) ., o(r) —p(z +y) o(r) —p(r —y)
= 1 / [y N+2s dy + / |y N+2s dy
[Bé (@) Bg(x)

_CW,s) / olz) — o), / () — (<)

o — o — s

|BE ()

c
€ e\®

_ ) (@) — on)
iC(N,S)gIAI)% |$_n|N+28dn
Be(w)

:C(N,s)v.p./mdy.
RN

Observacion 1.2.8. El laplaciano fraccionario tiene formulaciones también sobre dominios Q C RV

mas geneales, ademés de una formulacion distribucional (ver [7], capitulo 4).



Capitulo 2

Presentacion del resultado principal

De ahora y en adelante denotamos por Bg a la bola de centro 0 y radio R en RV, R > 0.

2.1. El problema de Cauchy asociado a g,

Comenzamos por recordar la definicién del operador gy : para ¢ € S(RY), ga[p] :== F~1(|-[* F(p)),
A€ (0,2).

Describimos con detalle los elementos principales de la ecuacion diferencial parcial de interés.
Aunque nuestro trabajo se restringe al caso 1 < A < 2, vale la pena mencionar que para A < 1 se

opta por resolver el p.v.i (1) en el sentido de soluciones de viscosidad, ver [[13], seccion 3.2].

Sea A € (1,2) y consideremos el problema de valor incial

Owu(t, ) + galu(t, )](z) = F(t,z,u(t,z), Vu(t,z)), (t,z)€ (0,+00) x RY
(2.1.1)
u(0, z) = uo(x), z e RY,

donde ug € WH*(RYN) y F € C*°([0, +00) x RY x R x R¥") satisfacen las siguientes condiciones

VT > 0,VR > 0, Vk € N, existe Cr g > 0 tal que para cada (¢, z,s,£) en [0, T] xRY x[~R, R] x Bg

N2N+2 con |a| < k, se tiene que

y cada o €
|8QF(t,$’3,§)| < CT,R,k- (212)

Observacion 2.1.1. La parte no homogénea de (2.1.1), F, se suele conocer como el Hamiltoniano y
se asume naturalmente regular ya que el propoésito es buscar soluciones u que también tengan esta

propiedad.

Para la formulaciéon del resultado central se consideraran las siguientes dos suposiciones:

18
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(i) Para todo T > 0, existe Ap : [0,4+00) — (0, +00) continua y no decreciente tal que

T 1
0/ Ar(a) da = +o0. (2.1.3)

Ademas para todo (t,z,s) € [0,T] x RN x R, se tiene que sgn(s)F(t,z,s,0) < Ar(]s|).

(ii) Para todo T > 0 y para todo R > 0, existe I'r g : [0,+00) — (0,+00) continua y no

decreciente tal que
o0

1
O/Wda = +o0. (2.1.4)

A demaés, para cada (¢, z,5,&) € [0, T] xRN x [~ R, R] xR se tiene que |£|0sF (¢, z,s,€&) < Tt r(|€])
y |VIF(t7x387£)| S FTR(‘&D

Definimos para cada a > 0,
a

Lr(a) ::/f(b)db y  Grr(a) ::/Mdb. (2.1.5)
0 0

Observacion 2.1.2. Teniendo en cuenta las condiciones sobre Ap y I'r g en (2.1.3) y (2.1.4), las

funciones en (2.1.5) resultan ser difeomorfismos de clase C1([0, +00)) y funciones no decrecientes.

Por ejemplo probemos la observacion 2.1.2 para Lr. Sea a € [0, +00). Como Ar es no decreciente

y Ar(0) # 0, tenemos que si b > 0, 1/A7(b) < 1/Ar(0). Luego 0 < [ ﬁwdb < i)

L7 el valor de 0 cuando a = 0 y siendo divergente la integral cuando a — 400 justo como se

tomando

indica en (2.1.3). Asi pues, L1 est4 bien definida. Por el Teorema fundamental del calculo se tiene
que %LT(a) = ﬁ(a) > 0, para todo a > 0 de manera que Lr es estrictamente creciente y en
particular inyectiva. En resumen: £7 es uno a uno, clase C! y con derivada diferente de cero, es

decir un difeomorfismo de clase C! en [0. + 00). !

En forma anéloga y mediante (2.1.4) se comprueba que Gr g es un difeomorfismo de clase C!

y no decreciente en [0, 400).

2.2. Existencia y unicidad de la solucion de (2.1.1)

Luego de presentar el problema de valor inicial de interés (2.1.1) junto con una breve discusion

sobre las principales hipotesis, enunciamos el resultado principal de esta tesis.

Teorema 2.2.1. Sean A € (1,2), ug € WH°(RY) y F satisfaciendo (2.1.2),(2.1.8) y (2.1.4).

Eziste una tnica solucidn u de (2.1.1) en el siguiente sentido: para todo T > 0

(i) u € Cyp((0,T) x RY), Vu € Cp((0,T) x RN y para todo a € (0,T), u € C5°((a,T) x RY).

1En realidad lo que obtuvimos fueron las condiciones para lo que se conoce como un cambio de variables en R,

lo cual es equivalente a la nocién de difeomorfismo ver [17, pag 147].
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(ii) u satisface la e.d.p. (2.1.1) en (0,T) x RV.
(iii) u(t,-) — ug uniformemente en RN, cuando t — 0.

A demds, la solucion verifica los siguientes estimativos: para todo 0 <t < T < oo,

[u(t, )| oo mry < (L)~ (E+ Lo([Juoll Lo mry)) (2.2.1)

| Du(t, )| Loo vy < (Grr) ' (t+ Gr.r([[Dug|| o ®Ny)), (2.2.2)

donde L1 y Gr r estdn definidos por (2.1.5), |[Du(t, )| pe@mny = Zil lOiu(t, ) e @mny y R es

cualquier cota superior de ||ul| Lo ((0,1)xrN)-

Para la prueba de este teorema abordaremos varias etapas: demostramos primero que el operador
g tiene una representacion integral. Esto permite obtener por ejemplo los estimativos indicados
arriba (ver Seccion 3.2). La nociéon de solucion débil se introduce en el Capitulo 4; buscamos
primero soluciones de este tipo para posteriormente interpretarlas en el sentido del Teorema 2.2.1,
verificando entre varias cosas que son soluciones suaves al regularizar por convolucion con el kernel

K, asociado al oprador gy (ver secciones 4.1 y 6.2).



Capitulo 3

Representacion Integral de g)

La mayor parte de este capitulo esta dedicado exclusivamente a obtener una representacién integral
del operador no local g). Haremos uso principalmente de las propiedades de la transformada de
Fourier. Posteriormente presentaremos una consecuencia fundamental (Proposicion 3.2.1) que nos
permitira establecer uno de los estimativos apriori (el (2.2.2)) del Teorema 2.2.1 para la derivada
de la solucion. Veremos que la solucion del problema de valor inicial (p.v.i.) (2.1.1) esta motivada

por la féormula de Duhamel.

3.1. g, como operador integro-diferencial

Como se intuye de la Definicion 1.2.5, el operador g, corresponde, salvo por una constante ade-
cuada, al laplaciano fraccionario (ver [2] y [7]) por lo que toma todo el sentido e importancia una

representacion alterna integro-diferencial. El principal resultado del capitulo es el siguiente:

Teorema 3.1.1. Sea X € (0,2). Para toda ¢ € S(RY), z € RY yr > 0 se tiene que

aalel(@) = —Cw () / ”“””*Z)"flﬁiﬂ; Vo) 2, / Wd (3.1.1)
donde
AL (532)
CN()\):QW?'H‘( v (3.1.2)

La formula (3.1.1) puede particularizarse a dos casos:

(i) Si A€ (0,1), r =0, podemos tomar

(if) Si A € (1,2), r = oo, podemos tomar

erz x) — x)-z
aalgl(z) = ~Cw(x / 5 0z
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Prueba.
Dividimos la prueba en tres pasos:
Paso 1 (escribir gy como una convolucion).

Supongamos primero que A € (1,2). Como para toda ¢ € S(RY) (ver Observacion 1.2.4) F(Ayp) =
—4m?| - |2F (), se tiene que

ol = FHEPFOEO) = 7 [l (- e 70000 |
(3.1.3)

_ _ﬁf‘lﬂg\*zf@@(f)]-

Puesto que 1 < A <2y N > 1 entonces —N < A — 2 < 0. Luego es | - |*~2 localmente integrable;
es decir | - [*72¢ € LY(RY), para todo ¢ € C§°(RY) C S(RY): si usamos un cambio de variables

p = |z|, se obtiene que

[ar=o@ie= [ wr-2pwie+ [ ”']lic'ffv(l')uwdx
RN

|z <1 |z|>1

<C / |z} 2dx + C’ / |z} Ndg

lz|<1 lz]>1

1 0o

1
=C/p(*‘Q”N‘lderC’/pg,Adp< 00, (p=lz|)
0 1

ya que como —N < A—2<0entonces -1 <(A—=2)+ N-1<N-1y1<3—-A<N+1.

Entonces es posible calcular F~!(|z|*~2) en el sentido distribucional. Por la Proposicién 1.1.8
|z|*~2 define una distribuciéon temperada para x € R™ \ {0} con transformada de Fourier inversa
FH|z]}2) = ex(V)|€]7V=(=2) donde cn()\) es una constante positiva que depende solo de N
y A Ademés para toda T € S'(RY) y ¢ € S®N), F-/(T)(¢) = F(T)(g(—)) = T(F(p(—),

usando el cambio de variables y = —x tenemos que, !

FH P20 = F( =P %0(=)

-/ —lei_xf«o(fz))dx

RN

) (3.1.4)
- / s Py
RN

=en(d) / §|N_1(2_A)<P(f)d§ =en\)| |7V,
RN

L Aunque esto hace parte de la Proposicién 1.1.8, aqui damos una prueba de este resultado.



g como operador integro-diferencial 23

Determinemos el valor de la constante ¢y () usando la funcién de prueba el e s (RY), que
es un punto fijo de la transformada de Fourier. Empleamos la parte (3) de la Proposicion 1.1.1 en
S'(RY) (en el sentido de la distribucion T}, f € L*(RY)) se obtiene

i T I T
RN RN
= /.7:_1(|x|)‘_2)e_”|x|2d$
RN

:cN()\)/|x\_N_(’\_2)e_”‘“|2dx.

RN

La anterior igualdad la podemos reescribir como

2 2
lim 2} 2e 7 e = en(N) lim || N2 e=mlel” gy
e—0t e—0t

e<|a|<1/e e<lal<1/e

Aplicando coordenadas esféricas a la igualdad anterior (p = |z|) nos queda

oo oo
/p)\72677rp2pN71dp = en()N) / prf()\72)pN71677rp2dp,
0 0

que equivale a
oo oo
/pN““‘e_”’ﬁpdp =cn (M) /p_ke_’”fpdp.
0 0

Haciendo el cambio de variables 7 = mp? con d1/27 = pdp, la ecuaciéon anterior se transforma en

T 7\ (F5=2) _.dr y -2 __dr
[T e [(G) e E
0 0
—(N+xr-4)/2 - Az %
Wi/T(th 2,1)6—7d7_: CN(&/,7_(17%)716_7—d7_7
2 o1
0 0

—(N+X—4)/2 A2
T T N—I—)\_l :cN()\)7r r(1 A 7
2w 2 2w

de donde

rep-n
T et
Recordemos que para T € S'(RV) y ¢ € S(RY) se define (T * )(z) := T(p(x — ), z € RN y
ademas F (T * ) = F()F(T) (ver Proposicion 1.1.8). En nuestro caso tenemos que

en(N) = (3.1.5)

|- PTPF(AR) = F(FH ) F(Ay)

= F(F 1M+ Ay),
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que al tomar transformada inversa, multiplicando por —1/472 nos queda en el lado derecho (3.1.3)

y
Lony a2
el == F (1 177) * Ap
1 _N—(A-2)
= 74—71_20N()\)| . * A (por 3.1.4)

N+A (3.1.6)
AN 4 A (por 3.1.5)

2 1 ‘
Am2 1 ( _ %) Ty TA-2

Paso 2 (prueba de (3.1.1) para 1 < XA < 2).

Sean r > 0, € S(RY),x € RY y definamos ¢,(2) := ¢o(z + 2) — p(x) — Vo(x) - 26(z), donde
0 € C°(RY) que es par e igual a 1 en B,.(0).

El laplaciano de ¢, con respecto a z es

Azde(z) = Azp(z + 2) — AL (Vap(z) - 0(2))
(3.1.7)

donde la segunda igualdad (segundo término) se justifica a continuacion:

0

N
Vaple)20(2) = 0 /0m1, 0 0mn)a0(2)s w0(E) = 3 20 ),

de modo que

AL (Vap(x)20(2)) = V.- V. (Vap(z)26(2))

Sea 8:= —N — (A —2) € (—N,0) (|- |Pes localmente integrable). Mediante el cambio de variables
z=—-wy (3.1.7),
|V Ap(e) = (|- TP (Ap(z - )

- / lw|? Aoz — w)dw
RN

(3.1.8)

= / 2P ALo(x + 2)dz
RN

:/\Z|BAZ¢x(z)dz+Vx<p(z)~/|z|5Az(20(z))dz.
RN RN
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Observemos que todas las funciones en la ultima igualdad de (3.1.8) son integrables ya que Ap(z+2)
y A(20(2)) estan en S(RY) (recordar que 6 € C5°(RY)) y 8 € (—N,0) (por ende [;n |2|°A¢y(2)dz

existe). Veamoslo,

B
z
/ 1218l + 2)|dz = / 1Asp(e + 2|21 dz + / |z|N|Azso<x+z>|'z|'Ndz

RN l2l<1 2]>1
<supllAsplao+ ) [ lPde +sup(l- iAo+ ) [ 17 Va:
RN RN
lz1<1 |z[>1
(o)

1
_ 1
p(18.p(o 4 [0V o sup| - VAo 4D [ e
R ; RN / P

<oo (p=I2),

va que al ser —N < < 0setieneque S+ N —-1>—-1y1—-5>1.

Ademaés, como 6 es par entonces la funcion z — A,(26(z)) es impar (A, lineal) y usando que

6 =1 en B,-(0) tenemos

/|z|ﬁA (20(2 /WA Vs + / 1P AL (20(2))dz = 0, (Au(2) = 0).

B,.(0) RN\ B,.(0)
Por lo tanto
| TN AL /|z\ Ao (2)dz = hm+ / |2]P AL (2)dz. (3.1.9)
e—0
e<|z|<1/e
Para estimar el limite en (3.1.9), definamos C. := {z € RV : ¢ < |z| < 1/e}. Este conjunto es

acotado con frontera de clase C'. Por las formulas de Green (ver [18], Apéndice C)

/(IZIBAZ%(Z) — 6a(2)Ax(|2]"))dz = /[IZIBVZ%(Z)-II(Z) — 62(2)V=(|2") n(2)]doe(2),

C. aC.

de donde

[P aiz = [ A e)0u @)zt [ (29600 m() - 6() V(217 m2) o o),
Ce Ce oC:
(3.1.10)

siendo 0. la medida (N — 1) - dimensional sobre dC. = S. U Sy, (aqui S, = {z € RY : |z| = a} es
la esfera (N — 1) - dimensional de radio a > 0) y n es el vector normal unitario apuntando hacia

afuera de C..

Estimemos las dos integrales sobre la frontera en (3.1.10) para ver que en el limite cuando ¢ — 07,
son iguales a 0. Notemos que en una vecindad del 0, ¢,.(z) = p(z + 2) — p(z) — Vo(z)-z (§ =1 en
Se para € < r.). Por el Teorema de Taylor ¢,(z) corresponde al resto de la expansion de segundo

orden de ¢ alrededor de x con lo cual ¢,(2) = O(|z]?) y V.é.(2) = O(|z|). Por lo tanto, existen
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constantes C1,Co > 0 tales que |V,¢,(2)| < C1]z| v |¢.(2)] < C2|z|> para z en una vecindad del

0.

De lo anterior, la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el hecho de que |V, (|z|?)| = |B]|z|°~" se tiene

que, en una vecindad del 0,

[[1217V200(2) = 62(2)V=(|217)] n(2)] < [121°V62(2) = b0 (2)V=(|2]%)]|

y con esto

ISe

< 271V202(2)] + [Bl121° ¢ (2)]
(3.1.11)
< |2PCilz| + 18]12|" 7 Cal2?

= |2/PFH(Cy + |B|Ca),

/Hz|ﬂvz¢m(2) = 02(2) V= (|2") n(2)ldoe(2)| < / 1217V 262(2) = 62(2) V. (I2|%)| do(2)
5.

< /‘KH+WWMd“%%@
{lz|=¢}

= CPHIN"1 = 0PN 5 0

(3.1.12)

cuando ¢ — 0" yaque B+ N =2— X > 0.

De otra parte, por fuera de una vecindad del origen y lo suficientemente lejos tal que z ¢ supp(6),

¢:(2) = p(x+2) —(x) y Voz(2) = Vip(x + 2). Esta ltima funcion es rapidamente decreciente y

¢, es acotada (¢ € S(RY)) de modo que podemos estimar la integral en (3.1.10) que corresponde

a 51 /. con un procedimiento similar al de (3.1.11):

de donde

|[121°V262(2) = ¢2(2) V= (|21)] m(2)] < 1217 Vap(a + 2)] + 1B]]2)° 7 [¢a(2)]

< Csup [Vap(z +-)|[2 + O8]z~

Sl/a

< Csup|V.p(z + )|z + C|z|P 1,
]RN

/ [21°V202(2) = 62(2)V=(|2”)] m(2)doe (=)

1/e

< f (Csup Vool + )l +é|z|51> do.(2)

RN
{lz[=e~1}
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= Csup Voo + )7 (™) 4 O 1 )N

N-1+p ~
= Csup |Vap(z + )| () 4 e (N-D)=(8-1) (3.1.13)
RN £
— 0,
cuandoe — 0T yaque N—1+8=1-A<0y —(N-1)—(B—-1)=X1>0.

Calculemos de manera explicita A(|z])? con el fin de que cuando pasemos al limite en (3.1.10), nos

acerquemos a (3.1.9) y podamos ir concluyendo la correspondiente representacion de gy indicada
n (3.1.1).

B/2
Como |z|% = [ZN 22] , entonces

=11

8_o
02|2|? - ’

=1

51
ANl _ B~ o _a [N-e
92 5 Z Z; 2z; = Bz Z 2 y

= B(8 - 2)(121%)F 7222 + B(12) 5~

= B(B — 2)|2177"2F + B2,

luego

A(l?) = EIWVW 72vW4§:z+§:m42

3.1.14
= B(B—2)[2|°"? + NB|z|°~? ( )

= BN + 5 =2)|277%
Puesto que f=—-N — A+ 2, N+ —2=—X, y se tiene que (N + 5 — 2) = —AS y por lo tanto
BIN+S—-2)==-A-N-XA+2)=(N+A—-2)A.
También § — 2 = —N — A. De lo anterior y (3.1.14)

/A(|z|5)¢m(z)dz =(N+X— 2)/\/ 12| N2, (2)dz. (3.1.15)
Ce Ce

Usando de nuevo que ¢, (z) = O(|z|?) en una vecindad del 0 y que ¢, es acotada en RY podemos
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comprobar que la funcion en la integral del lado derecho de (3.1.15) es integrable en R”:

JEN No@de = [ M@zt [ M@l (7> 0)

|z|<R |z|>R

<C / \z|7N7)‘+2dz—|—C~' / |z| N2z

|z|<R |z|>R
R 9]
=C 17)‘d C~’ 1 d _
- P P+ A+ p < 00, (p=z])
0 R

porquel <A< 2(—=1<1-XA<0yA+1>2). Ademas hemos usado R < r tal que ¢, (z) = O(|z|?).

Pasando al limite en (3.1.10) tenemos por (3.1.12), (3.1.13) y (3.1.15) que

61_1'>r(r)1+/|z|ﬁA¢w(z)dz=El_i)rglJr/A(\zW)qzﬁw(z)dz (por (3.1.12) y (3.1.13))
C. C.

=AMN+A-2) h’r(r)l+ / 12| "N A B (2)dz. (por (3.1.15))
C.

Al combinar la ecuaciéon anterior con (3.1.9) y por el Teorema de la Convergencia Dominada,

obtenemos

| 7N Ap(z) = AN 4+ A —2) / 12| N (2)dz
]RN

— AN +A-2) / plz+2) —Z(ﬁ; Vo) -2,

r

AN +A-2) / plet+2) - STETL;WP(SJC) -0(z) i,
RV\B,

donde hemos usado de nuevo que § =1 en B,..

Notemos que en RY \ B, las funciones z + |z| V" MNo(z + 2) — ¢(2)) v 2z = 2|V "22)0(2)

son integrables. La primera porque p(z + -) — ¢(z) es acotada y | - [~V

es integrable en dicho
conjunto; la segunda porque § € C§°(RY) C S(RY) es acotada y | - | "V ~**1 es integrable en B¢
(fToo p~Mdp < 00, A > 1). De acuerdo a lo anterior podemos escribir
plr+2) — o) = Vo(r) 20(2) , plr+2) — p(x) 20(2)
BLEAR dz = Wdz — Ve(z) - BLER dz,
RN\ B, RN\ B, RN\ B,

|mN-A-1

pero la funcion z0(z)|z es impar de modo que su integral es 0 sobre el dominio simétrico
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B¢ y concluimos que

CN— (A o(r + 2) Vp(z) -2
‘_|N(>\ 2)*A<,0() N+)\—2/ |Z|N3>\ () d

By

FAN +A—2) / ‘Wdz.

RN\B,
Combinando esta tltima ecuacion con (3.1.6) obtenemos que

r(%52-1

L= N=(A=2)

galel(z) = -

(PP DAV +A-2) p(x+2) —p(x) = Vop(z) - 2 oz +2) — ()
— ppm sy (1 — %) / ERER dz —|—B/C PR d

r Py

oy | [HED ) Vel 2y, [l el

|Z|N+)\ |Z|N+k
B B¢

en donde hemos usado la propiedad de la funcién gamma, I'(a)) = (aw — 1)I'(ov — 1), para el valor
de Cn(A) indicado en (3.1.2).

Paso 8 (prueba de (3.1.1) para 0 < A < 1).

Sean ¢ € S(RY), z € RY y consideremos la banda E = {A € C : 0 < Re()\) < 2}. Como
F(p) € S(RY), tenemos que para todo A € E

- PF@)l = |- FVIF()] < L+ - P)IF(e)] € L'RY),

ya que como 0 < Re(\) < 2si |-| < 1, entonces |- |2 < |- |RN <1 < 14|-|? ysi|-| > 1, entonces
1< |- RO < 2 < 14|+ |% ademés (14 - ) F(p) € S(RY) € LY (RYN).

Consideremos la funcion (X, &) — e2™@¢|¢AF(p)(€) € C, (N, €) € E x RN, Vamos a verificar
que esta funcién cumple todas las hipotesis del teorema de diferenciacion compleja bajo el signo
integral (ver [21, pag 32|). Esta funcién es holomorfa en E y medible como funcién de & € RY. Del

razonamiento anterior se tiene que A — [oy |e*™E[E[XF () (€)| d€ es localmente acotada, pues

/km“mv‘ O]ds < [ (+1EP)F (e < o, (3.1.10)
RN
El lado derecho de (3.1.16) es independiente de A, se sigue que para Ag € E, existe § > 0 (por

continuidad) tal que

sup /‘62””5|§| Flp |d§ < 00,

)\()GE,P\f)\ol<5
0 > 0. Por el teorema de diferenciacion compleja bajo el signo integral se sigue que la funcion

A= galel(z) = / TEEE PN F () (€)de = FH(| - [P F () (@)

RN
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es holomorfa en E. De modo que el lado izquierdo de (3.1.1) es holomorfo en E.

Veamos ahora que el lado derecho de (3.1.1) es holomorfa en E. Notemos que para todo a y b
tales que 0 < a < Re(A) < b < 2, los integrandos en (3.1.1) estan acotados por funciones inte-
grables que dependen solo de a y de b (con el fin de aplicar nuevamente holomorfia bajo el signo
integral). En efecto, si |z| < r (este r > 0 no es el mismo del paso 2, simplemente es un r genérico
como en el enunciado del Teorema) se tiene que ||z|*| = |z|Re() > pRe(N=b21b > ¢ 4 12]° ya que
Re(\) — b < 0 por tanto |z|ReMN =0 > pRe(N)=b De otra parte si |2| > r, dado que Re(\) —a > 0

tenemos |z|ReN—a > pRe(N)=a ¢ hor Jo tanto ||z > |z|Re™) > Cral?]®

De lo anterior y usando el Teorema de Taylor con residuo en forma integral (ver [10, pag 3])

aplicado a ¢, para todos los multi-indices o € NV de longitud 2

/‘ p(r+2) = p(x) = Vo(z

‘Z|N+)‘

/‘QZla L2 a p(a + t2)dt

\ZINIIZIAI

|2

< Crpl|D SD||L°°RN)/ FIE |bd —C/| N2 C/ hdp<oo (p=1z| y 1—-b> 1),

para algtan ¢ € (0,1). Por otra parte

oo +2) - oo +2) = ol [ lete+) -

o)l
i Ear ERET

- T d
sc;,a/”f”ﬁvj”’d c/paf1<oo (a+1>1).

T

Concluimos por el teorema de diferenciacion bajo el signo integral que las dos integrales en el lado
derecho de (3.1.1) definen funciones holomorfas con respecto a A. Ademas, la funcion A — Cn ()
(Cn (M) definida como en (3.1.2)) es holomorfa en E con respecto a A (puesto que I' es holomorfa
en el semiplano {Re > 0}, (ver [9]) y ademas I' no es cero en tal semiplano) se sigue que las
funciones en ambos lados de (3.1.1) son holomorfas en dicho conjunto. Como (3.1.1) vale para todo
real A € (1,2), por el principio de continuacion analitica (ver [1] y [22]) se sigue que la igualdad es

valida para cualquier A € F, en particular esto comprueba que (3.1.1) se tiene si A € (0, 2).
A partir de (3.1.1) podemos obtener los casos especiales indicados en los items (i) y (ii) del teorema.
(i) Consideramos 0 < A < 1. Se tiene que para todo r > 0

ol +2) —p@), | _ lple+2) — o)
E R FL

con z — |z| N (p(x + 2) — p(x)) integrable. En efecto, como ¢(z + 2) — ¢(z) = O(|z|) (Teorema
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del Valor Medio y ¢ € S(RY)) se tiene que

lo(z +2) — o()|
|Z|N+>\

lp(z + 2) — lp(x + 2) —

|Z|N+/\ |Z‘N+)‘ d +

dz
SC/|N+A1+2||%0||L°°<RN)/| e
B

oo

1
= C/p Adp+2||s0||Loo<RN>/W < 00
0 1
porque —\ > —1.

Pasando al limite en (3.1.1) cuando r — 0 y por el Teorema de la Convergencia Dominada

aldl(@) = —Cn (M) lim / (x4 2) — p(x) — Vo(z) - 2 s / wdz

& ERE2 ERE2
B, Be

_ oz +2) — p(x)
—Cn(N) / Wd%
RN
donde la primera integral del lado derecho de gy es 0 si ¥ — 0, pues en una vecindad del 0, por

el Teorema de Taylor

lp(z 4+ 2) — ¢(z) — V() - 2| 2 dz
/ |z|N+A dz < C||D SDHLOO(]RN) W
By

r

< CID* e [ 1
0

2 A

2—-A

= C||D*p|| o m) — 0,

cuandor — Oyaque 1 <2 — A< 2.

(if) Si 1 < A < 2, entonces para todo r > 0

lp(z +2) — p(x) — Vo(z) - 2| < lp(z+2) —pz) = V() - 2|
‘Z|N+>‘ |XBT‘(O)| = |Z‘N+>‘ )
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siendo la funcion z — 2|~V =} (p(z + 2) — p(z) — V() - 2) integrable:

QO.’I}—FZ — plx —CL,O.T cZ

< CID*plLeam) / T + 2l / v

dz
+HV<P||L°°(1RN)/W
By

oo

1
_ dp
:C||D2<P||L°°(RN)//01 ’\dp+2||g0||Lm(]RN)/W
0 1

oo

dp
+ HVWHLOO(RN)/;\ < 00.
1

Entonces por el Teorema de la Convergencia Dominada, si r — oo en (3.1.1),

aale)(x) = —Cx(\) / oo +2) = plx) = Vpla) =

|Z|N+A

RN
donde la segunda integral del lado derecho de gy es 0 si 7 — oo, pues

oo ( $+Z p(z)]
|N+)\ dz < 2||@||L°°(]RN) | ‘N+)\

oo

dp
:2||<P||L°°(RN)/W

r

1
:)\?—>O,

cuando r — oo (A > 1). v

El siguiente lema nos provee una forma de extender g, de S(RY) a CZ(RY):

Lema 3.1.2. Sean X € (0,2) y ¢ € CZ(RN). Si (pn)n>1 €s una secuencia de funciones en CZ(RN)
que es acotada en L>®°(RY) y D?p,, — D?p local y uniformemente en RY, cuando n — oo,

entonces ga[pn] — ga¢] local y uniformemente en RY, cuando n — oo.

Observacion 3.1.3. Hablamos de una extension de g) de S(RV) a CZ(RY) en el sentido de que
ar[¢] € Cp(RY) para cada ¢ € CZ(RYN) .
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Prueba.
En virtud de la linealidad del operador gy en S(RY) basta comprobar la continuidad en ¢ = 0, es de-
cir, veremos que lfim,, o, gx[¢n] = 0 local y uniformemente en RY, cuando lim,, o, D?¢,, = 0 local

y uniformemente en R (nétese que esta tltima hipétesis reemplaza la condicion 1im,, o ¢, = 0).

Como existe C' > 0 tal que [|¢y|/z@y) < C para todo n, tenemos para la segunda integral
del lado derecho de (3.1.1) que

lon(z +2) — pn(z)]
/ [N+ dz < 2”"0””00 | |N+A <20 |Z|N+)\’

en donde el lado derecho de esta desigualdad es pequeiio, uniformemente para todon > 1y z € RY,

si r es grande.

Por otra parte, como D%y, — 0 cuando n — o0, localmente y uniformemente, se tiene que
para todo z € RV existe R > 0 tal que lim, o0 SUD e g, (o) [D*@n(y)| = 0. Sea z € RN tal que

|z| < Ry apliquemos el teorema de Taylor alrededor de z. Entonces para |z| < r (el r de arriba)

“pn(x + 2) — pn(r) — Vo (z) - Zl < CHD2<)07L||L°°(B7-+R)|Z|2'

La norma L> de D%p, es en la bola B,;r = Br(z) con el fin de aplicar la convergencia local
uniforme y porque en la expansién de Taylor D?¢,, esté valuada en puntos de la forma z + tz, con

0 <t < 1. Luego para el primer término del lado derecho de (3.1.1), para tales z y z se tiene que

on (@ + 2) — on(x) — Vou(z) - 2| 2 dz
/ |Z|N+)‘ dz < C”D ‘pn”L“(BH_R) W?
B,

y es aplicable la convergencia uniforme en el lado derecho de esta ultima desigualdad cuando
n — oo con r fijo. Concluimos que con 7 fijo, el lado izquierdo es uniformemente pequeno para

x € Bpg si n es grande. ]

A continuacion exhibimos una consecuencia importante de la representacion integral de gy, que a
deméas de permitir obtener estimativos para la solucion del p.v.i (1), nos indica cierto resultado de

unicidad en el espiritu de la Proposicon 3.2.1

Teorema 3.1.4. Sean X\ € (0,2) y ¢ € CZ(RYN). Si (z,)n>1 es una secuencia en RN tal que

o(Ty) — supgn @ cuando n — 00, entonces lim, oo Vo(x,) =0 y liminf, _, « gx[¢](zn) > 0.

Prueba.

Sea z € RY. Como ¢ € C%(RY), el teorema de Taylor alrededor de = nos da que
p(x+2) = p(x) + Vo(z) - 2 4+ Re1(2),

donde el resto de la expansion es Ry 1(2) = 3|, —p 2 fol(l —t)D%p(x + tz)dt, con t € (0,1), o es

un multi-indice de longitud 2 y z est4 en una vecindad de z.
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Como D%y es acotada, existe C' > 0 tal que |R, 1(2)| < Cz|2. A demas —C|z|? < R, 1(2) < C|z|%
En particular
—O|2* < Rya(2).

Sumando ¢(z + z) a ambos lados de esta ultima desigualdad

oz +2) = Clz* <z +2) + Ren(2)
o(z) +Vo(z) z+ Ry 1(2) — C’|z|2 <p(x+z)+ Ry1(2)

o(z) + Vp(z) -~ Clel” < ol +2),
y por lo tanto para todo z € RV y todo n > 1
supp > p(z, + 2) > p(x,) + Vo(z,) ~sz’|z|2. (3.1.17)
]RN

Como V(z,,) es acotada (las derivadas de ¢ hasta el orden 2 son acotadas), existe una subsecuen-

cia (2, )k>1 de (zn)n>1 tal que Vo(z,,) — p (p € RY) cuando k — oo.

Pasando al limite en (3.1.17)

supp > supp +p-z— Clz|%,
RN RN

0>p-z—Clz]%

Tomando z = tp (¢ > 0) nos da que
0> |p|* = Ctlp|,

y haciendo t — 0" queda 0 > |p|?> > 0 de donde p = 0 y limy_, o Vo(2,, ) = 0.

Supongamos ahora que | = liminf, .. gx[¢](z,) < 0. Existe una subsecuencia (z,, )r>1 tal que
gz [@](xn,) — | cuando & — oo y de lo probado arriba también existe una subsubsecuencia
(Tny, Jex1 tal que V(2 ) — p =0, cuando £ — co. Sea y¢ := ¥y, . Como p(y¢+2) < supg~ ¢,
para todo z € RY y todo £ > 1, entonces tomando limite superior a ambos lados de esta desigualdad

lim sup(p(ye + 2) — ¢(ye)) < supp — liminf p(y,) = 0,
RN {— 00

£— 00

y usando que limy_, o, V(y¢) = 0, concluimos

limsup(e(ye + 2) — ¢(ye)) <0,y

£— 00

(3.1.18)
lim sup(p(ye + 2) — (ye) — Vip(ye) - 2) < 0.

{— 00

También se tiene que

lo(ye + 2) — p(ye)| < 2|l Loo )

1 N —
|Z|N+A — |Z|N+A €L (R \BT’) (p_|Z|y)‘>0)
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y por el teorema de Taylor

le(ye +2) — o(ye) = Voolye) - 2)| _ ClID?¢|| oo vy |2[?

1
ERER = 2| N € L'(By),
De (3.1.18) y el Lema de Fatou (reverso) conseguimos que
, p(ye +2) — p(ye) , plye+2) = p(ye)
h?is;gp/ Ve dz < hiis;gp FER dz <0 (3.1.19)
Be
y
) P(ye + 2) — p(ye) = Volye) - 2 , P(ye + 2) = p(ye) = Volye) - 2
hzri)s;ip/ PR dz < h?iiip PR dz <0.
’ ' (3.1.20)

Por ultimo, usando que el limite inferior es a lo més el limite superior, al sumar (3.1.19) y (3.1.20),

y multiplicando por —Cx () concluimos la pruba del teorema, esto es,

. o(ye + 2) — o(yr) o(ye + 2) — (ye) — Vo(ye) - 2
_CN()‘)hgg}f / PR dz + FLER dz| >0

Be B,
o lo que es lo mismo liminfy_,o ga[@](ye) > 0, 0 sea ga[¢](ye) —> 1 > 0 cuando £ — oo, que es una
contradiccion, luego

lim inf gx[p](2,) >0

n——0o0

para toda la sucesion (z,)n>1.

3.2. Un estimativo previo de la solucién

La siguiente proposicién nos permitira probar el estimativo (2.2.2) de la solucién del p.v.i. (2.1.1)
indicado en el Teorema 2.2.1, el cual demostraremos para una solucién débil como se indica en el
capitulo 4; también nos dejara, en el capitulo 5, el estimativo (2.2.1) mediante el requerimiento
(2.1.3) y los ftems (i) y (ii) del Teorema 2.2.1 (ver Seccién 5.3).

Proposicién 3.2.1. Sean A € (0,2), T > 0 y G € C((0,T) x RN x R x RY) tal que para
todo R > 0, V¢G es acotado en (0,T) x RN x [-R, R] x Bg. Supongamos también que exis-

te h : [0,400) — (0,400) continua y no decreciente tal que f0+°° h(la)da = oo y, para todo
(t,z,s) € (0,T) x RN x R, sgn(s)G(t,z,s,0) < h(]s]).

Siu € CE((a, T) x RN) para todo 0 < a < T y satisface
wu(t,x) + galu(t, )] (x) = G(t, 2, u(t,z), Vu(t,z)) en (0,T) x R, (3.2.1)

entonces, definiendo
a

1
H(a) = / R

0
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se tiene que

lu(t, Moo @yy < HTH(E =t + H(Ju(t', )] oo @) (3.2.2)
para todo 0 <t' <t <T.
Prueba.
Sea a € (0,T). Como u es dos veces diferenicable y continua con respecto a t en (a/2,T) x RY

entonces 2u es acotada en dicho conjunto, digamos por C,. Por el teorema de Taylor (en variable

temporal) se tiene que para (t,7,2) € (a,T) x (0,a/2) x RN

u(s,x) = u(t,x) + dwu(t,x)(s —t) + %afu(p, x)(s —t)?,

resto

para algtn p intermedio entre s y t.
Haciendo s :=t — 7, 7 € (0,a/2) (notar quesia <t < Ty 0 <7 <a/2entonces —a/2 < —7 <0
con lo que, s =t — 7 pertenece a (a/2,T)) nos queda.
1
u(t —7,x) = u(t,x) — Tou(t, ) + §3t2u(p, x)72. (3.2.3)
Dado que 97u(p, ) es acotada, por la hipotesis (3.2.1) y a partir de (3.2.3) obtenemos que

u(t,x) = u(t — 7,2) + 70u(t, x) — %Tzafu(p, x)
<u(t —7,) + TOu(t, x) + Cor? (3.2.4)

< S]’;AP uw(t —7,°) + 7Gx, u(t, ), Vu(t,z)) — Tgxlu(t, )] (z) + Com2.

Fijemos t € (a,T). Supongamos que supgy u(t,+) > 0y sea (,,),>1 una secuencia en RV tal que
u(t, xn) — supgn u(t,-). Para un Ry > 0, cota superior de u(t,) y Vu(t,-) (esto es posible hacerlo
porque u € CZ((a,T) x RY)) tenemos que

IVeG(t,w,5,6)| < My == sup{|VeG(t, x,5,8)| : (z,5,€) € RN x [~Ry, Ry] x Bg,}
Recordar que dado culaquier R > 0, el gradiente de G con respecto a la cuarta variable, es acotado

en R.

Aplicando el teorema del valor medio a G con respecto a la cuarta coordenada en el convexo

Bg, v evaluando en t, z,, u(t, 2, ), Vu(t, z,) obtenemos que
G(t, xp, u(t,xy), Vu(t,z,)) < G(t, xp, u(t, x,),0) + M| Vu(t, z,)]. (3.2.5)

Puesto que para n suficientemente grande u(t,z,) > 0 (dado que supgw~ u(t,-) > 0), por hipdtesis
se tiene que
sgn(u(t, x,)) G(t, Tpn, u(t, ,),0) < h(Ju(t, z,)]). (3.2.6)
—— ——

1 >0
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A partir de (3.2.6) y (3.2.5)

G(t, xn,u(t,,). Vu(t,z,)) < h(u(t,z,)) + M| Vu(t, z,)]
(3.2.7)

<h (sup u(t, )) + My|Vu(t, z,)l,
RN

donde en la ultima desigualdad hemos usado que h es no creciente en [0, +00).

De (3.2.4) y (3.2.7) se tiene que para todo t € (a,T) y todo 7 € (0,a/2)

u(t,zy) <supu(t — 7,°) + TGt T, u(t, zp), Vult, x,)) — Tgxult, )] (x,) + C,r°
RN

<supu(t—r7,-)+7h (sup u(t, )) + T M| Vu(t,z,)| — Tgalult, )| (z,) + C,r2.
RN RN

Por el Teorema 3.1.4 lim infy_, o ga[u(t, )](2n,) > 0y Vu(t,z,,) — 0 cuando k — oo para una
subsucesion (z,)k>1, que reescribimos como x,, = x,,. Entonces tomando el limite superior en la

anterior desigualdad

lim sup Vu(t, z,,)

n—oQ

limsup u(t, z,) < supu(t — 7,-) + 7h (sup u(t, )) + 7 M,

n—» o0 RN RN

— 7limsup g [u(t, )] (z,) + Cor?

n—aoo
y por lo tanto

supu(t, ) < supu(t—r7,-)+7h (sup u(t, )) +C,7m (3.2.8)
RN RN RN

donde —lim sup,,_, . ga[u(t, )](zn) < —liminf gx[u(t, )] (z,) < 0.

Notemos que (3.2.8) se obtuvo bajo la condicion que supg~ u(t,) > 0. Sin embargo, definien-
do

#(0) = mix (suput.,0).

RN

veamos que culaquiera sea el signo de supgw~ u(t, ) se tiene que para todo t € (a,T) y 7 € (0,a/2)
() < O(t —7) + Th(®(t)) + Cot?. (3.2.9)

En efecto, si max(supgn u(t,-),0) = supgw~ u(t,) > 0 entonces la desigualdad buscada es justa-
mente (3.2.8). Si max(supgw~ u(t,-),0) = 0 > suppn u(t,-) la desigualdad es inmediata, pues h,
Co,7>0y Ot —7)>0.

Afirmacion 3.2.2. ® es localmente Lipschitz en (0,T), es decir para todo 0 < a < T, ® es
Lipschitz en (a,T).

Prueba de la Afirmacion 3.2.2. Sean t y s en (a,T). Analizamos varios casos posibles:

(i) ®(t) = ®(s) = 0. Inmediato.
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(i) B(t) = supgs ult, ) y B(s) = supg u(s, ).
Como u € C%((a,T) x RY), por el teorema del valor medio existe n € (t,s) (suponiendo
t > s) tal que para todo x € R

u(t, ) — u(s,x) = Opu(n,x)(t — s)
u(t, x) = Opu(n, )(t — 5) + u(s, z)

supu(t, ) < Kq(t — s) +supu(s,-)
RN RN

D(t) — B(s) < Kot — ),
con, K, > 0 cota de d;u (observar que si fuese ®(t) < ®(s) el argumento es el mismo).

(i) ®(¢t) = supgwy u(t, ) y ®(s) = 0. Para este caso como ®(s) = 0 > u(s, z) para todo x, tenemos

que u(t,x) < u(t,x) — u(s,z)
u(t,z) — 0 < u(t,x) — u(s, ),
y basta razonar como en el item (ii). A

Por el teorema de Rademacher (ver [15], Teorema 3.1 y Teorema 3.2) ® es diferenciable en casi

todo punto (c.t.p.) de (0,T"), luego por (3.2.9)
' (t) < h(®(t)) (3.2.10)

para casi todo punto ¢ € (0,7).

La funcion ¢ € (0,T) — H(®(t)) € [0, +00) con

B(¢) X
H(D (1)) = / i
0

es localmente Lipschitz en (0,7"), ya que para todo a entre 0 y T, ® es Lipschitz en (a,T'), luego

para s y t en tal intervalo
®(t) ®(t)
1 1
D(t)) — H(D = ——db| < ——db <
(@) - H@) = | [ gl < [ e

h(b)
(s) @ (s)

1
h(0)

K,
O(t) — D(s)| < t—s|.
[9(t) ~ 0(5)] < it~ o
Se sigue que H o ® es diferenciable en casi todo punto de (0,7) y como H es un difeomorfismo
en [0, +00) en virtud de la obervacion 2.1.2, por la regla de la cadena y (3.2.10) su derivada esta

acotada por 1:
1

m@/(t) <1,

para casi todo t € (0,7). Usando esto ultimo, junto con el teorema del valor medio, tenemos que

(H o ®)(t) = H(®()®'(t) =

para todos 0 <t/ < t<T

H(D(E) — HB()) = (Ho®) (1)t —t) <t~ 1,
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para algin t* € (¢',t).

De esta forma,
H(D(t)) <t —t' +H(D(t)) (3.2.11)

para todos 0 <t <t < T.

Como H es una biyeccion no decreciente, se sigue de (3.2.11) que

sup u(t,") < ®t) <H Tt —t' +H(D(H)))
. (3.2.12)

SHTH(E =+ H(Jult, )| @),
se ha usado que ®(t') < |lu(t',-)|| Lo m): si @(¥') = 0 es trivial; si ®(t') = supgn u(t’,-) > 0 enton-
ces u(t',-) < ®(t'), luego como [[u(t', )| poe@ry = inf{C >0 : |u(t,-)] < C c.t.p. en RV} entonces
®(t') < ||ut’, )| @~y Ademas, se ha utilizado que H™' : [0,400) — [0,400) es también no

decreciente.

Considerando ahora la funcion —u y replicando todo el razonamiento anterior, es posible con-
seguir una cota superior similar a (3.2.12) para sup(—u(t,-)) = —infu(t,-) y asi concluir la prueba.
Es como sigue: en lugar de G consideramos (z,t,s,&) — —G(t,z, —s, —§), la cual es continua en
(0,7) x RN x R x R, y para todo R > 0, V¢(—G) es acotado en (0,7) x RY x [-R, R] x Br
(esto es claro ya que V¢[—-G(t, z, —s, —&)] = VG(t,z,—s,—§) y como —s € [—R, R] y —£ € Bg, se
aplica que V¢G es acotado en el conjunto de interés). La ecuacion (3.2.1) se satisface con —u(t, x)
y —G(t,x,—s,—¢) en (0,T) x RN:

O[—u(t, x)] + ga[-u(t, )](x) = = (Brult, z) + galu(t, )] (z))

= —G(t,z,u(t,z), Vu(t,z)) = —=G(t, z, —[—u(t, z)], = V][—u(t, z)]).
Por otra parte si (¢,z,s) € (0,7) x RN x R como sgn es una funcién impar, se tiene que
sgn(s)[—G(t,x, —s,0)] = sgn(—s)G(t, z,—s,0) < h(| — s|) = h(]s]).

Con las consideraciones anteriores se pueden ir obteniendo los diferentes estimativos. Por ejemplo:
Por el Teorema de Taylor (—u(-,x) € C%(a,T)) si (t,7,z) € (a,T) x (0,a/2) x RN

—u(s,z) = —u(t,x) — dwu(t,x)(s — t) — %8t2u(p, x)(s —t)?,

resto

que haciendo s :=t — 7 queda

—u(t —7,2) = —u(t,z) + T0wu(t, ) — %6t2u(p, x)72.

En virtud de (3.2.1) con —u y —G(-,-, —s, =€) y el acotamiento de d?u,nos queda
1
—u(t,x) = —u(t — 7,2) — TOu(t, x) + Tzafu(p, x)

(3.2.13)

< sﬂ;g)[—u(t — 7. = 7G(t, z, u(t, ), Vu(t,z)) + Tga[u(t, )] (z) + Cor2.
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Fijamos t € (a,T) y suponemos que supgw~[—u(t, )] > 0. Para una secuencia (z,),>1 tal que
—u(t, z,) — supgn[—u(t, )] se tiene que si Ry > 0 acota superiormente a —u(t, ) y a —Vu(t, ),

por el teorema del valor medio
—G(t,xp,ult, zy), Vu(t, z,)) < —G(t, 2, u(t, z,),0) + M |Vu(t,x,)],

donde
Mt/ = Sup{lVg[*G(t,Zc, -5 75)“ : (xvsaf) € RN X [7Rt;Rt] X BRt}'

|VeG(tz,—s,—¢)|

Para n suficientemente grande, —u(t, z,) > 0. Luego
sgn(u(t, x,))G(t, T, —[—u(t, x,)],0) < h(| — u(t, z,)]),
es decir,
=Gty xn, u(t,x,),0) < h(|u(t,z,)|) = h(—ul(t, z,)).
Con lo cual,
—G(t, rp,u(t,zn), Vu(t, z,)) < —G(t, 2, u(t, z,),0) + M| — Vu(t, z,)|

(3.2.14)
< h(—u(t,xn)) + M{|Vu(t, z,)]|.

Combinando (3.2.13) y (3.2.14), para todo ¢ € (a,T") y todo 7 € (0,a/2)

—u(t,z,) < ?l;?[—u(t —7,)] = TG(t, T, u(t, ), Vu(t, z,)) + Tgr[u(t, )] (z,) + Cour?

< sup[—u(t—7,-)] +7h (sup[u(t, )]> + 7 M]| — Vu(t, z,)| + Tgalult, ))(x,) + Cot?.
RN RN
Tomando limite superior en la ultima desigualdad y aplicando el Teorema 7?7, concluimos que
supl-a(t, )] < suplu(t = 7]+ 7h (supl-u(t, )] ) + Cur,
RN RN RN

donde liminfgy[—u(t, )] (zy) > 0 y limsupga[u(t, -)](z,) < 0.

Lo anterior valido bajo el supuesto de que supgn [—u(t,-)] > 0, pero definiendo
d(t) = méx (sup[—u(t, -)],O) te (0,T)
Rn

de nuevo se verifica que sin importar el signo de dicho supremo,

O(t) — Bt — 7)

- < h(@(t)) + Car.

Como en la afirmacién 3.2.2, ® es localmente Lipschitz en (0,7") y por lo tanto
®' < h(®) en c.t.p. de (0,T).

De lo anterior, H o ® es diferenciable c.t.p. en (0,7") con derivada acotada superiormente por 1 y

en forma similar a (3.2.11) se verifica que

H(D(t)) <t —t' +H(D({))
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para todos 0 <t <t < T,y por lo tanto

i;l}g[—u(t, )] = —infgxu(t, ) S H Tt ="+ H(|| — ult, )| Lo @™)))- (3.2.15)
Como ||u(t, )| Lo rry = Max(®(t), D(t)), (3.2.2) se sigue de (3.2.12) y (3.2.15). v

Como consecuencia de esta proposicion, el siguiente corolario nos da la unicidad de la solucién

u establecida en el Teorema 2.2.1.

Corolario 3.2.2.1. Sean A € (0,2), T > 0 y ug € WH°(RY). Si F satisface (2.1.2), entonces

eziste a lo mds una funcion definida en (0,T) x RY que verifica (i), (ii) y (iii) del Teorema 2.2.1.

Prueba.

Supongamos que u y v son dos de soluciones del p.v.i. (2.1.1) que verifican las condiciones (i), (ii)
y (iii) del Teorema 2.2.1. La diferencia w = u — v estd en CZ((a,T) x RY) para todo a € (0,T)
(de hecho por (i) del Teorema 2.2.1, u,v € C{°((a,T) x RY) para todo a € (0,T)) y verifica la

dyw(t, x) + grfw(t, ))(z) = G(t, z, w(t, z), Vu(t,z)), (tz)e (0,T) xRV, (3.2.16)

y para todo (t,z,5,&) € [0,7] x RN x R x RV

G(t,z,s,6) = /QSF(t,x, Tu(t,x) + (1 — 7)v(t, ), Vu(t,z))dr | s
0

1
+ /VEF(t,x,v(t,x), TVu(t,z) + (1 — 7)Vo(t,z))dr | - £.
0

A continuacién justificamos (3.2.16). Observemos primero que como g es lineal y u y v satisfacen

la e.d.p. en (2.1.1), entonces

Oyw(t, z) + ga[w(t, )(x) = 9 (u —v) (¢t 2) + gal(u — v)(¢,-)](2)

= Opu(t, x) — O (t, x) + galu(t, )](x) — ga[v(t, )] (x)
(3.2.17)

= Opu(t, z) + galu(t, )l(z) — (Oro(t, 2) + galo(t, -)](x))
= F(t,z,u(t,z), Vu(t,z)) — F(t,z,v(t,x), Vo(t, z)).
De otra parte, por (2.1.2) existen Cr. g > 0 tal que
0sF(t,,5,8)| < Crr, s €[-R,R]
para (t,x,&) € (0,T) x RY x R fijos y,
0cF(t,2,5,8)| < Crr, € € B,

fijando (t,z,s) € (0,T) x RY x R. Notar que T, R > 0 estan dados como en el Teorema 2.2.1

de modo que u,v, Vu y Vv estén acotadas por R. Entrando en detalle tal R viene determinado
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por la eleccion de un ¢ > a fijo para algin a € (0,7, es decir, R = R; como en la Proposicion 3.2.1.

Las dos ultimas desigualdades nos permiten concluir que estas derivadas son localmente integrables

en [—R, R] y en Bg, respectivamente. Para todo p € [1, +00)

|05 F(t,2,5,)[Pds <2RC} p < o0y
[7R7R]

/ OcF(t, 7, 5, €)Pde < |Br|Chp, < 0.

Br
En definitiva, se tiene que las funciones s € [~R, R] — F(t,7,5,6) € R (¢ € RN) y &€ € B
F(t,z,s,£) € R (s € R), pertenecen a WHP([—~R, R]) y W1P(Bg) respectivamente, para todo
(t,z) € (0,T) x RY (al ser estas derivadas localmente integrables en los dominios indicados, tam-

bién son derivadas débiles ver [7], proposicion 6 y [12], capitulos 8 y 9).

Reescribiendo G, la version débil del Teorema fundamental del célculo ([7], Teorema 13) nos da
que
1
G(t,z,w(t,x), Vw(t,z)) = /68F(t,az,v(t,x) + 7lu(t, ) — v(t,x)], Vu(t, z)) (u(t, ) — v(t, x))dr
0

1
—|—/V§F(t, z,v(t,z), Vo(t,z) + 7[Vu(t,z) — Vo(t,x)]) - (Vu(t, z) — Vo(t, z))dr
0

=F(t,z,v(t,x) + ult,z) — v(t,z), Vu(t,z)) — F(t,z,v(t, z), Vu(t, x))
+F(t,z,v(t,x), Vo(t,z) + Vu(t,z) — Vo(t,z)) — F(t,z,v(t,x), Vo(t, z))

= F(t,z,u(t,x), Vu(t,z)) — F(t,z,v(t, x), Vo(t, x)).
(3.2.18)

De (3.2.17) y (3.2.18) conseguimos (3.2.16).

Verificamos ahora que G satisface las hipotesis de la Proposicién 3.2.1. Por (2.1.2) y la prime-
ra parte de (i) del Teorema 2.2.1 tenemos que para todo 0 < 7 < 1, F(-,-,7u+ (1 — 7)v,Vu) y
IsF (-, -, Tu+(1—7)v, Vu) son continua en (0, T) xRN . De igual forma, también lo son F(-, -, v, 7Vu+
(1 — 7)Vv) y el vector VeF(+,-,v,7Vu + (1 — 7)Vv) en (0,7) x RY luego G es continua en
(0,T) x RN x [-R, R] x Bg.

Ahora VG es acotada en (0,7) x RY x [-R, R] x Bg ya que si £ € Bpg, como la integral en

el segundo término de G es independiente de £ entonces

1
VGt z,8,8) = /VgF(t,x,v(t,x)JVu(t,m) + (1 =7)Vo(t,x))dr
0
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y por (2.1.2), V¢F es acotada en (0,T) x RY x [-R, R] x Bg.

Construimos ahora una funcién h : [0,+00) — (0,400), continua y no decreciente tal que
f0+°° h(la)da = +o00 y, para todo (t,7,s) € (0,T) x RN x R, sgn(s)G(t,z,s,0) < h(|s]). Defi-
namos para a € [0,400), h(a) := C(k + a), donde  es cualquier nimero positivo y C, también
positivo, depende tnicamente de u, v y las constantes en (2.1.2), digamos C = Crp g 4,»,. Notemos

que h es continua, no decreciente y verifica que

400
/ 1
h(a)
0
Ahora, como O, F (t, z, Tu(t,x) + (1 —7)v(t, z), Vu((t,z)) < C con C indicada como antes, tenemos
que para todo (t,z,s) € (0,T) x RY x R,

+
1
/ g log (b)]:F° = +o0. (3.2.19)

sen(s)G(t,x,s,0) = sgn(s /6 F(t,x,Tu(t,x) + (1 — 1)v(t,z), Vu(t,z))dr | s

< C|s| < kC + C|s| = h(|s]).

Hemos usado que sgn(s)s = |s].

Definamos por tltimo, H : [0,+00) — [0,+00) como en (2.1.5), esto es, H(a) := [ 7L=db =

0 h(b)
foa ﬁdb. Mediante el cambio de variables £ = k + b, conseguirmos que
1
H(a) = = log (“ : a> a>0. (3.2.20)

a

Si ademas hacemos y = H(a) = % log (”‘: ), entonces C'y = log (”‘:“), eV = ":“, de donde se

obtiene que H~1(a) = ke — k.

La continuidad de G, que V¢G sea acotada en (0,7) x RY x [-R, R] x Bgr para todo R > 0,
(3.2.16), (3.2.19) y (3.2.20) nos permite aplicar la Proposicion 3.2.1, asi para todos 0 < t' <t < T,

lwt, Moy < HTH(E =t + H([w(t', )l e ry)))

t's )| Lo (rN
:nexp{C(t—t’+élog(H+||w( LI )>>}—f<;
K

+ t/,‘ [SS]
= rexpC(t —t")exp {log (K ot H)HL (RN))} —K (3.2.21)

= Re

C(tft’) <K/+ ||’U}(t/’ )HLOO(]RN)) _
KR

= “0 (4 [t ) o)) —

Por el item (iii) del Teorema 2.2.1, u(t’,-) — ug y v(t',-) — g, uniformemente en R" cuando

t" — 0. De lo anterior concluimos que [[w(t',-)|| o @ny — 0, ' — 0y por (3.2.21), si también
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hacemos k — 0 entonces 0 < |lw(t, )|l L@~y < 0y por lo tanto w(t,-) = 0 c.t.p. t € (0,T). Por

continuidad concluimos que u = v en (0,7) x RV, M)

Observacion 3.2.3. Notemos que la unicidad referida se sigue basicamente de que k es arbitrario,
esencialmente no hay restricciéon alguna sobre esta constante y no hay una dependencia exclusiva
sobre las condiciones que satisface la soluciéon, como por ejemplo la convergencia uniforme al dato

inicial.



Capitulo 4

Estimativo L°° del gradiente de la

solucion

Con el fin de mostrar existencia de una solucion de (2.1.1) en el sentido del Teorema 2.2.1, reque-
rimos primero investigar la nocioén de soluciéon débil para nuestro p.v.i. de interés. Una solucién de
este tipo esta determinada por el kernel asociado al operador gy y las propiedades de dicho kernel

(ver Apéndice 6.2) nos permiten establecer, por ejemplo, el estimativo (2.2.2).

4.1. Soluciéon débil del p.v.i (2.1.1)

Comenzamos discutiendo qué es una solucion débil para (2.1.1) y en parte, qué motivacion hay

detrés.

Definicién 4.1.1. Sean \ € (1,2), ug € WH°(RY), T > 0 y F satisfaciendo (2.1.2). Una solucidn
débil de (2.1.1) en [0,T] es una funcién u € L>=((0,T) x RY) tal que Vu € L>((0,T) x RV)VN y,
ct.p. (t,z) € (0,T) x RV,

t
u(t,z) = Kx(t, ) *ug(x) + /K,\(t — s, ) x F(s,-,u(s,-), Vu(s,-))(x)ds, (4.1.1)
0
donde Ky es el kernel asociado al operador integral gy y definido sobre (0,+o00) x RV via la

transformada de Fourier por Ky (t,z) := F~1(e~t'™) ().

Estudiaremos con detalle las propiedades de K en el Apéndice 6.2, donde destacamos y proba-
mos las mas relevantes (ver [4], seccion 1.2 y [14], seccion 2). El operador Kx(t,-) (t > 0) define
un molificador, de ahi que sea posible hacer regularizacion por convolucion y que la solucién en
el Teorema 2.2.1 sea suave, (en las condiciones del principio de Duhamel). La solucion del p.v.i
v + gav] = 0, con condicién inicial v(0,-) = vy € Cp(RY) en concordancia con (4.1.1), viene
dada por v(t,x) = Ky(t,-) * v(0,-)(x), pues es posible verificar (ver [14], Proposicion 5.3) que
Ov = —gx[v]. Esto en parte motiva por qué son importantes las propiedades de K que anuncia-

remos a continuacion:

45



Solucién débil del p.v.i (2.1.1) 46

Las propiedades de K son:
(K1) Homogeneidad: para todo (t,z) € (0, +00) x RN, Ky (t,x) =t N/ Ky (1,t~ Y z).

(K2) Regularidad: Ky € C*°((0,4+00) x RY), para todo m entero no negativo y para todo multi-
indice 8, con |8| = m, existe B, > 0 tal que

B,

8 —(N+m)/A
|0, Kx(t,z)| <t 14 (- FD/X [N+

para todo (t,z) € (0,+00) x RN,

(K3) Kx >0y paratodot >0, |Kx(t,-)||L1 @~y = 1. Mas atin, (Kx(t,-))t>0, €s una aproximacion
a la identidad.

(K4) Existe K > 0 tal que para todo ¢ > 0, [|VE(, )| 11wy < Kt/
(K5) Propiedad de semigrupo: para todos t y t' > 0, Kx(t +t',-) = Kx\(t,-) * Kx(t', ).

(K6) Continuidad: la funcion t € (0,400) +— Kx(t,-) € L*(RY) es continua, es decir, para todo
to >0 hmt—)tOHK/\(ta ) — K,\(to, ')HLl(RN) =0.

Como mencionamos anteriormente, en el apéndice trataremos sobre la prueba de estas propiedades
y en lo que sigue, las usaremos para demostrar los resultados que nos conllevaran a la prueba del

Teorema 2.2.1. Iniciemos viendo, por ejemplo, que (4.1.1) esta bien definida:
Puesto que ug € L>®(RY), por (K3) y la desigualdad de Young para la convolucién (con p = 1,
g =00y r=00) tenemos que c.t.p. x € RY:

[ KA (2, ) x uo(x)| < [[KA(E-) * uolloe vy < BN, )l 2@y luoll oo vy = [[uol| Lo mry < o0
En cuanto al segundo término de (4.1.1) podemos aplicar (2.1.2) con el multi indice o = (0, ...,0) €

N2N+2 v R = méx(|Jul| o gy ), || VUl 1o ) para estimar

/ug(t— 5,) % F(s, - uls,-), Vu(s, ))(z)|ds
0

t
< /HKA(t ) ')”Ll(RN)”F(va - ~,u(s,:c - '),VU(S,$ - '))||L°°(RN)d5
0

< T”F(',',U,VU)”LOO < 09,

donde la tltima norma infinito es tomada en [0,7] x RY x [~R, R] x Bg. Exhibimos ahora el

teorema que proporciona una solucion débil para el p.v.i. (2.1.1):

Teorema 4.1.2 (Existencia y unicidad local de una solucion débil para (2.1.1)). Sean
M€ (1,2), up € WH(RYN) y F verificando (2.1.2). Entonces:
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(a) Para todo T > 0, existe a lo mds una solucion débil de (2.1.1) en [0,T].
(b) Una solucion débil de (2.1.1) en [0,T) satisface (i),(ii) y (iii) del Teorema 2.2.1.

(c) Sea M > ||uo|lw1.0@ny. Eviste T > 0, dependiendo tinicamente de M y las constantes de
(2.1.2), tal que (2.1.1) tiene una solucion débil en [0,T].

Este teorema por supuesto hace parte de los resutados fuertes de esta tesis y parte de la prueba,
especificamente los incisos (a) y (c), son aplicaciones (un tanto similares) del Teorema del Punto
fijo de Banach. Antes de probarlo abordaremos un resultado en el siguiente capitulo (Proposicion
5.1.1) que nos permitira obtener la regularidad espacial de la soluciéon. Entre tanto aprovecharemos
la nocién de solucion débil y este teorema para demostrar el estimativo (2.2.2) que mencionamos

al inicio de la Seccién 3.2.

Proposicion 4.1.3. Sea 1 < A < 2 y ug € WH®(RYN). Supongamos que F satisface (2.1.2) y
que (2.1.4) también se verifica. Si u es solucion débil de (2.1.1) en [0,T] y R > |[ul| o ((0,7)x&N)>
entonces (2.2.2) se tiene para todo 0 <t < T.

La prueba consiste en adaptar la prueba de la Proposicion 3.2.1 y tener en cuenta que es posible,

como en el Lema 3.1.2, extender continuamente gy a Cj(RY).

Prueba.
Paso 1 (Acotar dyu, i = 1,2,...,N). Sea p € C3(RY). Por el teorema de derivacién bajo el signo
integral y el item (ii) al final del Teorema 3.1.1, se tiene que

i (gale))(x) = 0; | —Cn(N) / oz + 2) —|Z(J\3[3J)r)\— V() "z

RN

—Cn(N)9; / plz+2z) - ‘P(]Q_; Vo(z) - % iz
v 12 (4.1.2)

=—-Cn(N) / Oip(x + z) — 8120'5\2)—)\— (V;p(x)) - Zdz
RN

= \[0ip] ().

La aplicacién del teorema de derivaciéon bajo el signo integral se justifica considerando z +—»
(p(z + 2) — p(x) — Vo(z) - 2)|2|~N¥~*, que como vimos en la prueba del Teorema 3.1.1 se do-
mina por una funcion integrable de z y ademas al diferenciar con respecto a x;, la misma funciéon

dominante también acota dicha derivada.

Como u satisface la e.d.p. (2.1.1), u € C3 y F € O, la regla de la cadena y (4.1.2) nos da
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que

Ot (O;u)(t, ) + gr[Osu(t, )| (z) = Op, F(t, z,ult, z), Vu(t, z))
+ 05 F(t,x,u(t, z), Vu(t, z))0u(t, z) (4.1.3)

+ VeF(t, z,u(t, z), Vu(t,z)) - V(O;u)(t, x).
Sea a € (0,T). Puesto que d;u(-,z) € C#(a,T) tenemos que 870;u = 0;(9pd;u) es acotada en
(a/2,T) x RN por una constante C, ;, entonces para t € (a,T), 7 € (0,a/2) y x € RV el teorema

de Taylor de segundo orden aplicado a d;u con respecto a t nos da que

Oiu(w, x) = diu(t,x) + O (Oyu)(t, z)(w — t) + %Bf(aiu)(p, z)(w — )%

Resto

para algin p entre w y ¢. Haciendo w :=t — 7, nos queda (a/2 <t —7 < T)
2
Oiu(t — 7,2) = Ou(t, x) — 70:0;u(t, ) + %8?@11(;), x).
Equivalentemente por (4.1.3)

2
Oiu(t, ) = Qu(t — 7,2) + TOOu(t, x) — %8,528¢u(p, x)
< dpu(t — 7,2) + 10, sult, x) + 72|10} Dju(p, )|

< Byult — 7,7) + TODut,x) + Co it

(4,1,3 En el segundo término) < sup d;u(t — 7, ) + 70,, F (¢, z, u(t, x), Vu(t, z)) (4.1.4)
RN

+ 1O F (L, z,u(t, x), Vu(t, z))Oiu(t, x)
+ 7V F(t z,u(t, z), Vu(t, z)) - V(O;u)(t, )

— 7ax[Ou(t, )] (z) + Cqauit?.
Supongamos que supgy G;u(t,-) > 0y sea (z,),>1 en RY una secuencia tal que dyu(t,z,) —
supgn dju(t, -). Como d;u(t,-) € CZ(RY), el Teorema 3.1.4 nos da que lim inf,, oo gx [Diu(t, )] (z,) >

0y lim,, o V(0;u) (¢, x,) = 0 como en la prueba del teorema.

De acuerdo a nuestras consideraciones, para n suficientemente grande se tiene que d;u(t, z,) > 0.

Aplicando (4.1.4) en & = z,,, deducimos,

Ou(t, x,) < sup Qu(t — 7,-) + 704, F (¢, T, u(t, x,), Vu(t, 2,))
RN

+ TOsF(t, Tpyult, 2p), Vu(t, z,))05u(t, z,)
(4.1.5)

+ TVF(t xpn, ult, 2,), Vu(t, z,)) - V(Oiu)(t, z5)

— g\ [03u(t, )] (zn) + Couit?.
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Deseamos acotar los tres primeros términos que estan multiplicados por 7 en (4.1.5), para que

luego de tomar limite superior podamos acotar el término asociado a g.

Sea R > 0 tal que R > [[ul| Lo ((0,1)xr~) (como en la hipotesis). Puesto que |u(t, z,,)| < [Julloo < R,

por la segunda desigualdad en (2.1.4) tenemos que

Op, F(t, T, u(t, xy), Vu(t, ) < |0y, F(t, xpn, u(t, ), Vu(t, z,))|

< |V F(t, @y, u(t, z,), Vu(t, z,))|

(4.1.6)
< FT,R(‘Vu(taxn)D
< P (sup V(e ] )
RN
Notemos ahora que si 9;F < 0, trivialmente vale que
Oiu(t, ) O F (b, xp,ul(t, xy), Vu(t,z,)) <0<Tr g <sup [Vu(t, )|) ,
——— RN
>0
y sies O;F > 0 entonces
Oiu(t, )0 F (b, T, u(t, x0), Vu(t, ) = |Oiult, £,)|0s F(t, Ty, u(t, 20), Vu(t, z,,))
< |Vult, )0 F(t, 2, u(t, v), Vu(t, v,))
(4.1.7)

< Trr(|Vul(t,z,)])

< P (sup Ve, ).
RN
De otro lado, por (2.1.2) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz

VeF(t, xn, u(t, z,), Vu(t, z,)) - V(Oju)(t, xn) < [VeF(t, xn, u(t, zn), Vu(t, £,))||V(0;u)(t, 2,)|

< MR|V(azu)(tv l'n)|,
(4.1.8)

donde Mp := sup{|V¢F(t,z,u(t,z), Vu(t,z))| : (t,z,5,&) € (0,T) x RN x [-R,R] x Bgr}. De
(4.1.5) a (4.1.8) concluimos que para t € (0,T) y 7 € (0,a/2)

Ou(t,zy,) <supu(t —7,-) + 71 R (sup [Vu(t, )|>
RN RN

+ TFT,R (Sllp |V’U/(t7 )|) + MRlV(@ZU)(t, xn)|
RN

— 1A [05u(t, ) (zn) + CoyiT?.
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Al tomar limite inferior nos queda

n—aoo RN

liminf Q;u(t, ) <supdju(t — 7,-) + 27'r R (sup [Vu(t, )|>
RN

+ My lim inf |79 (¢, )

=0

— 7 lminf gx[(Qu) (t)] (zn) + Caui?,

n—=o0

es decir,

sup O;u(t, ) <supQu(t —7,-) + 27l'r R <sup [Vu(t, )|> + Cyit? (4.1.9)
RN RN RN

donde hemos usado que — liminf,, . gx[O;u(t, -)](z,) < 0.

De la misma manera que razonamos en la prueba de la Proposicion 3.2.1, si definimos la fun-
cion t € (0, +00) — w; +(t) := max (supgw~ Oju(t,-),0), vemos que independientemente del signo de

supgn O;u(t,-) se tiene la desigualdad
Wit (1) < wi (t = 7) + 203 (| Dult, )| ay) + Cair?, (4.1.10)
paratodot € (a,T)y 0 <7 < a/2:

= Si max(supgwy O;u(t,-),0) = supgny ju(t,-) > 0, (4.1.10) es justamente (4.1.9) (se tiene en

cuenta que || Du(t, )| o @) = Zil 10iu(t, -)|| L@~y ¥ que I'r r es no decreciente).
= Si max(supgn ;u(t,-),0) = 0 > suppny Jju(t, ), la desigualdad es directa, pues

wi7+(t) — wi7+(t — T) =0< QTFT)R(O) + Ca)iTz .

>0 >0

De otra parte (también como en la prueba de la Proposicion 3.2.1), si aplicamos el razonamiento
anterior a la funcion —u (y en este caso usando la funcion —F(-, -, —, —) la cual satisface (2.1.2)
y (2.1.4)) se tiene que (4.1.10) también es satisfecha con w; _(t) := max(supg~ (—0;u(t,-),0)) =
méx(— infgny diul(t,-),0).

En consecuencia, (4.1.10) se tiene para max(w;, 4 (t), w; —(t)) := [|0zu(t, -)|| Lo (ry), €s decir
10zu(t, )| vy < N07ult — 7, )| Lo vy + 2707, v ([ Dult, )l Lo mvy) + Cait?,
que sumando sobre ¢ desde 1 hasta N nos da
[1Dut, ) pee @ay < [|1Dult = 7,-) | oo ey + 2N m (| Dult, ) || Lo )
(4.1.11)

N
+ Z Ca.iT27
i=1

paratodoa <t <T ytodo 0 <7 < a/2.

Paso 2. Probamos que si 0 < t' <t < T, entonces

IDu(t, )| g ny < (Gr,8) 7 (t = t' + Gr. (|| Dult, )| o= mv)))- (4.1.12)
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Consideremos las funciones

wi(t) = max(w;,+ (1), wi,— (1)) = |0iu(t, )| Lo ()

N
wlt) = 3 wilt) = | Dult, )| s,

para todo ¢ € (0,T).

Veamos que c.t.p. t € (0,7
w'(t) S QNFT’R(w(t)). (4113)

Como en la prueba de la Afirmacién 3.2.2 podemos probar que w; 4+ es localmente Lipschitz en
(0,T) y entonces por el Teorema de Rademacher esta funcion es diferenciable en casi todo punto
de (0,7); ademas para todoa <t < Ty 0 <7 <a/2(ac(0,T)) por (4.1.10) concluimos que
ct.p.t€(0,7T)

w; +(t) < 207 Rr(w(t)),

y por lo tanto también w;(t) < 2I'r gr(w(t)) (ver [3], lema 2.1.7). Sumando sobre N concluimos
entonces (4.1.13).

Consideremos ahora la funcion ¢ € (0,7) — G r(w(t)) € [0, +00), donde

w(t)
1

Grn(w(t)) = / RO

0

Gr r es un difeomorfismo de clase C' v no decreciente como se anoté en la observacién 2.1.2. Como
en la prueba de la Proposicién 3.2 para H o @, por la regla de la cadena, el Teorema Fundamental
del Calculo y (4.1.13) tenemos que Gy r(w(t)) tiene derivada acotada por 1 c.t.p. en (0,7):

1

- 2NFT,R<w(t))wl(t) =t

(Gr.r 0 w)'(t) = (G7,r(w(t)))w'(t)

Gr r(w(t)) es localmente Lipschitz continua en (0,7) ya que w lo es. Por lo anterior podemos
aplicar el Teorema del Valor Medio y probar que si 0 < t < t < T entonces existe t° € (#',t) tal

que
QT,R(W(t)) - gT,R(w(t/)) = (gT,R(W),(tO)(t - t/)

<t—t.

Luego
w(t) < Gpp(t —t' + Grr(w(t))),

cuando 0 < t' <t < T, que es justamente (4.1.12).

Paso 3. Veamos que limsup,_,q [|[Du(t’, )| Lo ny < [[Dugl| poo my-

La idea es diferenciar respecto a x; la formula de Duhamel.
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Comenzamos por notar que la funcién ug de W1 (RY) es Lipschitz (ver [12], Teorema 9.12):

tenemos que c.t.p. z,y € RV, por el teorema del valor medio existe z € [z,y] tal que

|uo () = uo(y)leny < | Duo(2)l| @)z — yley < M|z —ylew,
donde M = Zf\il M;, con M; tal que ||0;uq(2)|| e vy < M;. Con esto tenemos que dados = € RY,
h>0yt €(0,T),la funcién

y s Kx(t',y) (uo[(x

—y) + hei] —UO(I—y)> 7

hle1]
donde e; = S O)t es 1ntegrable Ya que por (K3) y la condicion Lipschitz de ug tenemos
heal — _
hle] |
R

Teniendo en cuenta la definicion de derivada direccional y por el Teorema de la Convergencia

Dominada, encontramos que para x € RY

/. _ -
8i(K % uo) (z) = }}{f}) K\(t',) *UO(m+h€é) K\(t',-) % ug(x)

) p oy ((vol(@ —y) + her] —uo(z —y)
}g% K,\(t,y)(o Y : 0 y)dy

J, (4.1.14)

/KA )Osup(z — y)dy = Kx(t',-) * O;uo(z),

En palabras, significa que podemos pasar la derivada espacial del primer término de (4.1.1) al dato

inicial.

De las propiedades (K2) y (K4) se sigue que K, € C'(RY) N WHHRYN) (por la segunda parte de
(K2) las derivadas espaciales de K son localmente integrables y por lo tanto estas derivadas en sen-
tido clasico son también derivadas débiles. Ademés por (2.1.2), F(s,-, u(s,-), Vu(s,-)) € L=(RY)
para s € (0,t'). Del Lema 6.1.1 concluimos que para s € (0,t')

Oi[Kx(t' — s,-) * F(s, - u(s,-), Vu(s,-)|(z) = ; KA(t' — s,-) x F(s,-,u(s,"), Vu(s,"))(z) (4.1.15)
Consideremos ahora la funcion RY x (0,¢') — R, definida por
(x,8) = K\(t' —s,°) « F(s,-,u(s, "), Vu(s,-))(z). (4.1.16)
Esta funcion verifica todas las hipotesis del teorema de derivacion bajo el signo de la integral:

= (4.1.16) es integrable como funcion de s: por la desigualdad de Holder

|K)\(t, -5 ) * F(57 K U(S, ')v VU(S, ))(1‘)‘

< / Ea(t — 5,9)F (s, — g, u(s, x — y), Vu(s,z — ))|dy
RN

< NEAE = s, )y 1F(s, - uls, ). Vuls, )| e @),

1
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luego

/|K)\(t/ -5 ) * F(sv ~7U(S, ')7 VU(S, ))(l‘)|d8 < tI”F(Sv ~7U(S, ').VU(S, '))HL“’(]RN)
0

STIF (s, u(s,-).-Vu(s, )|l e @y
< 0.

s (4.1.16) como funcién de z es diferenciable (respecto a la i-ésima coordenada z;) y esta de-

rivada es acotada uniformemente por una funcion integrable de s € (0,t'):

Por (4.1.15) la derivada indicada existe y para € R se tiene que, por la desigualdad

de Holder nuevamente y (K4),
|0; KA(t' — s,-) x F(s,-,u(s, "), Vu(s,"))(z)]

S / |81K)\(t/ - S,y)F(S,(E - y,u(S,l’ - y),VU(S,QT - y))|dy
RN

§/|VK)\(t'—s,y)F(s,x—y,u(sw—y),Vu(s,x—y))\dy
RN

SIVEAE = s, ) |lLr@m) |1 F (s, -5 uls, ), Vu(s, )| L )

< ’C(tl - 8)_1/>\HF(37 R ’LL(S, '), VU(& '))”L‘”(RN)a
Con el cambio de variables 7 = ¢/ — s,

t’ t

t/l—f
/(t' —5) "V ds = /T‘l/’\dr =1 < 00,
0 0

>

>l

porquel<)\<2y1—%>0.

Asi, de (4.1.14), (4.1.15) y el teorema de derivacion bajo el signo integral, la derivada respecto a
x; en (4.1.1) es
t/

Ou(t',x) = K\(t',-) * Qjup(x) + /81»K>\(t’ —8,) % F(s-,u(s,-), Vu(s,))(x)ds. (4.1.17)
0

Ademas, la desigualdad de Young para la convolucion, con p = 1y ¢ = r = oo, nos da que
0Kt ) xug y O;K(t' — s,-) % F(s,-,u(s,-), Vu(s,-)) son funciones de L>(R") y entonces por
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(4.1.17)

10:u(’, ) oo vy SIEAE, ) * o]l Lo @n)

¢

+ / ||82K>\(t/ -5 ) * F(S7 '7“’(57 '),VU(S, '))HLOO(RN)dS
0

< BN, )l vy 95wl Lo rev)

t/
+ K| F (s u, Vu)|| g /(t’ —5) " ds
0

t/l—i

= sl + 1Py V)oK

donde la norma infinito de F(-,-,u, Vu) se toma en (0,7) x RN x [-R, R] x Bg.

Sumando sobre ¢ y tomando limite superior cuando t’ tiende a 0 en esta desigualdad, conseguimos
lfltllljblp [ Du(t’, )| Lo mrvy < | Dug]| oo (mvy.-

Usando esto, al tomar limite superior cuando ¢’ tiende a 0 en (4.1.12), concluimos

[Du(t, )| =@~y < Grr lﬁtnsgp(t — '+ Grr([Du(t’, )| L= =)))
! —

= G 1t + G r(|Duol| oo &),

ya que Gr r(limsup, g [[Du(t")|| oo mvy) < G, r([| Duo|| o v y)-

54



Capitulo 5

Existencia de soluciones

Nuestro propésito en este punto es asegurar la existencia y unicidad de una solucion de (2.1.1) en
el sentido de la definiciéon 2.1.5 y, junto con la Proposicion 4.1.3, garantizar la existencia y unicidad

en el sentido del Teorema 2.2.1.

5.1. Un resultado previo sobre regularidad

Con el fin de proveer una prueba completa del Teorema 4.1.2 de existencia y unicidad del capitulo

4, comenzamos con el siguiente resultado que es clave para justificar la regularidad alli indicada:

Proposicién 5.1.1. Sean A € (1,2), S > 0, y (t,2,¢) € (0,9) x RN x RN +— G(t,z,¢) € R
una funcion continua. Supongamos que 0,G, 0cG, 0:0,G y 0:0:G existen y son continuas en
(0,9) x RN x RN, Supongamos también que existe una funcion w : (0, +00) — R tal que, para
todo L > 0, G y las derivadas mencionadas estin acotadas por w(L) en (0,5) x RN x By.

Sean Ry > 0 y R = (2+K)Ry con K como en (K4). Entonces existe To > 0 que depende inicamente
de X\, Ry y w tal que, si T =nf(S,Ty) y Vo € L= (RN)N con ||Vo| g @n)y < Ro, existe una tnica
V € Cp((0,T) x RN acotada por R tal que

V(t,x) = Ka(t, ) * Vo(z) + / VE\(t—s,)*G(s,-,V(s,-))(x)ds. (5.1.1)
0

Mds ain, 8,V € C((0,T) x RN)N* y 102V [l ¢, (a7 vy w2 < Ra='*, para todo a € (0,T).

Prueba. Ver [4], Proposicién 5 y [14], Proposicion 5.1. ]

5.2. Prueba del Teorema 4.1.2

Desarrollamos esta prueba utilizando las ideas de [14] Proposicién 3.1 y [4] Lema 3. Iniciamos con

la existencia de una solucién un tanto particular:

(c) (Ewistencia) Sea M > |[ully1.00(mny. Existe T' > 0, dependiendo tinicamente de M y las cons-
tantes de (2.1.2), tal que el p.v.i (2.1.1) tiene a lo mds una solucion débil en [0,T].

95
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Sea M > ||uo||w1.0 @~y y I satisfaciendo (2.1.2). Definamos para T' > 0
Er:={u € L>®((0,T) x RY)|Vu € L>=((0,T) x RM)V}
dotado de la norma
lull Br = [lullLoe o,myxry) + VUl oo ((0.7) xRN~ -
Tenemos que Er # () ya que C§°(R x RY) € Er. Ademas Er es un espacio de Banach:
Sea {ur} una secuencia de Cauchy en Er. Se sabe que para cada ¢ > 0, existe un ente-
ro positivo, ¢(¢), tal que ||u; — ug||g, < €/2 siempre que j,k > £(). Por lo tanto, tenemos

que [Ju; —ug|| Lo 0,1y xrN) < /2 [[Vuj — Vugl| Lo 0,1y xrm)x < €/281 j, k > £(e), de donde
se sigue que c.t.p.(t,r) € (0,7) x RN

luj(t,x) —up(t,z)| <e/2 vy |Vu;t,z) — Vug(t, z)| <e/2. (5.2.1)
Estas dos tltimas desigualdades indican que {ug(t,2)} y {Vur(t,z)} son secuencias de
Cauchy en R y RY respectivamente.
Definamos entonces c.t.p. (t,z) € (0,T) x RN
u(t,z) := lim uk(t,z) y Vu(t,z) = lim Vug(t, z).
k— o0 k— o0

Si hacemos k — oo en (5.2.1), nos queda que para todo j > £(g) y c.t.p. (t,x) € (0,T) x RN
luj(t, x)—u(t,z)| < e/2y |Vu;(t,z) —Vu(t, z)| < e/2. Esto prueba que u; —u y Vu,; —Vu son
esencialmente acotadas y asi u € L>((0,T) xRY) y Vu € L>=((0,T) x RM)YN (pues, sabemos
que (ug, Vug) € L((0,T) x RY) y nuestro argumento prueba que las diferencias indicadas

también estan en los espacios indicados respectivamente). De hecho |u; — u|g, < e:
||“j —ullg, = HUJ - U||L°°((0,T)xJRN) + HVuj - v“HLOO((O,T)xJRN)N

<

para todo j > {(¢), es decir, u; — u, j —> 0o en Erp.

Definamos para u € Ep, t € (0,T) y c.t.p. # € RV,

Ur(u)(t,z) := Kx(t, ) * up(z) + /KA(t —8,-) % F(s,-,u(s,-), Vu(s,))(z)ds.
0

Vamos a probar que U7 es una contraccion en el espacio de Banach Er. Probemos en primer
lugar que Uy (E7) C Er (en particular que W esta bien definida) lo cual haremos probando

que Up(u) y 3;¥r(u) (1 =1,...,N) son continuas y acotadas

Sea u € Er tal que ||u|| g, < Rr (queremos comprobar que para una escogencia adecua-

da de T, Uy lleva la bola cerrada de centro 0 y radio Ry en ella misma).
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Probamos que ¥r(u) es una funcioén continua en (¢,2) y acotada.

Veamos que el primer término de ¥p(u) es una funcién continua en (t,z). Notese prime-

ro que como ug € L>®(RY) y por (K3),sit € (0,T) y c.t.p. x € RY, entonces

[EA(E, ) * uo(z)] < / (BN (8 @ = y)uo(y)|dy < [[uol| Lo ) (5:2.2)

RN
Consideremos la funcién que c.t.p. (t,y) € (0,7) x RN +—— K,(t,z — y)uo(y) € R. Esta
funcién es integrable en RY para cada ¢ fijo por (5.2.2). Puesto que ug es acotada, entonces

por (K6) la funcion t — K (t,x — -)ug(+) es continua para z fijo.
Busquemos una funciéon G € LY(RY) tal que |Ky (¢, z — y)| < G(y).

Sea tg € (0,T). Aplicando (K2) con m = 0, tenemos que para todo t € (t9,T) y todos
x,y € RV, existe By > 0 tal que
Cl (t07T)BO

Ka(t,z —y)| <
| >\( x y)|— 1+Cg(t0,T)|:L’—y|N+1

Ci(to,T)Bo
Cz (t07T) . Cl

- Calto, )1+ |z —y[N+1 = Cy + |z — y[N+T
donde C7,Cy > 0 dependen solamente de tg y T

Observemos que para zo € RV
2o =yl = |(zo — @) + (x — )| <2V (Jwg — 2N 4 |z -y VY,

$|N+1

luego |& — y[N T > Selwg — y[V T — |zo — . Entonces para todo z € RY tal que

lzg — x|Vt < Cy /2N, todo t € (to,T) y todo y € RV, se tiene que

C.
22 < g

v < 7%|N+1.

Luego

2N —1 N1
5N Cy < Co — |zg — x|V,

es decir,

2V -1 1 N+1 1 N+1 N+1
N Cz+27\,\900—y| Scz+2w\$o—y| —lzo—z

< 02 + |.T _ y|N+1.
Utilizamos este ltimo estimativo para concluir que para los x arriba mencionados y todo
y € RN
Gy
Ky(t,z — < —— 77— ———
Kt 9| < G e

(5.2.3)
Ch
< =: G(y),

(572 ot gl gl
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Siendo G integrable en RY (coordenadas polares).

Podemos aplicar entonces el teorema de continuidad bajo el signo integral y concluir que
K\(t,-) * ug es continua en ¢, uniformemente con respecto a z. Ahora, si ¢ es fijo, dado que
K x ug viene del producto de una funcion integrable (K)) por una funcion acotada (ug)

hacemos lo siguiente para probar que esta funcién es continua en x:

Sea (K,(t,-))n>1 una secuencia de funciones continuas y de soporte compacto tales que
L*(RY) 1N
=L (RY)

y Kx(t,-) € LY(RY)). Observemos que (K, (t,-) * ug)(x) es continua en z: como K, (t,-) es

K, (t,-) — Kx(t,-) cuando n — oo, en L' (RY) (recordemos que C§°(RN)

uniformemente continua, dado € > 0, elegimos ¢ > 0 tal que § < &/[|ug|| Lo v )ds(/K,) (ds

denota el diametro del soporte) y para todos z,y € RY con |z —y| <

(K (t, ) * uo (@) — Kn () * uo(y)] < / [Kon(t, 2 = 2) = Kn(t, y — 2)[uol (2)d=
RN

< ol ey / Ko(tyz — 2) — Koty — 2)|dz
]RN

9
< ”uO”LOO(RN) HUO||L°°(RN)dS(K”)

ds(K,,)

=E.

Por ultimo verificamos que K, (t, ) xug — Ky(t, ") *ug cuando n — oo, uniformemente en
RN y, por ser K (t,) * ug limite uniforme de funciones continuas, concluimos la continuidad

buscada. En efecto, por la desigualdad de Holder
(K (t,-) = uo(x) — Ka(t, ) * uo(2)] < Jluoll poe ) 1K (£, ) = KX(E )l L1y
Luego

lim_[Ku(t,) * uo(x) — Ka(t, ) * uo(@)] < [Juollm ey M (1Kot ) = Ka(t, )l

n—oo

=0

y asi la convergencia es uniforme.

Continuidad del término integral de ¥r(u) en (¢,x). Sean H y P las funciones de valor

real definidas sobre R x R por
H('S?I) = F(S,I,U(S,I),VU(S,I))X[O,T](S) y P(va) = K)\(Sv'r)X[O,T](S)'

Si consideramos la convolucién en R x RY, entonces

H =« P(t,x) = /(K,\(t —s,-) x F(s,-,u(s,-), Vu(s,-)))(z)ds.
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En efecto, vemos que P € L'(R x RY) porque por el teorema de Fubini-Tonelli y (K3)

T

[ 1paid.s) = [ [ 153(s,0)ldeds =

RxRN 0 RN

De otra parte H € L=(R x RY), pues |H(s,z)| < [|F(s,u(s,-), Vu(s, "))l pe@y) < Cry

(aqui hemos usado la hipotesis (2.1.2) con el R > 0 considerado al inicio de la prueba).

Tenemos entonces que

H =« P(t,x) := / H(s,y)P(t — s,z — y)dyds

RxRN

= / F(s,y,u(s,y), Vu(s,y))X0,7)(8) Kx(t — 5,2 — y)X[o,7)(t — 5)dyds
RxRN

(Fubini-Tonelli) = / / F(s,y,u(s,y), Vu(s,y))Kx(t — s,x — y)dyds
0 RN

(cv. z=x—y Ky(t—s,-)* F(s,-,u(s,-), Vu(s,-)))(x)ds,
-/l

en donde hemos utilizado que xo,77(8)X[0,7](t — 5) = X[0,¢(s) donde 0 <t < Ty s <t (esto
por supuesto es valido ya que xjo,77(s)X[o,7)(t —8) =1si0< s <Ty T+t < s <teigual
a 0 cero en otro caso; pero [0, 7] N [T +¢,t] = [0,]).

Hemos conseguido entonces ver el segundo término de Up(u) como el producto de con-
volucién (en L'(R x RY)) de una funcién integrable P con una funcién acotada H y en la
misma forma que probamos la continuidad espacial del primer término de U7 (u) (con un
argumento de densidad) obtenemos que H x P es continua en (¢,z). Notemos ahora que por

el Teorema del Valor Medio (en la tercera coordenada) y (2.1.2)

|F'(s,y,u(s,y), Vu(s,y))| < [F(s,y,u(s,y), Vu(s,y)) — F(s,4,0,0)| + [F(s,y,0,0)]
< Crp|u(0,y) — 0] + |F(s,9,0,0)]
< Oy llull oo rvy + Cry

< CrpRr + Cpgy;,s

ya que ||[ul| @y < [|ul| g, < Rr. Obtenemos entonces

t

/|K,\(t—s7~)*F(s,-,u(s,-),Vu(s,-))(:B)|d5S (CRTRT—i—CRT)//|K>\(t—s,x—z)|dzds

0 RN

S (CRTRT + CRT)T7
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que combinado con (5.2.2) nos da
(W (u)| < [luoll Lo ) + (Crr R + Cry )T (5.2.4)
Calculamos ahora 9,97 (u) y vemos que es continua y acotada.
En la Proposicion 4.1.3 demostramos que para todo 0 < ¢t < T, 9;[ K\ (¢, ) xug] = K (¢, -)*0;ug
y como djug € L>®(RY), podemos replicar el mismo argumento hecho para la continuidad del

primer término de Wr(u) y asi tener que 9;[K (¢, ") * uo] es continua. Ya tenfamos también

de la misma proposicion que la derivada del segundo término de Wp(u) es
t
/@'K)\(t — s, )% F(s,-,u(s,-), Vu(s,-))(z)ds.
0

La continuidad la podemos justificar viéndola como la convoluciéon en L'(R x RY) de dos
funciones adecuadas (justo como en el término integral de ¥ (u)). Definamos las funciones
Hi, P : R xRY — R mediante

Hy(s,x):= F(s,z,u(s,z),Vu(s,x))X[07T](s) = H(s,z) y Pi(s,x):= aiKA(s,w)X[O,T](s).
Entonces se tiene que H; € L=°(R x RY) y ademas P; € L*(R x RY) ya que por (K4) y el

Teorema de Fubini-Tonelli

T T

/ |P1(s,x)\d(x,s)://|8iK>\(s,x)|dxds§//\VK,\(S,-)|dasds

RxRN 0 RN 0 RN

En este sentido, tenemos que
t
Py« Hy(t,z) = /&-KA(S, ) * F(s,u(s,-), Vu(s,))(x)ds
0
en L'(R x RY).

Nuevamente usando densidad (como en el término integral de ¥r(u)) tenemos que P x Hy
es uniformemente continua en R x RY y, ademas, para (t,z) € (0,7) x RN

A

ﬁTﬁ. (5.2.5)

|P1 * Hl(t,.l‘)| < (CRT + CRTRT)IC

Concluimos de todo lo anterior que Ur(u) € C! en z y que

VUr(u)(t,z) = Kx(t,-) * Vug(z) + /VKA(t —8,) % F(s,-,u(s,-), Vu(s,-))(z)ds. (5.2.6)
0
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De hecho, por (5.2.5)

[V (u)| < [Kx(E-) * Vuo(z)| + / IVEA(E —5,-) % F(s,,u(s, ), Vu(s, ) (x)|ds
0 (5.2.7)

A

A
T3,
A—1

< HVU()HLoo(RN) + (CRT + CRTRT)/C

Con lo cual VU7 (u) € L=((0,T) x R¥)Y y por lo tanto 7 (u) € Er. Como consecuencia
de (5.2.4) y (5.2.7), encontramos que

[O7(u)|er = (197 (w)|| oo 0,0y x Ny + VT () || oo ((0,7) xRN YN

A A

< ||u0||Loo(]RN) + (CrpRr + Cr )T + HV'LLOHLOQ(RN) + (Cry + CRTRT)ICﬁTAiI
A
= ||U0||W1.oo(]RN) + (CrpRr + Cr )T+ (Cr, + CRTRT)]CﬁT**l

A A
<M + (Cry Rt + Cry) (T + ICHTH> )
(5.2.8)

Tomemos Ry :=2M y T > 0 tal que
A 2
(CRTRT—I-CRT) T—|—KjﬁT*—1 < M.
Con esta escogencia claramente U (u) lleva la bola Bg,. en ella misma. En efecto, por (5.2.8)

A
197wy < M + (Crp Ry + Cry) (T-HC/\_IT*kl) <M+ M =2M.

También con la eleccién anterior tenemos que W7 es una contracciéon:

Para u,v € Bp, se verifica que

U7 (u) = U7 ()| By = [V (u) — U (v)|| Lo 0,1y xrN) + VUL (1) = VT (V)] Lo ((0,1) xmN )N
= [[(K\ * uo + (u)) — (K * uo + ()|l oo 0,1y xrY)
+ ||(K/\ * Vug + VCI)(U)) — (K)\ * Vug + v@(v))”Lo@((O’T)XRN)N

= [|®(u) = @(v) || oo (0,7)xrN) + V(1) = V(V)]| Loo ((0,7) xRN )N 5
(5.2.9)

donde denotamos por ®7(-) al término integral de ¥(-).

Observemos que para (t,x) € (0,4+00) x RV se tiene que, por el teorema del Valor Medio
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(aplicado F en la tercera coordenada, en virtud de (2.1.2))
|[@(u)(t, z) = @(v)(t,2)| < / [EA(t = 5,-) % [F(s, - uls, ), Vu(s, -)) = F(s, -, v(s, ), Vo(s, )] |(z)ds
0

t

< / / Ka(t = 5,2 — 4)|Cro lu(s, y) — v(s, )| dyds

0 RN

T
< /CRT [u — || oo 0,7y xmV)dS = Cry || — V]| oo (0,1 xRN -
0

(5.2.10)

Similarmente, aplicando nuevamente el Teorema del Valor Medio pero en la cuarta coor-

denada y usando (K4), conseguimos que
VO (u)(t,z) — VO(v)(t,x)| < / IVE\(t —s,-) x [F(s,-,u(s,), Vu(s, ) — F(s,-,v(s,), Vou(s,))]|(x)ds
0

t

< [ [ 1Kt = 5.0 = )[Cay[Vuls,y) = Vols,)lduds

0 RN

T
(K4) < / Crp Kt — 5) ™|Vt = Vol e (01w v ds
0

A _
= CRT’CﬁT(A DXV — V|l Lo ((0,7) xRN

En la ultima desigualdad hemos tenido en cuenta que Cr, es la constante de acotamiento
que da (2.1.2) y que la aplicacion de esta hipotesis toma sentido porque dado este Ry > 0,

u,v € [-Rr, Rr] vy que Vu, Vv € Bg,.

Con estos dos estimativos volvemos a (5.2.9) y obtenemos
A =1/
|97 (u) — V7 ()| Er < CreT|lu — v Lo (0,7 xrN) + CRT’CﬁT [Vu — V[ Lo ((0,1) xrN )~

A

= T —_—
CRT< +IC)\_1

T“—“/A) ot — oll s

M
< Elw —v|E, = m”“ —v|E, = §||U — || By

Recordemos que por la escogencia de T, en particular Cr,. Rt <T + IC%TO‘_U/)‘) <M.
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Por el Teorema del Punto Fijo de Banach, existe un tnico u € Bg, tal que u = Up(u).

Por lo tanto, para todo t > 0 y c.t.p. x € RV
t
(t,) = Ka(t) x uo(e) + [ Kot =) ¢ Fsvrus, ), Vs, ) (@)ds,
0

asi pues u es una solucion débil del problema (2.1.1). A

(Unicidad) Para todo T > 0, existe a lo mds una solucion débil de (2.1.1) en [0,T)].
Usamos las ideas de [14] dadas en el Corolario 3.1 y el Teorema 4.1.

Sea T > 0. Probaremos primero la siguiente afirmacion:

Afirmacion 5.2.1. Si u es una solucion débil de (2.1.1) en [0,T] con dato inicial ug, en-
tonces para todo tg € (0,T), u(to + -,-) es una solucion débil en [0,T — ty] con dato inicial

u(to, )

Prueba de la Afirmacion (5.2.1).

Sea 0 <ty < T. Queremos ver que c.t.p. (t,x) € (0,T —tg) x RY

u(to +1t,x) :K)\(t,-)*u(to,~)(ac)+/K,\(t—s,-)*F(to+s,-,u(t0+s,-),Vu(t0+s,-))(x)ds.
0

(5.2.11)
Usaremos la propiedad de semigrupo de Ky, (K5).

Para (t,x) € (0,7 —ty) x RY, como 0 < t < T — tg, entonces tg < t +ty < T luego
to+t € [0,T] de manera que como u es solucion en (0,7")
t+to
u(t+to, x) = Kx(t+to, ) *uo(x)+ / Ky\(to+t—m, )« F (7, u(r,-), Vu(r, ) (z)dr. (5.2.12)
0

Efectuemos el cambio de variables 7 =ty + s en (5.2.11). Obtenemos que

/KA(t — 8, ) % F(to+ s, u(to + s,-), Vu(to + s, -))(z)ds
0

(5.2.13)

to+t
_ / K(to+t— 1) % F(r, - u(r, ), Vu(r, ) (@)dr.

to
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Desarrollemos el primer término de (5.2.11)

Kx(t,-) * u(to, ) ()

- / Kt — y)ulto, y)dy
RN

:/K)\(tvx_y) K)\(th')*UO(y)"_/KA(tO_Ta')*F(Tv'vu(T")vvu(Ta'))(x)dT dy
RN

= /K,\(t,x —y) /KA(tO,y — 2)up(z)dz | dy
RN RV
+ | Kn(t,z—y) | Kx(to—7,°) *x F(r,-,u(r,-), Vu(r,-))(x)drdy.
Jreo]
(5.2.14)

Investiguemos los dos términos en la dltima igualdad de (5.2.14).

Para el primero apliquemos el teorema de Fubini para funciones integrables, usando el ambio

n=y—zy (K5,

//K,\(t,x—y)K,\(to,y—z)uo(z)dzdyz /uo(z)/KA(t,x—y)KA(to,y—z)dydz

RN RN RN RN

= /uo(z)/m(t, (x — 2) = n)Kx(to,n)dndz
RN

RN

_ /uo(z)K,\(t,~) « K (to, ) — 2)d2

RN

= / uo(2)Kx(t + to,z — z)dz
RN

= K)\(t + to, ) * up(x).

Con respecto al segundo, para no cargar la notacion escribamos f(7,-) = F(r, -, u(7, -, Vu(r,-)))
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y apliquemos nuevamente el teorema de Fubini, el cambio ( =y — z y (K5)

/K,\(t,x—y)/K,\(to—7',-)*F(T,-,u(r,-),Vu(T,-))(x)dey
RN 0

to

///Kx(to—T,y—z)f(T,z)K,\(t,x—y)dzdrdy

RN 0 RN

to
- / / f(r.2) / Ka(to - 7y — 2)Kx(t, 2 — y)dydzdr
0 RN RN

to

//f T, 2) / Ky(to — 7, O)Kx(t, (x — 2) — ¢)dCdzdr
BN

0 RN

7/f V(b0 = 75 -) % K(t, ) (2 — z)dzdr

0 RN

to

//szKA(to—l—t—Ta?—z)dsz
0 RN

_ /Kk(to b7 F(r e u(r, ), Va(r, ) (@)dr.

De esta forma (5.2.14) se reescribe como

Ky(t,-) xu(to,)(z) = Kx(to+t,-) *ug(x) Jr/K)\(to +t—71, )% F(7, -, u(r,-), Vu(r,))(x)dr.
0

Por otro lado, (5.2.13) se escribe como

t

K(t,) = ult, -)(J;)+/KA(t C 5 )5 Flto + s, ulto + 5,-), Vulto + 5, ) (@)ds
0

= K)\(tO + tv ) * UO(x) + /K)\(tO +t— T, ) * F(Tv '7u(7—7 ')7 VU(Tv ))(x)dT
0

to+t
+ / Ko+t —7,-)  F(r, - u(r, ), Vu(r, ) (z)dr

to
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to+t
= K)(to +t,-) xup(x) + / Ky\(to+t—7)* F(r,-,u(r,-), Vu(r,-))(z)dr
0
= u(ty + t, ),
como en (5.2.11). A

Retornando a la pueba de la unicidad, sean 73 > 0, R > 0 y w,v soluciones débiles de
(2.1.1) es [0,71] acotadas por R.

Como vimos en (5.2.10) en la prueba de la existencia, se tiene que
lu(t, z) —v(t, )| < CrT1|lu — v|Le(0,1)xrN) = K(T1, R)|[u = vl[ Lo ((0,71) xRN) 5

para (¢,z) € (0,T1) x RV,

Queremos escoger Ty > 0 que dependa tnicamente de R tal que k(77, R) < 1 siempre que
Ty < Tp. Elijamos dicho Tj tal que 0 < Ty < 1/Cg. Con esta eleccién, si Ty < T tenemos
que CRTy < CrTy < 1y asi |u(t,z) —v(t,z)| < [|[u—v||Le(01)xr~)- Lo anterior implica
que u(t,z) = v(t,z) c.t.p. (t,z) € (0,inf(Ty,Ty)) x RY. Asi, para Ty < Tp hay a lo més una
solucion de (2.1.1) en [0, T;] acotada por R.

Sean ahora u y v dos soluciones de (2.1.1) en [0,7]. Tomemos R := max(||uoo, [|V|lco)s
(la norma infinito es en (0,7) x RY) y Ty > 0 como antes ( Ty depende tinicamente de R y
es tal que si t < Tp, hay a lo mas una solucién de (2.1.1) en [0, ¢] acotada por R). Como u y

v son acotadas por R el paso anterior muestra que u = v en (0,inf(T,Tp)) x RY. Definamos
T" :=sup{t € (0,T) : u=wven(0,t) x RV},

Puesto que inf(T,Ty) € {t € (0,T) : u = ven(0,t) x RN}, tenemos que T > méx(T, Tp).
Deseamos probar que u = v en (0,T) x RY y de acuerdo a la definicién de 7’ necesitamos

probar que T' < T". Razonemos por contradiccién y supongamos que 77 < T.

Sea ¢ > 0. Por la propiedad de aproximacion al supremo existe t. € {t € (0,T) : v =
ven (0,t) x RV} tal que T" — ¢ < t. < T. Para tal t. se verifica que u = v en (0,¢.) x RV
luego u(T' —¢,x) = v(T' — &, ) y puesto que u y v son continuas en (0,7) x RY conseguimos
que si e — 07, entonces u(T”,-) = v(T",-) en RY. Como T" € (0,T) por la afirmacion (5.2.1),
w(T" ++,-) y v(T" + -,-) son soluciones de (2.1.1) en [0,7 — T'] con el mismo dato inicial
u(T’,+) =v(T’,-) y dichas soluciones siguen estando acotadas por R de modo que por el pri-
mer argumento u(T’+-,-) = v(T'+-,-) en (0, inf(Ty, T—T")) xR™ lo cual es una contradiccion
a la definicion de T” porque estamos exhibiendo un valor temporal mayor que T donde v y v

coinciden. A
(b) (Propiedades de la solucion) Una solucion de (2.1.1) satisface que para todo T >0

(i) u € Cp((0,T) x RN), Vu € Cy((0,T) x RMN y para todo a € (0,T), u € C°((a,T) x
RM).
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(i3) u satisface la e.d.p. de (2.1.1) en (0,T) x RN,

(iii) u(t,-) — ug uniformemente en RN, cuando t — 0.

Nuestro mayor esfuerzo se concentrara en probar la regularidad de la soluciéon. Optamos por
trabajar la regularidad espacial principalmente, que como veremos, es una aplicacion reite-
rada de la Proposicion 5.1.1. En cuanto a la regularidad temporal referimos su lectura a [14],

Seccion 5.2.

Sea u una solucién débil de (2.1.1) en [0,7]. Ya sabemos que u € L>=((0,T) x RY), Vu €
L>((0,T) x RV)N y que u verifica c.t.p. (4.1.1). De acuerdo a (5.2.6), o més precisamente
por (4.1.17), se tiene la ecuacion integral
t
Vu(t,z) = Kx(t,-) * Vug(z) + / VE)\(t—s,:)* F(s,-,u(s,-),Vu(s,-))(z)ds, (5.2.15)
0
y en el item (c) (existencia) argumentamos por qué Vu es continua asi como tambien u, de

modo que también hemos probado previamente que (u, Vu) € Cy((0,T) x RN).

Vamos a comprobar que para culaquier multi-indice a € NV, 9%u existe, es continua y
acotada en (ty,T) x RY para cada 0 < tqg < T y para esto deseamos usar recursivamente la

proposicién 5.1.1. La motivacién es la siguiente:

Consideremos el T' de la existencia. Probamos que u(t,-) € C}(RY) para todo 0 < t < T. De
acuerdo a (4.1.17), que da (5.2.15). Queremos escribir en la forma (5.1.1) la ecuacion (5.2.15)

de Vu y comprobar que las hipétesis de la proposiciéon 5.1.1 se verifican.

Definamos la funcién G : (0,7) x RY x RY — R, por G(t,,&) := F(t,z,u(t,x),£). Por
(2.1.2) esta G es continua y por la regla de la cadena, las derivadas 0,G, 0:G,0:0,G y
0:0¢G existen y son continuas. Ademés dado L > 0 la misma hip6tesis (2.1.2) nos indica
que G y todas las derivadas indicadas son acotadas de modo que si consideramos la funcion
w : (0,+00) — RT, dada por

w(L):= = mix = A{[|Glloc; [[02Glloc; 10:Clloc, [|060:G o, [|0c0cGll oo }

(0,T)XRN x By,

donde la norma infinito se toma en (0,7) x RY x Br, entonces w(L) acota a G y dichas
derivadas. Sea Ry > 0 tal que [[Vuollp~@y)yy > Ro y definimos R := (2 + K)Ry. Por
la Proposicion 5.1.1 existe 77 > 0 que depende tnicamente de (X, Ry, w) tal que si Tp =
inf(T, Ty), Vu es la tnica funcién en Cy((0,T3) x RV)N acotada por R tal que
¢
Vu(t,z) = Kx(t,-) * Vug(x) + /VKA(t —s,-)*% G(s,-,Vu(s,-)) (z)ds.

0 F(s,u(s,),Vu(s,))

También 8, (Vu) € C((0,T2) x RN)N” y es acotada por Ra=/* en Cy((a,Ts) x RN)N’ para
todo a € (0,7»). Esto nos dice entonces que las derivadas de segundo orden de u (espacia-

les) existen, son continuas y acotadas sobre (a,T%) x RN para todo a € (0,Ty). Notese que
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1, <T),T.

Probamos por inducién sobre la longitud del multi-indice, |a| = ¢, que si u es una solu-
cion débil en [0, 7] entonces para todo ¢y € (0,7")

o V(0%u) € Cy((tg, T) x RM)N,

o Vi e (O,T—to)

V(97u)(t + to, ) = Kx(t,-) * V(97 u(to, -))(x)

t
+ /VK,\(t 8, )k OO F(ty + 8, ulto + 5,-), Vulto + 5, ) (x)ds.
0

(5.2.16)

e Si R > |jullg,0,r)xr~, existe C' > 0 que depende tnicamente de (R, to,f) tal que
||v(alxlu)||cb((t0,T)><RN)N S C

Usaremos las ideas plasmadas en [14], Teorema 5.1

Probamos por induccion sobre £ = |a| que u tiene derivadas espaciales hasta el orden ¢ + 1,
que son continuas y acotadas por C(R,tg,¢) > 0 en (to,T) x RY, para todo to € (0,T) (esto
cubre el primer y tercer item), se verifica el segundo item en (0,7 — t) x RY, para todo

to € (0,T) y que
O*F(t,,u(t,),Vu(t,")) = U+ (1 — 600)VeF - V(0%u) + ¢ o F, (5.2.17)

donde 6§40 es el simbolo de Kronecker, Uy = 0 y si £ > 1, Uy es una funcién regular de las

derivadas de orden menor o igual a £ de u y de F.

Paso base. Para £ = 0 tenemos que V(9%u) = Vu y vimos ya al inicio de la prueba que
esta funcion es continua y acotada en (0,7%) x RY y ademés, ya hemos justificado también
por qué se verifica la ecuacion integral (5.2.15), que mediante (4.1.17) nos da (5.2.16) para

este orden.

Paso inductivo. Supongamos que las afirmaciones son ciertas para £ > 1y sea 0 < by < Tp.
Tomemos b € (bg, Ty) y definamos para tal niimero una funcién G : (0,7, —b) x RY xRN — R

por

G(t,x,&) :==Up(b+t,z) + (1 —600)VeF (¢, x,u(t, z), Vu(t,z)) - £

+ 60,0F (¢, z,u(t, x),&).

Definimos esta funcion de modo que G(t,z,V(0%u)) = 0*F(t,z,u(t, x), Vu(t, z)). Veamos
que G satisface las hipotesis de la Proposicion 5.1.1. Como F es C*°([0,Ty] x RN x [~ R, R] x
Br), con R tal que [[ulc,(0,7,)xr~) < R, entonces G es continua y también esto mismo per-

mite concluir que las derivadas 0,G, 0:G,0¢0,G y 0¢0¢G, existen y son continuas. Por (2.1.2)
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y la hipétesis de inducion, existe w : RT — (0, +00) dependiendo solamente de (R, bo, £) tal
que para todo L > 0 w(L) acota a G y a las derivadas mencionadas en (0,7, —b) x RY x By.
Acudimos a (2.1.2) para acotar los términos de estas derivadas que contienen a F' o derivadas
de dicha funcién; hacemos uso de la hipotesis de induccién para acotar términos que involucre

a u o derivadas de esta funcion.

Para hacer evidente el uso de la proposicién que vamos a utilizar, sea Ry > 0 tal que
IV (0%u)ll ¢, ((bo, 1) xrN)N < Ro que solo depende de (R,bo,¢) . Consideremos el Tyy; > 0
que da la Proposicion 5.1.1 (que depende solo de (R,bg,¢)). Por hipotesis de induccion
V(0%u)(b + -,-) es continua y acotada por Ry (< (2 + K)Ry) y verifica la ecuacién inte-
gral (5.2.16) que es del tipo (5.1.1) en (0,7, — b) x RY con la G que definimos arriba (en
la tercera coordenada se evalta en £ = V(9%u)(b+ -,-)) y con Vp := V(9%u)(b,-) la cual es

acotada por Ry, esto es

V(0%u)(b+t,x) = Kx\(t,) * V(0%u)(b,-)(x)

/VKA(t 8, % Gls, V(0%u) (b + 5, ) (x)ds.

Pero si consideramos T4 o = inf(T; —b, Ty 1), la proposicion 5.1.1 nos dice que V(0%u)(b+-, -)
debe ser la tinica en C((0,Ty2) x RY)N y acotada por (2 + K)Ry que satisface la anterior
ccuacion integral y ademas, 0,[V(9°u)(b + -,-)] existe, pertenece a C((0, Typo) x RV)N y
esta acotada por (2 + K)Roa~'/* en (a,Ty12) x RN para todo a € (0,inf(T, — b, Ty11)).

De manera concreta, V(0%u)(b + -, -) cumple que es:

e Continua en variable temporal para 0 < t < Tyyo, esto es si Typyro = Typy1, 0 <t < Typiq
luego b < b+t < Tpy1+b;81 Tppo =Ty —b,0<t <Tp—bluego b < b+t < Ty de modo
que la continuidad es en (b, inf(Ty, Ty41 + b)) x RY.

e Acotada por (2 + IC)ROa_l/’\ en variable temporal para a < t < Ty, 9, esto es, de nuevo
razonando por casos, si Tyjo = Tyy1, a <t < Typp1 luego b+a <t +b < Tpyq + b; si
Toyo=Tor—b,a<t<Ty—>bluego b+a < t+b < T; de modo que el acotamiento (por
(2 + K)Roa='/*) sucede en (b + a,inf(Ty, Ty + b)) x RY.

Recordemos que todo lo anterior es cierto para todo b € (by, Ty) y todo a € (0,inf(Ty—b, Tp+1))-

Como Tyy1 no depende ni de a ni de b, la idea es elegir estos dos valores apropiadamen-
te para que la continuidad y el acotamiento concluidos arriba, nos quede sobre los conjuntos
que queremos, es decir, sobre (tg,T;) x RY para todo tg € (0,7). En efecto, si to € (0,77)
eligiendo by = to/2 y a = inf(t/2,Ty+1/2) se tiene en primer lugar que a < Ty — by: supon-
gamos que a > Ty — bg. Si a = to/2 entonces Ty — by = Ty — to/2 < to/2, 0 sea Ty < tg que
es contradictorio; si fuese a = Ty41/2, nuevamente Ty — by = Ty — tp/2 < Ty41/2 y como
Tyr+1/2 < to/2 (porque inf = Ty 1/2) y entonces otra vez Ty — to/2 < tog/2, o sea, Ty < t.
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Para el by y el a elegidos, consideremos el intervalo (bg + a,Ty) [aci usamos que a < Ty — by].
Afirmamos que (bg + a,Ty) D (to, T¢): para esto comprobamos que by + a < tg. Tenemos que
si a = to/2, entonces by + a = to/2 + to/2 = to; si a = Tyy1/2 (es decir, Tyy1/2 < t9/2),
entonces by + a = t9/2 + Typ1/2 < to/2 4+ to/2 = to.

Ahora, en los intervalos de la forma (b+ a, Inf(Ty, b+ Tps1))) con b € (b, Ty) es que ocurre el
acotamiento indicado pero para la eleccion de by y a, se tiene que la coleccion de intervalos
{0+ a,mf(T,b+Tps1)) : b € (bo,Ty — a)} cubren a (by + a,T). Notemos que los intervalos
(b,inf(Ty, Ty4+1 + b)) donde hay regularidad, contienen a (b + a,inf(7y, Ty41 + b)) en donde
hay acotamiento y entonces si la union de estos tltimos cubren a (tg, T¢), también lo hace la

union de los intervalos (b, inf(Ty, Ty4+1 + b)) para la regularidad.

Afirmacion 5.2.2. Se cumple que Ty — T, cuando { — co.

En el argumento anterior hemos probado el primer y tercer item. Ahora probaremos (también

por induccion) el segundo que concierne a la formula (5.2.16) para V(0%u).

Por hipotesis de induccion, la formula (5.2.16) vale para todo to € (0,7). Ahora, como
lo hemos realizado ya en reiteradas ocasiones (como en (4.1.17) ), puesto que V(9%u)(to, -)
es Cl} (RN), la definicion de derivada parcial y el Teorema de la Convergencia Dominada nos
da que

O(K(t, ) * V(9%u)(to, -))(x) = Ka(t, ) * V(9" u)(to, ) (2).

Para el termino integral consideremos la funcién (t,z) € (0,7 — tg) x RN — 9%F(ty +
t,z,u(t,x), Vu(t,z))) € R la cual, junto con su primera derivada (espacial) son continuas y
acotadas (por (2.1.2)). Aplicando el mismo razonamiento de la Proposicion 5.1.1 (ver apén-
dice) para el término integral (dos veces diferenciacion bajo el signo integral) concluimos

que

OVE\(t—s,- )« O%F(to + s, -, u(to + s,-), Vu(to + s,-)))

=VEK\(t —s,)* 0T F(tg + s, -, u(to + s,-), Vu(to + s,))

Y que

t
G/VKA(t —8,-) * 0F(tog + s, -, u(to + s,-), Vu(to + s, -))(x)ds
0

t
_ /VKA(t 8, )k O F by + 5, ulte + 5,-), Vulto + 5, ) (2)ds.
0

Finalmente la formula (5.2.17) proviene de aplicar la regla de la cadena a la funcion F' en
virtud de (2.1.2).

Lo que hemos abarcado hasta ahora en la prueba del item (b) del Teorema 4.1.2, nos da
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la prueba del item (i) del Teorema 2.2.1 en cuanto a la regularidad espacial. Como habiamos
mencionado con anterioridad, la regularidad temporal la vamos a referir a [14] y en cuanto
al item (ii), que nos dice que u satisface la ecuacion diferencial de (2.1.1), también haremos
omision de este calculo. Probamos el item (iii) que nos dice que la solucién converge unifor-
memente al dato inicial en R¥.

Notemos primero que

t

/K,\(t—s,-)*F(s,~,u(8,-),Vu(s,-))(x)ds < /|K>\(t—s,~)*F(s,-,u(s,-),Vu(s,-))(a:)|d8
0 0

t
S/||F("‘,uvvu)||L°°((0,T)><RN)ds
0

=t|F(, -, u, vu)||L°°((O,T)><]R1\’)

— 0, cuando t — 0.

Ahora, con respecto al primer término de la solucion débil (4.1.1) tenemos lo siguiente: sea

t > 0. observemos que

Kx(t, ) % o (2) — uo(a)| = / K (b y)uo (2 — y)dy — / K (b, y)uo () dy
N RN

< / 1K () o (2 — ) — o) |dy
]RN

_ / K (8, 9)||uo(z — y) — uo(2)|dy

ly|<o

+ / Kt ) luo(w — y) — uo ()| dy
ly|>6

< UYEAE ) ey + 2wl Lo gy / NP KL (1, 6 M y)dy
ly|>6
ya que por la continuidad uniforme de ug (recordar que esta funcion es Lipschitz, ver pagina
50), dado ¢ > 0 podemos hallar § > 0 tal que si |y| < J, entonces |ug(x —y) —ug(x)| <ty
ademas hemos usado que ug es acotada en la segunda integral asi como las propiedad (K1).

Puesto que (K(t,-))t>0 es una aproximacion a la identidad, se concluye que
| K\ (t, ) * up(z) — uog(z)| — 0,t — 0.

En consecuncia

I t) — =0
Jim sup lu(z,t) — uo(x)| =0,

osea, u(t, ) — ug uniformemente en RV cuando t — 0. A
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5.3. Prueba del Teorema 2.2.1

Finalizamos mencionando lo que seria la prueba del Teorema 2.2.1.

Sea u una solucién débil de (2.1.1) en [0,7] indicada por el Teorema 4.1.2. Entonces u verifica
los items (i), (i) y (iii) (daremos por hecho el item (i), que es la verificacion de la e.d.p. en u. Es
un tanto técnico y requiere de tener la regularidad temporal, que como mencionamos al inicio de
la prueba del item (b) del Teorema 4.1.2, queda referida como lectura en [14]). Ya hemos obtenido
el estimativo (2.2.2) en la proposicion 4.1.3; veamos que (2.2.1) se tiene. Consideremos F' como
en (2.1.2) y sea h := Ay como en (2.1.3) de modo que F satisface el requerimiento indicado en la
propisicion 3.2.1. Puesto que u verifica (i) y (i) (es decir (3.2.1)), considerando la funciéon L1 de

(2.1.5), por la proposicion 3.2.1 se tiene que para todos 0 <t/ <t < T,
lu(t, M e @ny < (L) 7HE =+ Lr([Jut’, )| Lo @)

Como u(t',-) converge uniformemente a uy en RY cuando # — 0, entonces de la desigualdad

anterior concluimos que para todo 0 <t < T < 00

lut, Mpoe vy < (L7) 7+ L ((luoll e ra)).



Capitulo 6
Apéndice

6.1. Un lema sobre regularidad

Probamos el lema que nos permitié computar la derivada parcial del primer término de (4.1.1), el

cual fue empleado en el paso 3 del teorema 4.1.2.

Lema 6.1.1. Si f € CYRY) N WELHRY) y g € L=(RYN), entonces fxg € CHRYN) y V(f *g) =
Vfxg.

Prueba. No podemos asumir que V f(x—y) es acotada localmente y uniformemente por una funcién
integrable de y, por lo que no se puede aplicar directamente diferenciacién bajo el signo de la

integral. Procedemos como sigue: Sea k > 1y definamos g := gx g, (0)- Para todo x € RYN tenemos

I+ gula /fo:f )i (y dy—/farf y)dy,

y por el teorema de la convergencia dominada (f(z — -)||gll 1= ®~) € L'(RY) domina) concluimos

que

que
£ gla) — / F(z — y)gy)dy = f * g(z), cuando k — oo.

Como f es integrable y g, € L>=(RY), la funcion f(z —-)gx(-) es integrable como funcién de y y al
ser f € CY(RY) es diferenciable como funcién de z con derivada dominada (acotada uniformemente
en x) por la derivada débil de f que es integrable en y. Por el teorema de derivacion bajo el signo

integral f * gr € C'(RY) y

V(S ) v/fac— ey dy—/fo— (y)dy = V1 * gi(2).

73
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Asi obtenemos que para todo |z| < R

IV f * gi(z) — Vf % g(z)| = / V(@ - y)g(y)dy - / V(@ - y)g(y)dy + / Vi — y)g(y)dy

ly|<k lyl<k ly|>k

< / IV F(@ — 4)9(v)ldy < llglL=gan) / IV f (@ —)dy.

ly|=k ly| >k
y haciendo el cambio de variables z = x — y y usando la propiedad ||z| — |y|| < |* — y| tenemos que
VI kgue) = VF 9@ < laliw, [ 95
|2|>k—R

(—|z—y| < |z|—|y| luego |z —y| > |y| — |x| > k — R). Finalmente, si k — oo, entonces V f x g, —

V f % g localmente y uniformemente en RV, v

6.2. Propiedades del kernel K

Estudiamos en esta seccién con algo de detalle las propiedades de Ky, las cuales nos permitieron
desarrollar los razonamientos y pruebas satisfactoriamente. Tengamos en cuenta que para nuestro
trabajo requerimos que A € (0,1). Sin embargo, algunas de las propiedades pueden ser probadas
para A € (0,2).

Prueba. (K1) Homogeneidad: para todo t > 0y todo z € RN K, (t,z) =t~/ K\(1,t7'/*x).

Sea (t,z) € (0,+00) x RY y usemos el cambio de variables ¢ = t~/*) en la definicion de Ky:

tenemos que

Ka(t,z) = FL(E = e M) ()

= F(e")(~a)

— / e?ﬂ'igwe—t\f\)‘dé—

RN

/N = 1/A A
— /627rzt n-x—tt n| ¢ N/)xd,r’

RN

:t—N/A/gm(r”*w)»n—wdn

RN

=t N K\(1, 7 ).

(K2) Regularidad: K, € C*=((0,+00) x RY) y , para todo entero no negativo m y todo multi-indice
B, con |B] = m, existe una constante B, > 0 tal que

B,

B —(N+m)/X
10, (¢, 2)| <t 1+ - N+D/A [N+
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Sean t > 0y x € RY. Recordemos que

Ky\(t,x) = /ezﬂig'ze*t‘g‘kdg.
RN
Queremos aplicar derivacion bajo el signo integral para conseguir la regularidad de K. Conside-
remos la funcién (z;,€&) € R x RY e2miszo—tlel” ¢ C, donde z; es la i-ésima coordenada de
z € RY. Entonces podemos dominar esta funcién por & — e~t§I" (el término €27 es acotado) la
cual es integrable: si [¢] < 1 al ser la exponencial continua y la bola cerrada unitaria un conjunto
compacto, tenemos que la integrabilidad es clara en este conjunto; si || > 1, como 1 < X < 2,

€] < [€]* < J¢]? de donde —t[¢[? < —tj¢]* < —t]¢] y por lo tanto

/ e_t‘gpd{ < / e Helge = /e_”rN_ldr < 00 .
1

|€1>1 1€1>1

Con lo anterior podemos afirmar:
(i) (x,&) e RN x RN — e~ 2miz-€o—tlEl" og integrbale como funcién de &.

(ii) Para cada multi-indice 3 € NV la derivada (con respecto a z) de la funcién de (i) existe
y estd dominada por la funcion £ — |§\567”5P € LY(RY) (al usar coordenadas polares la

4

integral resultante se domina por una funcién de la forma r*e="t, ¢ € Z* la cual converge en

virtud de la formula de integracion por partes).

Entonces por el teorema de diferenciacion bajo el signo integral 9 K, existe y es continua.

Con respecto a la diferenciaicién en ¢t podemos argumentar de manera similar como en la re-
gularidad espacial para aplicar el teorema de derivacion bajo el signo de la integral: se considera la
funcion (¢,¢) € (0, +00) x RN +— e2miéze—tlEl ¢ ¢ que es integrable como funcién de £ y su deri-
vada est4 dominada por la funcion £ € RY — — \f|>‘e*t‘§|X que también es integrable en RY. Por el

teorema de derivacion bajo el signo de la integral, 9 K, (¢, x) existe y es continua, para todo k € N.

Vamos a concluir el estimativo para 0°K,. Es suficiente probarlo en detalle para ¢ = 1 por-
que de tenerse en este caso, entonces para cualquier ¢t # 1 y positivo se oberva que por la regla de

la cadena y (K1), si 3 € NV tiene longitud m

|0 KAt )] = 107 (¢~ N A KA (1,171 )|
(K1) = =M Ao KA(L,t™ )
= VT KA (Lt ) 0] (7 )

— t—(N+7rL)/)\|a§K/\(17t—l/)\x)l

< ¢~ (NHm)/A ) =(N+m)/x B

(Estimativoent =1 ) 1+ 1-(NFD/A[=1/3 g [N+

_ —(N+m)/A Bom
1 - (AN
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(K3) No negatividad y aprozimacion a la identidad: Recordemos que 0 < A < 2. Considere f(x) :=
Alz|7N"2X B, (0ye (), con A > 0 tal que [ f = 1. Observe que

/ 2]y, 0y (@) < oo,
RN

ya que por coordenadas polares

_N— _N_ _ dr
/|x| N AXBl(O)c(m)dm:/r N=ApN 1dr:/rkﬁ<oo,
RN

en virtud de la p-serie, ya que A+ 1 > 1.

Podemos entonces calcular la transformada de Fourier como en L!(RY) para la funcién f:

F()(E) = / &2 AL [Ny e (0) ()

RN

—A / e—27riac~£|1,|—N—)\d:L,

lz]>1

=4 / cos(2ma - €)[a| N dx — iA / sin(2rz - &) |z| N A da

2 >1 e >1

=0, impar sobre un dominio simétrico

= /cos(27m:~§)A|JS\7N7AXB§(0)($) dx
RN f(=)

= /f(g;)dz+/cos(2mf)f@)dx— /f(x)dx
RN RN R

1

=1+ /(COS(QMU &) = 1) f(x)dx
RN

cos(2mx - &) — 1

=1+4 EIRER

|| =1

dx.

Hagamos el cambio de variables z = y/|¢|, [£] # 0. Entonces dx = dy/|¢|Y de donde

A cos 2%4 -1
1JFA/COS@M: 3 1dx:1+A/ ( |s|y> dy

FaR AE T
jo]>1 lyI> €] Ehbk
cos (27r|§—| y) -1
=1+ Al dy.

ly[
ly|>1€]
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Aplicando otro cambio de variables, esta vez mediante una matriz ortogonal M, tal que Me; =

&/|€|, se tiene que

Fo@ =1+ At [ Wdy

lyl=1€]
siendo y; la primera componente del vector y.
Consideremos la funciéon de valor real y —— %, y € RYN. Esta funciéon es integrable:

cerca del origen se tiene que cos(27my;) — 1 = O(|y|?) luego existe C' > 0 tal que

| cos(2my;) — 1] < C
[y N T [y YA

(| cos(2my1 — 1)] < C|y|?) por lo tanto como A < 2, al usar coordenadas polares

| cos(2myy) — 1| C
i EL Bl

ly|<1 lyl<1

1
FN-1
C’/TNJrA 5T dr
0

1
C
= C/T7A+1dr = m?"27)\ < 00.

Para |y| > 1, cos(2my1) — 1 es acotada y asi

| cos(2my;) —
/ |y|N+A <M ‘N+>\ =M N+>\

ly|>1 ly|>1

71
1
Podemos aplicar el Teorema de la Convergencia Dominada para concluir que

2my;) — 1 2my1) — 1
cos(2myn) =1, / cosmy) =1, cuando [¢] - 0.
N

AR RERS
lyl>[¢]
I
Notese que I < 0, pues cos(2my;) < 1.
De acuerdo a esto podemos escribir
F(HE) =1+ Allg]* =1 - Cle* (1 +w(©)) (6.2.1)

donde C' = —AI > 0y limj¢|,ow(§) = 0.

Definamos la secuencia de funciones fi(x) := kN/A fx fx f*---x f(EY*z), donde la convolucién se

toma k veces. fi estd bien definida (f es acotada, pues |z| > 1y A > 0, entonces A+ N > N > 1
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y de esta manera A|x\*N’)‘XB§(O) (r) < A < o) ya que al ser f € L®(RY), podemos aplicar
la desigualdad de Young genralizada con r = p; = 1y po = p3 = --- = px = 00, que cumplen
que 1/1 =1/1+1/c0+---+1/c0, da que f € L}*(RY) y ademas | fellL1 @~y = 1. Aplicando las

propiedades de la transformada de Fourier para la convolucién, encontramos que para todo & € RY

F(fe)€) = FIRNA [ o fo-oox f(RA](©)
= KYAFf 5 f o foxoox fRYA(E)
= KNRTNOFLf 5 f o f oo foeox fI(KV2€)

= F()F)F(f) - F(f)E™He)

k—veces

= (F(NHEe)
(por 6.2.1) = (1 — Clk~ Y P (1 + w(k1/2)))*
_ (1 o Ck71|§|/\ 7 Ck71|£|)\w(k71/)\5))k s (1 _ Ckfl/)\|§|)\)k,

cuando k — oo.
Pero limy_, o0 (1 — CJ€]*/k)F = e CIEI* | de modo que
F(fi)(&) — e_C‘f‘A, cuando k — 0.

y esto muestra que F(fx) € L>®(RYM). Asi pues podemos considerar un tipo de convergencia
en S'(RY) F(fy) — e=CI" cuando k — oo, en el siguiente sentido: considere la secuencia de

distribuciones temperadas

Th(p) == / F(fi)p, ¢ € SRY)
RN

y la distribucién temperada

T(p) = / ey, o e SRY)
]RN

Tenemos que si F(f,) — e~ CI'", cuando k — 0o en L=(RY), entonces Ty, — T,k — 0o en &' (R :
si p € S(RY)

Te(p) — T(0)] < / F(fe) — e O |lolda
RN

_ RS
< | F(fr) — e " | oo @™y el L1 mvy — 0,k — o0,

luego tomando F~! nos da que f, — f‘l(e_CHA) = K)\(C,-),k — o0y como f; > 0 para todo k
entonces Ky > 0 en {C} x RY. Usando (K1) se concluye que para todo (¢,7) € (0,+00) x RV

Kx(t,z) =t N K\(1,t7Yz) > 0.
" ———

>0 >0
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Veamos ahora que ||[Kx(t,-)||L1@®~) = 1. Primero probémoslo para t = 1. Tenemos que

/|K,\(1,x)\dx: /K,\(l,x)da:: /e—%mm(m)dx
RN RN

RN
= F(Kx(1,-))(0)
= e_llo‘A =1,

de acuerdo a la definiciéon de K.

Ahora, para cualquier ¢t > 0 usamos (K1) (homogeneidad):

/|KA(t,z)|d:c:t*N/A/KA(Lfl/Ax)dz
RN RN

(cv.y=t"YA) =N / K1, )tV dy

RN

=1

Finalmente, para probar que (K, (t,+))¢>0 es una aproximacion a la identidad, demostraremos que
para cualquier f € L'(RY)

lim ||K)\(t, ) * f — f”Ll(RN) =0.

t—0

Para esto vamos a usar el siguiente resultado sobre convoluciones de [9] (pagina 285):

Teorema: Sea {¢r} una secuencia de funciones en L'(RYN) tales que:
(1) limy_oo [ Grdz = ¢ existe;
(2) [|¢x|dz < M para alguna constante M;

(3) para todo r>0,
lim / ()| dzz = 0.
k—o0
|z|>r

Entonces para cada f € LP(RN), 1<p<o0o,
lim o — =0.
1 || % pr —cfllp, =0

Hagamos ¢ = K,(1,-) € L'(RY), donde [¢ = 1. Para cualquier ¢ > 0 definamos ¢q(z) =
———

>0
aN¢(x/a), con a = t~/*; para esta coleccion de funciones {¢,}4>0 se tiene lo siguiente:

(1) [ ¢o(z)dz = [ Kx(t,z)dz = 1.
RN RN

(2) [ Ida(@)ldz = ||¢]|L1y) =1 (como en (1)).

RN
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(3) Para todo r > 0, efectuando el cambio de variables y = t~1/2z obtenemos que

[ @iz = [ 1y

BES ly|>t=1/Ar

= / lo(y)|dy — 0,a — 0,

ly|>ra

en virtud del Teorema de la Convergencia Dominada. Por el resultado arriba mencionado

(con ¢ =1y p=1) concluimos que para toda f € L'(RY),
lim ¢, * f = f, en L'(RY).
a—0

(K4) Cota para el gradiente de Ky: Para todo t > 0, existe K > 0 tal que |[VKx(t,-)|lp1@y) <
Kt/

Sean t > 0y x € RY. Tenemos que

IVE\(t,x)] = t NN VE\ (1,7 )]

N
— 17V S @ (1,11 )2

i=1

N
<tVAY oA (L )] (6.2.2)
=1

N
(Regla de la cadena) = ¢t~ V/A Zfl/)\‘az.[()\(l,flﬂxﬂ

i=1

N
=t VMTNAN O R (1,67 M),

=1

Para hallar una cota para VK, debemos estimar la integral

/ |0; K5 (1,67 ) |d.
RN

Comenzando con el cambio de variables y = t~'/*z, de (6.2.2) se tiene que

N
/ IVE(t, a)|de <t/ 4N / |0 K\(1, )|t A dy
RN

BN i=1

N

=t / 10K\ (1, ) dy.
i=1gy
Aplicando (K2) con un multi indice § de longitud 1, existe By > 0 tal que

B B
. (N4 ! =—
0K (Ly)| <1 1+ I-(NFD/A [N+ T4 [N+
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Como la funcion y € RN +— 1/(1 + |y|V 1) € R es integrable y conseguimos que para todo ¢ > 0,
VKA )@y < VAR

(K5) Propiedad del semigrupo: Para todo t,t' > 0, Kx(t,-) * Kx(t',-) = Kx(t+1t',-). Sean t,¢' > 0
y € RV, Entonces

&WJHQWN@Z/KWWWWWHMW

RN
:/ /e%iﬁ-ye*tlﬁl*dg /62ﬂi€~y€*t’|€|*d§ dy
RN [RN N

(Fubini)://eQTri&ye—t\gp /e—27ri§.y627ri§.gce—t’|£|>\d£ dédy

RN RN N

://€2m'£~y€—t\§|x]-‘(§—>€2mf'$€_t/‘§‘>\)(y)d£dy

RN RN

(Fubini) — /e—tm)\ /eQﬂiay}-(eQﬂ-i&we_tl‘g‘)\)(y)dydg

RN RN

= /e*tli\A ]:71(]:(62wi§~meft’|£|*))d§

RN

- /€2wi§<xe—t’|§|>‘e—t|§|>‘d§

RN

= / 2oL ge = 0\ (¢ + ¢/, 2).
RN
(K6) Continuidad Ky (t,-): La funcién t € (0, +00) — Ky (t,-) € L*(RY) es continua. Necesitamos

la siguiente propiedad adicional de Ky:

Afirmacion 6.2.1. Sea B un subconjunto compacto de (0,+00). Entonces (Kx(t,-))tcn €s equi-

integrable al infinito, es decir, para todo € > 0, existe R > 0 tal que para todo t € B
/ K (t )| < e.
RN\Bpr

Prueba de la Afirmacion 6.2.1. Como B es compacto, existe ty € B (minimo) tal que ty < t para
todo t € B. Por otro lado, (K1) y el cambio de variables y = t~1/22 nos da que para todo t € B 'y
todo R > 0

[ e = [ mawlas [ gl 629

RN\Bg ly|>t=*/AR ly|>tg Y/ R
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ya que A > 1.

Como K)(1,-) € LY(RY), se tiene que existe L > 0 tal que Sz Ex(Ly)ldy < e. Tomando
R:= Lté/)‘ obtenemos de (6.2.3) que para todo t € B

| K\ (t,x)|dx < e.
RN\Bgr

A

Para probar (K6) sean tg > 0y {tn}n C (0,+00) una secuencia tal que t,, — to, cuando n — oo.

Veamos que
lim ||I(,\(tn7 ) — Kk(to, ')HLI(RN) =0.
n—r oo
Demostremos primero que si A es un subconjunto compacto de RY con medida positiva, entonces

Ky(tn, ) — Kai(to,-), uniformemente en A, cuando n — oo. Como {t,}, converge es acotada,

luego existe un intervalo cerrado I que contiene a t,, para todo n € N.

Sea € > 0. Como I x A es compacto en RV*! y K, es continua en el producto (0, +o00) x RV, en-
tonces es uniformemente continua, por lo tanto existe § > 0 tal que |Kx(¢,x) — Kx(s,y)| < £/2|A|
siempre que |(t,x) — (s,y)| < 6, (¢t,x),(s,y) € I x A. Aplicando esta condicién en los puntos
(tn, ), (to, ) para los cuales |(tn,x) — (to,z)| = |tn — to| < 0, con & € A y teniendo en cuenta que

t,, converge a tg, para este ¢ existe £ € Z* tal que para todo x € Ay todo n > ¢

€
K tna — Ky\(t ) o1 Al?
[Kx(tn, @) A(ox)\<2|A|
y con esto si n > ¢, para todo x € A
/|K,\(tn,x) — Kx(to, z)|dz < % (6.2.4)
A

De aca se sigue la convergencia uniforme buscada.

Por otro lado como (K)(t,-)):er es equi-integrable en el infinito, se tiene que en el compacto

I C (0,400), existe R > 0 tal que para todo t € I
/ |KA(t,2)|de < i
RN —Bp

Si consideramos el compacto Bg C RY, entonces por (6.2.4) y la equi-integrabilidad con este

compacto tenemos que para todo n > /¢

/|K,\(tn,x)—K,\(to,m)\dx: / \Kk(tn,ac)—K,\(to,xﬂdx—&—/|K,\(tn,x)—K,\(t0,x)\dx
B,

9
<S4 [t o+ [ 1Kt o
B By
<fyiiio;
— 4 4 - bl
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es decir,

lim

/ K\ (b ) — K (to, 2)|d = 0.
RN



Lista de simbolos

P
f
C5e(RY)
Lo (RY)
LP(RN)

I Il oo )
I 1l ey
S(RY)
S'(RY)

Ck, Ck,Cp°

notacion multi-indice

transformada de Fourier

espacio de funciones suaves real valuadas de soporte compacto en RY
espacio de funciones real valuadas esencialmente acotadas en R

espacio de funciones real valuadas p integrables en RY

norma del espacio L (RM)

norma del espacio LP(RY)

espacio de Schwartz de funciones real valuadas rapidamente decrecientes
dual topolégico de S(RY)

derivada fraccionaria de orden s

operador laplaciano

laplaciano fraccionario de orden s

bola de centro 0 y radio R > 0 en RY

espacio de Sobolev de funciones en LP(RY) con derivadas débiles en LP(RY)
espacio de funciones en L?(R™) tal que el cuadrado del médulo de su transformada de
Fourier decae mas rapido que (1 + |- |?)®

espacios de funciones diferenciables y acotadas

medida de Lebesgue
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