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Resumen

En este trabajo se demuestra que el problema eliptico semilineal tiene por lo menos tres
soluciones no triviales. Una de estas es positiva, otra negativa y la tercera cambia de
signo. La demostracion se hace mediante el uso del Teorema de Paso de Montana y el

indice de Morse.

Palabras claves: Ecuacién eliptica semilineal, cambio de signo de las soluciones, Indice

de Morse.



Abstract

In this paper prove that a semilinear elliptic boundary value problem has at least three
nontrivial solutions when the range of the derivate of th nonlinearity includes at least
the first two eigenvalues of the Laplacian and all solutions ar nondegenerate. A pair are
of one sign (positive and negative, respectively). The one sign solution has Morse index
greater than or equal to 2. Extensive use is made of the mountain pass theorem, and

Morse index arguments of the type Lazer-Solimini (see [LS]).

Keywords: Semilinear elliptic equation, on-sign solutions, Morse index.
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Introduccidén

Encontrar las soluciones no triviales para un problema de Dirichlet de tipo eliptico ha
sido un problema fundamental de la fisica-matematica en especial para los no lineales,
donde la teoria clasica ya no funciona. Mas precisamente, en este trabajo se estudiara

la existencia de soluciones multiples para el siguiente problema de Dirichlet si €2 es un

N
abierto acotado de RY(N > 3) con frontera suave, A = Y 88—;2 el operador de laplace
=1 %

Au+ f(u) =0, en £
(1)
u =0, en Of2

Siendo la funcién f : R — R una funcién diferenciable tal que f(0) = 0y f es asintética-
mente lineal, y

Af'(c0) ;= lim () eR

[t|—o0

Consideramos la sucesién de autovalores de (—A), 0 < A\ < Ay < ... < A;... con
condicién cero en la frontera de ) y la sucesion de funciones propias asociadas a cada

autovalor @1, p9,... , @k, ...; se plantea la existencia de tres soluciones no triviales a
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un problema eliptico seminileal (problema 1), cuando el rango de la derivada de la no
linealidad incluye al menos los dos primeros valores propios. En este trabajo se estudia
la existencia de las soluciones al problema (1) con las condiciones dadas, llevandose a
cabo dicho estudio en tres partes, en el primer capitulo se estudiaran algunos conceptos
basicos de los espacios L, los espacios de Sobolev, operadores compactos, Grado de
Brouwer, indice local y grado de Leray-Schauder, entre otros. En el segundo capitulo se
hace un estudio de las soluciones débiles de un problema de Dirichlet con condicién en
la frontera tanto de tipo no homogéneo como homogéneo, haciendo uso del Teorema de
paso de montana, también se muestra que el problema (1) tiene dos soluciones débiles
clasicas, que no cambian de signo, una positiva, negativa y la existencia de otra solucion

que cambia de signo.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

1.1. Espacios de Banach

Definicién 1.1. Un espacio normado (£, || ||) se dice un espacio de Banach, si como
espacio métrico con la métrica inducida por la norma es completo, es decir, es un espacio

en el cual toda sucesion de Cauchy es convergente.

Definicién 1.2. Sea A C E'y B C E. Se dice que el hiperplano H de ecuacién [f = o

separa A y B en sentido amplio si se verifica
flz)<aVreAy f(x) >aVz eB

Definicién 1.3. Sean E y F' dos espacios de Banach. Se llama operador lineal no
acotado de E en F' a toda aplicacién lineal T : D(T) C E — F definida sobre un
subespacio vectorial D(T") C E con valores en F. D(T) es el dominio de 7.
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Se dice que T es acotado si existe una constante ¢ > 0 tal que
[Tul<cllull  Yue D),

Sea E un espacio de Banach, E’ su espacio dual y sea f € FE’. Se designa por
¢r : E — R la aplicacién dada por ¢¢(r) = f(z). Cuando f recorre E’ se obtiene

una familia (¢y)rep de aplicaciones lineales continuas de E en R.

Definicién 1.4. La topologia débil o(E, E') sobre E es la topologia menos fina sobre

E que hace continuas a todas las aplicaciones () fepr.

Tomado de [Br|, Capitulo 1 al 3.

1.2. Los espacios L?

En lo que sigue, {2 designa un abierto de R™ dotado de la medida de Lebesgue dzx.
Se supone que el lector estd familiarizado con las nociones de funcién integrable,
funcién medible y conjunto de medida cero; ver por ejemplo [Bt]. Se designa por

L'(£2) el espacio de la funciones integrables sobre (2 con valores de R. Se escribe,

1 = /Q (@) d.

Cuando no hay ambigiiedad, se escribe L' en lugar de L'(£2) y [ f enlugar de [, |f(z)|dz.
Como es habitual, se identifican dos funciones de L' que coinciden c.t.p. = para casi

todo punto ( = excepto en un conjunto de medida nula).
Ahora, me permito presentar algunos resultados de integracién.

Teorema 1.1 (Teorema de la convergencia monétona de Beppo Levi). Sea (f,) una

sucesion creciente de funciones de L' tal que

sup/fn<oo

entonces f,(x) converge para casi todo punto en €2 a un limite finito denotado por f(x);
ademas f € L' y || fu — fllzr — 0.
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Teorema 1.2 (Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue). Sea (f,,) una suce-

sién de funciones de L!. Supongamos que

a) fo(x) — f(z) c.t.p. en .

b) Existe una funcién g € L' tal que para cada n, |f,(z)| < g(z) c.t.p. en Q.

Entonces f € LY(Q) y || fu — f [[;1— 0.

Lema 1.3 (Lema de Fatou). Sea (f,) una sucesién de funciones de L' tal que

(1) Para cada n, f,(x) >0 c.t.p. en €.
(2) sup, [ fn < 0.

Para cada z € Q se pone f(r) = lim, .o inff,(z). Entonces f € LY(Q) vy

/f§ lim inf/fn.
Notacién 1.1. Se designa por C.(2) el espacio de las funciones continuas en () y

con soporte compacto, es decir, C.(2) = {f € C(Q); f(z) = 0 Vo € Q — K donde
K C € es un compacto}.

Teorema 1.4 (Teorema de densidad). El espacio C.(Q) es denso en L'(2), es decir:

Vf e L' (2) y Ve > 0 se tiene que 3f; € C.(£2) tal que ||f — fillz: < e

Sean (2 C R", () C R™ abiertos y F': {21 x {23 — R una funciéon medible.

Teorema 1.5 (Tonelli). Supongamos que

|F(z,y)|dy < oo para casi todo = € (2
£2o

y que
/ de [ |F(z,y)|dy < oc.
2

{29
Entonces F' € L'({ x ().
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Teorema 1.6 (Fubini). Supongamos que F' € L'(£2; x (2). Entonces para casi todo
S Ql

F(z,y) € LY(2), v / F(e,y)dy € LM(1),

2

igualmente, para casi todo y € (2
F(z,y) € Ly(f), y / F(z,y)dx € Ly (12,).
i

Ademas se verifica que

/ dx/ F(:v,y)dyz/ dy/ F(x,y)dﬂf:// F(z,y)dzdy
.Ql .92 !22 .Ql .QlX.QQ

A continuacién se presentan algunas definiciones y propiedades elementales de los espa-

cios LP.
Definicién 1.5. Sea p € R con 1 < p < oo, se define

LP(2)={f: 2 — R, f medible y |f|? € L'(£2)}

I 7 = [ / |f<x>|pdx] "

Notacion 1.2. Sea 1 < p < oo; se denotara por p’ el exponente conjugado de p es decir,
1 1

p P

y se nota

Teorema 1.7 (Desigualdad de Young). Sean 1 < p < co. Entonces

/

P
ab< =4+ (a,b>0)
p p

Para su demostracién ver [Br], pag 56.

Teorema 1.8 (Desigualdad de Hélder). Sean f € LPy g € L? con 1 < p < co. Entonces
fgely
[ 1591 15 1slgle
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Demostracién. Por homogeneidad podemos asumir que ||f||z#||g||;» = 1 por lo tanto

por el teorema 1.7

1 1
/ Folde < / Flyde + — / gl de
Q PJa D Ja

= 1=l llgll s
O

Corolario 1.1 (Desigualdad de Interpolacién). Si f € LP(Q)NLP(Q)con 1 < p < ¢ < o0,

entonces f € L"(Q2) para todo p < r < ¢ y se verifica la desigualdad de interpolacién

A1 < (LAl

r p+ q

Demostracion. [, |f|"dx = [, f"|f|*=*"dz, por teorema 1.8

(1—a)r

/'f' d < (/ rfarf(/gv‘ua)rm) C

Teorema 1.9 (Desigualdad de Minkowski). Sean 1 < p < ooy f,g € LP(f2). Entonces

]

17+ gl < 111l + il
Demostracion.
17+l = [ 1£(0) + gl
< [ 1@+ 9@l (@) + lo(@) do

< ([ 1)+t |de) (/ i |de)’17(/9 |g<x>|de);’

=1 +agll; " (I£1lo + llglln) -
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Teorema 1.10. LP({2) es un espacio de Banach para todo 1 < p < oc.

Para su demostracién ver [Br], pag 57.

’

Teorema 1.11 (Teorema de representacién de Riesz). Sea 1 < p < oo y sea ¢ € (L)

Entonces existe v € L tnico tal que

<g0,f>:/uf VfelL”.

Adema3s se verifica

lullw = M@l Loy -

El anterior teorema expresa que toda forma lineal continua sobre L” con 1 < p < oo se
representa por medio de una funcién L¥'. La aplicacién ¢ — u es un operador lineal
isométrico y sobreyectivo que permite identificar el dual de LP con L¥, es decir, en
adelante L = (LP)'.

1.3. Los espacios de Hilbert

Definicién 1.6. Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial H dotado de un producto

escalar (u,v) y que es completo para la norma {(u, u)'/?

En lo que sigue H designa un espacio de Hilbert.

1.3.1. El dual de un espacio de Hilbert

Teorema 1.12 (Teorema de representacién de Riesz-Fréchet). Dada ¢ € H',
existe f € H tnico, tal que
p(v) = (f,v) Vv € H.

Adem3s se verifica

1= llella
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Definicién 1.7. Se dice que una forma bilineal 7'(u,v) : H x H — R es

(i) Continua si existe una constante ¢ tal que

T (u,v)| < clu||v|, Yu,v € H,

(ii) Coerciva si existe una constante a > 0 tal que
T(u,v) > alvf?, Yv € H.

Teorema 1.13 (Stampacchia). Sea T'(u,v) una forma bilineal continua y coerciva. Sea

K un convexo, cerrado y no vacio. Dado ¢ € H', existe u € K tal que
T(u,v—u) ><p,v—u> YveK.
Ademas si T es simétrica, entonces u se caracteriza por la propiedad

uwe K

1
§T(u,u)— <, u>= m%{%T(v,v)— <, >}
ve

Para demostrar este Teorema se utilizara el siguiente resultado:

Teorema 1.14 (Punto fijo de Banach). Sea X un espacio métrico completo y ea S :

X — X una aplicacién tal que
d(Svy, Sve) < kd(vi,v9) Vui,ve € X con k < 1.

Entonces S tiene un punt fijo inico, u = Su.

Para demostracién de teorema 1.13 ver [Br], pag 83.
Teorema 1.15 (Lax-Milgram). Sea T'(u,v) una forma bilineal continua y coerciva.
Entonces para todo ¢ € H’, existe u € H unico, tal que
T(u,v) =< p,v> Yv € H.
Ademas si T es simétrica, entonces u se caracteriza por la propiedad

we H
1

§T(u,u)— <, u>= m%l{%T(v,v)— <, >}
ve

y para su demostracion ver [Br|, pag 84.
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1.4. Operadores Compactos

A continuacién se presentan algunas propiedades y definiciones de los Operadores Com-

pactos.

Sean E y F dos espacios de Banach.

Definicién 1.8. Se dice que un operador T' € £(E, F') es compacto si T(Bg) es re-
lativamente compacto en la topologia fuerte. Se designa por »(FE, F) el conjunto de los

operadores compactos y se denota »(FE) = »(FE, E).

Teorema 1.16. El conjunto s(FE, F) es un subespacio vectorial cerrado de £(E, F)

(para la norma || || g(z,r))-

Definicién 1.9. Se dice que un operador T € £(E,F) es de rango finito si
dimR(T) < 0.

Corolario 1.2. Sea T,, una sucesion de operadores continuos de rango finito de F en F
ysea T € £(E, F) tal que ||T,, — T||ge,ry) — 0. Entonces T € »(FE, F).

Proposiciéon 1.17. Sean E, F'y G tres espacios de Banach. Si T € £(E, F)y S €
#(F,G) (reciprocamente T' € »(FE,F) y S € £(F,G)), entonces (SoT) € »(E,G).

1.5. Espectro de un Operador Compacto

Definicién 1.10. Sea T' € £(F). El conjunto resolvente es
p(T) ={\ € R; (T — A\I) es biyectiva de E sobre E'}.

El espectro o(T) es el complementario del conjunto resolvente, o(T)) = R — p(T). Se
dice que A es el valor propio (o autovalor) y se denota A € VP(T) si N(T' — \I) # 0,
donde N(T — M) es el espacio propio asociado a A.

Proposicién 1.18. El espectro o(T') es un conjunto compacto y o(T') C [T, +||T/]
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Teorema 1.19. Sea T € »#(FE) con dimF = oco. Entonces se tiene:

a) 0€o(T),
b) o(T) = {0} = VP(T) — {0},
¢) una de las siguientes situaciones:
o bien ¢(T") = 0,
o bien o(7T") — {0} es finito,
o bien o(7T') — {0} es una sucesién que tiende a 0.
Para su demostracién ver [Br] pdg 95, 6 [Ev] pag 643.

Lema 1.20. Sea (\,);n > 1 una sucesién de nimeros reales distintos tal que

Ay — A

A € (o(T) — {0}) Vn.

Entonces A = 0. Es decir, todos los puntos de o(7") — {0} son aislados.

Para su demostracién ver [Br|, pag 95.

1.6. Descomposicion espectral de los operadores com-

pactos autoadjuntos

En adelante supongamos que E = H es un espacio de Hilbert y que R € £(H). Identi-
ficando H'y H se puede considerar que T* € £(H).

Definicién 1.11. Se dice que un operador T' € £(H) es autoadjunto si 7" = T, es
decir,

<Tu,v >=<u,Tv> Vu,ve H.
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Proposicién 1.21. Sea T' € £(H) un operador autoadjunto. Definamos

m= inf <Tu,u> 'y M=sup <Tu,u>.
H ueH

uec
ul=1 lu]=1

Entonces o(T) C [m, M],m € o(T) y M € o(T).
Para el siguiente teorema debemos definir:

Definicién 1.12 (Suma Hilbertiana). Sea (£, ),>1 una sucesién de subespacios cerrados

de H. Se dice que H es Suma Hilbertiana de los (F,) y se escribe
H=E,
si:
(i) Los E, son ortogonales dos a dos, es decir,

<u,v>=0 YuekE, YvekE, m#n.
(ii) El espacio vectorial generado por los (E,,) es denso en H (en sentido algebraico es
decir, las combinaciones lineales finitas de elementos de (E,,).

Definicién 1.13 (Base Hilbertiana). Se llama base Hilbertiana (o simplemente base

si no hay posibilidad de confusién!)a toda sucesién (e,) de elementos de H tales que:

(i) len] =1Vn, < e, e, >=0VYm,n, men.

(ii) El espacio vectorial generado por los (e,) es denso en H.

Teorema 1.22. Supongamos que H es separable. Sea T un operador compacto y au-
toadjunto. Entonces H admite una base Hilbertiana formada por vectores propios de
T.

No confundirse con una base algebraica, es decir, una familia (e,,) de H tal que todo elemento

de H se escribe de forma tinica como combinacién lineal finita de los (e;).
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Para su demostracién ver [Br], pag 97.

Teorema 1.23 (Teorema espectral para operadores compactos auto-adjuntos). Sea H
un espacio de Hilbert y K : H — H un operador compacto auto-adjunto. Entonces

existe un conjunto {¢;;i = £1,+2,...} tal que

(i) Existe \; e Ry ¢; € H; coni € I C Z — {0} tales que K(¢;) = \;;.
(ii) El conjunto {¢;;i € I} es un conjunto ortonormal.

(iii) Si{\;;i € INN} es finito (respectivamente) el conjunto {\;;i € IN(—N)} entonces

Ai — 0 (respectivamente A_; — 0 ).

(iv) Si I =7Z — {0}, el conjunto {¢;;i € I} es completo en el complemento ortogonal

de N ={ue H;K(u) =0}.

1.7. Espacios de Sobolev

1.7.1. El espacio de Sobolev W!?(2)

Definicién 1.14 (El espacio de Sobolev W'(I)). Sea I = (a,b) un intervalo acotado
onoyseapé€Rcon0<p<oo. Se define:

I

Whe([) = WP = {u € LP(I); Jg € LP(I) tal que /wp’ = —/ggp Yy € Ci([)}
I
Se denota
HY(I) = WhY(I).

para cada u € W1P(I) se nota u' = g. Se dice que g es la derivada de u en el sentido

generalizado.

Es claro que si u € CHI)NLP(I) y siu' € LP(I), entonces u € WP, Ademds la derivada
usual de u coincide con la derivada de u en el sentido de W'(I). En particular, si [

esté acotado, entonces C*(I) C W para todo 1 < p < oo.
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Notaciéon 1.3. El espacio W1? estd dotado de la norma
Jullwro = lJullLr + [J0]| o
El espacio H' esta dotado del producto escalar
<u,v >gp=<u,v >+ <u, v >po;

la norma asociada

1/2
luller = ([lullz2 + l1u'[|72)

Consideremos W2(£2) = H}(12), esta dotado del producto escalar:

& Oudv
< U,V Sy, :/uvdx+ /—d:v;
o ; o 0}

y tiene la norma asociada dada como:
n 1/2
ou
lull ey = (Nl + Y l5—l7= ) -
i=1 Oz;

es equivalente a la norma W12(£2).

Definicién 1.15. Sea (up)nen, u € WHP(£2), afirmaremos:

(i) (tn)nen converge a u en WHP(2) y se denota:
U, — u en WHP(£2)

si

lim ||lu, —ulj1, = 0.
n——-=aoo

(i) (tn)nen converge débil a u en WLP(£2) y se denota:
u, — u en WHP(£2)

si

ou,, ou

—\

Proposicién 1.24. WP(02) es reflexivo para 1 < p < oo y separable para 1 < p < o0o.

u, —uen LP(02)y en LP(2) V1<i<N.

El espacio Hg(£2) es un espacio de Hilbert separable.

Para su demostracién ver [Br], pag 121.
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1.7.2. El espacio de Sobolev W,"(12)

Definicién 1.16. Sea 1 < p < oo, se designa W, #(£2) la clausura de C°(£2) en WP(£2)
y se denota H} (£2) = W%, El espacio W, *(£2) dotado de la norma inducida por W'?(£2)
es un espacio de Banach separable, es reflexivo si 1 < p < co. HJ({2) es un espacio de

Hilbert con el product escalar de H*.

NOTA: Se comprueba con ayuda de una sucesién regularizante que C2°(f2) es denso
en Wy (£2) es decir se puede utilizar indistintamente C°(£2) y C1(£2) en la definicién
de Wy P(02).

Teorema 1.25 (Teorema de inmersién de Sobolev). Sea {2 un subconjunto abierto y
acotado de R” cuya frontera es suave. Si u € Hy*(£2), entonces u € L%(Q) cuando

n > 3y existe una constante k£ > 0 tal que para todo p € [1,2(n —2)7!],

ullp, < Klfull12.

. . . 1% . . 1
El resultado siguiente provee una caracterizacién esencial de las funciones Wy ”((2).

Teorema 1.26. Sea u € W'P(£2), entonces u € W, (£2) si y solamente si u = 0 sobre

o12.

Proposicién 1.27 (Desigualdad de Poincaré). Supongamos que {2 es un abierto aco-

tado. Entonces existe una constante k (dependiente de 2 y de p) tal que
lully < Kl[Vull, YueWy™(2) 1<p<oco.

Proposicién 1.28. Supongamos que {2 es abierto de clase C!. Sea u € LP(£2) con

1 < p < o0. Las siguiente afirmaciones son equivalentes:

(i) uwe Wy™(02),

(i) existe una constante k tal que

Dy
/Q U oz, dx
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(iii) la funcién
w(z) st zeL
0 si oz e RVNU.

1,p N ou _ du
pertenece a WHP(RY) y en este caso 5o = B2

Para su demostracion ver [Br|, pag 173.

Teorema 1.29 (Rellich-Kondrachov). Sea el abierto 2 acotado de clase C'. Se verifica

1 1 1
Si  p< Nentonces W"P(2)C LYN2), Vq¢€ll,p*), donde il
Si  p= N entonces W'P(2)c L), Vqecll,o0)

Si  p> Nentonces WH"P(02)cC C(9),

con inyecciones compactas, en particular para W1 (§2) C LP(£2) con inyeccién compacta
p.

Para su demostracién ver [Br|, pag. 169.

1.8. Topicos de Analisis Funcional

Sea. H un espacio de Hilbert real y sea J : H — R una funcién de clase C!. En esta
seccién se recordaran los conceptos y principales resultados para el desarrollo de este

trabajo como la indice de Morse, Condicion de Palais-Smale y el Teorema de punto silla.

Definicién 1.17. Diremos que J satisface la condicién de Palais-Smales, en adelante
referida como (P-S), si dada una sucesién {u,} en H tal que DJ(u,) — 0y {J(u,)} es

acotada, {u,}, contiene una subsucesién convergente.

Se introduce el concepto de indice de Morse que sera usado a lo largo del trabajo, tomada

segun definicién [LS].
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Definicién 1.18. Supongamos que J € C? y que ug es un punto critico de J. Denote-
mos como D?J(ug) : H — H a la segunda derivada vista como operador acotado y

autoadjunto en H.

Si existe un entero m tal que existe un subespacio m-dimensional de H sobre el cual
D?J(ug) es definido no positivo, y m es maximal respecto a esta propiedad, decimos que

m es el indice de Morse de J en ug y denotara m(.J, ug).

En el capitulo 2 se hard uso de la version del Teorema del Paso de la Montana que se
recordard a continuacién ( Véase [H] ), se introducird primero la nocién de punto critico

de tipo paso montana y luego se presentard este resultado.

Definicién 1.19. Sea ug € H un punto critico de J y sea ¢ = J(u,). Se dice que ug es
un punto critico de tipo paso de montana de J si existe una vecindad U de ug tal que,

para toda vecindad V' C U de uy, se tiene que
Vn{ue HlJ(u) < c}
no es vacio ni es arco-conexo.

Teorema 1.30. (Teorema Paso de Montana) Supongamos que J satisface la condicién

(PS). Sean wu; y uy puntos distintos en H. Definimos
I':'={0:[0,1] — H|o es continua, o(0) = uy,0(1) =us} y
¢ = in feersupieio)J(o(t)).

Simaz{J(uy), J(uz)} < centonces existe un punto critico ug € H de J tal que J(ug) = c.
Si ademas K, :={u € H|DJ(u) =0, J(u) = ¢} consta sélo de puntos aislados, entonces

K. contiene al menos un punto critico del tipo paso de montana.

Consideremos el espacio de Sobolev H}(£2), en lo que sigue Ai, A2, A3, ... es la suce-
0 ) ) s N3

sion de valores propios de —A en {2 con condiciéon de Dirichlet cero en la frontera, y

©1s- -, Pn, ... €s una sucesion correspondientes de funciones propias, completa y ortog-

onal en el espacio de Sobolev H}(£2). En lo que sigue para u € H(f2) se tomard la
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norma definida por ||u||§{1(9) = [, |Vu]>. Dado k > 1, consideremos los subespacios
0

de HX(2), V = {p1,09,...,ox} vy X == VL = {0rs1, P, ...} cerrados tales que
dimV =k<ocoy H=V & X.

Se introduce una versién resumida del Teorema del Punto silla segiin Rabinowitz ( la
demostracién se puede consultar en [Ral ), este teorema es el punto de partida del lema
de Lazer y Solimini en [LS]. Intuitivamente, una consecuencia del teorema dice que si
un funcional adecuado es coercivo sobre X y anticoercivo sobre V', entonces el funcional

tiene al menos un punto critico.

Teorema 1.31. (Teorema del Punto Silla) Sea J € C'(H,R) un funcional que satisface

la condicién (PS) y que satisface las siguientes hip6tesis

(S1) inf{J(z):x € X} =1d > —o0,

(S2) J(x) — —oo cuando ||z|| — oo con x € X.

Entonces existe un punto critico de J, es decir, existe un uy € H tal que DJ(uy) = 0.

En [LS] los autores demuestran que bajo ciertas condiciones adicionales a las del Teorema
del Punto Silla, al menos uno de los puntos criticos del funcional debe tener indice de

Morse igual a dimV, ellos prueban el siguiente lema.

Lema 1.32. (Lazer-Solimini) Sea J € C?(H,R) un funcional que satisface la condicién
(PS) y las hip6tesis (S1) y (S2). Supongamos que J tiene solamente un nimero finito de
puntos criticos y que todos ellos son no degenerados. Entonces existe un punto critico

de J que tiene indice de Morse igual a k = dimV'.



CAPITULO 2

Soluciones para un problema de Dirichlet Semilineal

En este capitulo se estudia la existencia de soluciones multiples para un problema semi-

lineal de Dirichlet

Au+ f(u) =0 enQ
u=>0 en 012,

(2.0.1)

donde §2 es un abierto, acotado en RY(N > 3) con frontera suave, y A un operador
Laplaciano y f: R — R una funcién diferenciable tal que f(0) = 0 y asint6ticamente

ft)

lineal, es decir, f'(00) = limy—. — € R.

Sea la sucesion de valores propios 0 < A\; < Ag < -+- < A\ < -+ de (—A) con condicién
cero en la frontera de 2y {y;}ien la sucesién de funciones propias asociadas a cada

valor propio de (—A).

Es bien conocido, que las soluciones de (2.0.1) son puntos criticos de el funcional
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J : H}(2) — R definida por

J(u) :/Q(%wuﬁ—p(u))dx,

En este capitulo se demostrard el siguiente teorema

donde F(€) = [ f(s)ds.

Teorema 2.1. Si f/(0) < Ay, f/(00) € (Mg, Aks1) con k > 2 y todos los puntos criticos
de J son no degenerados entonces (2.0.1) tiene al menos tres soluciones no triviales:
up >0 € 2,us <0 € 2y uz.Uno de los indices de las soluciones es menor igual que 1,

y ug tiene indice Morse mayor o igual a 2.

Se prueba este teorema usando el Teorema de paso de montana, Teorema punto silla y

argumentos del indice Morse del tipo Lazer-Solimini ( ver [LS] ).

Se conjetura que el Teorema (2.1) es valido sin la hipdtesis que todos los puntos criticos
de J son no-degenerados. El primer paso es probar es la existencia de u; y uso, luego se
prueba la existencia de us. La tercera soluciéon obtenida por medio de un importante
resultado de A. Lazer and S. Solimini ( Ver[LS] ) el cual muestra que si la hipdtesis de
el Teorema de punto silla se satisface entonces existe por lo menos un punto critico de

Indice Morse mayor o igual a 2.

2.1. Existencia de soluciones con un signo

Sea f*:R — R una funcién definida por:

f@), t=0
frt) =
f(0)t, t<0
y FH(t) = fot fT(s)ds. Sea H el espacio de Sobolev Hj(2) y sea J* : H — R un

funcional definido por

J+(u)—/g(%\vu\2—F+(u))dx.
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Por hipétesis f'(c0) € (A, Ak+1), f es sublineal, es decir, denotemos f’(c0) = « ahora

Ve > 0,34 > 0 tal que |t| > A — @— ‘

0

(lal =a)lt] < [f(O)] < (e + |af)[]

al L€

|fO)] < ailt] st [t] > A
If(t)] <msi|t] < A

entonces existen dos constantes 0 < a; < A\gy1 y ag > 0 tal que

If)] < ar|t| +a; VtER

Ya que f es sublineal, f* también lo es, y J© € C'(H,R).

A continuacién obtendremos la derivada del funcional J* ¢ derivada de Frechet, calcu-

lando su derivada direccionals:

DI+ (u)o = lim Z8F 0D = (W)

t—0 t
ok fg( IV(u+tv)]> — F™(u+ tv )dm—f9< )|2—F+(u)>daj
_tl—{% t
i f9<%|Vu+th)\ F+(u—|—tv)> fn( ~ Ft(u ))da:

fg(g [IVuf? + 2tV - Vo) + t2|VU| |—F*+(u + tv))dx - f9<§|wu)|2 - F+(u))dx
= lim
t—0 t

= / VuVoudr — lim fn (F*(u T - (u))dx
0 t—0 t

Por lo tanto,

DJ* (u)v = / (Vu -V — F*(u)v)dx Vu,v € H. (2.1.2)
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Una solucién débil al problema de Dirichlet (2.0.1) es una funcion
u€ Hy?2 tal que VYo € C5° es densoen Hy(f2).
Multiplicando a ambos lados por ¢ en (2.0.1) e integrando

/QsoAqusOf(U)Z/QwAqu/QsOf(U)

donde realizamos integracion por partes y se usa la condicién de frontera,
—/ VeVu + / fu)p
2 Q

—[/QVsDVu—/QfWU)sD]

como u es solucién débil ( de 2.0.1), si Vo € C5°(£2) reemplazamos f por f obtenemos:
/ (Vquo — f*(u)go) dr =0,
o)
si y s6lo si u es un punto critico de J*.

La existencia de este punto critico sera probada usando el Teorema de Paso de Montana
(ver Teorema 1.30). Como H es un espacio de Banach, J©(0) = 0y J© € C'(H,R),

entonces:

Lema 2.2. Existe «, p > 0 tales ||u||lg = p = J(u) > «

Demostracion. Como f'(0) < A existen € > 0y 0 > 0 tales que:

3 2
F+<€) = / f+<8)d8 < ()\1 - 6)%, Vf S (—(5, 5) (213)
0
como f es sublineal, existen constantes a; > 0y as > 0 tales que, si 7 > 0 entonces
OIS (g + o I = PO, sillz0 (204
— \26n o+l ’ ’ - o

Sea u € H, A; := {x € 2 tal que |u(z)] < 0} y Ay := {x € 2 tal que |u(x)| > d},
usando (2.1.3) y (2.1.4) obtenemos

J+(u):%||u||12q—/A F*(u)dx—/A F* (u)da

1 AL —
> Shelly = 2D [ 2o — P [ jupras
2 2 17 17

(2.1.5)




CAPITULO 2. SOLUCIONES PARA UN PROBLEMA DE DIRICHLET 23

4
Sea 0 < n < N3 De (2.1.5), usando la desigualdad de Poincaré (ver Nota 2.1) y el

Teorema de Encaje de Sobolev (ver 1.25) de H en L*™ existe un C' > 0 tal que

1 (A1 —¢€)
T+ (W) = S llully - ;THUH?{ — CP(,m)|ulF"

(2.1.6)
€
= lulfs (55 = P )

]

Nota 2.1. Sea u € H y ¢; un conjunto ortonormal completo {1, ¢2,...,¢n,...} en
L%. Ya que el conjunto {; }ien es completo en L? y H C L?, entonces existen constantes

N
¢; tales que u =Y o0, cipi. Sea uy = >, ¢;p;, entonces

N
/Q(VUN -Vuy)der = Z \ic? > )\1/ undx.

i=1 2
Como las uy convergen en L*(£2) a u, se tiene

/(Vu -Vu)dr > )\1/ u?du,
0

9]

cuando u = (1, se tiene la igualdad en la anterior ecuacion, por lo tanto ¢ = A\; en la
desigualdad de Poincaré en su forma éptima. De manera analoga se demuestra que si

u € H es ortogonal a {¢1, ps,- -, pr} entonces

| w|13> Ak /QUQda:.

En adelante, los anteriores A; denotaran los valores propios débiles del operador —A,

este conjunto es también conocido como el espectro de —A.

Lema 2.3. Existe u € H tal que

JHa) <0y [laf > p.

Demostracion. Ya que f'(c0) > Aj, dado € > 0 existen M € Ny ay > A, tal que si
t > M entonces f(t) > aut; ademés como f es continua, existe ag tal que

2

M 3
F (¢ = /0 f(t)dt + /M ft)dt > a3z + a4% para £ > 0.
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Ahora como ¢; > 0 (¢1 es la primera funcién propia del operador —A, con condicién

de Dirichlet cero en la frontera 2 por la definicién del funcional J*) para t > 1 se tiene
+ 1 +
J " (te1) = 5 V(ter) - V(ter) — F*(ter) |d
Q

2
5/ IV || dx—a4—/ goldm—a3](2]

como [, ||Vo|*dz = X\ [,, p*dx entonces

t2
JH(tpy) < 5()\1 — a4)/ oidr — as| 92|
Q

como A\ < ay, la anterior desigualdad implica que J*(t¢;) — —o0, cuando t — +00;

haciendo v = tp; para t lo suficientemente grande, se obtiene lo deseado. (Ver [Ral).

O

Ahora verificamos que el funcional J* satisface la condicién de Palais-Smale (ver Defini-

cién 1.17 ).

Lema 2.4. Dada una sucesion {u,}, . en H tal que {J*(u,)}, oy €s acotada y su

: n . -
derivada DJ* (u,) — 0 cuando n — o0, existe una subsucesion {uy, }, . convergente.

Demostracion. Sea {u, tneny € H tal que {J*(ux) bnen es acotada y
DJ*(u,) — 0, cuando n — oo.

Segun la proposicién B-35 en [Ra] basta probar que {u,}.en es acotada para obtener
la condicién (PS). Supéngase, razonando por el absurdo, que {u,},eny no es acotada.
Entonces, existe una subsucesién, que por abuso de notacién llamaremos {uy, }nen, tal
que ||u,||g — +00. Definamos la funcién h : R — R como

h(t) = f'(c0)t, t>0,

F10)t,  t<o.
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Donde h es diferenciable y por tanto continua y, por la definicién de f+

FHE) = h(t) + () (2.1.7)
Como f* y h(t) son continuas, entonces ~(t) también lo es, donde

v(t)

— 0, cuando |t| — +oc. (2.1.8)

DJ* (un)
[fen |

Por hipétesis DJ(u,) — 0, cuando n — oo entonces — 0, cuando

n — oo, de (2.1.2) y (2.1.7) tenemos

L(V(L).Vz} h(un) - (un) ’U)dx L0 Weell (219)

|| unller [lunlla

Basta probar que

/Q( 7 (n) v) dr — 0, Yove H. (2.1.10)

[l

Dado € > 0 pero por (2.1.8), existe My > 0 tal que si |t| > M, entonces

'@

<e. (2.1.11)

Por continuidad de +, existe un [ > 0 tal que

Iy(t)] <1, Vte[-M,, M) (2.1.12)

Sea v € H, teniendo encuenta (2.1.11) y (2.1.12), aplicando la desigualdad de Holder y
el Teorema de Sobolev, vemos que
¥ (un)

/(’Y(Un) v> dcc‘ g/ dx—l—/
o \lunlla |5 Ma tunl<tz | [ tn |z

|wn|>Ma2 |un | <M2

[wnllar (|tn 2
€ )
< ——llunllzellvllzz + —— vl 2|92
|t || [tn| 2

v(un)

[tn] 2

v| dx

v

'7(“71)
[[wnllm

v| dx

(%

(2.1.13)

l Q 1/2
<eClollze + L2 e,
HunHH
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] 22

2|
continuidad de inclusién H — L?*({2) existe tal C.

Dado que ¢ > 0y = C < R entonces eC||v||pz2 — 0 cuando n — oo, por la

||un||gr — oo entonces %HUHH — 0 cuando n — oo, luego se demuestra (2.1.10),

es decir ||uy,||g — 0.

Ahora (2.1.9) y (2.1.10) implican que

/(v( tn ).Vv— () U)dx — 0 YveH. (2.1.14)
7 |[wnlm |[tn | o

Ahora, puesto que {W} es acotada en L? entonces existe una subsucesiéon que con-
n

verge débilmente en H (Ver [Br]); atin més, ya que el encaje H — J?(§2) es compacto,

el teorema (1.23) implica que la convergencia es fuerte en L? nuevamente por abuso de

notaciéon, Supongamos que {HJ:T'H} entonces 3 w € L*(£2) tal que

U el (2.1.15)
[tn] 1
Ahora se demuestra que w # 0. Supéngase que w = 0. Por la definicion de derivada en

sentido de Frechet, luego

e () ) e )

se tiene

1D (un)|

H*
[en]l 2

0 (2.1.16)

~

‘Dﬁ(un) (tn)

[unller Ilunll 4

De (2.1.2) y (2.1.16) tenemos

Unp

[ |

el Ml

DI (uy) () ’ 2 _/(Z[h(un)un+’y(un)un dr — 0. (2.1.17)

" lunll?r— {lunll

Razonando como en (2.1.10) debemos probar

/ tn)in g, (2.1.18)
(9}

[Jun| [
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Siw =0, por (2.1.15) vemos que

n h n n
[ Gl ]| (“”3)@6\
un>0 HU’TL”H un<0 Hun“H

:/un>0|ff(oo)|“ nIIde+Ln<o|f( )||| n” (2.1.19)

2 U2

h(uy) uQ ‘

<

= [f'(c0)]| dz +|f'(0)] o de
w20 | nHH <0 H Un|[5
<ireol|[|| 1o 0
| n||H % I n||H %
Por la ecuacién (2.1.17) se convierte en
y 2
< ‘ — — 0.
[enl e ] 2

Esto es una contradiccion, lo cual demuestra que w # 0 y que w es una soluciéon no
trivial. Usando (2.1.14) y (2.1.15) junto con el Lema de Vainberg’s ( ver [Ra] ) se tiene
que
/ (Vw- Vv —h(w)v)der =0 Yve H.
2

Esto lleva a concluir que w es solucién débil no trivial del problema

Aw+h(w)=0 en 2
(2.1.20)

w=0 en Of)

Dado que h es sublineal, por regularidad de los operadores elipticos ( ver [A] ), se

concluye que w es solucién cldsica de (2.1.20).

Sea {2y := {z € 2 : w(z) < 0}. Entonces por definicién de h,

Aw+ f/(0)w=0 en
w=0 en O
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Dado que f(0) < Ay y el primer valor propio de —A en cualquier subregién de {2 es
mayor o igual a \; ( ver [CH| ), tenemos w = 0 en wy, wy = &. Esto es w > 0 en w.

Dado que w satisface

Aw + f'(c0)w =0 en 2
w=20 en 0?2

Lo cual es un contradiccién porque f/'(oo) > A;. Esta contradiccién muestra que {u, }nen

es acotada. O]

Por consiguiente, por el Teorema del paso de montana ( Ver Teorema (1.30) ) el problema

Au+ f'(u)w=0 en 2
u=20 en 0f2

(2.1.21)

tiene una solucién débil u # 0. Por regularidad de los operadores elipticos ( ver [A]),
u es una solucién clésica de (2.1.21). Similarmente, hemos probado anteriormente que
se puede mostrar que u > 0 en (2. Esto es f*(u) = f(u) en 2, lo cual implica que
J*T = J. Por consiguiente u es punto critico de J© también es punto critico de .J, como

u es solucién al problema (2.1).

Reescribiendo (2.1) como

A(—u) + f_(u) = f+£u)u en (2
u=>0 en 0f?

donde L@ ;— mSO0 L0, mb{/(©0)

G S
f<(8)

para cualquier £ > 0 y si definimos

(0) := {f'(0)}=, estas funciones son continuas en [0, +00). El Principio del Méxi-
mo Fuerte implica que u > 0 en {2. Se ha demostrado la existencia de una soluciéon

positiva u; de (2.1).

La solucién negativa us de (2.1) se prueba de manera similar.
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2.2. Existencia de una tercera solucién

Sea J : H — R una funcional definido por

J(u)z/ﬁ(%WuF—F(u))c&

donde f es continua y sublineal, J € C'(H,R) y

DJ(u)v =< VJ(u),v >= /(Vu -V — f(u)v)dz,Yu,v € H.
Q

Sea V :=< 01,9, , 0 >y X := V. Puesto que H(}:V@X.

Se mostrara que J satisface la hipdtesis del Teorema de punto silla ( se siguen los pasos

del Teoremma (1.31) ).

Basta probar,

J(u) — —oo cuando |ju|| — ||oo; Yu € V. (2.2.22)

Sea u € V. Porque f'(00) € (Mg, Agr1) entonces, existe K € Ry a > \; tal que

F(s) > 352+K;V3 eR.

Entonces
1 1 a
Iw) = ghelly = [ P < Sl — 5 [ oo~ i)
Q Q

Como [[v||> < Ay, [, v*; Vv € V, se obtiene

1 a
< —(1-— )< |jul} - K|9Q|
s < 5 (1= 5 )< k- K19

Porque a > )y, J satisface (2.2.22).

Ahora podemos decir que:

J(z) — oo como ||z]| — oo;Va € X (2.2.23)
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Sea z € X. Porque f/'(00) € (A, Apy1) entonces, existe a; < Apy1 ¥ az € R tal que
ai o
F(s) < 5 + ay; Vs € R.

Entonces
ay

1
J(x) > —H:L'H%{ —3 / x2dx — as|Q.
Q

Como ||z]|* > Mgy J, 2% Vo € X, se obtiene

>—(1- — as|€)|.
1) 2 (1= 52 el - aafl

Porque a; < Agi1, J satisface (2.2.23)

De manera similar, una prueba del Lema 2.4, se puede hacer usando que J satisface la

Condicién de Palais-Smale ( ver Definicién (1.17)).

Por consiguiente, el funcional J satisface la hipdtesis del Teorema del punto silla. Ahora,
por el Lema (1.32), si el conjunto de puntos criticos de J es discreto, y todos son no
degenerados, es decir D?J(u,) es invertible, entonces existe un punto critico uz con

indice de Morse igual a dimV =k > 2.

Se mostré anteriormente que J tiene una solucién u; positiva y una solucién uy negativa,
y son dos puntos criticos, no degenerados de indice de Morse menor igual que 1; esto

muestra que ug # u; y uz # us. Dando por terminada la prueba del Teorema 2.1. B
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