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Titulo en espanol

Clases de Fraissé, Construcciones de Hrushovski y Algunas Aplicaciones de la Teoria
de Ramsey.

Title in English
Fraissé Class, Hrushovski Construction and some applications of Ramsey Theory

Resumen: En este trabajo estudiamos la dindmica de las clases de Fraissé, algu-
nos ejemplos, el comportamiento del grupo de automorfismos de su limite, algunas
aplicaciones de la propiedad de Ramsey sobre estas clases y el traslado de uno de
dichos resultados a el caso de las construcciones de Hrushovski.

En la parte inicial nos centramos en el trabajo sobre las clases de Fraissé y dos
importantes resultados obtenidos en dos contextos diferentes (estabilidad y dinami-
cas topologicas), en los cuales cada autor emplea la comprobacion de la propiedad
de Ramsey sobre algunas clases de Fraissé, como herramienta para verificar las pro-
piedades que busca. También revisamos el comportamiento de la clase de los nudos
suaves, para visualizar su comportamiento analogo al de una clase de Fraissé.

En la segunda parte, hacemos una breve introducciéon a las Construcciones de Hrus-
hovski, una herramienta relativamente nueva que ha permitido la resoluciéon de im-
portantes conjeturas e interrogantes matematicos. La idea es revisar estas construc-
ciones como una generalizacion de las clases de Fraissé y asi, trasladar el resultado
obtenido en el grupo de automorfismos del limite de Fraissé, a el grupo de automor-
fismos de la estructura genérica asociada a la construccion de Hrushovski, y como
veremos se logra de manera natural, eligiendo el lenguaje apropiadao y haciendo
una reformulacion de los diferentes conceptos y relaciones en términos de la “ con-
tenencia fuerte” definida sobre la construccion.

Abstract: We study the main features of dynamic of Fraissé Class, some examples,
the behavior of Automorphism group of their limits, some applications of Ramsey
property on these classes, and the moving of one of these results to Hrushovski
Construction case.

At the beginning, we work on Fraissé Classes and on two important properties,
which were gotten in different mathematic contexts (stability and topological dy-
namics), where authors proves Ramsey property on different Fraissé Classes to get
another results looking for them. We review the class ok knots and its similar beha-
vior as a Fraissé Class.

Finally, we do a brief introduction to Hrushovski constructions, which is an inno-
vative tool used to solve important conjectures and questions. The aim is to review
these constructions as a generalization of Fraissé Class and on this way to transfer



gotten result for Group of automorphisms of the Fraissé Limit to the group of au-
tomorphisms of the generic structure associated to this new class, and we will be
able to realize how you can get it on natural way, choosing suitable language and
rewriting the concepts, relations and properties such as Ramsey, with respect to the
“strong subset relation” which was defined on Hrushovski construction.

Palabras clave: Teoria de Ramsey, Clases de Fraissé, Construcciones de Hrus-
hovski, Extremadamente Llevadero, Teoria de Nudos, Enlaces, Estructura genérica,
Propiedad de Modelacion, Grupo topologico, Grupo de automorfismos, Homeomorp-
hismos.

Keywords: Ramsey Theory, Fraissé Classes, Hrushovski Constructions, Extremely
Amenable, Knot Theory, Links, Generic structure, Modeling property, Topological
group, Automorphism group, Homeomorphisms.
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Introduccion

La teoria de Ramsey, se ha convertido en una importante herramienta en dife-
rentes ambitos matematicos, ya que debido a su gran versatilidad se puede aplicar
sobre entes matematicos de naturaleza diversa (grupos topologicos, clases de Fraissé,
ordinales, etc.).

Es el caso de Kechris, Pestov y Todorcevic, quienes en 2005 lograron interrelacio-
nar una propiedad de dinamicas topologicas (ser grupo “extremadamente llevadero”)
con la teoria de Ramsey. Se dice que un grupo topologico G es extremadamente lleva-
dero, si todo G-flujo X (accion continua de grupo de G sobre X) tiene un punto fijo.
Probar esta propiedad tan solo con la definicién no es tarea sencilla. Al enfrentarse
con el problema de determinar si ciertos grupos de autormofismos eran extremada-
mente llevaderos, los tres autores implementaron el uso de dos nuevas herramientas
para facilitar su investigacion: la primera se refiere a la teoria de Fraissé de clases
de amalgamacion y estructuras ultrahomogéneas y la segunda es el uso de la teoria
de Ramsey aplicada a clases. El objetivo, es probar, bajo hipotesis adecuadas y un
lenguaje finito relacional que contenga una relacion de orden “ <7, que el grupo de
automorfismos de una estructura M es extremadamente llevadero si y so6lo si dicho
modelo es el limite de una clase de Fraissé de orden. De hecho el camino seguido en
su articulo, esta construido sobre una serie de equivalencias que logran hilvanar una
importante propiedad topologica (extrem. llevadero) con el estudio de las clases de
Fraissé.

Por otra parte, y siguiendo el estudio de aplicaciones de la teoria de Ramsey,
encontramos el trabajo de Lynn Scow, quien en su tesis doctoral, generaliz6 la ca-
racterizacion que se tenia para estructuras estables: una teoria T es estable si y solo
st toda sucesion de indiscernibles de un modelo de T es conjunto indiscernible. Scow
introduce una nueva definicion de indiscernibles (generalizados), y demuestra que
una teoria T cumple NIP (en particular las estables) si y solo si los indiscernibles
“generalizados” en cualquier modelo de 7' resultan ser sucesiones de indiscernibles.
En este caso, a diferencia del anterior resultado la caracterizacion principal no esta
formulada en términos de la teoria de Ramsey; sin embargo, ésta desempena un rol
primordial en la prueba del teorema en cuestion, al actuar como eslabon en la tran-
sicion de NIP a indiscernibles. En otras palabras, antes de llegar al resultado final,

ITI



INTRODUCCION v

Lynn Scow demuestra que una clase de orden K es de Ramsey si y solo si en todo
modelo de la teoria comin de las estruturas de K, cuya edad contenga la clase ini-
cial, los indiscernibles generalizados tienen la propiedad de modelacion, entendiendo
la propiedad de modelacion a grandes rasgos como la posibilidad de encontrar in-
discernibles en un modelo que sean “localmente equivalentes” a un conjunto de
parametros dados (escogidos en el modelo). En ese caso se dice que el conjunto de
indiscernibles estd basado sobre el de los parametros. Cabe resaltar que para poder
probar la equivalencia anterior, se requiere agregar ciertas hipotesis sobre el lenguaje
(finitamente relacional, que contenga una relacion de orden,...) y el comportamiento
de K (JEP, HP,...). Como se puede ver, Lynn Scow consigue relacionar la estabilidad
generalizada (teoria de modelos) y la teoria de Ramsey.

Ya que los dos resultados anteriormente mencionados son actuales, permiten vi-
sualizar la importancia y el enfoque que hoy en dia se le estd dando a la teoria
de Ramsey. De hecho, observando el trabajo de Kechris, Pestov y Todorcevic sobre
clases de Fraissé, aparece de forma natural, el preguntarse sobre el comportamien-
to del grupo de automorfismos del modelo genérico asociado a una construccion
de Hrushovski, ya que ésta resulta ser una generalizacion del concepto de clase de
Fraissé. Sin embargo, se debe tener cuidado a la hora de trasladar los resultados, ya
que varios conceptos bésicos cambian drasticamente de uno a otro, como el de ser
subestructura. En las construcciones de Hrushovski, se introduce una contenencia
“fuerte”, que elimina las contenencias que no cumplan ciertas condiciones de dimen-
sion, la cual se define a partir de una relacion ternaria que se define adicionalmente
sobre los elementos de la clase tratada.

A continuacién, veremos una exposicion de los resultados anteriormente mencio-
nados. En el primer capitulo se hara una revision de la definicion y algunos ejemplos
de las Clases de Fraissé, ademéas del particular caso de la clase de los enlaces en
teoria de nudos, la cual preserva las propiedades de una clase de Fraissé, pero que
ante la dificultad de establecer cual es el lenguaje de primer orden apropiado para
tratar esta clase, no sé puede decir qué es una clase de Fraissé a cabalidad (Ver
interrogantes y trabajo futuro).

En el segundo capitulo, retomamos la nocién de Clases de Ramsey y en un
gran teorema (Ver teorema principal, cap. 2), aunamos la caraterizacion para clases
de Ramsey encontrada por Kechris, Pestov y Todorcevic en términos de que el
grupo de automorfismos del limite de Fraissé sea extremadamente llevadero, con
la equivalencia trabajada por Lynn Scow, también para Clases de Ramsey pero
en términos de la propiedad de modelacion para indiscernibles generalizados. El
resultado de Lynn Scow que exponemos en dicho teorema no es el resultado principal
de [L.S09], sin embargo es una herramienta importante empleada por la autora para
llegar a la conclusion que una teoria es NIP siy solo si los indiscernibles generalizados
(Ver 2.1.) son sucesion de indiscernibles. La exposicion de este tltimo resultado al
no ser fundamental para el desarrollo del siguiente trabajo, la podemos encontrar
en el apéndice.
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Finalmente, en el tercer capitulo, hacemos un breve recuento de las Construccio-
nes de Hrushovski y sus principales propiedades, basandonos en [Hru93] y asi intro-
ducir el resultado original obtenido en el capitulo 4, en el cual logramos, haciendo
un re ajuste del lenguaje y de las relaciones definidas en el capitulo 2 en términos
de las construcciones de Hrushovski, mostrar que el grupo de automorfismos de la
estructura genérica asociada a la construccion de Hrushovski es extremadamente
llevadero.



CAPITULO 1

Clases de Fraissé

La construccion de estructuras contables ha ocupado gran parte de la investi-
gacion matematica. El porqué se encuentra en la particularidad que tienen estas
estructuras de poder ser contruidas a partir de cadenas enumerables de estructuras
finitas. Surgen asi las construcciones de Fraissé, un ingenioso método desarrollado
por Roland Fraissé para garantizar la existencia y unicidad de la estructura limite
de ciertas clases de estructuras finitas, que cumplieran propiedades que indicaremos
més adelante. Dichas clases son las que se conocen como Clases de Fraissé, y su
estudio ha permitido la obtencién de importantes resultdos, como la visualizacion
de la clase de los 6rdenes finitos como un conjunto de aproximaciones a el orden
de los racionales, y Fraissé decribe como a partir de ellos construir el 6rden de los
racionales como una estructura enumerable limite de la clase mencionada. Asi como
el ejemplo descrito, existen muchos otros casos en los que se puede utilizar éstas
construcciones, y es por ésto que su estudio resulta tan relevante.

A continuacion, precisaremos algunas nociones basicas sobre la teoria de Fraissé.

Un lenguagje es una coleccion contable L = {R;}ier U {f;};es de simbolos de
relacion y funcion cada uno con una aridad (un entero que indica el nimero de
argumentos en los cuales esté definida la relacion o la funcion). Una L-estructura es
un objeto de la forma:

A:(A= {Rl};Ae]? {fj ?EJ)
donde A es un conjunto no vacio, llamado el universo de A, es decir:

e RA C A" donde n(i) es la aridad de R;.
o fA:A™0) — A donde m(j) es la aridad de f;.

e Cuando m; =0, f# es un elemento distinguido de A (una constante).

1



CAPITULO 1. CLASES DE FRAISSE 2

Dadas dos L-estruturas A, B, un homomorfismo entre ellas es una aplicacion:
m: A — B tal que:

R RP oy w(fMar, e amy)) = [P(r(a1), o m(ame)))

Si el homomorfismo es inyectivo se llama monomorfismo o inmersion, y si es
sobreyectivo se dice epimorfismo. Cuando es inyectivo y sobreyectivo a la vez es un
1somorfismo y si A=B se denomina automorfismo.

Definiciéon 1. Tenemos las siguientes definiciones

a. Una estructura A se dice ultrahomogénea si todo isomorfismo entre subestructu-
ras finitamente generadas de A se puede extender a un automorfismo de A.

b. La edad de A, age(A) es la coleccion de todas las estructuras finitamente gene-
radas inmersas en A.

Observacion 1. La clase K = age(A) es no vacia y si A es ultrahomogénea

satisface las siguientes propiedades:

1. Es hereditaria (HP): Si B € K y C es una estructura
finitamente generada inmersa en B entonces C' € K.

2. (JEP):Si B,C € K, existe D € K tal que B,C
estan inmersas en D.

3. Amalagamacion (AP): Si B,C,D e K y f: B — C,
g : B — D son inmersiones, entonces existe E € IC

e inmersionesr: C — FE, g: D — FE tales que ro f =sog.

1.1. Existencia y Unicidad del limite de Fraissé:

Dado L y K una clase de estructuras para L, finitamente generadas. Si IC es no
vacia, contable (contables no isomorfos) y que satisface HP, JEP y AP. Entonces
existe una tnica estructura A (salvo isomorfismo), contable, ultrahomogénea tal que

K = age(A).
Dicha estructura es el limite de Fraissé de K. A = Flim(K).

Demostracion. Ver Hodges |Hod93|, cap. 7.1.
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Para concluir esta seccion, enunciaremos la siguiente definicion:

Definicién 2. Dado L algin lenguaje

e Una clase de Fraissé en L es una clase de estructuras finitas de L, contable y
que satisface HP, JEP y AP.

e Una estructura de Fraissé en L es una estructura contable la cual es localmen-
te finita y ultrahomogénea. (Localmente finita = subestructuras finitamente
generadas son finitas).

Sea U una clase de L-estructuras (para algun L) finitamente generadas. Si ademas
{<} C L, tal que todas las estructuras de U son linealmente ordenadas por

“ <7, entonces U se denomina una clase de orden.

Ejemplo 1. Algunos ejemplos de clases de Fraissé son:

e Grafos:

Sea Lo = FE y L = FE, <, Ry E una relacion binaria. Una estructura Ag =
(Ag, EA) es un grafo si la relacion es simétrica y antirefleriva. Un grafo orde-
nado es A = (Ag, <A°) donde Ag es un grafo. Tenemos las siguientes clases
de Fraissé de grafos finitos (Ver [A.H94)):

1. GR= todos los grafo finitos.

2. ¥n=3,4,5...., Forb(K,)= la clase de todos los grafos finitos que omiten
K, el grafo completo de n vértices.

3. EQ = la clase de relaciones de equivalencia finitas. (Quitando en cada
uno de ellas la diagonal, es decir las parejas (,x), para que sean grafos).

4. EQ, = la clase de todos las relaciones de equivalencia finitas con a lo
mas n clases.

5. EQ.* = la clase de relaciones de equivalencia finitas, tal que sus clases
tienen a lo mds n elementos.

e Los espacios vectoriales Ny - dimensionales sobre un cuerpo finito. (Ver[S.T73)).

1.2. Clase de los enlaces - Teoria de nudos: Una Apro-
ximacion Categorica

Por un nudo parametrizado se entiende un encaje o inmersion suave (C'*; inyec-
tiva y cuyo diferencial nunca se anula) de S' en R3.
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Ejemplo 2. El nudo mds sencillo es representado por el circulo plano x = cost,
y=sent yz=0.

Z 8 ;L"

| x

Definicién 3. 1. Una familia suave de isotopias se refiere a una transformacion
suave F : St x I — R3 donde I C R es un intervalo. Para cada valor fijo de
I, obtenemos una transformacion f, : St — R3.

2. Una isotopia suave de un nudo f : S* — R3, es una familia suave de nudos
fu, donde u € R y existe algun real a tal que f, = f.

3. Dos nudos parametrizados se dicen ambiente equivalentes si existe un diagra-
ma conmutativo

Sl 4f>R3
of v
! 9 R3
donde ¢ y 1 son difeomorfismos que preservan la orientacion.

4. Dos nudos parametrizados se dicen ambiente isotdpicos, si existe una familia
suave de difeomorfismos ¢, : R — R3 tal que 1o =id y ;0o f = g.

En esta seccion nos limitaremos a los nudos suaves, por lo tanto asumiremos que
dos nudos son equivalentes si son ambiente equivalentes o ambiente isotopicos. Se
dice que un nudo es trivial si es equivalente al circulo plano.

Una vez establecida la equivalencia entre nudos, no es dificil verificar que ésta
es una relacion de equivalencia, y por lo tanto cuando se habla de un nudo, se esta
considerando toda la clase de equivalencia del mismo.

S &3

~

Figura 1.1: Nudos Triviales - Tomado de [JM11]
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Pero los nudos son un caso particular de los enlaces. Un enlace es una inmersion
suave de S' U ... U S' en R3, donde S* U ... U S! representa la uniéon disyunta de
varios circulos. Para hablar de la equivalencia entre enlaces, se utiliza una definicion
totalmente analoga a la ya establecida en nudos, en otras palabras, decimos que dos
enlaces son equivalentes si existe un homeomorfismo de R? que envia la imagen del
primer enlace en la del segundo.

Un nudo se describira generalmente por medio de su diagrama, que representa
su proyeccion sobre el plano, destacando en cada cruce la diferencia entre el tramo
que estd encima y el que estd debajo (marcado con una interrupcion).

Es posible que al proyectar dos nudos diferentes en determinada direcciéon, se
pierda informacion y se obtenga la misma proyeccion. Para evitar este inconve-
niente se trabaja con las proyecciones requlares, que contienen toda la informacion
necesaria, para diferenciar un nudo de otro.

Pero el mismo nudo admitird distintas representaciones en forma de diagrama,
asi que se tendran diferentes diagramas equivalentes entre si. Entonces el problema
radica ahora en determinar cuando dos diagramas representan un mismo nudo.

Una forma practica de verificar la equivalencia entre dos diagramas planos regu-
lares, es utilizando los movimientos de Reidemeister:

Teorema 1 (Movimientos de Reidemeister). Dos diagramas planos requlares repre-
sentan un mismo nudo si se puede transformar uno en el otro por una secuencia de
1sotopias de ambiente del plano y secuencias de movimientos locales de los siguientes
tres tipos:

Q4 Qo Q3

Entonces para verificar equivalencia entre nudos, el problema se reduce a deter-
minar la equivalencia entre sus diagramas planos. Analogamente, se puede hablar
de diagramas planos que representen los enlaces y la forma de definir la equivalen-
cia entre ellos a partir de los movimientos de Reidemeister aplicados a los nudos
componentes del enlace.

Al igual que en los nudos, cuando hablemos de un enlace, nos estaremos refi-
riendo a la clase de equivalencia del enlace considerado. Ahora la idea es verificar
que definiendo una suma de enlaces y una relaciéon de “sub-enlace” apropiadas, el
conjunto de los enlaces suaves resulta ser clase de Fraissé.

Definiciéon 4. La forma natural de sumar dos enlaces es uniéndolos de la siguiente
forma:
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. gl 1 3
f . S(l) I_]c-c I_]S(n) %]R

+ = fH+g:SpHU.US,US, U USE =R

zi,y) sil<i<n
:SE o uLust — R3 T, y) = [+ g(xi,y) = /
G (rbm) @03) = f + 6(@3 1) g(riy:) sin+1<i<n

y se denota como Ky + Ks, donde Ki y Ky son los enlaces a sumar.

Para poder visualizar los enlaces como clase de Fraissé, el conjunto se debe dotar
)
de una relacion de “sub — enlace”:

Definiciéon 5. Sean g y f enlaces, f : S(ll)l_l...uS(ln) —R3yg: S(ll)l_l...l_JS(lm) — R3,
entonces diremos que [ es sub-enlace de g, f < g si:

I.n<m

2. Eziste un auto-homeomorfismo de R®, H, tal que H(Img(f)) C Im(g).

Una vez introducidas estas definiciones, la idea es utilizarlas para revisar que
la clase presenta un comportamiento similar a las clases de Fraissé. Si no la cata-
logamos como tal, es por la dificultad que representa establecer especificamente el
lenguaje y sus subestructuras. Por lo tanto le daremos un tratamiento més cate-
gorico y trabajaremos con una Categoria de Fraissé ([Kub08]), cuyos objetos seran
claramente los diferentes enlaces, y sus morfismos los homeomorfismos de ambiente.

Sea IC la clase de los enlaces suaves:

1. Es Hereditaria (HP): Si f € K (es decir f : S'U...UST — R? inmersion suave)
y sea g un sub-enlace de f, entoces g € K. Claramente se tiene por la definicion
de sub-enlace. Esta propiedad normalmente no se revisa en categorias, ya que
se asume que todos los objetos con los que se esta trabajando forman parte de
la categoria.

2. Es (JEP): Si f,g € K, existe h € K tal que f,g < h. Para comprobar
este punto, dados los enlaces f y ¢, basta con encontrar h que cumpla el
requerimiento dado. Entonces sea h := f + g, es decir, la suma de los dos
enlaces dados. No es dificil verificar que en efecto, los enlaces f y g son sub-
enlaces de h. (El auto-homeomorfismo necesario es la identidad).

3. Es clase de Amalgamaciéon (AP): Si f,g,he Ky A: f—g,
B : f — h son inmersiones, entonces existe j € IC

e inmersiones R: h — 7, S : g — j tales que Ro A= S0 B.
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Para demostrar esta parte en la clase de los enlaces, primero debemos inter-
pretar el enunciado en dicho entorno. Entonces la pregunta seria ;qué significa
una inmersion de un enlace en otro?, pues como lo referimos renglones atras,
una inmersion es una inyeccion continua cuya inversa restringida a su imagen
también resulta continua, y como es entre enlaces, las inmersiones se trazan
sobre sus imagenes (subconjuntos de R?). De hecho esta definicion de inmer-
sion, es exactamente la que se convino como ser “sub — enlace”. Entonces la
afirmacion de que A y B son inmersiones, traduce en que f < hy f < g.
Ahora para determinar quiénes son R, S y j, los cuales hacen que el anterior
diagrama conmute, basta hacer j := h + g; claramente h < j y g < j. Ahora
para determinar R y S, podemos tomar la inmersién natural de h y g en el
enlace j que representa su suma, es decir, R, S :==.

Para verificar el adecuado funcionamiento de las escogencias hechas para R, S
y j, basta ver que Ro A(f) = S o B(f), pero en esta notacion se debe tener
cuidado con el significado ya que estamos hablando de igualdad entre enlaces y
como vimos al principio de la seccion, cada vez que hablamos de un enlace, en
realidad estamos considerando toda su clase de equivalencia, luego dos enlaces
seran iguales siempre y cuando sus imagenes sean homeomorfas, y para este
caso particular, como A, B, R y S, denotan homeomorfismos (considerando
cada funcion restringida a su imagen, para poder hablar de inversa), sus res-
pectivas compuestas son también homeomorfismos, entonces obtenemos que
en efecto los enlaces Ro A(f) y So B(f) son homeomofismos que transforman

a fenj.

De las anteriores obsevaciones concluimos que K, es una clase cuyo comporta-
miento es andlogo al de las clases de Fraissé, teniendo en cuenta que implicitamente
cuando decimos que dos enlaces son iguales, nos estamos refiriendo a que son equi-
valentes (ya que rigurosamente hablando, cuando tomamos un enlace, no lo estamos
considerando individualmente, sino a toda su clase de equivalencia) y la contenencia
tradicional considerada en las clases de Fraissé, es en este caso reemplazada por
la relacion de sub-enlace arriba establecida. Por lo tanto (Ver existencia del limite
de Fraissé, cap. 2), surge la pregunta de como seria un limite para nuestra clase.
Seria como una especie de “enlace de Fraissé”. La idea para su visualizacion es la
siguiente:

1. Sea Ly = .... X L,.... sucesion de enlaces que cumple la siguiente condicion: si
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algin enlace L cumple que existe ¢ tal que existe una inmersion f : L — L;
para algun 7 < w, entonces existe j > 4 y una inmersiéon g : B — L; que
extiende a f. Esta sucesion se contruye por amalgamacion:

Sea P = {(A,B) : A< B y A B € K}. Supongamos que P, tiene un
representante por cada tipo de isomorfismo de estos pares, y sea 7 : wXw — w
una biyeccion, tal que (i, j) > i, Vi, j. Ahora sea Lo € K, y la idea es construir
la sucesion por inducciéon. Supongamos que ya tenemos Ly, y consideremos
la lista ((fxj, Akj, Brj) + J < w) de triplas (f, A, B), tal que (A,B) € Py
f A — L. Construimos Lj,; por amalgamacion, ya que si 7(i,5) = k,
entonces f; ; : A;j; — Lyj se puede extender a una inmersion de B;; en Ljyq.

Lo --» Ly - Ly --» Lgn
T T T T
Aw — Boo -+ Aij — By

2. Tomamos la clase de todas las sucesiones contables de enlaces, y la partimos
segun la siguiente relacion de equivalencia: Ly < .... < L,.... es equivalente a
Ly...L, = ... si Vidj tal que L] < L;.

3. Lo que entenderemos como “enlace de Fraissé” sera la clase de equivalencia
por la relacion (2), de la sucesion construida en (1).

El nuevo objeto construido, en cierta forma, acumula dentro de si toda la in-
formacion basica de la clase de los enlaces, ajustandose asi a la nocién intuitiva de
un limite. Sin embargo, no se debe perder de vista que el objeto obtenido no es de
la naturaleza de los enlaces, es decir, no es como se podria pensar, un gran enlace
que sumergiera elementalmente todos los enlaces finitos. Queda el interrogante de
si es posible encontrar un limite de Fraissé a nuestra clase, de hecho atin no existe
explicitamente una teoria de los enlaces escrita en logica de primer orden con un
lenguaje apropiado que nos permitiera afirmar que en efecto nuestra clase es una
clase de Fraissé.

Para terminar esta seccion, haremos el siguiente comentario. La clase que utili-
zamos en el presente ejemplo solo contemplaba los enlaces suaves, asumiéndolos no
orientados, es decir aquellos representados por funciones suaves, para evitar compli-
caciones con la orientacion o las equivalencias entre enlaces.



CAPITULO 2

Clases de Ramsey

2.1. Nociones Basicas

Sea A, B L-estructuras para L algtin lenguaje.

1. A < B denota que en B existe una copia isomorfa de A.

2. Si A < B, se define:
B ~
(A):{AvogB Yy A():A}

3. (Notacion de Erdés-Rado) Para A < B < C, k = 2,3, ..., se dice que C' — (B)f

si para toda coloracion c : ( i ) — {1, ...k}, existe By € ( g ) tal que
L By .
para algin i € {1,....,k}, ¢ | 4 )=

4. Sea K una clase de estructuras finitas en un lenguaje L. Se dice que K es una
clase de Ramsey si para cualesquiera A < B en K y para todo k = 2,3, ...,
existe C' € K tal que C — (B),?. Utilizando induccion, esta propiedad es
equivalente al mismo enunciado pero con k = 2.

Algunos ejemplos de clases de Ramsey son:

Ejemplo 3. 1. EQ1, la clase de relaciones de equivalencia con 1 sola clase es
clase de Ramsey.

Demostracion. Por el teorema clasico de Ramsey. Ver [Hod93]. O
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2. GR, Forb(K,),n = 3,4,... y EQ definidas como en el ejemplo 1 del capitulo
1, son clases de Ramsey.

Demostracion. Demostrado por Nesettil y Rodl. Ver [J.N77]. O

El objetivo de esta seccién es analizar algunas de las propiedades de las cla-
ses de Ramsey, desde diferentes dmbitos matematicos. En un primer contexto, se
estudiaran dichas clases en relacion al hallazgo y comportamiento de indiscernibles
generalizados en modelos indexados por una estructura que satisfaga la teorfa comun
de la clase estudiada. En un segundo momento, y bajo hipotesis adecuadas sobre la
clase inicial (para garantizar que la clase sea de Fraissé), el contexto se desplazara
hacia la topologia y se encontrard una caracterizacion de ser clase de Ramsey en
términos del cumplimiento de una propiedad topoldgica por parte de los grupos de
automorfismos del limite de Fraissé de la clase. Antes de definir y describir rigurosa-
mente los elementos de cada uno de los ambientes, veamos el enunciado del teorema
alrededor del cual gira el desarrollo de esta seccion:

Teorema 2 (Teorema Principal). [Kechris, Pestov, Todorcevic, Scow|
Sea:
e L un lenguaje arbitrario

e L' un lenguaje finito relacional que contiene un simbolo de relacion binaria
para orden <

e U una clase de orden de L'— estructuras finitas, que cumple JEP y HP.

o 1" la L teoria comin de las estructuras de U.
Entonces se tiene la siguiente equivalencia:

1. U es clase de Ramsey.

2. Para todo I =T, tal que age(I) = U, y para todo A, B,k con A< BeUy
A

k € w, se cumple I — (B),..
3. Para todo I =T’ tal que age(I) D U, I— indiscernibles tienen la propiedad
de modelacion.

4. U es clase de Fraissé y Aut(A) es un grupo extremadamente llevadero, donde

A = Flim(U).

La demostracion de este teorema implica el uso de dos resultados fundamentales:
1< 2y 1< 3comoen [?]yenfocado a la caracterizacion de ciertas propiedades
modelo-teoricas; y 1 < 4 debido a Pestov, Todorcevic y Kechris [AK76], cuyo ob-
jetivo fue caracterizar una propiedad de dinamicas topologicas (el ser un grupo
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extremadamente llevadero) en términos de la teoria de Ramsey. En las siguientes
subsecciones se esclareceran la notacion y las definiciones pertinentes para entender
el sentido de las equivalencias a probar.

Observacion 2. Antes de ésto revisaremos la caracterizacion mds sencilla 1 < 2:

Demostracion. Claramente 1 = 2; faltaria ver 1 < 2. Para esto supongamos que
se tiene (2) y no (1), es decir, existen A,B € U y k € w y para todo C € U,

existe una coloracion f¢ : ( i > —{1,...,k} t.q. para todo B’ € < g ), fc no es

!/

B
A ) Sea ||A|| = m y sean:

monocromatico sobre <

e (C,: o <w) una enumeracion de las estructuras de U con cardinalidad > k,
una por cada tipo de automorfismo. (es contable porque el lenguaje es finito
relacional).

e Para cada n € w, (C}':i < s,) es una enumeracion de las estructuras de U
de tamano n, de tal forma que C! esta inmerso en todo C, para a > [3(n,1)
donde 3 (n,i) es algun natural fijo para i y n.

o LT =L U{co,c1,.,cr} U{f(x1,.sxm)}
Se expande cada C, a L™:

e Las ¢; se interpretan en cada C, como elementos distintos.

o fCa(a)= {Cfc(a) st

Co e.o.c

I

A

Sea D un ultrafiltro que extiende el filtro de cofinitos en w y sea U = Il,,Cs/D.
Como cada elemento de U es de la forma C}' y dado que el lenguaje es finito rela-
cional, podemos representar el tipo de cada estructura de éstas, como una férmula
3z¢(z). Dado que Yoo > [ (n,i), CI estéd inmerso en C,, entonces por el teorema
de L.0$, U |= FT¢T entonces hay una copia isomorfa a C* contenida en U; en otras
palabras, U C age (U), lo cual implica U = age (U) (ver mas adelante Lema 1 de
la seccion 2.2, demostracion “=") y ya que cada C, = T', U =T’ ; adicionalmente
como en cada C, existe una interpretacion para f existe una coloracion sobre U a
partir de f. Por hipotesis (2), existe B’ € U isomorfo a B y homogéneo con respecto
a la coloracion inducida, es decir existe kg € {1, ..., k} t.q.

U3y | ps (@) A N pa(@) = f(@) =
T € p(y)
lg(z) =m
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Usando £03, el conjunto de los « tales que C, satisface la sentencia de arriba,
pertenece a D luego es no vacio. Sea C,, alguno de los que la cumplen, luego existe

/
B' € < CAaO ) tal que f€o {( i )} = Cr,, luego fc(a) = ko para todo a €
(i > (—=+¢). —

2.2. La propiedad de modelacién y clases de Ramsey
(1<3)

La idea en esta seccion, es probar la equivalencia 1<3 del teorema 1 arriba
enunciado. Este resultado fue obtenido por Lynn Scow, y lo que proporciona es
una caracterizacion de las clases de Ramsey en términos de si los indiscernibles
generalizados (Ver definicion 6) en los modelos de la teorfa comun de la clase tomada,
tienen la propiedad de modelaciéon 6 no. En esta primera parte, se trabajara con dos
lenguajes L y L. Como la idea es emplear indiscernibles, supongamos que se tiene
una L'-teoria de indices que llamaremos 7" y una L— teoria indexada 7', tal que para
toda I = T', L’-estructura de indices y para toda M |= T, L-estructura indexada,
existe una funcion f: I — M tal que f (i) = a; (en otras palabras I indexa a M).

Con estas hipotesis se introducen las siguientes definiciones y notaciones.

1. Dada i una tupla de I, ¢ftp’ (i) denota el conjunto de las L'— formulas libres
de cuantificadores satisfechas por la tupla i en [.

2. Dadas dos L'—estructuras A, B una aplicacion f : A — B es una L' —
inmersion si es inyectiva y para toda relacion R € L', R4 (a) +» RZ (f (a)).

3. Dado un L—modelo M:

(a) |M| denota su dominio y || M]|| la cardinalidad de |M|.

(b) @; denota la tupla en M, (a;,,a;,,...,a;,) donde i = (iy,is, ...,4,) es una
tupla de I.

(c) Dada a; € M, tp™ (@) es el conjunto de todas las L—férmulas satisfechas
por a; en M.

(d) I es un modelo gf-débilmente saturado de T', si I realiza todos los qf-
tipos consistentes con T”. Por qf-tipos entendemos los tipos libres de
cuantificadores.

(e) 1" es una teoria ¢f-Rg-categdrica, si para todo n € N existe solo un nimero
finito de tipos qf-n-tipos (es decir qf-tipos en n variables) consistentes con
T
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MET L

IET

Figura 2.1: Esquema modelos indexados

Observacion 3. Si L' es finito relacional, toda L'— teoria T'es qf-Ro-categorica.
Y st ademds la teoria es completa, por el teorema de Engeler, Ryll- Nardzewski y
Svenonius, para todo n € w, los tipos de S,(T') son aislados.

Definicién 6. 1. Sea L, = {R, <} y por T, entendemos la teoria de grafos simé-
tricos sin ciclos (R es antirreflexiva y simétrica) y linealmente ordenados por
una relacion binaria <. Para abreviar la notacion, estos grafos son llamados
grafos ordenados.

2. Un tipo grafo-ordenado completo es un qf-tipo (flas sin cuantificadores) con-
sistente con T, completo para el qf-lenguage.

3. Un tipo R-completo es un qf-tipo consistente con T, completo para Ly [(gy.

4. Un tipo orden-completo es un gf-tipo consistente con T, completo para Ly [¢.
item (Indiscernibles Generalizados) Sea M wuna L— estructura y I una L'-
estructura. (a; 21 € 1) C M es I-indiscernible en M, si Vn € N

qfth (11, ey ip) = qfth (J1yeeey Jin) = tpM (@iyy ey ag,) = tpM (aj,,...,a;,)

No es dificil observar que esta definicion de indiscernibles generalizados contiene
a la de conjuntos y sucesiones de indiscernibles: el primer tipo se tiene cuando L' = ()
y el segundo cuando L' = {<}. En la mayor parte de este trabajo, el lenguaje para
los modelos de indices sera L, = {R, <}, y alos I - indiscernibles para I modelo de
T, se le conoce usualmente como L, — indiscernibles . Asi como existen sucesiones
de indiscernibles que no son conjuntos de indiscernibles existen L,— indiscernibles
que nos son sucesiones de indiscernibles u orden-indiscernibles.

Ejemplo 4. Sea A := (Q, <) y recordemos que L, = {R,<}. Para la relacion de
grafo definamos una relacion binaria por extension, asi R4 = {(1,3),(3,1)} la cual
es claramente simétrica, sin ciclos y trivialmente antirefleziva. Ahora supongamos
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a y b tuplas de A tales que a =¢ b (es decir qftpfg (a) = qftpfg (b) ) y dada
¢ € A veamos que existe d € A tal que ac =, bd (para asi usando un criterio,
afirmar que Thy,(A) tiene eliminacion de cuantificadores). Si (1,3) C a entonces
se tiene a = R?, por hipdtesis, (1,3) C b ¢ (3,1) C b y dadas cualesquiera c,d
tuplas no vacias, ac = R y bd |= R*; pero si a,b ¥ R y aiin ac ¥ R*, entonces
{frmlo]——,3} € a,b,c. Ya que Thyy(A) tiene QE entonces existe d € A tal que
qftpf‘<} (ac) = qftp’f‘<} (bd) y {frmlo]——,3} € a,b,c,d, de donde se deduce que

ab =q cd.
Ahora tomemos I =N, M = A,y B={a; :a; =1 y i€ I} C M. B es
I —indiscernible, ya que Thy,(A) elimina cuantificadores luego

aftp" (i) = aftr’ (j) & tp™ (i) = o™ (§) = tp™ (@) = tp™ (a;)

Pero no es sucesion indiscernible: existen las tuplas 1 < 2 y 1 < 3 pero A |E
-RA(1,2) A RA(1,3).

Definicion 7 (Propiedad de modelacion). Sean I una L'— estructura

1. Sea M wuna L—estructura. Dado un conjunto (a; :1 € I) en M, se dice que
(b -1 € I) I— indiscernible, esta basado sobre los a; si para todo ¥ conjunto
finito de L— formulas y Vs tupla de I, eziste t € I tal que 5 =t y tp* (bs; M) =
tp™ (ag; M).

2. Si es posible encontrar I— indiscernibles en todo los modelos ||I||" — saturados,
se dice que los I— indiscernibles tienen la propiedad de modelacion, si para
cualquier conjunto (a; :i € I) € M (M un modelo ||I||" — saturado), existe
un I— indiscernible en M basado sobre los a;.

Ejemplo 5 (Scow). Los I-indiscernibles con |I| = 2<% wisto como drbol, es decir,
el lenguaje de I tiene una constante para representar la raiz y una relacion para
n,v que indica cuando n es segmento inicial de v. Estos I-indiscernibles tienen la
propiedad de modelacion. Ver [L.S09].

Lema 1 (L.Scow). Sean

e L' un lenguaje finito relacional que contiene un simbolo de relacion binaria
para orden <.

e U una clase de orden de L'— estructuras finitas, que cumple JEP y HP.

o 7" la L'— teoria comin de las estructuras de U.

entonces U es clase de Ramsey si y solo si para todo I = T', tal que age(l) 2 U,
los I— indiscernibles tienen la propiedad de modelacion.
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Demostracion “=". e age(l) = U: Como [ |= T', entonces Th(I) F T'. Sea
B € age (I), como el lenguaje es finito relacional y por la Observacion 3, existe
una formula ¢ (Z) que aisla el tipo el tipo de B en I, es decir I | 3Tp (Z).
Ahora, si B no estuviera en U, todos los modelos de U satisfarian Vz—p (z) y
esta formula estaria en 7" lo cual contradice que I = T".

Ahora la idea es tomar un conjunto (a; : i € I) en M, en alguna L— estructura,
y encontrar los /— indiscernibles pedidos en M.

1. Se toma un conjunto de nuevas constantes {c; :7 € I} y se construye el si-
guiente tipo, en el lenguaje ampliado L U {¢;}

I'=B1UB,
donde:
By = {4 (¢, i) s € L, V5 € 1, qftp' (5) = qftp" (i) == ¢ (a5)}
By:={0(cG) < 0(c;) :1,j €1, 0 € Lyqfty' () = qftp' (i)}
2. Una realizacion de I' es uns sucesion [— indiscernible basada sobre los a;:

Demostracion. Por B, la realizacion sera sucesion [— indiscernible. Ahora pa-
ra verificar que estd basada sobre los a;, tomamos algiin conjunto finito de
L-formulas y la respectiva localizacion del tipo de una sucesion bs tomada de
la realizacién; como dicho tipo es finito, se puede representar por una con-
juncion finita de formulas ¥(z). Esta formula debe ser realizada por algin az
con qftp!(t) = qftp’(3), de no ser asi, para toda tipla ¢ tal que qftp'(f) =
qftp!(5), tendriamos a; = —¢(T) y por la parte By de T, bs = —)(Z) lo cual
es una contradiccion. O

3. T' es finitamente satisfactible:

Demostracion. Sea F CI'™ T,

(a) Si se escoge un conjunto de indices X C I tal que {a;:i € X} = FN By
y X es lo suficientemente grande como para tener un testigo para cada
uno de los qf-tipos de las tuplas mencionadas en la parte B; de F' (es
decir X sumerge los gf-tipos de las tuplas ¢ que aparecen en la parte By),
entonces {a; : i € X} satisface la parte By de F' como consecuencia de que
satisface la parte Bs: sea ¢(¢7) € FN By, y {a; : i € X} donde X cumple
las condiciones pedidas; luego existe 5 € X tal que qftp’ (3) = qftp (£)
(ésto se tiene, porque X se escogié de tal forma que tiene una realizacion
para cada uno de los gf-tipos de las tuplas mencionadas en Bj) y por
las condiciones de B, se tiene M = ¢ (as) y como {a; : i € X} E
FN By, M | ¢(a;) luego {a; :i € X} = F N By. Asi el objetivo se
reduce a encontrar un subconjunto de parametros de los a;, indexado por
un subconjunto de I apropiado.
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(b) Sean:
o Lo C/ [/ el lenguaje de las formulas que aparecen en F.
® ¢ ,...,c;, las constantes que aparecen en F', r < w.
e T = (z1,...,4;) las variables que ocurren en I', es decir las flas en T’
se toman como r-formulas, | < w.
o {ny,...,n} los qf-r-tipos en las Ly— formulas que aparecen en F. (Es
un conjunto finito ya que en F solo hay un ntimero finito de flas.)

e {q1,...,qm} los qf-r-tipos en I. (Es finito porque L’ es finito relacional,
observacion 1.1.).

(c) Para encontrar constantes que satisfagan la parte By de F', basta probar
la siguiente afirmacion:

Existe Y € U con ||Y||_Z_ r tal que Y sumerge a qi,...,Qn Y para
cualesquiera r-tuplas 1,7 € Y con el mismo qf-tipo se tiene que
tplo (aj; M) = tplo (EL;; M)

Demostracion. : Sean D; grafos ordenados que satisfagan ¢;, para cada
i € {1,...,m} (al ser dichos tipos consistentes con I, entonces tienen
realizaciones en [ y son grafos ordenados ya que <€ L’y es relacional. En
caso de no existir una relacion de grafo se toma la vacia.). Como age(I) =
U,los D; € Uy por JEP, existe ¥ € U que sumerge a todos los D;, de
donde ||E|| > r. Ahora se define una sucesion creciente {Z; : 0 < i < m}
de elementos de U, asi: Zg = E Z;y1 : Ziyw — (Zi)kD"“, estan bien
definidos porque U es clase de Ramsey. Utilizando esta sucesion, se define
Y por induccion:

e (Caso 0): Definimos la siguiente coloracion: ¢, : ( lZ)m ) —{1,...,k}

m
tal que cn, (X) =4, si tpr, (ax; M) = n;.
e (Caso1l <n <m—1): La hipotesis de induccion es

HI (paran —1): 3Y,_-1) = Zp—n tal que los conjuntos

Ym—(n—l) Ym—(n—l) s .
e son homogéneos respectivamente para
Dl Dmf(nfl)

las coloraciones cp,_j : ( Z%_(”fl) ) — AL ..k}, emj(X) =1, si
m—j
tpr, (ax; M) =mn; yj<n-—1.
La idea es probar HI para n. Sea ¢p_p : ( Tl”) ) — {1,...,k}
definida como arriba. Por construccion, Z,,_, — (Zm,(nﬂ))kDm*”, y CO-

mo Ym—(n—l) = Zm_n, existe Y,,_, = Zm_(n+1), Y,—n C Ym—(n—l) tal que

Y,._ .
< Dm " ) es homogéneo para ¢,,_,. Y como las copias de Dy, .., Dy, (—1)
m—n
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en Y, _(,—1) ya eran homogéneas bajo cp,...,Cm—(n—1) (HI), ¥y Y—n C

Y, entonces Ymn Yimn Yimn son con
m—(n—1) Dl PREES] Dmf(nfl) ) Dm—n

juntos homogéneos bajo la accion de ¢,y,,...,C—(n—1), Cm—n respectivamen-
te. Se obtuvo la siguiente cadena Y; C ... CY,,_,,. La asignacion Y = Y]

Y] Y,
satisface la condiciéon pedida, ya que ( Dl ) s < Dl ) son homogé-
1 m

neos para las coloraciones ¢,,, ..., c; respectivamente y ademas Y sumerge
todos los qf-r-tipos en [; en otras palabras las tuplas isomorfas en Y,
indexan tuplas en M con el mismo tipo en L. O

Ahora, usando Y, se asignan valores para c¢;,, .., ¢;. asi:

T={tel:¢(c,....,cr,,) € FNByyt=t; para algin i}

|T| = B < r, luego el gf-tipo de T' = {t; : k < f}(como es un gf-r-tipo)
es realizado en Y y como Y € age(l), existe F = {ey : k< p} CY C 1[I
satisfaciendo el gf-tipo de T'. Entonces:

e, Stip €T
Ci, —
d siig¢T, deay\{a;:1¢ T}

Esta asignacion satisface F', luego I es finitamente satisfactible. O]

Demostracion: “<” del lema 1

Demostracion. Utilizando la observacion 2, es suficiente probar la condicion 2 del
teorema principal para ver que U es clase de Ramsey. Fijamos A, B € U, k € w, I

tal que I =T yage(I)=U,y f: ( i ) — {1,...,k}. Sea n = ||A]|, se define M

una L— estructura donde L = {Ry, ..., Ry}, tal que:

o |M]

:(azz:az/\zel)

e Las R; son relaciones n-arias con dominios disjuntos y M |= R; (i1, ..., ;) si:

1.
2.
3.

1 <. <1,
{il < ... < Zn} = A

flg,nin) =17



CAPITULO 2. CLASES DE RAMSEY 18

Figura 2.2: Uso de la propiedad de modelacion

Sea € un modelo monstruo de Th(M), luego € es ||I||™ saturado. Por hipotesis los
I— indiscernibles tienen la propiedad de modelacion, luego existe en € un conjunto
(bs : s € I) I— indiscernible basado sobre los a;. Como age (I) = U, existe B’ C I

/
tal que B’ = B. Si B solo tiene una copia isomorfa de A entonces f { ( B ) } =1

A
B/
()
I— indiscernibilidad, tp (l_)g) =1tp (1_73), luego b; y I_); coinciden sobre los Ry, y para
garantizar que satisfacen alguno de los R4, usamos lo siguiente: los b; estan basados

sobre los a;, luego que existen i, j' € I tuplas isomorfas a ¢ y a j respectivamente
tal que:

/
pues = 1. Si no se tiene lo anterior, entonces se toman ¢, j € < A ) . Por

B () = p B ag) oy ape () — tpte i )

y como ay = i/ y aj = 7' (tuplas que son isomorfas a A), luego existe Rj, tal
}: Rjo (b;) A Rjo (bj)'

Utilizando la propiedad de modelacion y que los tipos en € son aislados (Eorque
L es finito relacional y observacion 1.1.), existe B” C I, B' = B’ tal que tp (bB/) =
tp (apr) luego bp = N\ i\ Rj, (b7) entonces aps = A\ g\ R (@), lo cual

i€ i€
() (%)
"

. . - B — — - . .
quiere decir que para todo ¢ € < A >, = Rj, (a7) y como a; = %, usando la definicion

de R;,, [ (1) = jo (figura 2). Luego B’ es la estructura que atestigua la condicién 2
del teorema principal. O]

Corolario 1. Para todo grafo ordenado qf-débilmente saturado I, I— indiscernibles
tienen la propiedad de modelacion.
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Demostracion. Sea K la clase de todos los grafos finitos ordenados. Y como K es
clase de Ramsey ([L.S09], cap.2) y la teoria de comun de los miembros de K es T},
Asi para todo I = T, tal que su edad sea K, I— indiscernibles tienen la propiedad
de modelacion. ]

2.3. Grupos Extremadamente Llevaderos y Propie-
dad de Ramsey (1<4)

En esta subseccion el objetivo es ver la equivalencia 1<4 del teorema principal
de la presente seccion. A continuacion, senalaremos la conexiéon entre la propiedad
de Ramsey y la propiedad de amalgacion.

Observacion 4. Sea K una clase de L-estructuras finitas, rigidas (que no tienen
automorfismos no triviales). Si KC cumple HP, JEP, y es clase de Ramsey entonces
tiene AP.

Demostracion. Sean A, B,C € K, e inmersiones f : A — B, g : A — C. Por JEP,
existe £ € K tal que B, C estan inmersos en E. Ahora sea D € K tal que D — (E)4

ysead:(Z)%{x:xQ{B,C}}talquedadvoE(Z),BEd(Ao)si

existe una inmersion r : B — D tal que 7o f(A) = Ay y de manera similar se define
para C.. A partir de d, definimos la siguiente coloracion:

¢ (i) — (1,2,3,4)

1 sid(B)=10
_J2 sid(B)={B}
B = dB =33 B =)
4 sid(B)={B,C}

. D .
Existe Fy € ( L ), homogéneo para la coloracion c; ahora veamos que para todo

A € ( 5{) ), c(Ag) =4, o sea que d(By){B,C}:

e Bed(A):

S t g
A — B — E — FECD

donde f y t son inmersiones y g es isomorfismo. Entonces tenemos:
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Ag=goto f(A) C got(B) Cg(E)=Ey

Luego Ag = A, Ay C Ey y r = got es una inmersion de B en D, tal que
ro f(A) = Ao.

e (' € d(Ap): anélogo al anterior.

Entonces existen r, s tales que r o f(A) = Ay = so g(A) y como A, Ay son rigidos,
entonces 7 o f = s o g. Por lo tanto D, r, s verifican la propiedad de amalgamacion
para A, B,C, f,g. n

Esta observacion se usa para probar la primera parte de la afirmacion 4 del teo-
rema principal, ya que en las hipotesis del mismo estda HP,JEP y faltaba garantizar
amalgamacion para concluir que U (la clase usada en el teorema) es de Fraissé. Por
hipotesis, U es clase de orden, entonces claramente A € U es rigida. Por observacion
4, U tiene amalgamacion y por lo tanto es una clase de Fraissé.

De ahora en adelante podemos trabajar con U como clase de Fraissé.

2.3.1. Preliminares topolégicos

Sea GG grupo topologico y X un espacio topologico compacto de Hausdorff:

Definicion 8. 1. Un G-flujo sobre X es una accion continua de G sobre X, es
decir que se puede ver como un homomorfismo continuo ® : G — H(X) tal que
P (g) = f, donde f,(x) = g.x. H(X) denota el conjunto de homeomorfismos
de X con la topologia compacto abierta. Esta topologia es la generada por las
vecindades Vigy = {f € H(X) : f(K) C U}, donde K,U C X, K es compacto
y U abierto.

2. Dado un G-flujo sobre X y x € X la Orbita de = es Gx = {g.x : g € G}.

3. Un subflujo es la restriccion de un G-flujo sobre X a un subconjunto no vacio,
wmvariante y compacto de X.

4. Un G-flujo sobre X es minimal si no tiene subflujos propios.

De aqui en adelante cuando sea clara la accion de G sobre algin espacio topo-
logico X, nos referimos al G— flujo solo por X, es decir el G— flujo se representaréd
por el conjunto sobre el cual estd actuando.

Observacion 5. 1. G.x es compacto y G-invariante (G(G.x) = G.x).
Demostracion: “ 27 1¢(G.x) = G.o “ C 7 gt € G(G.x) luego existe {gnr} — t
y por tanto {g.gnx} — g.t, de donde g.t € G.x.
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2. Un G-flujo X es minimal ssi toda orbita es densa.
Demostracion: “ = 7 Por observacion anterior. “ <" 51 X tuviese un subflujo
propio Y, Yy € Y,G.y C G.Y =Y. Tomando adherencia, X = Gy C Y y
como Y es compacto en un espacio de Hausdorff, entonces es cerrado, luego
X=Y=Y (—+).

3. Todo G-flujo X contiene un subflujo minimal. (Lema de Zorn)

Dados dos G-flujos X y Y (X y Y claramente son espacios topoldgicos), un
homomorfismo entre ellos es una aplicacion continua

X — Y
x — 7(x) tq. w(g.x)=gm(z)

Observacion 6. Si Y es un G-flujo minimal entonces para cualquier otro G-flujo
Y, todo homomorfismo de X a 'Y es sobreyectivo.

Demostracion. Dado x € X se define Y = G.7(x); entonces dado y € Y, existe
una sucesion {g,.7 (x)}, .y — ¥, entonces {7 (¢,.2)}, oy — ¥. Como X es compac-
to y de Hausdorff, existe {g,,.x} subsucesion convergente a algin z € X. Luego
{7 (gn;-7)};ey — ¥, ¥ como 7 es continuo entonces y = 7 (). O

Existencia del Flujo Minimal Universal Dado un grupo topologico G, existe un
G-flujo minimal M (G) tal que para todo G-flujo minimal X, existe un homomorfismo
de M(G) en X. M(G) es unico salvo isomorfismo.

Demostracion. : Ver Auslander |J.A88]. O
Definicion 9. G es extremadamente llevadero si M (G) = {t}.

Observacion 7. G es extremadamente llevadero ssi todo G-flujo tiene un punto fijo

(9.0 =z,Vg € G).

Demostracion. : “ =7 Sea un G - flujo X y M(G) = {t}, existe Y C X subflujo
minimal. Luego existe 7 : {t} — Y homomorfismo sobreyectivo, de donde Y =
{7 (t)}. Como M(G) es G-invariante, entonces g.M(G) C M(G), es decir, Vg € G y
g7 (t) =7 (g.t) =7 (t).

“<=7” Como M(G) es G— flujo, tiene un punto fijo t y Y = {t} es un subflujo de
M(G), luego M(G) = {t}. O

Ejemplo 6. Son grupos extremadamente llevaderos, ver [AK76):

1. El grupo de automorfismos de los racionales con el orden usual y la topologia
de la convergencia puntual Aut((Q, <)).
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2. El grupo de los homeomorfismos de R que preservan la orientacion con la
topologia compacto-abierta, H(R).

Esta tltima es la definicibn mas conocida de extremadamente llevadero y a par-
tir de ella se establecen las diferentes equivalencias para esta propiedad. Como la
idea es llegar a una caracterizacion de clases de Ramsey en términos de esta propie-
dad topologica, se desarrollan una serie de resultados intermedios necesarios para
visualizar el resultado objetivo.

Lema 2. Sea G un grupo topolégico y X un G— flujo. Son equivalentes:

1. El G— flujo X tiene un punto fijo.

2. Para todomn = 1,2, ..., toda f : X — R"™ continua, todo € > 0 y dado F' C/" G,
eriste x € X, tal que |f (x) — f (g.x)| <€, para toda g € F.

Demostracidon “ <. e Arp. = {z € X : Vg € F(|[f(z) — f(g.x)] < €)} es
cerrado.

e Para toda coleccion finita (fj, Fj, )7Ly, MLy Ay, pye, 7 0
F = U™, F, es finito, € = mini<j<,,{€;} > 0

f=(f1, s frn) : X = RMFFm continua.
POI" 2, @ 7& A?,F,E g ﬂT:lAijFjﬁj'

e NrrcArpe # 0: Se deduce de lo anterior y compacidad de X.

o v € NypcAsrpe es punto fijo: Si no, existiria ¢ € G tal que g.x # x y por
tanto habria una funciéon continua f, tal que f(z) = 0y f(g.x) = 1, luego

T & A g1
“ =7 Si el G— flujo tiene un punto fijo entonces dicho punto, denotémoslo x,
satisface la condicion 2. n

Utilizando el lema anterior se demuestra el siguiente resultado:

Proposicion 1. Si G < S, un subgrupo cerrado, entonces son equivalentes:

1. G es extremadamente llevadero.

2. Para cualquier subgrupo abierto V- < G, toda coloracion ¢ : G/V — {1,...,k}
(G)V ={gV :g € G}), existe g€ G y 1 <1i <k, tal que ¢(g.a) =i, Ya € A.

Comentario: La topologia sobre Sy, es la producto (generada por los abiertos
béasicos Usr = {9 € Se : f |F= g |r} donde F C/™ N). Se considera G/V con la
topologia generada por {A C G/V : 771(A) es abierto en G'}.Donde:

.G — GV
g — gV
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Finalmente, la topologia definida sobre Y = {1,...,k}%/V tiene como base B =
{Uip: fEY, FCI" GV}, yUrr={g€Y : flr=g |r} (topologia producto).

Demostracion. “ ="

La accion de G sobre Y = {1, ..., k}%/V definida por g.p(z) = p(g.7) es un G—
flujo.

Como {1,...,k} es compacto, Y es compacto y luego X = G.c es G— flujo,
Ve € Y; por hipotesis, 3y € X punto fijo.

v(a) =1i,Ya € G/V y algin i € {1, ..., k}:
Dado a € G/V, a = h.V, luego v(a) = y(h.V) = hy(V) = (V) =4, con i
fijo.

Dado A C/™ G/V, y como v € G.c, entonces G.c N U, 4 # 0, luego existe
g € G, tal que g.c [4=7 [a.

“«" Se usa el lema anterior. Sean f: X — R” continua, e >0y F C/"* G.

V=V, talque Vhe V y Ve e X, |f(z) — f(h.x)| <¢/3:
Sea:

dP:GxX = X-—=R
(9,2) — gz — f(gx)

{B.ss (f (z)) : x € X} es un cubrimiento abierto para f(X) y como es com-
pacto (por continuidad de f), existe B = {B./s(f(z;)) : 1 < i < n} un
sub-recubrimiento finito. Entonces { f™ (B./s (f (z;))) : 1 <4 < n} son vecin-
dades abiertas alrededor de cada z; y en suma constituye un recubrimiento
abierto de X.

Por la continuidad de @, cada Z; = &' (f~! (B.ss (f (2;)))) es una vecin-
dad de (1, z;) (va que @ (1g,x) = z, para todo = € X), entonces dentro de
cada Z; existe un abierto basico alrededor de (1g,z;) de la forma V; x B;.
Sea Vi, = Mi<i<,V; vecindad abierta de 1l¢, y verifiquemos que cumple la
propiedad deseada:

Seah € Vi, y x € X, entonces existe i € {1,...,n} tal que f (x) € B (
luego z € f~' (Bess (f (z5))) v como h € Vi, entonces h € V; y (h,x
de donde f (hz) € B(f (z;)). En conclusion

[f (ha) = f o) <e/6y |f(w:) = f ()] <e/6 = [f (ha) — f(z)] < /3.

f (i),
) € Z;,

Sea Aj, ..., Ay particion de f(X) C R™ de didmetro < €/3. Sea o € X y U; =
{g€G: flg.m) € Ai}. Sea V; = V.U; = Uyep,V.g para ver UF_ |V, = G/ V.
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e Jc: G/V = {l,.,k} t.q. c1(i) C Vi, ypor (2), iy g € G tal que

e 1 = g.xg satisface la condicién 2 del lema: Dado h € F', como h.g € VU,,
existe v € V tal que v *hg € U;, de donde f(v'hg.zo) = f(v ' h.z) € A;.
Como v~ € V (por la forma de la topologia de S, y como V es una vecindad
abierta de GG, entonces V' se puede tomar como un subgrupo):

|f(v" ha) — f(ha)] < €/3.

Ya que 1g.g = g € V;, existe w € V, tal que f(wtz) € A; y

‘f(w_l.x) — f(x)‘ <€/3.
Luego |f(w™t.z) — f(v™'h.z)| < ¢/3. Finalmente, |f(x) — f(h.z)| < e.

]

Nota 1 (Respecto al Lema 2). Para cualquier F C/'" N, G = {g € G : Vi €
F,g(i) = i}, es el estabilizador puntual de F' y {G ) : 0 # F C/" N} es una base
local de 14 de subgrupos abiertos, luego usando item 1 de la anterior demostracion
(el cual garantiza que basta con probar el resultado para las vecindades abiertas de
lg), y que {G(sy : 0 # S T N} es una base local para 1), serd suficiente tomar
las vecindades bdsicas V' de la forma G ry. De hecho bastaria con tomar solo los F'
de alguna coleccion cofinal en los conjuntos finitos de N; para ver esto ultimo, sea
D dicha coleccion, es decir D C [N]<“ cofinal, y veamos que {Ggy: 0 # S € D} es
una base local para 1g. Claramente nuestro conjunto estd conformado por abiertos
alrededor de 1¢ (topologia puntual, ver cap.2), falta ver que en efecto es base local.
Sea V (1g) una vecindad alrededor de la identidad, entonces existe ' C/"™ N, tal que
Gy € V(1lg); si F € D entonces terminamos, de lo contrario, como D es cofinal,
eziste Fy € D, tal que F C Fy y por lo tanto G(py C G entonces Gpy C V(1) con
Fy € D. Con esto queda demostrado que basta tomar los F en un conjunto cofinal
de [N]<¥.

2.4. Propiedad de Ramsey en subgrupos de S

Para facilitar el estudio de los subgrupos cerrados de S, y su comportamiento
se utiliza la siguiente caracterizacion:

Los subgrupos cerrados de S, Los subgrupos cerrados de S, son exactamente
(salvo isomorfismo) los grupos de automorfismos de estructuras con universo N y
lenguaje relacional.
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Demostracion. : Sea A = (N,{R}cn), Aut(A) es un subgrupo cerrado de S
(f € Seo ~ Aut (A); existen @ € Ny i € N tal que = R (a) A = R (fa), entonces
Uy (ay es una vecindad abierta de f contenida en So ~\ Aut (A). ).

Reciprocamente, si G C S, es subgrupo cerrado, se considera la estructura inducida
asociada o G, la cual es Ag = (N, {Rfﬁ}i,neN), donde las relaciones se definen asi:

Para cadan € N, N* = {a;™ a,™, ...}, y definimos la accion de G sobre N”, como

g.a,(cn) = (g9.ax,, §-Qpy, ---), luego Rf}ﬁ =G.a™.

Entonces Aut(Ag) = G. O

En adelante, Ag denotard la estructura inducida asociada a G definida en la
demostracion anterior. Para un subgrupo cerrado de Sy, la estructura Ag es ultra-
homogénea y como el lenguaje es relacional, entonces es localmente finita, luego Ag
es una estructura de Fraissé.

Usualmente se habla de la propiedad de Ramsey, en relacion con clases de estruc-
turas finitas. Sin embargo para lograr visualizar el vinculo entre clases de Ramsey y
la propiedad de un grupo de ser extremedamente llevadero, es necesario introducir
la definicién anéloga de ser clase de Ramsey en subgrupos de S..

Para todo F C/™ N no vacio, se define el estabilizador de G (ya definimos el
estabilizador puntual G (r) en la nota 1) como:

Gr={9€G:9.F=F}, gF={g(i):ieF}.

No es dificil ver que G(py < Gp. Si 0 # F C/" N, el G-tipo de F es G.F = {g.F :
g € G}. Un G-tipo o, es un conjunto de la formaG.F para algan F' finito no vacio.
Se define un orden sobre los G— tipos:

p<o < dFecodHe€pHCF)
& VF e€odH € p(HCF)
& VHepdF eo(HCF)

Estas definiciones resultan equivalentes, ya que una é6rbita es la agrupacion de todas
las posibles imagenes de un subconjunto finito de N (fijo para cada orbita) bajo
la accion de G, y como las contenencias son respetadas por la accion de cualquier
elemento de S, entonces si algiin elemento de la 6rbita de un £} finito esté contenida
en un elemento de la Orbita de algin F3, al tomar cualquier otro elemento de la
orbita de Fi y aplicando las permutaciones adecuadas llegaremos a que existe algiin
elemento en la 6rbita de F5 que contiene a Fi. De igual forma se procede si se toma
un elemento ahora de la 6rbita de F,. Como se puede ver, esta definicion, no alcanza
a garantizar que los conjuntos alrededor de los cuales se ha construido la orbita
estén uno contenido en el otro, pero si garantiza que para cada movimiento de los
conjuntos principales, se puede encontrar alguna imagen del otro conjunto que si
respete la relacion de contenencia. Finalmente:
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Nota 2. e X denota el espacio de estructuras para algin lenguaje L, con uni-
verso N. Este espacio es compacto (homeomorfo a 2V, con la topologia produc-
to), y se define la accion de G sobre X, de tal forma que para todo estructura
Ae Xy, g A= A, (Ver [3] Pdg. 23)

e LO denota el subconjunto compacto y Soo— invariante de X, que contiene los
ordenes lineales sobre N. LO es G—flujo dado que es un subflujo de Xp, con
la accion enunciada en el item anterior.

o 51 G < Sy es cerrado, se dice que G preserva un orden si el G— flujo LO
tiene un punto fijo, i.e., existe < un orden sobre N tal que Vg € G, a < b &

g(a) < g(b).

Definiciéon 10. : Sea G < S, cerrado:

e Dados p < o G— tipos, y F' € o, se define:

(f)={HgF:Hep}

e Sip<o<rT,G— tiposy k=2,3,..., se dice que

7= (o)

st VF € T y Ve : ( ]; ) — {1,...,k}, IF, € ( Z ) homogéneo, i.e. VH €

( Z;O ) , ¢(H) =1, para algun i.

e ( tiene la propiedad de Ramsey si Vp < o, y Vk = 2,3, ..., existe un G— tipo
T tal que o < Ty T — (0)F.

Nota 3. En 7 — (o) es suficiente que la propiedad se cumpla para algin F € T:
Sea HeTyr=GM, luego H=hM yF = f.M, entonces H=h.(f~'.F) y dada

c: < IZ ) — {1,....k}, induce ¢ : ( i ) —{1,....k} , tal que ¢ (A) = c(h.f71A).
Se tiene el siguiente resultado (Ver [AKT76]):
Proposicion 2. G < S, subgrupo cerrado. Son equivalentes:

1. G es extremadamente llevadero.

2. (a) V@#Fgf’m N, G(F) :GF
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(b) ¥p < o G- tipos, y toda coloracion ¢ : p — {1,...,k}, existen 1 <1 < k
yF €0 tal quec(H) =1, VH € (i)

3. (a) G preserva un orden

(b) Como en 2).

Demostracion. (1) = (3):
(a) se tiene porque el G — flujo LO tiene un punto fijo. Para probar (b), sean p < o,
p=G.F' yc:p—{l,.. k}. Claramente F’ € p.

o V=Gupy=Gp:sige Gp, F' ={fi < ... < fu},luegogF" = {g9f1 < ... < gfa} =
F'.

o G/V = G.F = p: gGp — g.F' biyeccion.

e Aplicar (2) de la prop. 1 a V ¢, Ag, = {F] C Fy : F} € p}, con Fy € 0. Luego
existe 4, con 1 <i < ky 3Jg € G tal que c(g.F}) =1, VF] € Ap,.

e F=g.Fy€o0.Luegosi H € ( j; ), c(H) =c(g.g7".H),y como g~'.H € Ap,,
c(H) =1i.

(3) = (2) Pues V = G(F/) = Gp.
(2) = (1) Probar condicion (2) de la proposicion 3.2.1.7.

o V =Gy = Gp, con F finito y no vacio. Sea p = G.F =~ G/V. Dado c: p —
{1, k}y A={g;.F:1<j<n} CI™p sea Fy = U195 F,y 0 = G.Fp.
Claramente p < 0.

/

e Jiy dF' = g.F, € o, tal que c{(]; )}:z Sia€ A, ga=g.y9;F Cg.Fy,

luego ¢(g.a) = i.
O

En esta ultima proposicion, se logra una primera caracterizacion de extremada-
mente llevadero en términos de propiedades sobre las coloraciones, lo cual allana el
camino hacia la equivalencia en términos de la propiedad de Ramsey. Como se vera
en la siguiente proposicion, la afirmacion de la proposicion anterior ((2)-b y (3)-b))
enuncia implicitamente la propiedad de Ramsey.

Proposicion 3. Sea G < S, subgrupo cerrado. Son equivalentes:

1. G es extremadamente llevadero.
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2. (a) G preserva un orden.

(b) G tiene la propiedad de Ramsey.

Demostracion. (1) = (2) Por induccion se puede ver que para tener la propiedad
de Ramsey es suficiente verficar para k = 2. Prueba por contradiccion y usando
proposicion anterior (Ver [AKT76], seccion 4).

(2) = (1) : La condicion (b) de la proposicion anterior (en los items 1y 2), se
sigue de Ramsey:

Sean p < oyc:p—{l,.., k};3IT >0,t.q. 7 — (0);. Luego ¢ induce ¢ : ( ]; > —

. ;L F
{1,..,k},ie. ' =c] ( p ) ]

Una vez obtenida la equivalencia entre extremadamente llevadero y tener la
propiedad de Ramsey (en grupos), el objetivo es evidenciar la relacion existente
entre la propiedad de Ramsey vista desde grupos y la enunciada en términos de
clases. Para poder observar el vinculo, se verd en la siguiente proposicién que una
clase de Fraissé ordenada, es de Ramsey si y solo si el grupo de automorfismos de
su limite de Fraissé cumple la propiedad de Ramsey.

Proposicion 4. Sea G < S, subgrupo cerrado. Son equivalentes:

1. G es extremadamente llevadero.

2. G = Aut(A), donde A = Flim(K) y K es una clase de Fraissé de orden que
cumple la propiedad de Ramsey.

Demostracion. (1) = (2)

e Ac = (N,Ly,.) la estructura inducida asociada a G, luego G = Aut(Ag)
y A es ultrahomogénea. Por (1), G preserva un orden lineal < sobre N.
Sea L = La, U{<}, y sea A la expansién de Ag a L, con <*:=<. Como
G preserva <, Aut(A) = G y A sigue siendo ultrahomogénea. Como L es
relacional, entonces A es localmente finita y K = age(A) es una clase de orden
de Fraissé .

e Dado un G— tipo p, p = G.F, con ) # F C/"™ N, luego gen(F) = (F,L) =
Ap € age (A). Como p = {g.Ap : g € G}, y A es ultrahomogénea, si 3t : H =
Ay, entonces existe t' € Aut(A) que extiende a ¢, i.e. p={B C A: B = Ay}.

Sea K = age(A) y G = Aut(A)

e K tiene la P. de Ramsey < G tiene la P.de Ramsey
“= 7 Sean p < 0 G—obrdenes y k € {2,3,...}, luego p = G.Fy y 0 = G.F;
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(Fy C Fy). Sean E = gen(Fy), B = gen(F3) en K, luego 3C € K t.q. E <
B§0y0—>( ) . Para 7 = G.C', 0 < 7, y ahora tomemos F' = ¢g.C € T,

) 5 {L,...k}. Como (i) _(BCF:B~gen{R}=E} —

F
( 1> ), entonces co g ! : < g > — {1, ..., k} para la cual existe un conjunto

monocromatico. “ < 7 Analogo al anterior.
(2) = (1)

e A es el limite de Fraissé de una clase de orden de Fraissé, luego A es una
estructura de orden contable, ultrahomogénea y localmente finita. Como G =
Aut(A), entonces G preserva el orden asociado a la clase.

e Si Ag subestructura finita de A, entonces G.Ag = {B C A: B = Ay} : (va que
G = Aut(A) y A es ultrahomogéneo)

e I = age(A) tiene la propiedad de Ramsey ssi G = Aut(A) también la cumple.
Por proposiciéon 3, G es extremadamente llevadero.

Reescribiendo la proposicion anterior, obtenemos la equivalencia deseada:

Conclusion - subseccion 2.3. Sea K una clase de orden de Fraissé y A = Flim(K).
Entonces son equivalentes:

1. Aut(A) es extremadamente llevadero.

2. K tiene la propiedad de Ramsey.

Demostracion. :

Como A es un limite de Fraissé de una clase de Fraissé entonces es enumerable,
luego G = Aut(A) es un subgrupo cerrado de S4, y como S4 es homeomorfo a Sy,
entonces la conclusion se tiene por Proposicion 4.

]



CAPITULO 3

Construcciones de Hrushovski

El trabajo realizado en los capitulos anteriores, se desenvuelve en un entorno de
clases de Fraissé. Pero en el A&mbito matematico, existen muchas estructuras que no
pueden ser visualizadas como de Fraissé, causando que el campo de aplicacion de
las mismas se haya visto gradualmente reducido. Es entonces cuando en el panora-
ma matematico surge la necesidad de trabajar con un concepto menos restrictivo
y que funcione como una generalizacion del concepto de clase de Fraissé. Y es en
este punto de nuestro trabajo en el que aparecen las construcciones de Hrushovski,
ya que su concepcion, da luz a un nuevo tipo de clases de estructuras, en el cual la
relacion dominante no es la contenencia tradicional, sino una nueva nociéon de ser
subestructura fuerte “ <7, que surge a partir de una funcién de dimension defini-
da sobre las estructuras finitas que forman parte de la clase inicial. [gualmente, la
nocion de dimension, tiene su origen en una relacion ternaria, con unas propiedades
fijas (Ver subseccion 3.1.) y cuyos elementos son tomados de la clase dada. Entonces
en pocas palabras, la construccion de Hrushovski funciona como una clase de Fraissé
generalizada, cuya relacion preponderante es una nueva ‘contenencia fuerte”. Y asi
como existe un teorema de la existencia del limite de Fraissé, existe uno (Subsec-
cion 3.1.) analogo, que garantiza la existencia de una “estructura genérica” cuyo
comportamiento es el de limite para la construccion de Hrushovski.

Cabe anotar que el nacimiento de las construcciones de Hrushovski, no tenia por
objeto generalizar el concepto de limite de Fraissé. La aplicacion inicial de éstas,
estuvo en la refutacion de las conjeturas de Lachlan y Zilber [Hru93], y responder en
forma negativa la pregunta de Cherlin (Todo grupo simple w— estable, es un grupo
algebraico sobre un cuerpo algebraicamente cerrado). Sin embargo resultd ser una
herramienta tan interesante y versatil, que su estudio ha cobrado gran importancia
y ha permitido lograr grandes avances en el analisis del comportamiento de estas
construcciones.

A continuaciéon veremos algunas de las propiedades y definiciones basicas rela-
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cionadas con las construcciones en cuestion.

3.1. Subestructuras Finitas y la nociéon de Dimensién
Sea L un lenguaje relacional que contiene al menos un simbolo de relacion ter-
naria R.

Definicion 11. Sea M una L-estructura, A C M finita:

1. n(A) es el tamano de A. r(A) es el numero de triplas a € A tal que M = R(a).
Se define do(A) = n(A) —r(A) y do(A/B) = dy(AU B) — do(B).

2. Se define d(A, M) = min{dy(B) : A C B </ M} y d(A/B,M) = d(AU
B, M) — d(B, M).

Como vimos en la definicién anterior, la nociéon de dimensién con la que traba-
jaremos solo sera para sub-estructuras finitas o finitamente generadas, lo cual para
este caso es equivalente, dado que el lenguaje es relacional.

Definicion 12. Una subestructura A de M es auto-suficiente en M si d(A, A) =
d(A, M) y se nota como A < M.

De aqui en adelante la idea es trabajar con una clase de L-estructuras finitamente
generadas (o finitas), de lo que méas adelante sera la estructura fuertemente minimal
encontrada por Hrushovski. Sean:

e C: la coleccion de L-estructuras A, tal que 0 < do(B), VB C/™" A |
e C: la coleccion de L-estructuras finitas de C.

e Si M € C, X C M, decimos que ¢ depende de X en M, si d(X Uec, M) =
d(X, M). Ademaés se define cl(X, M) ={ae M :d(X Ua, M) =d(X,M)}.

Observacion 8. Sean A, N € C tal que A C N. Supongamos A < N:

1. Dado A C M, d(A, A) = dy(A). No es dificil de verificar, se deduce directa-

mente de la definicion.

do(0) = 0.

do(X NA) <dy(X), VX C N.
d(A,A) =d(A',N), VA" C A.

Si B<A<N entonces B<N.
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Demostracion. Revisar Lema 1 de [Hru93]. O

Definicién 13. A se dice simplemente algebraica sobre B (en M), si A, B C/™" M,
B < AUB, AnB =10, dy(AU B) = do(B) y no existen subconjuntos propios
A', no vacios, de A tal que do(A’ U B) = do(B). A es minimal y simplemente
algebraica sobre B, si en adicidn, no existe un subconjunto propio B’ de B tal que
A es simplemente algebraica sobre B’.

La idea original de Hrushovski al implementar estas nuevas estructuras, era cons-
truir una pre-geometria fuertemente minimal, amalgamando estructuras finitas, ca-
da una de las cuales tienen una pregeometria. Las inmersiones relevantes entre las
estructuras finitas deben preservar la dimension arriba establecida.

Sin embargo, durante el estudio de éstas clases, se visualizO que representa en
cierto sentido el concepto ya establecido de las clases de Fraissé. Ya que la idea es
tratar las construcciones de Hrushovski como tal, revisemos que C cumple HP, JEP
y AP para la relacion “ <7: Sean A, B y D finitamente generadas:

1. (HP) Si A< By B € C entonces A € C.
Demostracion. Por hipotesis se tiene () < B, es decir, do() = 0 = d(0, B).
Como d(0, A) = min{dy(Ao) : 0 C A} entonces do(A) > 0, y por definicion de
C,AeC. O
2. (JEP) Si A, B € C existe C € C tal que A, B < C.
Demostracion. Se sigue como caso particular de la propiedad de amalgamacion
(teniendo en cuenta que el vacio es autosuficiente en toda estructura de C),
cuya prueba es un poco engorrosa y que se encuentra desarrollada en el artiulo

de Hrushovski [Hru93|. O

3. (AP)Si fi: A— By y fo: A — By son <-inmersiones, existe £ € C y g1, ¢2
<-inmersiones, tal que el siguiente diagrama conmuta:

Demostracion. Ver capitulo 2, [Hru93]. O



CAPITULO 3. CONSTRUCCIONES DE HRUSHOVSKI 33

3.2. Propiedad de Ramsey en clases de Hrushovski

La propiedad de Ramsey ha sido planteada dependiendo de la relaciéon tradicional
de subestructuras. La idea es reformular esta propiedad para la nueva “ contenencia
fuerte” introducida en las construcciones de Hrushovski. Entonces podemos traducir
esta propiedad al nuevo lenguaje que contiene la relacion “ <7,

Definicion 14. Sean A < B < C' estructuras autosuficientes pertenecientes a C, y

k=2,3,...

1. (i):{AvogB,AogA}

2. Retomando la notacion de Erdés-Rado, diremos que C — (B)3, siVc :

. C B .
1,...,k, existe By € ( B> tal quec{( AO )}:z.

C cumple la propiedad de Ramsey si VA < B € Cy Vk =23, ..., existe C € C
con B < C tal que C' — (B)i.

B3
A

3.3. La estructura genérica

Como se mencion6 al principio del capitulo, la idea es visualizar las construc-
ciones de Hrushovski como una generalizacion de las clases de Fraissé, entonces asi
como toda clase de Fraissé tiene un limite, existe un analogo en las construccio-
nes de Hrushovski, una estructura que tiene un comportamiento similar, pero en
el contexto de Hrushovski, y se conoce como la estructura genérica. De hecho esta
estructura genérica asociada a la construccion de Hrushovski, es precisamente el
conjunto fuertemente minimal que Hrushovski construy6 en [Hru93].

Sea M un modelo. Decimos que M es (C, <) — genérica si:
1. M es una L—estructura contable.
2. Toda subestructura finita de M esta en C.

3. SiA< M, A< By BeC, entonces existe f : B — M una inmersion tal que
fB<My flA=Ida

Por un argumento anéalogo al utilizado para la construccion del limite de Fraissé,
se muestra que en C, existe una estructura genérica para C, denominada M:
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1.

2.

M = U Az‘, donde AO S Al S AQ S . € C.

<w

M es (C, <) - genérica.

De forma similar a la unicidad del limite de Fraissé se prueba la unicidad, salvo
isomorfismo, de esta estructura genérica. Entonces M denotaré la estructura genérica
asociada a C.

Propiedades de la relacién de autosuficiencia y de M

1.

do(A) > d(A, M)
d(A, A) = dy(A).

. Si A C B entonces d(A, M) < d(B, M)

Sige Aut(M)y A < B < M entonces g(A) < g(B).
SiACBCCyA<C(C,entonces A <B.

. Si A CFin M, existe B finito tal que A C B C M, d(A,M) = d(B,M) y

B <M.

Demostracion. A continuacion, algunas ideas del por qué de las propiedades:

1.

Se tiene porque A C A C M y d es el minimo dy de conjuntos que contengan
a Ay sean subconjuntos de M.

. Por definicién.

Como A C B, {do(D) : BC D C M} C {do(D) : A C D C A}, de donde
d(B, M) > d(A, M).

Al ser g automorfismo de M, entonces g restringido a A y a B sigue sien-
do isomorfismo, entonces n(A) = n(gA), n(B) = n(¢gB), r(A) = r(gA) y
r(A) = r(gA), entonces do(F) = do(gF), VF C/™ M, luego dy(gA) = do(A) =
d(A,B) = d(gA, gB).

Por la definicion y al ser B subconjunto de C', se tiene el resultado.

. Basta tomar B, tal que d(A, M) = dy(B) (ya que por definicion de d, se trata

de un minimo, luego es un valor alcanzado por alguna estructura). Claramente
A C B, solo falta ver que do(B) = d(B, M); siempre se tiene do(B) > d(B, M),
para el otro sentido, por el item 3 de estas propiedades, d(A, M) < d(B, M),
entonces do(B) < d(B, M).
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3.4. Algunos Ejemplos y Comentarios

3.4.1. Ab Inzitzo

Uno de los ejemplos clésicos de estas construcciones es el que se conoce como
ab initio, (Ver [Bal99]). La idea, a grandes rasgos, es tomar una clase que no es de
amalgamacion, en la nocion habitual (es decir con la contenencia usual de conjuntos)
y restringir las subestructuras, solo a aquellas que son auto suficientes, es decir,
aquellas que respetan la nocion de dimension, definida lineas arriba.

Sea L = {R} y R una relacion de grafo, es decir simétrica y anti-reflexiva.
Sea IC la clase de grafos finitos sin ciclos. Esta clase no cumple la propiedad de
amalgamacion:

Tomemos los siguientes grafos finitos:

e Cy={a,b,d}, tal que R(a,b).
e () ={a,b,c,d}, tal que R(a,c)y R(c,d).
o (y={a,b,c,de}, tal que R(d,e), R(e,b) y R(b,a).

Claramente Cy, C1,Cy € Ky (Cp, R) es sub-grafo de (C1, R) y (Cy, R). Si la clase
tuviera amalagamacion entonces existiria un grafo C' € K que amalgamaria Cy y Cs
sobre Cp; pero C, sumergiria elementalmente cada uno de los grafos mencionados,
y por lo tanto cumpliria R(a,c), R(c,d), R(d,e), R(e,b) y R(b,a), formando asi un
ciclo. Luego C no podria pertenecer a la clase, teniendo en cuenta que los grafos que
estamos considerando no pueden tener ciclos.

Figura 3.1: No amalgamacion en la clase de grafos sin ciclos

Para poder solventar este problema, y volver nuestra clase de amalgamacion, la
idea es reducir las inmersiones aceptables, es decir , restringir la nocion de ser subes-
tructura elemental a aquellos casos en los cuales se respete la nocién de dimension
introducida por Hrushovski.
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Entonces consideramos de nuevo la clase IC, solo que ahora ya no comparamos
sus elementos por “ C 7, sino por la relaciéon de ser subestructura autosuficiente
“ < 7, nocién arriba definida. Como vimos previamente la clase de Hrushovski
siempre tiene amalgamacion, entonces nuestra clase de grafos finitos sin ciclos bajo
la relacion de auto-suficiencia, (K, <) si tiene AP.

Ahora revisemos porque en nuestro ejemplo fallaba amalgamacion con la defini-
cion de sub estructura usual. Lo que ocurre es que en el caso citado, hablamos de
amalgamacion sobre Cy, ya que éste es sub-grafo tanto de C'1, como de C5. En nuestro
nuevo contexto, Cp no es auto-suficiente en C}, veamos la razéon de tal afirmacion:

d0(00>:3—1:2

d(CO, 01) = mm{do(A) . Co g A g Cl}

Como Cy C C entonces d(Cy, C1) < do(Ch).

do(C1>:4—3:1

Por (].), (3) y (4) do(Co) > d0<01> > d(CO,Cl)

En conclusion Cy # C4. Por lo tanto no tendria sentido amalgamar C; y Cs sobre
O() en (IC, S)

Ahora sabemos, gracias a la teoria desarrollada por Hrushovski, que existe una
estructura contable, saturada, fuertemente minimal, asociada a (I, <), llamémosla
K que se comporta como lo que llamaremos el limite de Hrushovski.

Ya que K es contable y su lenguaje sera el mismo que el de la clase de Hrushovski,
o sea R, podemos afirmar que el grupo de automorfismos de K, Aut(K) es un
subgrupo cerrado del grupo polaco Sk (Ver 2.4.). En la siguiente seccion haremos
un anélisis més detallado del comportamietno del grupo de automorfismos de la
estructura genérica asociada a una construccion de Hrushovski.

3.4.2. Fusiones: algunos comentarios

En esta secciéon s6lo haremos un breve comentario sobre las fusiones, otra apli-

cacion de las construcciones de Hrushovski, mencionando someramente en qué con-
sisten y algunos ejemplos en los que se ha empleado.
El estudio sobre las construcciones de Hrushovski ha permitido el descubrimien-
to de diversas técnicas tutiles en la generacion de nuevas estructuras con algunas
caracteristicas especificas. Es el caso de el método de fusionar pre-geometrias so-
bre lenguajes disyuntos con el objetivo de construir nuevos conjuntos fuertemente
minimales. Algunos ejemplos son:
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1. (Hrushovski - [Hru]) Dos conjuntos fuertemente minimales con la propiedad
de multiplicidad definible (DMP, es decir el rango de Morley es definible en
la teoria), en lenguajes disyuntos se pueden fusionar (amalgamar libremente)
con la predimension:

0(A, B) = RMy(A/B) + RMy(A/B) — [A\ B|
y luego ser colapsado a un conjunto fuertemente minimal.

2. (Ziegler - [Zie07]) Dos teorias de rango de Morley finito y definible con (DMP)
pueden ser amlagamadas libremente con predimension:

§(A, B) = ny RM,(A/B) + nsRM>(A/B) — n.|A\ B

donde nyRM;,(Ty) = noRMs(Ty) = n, y colapsar la fusion a una teoria de
rango de Morley n.

3.4.3. El limite de Fraissé, el de Hrushovski y sus automorfis-
mos

Como veiamos al comienzo de la seccion, la nocion de construccion de Hrushovski
resulta como una generalizacion de la establecida por Fraissé. Entonces, surge el
interrogante de si sobre una clase de Fraissé, con una relaciéon ternaria que me
permita trabajar con la nocién de dimension hasta ahora trabajada, qué pasaria con
sus limites, es decir qué relacidon existiria entre el limite de Fraissé y la estructura
genérica asociada a la clase.

Sea L un lenguaje finito, relacional, con al menos un simbolo de relaciéon ternaria
R. Sea C una L-clase de Fraissé, pero que cumpla las condiciones pedidas en 3,1.
Ahora, si consideramos la relacion de autosuficiencia en C para interrelacionar sus
estructuras, sabemos por [Hru93| de la existencia de una tnica estruturas genérica,
salvo isomorfismo, que cumple con las condiciones (1)—(3) de la seccion 3.3. Entonces

sea
M, = Flim(K) vy My= Hlim(C)

Ahora revisemos que M; =2 M.

Para ver ésto, solo se debe usar la saturacion de Mo, de hecho dicha propiedad fue
probada por Hrushovski en [Hru93|. Y como por las propiedades de la estructura ge-
nérica asociada a una clase de Hrushovski M, es contable, y Age(M;) C C, entonces
como contable y saturada implica ultrahomogénea, solo falta ver que Age(My) 2 C
para concluir (usando subseccion 1.1.) que My = M,. Por la forma en que se escogio
C, para todo B € C, ) < B y aplicando las propiedades de la estructura genérica,
existe una inmersion f : B — Ms, tal que fB < My, luego B € Age(M;). Entonces
por unicidad del limite de Fraissé garantizamos que los dos limites deben coincidir
y por lo tanto sus grupos de automorfismos también.
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Ejemplo 7 (KPT). Sea K = EQ1 (la clase de las relaciones de equivalencia con
una sola clase). Entonces F' = Flim(EQ1) es claramente el grafo completo sobre un
conjunto contable. Ahora si consideramos la clase:

OK=KxLO={(A,<):AcK y < esLOenA}

Entonces Flim(OK) = (Q,E,<) donde E es el grafo completo sobre Q. Pero
Aut(Q, B, <) = Aut(Q,<) y que en [AK76] se prueba que es grupo extremada-
mente llevadero. Aplicando lo anteriormente observado, obtenemos que la estrutura
genérica asociada a (Q, E, <) es de nuevo (Q, <).

Comentario Final: En el desarrollo de su trabajo, Hrushovski no trabajo solo con
el concepto de dimension heredado de una relaciéon ternaria. De hecho hizo ésto
para Ry, relaciones k- arias donde k = 3,4, 5, .... De cada C, se toma una subclase
cuya estrutura genérica sea fuertemente minimal. Dicha seleccion es la que se conoce
como colapso.

A partir de la propuesta de Hrushovski, se han desprendido diversas propuestas
de construcciones con diferentes pre-geometrias, pero que siempre buscan preservar
la nocion de autosuficiencia. A grandes rasgos, se puede decir que lo que se busca
preservar en toda construccion de Hurshovski, sin importar las modificaciones que
se le hayan implementado, es que A sea autosuficiente en B, si la dimension de todo
subconjunto de A con respecto a B es la misma que con respecto a B, es decir, que
toda la informacion importante para la dimension que podria aportar B, ya estaba
en A. Pero debido a la variacion de la dimension, es muy posible, que a diferencia de
lo que ocurre con el limite de Fraissé, las estructuras genéricas asociadas a diferentes
nociones de dimension sobre una misma clase, no guarden relacién alguna.



CAPITULO 4

Grupos extremadamente llevaderos y
Construcciones de Hrushovski

Como pudimos ver en la seccion 2, Kechris, Pestov y Todorcevic [AK76| demos-
traron que el grupo de automorfismos del limite de Fraissé de una Clase de Fraissé
de orden, es extremadamente llevadero. Ahora después de haber visto en la unidad
anterior, las propiedades de las estructuras de Hrushovski, y que en cierta forma
son una generalizacion de las de Fraissé (bajo la relacion de orden “ <), resulta
natural preguntarse si el grupo de automorfismos de la estructura genérica asociada
a la construccion (Ver capitulo 2) también es extremadamente llevadero.

El objetivo de la presente seccion es analizar y demostrar el resultado de [AK76]
pero en el contexto de Hrushovski, entonces ya no trabajaremos con la nocion de
ser subestructura tradicional, sino con la contenencia fuerte vista en el capitulo
precedente.

Sea M la estructura genérica asociada a C, mencionada en el capitulo anterior
y G = Aut(M). Tenemos los siguientes resultados, anilogos a los obtenidos por
Kechris, Pestov y Todorcevic (Ver cap.2 o |[AK76]), pero trabajando con la nociéon
de contenencia fuerte “ <7:

Lema 3. Sea G el grupo de automorfismos de M y X un G-flujo. Se tiene la
stguiente equivalencia:

1. El G-flujo X tiene un punto fijo.

2.Vn=1,2,...y f: X = R" continua, € >0, Sy, USn,....USy, con N; </inite
M, i € {1,....k}, exviste v € X, tal que |f(x)— f(g.x)] < €, Vg € (Sy, U
SNy USN, ) NG.

Demostracion. “ =" Ver lema 1 del capitulo 2.
“ <=7 Fijemos f: X — R" continua, € > 0y F' = Sy, U...U Sy,. Se define:
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o Arp.={r € X :Vge F(|f(z) — f(g.x)| <€)} es cerrado.

e Para toda coleccion finita (fj, Fj,¢;)72; (como se indican en la hipotesis),
Q]T'n:lAfj,Fjvﬁj # 0:
E = U?llE es unién de SN“ € = minlgigm{@} >0

f="(f1, s frn) : X = RMFFm continua.
Por 2, @ % A?,F,E g m;n::lAf]7FJ7e].

e NrrcArpe # 0: Se deduce de lo anterior y compacidad de X.

o v € NypcAfre es punto fijo: Sino, existiria g € G tal que g.o # = y se podria
definir el siguiente automorfismo:

h: M — M
gr siy==ux
T T Sty =gzr

Yy  e.o.c

Claramente h(x) # x y como h fija putualmente a M \ {z, gz} entonces
h € Sy, para algain N < M. Finalmente, definimos una funciéon continua
f:X — Rtal que f(z) =1y f(hx) =0, entonces x no perteneceria a Ay
(—<).

]

Los resultados que vienen a continuacion son, como lo dijimos al inicio, analogos
a los obtenidos en |AK76|, con unas pequenas modificaciones para ajustarlos al
nuevo lenguaje, entonces para cuestiones de notaciéon, definiciones, escogencia de
topologias y demas se puede revisar el capitulo 2.

Nota 4 (Desambiguacién de “ < 7). Se debe tener cuidado con la interpretacion
de <, ya que este simbolo se usard para denotar la relacion de ser sub-grupo y
también para denotar la pripiedad de ser auto-suficiente (Definicion 11, capitulo
3). Entonces para poder distinguir cada caso, se debe revisar el contexto: si estamos
hablando de grupos topoldgicos o de subestructuras finitamente generadas.

Siguiendo la idea del cap. 2, plantearemos la proposicion:

Proposicion 5. Si G < Sy, es un subgrupo cerrado, son equivalentes:

1. G es extremadamente llevadero.

2. Para todo Gpy < G (F < M), para toda coloracion ¢ : G/Gp — {1,....k}
y para todo A C G/Gp, existe g € G y existe i con 1 < i < k tal que
c(g.a) =1i,Ya € A



CAPITULO 4. GRUPOS EXTREMADAMENTE LLEVADEROS Y CONSTRUCCIONES DE HRUSHOVSKI41

Nota 5. Ya que en el enunciado anterior se requiere que el subgrupo sea cerra-
do, se necesita que G = Aut(M) sea subgrupo cerrado de Sy;. Pero como vimos
en el capitulo, los subgrupos cerrados de So, son, salvo isomorismo, los grupos de
automorfismos de estructuras con universo N y lenguaje relacional (Seccion 2.4),
y debido a que Sy es homeomorfo a Ss, tenemos un resultado andlogo para los
cerrados de Sy, luego G es subgrupo cerrado.

Demostracion de la proposicion 5. “ < 7 Para esta direccion, basta ver que
{Gr) : 0 # F < M} es una base local de 1¢ (Ver nota 1, capitulo 2) y aplicar la
proposicion 1 (cap.2, 1 < 2) y como dice la nota, para verificar que es base local,
es suficiente revisar que la coleccion de subconjuntos finitos que son auto-suficientes
en M es cofinal en [M]<%. Sea H C/™ M; si H < M terminamos, pero si no es
asi, significa que do(H) > d(H, M), es decir, existe H; subconjunto finito de M
tal que H C Hy y do(Hy) = d(H,M) y como d(H,M) < d(H,,M) (por ser H
subconjunto de H;), entonces do(Hy) < d(Hy, M) y por propiedades de d, se tiene
la otra desigualdad concluyendo que H; < M.

“ =" Se sigue de la proposicion 1, cap.2, teniendo en cuenta que F' < M implica
que F Cfm M. m

En el capitulo 2 se introdujo la nocion del G - tipo de un subconjunto finito
de N, y se conservara para los subconjuntos finitos auto-suficientes de M (recordar
que en M, se reemplazé la contenencia tradicional por “ < 7), es decir definimos
G.F ={gF : g € G} donde F' < M. Ahora definimos sobre los G - tipos, la siguiente
relacion de orden:

p<oc (1) JFeodHep(H<LF)
(2) e VFe€odH € p(H<F)
3)< VHepdFco(H<F)

Como podemos observar, ésta se deprende naturalmente de 2,1. La modificacién
que debimos hacer con respecto al caso del capitulo 2 para que funcionara correcta-
mente la definicion, consistio en asumir que en este desarrollo G = Aut(M ), mientras
que en el capitulo 2, G era un subgrupo cerrado arbitrario de Sy,

Nota 6. Verifiguemos que en efecto las tres condiciones anteriores son equivalentes.
Sea p=GH,,0=GHyyp<o

e (1 — 2) Sea F € o, entonces F' = gHy, para algin g € G. Por (1), existe
g1Hy € 0y goHy € p, tal que g1 Hy < goHy. Por propiedades de la relacion de
autosuficiencia3,3, gHy < ggy 'g2Ho, y como ggy'go € G, hemos terminado.

e (2 — 3) Sea H € p, entonces H = gHy, para algin g € G. Por (2) y como
Hy = 1gH, € o, existe g1 Hy € p, tal que g1Hy < Hs. Por propiedades de la
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relacion de autosuficiencia3,3, gH, < gg; ' Hs, y como gg;' € G, se tiene la
implicacion.
e (3 — 1) Trivial.
En la nota 2 del capitulo 2, se precisaron nociones relacionadas con X y se
introdujo el significado de que un G-flujo (G < S), preserve un orden. La idea es,

como ahora ya no trabajamos en N, sino en M, trasladar de manera natural estos
conceptos a Syy.

Definicion 15. : Sea G = Aut(M):

e Dados p <o G— tipos, y F € o, se define:

(i)Z{HSF:HG/J}

e Sip<o<T,G— tiposyk=23,.., se dice que

7= (0);

si VF € 7 y Ve : ( 1: ) —A{1,...,k}, IJF, € ( Z ) homogéneo, i.e. VH €

( Fpo > , ¢(H) =1, para algin i.

e (5 tiene la propiedad de Ramsey si Vp < o, y Vk = 2,3, ..., existe un G— tipo
T tal que o < Ty T — (0)F.

Proposicion 6. Sea G = Aut(M). Son equivalentes:

1. G es extremadamente llevadero.
2. (a) VF < M tal que F #0, Gp = Gp
(b) ¥p,o G-tipos, con p < o, y toda coloracion ¢ : p — {1,....k}, existe
1§i§kyFEatalquec(F’):i,‘v’F'G<Z;)

3. (a) G preserva un orden
(b) Como en (2).

Demostracion. (1) = (3) y (3) = (2) se deducen de la proposicion 3, capitulo 2.

(2) = (1) Laidea es probar el item 2 de la proposicion anterior. Sea V' = Gy = G,
con F' < M, entonces G/V se puede identificar con p = G.F y sea c: p — {1,..k}
y A C p,esdecir A = {gF,...,9,F}. Se hace Fy = [JA y por la propiedad 5 de
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las propiedades de M, ¢;F < Fy, Vi € 1,...,n. Sea 0 = G.Fy, y como g1 F < Fyp,
y Fy € o, entonces p < o y por hipotesis existe j € {1,..k} y F € o tal que

c(F") = j, VF' € ( Z), existe ¢ € G, tal que F' = gFy y va que ¢, F < Fy,

entonces gg; ' < gFy y por lo tanto c¢(g.g;F) = j, Vg;FF € A. Por proposicion
anterior, tenemos la propiedad. ]

Proposicion 7. Sea G = Aut(M). Son equivalentes:

1. G es extremadamente llevadero.

2. (a) G preserva un orden.

(b) G tiene la propiedad de Ramsey.

Demostracion. (1) = (2) Se tiene por la proposicion 3 del capitulo 2.
(2) = (1) La idea es verificar el item b de las condiciones 2 y 3, de la proposicion
6. Sean p < oy c:p—{l,...k}. Por Ramsey, 31 > 0, t.q. 7 = (0) y 7 = G.F

con F' < M. Luego ¢ induce ¢ : (1:) — {l,..,k},ie. d =c ] <Z> y por

Ramsey, existe Fy € ( - ) tal que ¢ es monocromético sobre ( po ) Como
Iy € 0 entonces queda comprobada la propiedad. O

Definicién 16. Sea L un lenguaje con un simbolo de relacion binaria <. Una es-
tructura de orden para L es una estructura A de L en la cual <* es un orden lineal.
Si KC es una clase de estructuras de L, se dice que K es una clase de orden si todas
sus estructuras son de orden.

Como se ha visto en el desarrollo de esta seccidon, siguiendo el esquema de de-
mostracion utilizado por Kechris, Pestov y Todorcevic en la seccion 4 de [Hru93|, se
han podido establecer los diferentes resultados traducidos al lenguaje empleado por
Hrushovski en sus construcciones, para poder llegar finalmente a la conclusion del
capitulo, y por tanto el objetivo de la misma:

Teorema 3. Sea C una clase de Hrushovski de orden que cumple la propiedad de
Ramsey y M la estructura genérica asociada. Entonces Aut(M) es extremadamente
llevadero.

Demostracion. Por la forma en que se construy6 la estructura genérica M (Ver
3.3., del capitulo 3), y ya que la clase es de orden, entonces M es una estructura
de orden localmente finita. Lo anterior implica que G preserva un orden y como

notamos arriba el G-tipo de algin F' < M es la coleccion de todas las subestructuras

autosuficientes de M que son isomorfas a F, es decir G.F = r | No es dificil
verificar que el hecho de que C sea una clase de orden que cumple la propiedad de

Ramsey, implica que su grupo de automorfismos también la tiene. O



APENDICE A

Caracterizacién de Lynn Scow para las
teorias NIP

En el capitulo 2, mencionamos que la afirmaciéon 3 del teorema principal, es un
resultado demostrado y utilizado por Lynn Scow para probar una caracterizacion de
las teorias NIP en términos de los indiscernibles generalizados (Ver cap.2 6 [L.S09]).

El objetivo de Scow radicaba en encontrar una equivalencia similar a la ya exis-
tente para teorias estables: Una teoria es estable si y s6lo si en todo modelo de dicha
teoria una sucesion de indiscernibles es conjunto indiscernible. Entonces el teorema
demostrado por Scow es:

Teorema 4 (Caracterizacion de NIP). Son equivalentes:

1. Una teoria T tiene NIP.

2. Para todo qf-débilmente saturado grafo indiscernible en un modelo deT' es una
sucesion de indiscernibles.

Recordemos que un qf-débilmente saturado grafo indiscernible, es un I-indiscernible,
para I = T,, I modelo qf-débilmente saturado. El lenguaje, notaciones y contexto
modelo teérico con los cuales estamos trabajando son los mismos de la seccion 2 del
capitulo 2, (Ver 2.2).

Para la demostracion del teorema se utilizan dos lemas, que indicaremos a con-
tinuacion:

Lema 4 (<). Si T tiene IP entonces existe un qf-débilmente saturado grafo orde-
nado indiscernible en un modelo de T, que no es sucesion indiscernible.

Demostracion. Sea M |=T, M R, - saturado. Por Shelah - Laskowski (Ver Lema 2.2
de [ML)), existe ¢(z,y) que “codifica grafos” es decir, para todo (G, R) grafo, existe
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Mg =T tal que {¢, : g € G} C Mg tal que Vg, h € G, Mg = ¢(¢y,¢,) <= R(g,h).
Sea G C M x M las realizaciones de ¢ en M y R el grafo aleatorio ordenado. Como
M es saturado y por compacidad, existe A C M contable tal que:

R [r=f (A, G [axa)

Entonces A = (a, : f(g9) = a) (A es indexado por R). Por el corolario 1 del capitulo
2, para I = 'R, I— indiscernibles tienen la propiedad de modelaciéon. Luego existe
{by : g € R} I— indiscernible basado sobre los a,. Ahora veamos que los by NO son
sucesion de indiscernibles.

Lema 5. M = ¢(by, by) <= R = R(g, h).
Demostracion. Ver [L.S09], Lema 4.3. O
Por propiedades de grafo ordenado aleatorio, existen i1, s, j1, jo € R tal que:

1. 11 < i2; i1 Riyg <= M ): ¢(bi1>bi2)

2. J1 < J2, "iRj2 <= M |= =¢(bj,, bj,)
luego {b, : g € R} no es sucesion de indiscernibles. O

En la prueba anterior, se pudo evidenciar de qué forma Lynn Scow utiliz6 la
caracterizacion de clases de Ramsey en términos de la propiedad de modelacion
(enunciada en el teorema principal del capitulo 2), para comprobar su teorema ob-
jetivo. A continuacion esta la otra direccion del resultado de Scow, pero ya que en
esta parte no se utiliza el resultado relacionado con clases de Ramsey (tema que nos
ocupa en el presente escrito), la prueba no se hara tan detalladamente.

Lema 6 (=). Si algin qf-débilmente saturado grafo ordenado indiscernible en un
modelo de T" NO es sucesion indiscernible entonces T' tiene IP.

Demostracion. Sea (a; : i € I) I— indiscernible en M que no es sucesion indiscerni-
ble. Tomando una extension elemental, asumimos M Ny— saturado. Por estiramiento
de I-indiscernibles, se puede asumir que la sucesion dada es R— indiscernible (Lema
3.26, [L.S09]), tal que ¥n € w, y algin 7 qf-tipo completo realizado en I, p!(R) =
p(I), donde p!l = {(x1,....xp) i1 < oo <y, (11, .enyin) E (1, .0y00),0; = Y}
Como la inicial no es sucesion de indiscernibles, asi ocurre con la nueva, entonces
existen 1, j, tal que:

i < o <y M = =6 (b)
Y pero 30 L — fla t.q.Qy
1 < e < M =0 (b;)
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Dicha 0(z;y) es la formula que tiene la propiedad de independencia; para poder
evidenciar que en realidad ésta es la formula buscada, se deben demostrar una serie
de resultados que se encuentran desarrollados en el articulo de Scow (Ver [L.S09],
Lema 4.4). O



Interrogantes y Trabajo Futuro

Durante el desarrollo de esta tesis, se presentaron diferentes dificultades y cues-
tionamientos, muchos pudieron ser solventados, mientras que otros, que ofrecen una
mayor dificultad, quedaron pendientes y seguiran siendo trabajados mas adelante.
Algunas de las cuestiones mencionadas son:

1. En lo referente a teoria de nudos fueron varios los interrogantes y complica-
ciones que se presentaron:

(a) (Es posible encontrar un lenguaje de primer orden de tal forma que se
pueda visualizar la clase de los enlaces como una clase de Fraissé y cada
enlace como una L-estructura?. De ser asi, ;qué tipo de objeto seria
el limite de Fraissé de esta clase?, ;qué tipo de topologia tendria?. La
discusion de estos interrogantes, permitié la exploracion de diferentes
sugerencias hechas por Andrés Villaveces y Julien Melleray.

e Se puede abordar el problema de los enlaces desde un punto de vista
més categorico, y al parecer en este entorno seria mas facil trabajar
con la clase. Sin embargo, asi se pudiera garantizar la existencia de
un objeto limite, no seria muy claro la forma y propiedades que éste
tendria.

e Si se puede garantizar que el nimero de tipos de isomorfismos de los
nudos es a lo mas contable, seria viable pensar en la codificacion de
la teoria de los nudos, mediante un lenguaje de primer orden, asig-
nando simbolos diferentes a cada uno de los nudos y enlaces. De esta
forma estariamos olvidando temporalmente la estructura de objetos
topologicos (para evitar el problema de la topologia sobre el limite)
y reducirnos a trabajar con la parte netamente de combinatoria de
conjuntos de la clase en cuestiéon. En un primer momento ésta pare-
ce ser una solucion adecuada, pero debe ser explorada con cuidado,
sobre todo en lo relacionado con el conteo y la codificacion de los
diferentes tipos de isomorfismo de los nudos.

e Tratar de construir un lenguaje y una teoria para la clase de los
enlaces, pero en logica continua, teniendo en cuenta que los espacios
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de Hilbert y de Banach ya han sido modelados alli, entonces podria
ser interesante explorar esta clase desde dicha Logica.

2. ;Es posible encontrar resultados de dindmicas topologicas similares a las des-
critas por Pestov, Todorcevic y Kechris en [AK76], pero equivalentes a un
resultado de Ramsey infinito? en este punto se han hecho varias discusiones y
aunque aun no se ha podido responder, se han logrado aproximaciones, sobre
todo a lo relacionado con qué significa una version de Ramsey infinitaria. Es
el caso de el siguiente resultado debido a Galvin-Prikry ([F.G73]):

N =, (N})

donde x denota una restriccion sobre las coloraciones consideradas, por ejmplo,
si tomamos solo las coloraciones borelianas.

3. Durante el trabajo realizado con las clases de Hrushovski en la tltima seccion,
definimos sobre ellas una relacion de orden sobre sus G— oérbitas de sus subes-
tructuras autosuficientes, donde G = Aut(M) y M la estructura asociada.
Para que esta relacion conservara las propiedades que tenia sobre todas las
Orbitas, fue necesario trabajar con G = Aut(M), mientras que en el plantea-
miento general se tiene G <°7ed° G, .2 1. Por esta razén la caracterizacion
de ser grupo extremadamente llevadero sola la pudimos hacer para el grupo de
automorfismos de M. Entonces la pregunta seria, si es posible encontrar otro
orden sobre las 6rbitas de las estructuras auto-suficientes, que permitiera una
caracterizacion de los grupos extremadamente llevaderos, mediante estructu-
ras genéricas cuyo grupo de automorfismos coincida exactamente con el grupo
explorado. Pero para poder realizar ésto, es necesario buscar una nueva rela-
cion de orden sobre las orbitas, la cual si se pueda aplicar para cualquier grupo
cerrado de Sy;.
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