o fox)
Lk R
E % 3
o T

G A
UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA

AUTOMORFISMOS DE

POLINOMIOS CUANTICOS
TORCIDOS

César Fernando Venegas Ramirez

Universidad Nacional de Colombia
Facultad de Ciencias
Departamento de Matematicas
Bogoté, Colombia
2013






AUTOMORFISMOS DE
POLINOMIQS CUANTICOS
TORCIDOS

César Fernando Venegas Ramirez

Trabajo de grado presentado como requisito parcial para optar al titulo de:
Magister en Ciencias Matematicas

Director:

(Doctor) José Oswaldo Lezama Serrano

Linea de Investigacién:

Algebra no conmutativa

Grupo de Investigacion:
Seminario de Algebra Constructiva SAC?

Universidad Nacional de Colombia
Facultad de Ciencias
Departamento de Matemaéticas
Bogotd, Colombia
2013






(Dedicatoria)

A Angie Melo, Ana Rosa Ramirez (madre),
Luis Fernando Venegas (Padre) y hermanos.






Agradecimientos

Agradezco a:

José Oswaldo Lezama, Profesor titular de la Universidad Nacional de Colombia, Sede Bo-
gota. Por su asesoria y colaboracion en la realizacion de este trabajo.






IX

Resumen

En este trabajo estudiamos los automorfismos de extensiones PBW torcidas y polinomios
cuanticos torcidos. Usando el trabajo de Artamonov como referencia se obtiene el resulta-
do principal sobre automorfismos para extensiones PBW torcidas genéricas y polinomios
cuanticos torcidos genéricos. En general, si tenemos un endomorphismo sobre una extension
PBW torcida genérica y existen z;, z;, x,, tal que, el endomorfismo no es cero para estos
elementos, y el coeficiente principal es invertible, entonces el endomorfismo actia sobre ca-
da x; como a;r; para algin a; en el anillo de coeficientes. Por supuesto, este resultado es
valido para anillos de polinomios cudnticos , con r = 0, tal como muestra Artamonov en su
trabajo. Usamos este resultado para dar algunos resultados mas generales para extensiones
PBW torcidas usando técnicas de graduacién-filtracion. Finalmente, usamos localizacion
para caracterizar algunas clase de endomorfismos y automorfismos para extensiones PBW
torcidas y polinomios cuanticos torcidos sobre dominios de Ore.

Palabras clave: Extension PBW torcida, polinomios cuanticos torcidos, polinomios
torcidos iterados, localizacion, dominio de Ore, filtracién-graduacién, automorfismos,

endomorfismos.
Abstract

In this work we study the automorphisms of skew PBW extensions and skew quantum
polynomials. We use Artamonov’s work as reference for getting the principal results about
automorphisms for generic skew PBW extensions and generic skew quantum polynomials.
In general, if we have an endomorphism on a generic skew PBW extension and there are
some x;,;, T, such that the endomorphism is not zero on this elements and the principal
coefficients are invertible, then endomorphism act over z; as a;x; for some a; in the ring of
coefficients. Of course, this result is valid for quantum polynomials rings, with » = 0, as such
Artamonov shows in his work. We use this for giving some more general results for skew
PBW extensions using filtered-graded techniques. Finally, we use localization for characte-
rize some class the endomorphisms and automorphisms for skew PBW extensions and skew
quantum polynomials over Ore domains.

Keywords: Skew PBW extensions, skew quantum polynomials, iterated skew poly-
nomials, localization, Ore domains, filtered-graded rings, automorphisms, endomorp-

hisms .
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1 INTRODUCCION

El concepto de anillo de polinomios cudnticos torcidos es realmente nuevo (véase [10]), y mu-
chos aspectos alrededor de estos anillos atin no han sido estudiados a profundidad. Este es
el caso de su grupo de automorfismo, por lo cual, el principal interés en el desarrollo de este
trabajo es comenzar el estudio de este tema, esperando que los resultados aqui presentados
sirvan como referente para futuros trabajos. Por otro lado, basado en los trabajos hechos por
V.A. Artamonov sobre automorfismos para el anillo de polinomios cuanticos, podria decir
que, el estudio del grupo de automorfismos para el anillo de polinomios cuanticos torcidos
ayudard futuras investigaciones en temas como, invariantes bajo la acciéon de subgrupos del
grupo de automorfismo del anillo de polinomios cudnticos torcidos, derivaciones generaliza-
das y acciones de dlgebras de Hopf punteadas. Ademads, los aportes hechos por Artamonov
son parte esencial para el desarrollo de este trabajo, no solo por que hacen parte fundamental
de un histérico de resultados que ha sido realmente corto, aproximadamente 20 anos, sino
porque han inspirado los resultados méas importantes que se han obtenido en este trabajo,
no solo para el anillo de polinomios cuénticos torcidos, sino también para extensiones PBW
torcidas.

Este trabajo tiene una distribucion general resumida de la siguiente forma: Los capitulos 2
y 3 presentan una recopilacién bibliografica de algunos de los resultados sobre el grupo de
automorfismos del anillo de polinomios cuanticos, y en los capitulos 4 y 5, presentan resul-
tados sobre los endomorfismos y automorfismos para extensiones PBW torcidas y el anillo
de polinomios cudnticos torcidos, respectivamente. A continuacion se hara una descripcién
un poco mas detallada de cada capitulo.

En el capitulo 2 se presentan definiciones bésicas, como son las de anillo de polinomios
cuanticos torcidos y derivacion, asi como algunos resultados que hacen referencia a la des-
composiciéon de las derivaciones del espacio cuantico. Es mas, este capitulo estd dedicado
casi en su totalidad al estudio de los resultados presentados por Alev y Chamarie sobre las
derivaciones del espacio cuantico (véase [1]), con un especial interés en el teorema 2.2.2,
asi como en algunos resultados particulares para el plano cuantico, el producto tensorial de
planos cuanticos y el espacio cuantico uniparamétrico.

El capitulo 3 se divide en dos partes. En la primera se caracteriza el grupo de automorfismos
de los espacios cuanticos, usando los resultados obtenidos en el capitulo anterior sobre deri-



vaciones, y se presentan algunos resultados particulares para el plano cuantico, el producto
tensorial de planos cudnticos y el espacio cuantico uniparamétrico. En la segunda parte, el
teorema 3.2.3 caracteriza los endomorfismos de los anillos de polinomios cuanticos genéri-
cos (de cierta forma mdas generales que los espacios cudnticos), para los que el nimero de
indeterminadas es mayor o igual a tres, y como consecuencia se caracterizan algunos tipos
especiales de automorfismos.

El capitulo 4 se aborda desde tres estrategias de trabajo. En la primera, se estudian los
automorfismos de extensiones PBW torcidas genéricas, empezando por establecer reglas
de multiplicacion, y con ellas, demostrar el teorema 4.3.2, y algunos corolarios inmedia-
tos, los cuales son andlogos a varios resultados presentados por Artamonov para polinomios
cuanticos. En la segunda, se hace uso de la estrategia de filtracion-graduacién para obtener
resultados para endomorfismos de extensiones PBW torcidas genéricas, basandose en los
resultados obtenidos con anterioridad para extensiones cuasi-conmutativas. Y finalmente en
la tercera, se estudian los endomorfismos para extensiones PBW torcidas sobre dominios de
Ore, obteniendo el teorema 4.4.6, tal vez el resultado mas interesante del capitulo.

La estructura del capitulo 5 es bastante parecida a la del capitulo 4. Primero, estudiamos
de forma lo més general posible los automorfismos para el anillo de polinomios cuanticos
torcidos, estableciendo reglas de multiplicacién para estos anillos, y con ellas obtenemos un
analogo al teorema 3.2.2; en segundo lugar, estudiamos el anillo de polinomios cuanticos tor-
cidos sobre dominios de Ore, obteniendo el teorema 5.4.5 y el corolario 5.4.6. Los teoremas
aqui mencionados, se convierten por tanto, en los resultados principales para los objetivos
de este trabajo.

Por otro lado, al lector le parecerd extrano que se haya incluido el capitulo 4, dado que al
parecer no guarda relacién con los objetivos de este trabajo, por lo cual dedico estas lineas a
dar una justificacién al porque de este hecho. En primer lugar, algunos casos particulares de
polinomios cuanticos torcidos pueden clasificarse como una extension PBW torcida cuasi-
conmutativa biyectiva, y ain mas, el anillo de polinomios cuanticos torcidos puede verse
como una localizacién de una extensién PBW torcida cuasi-conmutativa biyectiva. Por lo
tanto, un estudio de los automorfismos para estas extensiones seria también aplicable a casos
particulares de polinomios cuanticos torcidos. En segundo lugar, los resultados del capitulo
4 fueron posibles gracias a que, cuando se estudiaron los anillos de polinomios cuanticos
torcidos que podian clasificarse como extensiéon PBW torcida, pude notar que los resultados
obtenidos, podian generalizarse a extensiones PBW torcidas cuasi-conmutativas, y usando
propiedades de filtracion y localizacion podian generalizarse aun més dichos resultados, tal
como se hace en [9], y dado que el estudio de endomorfismos para las extensiones PBW
torcidas es realmente poco, el capitulo seria de interés para aquellas personas que quieran
abarcar este tema.
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Aclaro ademas que, cuando se haga referencia a endomorfismo, hablaré de un endomorfismo
de anillos que ademas actiia como la identidad sobre el anillo de coeficientes. Los moédulos y
localizaciones son consideradas siempre por la izquierda, al igual que todas las propiedades
que hagan referencia a los mismos.



2 POLINOMIOS CUANTICOS.

2.1. Definicion y generalidades.

Sea D un anillo de division con un conjunto fijo de automorfismos aq,...,a, y n > 2.
También fijamos elementos ¢;; € D, ¢, = 1,...,n, que satisfacen las siguientes igualdades:
Qi = QijQ5i = QijrQiriQrij = 1, ai(a;(d)) = gija(ai(d))g;s, (2-1)

donde Qi = ¢;jo(qir) v d € D. Adicionalmente, introducimos la matriz Q = (¢;;) y
a=(a,...,ap).

Definicién 2.1.1. Las entradas ¢;; de la matriz ) forman un sistema de multipardme-
tros.

Definicién 2.1.2. Notemos por
A= Dooloft, .. o o, .. 1) (2-2)

al anillo asociativo generado por los elementos de D y por

Ty, Ty Ty T (2-3)
sujeto a las relaciones
xizi_l:xi_lxizl, 1< <
rid=ao;(d)z;, deD, i=1,...,n; (2-4)
Ty = qijxrjry, 1,7 =1,...,n.

El anillo (2-2) es llamado anillo de polinomios cudnticos. Si r = n, el anillo (2-2) se dice
que es un anillo de polinomios cuanticos de Laurent.

Proposicién 2.1.3 ([3]). El anillo A de (2-2) es un espacio vectorial a derecha e izquierda
sobre D cuya base consiste de los monomios u = x{"* ---x'", donde m; € Z si 1 <i<ry
m; € NU{0}, sir+1 < i < n. En particular, el anillo A de (2-2) es un dominio noetheriano a
derecha e izquierda con anillo total de fracciones F' = Dg o(21, ..., x,). Cada automorfismo
a; de D puede ser extendido a F de la siquiente forma oy(f) = xifx; .
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Definicién 2.1.4. Sea N el subgrupo del grupo multiplicativo D* del anillo de division D
generado por el subgrupo derivado [D*, D*| y el conjunto de todos los elementos de la forma
27 'a;(z), donde z € D* ei=1,...n.

Podemos observar que N es un subgrupo normal del grupo multiplicativo D* y D* /N es un
grupo abeliano multiplicativo. El subgrupo normal N surge cuando multiplicamos monomios
en el anillo A. La siguiente formula sera usada frecuentemente. Para cualquiera dos monomios
en A se tiene que

(i) (@) = ([ [ @™ - wa et (2-5)

1<j

donde u € N.

Cuando las imégenes de los multipardmetros ¢;; son independientes en D*/N decimos que
el anillo A es un anillo de polinomios cuanticos general o genérico.

2.2. Derivaciones

En esta seccién se asumird que en el anillo (2-2), D = k es un campo, r = 0 y « consiste
solo de la identidad sobre D.

Definicién 2.2.1. Una derivacién de un anillo R es un homomorfismo de su grupo aditivo
d:R— R, (2-6)

que satisface d(rirq) = d(ry)re + r1d(r2). Al conjunto de todas las derivaciones de R se le
notard como Der(R).

Si b es un elemento de R, la funcion

[,b]: R — R
r — [z,b] = xb—bx

es una derivacién, llamada derivaciéon interna respecto a b. Al conjunto de todas las
derivaciones interna de R se le notard como Derint(R) (véase [7]).

Cuando adicionalmente R es una k—algebra, con k un anillo conmutativo, una derivacién es
ademas un homomorfismo de k—méddulos.



2.2 Derivaciones 7

Es claro que si A es una derivacién de la k—algebra A, ella estd determinada por su accién
sobre los z; y debe cumplir:

M)z + M zj) = ¢ (Mzj)z; + x;M(x;)) paratodoi,j=1,...,n. (2-7)
Definimos
D;: AN —A (2-8)
z; +— Di(z;) = {g :;j,
es claro que D; es una derivacién para todo .
Por otro lado, si
Aii={veN":v;=0y []a* = g parai # j}, (2-9)
k

podemos definir una unica derivacién D, para todo v € A;, tal que D;,(x;) := 0;;2" para
todo j. Estas derivaciones son linealmente independientes, por lo cual consideramos E :=

7 UEA,‘

Teorema 2.2.2. Sea A un anillo de polinomios cudnticos con las hipotesis consideradas al
principio de esta seccion, entonces Der(A) = Derint(A) & (D, Z(A)D;) @ E.

Demostracion. Dividimos la prueba en tres paso.
Paso 1. Sea
E':={D € Der(A) : para todo i, D(z;) no contiene el termino x; en su expansién}.

Veamos que E' = E.

Como Dy, (x;) = 2, con v; = 0, entonces D;,(x;) no posee en su expansién a z;, por lo cual
D;, € E' para cada v € A;, y para todo ¢ = 1,...,n. Esto implica que £ C E’.

Para probar la otra contenencia, consideremos una derivacién D € E’. Esta derivacién
satisface

D(z;)x; — gijz;D(x;) = 0 para todo i # j. (2-10)
En efecto, si D € E’, sabemos de (2-7) que

D(xi)x; + 2 D(x5) = qi5(D(x)z; + 2;D(15)). (2-11)
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Observando que D(x;)x; y x;D(x;) no tienen a z; en su representacién, pero si la tienen
x;D(z;) y D(xj)x;, y teniendo en cuenta la representacién unica de los elementos de A, se
tiene que

Por otro lado, cualquier monomio zV en la escritura de D(z;) = > Az, Ay € k*, verifica
xj — qjrjr’ =0sii#j. (2-12)

En efecto, dado que D € E’, entonces para cada zV en la expansion de D(x;) satisface que
v; = 0, de lo contrario D(z;) tendria un término en el que aparece x;, lo cual no es posible.
Por lo tanto, de (2-10) se tiene que

(Z )\wl’v)mj - C]ijxj(z )\wl’v) =0, (2‘13)
asi

Z )\w(x”xj — qijxjx”) = 0, (2—14)

v

por lo cual
Z)‘w HQk] qZ] $J$ = 0. (2‘15>

Como la representacion de todo elemento en A es unica, tenemos que

w HQk] qU ZL‘]ZL‘ - O (2_16)

por lo tanto,
H Qs 050" — qigrjx’ = 0 para i # j, (2-17)
es decir
2"xj — qjxjx’ = 0.
La ecuacion (2-16) ademas nos dice que

H q; = qij para todo j # i, (2-18)
k

Asi vemos que v € A;, ya que v; = 0.
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Con esto concluimos que D = > > A\, Dyy, vaque Dy > > A\, Dy, acttian de la misma for-

1 v 1 v
ma sobre los x;, i = 1,...,n. Asi hemos mostrado que D puede escribirse como combinacién
lineal de los D;,, que son los generadores de E; es decir, hemos probado que D € E y por
tanto £/ C E.

Paso 2. Sea F' := {D € Der(A) : D(x;) € (x;) para todo i}, donde (x;) denota el ideal
bilatero generado por x;. Probemos que

Der(A) = F& E. (2-19)

Si D es una derivacién de A, para todo 7 existe f; € A cuya escritura no contiene a x;, tal
que D(z;) — fi € (x;). Es decir, D(z;) = p; + fi, con p; € (x;).

La ecuacién (2-7), implica que
pixj + fix; +xip; + i f; = qij(pjxi + fiwi + xjpi + x ;). (2-20)

Observamos que los tnicos elementos de (2-20) que no tienen a x; es su escritura son f;z; y
x;fi. Luego por la representacion unica de los elementos de A, se tiene que

fz‘xj = Qijxjfz'- (2‘21>

De aqui observamos que
fixj +xif; = qij(fizi + x; fi) para i # j, (2-22)
por lo tanto, existe una derivacién D’ tal que D'(x;) = f; para todo i = 1,...,n. Adem4s,

D — D' € F ya que

(D= D) w:) = D(xi) — D'(w:)

= D(z;) — fi € (i), (2-23)
para todo i = 1,...,n. Asi, todo elemento D € Der(A) puede escribirse como suma de un
elemento de F' y uno de F, y por tanto

Der(A) =F + E. (2-24)

Claramente FNE = 0, ya que de lo contrario tendriamos una derivacién D, tal que D(zy) # 0
y D(zy) estda en (z;) y a su vez no tiene a x; en su escritura, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, concluimos que Der(A) = F & E.

Paso 3. Si

G = Derint(A) + Y Z(A)Dy; (2-25)



10 2 POLINOMIOS CUANTICOS.

veamos que F' = G.

Comencemos probando que (2-25) es suma directa. De lo contrario, existiran elementos no
nulos z; € Z(A) y f € A no nulos tales que

> 4Dy =[ f], (2-26)
por lo tanto
ziDi(z;) = [z, f]. (2-27)

Suponiendo que z; = Y A,x", tenemos que
v

2T = E A2

7 ’ . V5
Dada la representacién tnica de los elementos de A se llega a que ] q;; = 1, para cada v,
luego ¥ conmuta con x;.

Por otro lado, si f =Y n,a”

ZiTy = ﬂczf—f%

= Z Ny’ — Z N’ x;
= Z Ny(x;x” — 2vx;)
= Z nylxi, ). (2-28)

Ast, Y Atz =Y my[z, 2¥], y por tanto A\,aVz; = n,[x;, 2¥], pero [z;,2"] = 0 ya que x; y
x¥ conmutan. Luego z;x; = 0 y en consecuencia z; = 0, lo que no es posible.

Si [-,b] € Derint(A), entonces [z;,b] € (z;) , v Dj(x;) = 6jx; € (x;) para todoi=1,...,n,
lo cual quiere decir que G C F'.

Pasamos ahora a demostrar que F' C . Para todo 7, sea

F,:={D € F : D(z;) =0 para todo j < i}. (2-29)
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Estos conjuntos satisfacen F; C F; 1 +G. En efecto, si D € F; podemos escribir D(z;) = f;z;
para algun f; € A.

Para todo j < i, la ecuacién (2-7) implica que
D(z;)xj = gijz; D(x;), (2-30)
lo cual nos lleva a que
fixixy = qijx; fizi, . (2-31)
Como z;x; = ¢;;x;x;, (2-31) se convierte en
Qi fiTjri = qijx; fis, (2-32)

esto nos dice que f;z; = x;f;. Por tanto z; y f; conmutan si j < 1.

De lo anterior deducimos que todos los monomios que aparecen en la escritura de f; conmu-
tan con x;, para todo j < 1.

Consideremos ahora
={veN: quk =1} (2-33)

Observe que si v € I';, entonces x* conmuta con ;.

Definimos

g = > Aa'y (2-34)

vel’;

h; = Z)\ Hq “lgv, (2-35)

vel;

donde los \, estan dados por la escritura unica de f;. Entonces

D(x;) = [z, hy] + gix;. (2-36)

En efecto, observemos que

rih; = J:,Z/\ Hq Lyv

vl

= DMl Hq -1~ Hqij]w“:vz-. (2-37)

vél;
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Entonces,
xih; — h;z; = Z)\ Hq — qujx”acz Z/\ quj—l)_lx”xi
vel; vl
- T Hq ([~ e 235)
vl J
= Z/\Ux T;.
vgl;

Por lo tanto,

Z 'z + gy = fix
Uéri

= D(z;). (2-39)

Tomado D' = D — |-, h;] notamos que D’ € F;. En efecto, sabemos que D € F; y que todos
los monomios x¥ que aparecen en la escritura de f;, conmutan con xz; si j < 4, por lo que
[z, h;] = 0. Por otra parte, la relacién (2-7) aplicada a D’ para todo k > i implica que

D'(x))xy + ;D' (x1) = qu|D'(x1)z; + 21D ()]

GitiTk — QkTeGits = QD' (xp)2; — 2D (1),
(2-40)
ya que los g; conmutan con x; tenemos que
9itiTy — Qrrtigi = qaD'(wp)r; — 2D (1),
(2-41)
COMO TT; = Qi) = iy, Ti,
gitivy — vTrg; = QD' (xp)v — 2D (24)
vi(giwy — vkgi) = quD'(wp)zi — 2D ()
zilgi, vx] = qeD'(xy)z; — 2D (24). (2-42)

Por otro lado, observemos que si [g;, 2] = ), &a" entonces

zilgi, 2k = wi(gizk — T19;)
T;GiTl — TiTrGi
9iTiT — QikTkTiGi
= (ikGiTrT; — 4ikTrGiT;
@ik (9iTk — ThGi)Ti

qik gz, $k]

- szZ&;x T,
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lo cual quiere decir que el primer miembro de (2-42) posee monomios z¥ con [[ ¢/ = qir,
I

mientras que la segunda no contiene tales monomios. Si existieran tales monomios entonces
tendriamos que z;z¥ =[] qi”ll:v”xi = qipx’x;, v por tanto qpx'x; — x;x¥ = 0, asi estos mono-
!

mios no aparecen en la representacion.

Esto nos lleva a concluir que g; conmuta con todos los zy para k > i y por lo tanto g; € Z(A).

Finalmente, tenemos que D' —g;D; € F; 1, pues D', D € F;y D'(x;)—g;D;(z;) = gixi—gix; =

0. Entonces D = D' — ¢;D; + |-, hi] + ;D; € F;11 + G. Luego hemos demostrado que
F:FlgF2+Ggan+1+G:G, (2—43)

lo cual nos dice que F C G. Por tanto F' = G.

&
Corolario 2.2.3. Sin =2, E ={0} si, y sdlo si, 1o # 1.

Demostracion. En efecto, si v € A;, entonces v; =0 y ademas qu’ = @;j, es decir, 1 = g¢;;. &

P

Corolario 2.2.4. Si A= Q A;, con A; = klz;,y], vy = qyix; y ¢; # 1 parai=1,...,p,
i=1

entonces £ = {0}.

Demostracion. Veamos como se comporta la matriz de multipardametros para el caso de este
producto tensorial. Cuando multiplicamos x; por x; o y; con ¢ # j tenemos que z;x; = x;T; ¥
de la misma forma x;y; = y;;, por lo cual podemos deducir que la matriz de multipardmetros
es de la siguiente forma

1 ¢ 1 1 1
gt 1 1 11
1 1 1 g 1 1
1 1 ¢t 1 1 1 (2-44)
1 ... 1 g
g 1

Observamos que en cada fila y cada columna solo existe una entrada distinta de 1, y por
tanto cualquier permutacion de las filas y columnas de esta matriz cumple la misma propie-
dad.

Notemos yj, por zxy, para todo k, 1 < k < p. Si v € Ay, entonces v; = 0y [[ g} = g
k
con i # j. En particular, tomando ¢;; # 1 se tiene que 1 = HqZ’; = ¢j, lo que es una
k

contradiccién. Por lo tanto, A; = () para cada i =1,...,p. &
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Corolario 2.2.5. Supongamos que q;; = q para todo © < j y q no es raiz de la unidad.
Entonces Z(N) = k y se tienen los siguientes casos

(1) Sin =3, entonces E = ko donde § esta dado por

d(z1) = 0(z3) =0 y 0(xg) = x13.

(2) Sin # 3, entonces E = {0}.
Demostracion. Si q no es raiz de la unidad, para todo v € N y todo ¢,
[z;,2"] = 0 si, y s6lo si, Zvj = Zvj.
j<i j>i
En efecto, sabemos que x; y ¥ conmutan si, y sélo si, H qu = 1. Como en este caso g;; = ¢
j

para i < j entonces debemos tener ([] ¢%)([] ¢ %) = 1. Como ¢ no es raiz de la unidad,
1<j i>7
entonces » ;i vj = >, Vj.

Por lo tanto, cuando @ = 1,2 tenemos que vy +v3+ -4+ v, = 0y vy = v3+ -+ + Uy,
respectivamente. Por lo tanto, vy + v, = 0, como cada v; > 0 entonces v; = --- = v, = 0.
En consecuencia, se tiene que Z(A) = k, pues cualquier monomio que conmute con x; debe
tener exponente v = 0.

Supongamos que existe i y v tal que v € A;, entonces v; = 0y [[q,; = gij. Como ¢ no es
k
raiz de la unidad y ¢;; = ¢ para @ < j, entonces

o> wp=1sii<j (2-45)

k<j k>

o+ Y vp=—1sii>j. (2-46)

k<j k>j

En particular, se debe tener que ¢ # n, ya que de lo contrario, tomando 5 = n—1, tendriamos

que
> op—vy=—1 (segin (2-46)), (2-47)
k<n—1
pero en este caso v, = 0, es decir > v, = —1 lo cual es una contradiccién ya que vy > 0.
k<n—1

Similarmente, i # 1, ya que suponiendo lo contrario, y tomando j = 2 tenemos

- ka =1 (segin (2-45)), (2-48)
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lo cual no es posible, ya que vy > 0 para cada k.

Para el caso en que j = n, tenemos que »_ vy = 1, luego existe [ < n tal que v; =1, vy =0
k<n
para todo k # [ y k < n. Necesariamente [ < i, ya que de lo contrario Y vy — > v =1, lo
k<l k>l
cual no lleva a que —v,, = 1, lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto,

Z’Uk — Z’Uk = —1. (2—49)

k<l k>l
Como v, = 0 para k # j y k < n, entonces solo nos queda, —v,, = —1.
Cuando 7 = 1, se tiene que
—> v = —1, segiin (2-46) (2-50)
k>1

por lo que
> u=1, (2-51)
k>1

lo cual requiere que [ = 1, pties ya hemos deducido que v,, = 1.

Veamos ahora que ¢ = 2. En efecto, si ¢ > 2 podriamos considerar 1 < j =i — 1, por lo cual
ka— ka = v —v, =1, (2-52)
k<i—1 k>it1

lo cual es una contradiccion, ya que vy — v,, = 0.

Luego para el caso en que n # 3, E = {0}. En efecto, se tiene que ¢ = 2 y por tanto
HqZ’; = @o; para j # 2, esto equivalente a decir que ¢;¢,; = ¢2; para j # 2. Tomando
k

J #1,2,n se tiene que 1 < j < n, por lo tanto, 1 = q1;¢,; = q¢~* = q2; = ¢, lo que es una
contradiccion.

Finalmente, para el caso en que n = 3, v; = 1, v = 0 y v3 = 1, por lo cual existe una
derivacién Dy, tal que D, (x;) = ;;2", es decir

DQ,U(iUl) =0
D2v($2) = I123
D2U<l’3) = O

Dado el razonamiento anterior esta es la inica derivacién de este tipo y por tanto £ = kDs,,.

&



3 AUTOMORFISMOS PARA EL
ANILLO DE POLINOMIOS
CUANTICOS.

Denotaremos por End(A) al semigrupo de todos los endomorfismos de anillos de A que
actiian como la identidad sobre D, y Aut(A) es el grupo de todos los automorfismos de
A, que actiian como la identidad sobre D, es decir, los elementos invertibles del semigrupo
End(A).

3.1. Automorfismos para el espacio cuantico.

En esta seccion se asumird que D es un campo de caracteristica cero, r = 0y a3 = ag =
... = a, =idp. Para este caso, el anillo A de (2-2) lo denominaremos espacio cuantico.

Por notacién, Auty(A) es el grupo de automorfismos lineales de A, es decir, el conjunto de
aquellos automorfismos que dejan estable el subespacio generado por los ;.

. o2 . mi1 ,,.m2 m 51 .52 S ] 5 )
Proposicion 3.1.1. Dos monomios x1" x4y ? ---x;'™ y xi'xy’ - - - x;n conmutan si, y solo s,
Mis;=simj _
qj; =1. (3-1)
i<j
., mi .mo m 81 .82 s ¢
Demostracion. Supongamos que 7" 'x5” -+ -z y xi'xy’ - - - x;n conmutan. Segun las reglas
de conmutacion,
mi .., m2 m 81 ,..52 S _ m;Si mi+s1 mn+s
()" wy? -y ) (2] 2 "'xn”)—HCIjz’ Ty IR (3-2)
i<j
y
S1 .82 s mi .. mo m, . S;M4i mq+S1 mn+s
(1 a3? -+ 2y ) (2" 2 '”xnn)_qui Zy R (3-3)
i<j

Como hemos supuesto que estos monomios conmutan, entonces

SjMmi _mi+s1 Mn+Sn __ Mjsi mi+s1 My +Sn
||jS Ty Iy _||jS 2y Ty ) (3-4)

i<j 1<J
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por lo tanto, usando la representacién unica de los elementos de A, tenemos que

I =147 (3-5)

i<j i<j
asi,

g =1 (3-6)
1<j

La demostracion de la proposicion reciproca consiste en realizar el analisis inverso al presen-
tado anteriormente. &

Lema 3.1.2. Una matriz o = (a;) € GL, (D) define un automorfismo lineal de A si, y sélo
si, verifica la siguiente relacion para todo i < 5 y k <1:

aiai(1 — giiq) = aaor(gi; — qu)- (3-7)

Demostracion. Supongamos que la matriz o define un automorfismo lineal T" de A, entonces
para i < j,

T(z;) = Zaikxk,
ke
T(x;) = Zaﬂxl;
I
se tiene que
T(zizy) = qii T (vjz:),

es decir,
O anen) (O anm) = ¢ (Y ) (Y i), (3-8)

Por otro lado, si k <[ el coeficiente de xpx; del lado izquierdo debe ser igual al coeficiente
de x,xz; del lado derecho. Por lo cual

ik TR QT+ QaTI0GRTE = Qi QRTROGT] + QT T, (3-9)
por lo que
Qi1+ Qe = Q350G + Qi ik - (3-10)
Asi,

aiai(1 — giiq) = agraa(gi; — que)- (3-11)
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Para probar el reciproco, observemos que (3-11) implica (3-8) (realizando los anélisis con-
trarios), luego definiendo

T(x;) = Zaik:ck, (3-12)

para todo 2 = 1,...,n, se tiene que
T(z)T(z;) = q;;T(xj)T(x;) (segin (3-8)). (3-13)
Observemos ahora que A es una k—algebra generada por D y X := {xy,x2,...,2,}, por lo

tanto, A = D{X}/(x;x; — qijxja; - i < j), donde D{X} es el dlgebra libre en el alfabeto X.

Definiendo
T: X — A
x; — T(x;), (3-14)
y usando propiedad universal para el algebra sobre el alfabeto X, existe un D—homomorfismo
de anillos 7" : D{X} — A, tal que T"(x;) = T"(x;) = T(x;). Observemos ademés, que T" es

un homomorfismo de anillos sobreyectivo y ker(T") D (w;x; — qijra; : i < j) (esta tltima se
deduce de (3-13)).

Como ker(T") 2 (x;x; — qijz;7; 1 i < j), existe un D—homomorfismo de anillos
T:A— A, (3-15)

tal que T'(z;) = T'(x;), el cual resulta sobreyectivo, ya que 7" lo es. Resta ver que T' es un
homomorfismos inyectivo. Como A es noetheriano a derecha e izquierda y T es sobreyectivo,
entonces T' es inyectivo. Asi, T es un automorfismo.

Finalmente, como T'(z;) esta en el subespacio generado por los zy, para cada i =1,2,...,n,
entonces T deja invariante el subespacio generado por los xy, es decir, T € Auty(A) como se
queria probar. &

El siguiente lema permite usar las derivaciones de A para calcular o caracterizar Aut(A)
en algunos casos especiales del espacio cudntico. Notaremos por D(A) a la subdlgebra de
Endp(A) generada por las D—derivaciones de A, donde una D—derivacién es entendida
como una derivacién de A que ademas es un D—homomorfismo.

Definicién 3.1.3 ( Derivacién alta). Sea A una D—algebra graduada, y consideremos el
conjunto de funciones

d:A— A, (3-16)

para [ > 0. Decimos que (d;);>o es una derivacién alta de A, si dy = id4 y para todo z,y € A
y todo I >0, di(zy) = >, di(x)d;(y).
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Lema 3.1.4. Sea A =@ A; una D—dlgebra graduada tal que Ay = D y A es generada por
i>0
Ay. Sea 0 : A — A un morfismo de D—adlgebras, y supongamos que @ A; 2 (o —id)(Ay).
i>2
Entonces para | > 0, existe d; € D(A) tal que para todo i > 0, si x € A;, di(x) es la
componente homogénea de grado i+ 1 de o(x).

Demostracién. Por hipétesis, se tiene que A; = A}. Definimos el morfismo de D—4lgebras

u: A — Alt], (3-17)
de la siguiente forma: para todo z € A;, u(z) = Y y;#/~*, donde y; son las componentes
Jjzi
homogéneas de grado j de o(z), y escribimos u(z) = > di(z)t".
>0

Observamos que (d;);>o es una derivacién alta de A (véase [6], pag. 193), y dado que D es
una campo de caracteristica cero, el lema sera consecuencia del siguiente resultado. &

Lema 3.1.5. Sea A un dlgebra sobre un campo k de caracteristica cero. Si (d;);>0 es una
derivacion alta de A, cada componente d; esta en D(A).

Demostracion. Sid = (d;)i>0 y d = (d});>0 son dos derivaciones altas, podemos definir una
derivacién alta d - d’' de la siguiente forma

(d-d) =Y dd,. (3-18)

i+j=l

Por otro lado, dos derivaciones altas son equivalentes si para todo [ > 0, d; — d; pertenece a
la k—algebra generada por D(A) y do, ...,d;_; (esta relacién es de equivalencia).

Mostremos usando induccién sobre [ > 0, que existe un derivacién alta d’ equivalente a d tal
que dj = 0 para todo ¢ = 1,...,l. Es claro que d,, en este caso es una derivacién.

A partir de d’ podemos obtener una derivacién alta de la siguiente forma:

1 i
d;'/(l+1) = 5(_ E+1) Y (3-19)

dj = 0 para j # i(l + 1) para todo i.

Se tiene que d’ - d” es una derivacion alta equivalente a d’ y por lo tanto a d, y verifica
(d-d";=0 (3-20)

para todo ¢ tal que 0 <@ <[+ 1.

Luego por induccién sobre [ se llega a que para todo [ > 0, d; € D(A). &
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Para el siguiente teorema consideraremos la graduaciéon de A, donde cada componente ho-
mogénea de grado ¢ se notard como A;.

Teorema 3.1.6. Si £ = {0}, entonces Aut(A) = Aut(A).

Demostracion. Note en primer lugar que si £ = {0}, para i fijo, existe al menos un j tal
que ¢;; # 1. Ya que de lo contrario v = 0 estaria en A;.

Sea ¢ un automorfismo de A y supongamos que

o(z;) = aip + Z Ty + fi, (3-21)
%

con o € D para todo k > 0, y f; una suma de elementos homogéneos de grado mayor o
igual que dos.

Como

o(wi)o(r;) = qijo(w;)o(wi), (3-22)

tenemos que

0'(1’2‘)0'(1‘]‘) - azO + Z QT + fz Q50 + Z Qg + fj)

= oo + o E ajxy) + i fj + E Qintr) o + ( E QL) E Qi)

+ Zaikl"k fi + ficjo + fi Zoéjtilﬁt + fifjs
k ¢

(3-23)
y por otro lado,
qio(x5)o(z:) = gqy(azo + Z e + f7)(cio + Z iz + fi)
= ¢;(ajo0so + ajo Z aikr) + oo fi + Z Q) Qg
+<Z ajtxt>(z &ikxk) + (Z ajixy) fi + fiouo
t k t
+150>_ airr) + fif3). (3-24)
k

Comparando los elementos homogéneos llegamos a que a0 = ¢ijajo0, y también

Qo + aircvjo = Gij(Qjour + jruip). (3-25)
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Es decir,
QioQjr — GijQioQje + Qirtjo — Gijlirtjo = 0; (3-26)
y por tanto
(1 — qij)(Oél'()Oéjt + OéitOéjo) = 0, (3—27)
para todo t > 0.
Si o # 0, tomando ¢;; # 1 y t = 0, entonces
(O./Z'()Oéj() + Oéj()Oéig) = O, (3—28)
de donde oo = 0. Reemplazando oy en (3-27), deducimos que para t > 0, aoa;; = 0 , es
decir, a;; = 0.
Segin (3-22), (3-23), (3-24) se tiene
o fj + (Z i) f; + fifj = @ij(fiouo + fj(z aixr) + fifi),
k k
y dada la representacion unica de o(z;)o(x;) se debe tener
o fj — qijficio = (1 — qi)aio f; = 0, (3-29)

asi f; = 0 lo que indica o(z;) = 0, que es una contradiccién, y por tanto a;o = 0.

. e ., P -1 . .
Ya que la proposicién también es valida para o~', veamos que la matriz (a;;)1<; <, €s in-

vertible.

Es claro quesi a; € A; coni > 1, 0(a;) ¢ Ag, pues de lo contrario ¢ no seria un automorfismo.

Ademas, sii > 2 entonces o(a;) ¢ A1, ya que es producto de componentes de grado 1 o mayor.

Suponiendo que
o wn) =Y B+ fi,
J

entonces,

o Y o(x)) = 071(2 QirTr + f3)
k
= Z@ikg_l(wk) +oH(fi)
= > az‘k(Z Brjzi + fi) + 07 (i)

k

J
= DY Bz + > awfi+o (£,
j K

k

(3-30)
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comparando componentes homogéneas, se llega a que

1 si i=j

i1 By + Qiafaj + -+ Qin By = { .
0 si i#£]

Reciprocamente, aplicando el razonamiento a oo ~! se tiene que (;;)1<; j<n €s invertible y de-
fine un automorfismo lineal 7 de A de la siguiente forma, 7(z;) = > agx, parak =1,... n.
k

Por lo tanto,

o(x;) =7(x:) + fi. (3-31)
Luego se tiene que
mro(x) = 2 + 7). (3-32)
Como ya hemos observado, 771(f;) € @ A;, por lo cual solo debemos considerar automor-
fismos de la forma 0(z;) = x; + fi, dorﬁe2 fi € P A,.

i>2

Por otro lado, observemos que 6 y A cumplen las hipodtesis del lema 3.1.4, y puesto que
E = {0}, entonces

Der(A) = Derint(A) + @D (kD) (3-33)

y cada derivacién de este tipo deja estable el ideal (z;), por lo cual se concluye que cada
dj, del que habla el lema 3.1.4, cumple d;(z;) € (x;), y por tanto d(z;) € (x;). Como el
razonamiento también esa vélido para 6!, 6~ !(z;) € (x;) para cadai=1,..., n.

Luego tenemos que d(z;) = ax; y 6 (z;) = bx; para algin a,b € A, y asi

715(1'1'

1

—(
_1<
—(

azx;)
)~ (x;)
a)b;, (3-34)

S & S

1

como la representacién de z; es tnica, entonces 6 (a)b = 1, pero dado que k es un campo,
los tnicos invertibles de A estan en k*, por lo tanto tenemos que o(x;) € k*z;. Por otro lado,
hemos supuesto d(x;) = z; + f;, con lo cual concluimos que 6(z;) = x;, es decir 0 = idy.

Luego, 7710 = id,. Aplicando el mismo razonamiento a o7~ !, se deduce que o = 7, y por

tanto Aut(A) = Autp(A). &
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3.1.1. El plano cuantico.

Teorema 3.1.7. Para el plano cudntico (n = 2), tenemos los siguientes casos:

(1) Si g2 & {1,—1}, entonces Aut(A) es isomorfo a (k*)?, que actia naturalmente sobre
Dml > DLUQ;

(2) Si 12 = —1, entonces Aut(\) es isomorfo al producto semidirecto (k*)? x (1), donde
T es la simetria que intercambia xy y xs.

Demostracion. (1) Segun el corolario 2.2.3, E = {0} si, y sélo si, ¢g12 # 1, y por 3.1.6
Aut(A) = Aut(A). Ademds, una matriz (oi;) € GL2(k) define un automorfismo lineal
si, y solo si, para k <

arpan(l — qaqr) = anoor(qi2 — qk)- (3-35)
Sik=1yl=2, tenemos que

06110422(1 - 912(]21) = 06120421((]12 - Q21)~ (3‘36>

Como ¢12g21 = 1, entonces

CY120421(Q12 - Q21) =0, (3‘37)

ademds q12 — g1 # 0 (ya que D es de caracteristica cero), por lo tanto ajsae; = 0.

Cuando | =k =1,

anaz (1 — qiaqu1) = anaar(qi2 — qu), (3-38)
y cuando [ = k = 2,

12002 (1 — q12G22) = @12022(q12 — Go2). (3-39)
Dado que ¢; = 1 para ¢ = 1,2, entonces (3-38) y (3-39) pueden escribirse como

0é110421(1 - CJ12) = 04110421((112 - 1)7 (3‘40)

04120422(1 - 6112) = 04120422(6112 - 1) (3—41)
respectivamente. Por lo tanto deducimos que

Q101 = —Qq10 (3-42)

12099 — —WO12(099. 3—43)
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Ahora, segin (3-37), a1z = 0 0 ag = 0.

Si ajp = 0y ag # 0, la ecuacion (3-42) nos dice que aq; = 0, lo cual no es posible ya
que la matriz « no seria invertible. Por lo tanto, si ajo = 0 entonces as; = 0. Usando
el mismo razonamiento deducimos que si ap; = 0 entonces a;s = 0.

Por lo tanto, todas las matrices invertibles que definen un automorfismo lineal, son de

( 0‘51 022 > . (3-44)

Por otro lado, si ¢12 = —1, entonces ¢o; = —1, y la ecuacién (3-35) puede escribirse

la forma

como

oo (1 + qr) = ook (—1 — qui)- (3-45)

Tomando entonces [ = k = 1, tenemos

Q1] = — 1001, (3-46)
y tomando [ = k£ = 2, tenemos
1209y = —Q120099. (3-47)
Asi,
Qa0 = 0 (3-48)
ajjae; = 0. (3-49)

Si ay; = 0 (respectivamente agy) se debe tener que s y g son distintos de cero,
pues de lo contrario o no serfa invertible, y asi gy = 0 (respectivamente aq1). Luego
para este caso, los automorfismos lineales estan en correspondencia con las matrices
invertibles de la forma

0 « « 0 01
12 ) _ 12 ‘ (3-50)

921 0 0 91 1 0
Si ag; # 0 (respectivamente ), entonces ag; = 0 (respectivamente aqz), por tanto
age # 0 (respectivamente aqq), lo cual implica que a2 = 0 (respectivamente aoq).

Luego para este caso, los automorfismos lineales estan en correspondencia con las
matrices de la forma

2
a0 app 0 0 1
= . -51
(0 OéQQ) (0 Oégg)(l 0) (35>

¥
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3.1.2. El producto tensorial de planos cuanticos.

Repetimos las hipdtesis y notacién del corolario 2.2.4. Para ¢; = ¢;, notamos por o;; el
automorfismo de A que intercambia z; y x;, y; y y;, v deja fijas las deméds variables. Para
q = qj_l, notamos por 7;; el automorfismo de A que intercambia z; y y;, x; y v;, y deja fijas
las demds variables. Sea G el grupo formado por los o;; v los 7.

Teorema 3.1.8. Aut(A) es isomorfo al producto semidirecto de (D*)?P y G, donde el toro
(D*)?" actiia sobre el subespacio generado por l0s T;, y;.

Demostracion. Segun 2.2.4 y 3.1.6, Aut(A) = Autr(A).

Segun 3.1.2, una matriz invertible (a;;) define un automorfismo si, y sélo si, se tienen la
siguientes condiciones

QikQjhtp = Cikap@e 1L —Jl #p, 1<k <p,
Qi Qitpl = — Qi Qiypr 8L L=kl #p, 1<i<p,

—1 —1 . .
Qi kQitpiip(l — Qg ) = Qi prpQitpi(i — q, ), sil1<ik<p.

Estas condiciones son equivalentes a: cada fila y cada columna de (o;) tiene una y sola una
entrada no nula; y para 1 <1,k < p,

a; i 7# 0 si, y sélo si, ippptp 7# 0, (3-52)
lo que implica que ¢; = ¢; ¥,

Qippr 7 0 si, y sélos si,  jvp # 0, (3-53)
lo que implica que ¢; = qk_i.

Entonces es facil deducir el resultado enunciado. &

3.1.3. El espacio cuantico uniparamétrico.

Teorema 3.1.9. Supongamos que q;; = q para todo ¢ < j, y q no es raiz de la unidad. Se
tienen los siguientes casos:

(1) Sin = 3, todos los automorfismos o de A son de la forma o(x;) = oz, o(xs) =
Qoo + fryx3, 0(x3) = azas, donde oy, g, a3 € D* y 5 € k; asi Aut(A) es isomorfo al
producto semidirecto k x (D*)3.

(2) Sin #3, Aut(A) es isomorfo a (D*)™.
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Demostracion. Si n # 3, segtn el lema 3.1.2, una matriz invertible & = («;;) define un
automorfismo si, y sélo si, parai < j y k <1, agoi(1 — qq7 1) = agar(q — ¢7).

Por tanto tenemos que para ¢ < j y k <, oy, = 0, lo cual implica que a es una matriz
diagonal.

Si n = 3, repitiendo la demostracion de la proposicién 3.1.6 para x; y x3, teniendo en cuenta
que segun el corolario 2.2.5 toda derivacién deja estable los ideales (z1) y (z3), vemos que
todo automorfismos o satisface

o(x1) = oy, o(x3) = agrs, con ag,as € k™. (3-54)
Por otro lado, tenemos las siguientes relaciones
r10(xe) = qo(za)xy
o(xg)xs = qrzo(zs),
las cuales implican que o(z3) = asxs + fxix3, con ap € k* y f € k.

Considerando H como el subgrupo de automorfismos o, tales que o(z1) = z1, o(xg) =
xo+ Prix3y 0(x3) = X3, con € k. Vemos que H es isomorfo a k como grupo aditivo y que

&

ademas H es normal en (k*)3, lo cual termina la demostracion.

Todos los resultados contenidos en esta seccién pueden consultarse en [1].

3.2. Automorfismos para el anillos de polinomios
cuanticos genérico.

En esta seccién presentaremos los resultados obtenidos por V.A. Artamonov en [2] y [3] para
endomorfismos y automorfismos de polinomios cuanticos. Podran notar que la demostracién
del teorema 3.2.1 es un poco distinta a la presentada en [2], sin embargo guarda la misma
esencia, solo que se ha presentado de forma un tanto distinta.

Teorema 3.2.1 ([2]). Sea k un campo (no necesariamente de caracteristica 0) con un con-
Junto de homomorfismos oy, ..., q, = id;. Supongase que r = 0 y los multipardmetros g;;,
1 <i<j<n,n >3, sonindependientes en el grupo multiplicativo k*. St A es un endomor-
fismo de A y A(x1), ..., A(z,) # 0 entonces \ es un automorfismo y Aut(A) = (k*)".

Demostracién. Consideremos el orden lexicografico sobre N™ U {0} y sobre el conjunto de
monomios de A. Si A(x;) y A(z;) son no nulos, supongamos que ellos tienen monomio principal
)\ixlll . a:fg y )\jxtf . -xf{’, respectivamente. Como A es un automorfismo, tenemos que

Az M) = qiAz)A(zs). (3-55)
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Como A es un dominio, entonces el monomio principal de A(z;z;) es

(Nt -2 ) Ay’ - ),

y por tanto

[T(as)" = a [ [ (@) (3-56)

s<r s<r

Como los g;; son independientes, suponiendo que ¢ > j se debe cumplir que para r # s
lrts = 67“i55j + trls- (3_57)

Si [, # 0 para algin p # 7, j entonces tenemos que para cada indice g # p

latp = tqlp,

y por lo tanto, ¢, = tplqlzjl. En particular cuando ¢ =i, j
ti — tplilz;l,
t;p = tplil ",

asi,

lﬂfj - l]tl = litpljl;I - ljtplilgl
0,

lo cual contradice (3-57). Asi, [, = 0 para p # i,j. Similarmente se prueba que ¢, = 0 si
p#iJ

Por lo tanto, los coeficientes principales de A(z;) y A(z;) tiene la forma )\lxi’x? y )\jxﬁ"x? :
donde lztj — ljtz =1.

Como por hipétesis existe una tercera variable x, tal que A(x,) # 0. Aplicando el mismo
argumento a (4, u) y a (j,u) se tiene que [;,¢; son cero y que el coeficiente principal de A(x,,)
tiene la forma

Azdigde = )\ux?j xh (3-58)

lo cual implica que d; = d; = 0.

Por lo tanto, l;t; = 1y l;d, = 1, es decir, [; = t; = d, = 1, pues en este contexto r = 0. &

Para esta seccién asumiremos que el anillo A de la definicién 2.1.2 es un anillo genérico.
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Teorema 3.2.2 ([3]). Sea A un anillo de polinomios cudnticos genérico con r = n > 2.
Entonces A es un anillo simple.

Demostracion. Sea I un ideal bildtero en A. Escdjase en [ un elemento no nulo
f= Z ayy, el 1, >0, (3-59)
cuyo término principal
n

S1 S *
ash,..,snxl Y n’ as1,...,sn S D ) (3_60)

es minimal respecto al orden lexicografico de los indices.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que s; > 0. Entonces,
nafert = 3 ao(a, 1) (gue)" - (qnwn)"
= > as(ay, )45 gy @ (3-61)
donde dj, . ;, € N. Tomando
2= g(as,,5)01  Gndsy, 5,05, € D", (3-62)

Entonces g = zf —aofxyt € I,y si g # 0, el termino principal de g es menor que el termino
principal de f, que es imposible. Por tanto, tenemos que

Zal17-~~yln = 0[2(0’117--~7ln)qé11 T qé?zdllw-yln' (3_63)
Supéngase que (l1,...,10,) < (s1,...,s,) con respecto al orden lexicografico y a;, 4, # 0.
De (3-59) y (3-63)
O‘2(a81,m,5n)q§i o qudsl,m,sna;ll,.,.,snah,-n,ln = aQ(allw,ln)qéll o 'qé%dllw-,lrﬂ (3_64>
y por tanto en D*/N,
n l n
g1 g N = a3y - dz N (3-65)
Ya que ¢a1 = Gip, 22 = 1 ¥ qua,- - - Gon S0 independientes en D* /N, tenemos que s; = I,
s3 =ls3,...,8, = l,. Similarmente, considerando la conjugacion por x; se obtiene que sy = .
Ast (lh,...,1,) = (S1,---,8n), lo que es una contradiccién.

Hemos probado entonces que f es un monomio. Sin embargo, como r = n y cada variable x;
es invertible en A, cada monomio es invertible en A, y por lo tanto I = A. &

A continuacion presentaremos un resultado mucho mas general que el dado por el teore-
ma 3.2.1. Este resultado puede consultarse en [3], aunque su enunciado, al igual que su
demostracion, han sido modificados un poco.
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Teorema 3.2.3. Supdngase que A € End(A) y que ezisten al menos tres indices 1 < i,j,t <
n tal que A(x;), AN(x;), A(x) # 0. Entonces existen elementos Ai,...,\, € D y un entero
e =41 tal que \y,..., N\, #£0, ¥y

AMTw) = A, (3-66)

Demostracion. Consideremos el orden lexicografico natural sobre el conjunto de indices Z"
y sobre el conjunto de monomios en las variables xy,xs,...,z,. Sean a;, ¢ = 1,...,n, los
términos mas pequenos (respectivamente los principales) de A(z;).

Observe que el término mds pequenio (respectivamente, el principal) de un producto de
elementos en A es igual al producto de los términos més pequenos (respectivamente, los
principales) de los factores. Asi tenemos que

;G5 = q;5A5Q;. (3‘67>
o = prhaly
a; = &zt atn (3-68)
donde ,¢& € D*.
Entonces se tiene que
= Be([ L ars) -mat ol (3-69)
r>s
y
gijaja; = qi (EB(] [ @l )m ) - - alyin, (3-70)
r>s
Asi
Be([ T a) - n =g (€8] T a) - (3-71)
r>s r>s
Es decir,

H ql rts — qij H qtrls modN) (3—72)

r>s r>s
Supoéngase que ¢ > j. Ya que las imagenes de ¢.5, n > r > s > 1 son independientes en

D*/N, se tiene que para r # s

Iits = 6,305 + tls. (3-73)
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Por ejemplo, si [, # 0 y p # 4, j, entonces para cada indice ¢ # p,

te=tplsl) " (3-74)
En particular, cuando ¢ = ¢
t =tplil ", (3-75)
y cuando q = j
=1 l]t:; , (3-76)
De donde tenemos que
Lit; — Lty = Lty — Lt il =0, (3-77)

lo cual es una contradiccidn.

Tenemos entonces que [, = 0. Similarmente probamos que ¢, = 0 si p # 4, j. Por lo tanto

I L
a; = Bx;a:j,

a; = Ealay, (3-78)

<.

donde lztj — l]tz =1.

Por hipdtesis existe una tercera variable x, tal que A(x,) # 0. Aplicando el argumento
anterior a (i,u) y a (j,u) se tiene que

ay = Oxy ) = . (3-79)

Finalmente, r; = r; = 0, y por tanto a, = dz;*. Similarmente a; = Bxi y aj = ij-j, con
lit; = 1, lo cual implica que [; = t; = ¢ = 1.

Aplicando el mismo argumento al término principal de \(x;) obtenemos un resultado similar
para algin € = 41 para el término principal. Si € = ¢’ el teorema esta probado.

Supongamos que r = 0, entonces en este caso € = ¢ = 1 para todo A(z;) # 0, con lo cual el
término principal y el mas pequeno son iguales.

Si r > 0, consideremos 1 < i < r, con lo cual A(z;) € A*. Sie=—1y € =1, entonces

M) = N7t + Z N/ () ) L gman(s) N (3-80)
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donde X, \/(s), N € D*, y la suma se hace sobre algunos de los indices
(mi(s),...,min(s)) € Z". (3-81)

tales que

0,...,0, =1,0,...,0) < (m1(s),...,mi(s)) < (0,...,0, 1 ,0,...,0). (3-82)

Como \; y A son invertibles, entonces A(z;) no es invertible, lo que es una contradiccion.

&

Comentario 3.2.4. Sir < ny A(x;) # 0 para algin ¢ > r, entonces en el teorema 3.2.3, € = 1.

Por lo tanto, € = ¢'.

Ejemplo 3.2.5. A continuacién se mostrard un endomorfismo del anillo polinomios cuanti-
cos, para el que r < n pero € = —1.

Consideremos D = R (el campo de los nimeros reales), n =4, r =3y a; = ag = --+ =
oy, = tdg. Ademas, consideremos la siguiente matriz de multiparametros,

1 2 3 5
x 1 7 11
=1 & « 1 13 (3-83)
* % k]
Podemos considerar el anillo de polinomios cuanticos
O, =R [z, x5t 23t m4), (3-84)

el cual resulta genérico.

Para construir un endomorfismo de O,, consideramos R{X}, la R—algebra en el alfabeto
X = {x1,29,23,24,Y1,Y2,Y3}, y la funcién X N O,, tal que O(x;) = ;', 1 < i < 3,
O(y;)) = @, 1 < i < 3,y 6(xry) = 0. Entonces tenemos un homomorfismos de algebras
R{X} SN O, con 0'(x;) = 0(z;) paral <i <4y 0'(y;) =0(y;) para 1 <i < 3.

Observemos que, homomorfismo ¢ satisface
O(vy; —1) = a7'2;—1=1-1=0 (3-85)

9'(:cixj — ql'jZCjSCZ') =0 (3—86)
0 (ziy; — ql-;liji) = x; 'z — qiglxjxi_l = 0. (3-87)
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Por otro lado, el algebra O, = R{X}/I, donde I = (z;x; — q;jx;z;, x;y; — qiglyj:ci, Tpyp — 1
1 <i<4,1<k<3). Asi, hemos encontrado un homomorfismo ¢ : R{X} — O, tal que
¢'(I) = 0. Entonces existe un homomorfismo 0 : R{X}/I — O, con 0(z;) = ¢'(x;) para
1<i<4y0(y)=0(y;) parai=1,2,3. Es decir, encontramos un endomorfismo del anillo
de polinomios cudnticos O, donde e = =1y r < n.

Corolario 3.2.6. Si A(zy41),...,AN(z,) # 0, en la situacion del teorema 3.2.3, entonces
A es un automorfismo de A. En particular cualquier endomorfismo inyectivo de A es un
automorfismo.



4 AUTOMORFISMOS PARA
EXTENSIONES PBW TORCIDAS.

4.1. Definiciones y propiedades

Definicién 4.1.1 (Extensién PBW torcida). Sean Ry A anillos, decimos que A es una
extension PBW torcida de R, si la siguientes condiciones se tienen:

(1) R C A.

(2) Existe un numero finito de elementos z1, xs, ..., x, € A, tales que A es un R—mddulo
libre a izquierda con base

Mon(A) :== Mon{x1,xq,...,2,} :={a" =2 -2l .t = (t;,ta,...,t,) € N'}.

(3) Paracada 1 <i<nyre R\ {0} existe ¢;, € R\ {0} tal que

r;r — c;ip; € R.

(4) Para cada 1 <1i,j < n existe ¢c;; € R\ {0} tal que

L5 — CjliT5 € R+ Rl’z + -+ RZEn

En esta situacién escribimos A = o(R)(x1, xa, ..., Ty).

Proposiciéon 4.1.2. Sea A una extension PBW torcida de R. Entonces, para cada 1 <
1 < n, existe una endomorfismo de anillos inyectivo o; : R — R y una o;—derivacion
0; - R — R tal que

xir = oy(r)z; + 0:(r),

para cada r € R.

Demostracion. Véase [4]. &
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Definicion 4.1.3. Sea A una extensiéon PBW torcida.
(a) A es cuasi-conmutativa si las condiciones (3) y (4) de la definicién 4.1.1 son rempla-

zadas por

(3") Paracadal <i<nyre R\ {0} existe ¢;; € R\ {0} tal que

;T = Ciy;

(47) Para cada 1 <1i,j <n existe ¢;; € R\ {0} tal que

ZEZ'[E]‘ = CijIin.

(b) A es biyectiva si o; son biyectivas para cada 1 < i < n y ¢; es invertible para cada
I1<i<j<n

Por notacién, si I = (I, 1y, ..., 1,) € Z", escribimos ¢%' 0 02 0 --- 0 g como o'

4.2. Reglas de conmutacién para extensiones PBIV
torcidas cuasi-conmutativas.

Al igual que para los anillos polinomios cuanticos torcidos, como lo veremos en el capitulo 5,
podemos establecer algunas reglas para multiplicar monomios en A, siempre que A sea una
extension cuasi-conmutativa de R y los ¢;; sean invertibles para 1 <1, j < n.

Sea A una extension PBW torcida de R, es claro que el conjunto de elementos invertibles
R* de R es un grupo multiplicativo. Definimos N como el subgrupo de R* generado por
el subgrupo derivado [R*, R*] de R* y los elementos de la forma z7'o;(2) para z € R* e
i=1,...,n (donde los o; estan dados por la proposicién 4.1.2). Notamos ademds que este
subgrupo es normal en R* y R*/N es un grupo abeliano.

Proposicién 4.2.1. Sea A una extension cuasi-conmutativa R con los c;; invertibles para
1 <4,5 <n. Entonces se tiene que

(1) xixh = cijoj(cij)of(ciy) - - o (ey)ata; parat € N.

(2) o7 (2) = zz7 oy(2)oi(2) Lo (2)o2(2) " - -0 (2) ro(2) para todon € N y z € R¥, es

7 7 7

decir, o' (z) = z-d, donde d € N.

(3)

para todo t € N y algun d € N.
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(4)
2t = (3 - dyial, (4-2)
para algin d € N y todo t,s € N.
(5)
t1,.t2 tn 51 .52 Sn) tjsi t1+s1,.t2+s2 tn+sn
(@i ey ) (el ey - ay) = ([chi |- d)zy Ty B (4-3)

i<j
para todo ty,...,t,,81,...,8, € Ny algin d € N.

Demostracion. (1) Sea t € N, entonces

t e et
l’iij = CZ].IJ.TZ(E]-
t—2
Cij%‘%‘j%%%
_ 2 t—2
= CijO'j(Cij)Ijl’il’j

= cijojcy) -0y " (cy)
cijo(cij) -0y (cij)a

= cijoj(cij) - 0, (Cij)ajil(cij)xéxi

(2) La demostracion de este hecho es inmediata dado que los o; son inyectivos (proposicién
4.1.2) y que z es invertible. En efecto, como z € R* y o; es inyectivo, entonces o¥(2) # 0
para cada k € N y por tanto of(z) € R*, por lo cual podemos escribir ¢7*(z) como

07 (2) = 227 0i(2)0i(2) T o} (2)of ()T o T () o7 (2).
De lo anterior, deducimos inmediatamente que o*(z) = z - d, para algin d € N.
(3) Tenemos que
vty = cijoj(ey)o(cy) oy (ey)oy (e
Usando (1) y (2) se tiene que

Cij0;(Ci)os (cig) - oy Heij) = cij - (cij - da) - (cij - da) -+ (cij - dyv),

(4-4)

para algunos d; € N, 1 < ¢ <t — 1. Segin la definicién de N y la conmutatividad de

R*/N se tiene que

Cijo'j<cij)0']2'(cij) cee U§_l<Cij) = ng méd(N), (4—5)
con lo cual ¢;;0;(ciy)o7(cij) - --J?‘l(cij) = ¢j; - d, para algin d € N. Por lo tanto,

t __ t t ‘
zix; = (cf; - d)vix; para algin d € N.
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(4) Sean s,t € N, entonces

t
;T

s
J

cond € N.

Usando (2) tenemos que

7

oM ety )l (el )il (el ) = (65 dya)(elydia) e

d')ai st
: d’)xﬁ_z(cfj : d’)xjx%
Dot Dl a3
d’)af‘Q(cfj -d') ai(cfj d’)xix;x;ﬁ’_l
d)o; (e - d') - oi(cgy - d) (e - d)asa,

para algunos d; € N con ¢ =0,...,t — 1. Por lo tanto,

2

y asi

para algin d € N.

Ul?il(cfj : d’)af”(cfj :

d)-- coy(c; - d’)(cfj d) = cf]t mod(N),

dr)(cj; -

(4-6)

(5) La demostracion de este hecho se obtiene usando (2), (3), (4) y las propiedades de N.

4.3.

Automorfismos para extensiones PBIV torcidas.

&

Sea A una extensiéon PBW torcida de R, entendemos End(A) como los endomorfismos del
anillo A que dejan fijo los elementos de Ry Aut(A) es el conjunto de elementos invertibles

de End(A).

Definicién 4.3.1. Sea A una extensién PBW torcida de R con c¢;; invertibles para 1 <

i,7 < n. Diremos que A es una extensién PBW torcida genérica o general si los ¢,

1 <i < j < n, son independientes en R*/N.

Cuando no haya lugar a confusién nos referiremos a este tipo de extensiones simplemente

como una extension genérica o general.
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Teorema 4.3.2. Sean A = o(R)(x1,...,x,), una extension cuasi-conmutativa genérica y
A € End(A). Six; es tal que A(z;) # 0, el coeficiente principal (segin el orden lexicogrdfico)
de \(x;) es invertible, y existen al menos tres indices i, j,u para los que esto sucede, entonces
existen A1, ..., A\, € R tales que N(xy) = ATy, para w =1,... n.

Demostracion. Consideremos el orden lexicografico para los exponentes de los monomios
en A. Supongamos que A(z;) y A(z;) son no nulos, y que ellos tienen monomio principal
ot -zl oy Aot 2t respectivamente. Como los coeficientes principales de A(x;) y A(z;)
son invertibles, sabemos que el coeficiente principal del producto es igual al producto de los
coeficientes principales. Por otro lado, sabemos que z;z; = ¢;;x;z;, por lo cual, A(z;x;) =
cijA(zjx;), es decir M(x;)A(x;) = ci;A(x;)A(x;). El monomio principal del término de la
derecha debe ser igual al monomio principal del término de la izquierda, es decir

(il el ) - aly) = ey (gl el (- -al), (4-7)

Asi,

Ao ) (@ -2 (@l ) = Aot () (@2l (ad ek,

donde | = (ll,lg7...,ln) y t= (tl,tz,...,tn).

Usando la propiedad (5) de la proposicién 4.2.1 obtenemos que

TS n rs n

Azo-l(A])( Clrts . d)xl11+t1xl22+t2 ... xln+tn — C'L‘7>\Jo-t<>\2)(H Ctrls d/>xl11+tlxl22+t2 .. xln+tn

s<r s<r

Usando la representacién unica de los elementos de A, y la propiedad (2) de la proposicién
4.2.1, se obtiene

A ([T o) = cidni([ [ es) méd(w). (4-8)

s<r s<r

Dado que A es una extension genérica y suponiendo que 7 > j, se debe cumplir que
lrts = 67%-(55]- + trls. (4—9)
Si [, # 0 para algin p # 7, j entonces tenemos que para cada indice g # p

L, = t,l

qvp q'p>
y por lo tanto, t; = t,l,l;". En particular, cuando ¢ = i, j

ti == tplilz;l,
ti = tll!

J°p
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asi
lit]’ — ljtz - litpljl;;l — ljtplilljl
0,
lo cual contradice (4-9). Asi [, = 0 para p # ¢, j. Similarmente se prueba que t, = 0 sip # 1, j.

Por lo tanto, los coeficientes principales de A(x;) y A(x;) tiene la forma )\inxzj y )\jxﬁix;j :
donde th] — l]tz =1.

Como por hipdtesis existe una tercera variable z, tal que A(x,) # 0. Aplicando el mismo
argumento a (4, u) y a (j,u) se tiene que l;,¢; son cero y que el coeficiente principal de A(x,,)
tiene la forma

Aol = N\ afads, (4-10)

lo cual implica que d; = d; = 0.
Por lo tanto l;t; =1y l;d, = 1, es decir, [; =t; = d, = 1.

Luego para cada 1 <1i < n, \(x;) = \x;, con )\; invertible.

¥

Corolario 4.3.3. Si A es una extension PBW torcida de R y A € End(A) son como en
el teorema 4.53.2 y cada A(z;) # 0, 1 < i < n, entonces A es un automorfismo de A. En
particular, st A es un homomorfismo de anillos inyectivo, X es un automorfismo.

Demostracion. Observemos que
Mayag ---ay) = Aa)"Aw2)" - M)

= (Az) " (Ngxe)2 - (M)
(4-11)

Usando la propiedad (2) de la proposicién 4.2.1 y las propiedades de N, se tiene que

Maywg -ap) = (A w2 )5 -ug - 25) - (A7 -y - 2y,
para algunos u; € Nei=1,...,n.

Aplicando las propiedades de conmutacién y de N, asi como la propiedad (2) de la proposicién
4.2.1, llegamos a que
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Moo - aln) = (H A e alt e (4-12)

n n
k
para algin u € N.

Como por hipétesis cada \; € R* y N C R*, entonces (][] /\2’“) -u € R*, y por tanto podemos
k

: l1 l . ll 12 l ’ *
considerar A(z3' -+ x;7) = d - x'xf -+ - x;r, para algin d € R* .

Si A( Y. aix!) = 0 entones > a;dir' = 0, donde d; es invertible. Dada la representacion
leNn leNn
unica de cada elemento de A se concluye que cada a;d; = 0 para [ € N™. Como cada d; es

invertible, entonces a; = 0 para cada [, es decir, Y a;2! =0, lo cual prueba la inyectividad

lENn
de \.

Similarmente, si p = Y a;7! entonces p’ = > a;d; ' 2! satisface A(p') = p, lo cual prueba la
lENn IENn

sobreyectividad de . &
Note que todo endomorfismo considerado en el teorema 4.3.2 es un endomorfismo filtrado.
En particular, cuando D es un anillo de divisién, todo endomorfismo de A es filtrado.

Comentario 4.3.4. Observemos que si A es una extensiéon PBW torcida cuasiconmuta-
tiva genérica de R, no existen endomorfismos tal que A(z;), A\(z;) € R*. En efecto, si
Ax;) = ay Mzxj) = b, con a,b € R*, entonces se debe cumplir que ab = ¢;;ba, con lo
cual, ¢;; = aba™'b! € [R*, R*] C N, y por tanto A no serfa genérica.

Por otro lado, no existe endomorfismo de una extensién genérica tal que \(x;) = a € R* y
A(x;) tenga coeficiente principal invertible, para algin ¢, j. De lo contrario, tendriamos que

a)\jxt = cij)\jxta,
donde A;x' es el termino principal de A(x;), lo cual nos lleva a que
aljzt = cy\jot(a)xt, (4-13)

dada la representacion tunica de los elementos en A y las propiedades de conmutacion mos-
tradas en esta seccion, se tiene que a\; = ¢;; - Aj-a-d, con d € N. Luego ¢;; =1 méd(N),
lo cual es una contradiccion.

Definicién 4.3.5. ([9]) Sea A una extension PBW torcida de R con endomorfismos oy,
1 <4 < n, como en la proposiciéon 4.1.2.
(1) Para o = (q,..., ) € N* |a| ;=1 4+ + a,. Si B = (P1,...,58.) € N, entonces
Oé—i—ﬁ = (al‘{’ﬁlw'-aan—{'ﬁn)-
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(2) Para X = x* € Mon(A), exp(xz®) := a 'y deg(z®) := |a].

(3) Sea 0 #£ f € A, t(f) es el conjunto finito de términos que conforman f, es decir, si f =
X1+ +aXi, con X; € Mon(A) y ¢; € R\ {0}, entonces ¢(f) := {1 X1, -+, e Xy}

(4) Sea f como en (3), entonces deg(f) := max{deg(X;)}:_,.

Teorema 4.3.6. Sea A una extension PBW torcida de un anillo R. Entonces, A es un
anillo filtrado con filtracion dada por

{R7 st m =20,
F = (4-14)
{feA:deg(f) <m}, sim>1

y el correspondiente anillo graduado Gr(A) es una extension PBW torcida cuasi-conmutativa
de R. Ademds, si A es biyectiva, entonces Gr(A) es una extension PBW torcida cuasi-
conmutativa biyectiva.

Demostracion. véase [10] o [9]. &

Proposicién 4.3.7. Sean A y B anillos filtrados, con filtracion {F,(A)}pez y {Fp(B)}pez.
Sea [ : A — B, un homomorfismo filtrado. Entonces,

(1) f induce un homomorfismo graduado

Gr(A) — Gr(B). (4-15)

(2) Su f es inyectivo y estricto, es decir, para cada p € Z, f(F,(A)) C Im(f) N F,(B),
entonces Gr(f) es inyectivo. Ademds, si la filtracion es positiva, el reciproco es vdlido.

(3) Si f es sobreyectivo y estricto, entonces Gr(f) es sobreyectivo. Ademds, si la filtracion
es positiva, el reciproco es vdlido.

Demostracion. (1) Como f es un homomorfismo filtrado, entonces f(F,(A)) C F,(B) para

cada p € Z, y se induce la funcién

Gr(A), = Fy(A)/F(4) 2% B (B)/F, 1(B) = Gr(B),,
™ —s Flmp), (4-16)

con my, :=my, + Fp_1(A), mp € Fp(A) y f(my) := f(my) + Fp1(B).

Notamos que Gr(f), esta bien definida y es un homomorfismo de grupos abelianos.
Realizamos la suma directa externa de estos homomorfismos y obtenemos el homomor-
fismo de grupos abelianos

Gr(f): Gr(A) — Gr(B)
(Mp)pez > (f(my))pez- (4-17)
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Resta ver que Gr(f) es un homomorfismos de anillos: Como Gr(f)(Gr(A),) = Gr(f),(Gr(A),) C
Gr(B)y, y ademis Gr(f)(@by) = f(apby) = Gr(f)(@)Gr(f)(bp).

La demostracién de (2) y (3) son andlogas a la demostracién presentada en [8] para la
proposicion 2.2.11, dado que para esta demostracién solo se hace uso de las propiedades de
la filtraciéon y de la estructura de grupo. &

Teorema 4.3.8. Sean A una extension PBW torcida de R y A un endomorfismo filtrado
de A, tales que

(1) A es genérica,

(2) para cada N(x;) # 0, Ax;) & Fo(A), el coeficiente principal (segin el orden lexicogrdfi-
co) es invertible, y existe al menos tres indices i, j,u para los que esto sucede.

Entonces existen Ai,..., Ay Y Q1,09,...,a, en R, tal que AN(xy) = Gy + ATy, para w =
1,...,n.

Demostracion. Como A es un homomofismo filtrado, se induce un homomorfismo Gr(\) :
Gr(A) — Gr(A). Observamos que Gr(\)(x; + Fy) = A(x;) + Fy # 0, para aquellos z; tales
que A(z;) # 0. Luego todas las hipétesis del teorema 4.3.2 se cumplen para Gr(A) y Gr()\),
por lo que Gr(A)(z;) = \iz; + Fy para algin \; € R*.

Finalmente, como A(z;) + Fy = A\;x; + Fy, entonces A(z;) = N\jz; +a;, para algin a; € Fy = R
y para todoi=1,...,n. &

Corolario 4.3.9. Si A es una estension PBW torcida de R y A € End(A) son como en el
teorema 4.3.8 y cada A(x;) # 0, 1 <i <n, entonces \ es un automorfismo de A.

Demostracion. Como Gr(\)(z; + Fy) # 0 para todo i, el corolario 4.3.3 asegura que Gr(\)
es un automorfismos para Gr(A). Dado que la filtracién es positiva, entonces A es un auto-
morfismo estricto de A, segin la proposicién 4.3.7.

Ademds, \(z;) = a; + \jx; paracada 1 <i <n, donde A,...,\, € R*yay,...,a, € R. &

Observemos qu cuando A es un endomorfismo inyectivo, podemos omitir la condicién \(z;) ¢
Fy(A), ya que de lo contrario A no serfa inyectivo.

Corolario 4.3.10. Si A es una extension PBW torcida genérica de R conn > 3, y A un
endomorfismo inyectivo filtrado tal que el coeficiente principal de A(xz;) es invertible para
cada i =1,...,n. Entonces \ es un automorfismo.
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4.4. Automorfismos para extensiones PBIV torcidas sobre
dominios de Ore a izquierda.

En esta seccion caracterizaremos el grupo de automorfismos de una extension PBW torcida
de un anillo R, que ademas es un dominio de Ore a izquierda. Para ello consideremos los
siguientes resultados que pueden consultarse en [9].

Teorema 4.4.1 ([9]). Sea A una extension PBW torcida cuasi-conmutativa de R. Entonces
(1) A es isomorfo a un anillo de polinomios torcidos iterados de tipo endomorfismo.
(2) Si A es biyectiva, entonces cada endomorfismos es biyectivo.

Para la demostracion del teorema anterior, se establece un isomorfismo de anillos con el

anillo de polinomios iterados B := R[z1;61] - - - [2n;0,], donde
01 =01,
0; : Rlz1561] -+ [2j-1;05-1] — Rlz1564] -+ - [2j-1;0-1], (4-18)

0,;(2) = cjizi para 1 <i < j <n, 0;(r) =0;(r) parar € R,
donde los ¢; son dados por la proposicién 4.1.2.
Teorema 4.4.2 ([9]). Sea R un anillo y S C R un subconjunto multiplicativo tal que
(1) STIR existe,
(2) o(S)CS.
Entonces S™Y(R[z;0,0]) = (S™'R[x;7, 0]), con

SR 23 SR
o o(a)

: a(s)

(4-19)

SR -2 SR
a M% Q) (4-20)

s ~o(s) o(s)

Segin la demostraciéon presentada en [9], el homomorfismo de anillos ¢ : R[z;0,] —

S~1R[x;7, ], en la propiedad universal para el anillo de fracciones del conjunto multiplicativo
S, estd dado por (3 a;x’) =Y Lat.
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Corolario 4.4.3 ([9]). Sea R un anillo, S C R un subconjunto multiplicativo, y
A= Rlxy,01,01] -+ [T, 00, ),
un anillo de polinomios iterados tal que
(1) ST'R existe,

(2) 0;(S) C S para cada 1 < i <n.

Entonces
S_lA = (S_lR)[Il;U_la 6_1] e [xn;a_na 6_n]7 (4_21)
con
SR I3 SR
a %i(a) (4-22)
B oi(s)
Y
SR 5 57
% . 57,(8) 2 + 5’L<a) (4_23)

oi(s)s  oi(s)

Aplicando de forma iterada el resultado y la construccion hecha en el teorema 4.4.2 (véase

[9]), llegamos a que la funcién ¢ : A — (ST R)[z1;771,61] - - [2n; Tn, 0n), en la propiedad

universal para el anillo de fracciones de A respecto a S esta dado por (3 a;at) = > %a’.
t t

Proposicién 4.4.4. Sea A = R[xy,01]- - [z, 0,] un anillo de polinomios torcidos iterados
de tipo endomorfismo, donde 0;|r es un endomorfismo inyectivo de R para 1 <i <n ,y
0;(x;) = cijxj, para cada 1 < j < i < n con c;; invertible a izquierda. Entonces A es una
extension PBW torcida cuasi-conmutativa de R con endomorfismos o; = 6;|g.

Demostracion. La demostracion se hard usando induccién sobre n.

Cuando n = 1, tenemos que A = R[x1,0;] es una extensién cuasi-conmutativa de R (véase

[9])-

Supongamos que A" = R[xq,01] - [x,_1, 0,_1] es una extension PBW torcida cuasi-conmutativa
de R,y consideremos A = R[xy;0y] - [x,;0,]) = A'[x,; 0,] que es una extensién PBW tor-
cida cuasi-conmutativa de A’. Luego

(1) RC A’ C A.
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(2) Todo elemento p de A se puede escribir como

p=>Y_a, (4-24)
=0
con a; € A’, pues A es una extensiéon PBW torcida de A’.

Por hipétesis de induccién, a; = > ajal, conajy € Ry l= (ly,... 1 1).
]

Luego
p= Z aga'el (4-25)
j !

por lo cual, cada elemento p € A puede representarse como combinacién lineal de
Mon(A) .= Mon{xy,za,...,2,}.

Veamos que Mon(A) es una R—base para A. Supongamos que 0 = > a2z’ con t =
t
(t1,...,t,) € N* y a; € R, entonces se tiene que

S
0 = g 5 a;x’, donde s es el mayor exponente que aparece para
i=0 {t:t,=i}

S
— Z Z alt - gt
i=0 {t:t,=i}
S
= > (> aay - aya,

=0 {t:it,=i}

tn . .
Como A = o(A)(z,), > a'---2;"} € A’y la representacién de cero es tinica
{t:tn=1}
. , . trn— .
considerando A como A’—mdédulo, se tiene que > @zl -3, = 0 para cada i.
{t:tn=1}

i tn— . .

Finalmente, como A’ = o(R)(x1,...,2,_1) entonces Y. aut -z, = 0 implica
{t:tn=1}

que cada a; = 0, con lo cual hemos probado que cero tiene representacion unica como

R—médulo en los generadores Mon(A). Por lo tanto, Mon(A) es una R—base para A.

Sir € R\ {0} entonces z;r = 0;(r)x;, pero por hipdtesis sabemos que 6;(r) € R\ {0},
ya que 0; es inyectivo en R. Luego existe ¢;. := 6;(r) tal que z;r — ¢;x; = 0 € R.
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(4) Sij < i, ziz; = 0;(xj)x; = ¢;jx 2, como adicionalmente, ¢;; es invertible a izquier-
da, entonces cjx;x; = x;x;, donde cj; es el inverso a izquierda de ¢;;. Luego hemos
encontrado ¢;; € R no nulo, tal que x;z; — ¢;jz;2; =0 € R+ Rz + -+ - + Rz,

Asi tenemos que A es una extensién PBW torcida cuasi-conmutativa de R.

Finalmente, observemos que z;r = 6;(r)x; para todo i, lo cual nos dice, dada la representacion
tunica de los elementos de A, que o;(r) = 6;(r) para todo r € R. &

Teorema 4.4.5. Sea A una extension PBW torcida cuasi-conmutativa de un dominio de
Ore a izquierda R con endomorfismos o; dados en la proposicion 4.1.2. Entonces para S =
R\ {0}, ST'A~ o(ST'R){(x1,...,x,) es una extension cuasi-conmutativa de S™'R, donde

los ; para o(ST'R)(x1, ..., x,), son tales que

7, ST'1R — SR

oy oile) (4-26)

° oi(s)
yv: A— S7YA de la definicidn del anillo de fracciones a izquierda es tal que
t at 4
pu— —_— 4_27
ORI (127)

para todo Y, ayz’ € A.

Demostracion. Como R es un dominio de Ore a izquierda, entonces S := R\ {0} es un
sistema multiplicativo de R, y por tanto, de A.

Como A es cuasi-conmutativa entonces segin el teorema 4.4.1, A = Rxy;04]- - [x,;0,], tal
que

01 = o1,

0j: Rlwy;01] - [xj-1505 1] — Rlr1;601] - [21;0;4], (4-28)

0;(x;) = cjix; para 1 <i < j<mn, 0;(r) =0,(r) parar € R,

donde los ¢; son dados por la proposicion 4.1.2.

Por otro lado, observemos que para todo r € S, 6;(r) = o;(r) € S. Asi, segun el teorema
4.4.2 y el corolario 4.4.3, podemos considerar

STHRlwr; 0] - [20;00]) = (ST R) (w15 0] -+ [20; 00,
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con

SR Py 51R
o 00 _oild)

s 0:(s)  oi(s)

= 7;(%) para cada (%) € S™'R, donde 7; esta dado por

Observemos que 9_2(%) — ‘Z{Eg _ %

la propiedad universal de S™'R con homomorfismo 1)’

R ¥

SR

g4

Y

R | - (4-29)

,[l]l

Yy ¥

SR

Tenemos que 7; es inyectivo ya que 1’ es inyectivo, pues R no tiene divisores de cero y o; es
inyectivo. Luego se tiene que 0; es inyectivo en S™'R. Por otro lado, segtin el corolario 4.4.3
se tiene que 0;(x;) = SLx;

que vilr;) = 7725

En consecuencia, tenemos un anillo de polinomios iterados de tipo endomorfismos
(ST R)[1;61] - - - [23 0,

de tal forma que 6; es un endomorfismo inyectivo de S™'R para 1 < i < n. Por lo tanto,
usando el teorema 4.4.4, (S7'R)[x1;0]--- [2,;0,] es una extension PBW torcida cuasi-
conmutativa de la forma o(S™'R)(zy,...,2,), con endomorfismos ;.

Finalmente, o(S™'R){(x1,...,2,) = (ST R)[w1;01] - - [2,;0,] = S™HR[z1;01] - - - [10;0,]) =
S~1A, en donde v esta dada para este caso en la demostracién del teorema 4.4.2 y coincide

&

En los siguientes resultados se asumira que S™'A es una extensién PBW torcida genérica.

con la dada en este teorema.

Teorema 4.4.6. Sean A una extension cuasi-conmutativa genérica de un dominio de Ore
a izquierda R y A € End(A), tales que existen al menos tres indices i, j,t, con A(x;),\(x;),
Axy) # 0. Entonces existen i, A, ..., A, € R tales que N(xy,) = ATy, para todo 1 < w < n.

Demostracién. Consideremos el sistema multiplicativo S := R\ {0}, entonces S~ R existe,
y segiin el teorema 4.4.5 podemos considerar S™'A. Sea A € End(A), entonces podemos
encontrar A € End(S~'A) usando propiedad universal para S~' A, pties A\(S) = S C (S71A)*,
de la siguiente forma
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S™tA

A , (4-30)

>|

donde \ satisface YA = i)

Por otro lado, notemos que v es inyectivo, pues S no tiene divisores de cero en A, por lo
cual, podemos considerar A C S~!'A. Entonces, suponiendo que A(z;) = >_ a;x' para cada
1 < i <mn, se tiene que A(z;) = v(A(z;)) = > Ltat.

De lo anterior, si A(z;) = 0, entonces Y. %tz! = 0, lo cual quiere decir que 1(a;) = %t

=0
t
para todo t € N". Dada la inyectividad de v, se concluye que a; = 0 para todo t € N, y
por tanto A(z;) = > ayx’ = 0.

Luego, existen al menos tres indices i, j, ¢, tales que A(z;), A(z;), AM(z;) # 0, y como S~'A
es una extensién cuasi-conmutativa genérica de S™!'R (segin el teorema 4.4.5), usando el
mismo razonamiento que en el teorema 4.3.2, \(z;) = Tr; para cada 1 <7 <mn.

En efecto, S™'A es una extensién cuasi-conmutativa de S™'R, en donde los elementos no
nulos de R son invertibles, y por hipdtesis los ¢;; con 1 < ¢ < j < n son independientes
en S~'A. Entonces, las hipétesis del teorema 4.3.2 se satisfacen para S~'A y A, por lo cual
existen Aj, ..., \, € ST'R, tales que \(x,,) = ATy paraw = 1,. .., n. Por otro lado, tenemos
también que \(z,) = > dut gt luego comparando ambas escritura, y dada la representacién
tinica de los elementos de S™1 A, se tiene que (@) = @ = 0sit # w, y h(ape) = 22 = Ay,
w

donde w se entiende, en este caso como (0,0, ... ,//1\, ...,0). Dado que ¥ es inyectivo,
concluimos que a;, = 0 para t # w, y por lo tanto A(z,) = a,Z, para cada w =1,...,n.

&

Corolario 4.4.7. Si A y A € End(A) son como en el teorema 4.4.6 y A es inyectivo, entonces
ezisten \; € R\ {0}, 1 <i <n, tal que

AMzw) = ATy para cada w =1,...n. (4-31)

En particular, si A € Aut(A) entonces A tiene la forma (4-31).
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Comentario 4.4.8. Cuédndo A € Aut(A), se puede concluir ademds, que A\, € R* para cada
1=1,...,n.

Corolario 4.4.9. Si A es una extension PBW torcida genérica de un dominio de Ore a
izquierda R, y A es un endomorfismo filtrado, tal que si AM(x;) # 0, A(z;) ¢ Fo(A), entonces
existen ai, ..., ap, A1, ..., A\, € R tal que

En particular, si X es inyectiva, Ai, \a, ..., Ay € R\ {0}.

4.5. Ejemplos y consideraciones.

Como un hecho interesante, note que los Corolarios 4.3.3 y 4.3.9 nos recuerdan la Conjetura
de Dixmier para algebras de Weyl. La conjetura generalizada de Dixmier establece que todo
endomorfismo del dlgebra de Weyl A, (k) es un automorfismo (Véase [11], [12]).

De otra parte, a continuacién presentamos un listado de ejemplos para los cuales se podrian
aplicar los resultados de este capitulo:

(1) Anillos de polinomios torcidos iterados R[x1;01,01] -+ [Xn; 00, 0,] bajo las siguientes
condiciones:

(1) Para 1 < i <mn, o0; es biyectivo.

(2) Paracadare€ Ry 1<i<mn, o;r),d(r) €R.

(3) Parai < j, 0j(x;) = cx; +d, con ¢,d € R y ¢ invertible.
(4)

En particular,

Para i < j, §;(z;) € R+ Rxy + - - - Rx,,.

s Polinomios cuanticos torcidos con r = 0.

(2) Anillos de polinomios torcidos iterados de tipo endomorfismo bajo las consideraciones
de la proposicién 4.4.4 con parametros invertibles.

(3) Algebras de difusién: Un lgebra de difusién A es generada por {D;, z; : 1 < i < n}
sobre k con relaciones

rix; = wxjr; 1<14,5 <n,
{EiDj = Djl'i 1< Z,] < n,
Cz‘jDz‘Dj — cjiDjDi = I’jDi — ZL‘Z‘DJ‘, 1< j, Cij, Cji € k™. (4—33)

En este caso, A = o(k[x1,...,2,))(D1,..., Dy).
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(4) Dentro de las dlgebra cudnticas encontramos los siguientes casos:

= Andalogo multiplicativo de las algebras de Weyl. En este caso, la k—élgebra
O, (Xi;) es generada por zy, ..., z, sujeta a las siguientes relaciones

T;x; = )\jixixja 1<i< ] <n,
donde \;; € £\ {0}. Notamos que

On(Nij) Z o(k)(z1,...,2,) = o(klx1])(@a, ..., ).

] Algebras de polinomios torcidos 3-dimensionales A. Estas algebras estan
dadas por las relaciones

yz —azy =X, zx—fPrz=pn, xYy—yYyz="r,

tales que A\, p, v € k+kx+ky+kz,y o, 8,7 € k\{0}; asi A = o(k)(z,y, z). Segiin
[10], hay quince dlgebras de polinomios torcidos 3-dimensionales no isomorfas.

» El dlgebra de operadores diferenciales D,(S,) sobre un espacios cuantico
Sy- Sea k un anillo conmutativo, y sea ¢ = (¢;;) una matriz con entradas en k* tal
que g;; = 1 = ¢;;¢;; para todo 1 <1, ;7 < n. Entonces la k—algebra S, es generada
por los z;, 1 < i < n, sujeta a las siguientes relaciones

LT = Qi T;%;.
El élgebra D,(S,) de operadores g—diferenciales sobre S, es definida por
0;x; — qi;x;0; = 0;; para cada 1, j.
Las relaciones entre los 0; son dadas por
0,0; = ¢;;0;0; para cada 1, j.
Por lo tanto, D,(S,) = o(o(k)(z1,...,2,))(01,...,0n).

Todos los ejemplos de extensiones PBW torcidas aqui mencionados, asi como muchos otros,
pueden consultarse en [10].



5 AUTOMORFISMOS PARA
POLINOMIOS CUANTICOS
TORCIDOS.

5.1. Definicion

Definicién 5.1.1 (Anillo de polinomios cudnticos torcidos). Sea R un anillo con una
matriz fija de parametros q := (¢;;) € M, (R),n > 2, tal que ¢;; = 1 = ¢;;¢;; = ¢;i¢;; para cada

1 < 1,7 < n, y supongase también un sistema de automorfismos de R, oy,...,0,. El anillo
de polinomios cudnticos torcidos sobre R, notado por O,, 0 Ry, [xlil, R S U

es definido como sigue:
+1 +1
(1) RC Ryolzy - xr  Tpg1y e, Ty
(2) qug[xlil, conxEtm . m,] es un R—médulo libre a izquierda con base

{aht 2l l;eZparal <i<ryl;€ Nparar+1<i<n}.

(3) Los elementos x1, ..., z, satisfacen las siguientes relaciones
vyt =1=o"r, 1<i<r, (5-1)
;= ;T 1 < 1,7 <n, (5-2)
zir =o;(r)z;, € R, 1 <i<mn. (5-3)

Los anillos de polinomios cuanticos torcidos introducidos por Lezama son una generalizacion
de los anillos de polinomios cudnticos trabajados por Artamonov (véase [3]), ya que en la
definicién 5.1.1 se asume que R puede ser un anillo cualquiera, mientras que en [3] se supone
que el anillo de coeficientes R es por lo menos un anillo de division.

Cuando todos los automorfismos son triviales, escribimos Rq[:clﬂ, corE e, o),y
este anillo es llamado el anillo de polinomios cuanticos sobre R. Si R = k es un campo,
entonces ko [aﬁcl, ooz, ..., 1] es el dlgebra de polinomios cudnticos. Para los au-

tomorfismos triviales obtenemos el algebra de polinomios cuanticos simplemente notada por
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0,.

R, J[xfl, oo x, ..., x,] puede ser visto como una localizacién de una extension P BW

torcida. En efecto, tenemos una extensiéon PBW torcida cuasi-conmutativa biyectiva

A:=0(R)(z1,...,Ty), (5-4)
con zr = o;(r)z; y vz = quivizg, 1 < 4,7 < n; si tomamos S = {rz! : r € R*, 2! €
Mon{zy,...,x.}}, entonces S es un subconjunto multiplicativo de A y
STTA2 R o e ey, ] 2 ASTL (5-5)
Cuando r = 0, Ry, [z7", ..., 2 2ph1, ..., 0] = Ryolv1, ..., Tr, Tria, ..., 2] es el espacio
cuantico torcido n—multiparamétrico sobre R, y cuando r = n, este coincide con qua[xicl, el B

es decir, con el toro cuantico torcido n—multiparamétrico sobre R (véase [10] y [9]).

5.2. Reglas de multiplicacién.

Cuando R es un anillo arbitrario, es claro que el conjunto de elementos invertibles R* de R
es un grupo multiplicativo. Definimos N como el subgrupo multiplicativo de R* generado
por el grupo derivado [R*, R*] de R* y los elementos de la forma z7'o;(z) para z € R* y

i = 1,...,n. Notamos ademds que este subgrupo es normal en R* y R*/N es un grupo
abehano.

La normalidad de N en R* puede demostrarse usando el teorema de correspondencia, en
efecto, sabemos que existe una correspondencia biunivoca entre los subgrupos normales de
R* que contienen a [R*, R*] y los subgrupos normales de R*/[R*, R*| (que es abeliano), por
lo cual N/[R*, R*] es normal en R*/[R*, R*| y asi N es normal en R*.

Comentario 5.2.1. Si a,b € R* entonces a -b = b-a - u, para algin uv € N. En efecto,
considerando la imagen de a - b en R*/N, tenemos que a-b = b-a méd(N), por lo tanto
a-b=">0-a-u, para algin u € N.

Algunas propiedades que se pueden deducir para O, , son las siguientes:

Proposicién 5.2.2. 5i O,, es un anillo de polinomios cudnticos torcidos sobre R, entonces
(1) z;7'r = o, (r)a; ! para cadar € Ry 1 <i<r.
(2) iyt =05 (g ey e para 1 <i<nyl<j<r.

(3) ol(z) = zzilai(z)ai(z)*laf(z)af(z) Lo o H2)"o™(2) para todon € N y z € R*, lo

cual ademds implica que o'(2) = z - d donde d € N.
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(4) 0;7"(2) = o;™(2)o; " (2) o, " (2)o MR (2) o M (2) - oo (2) ey H(2) 2 e para

3 7 (3 (2

cadan € N yz e R*. Ademds o;"(z) =z-u conu’ € N.

(5) x:ix = qijo;(qij) o5 (qi) - - - 03 (qij)aha; para u € N.
(6) vix;" = Jj_l(qi;l)Jj_Q(qi;l) -0 "(qy; )y "z para cada u € N,
(7) vz} = (qi; - d)xjx;, con d € N y para todo n € Z.

(8) wixs = (qi - w)xix], para algin w € N, y para todot €N, s € Z.

(9) xi_txj- = (qi;ts -u)xix;, para algin u € N, y para todot €N, s € Z.

(10) (z - ate) (2t - 2l = (] q;f) s T gt para algiin u € N.
i<j
Demostracion. (1) Si1 < i <ryr € R, tenemos que rx; = x;0; '(r), luego x; 'rz; =

o, (r), lo cual quiere decir, z; 'r = o; ' (r)x; .

(2) Sabemos que z;x; = g;jz;z;, por lo cual, z;z; = qz-;lxl-:vj. Luego xjwixj_l = q&lxi, y asi,
zix;" = ;' q;; x;. Finalmente, usando (1) concluimos que z;z; " = o ' (q;;' )z ' 2.

(3) Como z es invertible y 0; € Aut(R), entonces o}*(z) € R*, para todo n € Z. Luego es
evidente que

07 (2) = 227 0i(2)o(2) o7 (2)oi (2) 707 (2) o7 (2),

paratodon € Ny z € R*. Finalmente, si z € R*, 27!

para algin u € N.

oi(z) € N, porlocual 07'(2) = z-u,

(4) Realizando el mismo anélisis que en (3), tenemos

0;"(2) = 0,7 (2)o; " (2) o (2)o T (2) o T (2) 0y (2) T oy (2)27 2

para cada n € Ny z € R*. Por otro lado, observemos que o; '(z)z~' € N para todo
z € R*. En efecto, tomando w = o; '(2), se tiene que 2z = o;(w), y asf o; ' (2)z71 =
wo;(w)™' € N. Por lo tanto, o; "(z) =« - z para algin v/ € N. Dado que N es normal

en R*, existe u € N tal que 0, "(2) = z - w.

(5) Realicemos la demostracién usando induccién sobre w. Si u = 1, entonces z;z; =

1 _
Qijxjxi = Qijmjxi‘

Supongamos que la proposicion es cierta para u = n — 1, veamos que también es cierta
para u = n.

n o __ n—1
1

= 4ij0;(qi)0: (qi) - - - o7 qig) 2~ iy,

Lj
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entonces

22 = i (0i3) 07 (qi3) - - o) Hqig) 2] g,

Aplicando la definicién 5.1.1, se tiene que
2y = qi05(qiy) 05 (qis) - - 07 (qig) o™ (qig ).

(6) Realicemos la demostracion usando induccién sobre u. Si u = 1, tenemos (2).

Si u = 2, entonces

—1y,—1_—1/ —1
0, (qij )xj 0, (qz’j )i
S [ LN D R
= 0; (Qij )Uj (qij )‘Tj ;.
Supongamos que la proposicion es cierta para u = n — 1, veamos que también es cierta
para u = n.

xl-:cj = X;T; X

Ug (ng )$;n+1$z’x;1

—1\,.,—n+1_—1/_-1y\,.—1
o; " aiy w0y (4w w
- 0;1(9&1)03'72(%}1) e U;"H(qi;l)ajf”(qi;l)az;"xi.
sando tenemos que
(7) Usando (3) y (4), q

Qizl’? = qij * (%’j : Ul)(%’j : Uz) te (%’j : Unfl)l’?l’i,

paran > 0y u; € N. Como ¢;; € R* y N C R*, podemos considerar la imagen de
Qij - (i -u1)(qij-u2) - - - (i - un—1) en R*/N, y dada la conmutatividad de R*/N tenemos
que

Gij * (Qij - w1)(qij - u2) -+~ (Qij - un—1) = q;; mSd(N).

Por lo tanto, x;z} = (qg . u)x?mz para algin v € N. La demostracion para el caso
en que n < 0 es similar. Note ademéas que para realizar la demostracién también es
posible aplicar la propiedad de normalidad de N.

(8) Usando (5)y (6), parat € Ny s € Z

¢
Z;

T = I

s
J
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donde u' € N. Aplicando (3), (4) y las propiedades de N concluimos que

viry = (qju)ai;,
para algin u € N.

(9) Sis,teN, de acuerdo a (8),

lo cual nos dice que

s —t _ _—tr st —t _.s
:Cj:c’ = 0; (qu u)‘rz xj?

y por lo tanto,

(o7 (agfu)) gy = (56)

J7 [

de nuevo aplicando (3) y (4) se tiene que (5-6) toma la forma

st NnN—1_s —t __ _—t_.s

Aplicando las propiedades mencionadas para N se tiene que (5-7) es equivalente a
<qz;ts I/) S.;];.ft — l’»ﬁtﬂfs

para algin u” € N.

Asi de (8) y (9) podemos deducir la siguiente regla de multiplicacion mas general
vy = (g;u) e,
para todo s,t € Z y algiin u € N.
(10) Finalmente, es claro que usando los resultados anteriores podemos deducir que

t1 _ta Iy o _ t; 52 t1+81 t2+82 tn+sn
(v wy -y ) (2 g - - = qﬂ Ly

1<J

donde u € N.

&

Definicién 5.2.3. El anillo de polinomios cuanticos torcidos O, , de R, se dira genérico o
general si los multipardmetros ¢;;, 1 <14 < j <n, son independientes en R*/N.
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5.3. Automorfismos para anillos de polinomios cuanticos
torcidos.

Entendemos End(O, ) como los endomorfismos del anillo O, , que dejan fijo los elementos de
Ry, Aut(O,) C End(O,,) es el conjunto de elementos invertibles de End(O, ). Entonces,
podemos decir que cada A € End(O,,) es ademds un R—homomorfismo a izquierda de O, .

Teorema 5.3.1. Sean O := O,, el anillo de polinomios cudnticos torcidos genérico del
anillo R conr =0,n>3 y A € End(O). Si para cada 1 < i <n, Az;) # 0, y el coeficiente
principal es invertible, entonces \ es un automorfismo.

Demostracion. Consecuencia directa del corolario 4.3.3, ya que O puede considerarse como
una extensién cuasi-conmutativa biyectiva de R. &

Teorema 5.3.2. Supdngase que v € End(O) y se cumple:
(1) para cada y(x;) # 0 el coeficiente principal y el mds pequeno son invertibles y,
(2) existen al menos tres indices distintos 1 <1, j,t <n tal que y(z;),v(z;), v(x) # 0.
Entonces existen elementos vi,...,7, € R y un entero e = +1 tal que v1,...,7- #0, y
Y(Tw) = Yoxl,, w=1,2,... n. (5-8)

Demostracion. Seguiremos el esquema de la demostracién del teorema 3.2.3.

Consideremos el orden lexicografico sobre el conjunto de indices Z™ y sobre el conjunto de
monomios en zy,...,x,. Sea v € End(O,,) y note por a;, i = 1,...,n, el término més
pequeno (el término principal) de y(x;).

Supongase que y(z;),v(x;) # 0. Observe que el termino mas pequeno (el principal) de un
producto de polinomios no nulos en O, , es igual a el producto de los términos mas pequenos
(el principal) de cada factor. Por otro lado, (5-2) en la definicién 5.1.1 implica que

aiaj = qijajai. (5—9)
Supongamos que a; = ﬁxlf TS gz xtn donde B, € € R*.Asi
l In t n\ t n l ln
(Bl -l (Eatt - aly) = (et -+ alp)(Balt - ab).
Usando las reglas de multiplicacién para monomios en O, , obtenemos

Bt (€)(J [ ahde)dali -+ alyttn = gieo' (B)(J [ gl )d ali e - - alypttn, (5-10)

s<r s<r
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por lo tanto,

qurtg = gy Hqtrlg M6d(N). (5-11)

s<r s<r

Supongamos que ¢ > j. Ya que las imagenes de ¢,,, n > r > s > 1, son independientes en

R*/N, parar # s
lits = 0yi055 + t,ls. (5-12)
Sil, # 0y p#i,7, para cada indice ¢ # p
Lty — Lty =0, (5-13)
y por tanto ¢, = tpl,l; ! En particular
ti=tll" y = t,l;l;7", (5-14)
esto es
lit; — Lty = Lty — Lt il =0, (5-15)

lo que contradice (5-12). Asi [, = 0 para todo p # i, j. Similarmente, podemos probar que
t,=0sip#1,j.

Por lo tanto,
— L b _ t;, tj 5-16
p; iy aj §x; Ty ( )
donde tlt] — l]tl =1.

Por hipdtesis existe una tercera variable x,, tal que v(z,) # 0. El argumento anterior aplicado
a los pares de indices (i,u) y (j,u) muestran que

ay = 0z = (5-17)
con d € D*.

Finalmente r; = r; = 0, que es a,, = dz*. Similarmente a; = ﬁxé", a; = §x§j con lit; =1,y
por tanto, l; = t; = € = £1.

Aplicando el mismo argumento al término principal de v(x;) obtenemos un resultado similar
para algiun € = +1 para el término principal. Si € = € el teorema estd probado.
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Supongamos que r = 0, entonces en este caso € = ¢ = 1 para todo y(z;) # 0, con lo cual el
término principal y el mas pequeno son iguales.

Sir > 0, consideremos 1 < i < r, con lo cual y(z;) € O*. Sie = —1y € = 1, entonces

V(@) = At + YA (s)al O gmn ) g, (5-18)

donde ~/(s) € R, 7,7 € R* y la suma se hace sobre algunos de los indices
(mi1(s),...,mi(s)) € Z", (5-19)

tales que

0,...,0, =1,0,...,0) < (mi1(s),...,min(s)) < (0,...,0, 1 ,0,...,0). (5-20)

Como 7/ y ~/ son invertibles, entonces v(z;) no es invertible, lo que es una contradiccion.

&

Corolario 5.3.3. Si y(z,41),...,7(z,) # 0, en la situacion del teorema 5.3.2, entonces

Por lo tanto, € = €.

v es un automorfismo de O. En particular cualquier endomorfismo inyectivo de O es un
automorfismo.

5.4. Automorfismos para el anillo de polinomios cuanticos
torcidos sobre un dominio de Ore.

Lema 5.4.1 ([5]). Sea S un conjunto multiplicativo de R, tal que S™'R existe. Entonces,
dados s1,...,8, € S, existen r,...,r, € R, tales que r181 = ro89 = -++ = 1,8, € S, es
decir, Rs; N ---N Rs, # 0.

Corolario 5.4.2. Sea S un conjunto multiplicativo de R, tal que ST R existe. Dados sy, ..., s, €
Syry,...,rn € R, existen s €S yby,...,b, € R, tales que sr; = b;s; parat=1,...,n.

Demostracion. Aplicando la condicién de Ore a r; y s; para ¢ = 1,...,n, existen ¢; € Ry
si € S, tales que, ¢;s; = sir; paracadai=1,...,n.
Aplicando el lema 5.4.1 a los ¢, existen a; € R tales que s := a18] = assh = ..., a,s, € S.
Luego tenemos que
/ .
a;ci$; = a;syry,  1=1,...,n. (5-21)

tomando b; := a,¢;, tenemos que b;s; = sr; parai=1,...,n.

¥
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Proposicién 5.4.3. Sea R un anillo y S C R un sistema multiplicativo. Si Q = S™'R

existe, entonces cada conjunto finito {q,qa,-..,qn} de elementos de () posee un comin
denominador, es decir, evisten r1,...,7, € Ry s €S tal que ¢; = ** para cada i =1,...n.
Demostracion. véase [5]. &

De aqui en adelante, R se considera un dominio de Ore a izquierda y el sistema multiplicativo
sobre el cual trabajaremos serd S := R\ {0}.

Consideremos O, := Ry, [z, ..., o5 2.y, ,2,] y S := R\ {0}, donde R es un dominio
de Ore, queremos ver que

S70,0 2 (ST'R) 5[, .. 2 e, ., 1), (5-22)

donde 7; : ST'R — S~!R, se obtiene extendiendo o; usando propiedad universal para
ST'R. En efecto, sea ¢ : R — S™'R, con ¢(r) = %, tenemos que ¢ es inyectiva ya que R
es un dominio, por lo tanto vo; es inyectiva, y ¥o;(S) C (RS™1)*. Luego existe un tinico
homomorfismo o; tal que 7;9 = Yo;.

R | o (5-23)

SR

Por otro lado, como 0; es inyectivo, entonces 7; es inyectivo. Veamos entonces que es tam-
bién sobreyectivo, es decir 7; es un automorfismo para S!R.

Consideremos

2 e S~IR, dado que 0; es un automorfismo, existen a’ € Ry s’ € S, tal que
oi(a') = ay oi(s)

= s, luego tenemos que

a 1

%) = w0
- az<§>o—z<”f>

= Uﬂ#(sl) (a/)
(Yoi(s))” @Dm(a')

= (s) Y (a)
- ¢

, (5-24)



5.4 Automorfismos para el anillo de polinomios cuanticos torcidos sobre un dominio de
Ore. 59

por lo tanto, 7; es un homomorfismo de anillos sobreyectivo.

Como R, ,[x1,. .., ,) existe, visto como anillo de polinomios iterados de tipo endomorfismo,
(ST'R), 5|21, .., x,) también existe, segun el teorema 4.4.5. Por lo tanto,
(ST'R)yslrtts a0

existe, usando la caracterizacion para anillos de polinomios cuanticos torcidos mediante lo-
calizacién (véase [9]).
Veamos que S~'0,, también existe.
(1) Si f=aya" 4+ +a,2" € Opp, vy f-s=0 para algin s € S, entonces
fs = a0 (s)z" + -+ a0 (s)a"
= 0, (5-25)

luego, se tiene que ag,0'(s) = 0. Como o; son automorfismos, o'i(s) # 0 y por tanto
a;, =0 paracada 1 <i<n. Esdecir, f=0ys-f=0.

(2) Sea f € Oy, y s € S. Existen r € Sy by, € R tales que r - a;, = by, - 0'i(s) para
1=1,...,n

Tomando g = by, x' + - -+ + b, x'", se tiene que
g-s = (bya"™ +---b,a")s
btlxtls + - btnﬂjt
by, o (s)x™ + -+ + by, o' (s)x
rean ™t 4+ reag ™
= rlaga™ + -+ ag2™)
— - f (5-26)
Asi, S'y O, satisface la condicién de Ore a izquierda.

De (1) y (2), concluimos que S™*0,, existe. Para ver el isomorfismo deseado, veamos que
(ST'R)zlxyt, . a2, . .. 1) satisface las condiciones en la definicién de anillo de
fracciones a izquierda respecto a S (véase [8]).

(1) Consideremos la funcién

0: Opp — (ST'R)slrr, .. 2 2, ..., 2]
> agt Hzat ! (5-27)

Veamos que ¢ es un homomorfismo de anillos.
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a) Sean Y a;at b,xt elementos en O, ,, entonces
q7 ’

(> ax' +> ') = o> (a+b)a')
= Z(% + %)xt
= YTty %xt
= o> _ax’)+ o> ba'). (5-28)

b) Para ver que ¢ es multiplicativa, es suficiente ver esta propiedad para los mono-
mios ax; y bx;.

Cuando 7 < j, tenemos que

plaxibr;) = p(aoi(b)wix;)

= p(az;)p(br;). (5-29)

Por otro lado, cuando ¢ > j se tiene que

@(aﬁz‘b%‘) = SD(GUi(b)xz‘xj)
= p(aoi(b)gijz;zi)

= p(azi)p(br;). (5-30)

Dada la aditividad de ¢ y la forma de representar los elementos de O, ,, se tiene
la propiedad deseada.

(2) Sir € R\ {0}, entonces o(r) = = € (SR z[2", ... aF 21, ..., 3,))", es decir,
©(S) C (ST Ry slxtt, . o wpy, . a])*
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(3)

Sif=>ax'e O ye(f)=0,entonces ) %' = 0. Usando la representacion tinica
de los elementos de O, , concluimos que % = 0 para cada t € Z" x N*7". Como R es

un dominio concluimos que a; = 0, y por tanto, f = 0.

Suponiendo que ¢(f) = 0, tenemos que 1 € R\ {0} =Sy 1- f = 0. Reciprocamente,
si existe s € S tal que s- f = 0, concluimos que f = 0, y por tanto, o(f) = 0. Asi,
la propiedad (3) para una anillo de fracciones sobre un sistema multiplicativo S se
satisface. Observemos ademas, que ¢ es inyectivo.

Sea [ = ‘;—imtl + -4+ 22zt cona; € Ry s; € S para cada i = 1,...,n. Segin la
proposicion 5.4.3, existen s € S'y by,...,b, € R tal que ¢ = b; parai=1,...,n. Por
lo tanto,

an 4.

f = —XT _|_...+
S1 Sn

T

bn .

= —rr +--+—

S S

by b
— (I 2t R otn

= () (b + -+ bya'™). (5-31)

Luego, cada elemento f de Oy5 := ST 'Ry[z7", ..., 2! 2,41, ..., 2,] puede escribirse

como f = ¢(s)"tp(g), para algin s € Sy g € O,5.

Concluimos entonces que S’*l(’)q,a existe y, S *1(’),170. = 0,5 como desedbamos.

Para ver la demostracion del siguiente resultado, observemos como se extienden los endo-

morfismos A € End(O,,) a A € End(O,5).

Lema 5.4.4. Si A € End(O,,), existe X\ € End(O,7), es decir, N(£) = 2, para cada
¢ e SR

Demostracion. Consideremos el homomorfismo oA : O, , — O, 7, el cual satisface pA(S) C
(O,5)*. Entonces existe A € End(O,5) tal que ) = Ap.

©
O‘LO’ Oq,E

>|

Opo s (5-32)
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Ahora,

P<

» |
SN—
I
>|
=
SN—

I
>|
—|l»ww |
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< >
> €
TN TN N
»w W |
N N —_
>|
—~
=
SN—

VA
~—

(5-33)

&

En los siguientes resultados supondremos que S™'0, , es un anillo de polinomios cudnticos

w26

torcidos genérico.

Teorema 5.4.5. Sea O, , un anillo de polinomios cudnticos torcidos genérico sobre un domi-
nio de Ore R. Si A € End(O,,), y existen al menos tres indices i, j,u con A(x;), A(z;), M(xy)
no nulos, entonces existen A1, ..., A\, € R tal que \(x,) = A\yx$, paraw =1,...,n ye= +1.

Demostracion. Observemos en primer lugar que si A(z;) # 0, entonces A(x;) # 0, y por
tanto, existen al menos tres indices 4, j,u, tales que A(z;), A(7;),A(z,) # 0. En efecto,
0 # o(Mz:)) = Me(x;) = Aa;). Ademas, de acuerdo a las hipdtesis, O,z es un anillo
de polinomios cudnticos torcidos genérico sobre un anillo de divisién S™!R. Luego existen
ALy A € STIR, tales que, A(zy,) = A2, paraw =1,...,ny ¢ = +1 (usando 5.3.2).

Supongamos que A(z;) = Y. a2, entonces . %at = o(A(z;)) = Mp(z:)) :-X(xi) = \xt.

(]

}@

Dada la representacién tinica de los elementos de Oy, % = 0sit # (0,0,...,7 € ,...,0) =i
y Ai = 4. Por lo tanto, a; = 0 si t # i, es decir, A(z;) = a;z5.
Asi, podemos concluir que

AMTy) = Apxl,, i=1,...,n, (5-34)
para A\i,..., A\, € Ry e = =%1. &

Corolario 5.4.6. Si O,, es como en el teorema 5.4.5, y A € Aut(O, ). Entonces, existen
A,y Ay € R*, tales que,

Mzw) = A, (5-35)

paraw =1,....,n ye==+£1.
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5.5. Ejemplos y consideraciones.

Es importante mencionar que el anillo de polinomios cuanticos torcidos en la definicién 5.1.1,
puede entenderse como una extension PBW torcida quasi-conmutativa biyectiva sobre el

anillo de polinomios torcidos de Laurent B := R[z{';6,]--- [z 6,] (véase [5]), donde

92(13]) = Qi T paraj < i,
0;(r) = o4(r) para cada r € R.

Por lo cual, los resultados obtenidos en el capitulo 4 pueden aplicarse directamente a anillos
de polinomios cudnticos torcidos bajo las consideraciones anteriores (cuando sea posible).
Sin embargo, la importancia del capitulo 5 radica en los siguientes hechos:

(1) Como linea de trabajo, nos habiamos plantado el seguir las ideas que presenta Artamo-
nov en sus articulos, los cuales consisten esencialmente en la manipulacién del anillo
de coeficientes, y en las propiedades que pueden extraerse de él.

(2) Al considerar O,, con coeficientes en B, las reglas de conmutacion estarfan definidas
sobre B*, que incluye a x; para i = 1,...r, por lo cual, los elementos © € N podrian
ser monomios en las variables invertibles, los cuales no son invariantes bajo la accién
de los endomorfismos que consideramos en este trabajo.

(3) Al considerar O, como un anillo de polinomios cudnticos torcidos genérico sobre R,
es posible que el mismo anillo no sea genérico sobre B. En efecto, si O, es visto como
una extensiéon PBW torcida sobre B, entonces z; 'o;(z;) = o; '(q;)) € N(B) (N(B)
representa el subgrupo normal de B* considerado para las reglas de multiplicacion en
este caso), lo cual nos dice que g;; € N(B) si ¢ < r. Por lo tanto, la extensién no seria
genérica sobre B.

Ejemplo 5.5.1. Todos los resultados obtenidos en este capitulo pueden aplicarse a cualquier
anillo de polinomios cuanticos genérico A, como por ejemplo a la R—algebra considerada en
el ejemplo 3.2.5.

Finalmente, Al igual que algunos resultados similares del capitulo anterior, el Corolario 5.3.3
también nos recuerda en cierta forma, la conjetura de Dixmier.
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