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IX

Resumen

En este trabajo se estudian los conceptos de m-composiciones y m-particiones de un en-
tero dado n; (es decir, matrices m X k con entradas enteras no negativas, y columnas no
nulas, y tal que la suma de todas sus entradas es igual a n); Ademds, se estudian particiones
cuyas partes estan en progresién aritmética [7].

Los principales resultados son:

[. Se obtuvieron férmulas para el nimero de algunas composiciones restringidas de un
numero multipartito a@ # 0, en vectores fila de una matriz dada m x k, con entra-
das enteras en progresién aritmética, tales férmulas se obtienen usando el niimero de
extensiones lineales de un poset dado P y algunas particiones-P.

I1. Se establecieron algunas biyecciones entre el conjunto de trayectorias reticulares de un
poset dado M, y algunos tipos de composiciones inducidas por dicho poset.

Palabras clave: Composiciéon, extensiones lineales, trayectorias reticulares, nimero

multipartito, conjuntos parcialmente ordenados, particiones-P, niimeros poligonales.

Abstract

In this work, we will study the concepts of m-compositions and m-partitions of a natu-
ral number n (i.e., m X k matrices with nonnegative integer entries, with columns different
from the zero vector, and such that the sum of all its entries is equal to n); further studied
partitions whose parts are in arithmetic progression.

The main results are:

I. We obtained formulas for the number of some restricted compositions of a multipartite
number « # 0, into row vectors of a given m x k integer matrix with entries in arithmetic
progression, such formulas are obtained using the number of linear extensions of a poset
P and some P-partitions.

IT. Were established some bijections between the set of lattice paths of a poset M, and
some types of compositions induced by said poset.

Keywords: Composition, linear extensions, lattices path, multipartite number, par-

tially ordered sets, P-partitions, polygonal numbers.
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Capitulo 1

Introduccion

En el presente trabajo se usara el nimero de extensiones lineales de un poset dado P y algu-
nas particiones-P, con el fin de obtener formulas para el niimero de algunas composiciones
restringidas de un nimero multipartito dado, cuyas partes son vectores en los cuales las
componentes son enteros en progresion aritmética.

Estas formulas nos permiten obtener alguna relacion entre el niimero de composiciones res-
tringidas de un entero positivo n, en partes que pueden ser: una suma de tres nimeros
octaedrales o nimeros cuadrados, y el nimero de composiciones restringidas de n, en partes
que pueden ser: una suma de cuatro cubos, con dos de ellos iguales, o congruentes a 1 (mod 6).

Una particion de un entero positivo n es una sucesion finita de enteros positivos Ai, Ag, ..., A,
tales que A\ > X > ... > A\ ¥ Z:Zl Ai = n Los A;, son llamados las partes de la
particién [4]. Una composicidn, es una particién en la cual se tiene en cuenta el orden de los
sumandos.

Un ndmero multipartito es un vector no nulo, con coordenadas enteras no negativas, y una
particién de un nimero multipartito, (aq, s, ...,a,) es un conjunto de vectores (%, ..., 8%),
1 <1 < s (sin importar el orden), tales que

S

Z(ﬁi? (RS ﬂ:«) = (alv Qg, ..., ar)

=1
Si el orden de las partes es tenido en cuenta, llamamos a (31, ..., 81),....,(35, ..., 3), una com-
posicion de (o, o, ..., ) [4].

La investigacién es Teoria de Particiones, ha tenido un amplio recorrido a través de la
historia. De hecho, durante varios siglos algunos de los mateméaticos mas notables han dedi-
cado su trabajo a descubrir el patrén que tiene la forma en que los niimeros enteros pueden
ser descompuestos en sumas mas pequenas (particiones), tratando de encontrar una funcién



que permita contar el nimero de particiones de un nimero natural n (en este trabajo deno-
tamos la imagen obtenida por la aplicacién de esta funcién a un nimero natural n, por p(n)).

Entre la correspondencia epistolar que Leibniz mantuvo con Bernoulli en el ano 1669, apa-
rece en una de sus cartas esta pregunta: A&De cuantas maneras podemos escribir un entero
n > 1 como suma de enteros positivos? y, en palabras del propio Leibniz, “parece un pro-
blema dificil pero importante”. Mas de 70 anos después, es un profesor de la universidad de
San Petersburgo, Naudé, quien formula esta pregunta a Euler.

De Partitio Numerorum (Sobre particiones de nimeros), asi titulé Euler el capitulo XVI
de su libro Introductio in Analysin Infinitorum [13], el cual fue publicado en el ano 1748,
en él da comienzo a la Teoria de Particiones presentando muchos resultados relacionados
con este tema, y proporcionando un método recursivo (funciones generantes) para encontrar
el nimero de particiones de un nimero entero dado, cabe anotar que este método resulta
ser demasiado lento y practicamente inviable para aplicarlo a nimeros enteros mayores a
200. También enuncia otro teorema, donde prueba que el niimero de particiones de un en-
tero dado n en partes distintas es igual al nimero de particiones de n en partes impares, y
ademds prob¢ algunas relaciones entre productos y series infinitas, entre otros resultados.[13]

Posteriormente, en 1918, Hardy y Ramanujan proporcionaron una aproximaciéon para dicha
funcién, mediante una solucién asintética (utilizaron el método del circulo) que se convir-
tié en una herramienta poderosa para estudiar problemas aditivos de Teoria de nimeros.

En 1937 Rademacher refiné el método del circulo y obtuvo una solucién mediante una serie
convergente, aunque el método era una gran mejora respecto a la férmula exacta de Euler,
requeria sumar infinitamente muchos nimeros que tienen infinitas cifras decimales.

En las siguientes décadas, la investigacion en Teoria de Particiones continué su evolucion,
siendo uno de los logros mas notable el obtenido en el ano 2011 por un equipo de matemati-
cos liderado por Ono, quienes descubrieron que las particiones de un nimero se comportan
esencialmente como fractales; El producto de todo esto, es la obtencién de la primera férmu-
la finita que permite calcular exactamente la cantidad de particiones que posee cualquier
nimero entero. Este resultado ha permitido el desarrollo de una teoria matematica que per-
mite ver las particiones como una super estructura infinitamente repetida.

Adicionalmente, se agregaron algunas condiciones a las particiones, las cuales hacen refe-
rencia al nimero de partes y/o al tamano de éstas; a este tipo de particiones se les de-
nomind particiones restringidas, en las cuales se utilizan los Polinomios Gaussianos para
encontrar su funcion generante. Estos polinomios tienen una aplicacion especial en el area
de Estadistica, puesto que han servido para resolver algunas preguntas acerca de permuta-
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ciones y, recientemente han sido aplicados por Watson (1929) y Stanley (1972) en trabajos
de combinatoria [23]

Un personaje muy importante, pero un matematico inusual fue MacMahon, su vida se desa-
rroll6 en la carrera militar, pero ésta era alternada con un especial interés por algunos
temas de la matematica; en 1895 siendo presidente de The London Mathematical Society,
presento la parte I de su trabajo titulado Memoir on the theory of the partitions of num-
bers [19]. MacMahon hizo un trabajo pionero en Teoria de Invariantes, Teorfa de Funciones
Simétricas, Teoria de Particiones y combinatoria; en esta ultima disciplina escribié en dos
volimenes el libro titulado Combinatory Analisis (1915-1916) [18], el cual incluye tépicos
sobre funciones simétricas, composiciones de niimeros y particiones de ntimeros multiparti-
tos, entre otros.

Entre las numerosas publicaciones de MacMahon, cabe mencionar que el articulo sobre Teoria
de Particiones titulado Note on the parity of the number which enumerates the partition of
a number (1921), es una corta descripcién de la solucién a un problema propuesto por Ra-
manujan a MacMahon en 1919; en el afio de 1923 fueron publicados dos articulos mas, The
connexion between the sums of the squares of the divisors and the number of partitions of a
giwen number y The theory of modular partitions que trata sobre una generalizacion de los
Diagramas de Ferrers, utilizando también sus habilidades en computacion, para determinar
funciones generantes que enumeran cierto tipo de particiones.

La teoria de particiones en sus inicios fue explorada solamente para los nimeros enteros,
pero luego fue extendida a los nimeros multipartitos (vectores no nulos, con coordenadas
enteras no negativas), acerca de este tipo particular de particiones, MacMahon también pre-
sentd varios trabajos, algunos de ellos son: The enumeration of the partitions of multipartite
numbers (1925) y Euler’s phi function and its connection with multipartite numbers (1926).

Otros matematicos que han estudiado el tema de particiones son Wright, quien en 1938
y con la coautoria de Hardy escribieron el libro An Introduction to the Theory of Num-
bers, Wright en [27], obtuvo férmulas para el niimero de particiones de el nimero j-partito
(n1,n2,...,n;) en exactamente n partes y también para el de particiones de el nimero j-
partito (nq,nsg, ..., n;) en exactamente n partes diferentes, cuando j > 1, extendiendo de esta
manera los resultados que habian sido obtenidos por MacMahon en [18], para el caso j = 1.
Otros trabajos de relevancia en el area escritos por Wright son: el articulo An Extension of
a theorem of Gordon [29] publicado en 1964, y [26], en particular en este dltimo se estudian
particiones restringidas, con k partes.

Carlitz presenté su trabajo sobre particiones de nimeros bipartitos [10], en el ano de 1963,
en él prueba que para cada bipartito (n,m), el nimero de particiones sin restricciones de



(n,m) es igual al niimero de particiones de (n,m), en las cuales cada una de las partes es de
una de las formas (a — 1, a), (a,a — 1) o (2a,2a); esta identidad fue extendida a particiones
multipartitas por Andrews en [3]. Debemos recordar que Carlitz y otros, estudiaron algunas
particiones multipartitas restringidas [4], en particular particiones k-partitas de la forma:

T

(n17n27 "'ank) = Z (m1j7m2j’ 7mk])
j=1

sujetas a la condicién decreciente
min(mu, mMaj, vy mkj) > max(mljﬂ, Moj41, -y mkj+1).

Uno de trabajos més recientes que se debe destacar es Matriz Compositions [21], realizado por
Munarini, Poneti y Rinaldi (2009), en el que los autores extienden al caso m-dimensional las
propiedades combinatorias de las composiciones ordinarias; interpretan combinatorialmente
ciertos tipos de m-composiciones, estableciendo biyecciones entre algunas clases de poliminos
y m~composiciones.

Por 1ltimo, se debe recordar el trabajo presentado en 2006 por Grazzini, Munarini y otros
colaboradores [15], en el cual, hacen una extensién a los conceptos de composicién y particién
de un nimero natural n, definiendo m-composiciones y m-particiones de n; (es decir matrices
m X k con entradas enteras no negativas, con columnas no nulas, y tal que la suma de todas
sus entradas es igual a n); ademds, dieron un algoritmo exhaustivo, para la generacién de la
clase de m-composiciones de enteros, con m fijado.

En el presente trabajo se usan las ideas mencionadas anteriormente, para obtener biyec-
ciones entre trayectorias reticulares de un poset dado P y cierto tipo de composiciones de
numeros multipartitos. Estos resultados fueron publicados por la autora y otros colaborado-
res en [8] y han sido presentados en dos eventos nacionales: ALTENCOA4 en Mayo de 2010
en la ciudad de Tunja y en el XVIII Congreso Colombiano de Matematicas en Julio de 2011,
en Bucaramanga.

Las particiones-P y el nimero de extensiones lineales de un poset dado P, fueron utili-
zadas por A. M. Canadas, A. N. Pacheco y A. M. Sora en [9], para obtener férmulas para el
nimero de composiciones restrigidas de orden superior de un entero positivo.

El trabajo se encuentra distribuido de la siguiente manera: en el capitulo 1 se dan al-
gunas definiciones y notaciones referentes a Posets, trayectorias reticulares, particiones y
particiones-P; en el capitulo 2 se habla sobre niimeros multipartitos, y los principales resul-
tados son presentados en el capitulo 3, en la parte final se da la bibliografia utilizada para
el desarrollo del trabajo.



Capitulo 2

Definiciones y notacion

En este capitulo se presentan algunas de las definiciones bésicas y notaciones concernientes
a posets, grafos y particiones-P.

2.1. Conjuntos Parcialmente Ordenados

Un conjunto ordenado (o conjunto parcialmente ordenado o poset), es una pareja ordenada
de la forma (P, <), de un conjunto P y una relacién binaria <, contenida en P x P llamada
el orden (o el orden parcial) sobre P, tal que < es reflexiva, antisimétrica y transitiva [11].
Los elementos de P son llamados los puntos del conjunto ordenado. Se escribirda x < y para
r<yy x#y, en este caso diremos que x es estrictamente menor que y.

Un conjunto ordenado se llama finito (infinito) si y sélo si el conjunto fundamental es finito
(infinito). Usualmente, simplemente se dird que P es un conjunto ordenado. Donde sea ne-
cesario especificar abiertamente la relacién de orden, se escribird (P, <).

Sea P un conjunto ordenado y sean z,y €P, se dice que y cubre azsiz < yy z <2<y
implica z = x.

Se puede representar un conjunto finito ordenado P, mediante una configuracién de circulos
(representando los elementos de P) y lineas que los interconectan (muestran la relacién de
cubrimiento). A continuacién se describe la construccién de un diagrama de este tipo:

cada punto z € P, asociarle un punto p(x) del plano euclidiano R*, representado por
1) A cad t P iarl t del pl lidi R? tad
un pequeno circulo con centro en p(x).

(2) Para cada par cubierto z<y en P, tomamos un segmento de linea [(z,y) uniendo el
circulo de p(z) con el circulo de p(y).
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(3) (1) y (2) se llevan a cabo de tal forma que:

(a) Si z<y, entonces p(z) estd més abajo que p(y).

(b) El circulo de p(z) no intersecta el segmento de linea I(x,y) si z#£x y z#y.

Una configuracién que satisface (1)-(3) es llamada un diagrama de Hasse o diagrama de P.
Por otra parte, un diagrama puede ser utilizado para definir un conjunto finito ordenado.

En la figura que se da a continuacién, se presenta un ejemplo para el conjunto ordenado
P={a,bc,dye, f},enelcuala<b<c<d<eyf<ec

En general, no es posible representar totalmente un conjunto infinito ordenado con un dia-
grama, pero si su estructura es suficientemente regular, con frecuencia puede ser sugerido
mediante un diagrama.

Por supuesto, el mismo conjunto ordenado puede tener diferentes diagramas. La representa-
cion grafica de posets, es tanto un arte como una ciencia y como veremos, un buen diagrama
se convierte en una herramienta 1til para el entendimiento y la prueba de teoremas [11].

Un conjunto ordenado C' es llamado una cadena (o un conjunto totalmente ordenado o
un conjunto linealmente ordenado) si 'y sélo si para todo p,q € C se tiene p < qo ¢ < p
(es decir, p y ¢ son comparables). Por otra parte, un conjunto ordenado P es llamado una
anticadena si © < y en P, sélamente si z = y. [11]

Una cadena C' en un conjunto ordenado P se llamarda una cadena mazimal si y sélo si
para toda cadena KCP con CCK, se tiene que C = K.

Si n es un entero positivo, se denota con n al subposet con la propiedad especial que cuales-
quiera dos elementos son comparables [24]; entonces un subposet Q de un poset P es convexo,
siy e Qsiempre quex <y<zen?Pyuz zeq.
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Si (P,x) y (Q,<) son posets y f :P —Q es una funcién de P en Q, entonces f es lla-
mada una funcion que preserva el orden si y sélo si para todo x,y €P se tiene que:

<y = flz) 2 fy)

Si f :P —Q es una biyeccién que preserva el orden, entre los posets (P, <) y (Q, 9), cuya
inversa preserva el orden, se dice que P y Q son isomorfos. En tal caso, se escribe P = Q.

Dados los conjuntos ordenados (P, =) y (Q, <), entonces f:P — Q se llama un orden
de incrustacion, si'y soélo si f es inyectiva y para todo x,y € P se tiene:

vy <= f(z) D f(y)

Si (P, <) v (Q, <) son posets, entonces el producto directo (o cartesiano) de Py Q, es el poset
(P x Q, x) sobre el conjunto {(z,y) : € P,y € Q} tal que (z,y) < (/,y) en Px Q,six < 2’
enPyy <y en Q.

El diagrama de Hasse de P x Q (cuando P y Q son finitos), se realiza dibujando el dia-
grama de Hasse de P, remplazando cada uno de los elementos = de P por una copia Q, de Q
y conectando los elementos correspondientes de Q, y Q, (con respecto a algin isomorfismo
Q,=Q,) si zy y estdn conectados en el diagrama de Hasse de P.

Otra operacion que se considera, es el dual de un poset P, que corresponde al poset P*
sobre el mismo conjunto P, pero tal que z < y en P* si y sélo si y < zen P. Si Py P* son
isomorfos, entonces P es llamado auto-dual.

Un ideal de orden de un poset (P, <) es un subconjunto I de P tal quesi z € [ 'y y < z,
entonces y € I. J(P) representard el conjunto de todos los érdenes ideales de P, ordena-
dos por inclusion. En particular, se define que el ideal de orden o cono inferior de a € P
serd an = {q € P : ¢ < a}. Dualmente, avV = {g € P: a < q} es el filtro o cono superior de
a [22].

Se observa que anticadenas de k-elementos en P corresponden a elementos de J(P) que
cubren exactamente k-elementos.

Si x,y pertenecen a un poset P, entonces una cota superior de x y y es un elemento z € P,
satisfaciendo z < z y y < z. La minima cota superior de x y y es una cota superior z de
x,y tal que cada cota superior w de z y y satisface z < w. Si una minima cota superior de z
y y existe, entonces claramente ésta es tnica y es denotada x V y. Cuando exista la mdzrima
cota inferior x Ay, se puede definir de forma dual.
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2.2. Reticulos y Trayectorias Reticulares

Un reticulo es un poset L, para el cual cada par de elementos tiene una minima cota superior
y una maxima cota inferior. Se dice que un poset P tiene un 0, si existe un elemento 0 € P,
tal que 0 < z para todo = € P. De manera similar, se dice que P tiene un 1, si existe un
elemento 1 € P, tal que 2 < 1 para todo z € P. Es claro que toda trayectoria finita tiene 0 y 1.

La union y la interseccion de érdenes ideales es de nuevo un orden ideal, ésto se tiene
por la propiedad distributiva de la unién y la interseccién entre conjuntos, en efecto, se tiene
que J(P) un reticulo distributivo [24].

Una trayectoria reticular finita no negativa en el plano (con pasos unitarios a la derecha
y abajo) es una secuencia L = (vy, v, ..., v}), donde v; € N* y v;,1 —v; = (1,0) o (0, —1) [24].

Dado un poset finito P con |P| = n en [24], se define como una extension de P a un or-
den total o extension lineal de P, como una biyeccion que preserva el orden o : P — n.
El nimero de extensiones de P a un orden total se denota por e(P). Este valor también
corresponde al nimero de cadenas maximales de J(P).

Se puede identificar una cadena maximal de J(P) con un cierto tipo de trayectoria reti-
cular en el espacio euclidiano, como sigue [24]. Sea 1, ..., C una particién de P en cadenas.
Se define una transformacién ¢ : J(P) — N* por:

§(I) = (INCi|,[INCy|,.... [INCy|)

Si se toma N¥, con el orden natural del producto, entonces § es un homomorfismo inyectivo
de reticulo que preserva la cobertura (y por lo tanto preserva el rango). Asi, en particular
J(P) es isomorfo a un subreticulo de N*.

Dado § : J(P) — N*, como se dio anteriormente, se define I's = |, cz(6(T)), donde cx
denota la envoltura convexa en R¥, T varfa sobre todos los intervalos de J(P) que son isomor-
fos a Ajlgebras booleanas. De tal manera que I's es un subconjunto compacto poliedral de R¥.

Se debe observar entonces que el nimero de cadenas maximales en J(P), es igual al nimero
de trayectorias reticulares del origen (0,0, ...,0) = §(0) a §(1), con pasos de una unidad en la
direccién de los ejes de coordenadas. En otras palabras, e(P) es igual al nimero de maneras
de escribir

(1) =v1 +va+ ... + v, (2-1)

donde cada v; es un vector con coordenadas unitarias en R¥ y la suma vy 4+ v + ... +v; € Iy
para todo 1.
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Como un ejemplo, se toma M = 2 x n con C; = {(2,5)/7 € n}, Cy = {(1,7)/7 € n}. Se
tiene que 0(J(M)) = {(i,j) € N?| 0 < i < j < n}. Para el caso particular en el que n = 3,
se obtiene la fig. 2.

Por lo tanto, se observa que e(M) es igual al nimero de trayectorias reticulares desde (0, 0)

hasta (n,n), con pasos (1,0) y (0,1), los cuales nunca estédn por encima de la diagonal prin-

cipal = y del plano (x,y). Se puede mostrar que e(2 x n) = L(zg) = C,,. Estos nimeros

n+1
son llamados Nimeros de Catalan [24].

M,, denota el poset (§(J(2 x n)), <), donde
(i,) 2 (I",j) siysélosi i<i'yj<j (2-2)

En este caso, N ha sido dotado con el orden natural.

23

01

Fig. 2

L La enumeracion de trayectorias reticulares es un tema desarrollado ampliamente. El punto en este trabajo
es que ciertos problemas de trayectorias reticulares son equivalentes a determinar e(P), para un poset dado
P, o equivalente al problema de encontrar el mimero de algunas composiciones restringidas de un entero
positivo n. Se usard la identidad (2-1), con el fin de obtener el nimero de algunas composiciones multipartitas
(inducidas por un poset My ), de algin vector o = (a1, aa, ..., a,), asociado en una forma adecuada al punto

(k, k) € M.
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2.3. Particiones

Una particion de un entero positivo n es una sucesion finita de enteros positivos Ai, Ag, ..., A,
tales que

AM>X> 2Ny Z)\i:n
i=1

Los \;, son llamados las partes de la particién [4].

Algunas veces es necesario, escribir una particion A, en términos del nimero de veces que
cada parte \; ocurre. De forma tal que una particion A de un entero positivo n se escribe:
A = (15127235 ...) donde f; corresponde a la frecuencia de aparicién de cada niimero.

La funcién particién p(n) es una aplicacién que asigna a cada entero el nimero de par-
ticiones de n si n > 0. Se tiene que si n es negativo p(n) =0y p(0) = 1.

Por ejemplo, a continuacién se muestra que el nimero 6 tiene 11 particiones (p(6) = 11):

I+1+1+1+1+1
2+1+1+1+1+1
2+24+1+1
24+2+2
3+1+1+1
3+2+1

3+3

4+1+1

4+2

5+1

6

En 1918, MacMahon publicé en Proceedings of London Mathematical Society una tabla que
contenia los valores de p(n) hasta n = 200, para este dltimo valor MacMahon calculé que
p(200) = 3972999029388, esto nos indica que hay mas de tres billones de formas distintas de
escribir 200 como suma de enteros positivos.

Estos resultados no pasaron inadvertidos para Ramanujan, quien entre otras relaciones ob-
servo que todos los enteros de la tabla en la progresion aritmética 4, 9, 14, ... tenian un niimero

de particiones que era divisible por 5.

En la siguiente tabla se presentan algunos de los valores obtenidos por MacMahon:
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Nimero n | NA° de Particiones p(n)
1 1
2 2
3 3
4 )
) 7
10 42
20 627
30 2604
40 37338
20 204226
60 966467
70 4087968
80 15796476
90 56634173
100 190569292
200 3972999029388

Como se puede observar, el crecimiento de la funcién p(n) no es exponencial como el de los
nimeros de Fibonacci, sino en la forma de eV”.

La funcion generante f(q) para la sucesién ag, ay, as, as, -+ es la serie de potencias:
o n
fla) =) ang
n>0

donde las f(q) frecuentemente son funciones analiticas en q.

Las funciones generantes fueron introducidas por Euler en 1748 en Introductio in Analysin
Infinitorum [13], él utilizé las funciones generantes como una herramienta para descubrir
propiedades interesantes de las particiones.

Por ejemplo, Euler probé el resultado de funciones generantes, para el conjunto de par-
ticiones con partes impares y el conjunto de particiones con partes distintas de un entero
positivo n. El corolario que nos presenta este resultado, es consecuencia del siguiente teorema,
cuya prueba se encuentra en [4].

Teorema 2.1. Sea H un conjunto de enteros positivos y

flg) = 2 P("H", n)q",

n>0

Jalg) = 22 P("H"(< d),n)q",

n>0
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Entonces para |q] <1

flog=1]a-¢)

neH
falq) = H (1—g"™m1—g")t = H (14q¢"+ - +q¢™).
neH neH

En el corolario que se da a continuacion, se considera O como el conjunto de todas las
particiones con partes impares y D como el conjunto de todas las particiones con partes
distintas de n.

Corolario 2.2. (Euler) Para todo n, el nimero de particiones de n en partes distintas, es
igual al nimero de particiones de n en partes impares. Es decir, P(D,n) = P(O,n). ]

Demostracién. Por Teorema 2.1, se tiene que las funciones generantes para P(D,n) y
P(O,n), son;

Y PO =[] -¢"H,
n>0 n=1
> P(D.n)g H (1+4¢")
n>0 n=1
Se tiene entonces que:
14+4¢") = — = _—. 2-3

Por lo tanto,

> P(O,n)g" =) P(D,n)q". (2-4)

n>0 n>0

Con esto, se tiene el resultado. O

Una composicion es una particién en la cual es tenido en cuenta el orden de los sumandos.
Por ejemplo, el nimero 5 tiene 7 particiones, y 16 composiciones.
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2.4. Particiones-P

La teoria de particiones-P, la cual es una generalizacién de las particiones y la teoria de
composiciones, fue introducida por Stanley en su tesis doctoral en 1972 [23].

Con el fin de dar una definicién de particiones-P debemos definir conjuntos ordenados eti-
quetados. Si (N, <) es el conjunto de los niimeros naturales, dotado con su orden natural y
(P, <) es un conjunto parcialmente ordenado, con |P| = p, entonces un etiquetamiento w de
P es una biyeccion w: P — {1,2,...,p} C N.

w es llamado un etiquetamiento estricto, si
x <y implica w(z) > w(y).

Un conjunto ordenado, junto con un etiquetamiento w es llamado un Conjunto Ordenado
Etiquetado.

En la siguiente figura, se muestra una particién-(Ms,w) de 22, en la cual se puede ver
que 22 = Cy + Cy + C3 + C4, donde C; denota el i-esimo ntimero de Catalan.

En este caso se ha etiquetado M3 con una aplicacion w : M3 — P, tal que P = {1,2,...,10},

w(i,3) =4 — i, 5i0<i<3 w2 =T—7,s0<j<2 wkl)=9—ksi0<k<ly
w(0,0) = 10.

c Ou

¢ Ou 1

¢ OL 3

C4O5

Fig. 3

En este trabajo, A (P, w), denota la clase de todas las (P, w) particiones, se dice que dos eti-
quetamientos w, w’ son equivalentes (denotado w ~ w’), si se tiene que A (P, w) = A (P, w').
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La mayoria de los conceptos que se han dado, pueden ser extendidos a posets infinitos.
Por ejemplo, la nocién de particiones-P puede ser extendida de tal forma que se cumplan las
siguientes condiciones de finitud:

1. Para cada elemento x € P, existe una particién-P, tal que o(z) > 0
2. So6lo hay un ntmero finito de particiones-P de un entero dado n.

Por lo tanto, si P es un poset, entonces una aplicacion de orden revertido w : P — N
es un etiquetamiento de P, si [{z € P:w(z) > 0}| < oco. En este caso, se tiene que un
etiquetamiento w de P es una particion-P de n, si > w(z) =n [4].

zeP
2

2.5. Algunos resultados sobre Particiones-?

Stanley en su tesis doctoral, incluye las particiones-P [23], en ella describe la siguiente relacién
(denotada por a,), entre el nimero de algunas particiones-P de un entero positivo n, y el
nimero e(P) de extensiones de P a un orden total. En este caso se considera que |P| = p:

e(P)nP~ (1+o(3))

)] cuando n — oo.

ay =
Para demostrar esta relacion, se requieren algunas definiciones y corolarios previos [23], los
cuales se presentan a continuacién:

Proposicién 2.3. El numero e(P) de biyecciones preservando el orden (o etiquetamiento
natural) es igual al nimero de cadenas mazimales en J(P),

Definicién: Si (P, w) denota un conjunto etiquetado ordenado con elementos z, ...z,. Se de-
finen las funciones generantes U, (P, w;z) y U(P, w; z) (denotadas abreviadamente U, (P, w)

y U(P,w)) por:

UPw)= 2o (D+o(2)+..+o(p)
o€a(P,w)
Por lo tanto

2Se han considerado solo los casos para los cuales las particiones-P son aplicaciones que revierten el
orden. El caso en el que dichas particiones conservan el orden, se define de manera dual.
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UP,w) = lim U,(P,w) = F(P,w;z,x,..,x).

m—0o0

El coeficiente de ™ en U, (P, w) es igual al nimero de particiones-(P, w;m) de n. Note que
U (P, w) es un polinomio en x.

Si w es un etiquetamiento natural, el simbolo w es omitido de la notacién. Por lo tanto, si
w es un etiquetamiento natural, se escribird F'(P) para F(P,w); U(P) para U(P,w), etc..
Similarmente, si w es una etiquetamiento estricto se escribira F'(P) para F(P,w); U(P) para
U(P,w), ete.

Proposicién 2.4. Se define

B p(P)p(Py)...p(Pe_1)
F(Pw)= (1= p(Pr))...(1 = p(Pr))’

(2-5)

En este caso las suma se hace sobre todas las cadenas w — compatibles de 6rdenes ideales de

P.
De la anterior proposicion, se tienen los siguientes corolarios:
Corolario 2.5. Se tiene:

. o W (P w;x)
U(:P, W 1) — (1=2)(1—2?)..(1=aP)’

donde W (P, w;x) es un polinomio en x.

Corolario 2.6. Con W (P, w;x), definido por el corolario 2.5, se tiene:
W(P,w;1) = e(P),
En particular, si a, denota el nimero de particiones-(P,w) de n, entonces

_ @ (o(h)
n = T )

cuando n — 0.

Demostracién. Cuando cada z; = x en (2-5) y cada término de (2-5) se coloca sobre el
denominador (1 — z)(1 — 2?)...(1 — 2P), entonces el numerador tendrd un factor de la forma
(1 — zP), y por lo tanto se anulan en z; = 1, excepto para aquellos términos donde k = p.

Estos términos con k = p, apareceran si y solo si la cadena ¢ = Py C Py C ... C P, =P
es una cadena maximal de ordenes ideales de P, e inversamente cada cadena maximal de
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érdenes ideales produce un término p(Py)p(B)...o(Pi—1)/(1—p(P1))...(1 = p(Py)), con k = p.

Cada uno de tales términos, aporta 1 a W (P, w; 1), asi, W (P, w; 1) es igual al nimero de cade-
nas maximales de Ordenes ideales de P. Por la proposicién (2.3), se tiene que

W(P,w;1) =e(P).

La férmula asintética para a, se obtiene de técnicas estandar para estimar coeficientes en la
expansién de funciones racionales. Todos los polos de U(P, w;x) estan situados en el circulo
unitario y el polo con multiplicidad mas grande estd en x = 1, con multiplicidad p. El
desarrollo en series de Laurent de U(P, w; x) alrededor de z = 1 tiene la forma

U(P,w;z) = ) o((x — 1)t=P),

(1—aP)p!

Por lo tanto,

—1)me(P (— e(P)n?~ ! (1+o(;))



Capitulo 3

Numeros Multipartitos

En este capitulo, se dan algunas definiciones y los resultados mas relevantes acerca de ntiime-
ros multipartitos, los cuales son la herramienta fundamental para el desarrollo de este trabajo.

Recordemos que un ndmero multipartito es un vector no nulo, con coordenadas enteras
no negativas, y una particion de un nimero multipartito, (o, s, ..., ;) es un conjunto de
vectores (i, ..., 3), 1 < i < s (sin importar el orden), tales que

z:zl(ﬁi, ey ﬁ;) = (Oél, Ao, ..., OJT>

(aqui, como se dijo anteriormente, todos los vectores son no nulos y con coordenadas enteras
no negativas).

Si el orden de las partes es tenido en cuenta, llamamos a (A7, ...,8%),....(5%, ..., 3%), una
composicion de (o, ag, ..., a;.) [4].

P = (aj,ay,...,a,;m) denota el nimero de particiones de (aq, ag, ..., @) con m partes, y
c(ay, ag, ..., a;m) denota el nimero de composiciones de (aq, v, ..., ;) con m partes.

Como ejemplo, se tiene que P = (2,1,1;2) = 5, esto es, hay cinco particiones del vec-
tor (2,1,1) en dos partes: (2,1,0)(0,0,1), (2,0,1)(0,1,0), (2,0,0)(0,1,1), (1,1,0)(1,0,1),
(1,1,1)(1,0,0); y el nimero de composiciones ¢(2, 1, 1;2) = 10, ya que cada una de las cinco
particiones produce dos composiciones.

Se utiliza P(aq, ag, ..., ;) para denotar el nimero total de particiones y ¢(ay, o, ..., ., para
denotar el nimero de composiciones de (aq, ao, ..., ;). En adelante, ¢(0,0,...,0) = %[4]
Notemos que:

Z P = (aj,ag,...,a,;m) = Plag, ag, ..., ),

m>1

¥s

18
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Z clog, g, ..., a;m) = c(ag, g, ..., a,),
m>1

3.1. Problema de Simon Newcomb

El problema que vamos a presentar, es un problema que fue resuelto completamente en
1907, por MacMahon y retomado por Andrews en [2], como una aplicacién de la teoria
de composiciones. El problema fue sugerido por el fallecido profesor Newcomb, este famoso
astronomo se distraia, jugando un solitario, en el cual giraba las cartas de una baraja y
las colocaba en un montén mientras los valores estuvieran en orden no decreciente, cuando
la carta que giraba tuviera un valor menor que la precedente, empezaba un nuevo montén.
Deseaba saber la probabilidad de que se pudiera formar un nimero dado de montones cuando
hubiera girado la baraja completa [17]. La solucién de MacMahon a este problema, se basa
en funciones generatrices.

Este problema se puede traducir en permutaciones de un multiconjunto, recordemos que
un maulticonjunto se define como una pareja ordenada (M, f), donde M es un conjunto y
f es una funcién de M a los enteros no negativos, tal que para cada m € M, f(m) es
llamada la multiplicidad de m. Cuando M es un conjunto finito {my, ms, ..., m,} se escribe

(M, £) = {m{ ™ mf "],

Digamoslo de la siguiente manera: se toma un paquete de cartas de cualquier especificacion,
se tiene que hay m; cartas marcadas con 1, msy cartas con 2, ms con 3 y asi sucesivamente; se
barajan y se comienzan a repartir sobre una mesa, siempre y cuando las cartas que aparezcan
tengan un valor mayor o igual que la anterior, éstas son colocadas en un mismo paquete,
pero si el valor es menor, se inicia un nuevo paquete y asi sucesivamente hasta que todas las
cartas han sido repartidas.

Se pide encontrar la probabilidad de que al seguir este procedimiento resulten m, o a
lo sumo m paquetes [4]. Para esto, se toma N(mj,ms,...,m,;n) para denotar el nimero
de permutaciones de 1™12™2. ™" con exactamente n series (una serie en la permutacién
&1&2.-.&my+..+m, €s una subsucesién maximal de la forma & < &1 < &0 < 601 < §).

Se tendra la respuesta al problema de Simon Newcomb, si se puede encontrar una expresion
para N(my, mg,...,m;n).



Capitulo 4

Principales Resultados

En esta seccién se utilizaran cierto tipo de m-composiciones, para construir biyecciones entre
conjuntos de trayectorias reticulares en un poset dado My = (6(J(2 x k)), <) y algunos tipos
de composiciones inducidas por My. En estos casos, se considerara que el vértice (k, k) € M,
es una trayectoria reticular.

Mediante la siguiente construccion se puede definir una biyeccién entre el conjunto de tra-
yectorias reticulares en un poset dado M, y algunas composiciones multipartitas.

Se debe observar que el conjunto de vértices de una trayectoria reticular L = (i, jo)||(k, k) €
My = 0(J(2 x k)), con L # (k,k), se puede construir recursivamente, estableciendo la si-
guiente igualdad:

(its1, 1) = (i + e, e +1 — ), (4-1)
0<t<2k—(ip+jo+1),dondee € {0,1}, €y = 0si (ig,Jo) = (0,0), ¥V €m—(igrjo+1) = 1.
Se define la traslacién T : N> — N2 por:

T(i,5) = (7,j') = (j + 1,i+ 1), para todo (i, j) € N°. (4-2)

Aplicando esta traslacion al conjunto de vértices de la trayectoria reticular, se observa que la
imagen T'(6(.J(2 x k))), dotada con el orden del producto < (ver 2-2), es claramente isomorfa
a M, para todo k > 1. Por lo tanto, existe una biyeccion entre los correspondientes conjuntos
de trayectorias reticulares. Se tiene entonces que L es una trayectoria reticular en el poset Mj
si y s6lo si su imagen T'(L), mediante la traslacién definida, es una trayectoria reticular en
T(6(J(2xk))) (asumimos que en T'(L) (44,1, J;y1) = (ip+€, ji+1—¢), con ey —jr 41y = 0).

El poset (T'(6(J(2 x k))), <) se denota por M.

20
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A cada trayectoria reticular T'(L) = (if, jo)||(K', k') € M, T(L) # (K, k"), le podemos asociar
un sistema de la forma (Fp,H(L,iy,7,)), donde Fp es una aplicacién
Fr - V(T(L)\{(ig, 30)} — N tal que para 1 <t <2k — (if, + j§):

=1 si gq=1,

ji—1 si e1=0.

H(L, 1y, j;) es una matriz entera (2k" — (i + 75)) X q¢ (¢ > 1 fijo), dada por la siguiente suma:

donde, A(L, ), jj) = (ai;) es una matriz entera 2k’ — (i + jj) % ¢, tal que a;; = 1, para todo
1<i<2K —(ig+jo) v 1<j<q

M(L,ig, ji) = (mys) es una matriz entera (2k' — (ig + j§)) x (2K — (ig + j5)), tal que:

my1 = Fr(il., jl), paratodo 1<7r <2k — (iy+ jg),
Mys = My(s—1) paratodo 2 < s <2k — (i5 + jg).

K(L,iy,7) = (krs) es una matriz entera 2k' — (i, + jgy) X ¢, tal que:

k11 = n es un entero positivo fijo,
kls = kr(s—l) +1, st 2<s<g, (4'5)

k.s =0, en otro caso.

a(iy, jos ko, m, q) denota un vector 1 x ¢, para n > 1y con coordenadas que son de la forma:

< e _ n+2 n+3 n+q+1
a(ZmJOa kOa n, Q) - (p26]6k0’p16]6k0’ s 7p16](’)k0 )7

donde kg es un entero positivo fijo, y para cada 2 <t < g+ 1 se cumple la expresion:

n—+t . n+t n—+t n—+t
Pirjrke = Pip +pj6 + Pk, -

En este caso, p} = 3[(n — 2)k* — (n — 4)k] denota el correspondiente nimero poligonal de

orden n y rango k.

Una composicién ¢ = {aq,q9,..., 0, a1} de un vector a, se dice que es del tipo
M((3, Jo)s ko, K'ym, q), st an, o, ..., apy son las filas de una matriz H(L,rg, so). Ademds se
tiene que a1 = a(ro, So, ko, 1, q) para alguna trayectoria reticular T'(L) = (ro, so)||(K', k'),
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donde T'(L k' k'), en un poset M, . El vértice (i, j,) € M), también se tiene la relacién
k 0> Jo k
(ro, s0) € (15, J5)" v ko, m, ¢ son algunos enteros positivos.

Se tiene entonces que cada elemento «; de la composicién anterior, corresponde a la i-ésima
fila de la matriz H(L, 1o, So), para todo 1 <1i < 2k’ — (19 + So), y ademds que:

2k’ —(ro+s0)
o = Z Q; +Oé(T0,807k0,n, Q) (4_6)

i=1
Se considera que un vector de la forma:
1
a(kla kl? kO? n, q) = (pZ/J]rfko,pZ/J];?ko, e 7pzﬁ];51]:; )
define una composicién (trivial) de tipo M((ig, jo), ko, k', n, q), para todo 1 < jj < iy < k'y
k?() ﬁJO

Por lo tanto, cualquier composicién de tipo M( (i, 75), ko, k', 1, ¢) es generada por una tra-
yectoria reticular de la forma T'(L) = (r, s)||(k', k') € M}, a través de un sistema de corres-
pondencia (Fp, H(L,r,s)) con ij, < r < k', ji < s < k. Se asocia el vector a(k', k', ko, n, q)
a la trayectoria reticular (k/, k).

1
2

Se presenta un ejemplo de este tipo de composiciones, tomando en particular los siguientes va-
lores: k' = 3, kg = 1,q = 4,y n = 1, para obtener las composiciones de tipo M((1,1),1,3,1,4)
de «(3,3,1,1,4)=[ 13 19 25 31 |:

H(L32)=[1111]+[2][1 23 4]=[3579].

«(3,2,1,1,4) =10 14 18 22].

M((3,2),1,3,1,4)={[3 5 7 9],[10 14 18 22 ]}.

LObservemos que las filas en las matrices H(L,r,s) han sido construidas, de tal forma que sus entradas
estdn en progresion aritmética. En este caso, si m;; =t en la matriz M(L,r,s), entonces la i-ésima fila de
H(L,r,s) tiene la forma [hi1, hi1 +t,..., hi + (¢ — 1)t], con hy1 =1+ nt, yn > 1 fijo.

M), es un poset fijado y c(o;(iG,70), ko, n,q, Mi) denota el ndmero de composiciones de tipo
M6, 36)s ko, k', m, q) de un nidmero multipartito dado «, siempre que i, jj), ko, n ¥ ¢ sean enteros positivos
fijos.

2FEn adelante, M((if, 35), ko, k', 1, q) se utiliza para denotar el conjunto de todas las composiciones de tipo
M((i6, 36)s ko, k' s, q) de a(k' K ko, n, q), donde, if, 3b, ko, k', n y q son enteros positivos fijos. Notemos que:

‘M((Zéhj(l))v k07 k/7 n, q)| = C(O[(k/, k/a k07 n, Q)a (Zéa .76)7 kOa n,q, Mk)
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M((3,2),1,3,1,4) = M'((3,2),1,3,1,4) +M((3,3),1,3,1,4).

M((3,3),1,3,1,4) = {a(3,3,1,1,4)}.

M'((3,2),1,3,1,4) = M((3,2),1,3,1,4) — M((3,3),1,3,1,4).

1111 1 1712 3 4 2 3 45
H(L’3’1)_{1 11 1}+[2 2”0 00 o}_[3 5 7 9}'
a(3,1,1,1,4)=[8 11 14 17 ]

M((3,1),1,3,1,4)={[2 3 4 5],[3 5 7 9],[8 11 14 17 |}.
M((3,1),1,3,1,4) = M'((3,1),1,3,1,4) + M((3,2), 1,3, 1,4).

M'((3,1),1,3,1,4) = M((3,1),1,3,1,4) — M((3,2),1,3,1,4).

man-[1 12

a(2,2,1,1,4)=[7 9 11 13]

M((2,2),1,3,1,4)={[3 5 7 9],[35 7 9],[7 9 11 13]}

M((2,2),1,3,1,4) = M'((2,2),1,3,1,4) + M((3,2),1,3,1,4).

M'((2,2),1,3,1,4) = M((2,2),1,3,1,4) — M((3,2),1,3,1,4).

i 117 T 171 2 3 4 35709
H(Ly,2,1) = 1 +l1 11 000|=1|22345
i 1 1] | lloooo] [357 9]
i 1T 111712347 [2345]
HLy,2)=|1 11 1|+|222|]l0000|=[35729
i | l222]J]loooo] [35 79,
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a(2,1,1,1,4)=[5 6 7 8]

M((2,1),1,3,,49)={{[3 57 9],[2345],[3579],[567 8]}
{[2345],[/3579],[3579],[56 78]}

M((2,1),1,3,1,4) = M'((2,1),1,3,1,4) + (M((3,1),1,3,1,4) UM((2,2),1,3,1,4)).

M'((2,1),1,3,1,4) = M((2,1),1,3,1,4) — (M((3,1),1,3,1,4) UM((2,2),1,3,1,4)).

1111 1111 123 4 2 345
1111 222200000 3579
LU= "t loooo| 2345
1111 2222|0000 3579
(111 1] [t 1111 234] [2345]
H<LO71’1):1111+1111 0000|_1]2345
1111 2222|0000 35709
1111 2222|0000 35709
a(1,1,1,1,4)=[3 3 3 3]
M((1,1),1,3,1,4) =
{{[2345],[3579],[2345],[3579],[333 3]},
{[2345],[/2345],[35709],[3579],[333 3]}

M((1,1),1,3,1,4) = M'((1,1),1,3,1,4) +M((2,1),1,3,1,4).

M'((1,1),1,3,1,4) = M((1,1),1,3,1,4) — M((2,1),1,3,1,4).

Por lo tanto, el nimero de composiciones |M((1,1),1,3,1,4)] = 8 = Cy 4+ Cy + C3 que
corresponde a la suma de los tres primeros nimeros de Catalan, con ky > 1 fijo.

A continuaciéon se presenta un resultado que fue obtenido utilizando la construccién que
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se definié previamente y mediante la cual se determiné la existencia de una biyeccion en-

tre el conjunto de trayectorias reticulares de M) y el conjunto de composiciones de tipo
M((1,1), ko, k', n,q) con ko, k', n y q fijo:

Teorema 4.1. Si ko, k', q y n son enteros positivos fijos, entonces

_ K K
IM((1,1), ko, ', n,q)| = 2:16(2 xj) = > Cj.

i= j=1
Demostracion. Se debe mostrar que para kg, k', n y ¢ fijo, alguna composicién multipartita
no-trivial ¢ = {aq, ..., am, Qi1 } de tipo M((1, 1), ko, k', n, q) satisface la siguiente condicién:
Oé(kla kl? kOv n, Q) = Zal + Opt1- (4-7)

=1

Para probar esto, se debe observar que los vectores aq, ..., a,, son las filas de una matriz

H(L,i,j"), donde ¢/ =2k —m — j', 5/ <id', i <K', j <kK. Laimagen de L, definida por la
traslacion, es una trayectoria reticular de la forma: T'(L) = (¢/, 7')||(K', k") € M.

En tal caso, si H; = (hig, hag, ..., hmy) denota la g-ésima columna de H(L,7,j’), enton-
ces H, se puede obtener definiendo una particiéon-M}, que se denota por w™9*t!, tal que:

wntetl . MZ — N
W, 5) = Pt plt e pi o (ke > 1, fijo).

En particular, una trayectoria reticular L' € M), con un conjunto de vértices de la forma
V(L) = {(i,57) | 0 < U< 2K — (i + 5g) }, (4, Jg) = (2K" —m — ', j') es etiquetada por una
unica sucesién de la forma (ver 4-1):

n+g+1 n+g+1
Py <

n+g+1 n+g+1
vibko = Pitjky = S s

e S pz;géko <. < pk’k‘/ko .

Por lo tanto, la hy, entrada de la matriz H(L,7', j'), esta dada por:

g +g+1 +g+1
hsg = ha + (.g - 1)FL<Z/57.7;) = ijgkO - pzsfl>jE571)kou para todo 1 < s <'m,

donde, hgy = 1+ nFp(i, j.).

En consecuencia, para todo 1 < g < ¢, se tiene que:

_ n+g+l n+g+1
Psg = Prokikg — Pitjiko -

NFE

s=1
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m
Por lo tanto, la g-ésima coordenada del vector > a; + 41, tiene la forma:
=1

1 1 1 1
Pt = i fel + p it = ot paratodo 1< g <g. (4-8)
La anterior identidad nos permite concluir la férmula (4-7).

Teniendo en cuenta que existe una biyeccion entre el conjunto de composiciones de tipo
M((1,1), ko, k',n,q) y el conjunto de trayectorias reticulares de M;, se puede obtener la
formula para [M((1, 1), ko, &', 1, q)|.

En la figura 3, se puede observar que:

M/((iyj)7k07klvn7Q) :ﬁ((iaj)akmklana(n - U ﬁ((r, S)ak07k/>n>Q)'
(r,8)€(4,5)"\{(%,5)}

Por lo tanto, los niimeros |M((r, s), ko, k', n, q)| satisfacen las siguientes relaciones de recu-

rrencia,:

|M/((Z7]>7 kOa k/,n,q)| = |M/(<Z7j+1)7 k07 k/7n7q>|+|Ml((Z+]—7j)7 k07 k/7n7Q)|7 cuando <Z7j+1)7
(4 1,)) € M

Ademas,
|M/(<hv h)7 kOa klanaQ)| = ‘M/((h + 17 h’)a kOa kla”aQ)’a 1 S h < k/a
M ((K',h), ko, k' ,n,q)| =1, paratodol < h <k, (4.9)
M (K — 1,k = 1), ko, k', n,q)| = 1,
|IM'((K' — 1,k —2), ko, k', m, q)| = 2.

De las anteriores expresiones se obtiene que el numero de composiciones
|IM'((K' — 1,h), ko, k',n,q)] = k' — h, para todo 1 < h < k' — 1, y para cada 1 < j < k/
fijo. Ademas se tiene que:

k/
Z|M/((l7])) k(]’k,vnv(J)l = |m((]7.]>7k0a kla”aQ” = C/c’—j—‘rh (4_1())

i=j
donde C; es el t-ésimo niimero de Catalan. El nimero C;_1, con t > 1, corresponde al niimero
total de trayectorias reticulares desde (k' —t + 1,k" —t + 1) hasta (k', k) en M.

Por lo tanto, la férmula anterior nos permite concluir:

kKK K

ZZD\/{,((%])) k07 kla n, Q)| = |m((17 1)7 k07 kl? n, q)| - ch’—j—i-la (4_11>

j=1i=j J=1

y con esta identidad, se tiene el resultado buscado. [
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4.0.1. Composiciones de tipo O

En esta seccién, se definiran identidades entre el numero de composiciones de tipo
M((1,1), ko, k', n,q) de a(k', k', ko, n,q) para algunos enteros positivos fijos, ko, k', n,q (de-
notado por |M((1,1), ko, k', n,q)|), ¥ el niimero de composiciones de un entero positivo n en
partes que pueden ser, o la suma de tres niimeros octaedrales, o cuadrado de ntimeros.

n(2n?+1)

3
octaedral, en este trabajo, se toma O,4, para denotar una suma de la forma O, + O, + O,

con kg fijo.

Se tiene que la expresiéon O,, = , con n > 1 nos da el valor del n-ésimo numero

Una composicién ¢ = {z, 21, . . ., 2} de un entero positivo n es de tipo O((ro, so), (k1, k2), ko)
(10, So, ko, k1 v ko son enteros positivos fijos, tales que sg < 19, 70 < k1, S0 < kg < ky), siy
sélo si ¢ satisface las siguientes reglas (ap)-(do):

(ao) 20 = Orgiy, Para algin 7o <r < by, y s < 5 < k.
(bo)
n=0psk, +21+ -+ 2 (4-12)

donde t = (ky + ko) — (r+s) y paracada 1 <i < (ky + ko) — (r+s), 2z = (m?+ (m;+ 1)),
para algtin entero positivo m;.

(co) SiS = {s0(1,5),51(r;8), - S(k1+ka)—(r+5) (7, 5) } €s el conjunto de sumas parciales dadas
en (4-12). Entonces se tiene que so(7,5) = Oraky ¥ S(hy+ko)—(r+5) (7, 5) = Opihako- En efecto,
para todo 0 < i < (ky + ko) — (1 + s), se tiene que, s;(r,s) = Opgry, para algin r < p < ky,
s < q < koo En tal caso, si11(r,s) € {Opginke: Opii)gko ) para  todo
0<i<(ki+ky)—(r+s+1).

(do) Okykok, €s una composicion (trivial) de tipo O((ig, jg), (k1, k2), ko) para todo
1 <o <ip <hi, 1 <jy<kay ko fijo.

El conjunto de todas las composiciones de tipo O((ro, So), (k1, k2), ko), con 1 < 59 < rg < ky,
Sog < ko < k1 y ko > 1 se denota por O.

A continuacién se presentan las composiciones de tipo O((1,1),(3,3),1) del ndmero

39,

13+ 22432 +2%2 4 32,
26 + 22 4 32,

21 412 + 22 422 + 32,
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8422 +32 412 +22 422 + 32,
84+ 12 422422 432422 + 32,
3412422412422 422 432 422432,
3412422422 432412 422 422 4 32,

El teorema 4.1, y la biyeccién descrita entre composiciones de tipo M((1, 1), ko, &', n,q) y el
conjunto de trayectorias reticulares en Mj, (ver nota 2), nos permiten presentar el siguiente
resultado:

Corolario 4.2. Sea c(O((ro, s0), (k1,k2),ko); ) el nimero de composiciones de tipo
O((ro, S0), (k1, k2), ko) de un nimero positivo o, entonces

IM((1,1), ko, k', n, q)| = c(O((1,1), (K, k), m0); Oarme ), donde k', ko, mo,n y q son enteros
positivos fijos.

Demostracién. Se observa que cualquier composiciéon ¢ = {zg,21,...,2} de tipo
O((ro, 80), (k1, k2), ko) satisface la condicién:

t
Ok1k2k’o = Zzh‘
h=0

Por lo tanto, se debe mostrar que existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto de
composiciones de tipo O((1,1), (K, k"), mg) y el conjunto de trayectorias reticulares de M;.
Para probar esto, se define una particién-M},, denotada por w® : M}, — N, tal que:

w7, 5") = Ot jrmy- (4-13)

Para todo (i, j') € M,. En tal caso, una trayectoria reticular (ig, j))||(k', k") € M}, (ver 4-1)
es etiquetada por una tnica sucesion de la forma:

Oititmo < Olihteo) s +1—eoymo < < Ol 4er 1)1y H1—es-1)mo < = < Orkrmg

donde, para 0 <t < 2k" — (if + 7, — 1), se tiene que:

@ itnko) — Oitke) =y .
D7y i 42, sieg =1

{j,? +ifa sie=0,

Por lo tanto, cada trayectoria reticular (r, s)||(k, k") € M], define una tinica composicién de
tipo O((ro, so), (K', k"), mg) de Opgrmg, en la cual ro < r < K, s < s < k' (en este caso, el
vértice (K, k') define la composicién trivial Oggrm, de tipo O((1, 1), (K, k"), my).

Se tiene por definicién, que cada composicién de tipo O((7', 5'), (K, k'), mo) induce una tdnica
trayectoria reticular de la forma (¢, 7")||(K', k") € M}, entonces se puede concluir que, el
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conjunto de composiciones de tipo O((1, 1), (K, k'), ky) esta en correspondencia biyectiva con
el conjunto de trayectorias reticulares de M.

Por lo tanto, el nimero £ de tales trayectorias reticulares, es igual al nimero de composi-
ciones de tipo O((1,1), (K, k'), mg). Ya que segiin el teorema 4.1, £ = |M((1,1), ko, k', n, )|,
se tiene el resultado. [

Se define una aplicacién U : N* — N2, tal que U(r,s) = (r + so — 1,5 + so — 1), para todo
(r,s) € N2, donde sy es un entero positivo fijo.

Si se toma la biyeccién definida por (4-2), entonces se puede afirmar que U(T(6(J(2 x k))))
es un encaje de J(2 x k) en N2,

El poset (U(T'(6(J(2 x k)))), %) definido por la relacién descrita en (2-2), se denota por
M. Noétese que, M), = M) para todo k > 1. Ademds, se tiene que L es una trayectoria
reticular en M}, si y sélo si su imagen U(L) es una trayectoria reticular en M}.

El siguiente resultado es una consecuencia del teorema 4.1, corolario 4.2, y el isomorfismo
M, = MY, descrito anteriormente (ver nota 2):

Corolario 4.3. el numero de composiciones

c(O((s0, %0), (K + 50 — 1, k" + 59 — 1), m0); O(k”rsofl)(kursofl)mo)

es igual al nimero de composiciones de tipo M((1,1), ko, k', n, q) del nimero a(k', k', ko, n,q),
donde ko, k', mg, n,q y So son enteros positivos fijos.

Demostraciéon Los argumentos usados en la prueba del corolario 4.2, con la particion-M;,

denotada por u® : M, — N, tal que:

U (2, y) = Olatsy—1)(y+so—1)mo: Para todo (z,y) € M,

nos permite concluir que u° induce una biyeccién entre el conjunto de composiciones de tipo
O((s0, S0), (K" + so — 1,k" + so — 1), mg) y el conjunto £ de trayectorias reticulares en Mj.
Puesto que £ = |M((1,1), ko, k', n, q)|, se tiene el resultado. [

4.0.2. Composiciones de tipo Q

En esta seccion se definiran biyecciones entre un subconjunto de O y un conjunto de compo-
siciones restringidas, cuyas partes son: o una suma de cuatro cubos con dos de ellos iguales,
o congruentes a 1 (mod 6).

Si ¢; denota el i-ésimo cubo, p? denota el i-ésimo nimero pentagonal y 7o, o, ko, k1, ko son
enteros positivos fijos tales que so < rg, 79 < k1, so < ko < kq, se dice que una composicion
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A = {yo,Y1,-..,y:} de un entero positivo n, es de tipo Q((ro, so), (k1, k2), ko) si satisface las
siguientes reglas (ag)-(dq):
(ag) Yo = Qrsko = Gr + Gs + 2qk,, para algin ro < r < ki, so < s < ko.
(ba)

n= Qs +y1+y2+-+u, (4-14)

5
donde t = (k1 + ko) — (r +s), y paracada 1 < i < (k1 + ko) — (r + ), y; = M, para

algin p > 1. Se observa que, y; = 1 (mod 6).
(co) cada suma parcial so(r,s), 51(7,5), ..., S(k,+ks)—(r+s) (s §) dada en (4-14), tiene la forma:
5i(r,8) = Qpgky O Sit1 € {Qupr1)gho> Lp(g+ko ts 0 <0 < (B 4+ k) — (r+ s+ 1)
para algunos enteros positivos p,q, r < p < ki, s < ¢ < ko. En este caso:
$0(r,8) = Qrskgs ¥ Sthntha)—(r+) (75 ) = Dykaeo -

(do) Qkikok, €S una composiciéon (trivial) de tipo Q((if, jg), (k1, k2), ko) para todo
1< <ipg <k, 1<jo<ks<kiyko=>1fijo.

El conjunto de todas las composiciones de tipo Q((ro, so), (k1, k2), ko), con 1 < 59 < rg < ky,
so < ko < k1 y kg > 1, se denota por Q.

Las siguientes son las ocho composiciones de tipo Q((1,1),(3,3),1) que tiene el nimero
96 = ¢35+ q3 + 2q1.

96,

37+ B _ 374 19,

30 4+ KL 4 R 30 47 4 19,

114 2L g I 4 P2 1) 419 47 419,

11 4 BEIEL § psd 2l s gy 719 419,

18 4 B2 4 Bl 98 4 19 4 19),

4 BEIEL | PRl g I ) BERHL _ gy 7 9 47 19,

4 pg+21+1 . pg+21+1 4 p§+22+1 X p§+22+1 — 44+ T+T7+19+ 19.

El resultado que se da a continuacién, acerca de composiciones de tipo Q, es una consecuencia
del Teorema 4.1 y los corolarios 4.2 y 4.3.
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Corolario 4.4. Sea ¢(Q((ro,50), (k1,k2), ko); ) el nimero de composiciones de tipo
Q((ro, $0), (k1, k2), ko) de un nimero positivo «, entonces

c(Q((ro, s0), (k1,k2), k0); Qg koko) = c(O((ro — 80+ 51, 51), (k1 — S0+ 51, k2 — S0+ 51),10); Ohy hame ) »

donde kg, k1, ko, mo, 70, So Yy S1 son enteros positivos fijos tales que sy < s1, So <10 < k1,
so < ko <k, hi=k —so+s1, y ho=ky—50+s:.

Demostracion. Al igual que en la anterior demostracién, se observa que cualquier compo-
sicién ¢ = {yo, ¥1, - - -, y¢} de tipo Q((ro, so), (k1, k2), ko), satisface la condicion:

(k1+k2)—(ro+so)
le koko — Z Yh-

h=0
En este caso, si rg,sg, k1,ko, y K son enteros positivos fijos, tales que ro < ki < K/,
so < ko <K' ko < ki 'y so < rg, entonces w? denota la particién-(ky, ko) 4, tal que :

w?: Q= (ky, k), — N, con:

Wi 1) = Qiritky, siro <" < ky, so < j' < ko
’ 0, en otros casos.

(recordemos que, (k1,k2)s = {(7',j") € My, | (7',5") = (ki k2)}, (ro,s0)” = {(¥, ") € My |

(ro,50) 2 (¢',5)})

Entonces, cualquier trayectoria reticular L = (if,, jo)||(k1, k2) en Q N (g, s0)", es etiquetada
por una unica sucesion de la forma:

Qléjéko S Q(i6+€0)(j6+1—60)k0 S e S Q(i271+Et,1)(j£71+1—6t71)k0 S Tt S Qk‘1k2k‘07

donde

5 -/
j +i+1
(2i)+1) 't
2 )
5 -/
P(2j2+1)+]z+1
9 )

si =1,
Q(il(t+1)j2t+1)k0) o Q(igjék()) = .
si =0

si0<t< (ki +ko)— (i) + 45— 1).

Luego, cada trayectoria reticular en @ N (rg, )Y induce una tnica composicién de tipo
Q((ro, s0), (k1, k2), ko) (en este caso, se asume que el vértice (ki, ko) es una trayectoria reti-
cular que induce la composicién trivial Q, gk, de tipo Q((ro, s0), (k1, k2), ko)).

Por definicién se tiene que cada composicién de tipo Q((rg, So), (k1, k2), ko) determina una
unica trayectoria reticular en @ N (ro,s9)” € M. Por lo tanto, se puede ver que existe
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una biyeccion entre esta clase de composiciones y el conjunto de trayectorias reticulares en
v
Q N (7’0, 80) .

Utilizando la particién-M; , definida en (4-13) y la biyeccién que hay entre el conjunto de tra-
yectorias reticulares en @ N (r9,80)" y el conjunto de composiciones de tipo
O((ro, 80), (k1, k2),mp), se puede concluir que existe una biyeccién entre composiciones de
tipo O((ro, So), (k1, k2), mo) v composiciones de tipo Q((rg, So), (k1, k2), ko)-

Finalmente, se define una transformacién biyectiva 7" : N> — N2, tal que:
T'(i,j) = (i — s0 + 51,5 — S0 + 51)-

Por lo tanto, si N denota el poset (7"(T'(0(J(2 x k)))), <), entonces M}, es isomorfo a Ny,
y el nimero N de trayectorias reticulares en 7"(Q N (rg, s0)") € Ny es igual al nimero de
trayectorias reticulares en @ N (rg, s9)¥ C M.

Puesto que el conjunto de trayectorias reticulares en el poset definido por la traslacion
T'(Q N (ro,s0)") es una correspondencia biyectiva con el conjunto de composiciones de tipo
O((ro — so0 + 51, 51), (k1 — S0 + 81, k2 — 50 + 51),m0) de Opynyme, ¥

N = c(Q((ro, 50), (K1, k2), ko0); Qerkoko)»

entonces, se tiene el resultado. [



Capitulo 5

Conclusiones y recomendaciones

5.1. Conclusiones

= La Teorfa de Particiones y Composiciones, es un campo en el cual se ha trabajado desde
hace muchos anos, llegando a nuevos conceptos como el de particiones-P, el cual, junto
con el nimero de extensiones lineales de un poset dado, nos permitieron en el desarrollo
de este trabajo, obtener férmulas para el nimero de composiciones restringidas de un
nimero multipartito.

= Utilizando un tipo particular de composiciones inducidas por un poset, y el conjunto
de trayectorias reticulares de éste, se logré determinar que existe una biyeccién entre
estas dos cantidades.

5.2. Recomendaciones

= Como una ampliacién de este trabajo, se puede definir una nueva restriccién para las
composiciones de un nimero multipatito y definir una biyeccion con el conjunto de
trayectorias reticulares del poset definido por dichas composiciones.

33



Bibliografia

[1] G.E. Andrews, The Theory of Compositions I: The Ordered Factorizations of n and Conjecture of C.
Long, Vol. 18, Canadian Math. Bull., 1975.

[2] , The Theory of Compositions II: Simon Newcomb’s Problem, Vol. 18, Utilitas Math., 1975.
(3] , An Extension of Carlitz’s Bipartition Identity, Vol. 63, American Mathematical Society, 1977.
[4] , The Theory of Partitions, Cambridge University Press, Cambridge, 1998.

[5] G.E. Andrews and S. T. Soh, The Theory of Compositions IV: Compositions with Designated Summands,
Vol. 18, American Mathematical Society, 2000.

[6] G. Birkhoff, On the combination of subalgebras, Proc. Cambridge Phil. Soc, 1933.

[7] S. Bouroubi and N.B. Tani, Integer partitions into arithmetic progressions with an odd common diffe-
rence, Integers, 2009.

[8] M. A. O. Angarita A. M. Canadas A. N. P. Pulido and A. M. S. Arcos, On Some Linear Extensions
of a Poset and Compositions of Multipartite Numbers, Vol. 18, JP Journal of Algebra, Number Theory
and Applications, 2010.

[9] A.N. Pacheco Pulido and A. M. Sora Arcos A. M. Canadas, On Some Higher Dimensional Compositions,
Vol. 21, JP Journal of Algebra, Number Theory and Applications, 2011.

[10] L. Carlitz, Some Generating Functions, Duke Math., 1963.

[11] B.A. Davey and H.A. Priestley, Introduction to Lattices and Order, 2nd ed., Cambridge University
Press, Cambridge, 2002.

[12] R. Diestel, Graph Theory, 3rd ed., Springer, New York, 2005.

[13] L. Euler, Introductio in Analysin Infinitorum, SAEM Thales y Real Soc. Mat. Esp. Editores: Antonio
Duran y Francisco Javier Pérez Fernandez, 2000.

[14] B. Gordon, Two Theorems on Multipartite Partitions, Journal London Math. Soc., 1963.

[15] E. Munarini E. Grazzini M. Poneti and S. Rinaldi, m-compositions and m-partitions: exhaustive gene-
ration and Gray code, P.U.M.A. 2006.

[16]) G.H. Hardy and S. Ramanujan, Asymptotic formulae in combinatory analysis, Proc. London Math.
Soc., 1918.

[17] D. E. Knuth, The Art of computer Programming. Sorting and Searching, Vol. III, Addison Wesley
Publishing Company, Reading, Massachusetts, 1987.

[18] P. A. MacMahon, Combinatory Analysis, 2 vols., Cambridge University Press, Cambridge (Reprinted:
Chelsea, New York, 1960), 1915.

34



BIBLIOGRAFIA 35

, Memoir on the Theory of the Partitions of Numbers, Part I, Phil Trans., 1897.

A.O. Munagi, Combinatorics of integer partitions in arithmetic progression, Integers, 2010.

[19]

[20]

[21] M. Poneti and S. Rinaldi E. Munarini, Matriz compositions, J.1.S, 2009.
[22] B. S. W. Schroder, Ordered Sets An Introduction, Birkh&user, Boston, 2003.
[23]

R. P. Stanley, Ordered structures and partitions, Memories of Amer. Math. Soc., Amer. Math. Soc.,
Providence, 1972.

[24] , Enumerative Combinatorics, Vol. 1, Cambridge University Press, Cambridge, 1997.

[25] Z. Star, An Asiymptotic Formula in the Theory of Compositions, Aequationes Math., University of
Waterloo, 1975.

[26] E. M. Wright, Partitions of Multipartite Numbers into k parts, J. fiir. Math., 1941.

[27] , Partitions of Multipartite Numbers, Proc. Amer. Math. Soc., 1956.

[28] , Partitions of Multipartite Numbers into a fired Number of Parts, Proc. London Math. Soc.,
1961.

[29] , An Extension of a theorem of Gordon, Glasgow Mathematical, Cambridge University Press,

Cambridge, 1965.



