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Mata: lJ" indice valor absoluto de J’.
Demostracién (Ejercicio).

EN integrales unidimensionales este teorema se traduce a

Ir“’f(x)dx= f"tf(g(t))g’(t) dt, haciendo x=g(t) donde g(c)=a 'y g(d)=b.

En dos dimensiones se tiene que: ACR®; ¢ (A)cR3,
@®: R?---R%?, f:R?*---R v

[£=[ [fxy dxdy=[ [£(e(u, ) Jdudv gonde
9 (A) 9 (a)

'(u,v)-(x(u,v),y(u,v))-(x,y) y hay que hallar @ A, Ua Y fog.

v

,
En meneral la | I es un poco dificil de resolver y con el cambio de

9(4)
variable, la integral ].(fo(p)l,j_l debe ser mas facil de resolver.

El' cambio de variable depende en algunas oportunidades de la region
¢1A) o del integrando f(x,y).

En tres dimensiones se tiene:
ACR™, @A) g: @:R*~-~~Kx> y Ff:R>*---R con
e(u,v,w=(x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)) . Asi:
f = ffff(x,y,z) dxdydz = fjff((p(u,v, w) ) W ldudvdw
9(a) 9(A) A
donde hay gque hallar g, A, J, y fog.

Con los siguientes ejemplos se pretende dar claridad a la aplicacion de
éste teorema y a mostrar como se halla o. A, J' y fog-

2.6.1 CAMBIO DE VARIABLE LINEAL EN INTEGRALES DOBLES
EjemElo 1

Calcular [dedY- Q(A)=((H;‘/)ll)<l+‘y|’x4} (Figura 84)
0(2)
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Figura 84

v

En la figura anterior se aprecia que x+y=4; x+y=-4, X—=y=4 y x-y=-4
luego si u=x+y y v=x-y entonces u=4, u=-4 vy v=4, v=-4, asi que
A=[-4,4] x [-4,4].

Si resolvemos el sistema u=x+y, v=x-y entonces X*J%! y y;jgz,
o ax| 1 1
luego @ (u, V) =(x(u, V), ¥(u, V) =(5Y, 20 =(x,y) v p =|> % |7 21
v | & 11 -2
du  8v. 2 2

J_=det( M;)

v

élw
|
.,‘gp

asl1 que:

ff dxdy = le-—;—ldudv = %f_:f_:dudv =32 = 4srea de miai.
e (a) '

Ejemplo 2

Calcular la ffxdedY.' @ (A)=C(x,y) | [xI+lyl<4}.
e (&)

Del ejemplo anterior como ¢@(A) es la misma region entonces u=x+y, v=x4

e lu, v o, ) ), Ty=-

Fop=£(@(u, v)) =47, 2¥)={#r | or)= 2, entonces

1

4 pa )
Jf xydxdy = _;.fjf(‘u_";v_’)dudv = .%-'[4'[‘ (u?-v?) dudv (gjercicio).
e (A) A

Ejemglo-S

Calcular }:[(x‘y)‘(X+y)‘dXdy= @(R)=C{(xyy) || ®|*+]y |24}
e (A)
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El cambio de variable lo da @(B) v lo da f(x,y)=(x-y)%(x+y)=

se hace u=x+y, v=x-y, se tiene del ejemplo 1 que:

“4cu,ved, @(u, V) =Y, E=(x, ), Jy=% v ademas

BO=E( (u, v) =557, )2 (F) (55" = (v9) () t=vout, 1uego:

2 2 2

y luego si

ff (x-y)*(x+y)4dxdy - ffv‘u‘l--;-ldudv

v (A) A

Y G
i %f.l vétutdudv (Ejercicio).
-4J-4

Ejemplo 4
Caltcular ffcos(%)d""dy' @(A) la regidn limitada por x+y=i, x=0, y=0,.
9(a)

{Fiqura 85)

Figura 85

Plu.v)=(x.y]

Holucidn

Sea u=x+y, v=x-y. entonces X= ';', 7V=—-"-;:3: (P(U,V') —.'u:v, “;")=(x,y) b4

=-1
Je= > -

Como u=x+y entonces u=1l. Si x=0 entonces como u=x+y, v=x-y se tiene que
u=y, v=-y luego u=-v.

Si y=0 entonces como u=x+y, v=x—-y entonces u=x, v=x y asi u=v y luego

la regidon A es la limitada por u=sv, u=-v, u=l. ({(Figura 85)

f°(p=f((p (u,v)) =f( u+v' e =COS(—§)>, asi que:

2 2

ffCos(%)dxdy . %fclf_:@sﬁ;,ﬁ y

9 (A)
q 1 u
:f uSen(-‘i)] du
2Jo u/l—-u

Y
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= -;'-Llu(Senl—Sen(—l))du

= fluSenldu g !
0 2

Ejemplo S

Xz
Calcular Jffe"’dxdy, 9 (A) la regivn acotada en el plano xy por ell
o (A)

trapecio de vértices (0,1), (0,2), (2,0), (1,0) (Figura 86)

v Figura 06 Y

eluv)

(1.0) (2.0)

Las ecuaciones de la recta que pasan por los vértices (0,1) y (1,0),
(0,2) v (2,0) del trapecio son x+y=1 y x+y=2 respectivamente lueqo
u=x+y, v=x-yj3; entonces u=1l, u=2.

Si x=0 entonces u=y, v=-y, luego u=-v.

Si y=0 entonces u=x, v=x, luego u=v, J,:—% y ¢(u,v)=(x,y) ={—"-:—v,i;y—),‘
v - 4 ‘

entonces se. tiene que:

[[eFaxdy - [ [ dvau = Sf[ fe  dva

L f2 -ru 2
_ —f [—ue ] du = 2| -ule--e)du
2 1 - 2Jq
- a3
= Ase7) f, udu = = (e-e87).
2 1 4
Ejemglo 6

Calcular ffsen(ﬁ)d’fd)’, @(A) el trapecio de vértices (1,1), (2,2),
e (A)

(4,0), (2,0), (Figura 87)
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v Figura 87 Y

e(u.v)

[Cas ecuaciones de la recta que pasan por los puntos (2,0) v (1,1);

L) w (2,2)5 (2,2) vy (4,0) son x+y=2, y=y y x+y=4 respectivamente,

flueao u=x+v v v=y—-x, entonces X= ""2"', =~v—;-9-; ¢ (u, V/—(u‘v wu) (x,y)

oy | - -
Y JQ__?.— (Ejercicio).

Como u=x+v entonces u=4, u=2.

Bomo v=v-x entonces v=0 si y=x3; y si y=0 entonces u=x, V=X, Us-Vv
IFigura B87) entonces

f[qen(x‘y)dxdv , -:___fz Sen| .,:‘ o

e (a)

U

N —-f f Sen( dvdu = —f uCos( )}/Uu‘u

- 1f*_u(cos0-Cosi) du
2;2

2

. 4 we1-11\ i 1d
cos1 1 [° 4, - (ct,vz 1)ul]

21_1) [}ﬁ;‘] = G(F,OE{:’;),
2
Ejemplo 7

Calcular la integral ff")’dxdy ¢ (2) es el paralelogramo formado por
@A)

las vectores (1,2), (2,2) (Figura 88)
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/////’//Hﬂfg—‘iwﬁh< ~ Y-w1 7 B
D ) ‘A,/vm

Se hallan las ecuaciones de la rectas que pasan por los vértices de!l
paralelogramo y se hace:
u=y=-2x y v=y—-x, luego
Como y—-2x=u entonces u=-2, u=0.
Como y—-x=v entonces v=1, v=0 vy .p'l(x’y)=(y..2x’y..x)_=(u’ V) -
1 1 1 1

J'- J’_-:I.= o =r-2 11 <21 il
' ["' l [-1 1]
o oy
& o

Como u=y-2x y v=y—x entonces u+v=x entonces x=v-u y vy—(v-u) entonces

y=v+v-u=2v-u, asi: (p(u,v)=(v—u,2v—u), luego:

ffxydxdy = fAf(V_U) (2v-u) dudv

v (A
1 0 - -
B 1f f (v-u) (2v-u) dudv. (Ejercicio).
0o J-2
Ejemplo 8

Calcular ffy(x—Y) dxdy, 9(A) es el paralelogramo con vértices (3,3!
e (A)

(7,3), (0,0), (4,0) (Figura 89)

Fig.89

A

(,3)




Integrales dobles y triples, do linea y de superficie Bernardo Acevede. 71

Sea v=x-y y u=y entonces u+v=x y u=y, asi o(u,v)-(u+v,u)=(x,y) v

! 1_1_
* 11 o]

Como v=x-y entonces v=4, v=0 y u=0, u=3, pues u=y, luego:

f f y (x-y) dxdy - f f uvdvdu
A

9 (A)
3 pd _ oy
ffuvdvdu (Ejercicio).
o Jo

Ejemplo 9
Hallar el Area de la regit¢n en el 1*r cuadrante limitado por y=x, y=4x,

xw=1, xy=2. (Figura 90)
Fig.90

4\ (P \ \2/;-4)(
az0 1 @A)y

[ o
[

) |/ Xy=1
) 21 v L/_ Y“_ &

e ——————————p

fea y=xy v V=—; entonces como xy=u, entonces u=1, u=2 y como £=V. v=4

y v=Lk.
J = 1 =1 -1 _1
? Z.X gL 2V
[Y x] = x *%x s luego
S A 3
2 x
A(Q(A))=ffdxdy _ ff% dudv = ff -Ldvdu (Ejercicio).
o (A) A
Ejemplo 10

1
Calcular Jr"fx(x+y) dydx. Haciendo x=u+v, y=u-v.
6 Jo

Como x=u+v, y=u—-v entonces si x-13 u+v=1l; si y=0 entonces u=v y si y=x
»

entonces v=0 (Fiqura 91) y e (u,v)=(u+v,u-v)-(x,y), luego
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Fig.91

g

J___[l 1]=_2 as1 que:

flfx(xﬂ’) dydx = 2f7 [ "2ududv (Ejercicio).
0 Jo 0 Jv

Ejemplo 11
Hallar el &rea en el .primer cuadrante de la region limitada porn|

xZT+2yZ=1, x=ZT+2y==4, y=2x, y=3x (Figura 92)

Fig.02

u Y y=5x
A ® A 7/
ae i T
y%
|/ g(? +2y2.1
a2 @n o S T

Sea U=X2+2Y2 v V=-§ entonces u=l y u=4 y v=2, v-=5

Ux,y)={u, v)=(x?+2y2%, X} vy o X Ay 2
¢ 24 ’ ( ye., x) J9_1_ P =y Al °*° 2+ i = 2+4vVv
a;’_ xg x
S TR
luego o™ Tyt 24473 4
a=[ [dxdy - [ [2dvau
@ (A) A s

f: (¢ duty _ 2 (arcran( L))

J1 2+4v? 23
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2.6.2 EJERCICIOS

[[F7Calcular las siguientes integrales, haciendo algun cambio de
variable.

1 ff(x—y)’Cosz(;ﬁy) dde' ©(a) el paralelepipedo de vértices
®(A)

(0,1), (1,2), (2,1), (1,0) (R:/—FF—(SenG—SenZ)+f%t

2. ffex+ySen(x_y) dydx, @®(A) la regiéon limitada por x-y=-m,
9 (A)

x+y_—.."_',1-[- ¥+y=m, X—Y=T. (R/:O) e

x-

1 p2-y XY iy 1
y \

4 ff(x—y)t(x+y)10dxdy, @ (B)=COGy | x|+ | <L (R/=;)_
0 (a)

v @ (A) el triangulo de veértices (0,0),

14,00, (4,2). (u-7,v=x-2y),

6. fdedy p(A) la regidn limitada por x+y=6, x-y=2, y=0,
9 (A)
(R/:16) -

7 ff(y—x)'dxdy, ®(A) la region limitada por y=x+1 y=x-3.

y=-F+5, y=-2+5. u=(y-X,v=y+J). 19

8] ff4(x+y)e""’dydx, @ (A) el tridngulo de vertices (-1,1), (L1,
» )

10.0). (xi-..‘_""'y:%\:

9 ff}’(x'}’) dXd_V. @(A) el paralelepipedo de vértices (0,0), @0,
e (A)
B,3), (7,3). (x=u+v,yv=u

10 ff\/X“deXdY. @ (A) el triangulo de vértices (0,0), (4,0),
e ()

(4,4). (x=u;y=uv)
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11. f] ySenxydydx, g(a) la regién limitada por xy=1, xy=4, v=1)]
@ (&)

y=4,
12. f].\/(x‘y) (x+4y) dXd.V, ¢ (A) la regiédn  limitada por el]
e (A)

paralelogramo de veértices (0,0), (1,1), (5,0), (4,-1).

13. r 1+i:y’ dXdY, @(A) la regidn limitada por xy=1, Xxy=95, x=1.l
e (A)

x=4, (X:u, y

2
14. Demostrar que fff(x}’) dxdy = 1122]; f(u)du siendo ¢ (A) 14
o (A)

regiédn del 1= cuadrante limitado por y=x, y=4x, xy=l, xy=2,

(u=xy, v=1).

15. ].j JI—SGHXYdde' ¢ (A) la regidn del problema anterior.
e (&)
16. Hallar la imagen del tridngulo de vértices (2,1), (4,3), (4]
haciendo u=x=-y=, v=2xy.
17. Hallar el area del tridngulo de vértices (0,0), (1,2),

(3,-1) haciendo un cambio de variable apropiado.
1 p1- =L
18. Demostrar que ff xelvdydx= @
o Jo

Il.
1. Hallar la imagen del rectangulo de vértices (0,0), (0,1), (2l
(2,0), mediante la transformacién u=3x, v=5y. (Cudl es la imagen del.

circulo x=+y==17,
(R/:(0,0),(6,0),(6,5),(0,5)) b) elip. 4 +i=1.

2. Considere la aplicacidn definida por x=u<-v<; y=2uv.
a. Calcular el Jacaobiano.
b. Sea T el rectangulo de vertices (1,1), (2,1), (2,3), (1,3):]
en el plano uv. Representar, mediante un dibujo las imagenes el

el plano xy.

c. Calcular rrxydydx si. X=uR-—v2, y=2uv
v(2)

@ (A)={(x,y) | x+y=c1}.
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1
SWbenostrar [ [£lx+y) dxdy = [ £(u) du,
@ (A)
@ (8)=COxyy) [ x|+ |y| <L)
4. Calcular el A4rea de 1la imagen de R bajo la aplicacion
o(v.v)=(u-v,u+2v), R el tridngulo de vértices (0,0), (1,0),
o) .
B. Calcular el &rea del rectangulo u=1, u=2, v=3, v=7 bajo 1la
aplicacion ¢ (u, v) =(3u+2v,2u-v) .
B.-Hallar la imagen del cuadrado de vértices (1,0), (2,0), (2,1) vy
(L31) bajo @ (u,v)=(u?-v?,2uv) -
2.6.3 CAMBIO DE VARIABLE A COORDENADAS POLARES

Del la Figura 93 se puede deducir qgue:

Fig.93

)" 4

Co.s'0=-i-; - x=rCosf, .:'en6=-% - y=rSenb.

Entonces ¢ (r,0)=(rCosb, rSem®) - (x,y) s r20 8-<8:2n+8. es el cambio de
variable en coordenadas polares.

ox dx '
M = or @ Cos® -rSenf es la matriz Jacobiana y
® |y % | |Sen® rCos6

ar 8 |

Cos® -rSend )
J. = = r(Cos?0+Sen?@) =r ©s el Jacobiano de ¢
e Lenﬁ rCosf ( )

2.6.4 DIFERENCIAL DE AREA en coordenadas cartesianas y coordenadas

polares (Figura 94)
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dr
\rde \

dA = rdedr

dA =dx.dy

Ejemplo 1

Calcular el Area del circulo de radio a (Figura 95)

Solucidn
\ ‘P(" 6) i “ry'<a
Area = ffdxdy f f dydx = f rdrd® =
e (A)
Eijemplo 2

Calcular ffsenedA donde A es la regidn del primer cuadrante situad:

en el interior de la circunferencia r=4Cos® y en el exterior de Il
circunferencia r=2 (Figura 96)

Solucidon
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Fig.96

[ 8 =r/f3

=2
r=4Cos §

@curvas r=2 y r=4Cos@ se interceptan para 6:1—:, pues

4Cos0=2 Cosﬂ=—% “ 0=t T

=l 2<r<4Cos@entonces, como el area pedide

Qﬁla del 1*" cuadrante 0565—'13-!-. entonces

ffSenﬁdA =

A

4Cos0
’- Se®rdrdd- (Eiercicio).
i3

Og’ wln

Ejemplo 3

Calcular ffSen(x2+y2)dA. P(A)=((x,y) [x=+y=24)}

(Figura 97)
4]

Holuciodn
-
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78
4-X
ffSen(x3+y’) dxdy = f’ ) Sen(x2+y2) dydx
9 (A J-2 L-,
- 4d-x*
2% Z
= f fSen(rz)rdroﬁ (Ejercicio).
o] [}
Ejemplo 4
Calcular ff\/xz*yzdﬂ. @ (R)=C((x,y) | x=+y=<4; %20, y20} (Figura 98)
o (A)
Solucidn
2 31,2 2‘“"“
fJx+ydA= f !‘Wdydx
e (a) o -{)
5
ff'r.rdroﬂ (Ejercicio)
) Jo
Ejemglo S

Calcular II-XdA, Q(A)=((x.y)|x2+y2€9: y<0) (Figura 99)
@ (A)
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;[({)di - f: _v!;!xdydx

f’f“ (rCos®) rdddr (Ejercicio).
0 Jn

Ejemplo &

Calular ff (x?+y?)3°da, ®(A)=((x,y)|L<x+y=<4} (Figura 100)
0 (A)

@ucién

e Fig.100
(1.2®) [2.2x)

2n

0

.0y 2.0 r
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2,.,2)20 -1 yars, g =V
(x?+y?)?%da - J’:z ’f (x2+y2) 0 dydx + f f (x2+y3) P gy dx
e Vi o
d 4-x 3 4-x
+f1 f (x?+y?) 0 dydx +!; f (x2+y?) 2 dydx
1-x -Va-x?
= L’“L“(_r?)“rd:ae (Ejercicio).
Ejemplo 7

TP P | '
Calcular e x"¥ida @ (B)=( (x,y) |x=+y=<4, x50} (Figura 101)

9 (A)
INTK
A
I
2
Solucidn
1,2 vé-x
[e7Pda - [° [ ewrdydx
A -2
9 (A) e

x3
2
ffzre'-"‘d_rcﬂ (Ejercicio).
0

2

Ejemplo 8

D S |
Calcular eV dA, @(a){(x,y)|y>0} (Figura 102)
9 (A)
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~x3_yr2 X opioe
e ™V dA - ["[Tre drd®=% (Eicrcicio)
2 Jo Jo 2

Ejemplo 9

- el 4rea de la regidn limitada por una hoja de r=Cos3@
1gura 103).

Fig. 163

olucidn
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Ejemplo 10

Hallar el &rea de la cardioide r=2(1-Cos@®) 0£@8<2n (Figura 104)

Fig. 184

Solucidn
_ -~ 2(1-Cos8)
A = = b
rea ffdA ,I; { rdrdd
A g
2n
fo 2(1-Cos0)2dd = 6n
EjemElo 11

Hallar el 4rea comprendida en el interior de r=Cos® y fuera de
r=1-Cos@ (Figura 1035)
Solucidn
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Las curvas se intersectan cuando 1-Cog8=Co80 es decir cuando Cosﬂ=-;— es

decir cuando e=t§, luego

—: Cosf
Area = rdrdd = rdrdd®
[Jraem= [ L,
-3'- -
= -;—f[C’os’O—(l—Cose)ZJaﬁ
3
.;;
= _;’ (2Co080-1) dd = ‘/3_.;1 (Ejercicio)

Ejemplo 12
Hallar el &rea comun a r=Cos® y r=1-Cos8. (Figura 106)
Solucién
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[{ 1-Cos %(hd

Area = 2 f rdrd0+f frdrdB (Ejercicio).
o % x 0
L 3

Ejemglo 13

Hallar el area comprendida en el interior a r=1-Cos@® y fuera de r=CosG|
(Figura 107)
Solucidn

Flg. 197

r=Con .}

3
nin

o _Cq?
M-
[ rdrd0+!:' ‘!’rdr J

rZu fI-CosO
Jo Jo

Area =

rdrd® — 27
0
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Fig. 108
Y
® = 2w'3
x
® = 4w3
43
1+2Cos8
Area= f rdrd®
J J0
ED
3
aE
5
= L[ (142C050)2d® = =V
2J 2
x
3

EjemElo 15

Hallar el Area de la regiotn del primer cuadrante que es exterior a la

circunferencia r=1 e interior a la rosa de cuatro pétalos r=2S5en2®
(Figura 109). Solucion
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. ®
Las curvas se cortan en el primer cuadrante cuando 6=—1"; y -3-5-

. puel
1=25en260 - 20=% - 20 = L: y asi, (1,-;%) y (1,5—%) son los puntol

de interseccidn en el 1" cuadrante, luego:

: ]
. 2Sen20

5
12
Area =1£’ [rdrcﬂ
5%

= 1 f [(2Sen26y?-1] 8

12

5%
12
= 3 (1-Cogd®) _
1 f (420020 1) d®
£

5%
ifg_1 12
- o-1senas]
12
= X o3,
4

Ejyemplo 16
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l:prESIr la integral fff('XIY) dxdy en coordenadas polares si:
2

1. F{(x,y)| Ofyfl-x, 0fx21} (Figura 110)

Solucion

Fig. 110

1l

Si x+y=1 = rCos@+rSen@=1 = Ir= Cos0+5emd ' luego
= 1
2 22 H.Her
fff('x,y) dxdy - f f f(rCos0, rSemd) rdrd®.
Q 0 0

2 e a'—"{(x,y)|x2£y£l, -14%x%1} (Figura 111)

Solucidn



BB Integrales dobles y triples, do linee y d¢ superticie Bersardo Accvedo.

Fig. 111
y

1.1) (1.1}
y = x2
< .x
Si y=xT = rSen@=r=Cos~@ = I'=—C—’Sgegn-:%.
Si y=x = rSen@=rSen@ = 9=—§—.
Si y=1 = rSen@1 = Ir- - ; asai:
Sen®
)
I 0820
f(x,y)dxdy - ¢ ©
fof (x, y) dxdy f f f(rcos0, rSend) rdrd®
o] 0

_soch_
Cos3s
f(rCos0, rSen®) rdrdd + f f(rCos9, rSenB) r dr do
0

+
oin S ol
o‘—ﬁl‘

nl“‘"-—\ =

3. Q={(x,y)|x2+y252x} (Figura 112)
Solucidn



Integrales dodles y triples, de linea y ev superticie Bernardo Acevedo. a9

Fig. 112

X
x“ty2=2y @ r==2rCos@ e r=2Cos8 vy -n%SUSéW luego
'2' 2Cos9
fff(x.‘y) dxdy=f ff(rCosG,rSenO)rdroﬁ-
o fx o 0
a x
4, Pasar la 1ntegral ff‘/x2+y2dydx = fff(x,y) dxdy coordenadas
0o Q

polares (Figura 113). Solucidon

Fig.113

y
A\

X=a

\
X



qo Integrales dobles y triples, de linea y de superficie Bermarde Acevede.

x=a « rCos@=a = I=

!:i -
Cos8’
y=x e rCos@rSen@ « SenB=Cos@ = 0-%% luego:

5
!

Cost
r_rf(x:Y) dxdy =f fr.rdch (EbEFelEia)
) 0

Q 0
5. Pasar a coordenadas polares la integra.
1 ¢1—x’
f £(x,y) dydx = fff(x’y) dydx (Figura 114). Solucién
r
1-x (o

Fig.114

\/

s

w+y=1 « rCos@+rSen@=1 o r(Sen@Cos@)=1 =« r- - y 0<gin/2
SenB+Cos

luego:
. 1-x ; i
f f f(x,y) dydx =f f f(rCos0, rSen®) rdrdd
’ 1-x 0 llzﬁldb‘

6. Calcular ff(%*‘%}dydx tp(A)={(x.y)|£§+€;sli (Figura 115
v (&) ' a J

Solucidn.



Istegrales dodles y triples, d» linsa y do superficie Bernarde Acevede.

Fig.115

v )
sea u=Z y ved sumau vebv v asi g (u,v)=(au, bV = (X, 1) - Y

du dv
J’:: = = s luego
v loy oy IEIJ ab

du Jdv

Y A 3552
ii)(a‘+b‘)dydx 5 {,f(u +v?) abdudv

(u?+v?) abdudv
[ |

u?+vig1

Ahora sea u=rCosB. v-rSen@® entonces y(r,08)=(rCosd, rSermd) -(u,v)

ou
or 08
= = luego
lfy 2! ﬂ I
dr 0@

f f(u3+v’)abdudv = ffrz.rabdroﬂ

u?+v2g1 A

= fl [**r3abdodr
o Jo

2

= abf;lf;hrfaﬁdr = mab



Q2 Istegrales dobles y triples, de linea y de superficie Borsarde Aceveds.

" x2? 2
La integral fj "'"';*"z';)dydx se puede calcular haciendd|
a b
v (a)

%‘=ICOSB r -%=ISGDO, es decir x=arCos® y y=brSen@,

x éox

- v(r,ﬁ)=(aersﬁ,brSen6)=(x,y) yiisg = abr'=|3; 31 entonces:
! y ¥
du dv

xﬂ Jxﬂ
7. Hallar el area encerrada por —+<-=1 (Figura 116)

a? b?
Solucidén
Fig.116
5 y
2x 12+ ¢(r,0)

=X

,-_.> r

ia‘-=rC089 ‘ —g=rSen0 - ¢(r,0)=(arCosb,brSem) =(x,y) v J,=abr
entonces:
L] 1 2
]fdxdy = abf f “rdddr = nab
9 (A) o 70
8. Hallar el Area encerrada por (x—a)T+y*=a® (Figura 117)

Solucidn



Integrales dodles y !rlplnt', de linea y do supurticie

Bernardo Acovede

Fig.117

1). Pasando

a  coordenadas polares se tiene que x24+yT-_2ax
— : T a.T
rZ=2arCos@® « r=2aCos8, ——5-‘--‘-5-, luego
B 2ax-x
a
[avax - ¢ [ avax
e () Jo
--\/Zax-x’
';' 2aCos6
% f rdrad@
-X -0
2
=
-;—féla"‘CosgﬂdB
3
=
2 X
Za"f(“'c””’)aﬂ - a"’ﬂ] L ——
2 _% ‘
- 2
2

y=rSen® Oiria,
0{rfa, 0<@<2n, J.~-r, luego:

O<@2n, o (r,8) =(atrCoshd, rSenB)

11). El1 4drea se puede calcular trasladando el civrculo al origen, =
decir; =—a=rCos@,



Bermarda Acovedo.

Istegrales doblas y triples, de lines y do superficie

94
. J2ax-x? .
dydx = J: ® f dydx = j;“j;.rdrcﬁ = ga’
e (a) -y 2ax-x

Q
-}
f dxdy (fiqura 118)

@. Calcular f&
-2yf1-%5

Solucidn

2 2 2 2 2 ;

215' X=0' X=-2 1_!— *» —E--Z" —._L o _X___+y 7:'1’ luego
Y \" 25 4 25 a4 25
asi:

J'=5*2r=10r,

w=2rCos®. vy=9rSen@, =
] 1%
f* | dxdv . 1
Js .' flOrdch
-2 X x 0
33
5d0 = 5%

2.6.5 CAMBIO DE VARIABLE A COORDENADAS CILINDRICAS

(Figura 119)



Inteqrales dobles y triples, de linea y ¢e suparficie Bernardo Acevedo. (_?l-"

Fig.119

z

4

[De la figura 119 se deduce que cose_% y Sene=-¥ = x=rCos@®, y=rSen@,

t’l=z. y como Z no cambia entonces e(r,0,z)=(rCosd,rSen8,2), r20,
anie‘-&:ﬁ'ZH .
A (p(r,ﬁ,z) se le llama Cambio de variable a coordenadas cilindircas

y a:

ox ox ox
or 8 oz Cos® -rSen@ 0
1% 38 %yl _ B
Tl o 23| = Sen® rCos® 0O =r
ox o oz 0 c 1
dr d0 oz

el Jacobiano de .
Luego, si @(r,0,2)=(rCosb,rSend, 2), Je=I, entonces se tiene la

siguiente férmula de cambio de variable a coordenadas cilindricas:

f(f [£(x,y,2) dzdydx = [[[£(zcos8, rSend, 2) rdzdr dB
v (A) A

si se proyecta @(A) en el plano xvy.
En forma analoga s1 se proyecta ¢ (A) sobre el plano xz ¢ yz se tiene

que:



