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y x O 

z O x 

0 1 0 
M, = 

du Bu du 
dx dy dn 
dv dv dv 
dx dy dx 
dv dv dw 
dx dy dx 

J, = Det ( M , ) . 
Ejemplo 2 

•v, u+v) 

3x dx' 
du dv 

ÉL 
du dv 

1 -1 
1 1 ^ = 

2.5 RELACION ENTRE J , Y j^i 

= j* "^j = 1+1=2 

De la figura anterior se puede concluir que F(u,v)=(x,y) y 
G(x,y)=(u,v), luego (F^G)(x,y)=F(G(x,y))=F(u,v)=(x,y), es decir F>G=I 
y M(F G)=M(I) entonces y como det ( MF»MQ ) =det < M F ) det ( M 0 ) •-=JFrxJQ = l o 

en ton ees: 
T - 1 . y _ 1 J. ——— , es decir - — — — . 

G x » «7f-i 

2.6 TEOREMA DEL CAMBIO DE VARIABLE Sea q> inyectiva, J *0, con derivadas parciales continuas en físFI" y 

„ ^ _ ^ „ con f acotada y continua en m ( A ) c R a entonces fom es n —R 

integrable en A y j f = / 
9 (A) A 
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Nota: JĴJ índice valor absoluto de J"̂ . 
Demostración (Ejercicio). 

En integrales unidimensionales este teorema se traduce a 

j bf (x) dx = j ^ f ( g ( t ) ) g ' ( t ) d t , haciendo x=g(t) donde g(c)=a y g(d)=b. 
En dos dimensiones se tiene que: Atf?3; ® (A) GR2 •> 

<p; R2 'i?2, f : R2 >R v 

f f ° f f f ( x r y ) d x d y = f j f ( v ( u , v ) ) \ j j i d u d v donde 
PU) 9 (A) 

9(u, V) <* (x(u, v) ,y(u, v) ) * (xty) Y hay que hallar 3», A, y f*<p. 

En general la j e s u n poco difícil de resolver y con el cambio de 
9 (A) 

variable, la integral j (jf ©<p) debe ser más fácil de resolver. 

El cambín dp variable depende en algunas oportunidades de la región 
9 (A) o del integrando f(x,y). 
En tres dimensiones se tiene: 

AcF', ; <j>;¿?3 • y f ; R* >R con 
<p (ll, V, w) = (x(u, V, w) ,y(lle V, w) ,z(u,Vrw)) - Así: 

J f - f f j ' f ( x , y , z ) dxdydz = f j f f (q> (u, v, w) ) \jjidudvdw 
9 (A) 9 (A) A 

donde hay que hallar jj>, A, J' y fojg. 
Con los siguientes ejemplos se pretende dar claridad a la aplicación de 
éste teorema y a mostrar como se halla A, J^ y foy. 
2.6.1 CAMBIO DE VARIABLE LINEAL. EN INTEGRALES DOBLES 

Ejemplo 1 

Calcular f f dxdy. ^ (A) = í(x,y ) | | x | + | y | < 4 } (Figura 84) 
9(A) 



6 6 
l > t l | r i l n l o k l l i 1 ( r i f i l i , t i l i « » « f M | » r « t l l 

Figura 84 

( -4 4] 

(-4,-4] Í4.-4) 

En la figura anterior se aprecia que x+y=4; x+y=-4, x~y=4 y x-y=-4 
luego si u = x+y y v=x-y entonces u=4, u=-4 y v = 4, v = -4, asi que 
A=[—4,4] * C-4,4]. 

U+V U—V Si resolvemos el sistema u = x+y, v=x-y entonces x~—~ y y~——, 

luego *(u,v)=U(u,v),y(u,v))=(^,-^)=(x,y> y M = 
a* & "a du Óv 3 2 

1 — i 3tr. . 2 2 . 

Jl=det ( Af_ ) = T " T ' 
asi que: 

J f dxdy = J J|--i|dudv = jf'J_*dudv = 32 = á r e a de -
*(a> 

Ejemplo 2 

Ca 1 cu lar 1 a / / x y d x d y . q>(A) = {(x, y ) I I X I + I y I<4). 
»(A) 

Del ejemplo anterior como q> (A) es la misma región entonces u=x + y , v=x-

(<P (ll, V) ) entonces 

f J xydxdy = ±j'f(jiLñ^dvdv = j f ' f * ( U
2
- V

¿
) dudv (Ejercicio). 

»(A) A 
Ejemplo 5 

Calcular J J (x-y)4 (x+y) 4 dxdy ; <¡> (a) = ( ( X , y ) | |x¡ + |y|14} 
» (A) 
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El cambio de variable lo da (A) y lo da f ( x , y ) = ( x-y ) * ( x+y ) , luego si 
se hace u=x+y, v=x-y, se tiene del ejemplo 1 que¡ 

-4<u,v<4, «p(U, v) , J f = { y además 

= (7«) (II) l u w o . 

J J {x-y)* (x+y)4 dxdy = JjVu4|-±.|du<ív 
A 

^J VAU*dU(ÍV (Ejercicio). 

Ejemplo 4 

Calcular J J dxdy. y la región limitada por x+y=l, x=0, y=0. 
fU) 

(Fiaura 85) 

Figura 85 

*(u,v)=(x,y] 

•X 

Solución 
Sea u=x+y, v = x-y , entonces <P ( U, v ) # -Hp)«<X, y ) y 

T __ l 
^ V T ' 

Como u=x + y entonces u=l. Si x=0 entonces como u^x+y, v=x-y se tiene gue 
u=y, v = -y luego u=-v. 
Si y=0 entonces como u=x+y, v=x-y entonces u=x, v=x y asi u^v y luego 
la región A es la limitada por u = v, u = -v, u=l. (Figura 85) y 
f«(||.í(ftu,V)>=í(-^,-!tí) = COfi(-I)_, asi que: 
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_ JL 
2 Jo f1u(Senl-Sen(-l)) du 
Jo 

= f1uSenldu = 
Jo 

Smal 

Ejemplo 5 

f f r~K 

Calcular IJe**rdxdy, y(A) la región acotada en el plano xy por el 
* (A) 

trapecio de vértices (0,1), (0,2), (2,0), (1,0) (Figura 86) 

y Figura 06 y 

u=v *(u ,v) (0,2) 

U=-V 
(1,0) (2,0) 

Las ecuaciones de la recta que pasan por los vértices (0,1) y (1,0), 
(0,2) y (2,0) del trapecio son x+y=l y x+y=2 respectivamente luego 
u=x+y, v=x-y; entonces u=l, u = 2. 
Si x=0 entonces u=y, v=-y, luego u=-v. 
Si y =0 entonces u = x , v = x , luego u = v , Jf = —j Y <P ( U, V) = (X, y ) , 

entonces se tiene que: 

f (A) 
j Je^dxdy = 7 / " dvdu - j f ' ¡ u dvdu 

= i f [ - u e ^ ] U
u

du ' du 

= o-«-1) f2 

2 -f+udu = -j (e-e'1) • 

Ejemplo 6 

Calcular f f ^xdy, ^ ei trapecio de vértices (1,1), (2,2), 
tU) 

(4,0), (2,0), (Figura 87) 
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V 
A 

Figura 87 V 
A 

q»(u.v) 

> x 

Las ecuaciones de la recta que pasan por los puntos (2,0) y (1,1); 
(1,1-) y (2,2); (2,2) y (4,0) son x+y=2, ys = y y x+y = 4 respectivamente, 
lueao u=x+v v v=y-x, entonces y = - ^ ; 

2 2 

y cj^^-i (Ejercicio). 

•==)-(*, y) 

Como u=x+v entonces u=4, u = 2. 
Como v=y-x ehtonces v = 0 si y=?x ; y si y=0 entonces u=x , v = x , u=-v 
(Figura 87) entonces 

»(A) A 

- H'f>°W» - H'-^üi 

- 4f4-u(CosO-Cosl) du 2 J2 

COffl 

C o » l - l ) r 16-4 [Jt±] » 6 ( ^ 1 ) . 

Ejemplo 7 

Calcular la integral J f xydxdy% (A) es el paralelogramo formado por 

DS vectores (1,2), (2,2) (Figura 88) 
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FHg.88 

Se hallan las ecuaciones de la rectas que pasan por los vértices delj 
paralelogramo y se hace: 
u=y-2x y v=y—x, luego 
Como y-2x=u entonces u = -2, u=0. 
Como y - x = v entonces v=l , v=0 y <p 1 (x, y) = (y~2x, y~x\ = ( U , V) • 

jr -_L_ = h = 1 =—L-g-i f j.-I rin r-2 _2+1 
0x «y «r dv; 
éx 9y m 

r-2 i 
[-i i 

Como u=y-2x y v=y-x entonces u+v=x entonces x = v-u y v=y-(v-u) entonces 
y=v+v-u=2v-u, asi: cp ( u , v) = ( V ~ U , 2 V~u) , luego: 

j* J x y d x d y = J J (v-u) (2v-u) cíuaV 

= 1 f1 f° ( V-u) (2v-u) dudv- (Ejercicio) 
JO J-2 

Ejemplo 8 

Ca1 cu lar f f y(x-y) dxdy, es el paralelogramo con vértices (3,-31 
<PU) 

(7,3), (0,0), (4,0) (Figura 89) 

Fig.89 
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Sea v=x-y y u=y entonces u + v=x y u = y , así <p ( u , V) - (lí + V", ll) = (x, y) Y 

1 1 j 4 o h -
Como v=x-y entonces v = 4 , v=0 y u=0, u=3, pues u=y, luego: 

J j y ( x - y ) dxdy = j juvdvdu 

f Í^uvdvdu (E 
J o J o 

jercicio) 

Ejemplo 9 
Hallar el área de la región en el lmr~ cuadrante limitado por y = x , y = 4x , 
xy=l, xy=2. (Figura 90) 

Fig.90 

ea U=XV y V=— entonces como xy=u, entonces u=l , u=2 y como — = V, v = 4 
X X 

y v=l. 

y * 
-JL A _a x 

1 _ 1 „ 1 
* * 4X , luego 

A(<P (A) ) J dxdy = J J-J^dudv = J*f*-±dvdu (Ejercicio). 
»U) A 

Ejemplo 10 

T 0 Jo 
\
 v 

Como x=u+v, y=u-v entonces si x-1; u+v=l; si y=0 entonces u=v y si y=x 
entonces v=0 (Figura 91) y <p (u, v) = (u+V, U-v) - (x, y ) •> luego 

Calcular f í (x+y) dydx• Haciendo x=u + v, y=u-v. 
Jo Jo 
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Flg.91 

i i 
i -i 

__2 asi que: 

í 1 fX(x+y) dydx = 2 f f ± 72ududv (Ejercicio) . 
Jo Jo JO j v 

Ejemplo 11 
Hallar el área en el primer cuadrante de la región limitada por 
x=+2y==l, x=+2y==4, y=2x, y = 5x (Figura 92) 

Sea u=X2+2y2 V v=— entonces u = l y u = 4 y v-2, v-5 

-r _ 1 _ 1 luego c'-,—-— - —7-7 y • JF-I 2+4 VA 

a* 
du 
ay 2x 

1 — 3v 
3y 

= 2+^4 = 2+4 v2 

A=ffdxdy= / / - I ^ d v d u 
A 

= f5 f4_*5*L = -2-ÍAi-cTanl^)) 
J 2 J l 2 + 4 V a í v ^ V A 3 / / 



2.6.2 EJERCICIOS 
I. Calcular las siguientes integrales, haciendo algún cambio de 

variable. 

• j f (x-y)3COS7 (x+y) dydx, e l paralelepípedo de vértices 

(0,1), (1,2), (2,1), (1,0) Ji?:/JL (Sen6-Sen2) +— 

2. / / G x + y S e n ( x - y ) dydx, (p (A) la región limitada por x-y = -n, 
»(A) 

x+y=3n, x + y = T r , x - y = n . (R/: 0) • 
1 f-2-y £X 3, ¡j*'ye^dxdy 

4. f f (x-y)i(x+y)10dxdy, ^ (a) =t ( k ,y ) | | x | + | y | <i) (R/ :-i-j. 
• (A) 

<j> (A) el triángulo de vértices (0,0), 
* (A) 

(4,0), (4,2). ,v=x-2y), 

6. f f dxdy (p (A) la región limitada por x+y=6, x-y=2, y=0, 
»(A) 

7 f f ( y ~ x) dxdy, <p (A) la región limitada por y=X+l y=X~3 ' 
• (A) 

y - f + T ' y = - f + 5 . u=(y-X/v=y+f). 

8 f f 4 (x+y) ex~ydydxf y (A) el triángulo de vertices (-1,1), (1,1), 
»(A) 

u 
i-'-

9 f f y ( x - y ) dxdy, ^ el paralelepípedo de vértices (0,0), Wp), 

'(0.0) . 

9 // • (A) 
(3,3) , (7, 

U+V u-v\ 
y 2 / 

10 / / V^*2+y2 dxdy, jp(A) triángulo de vértices (0,0), (4,0), 
t(A) 
(4,4). (x=u;y=uv) 
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11. f j ySenxydydx^ i a región limitada por xy = l , xy = 4, y = l,| 
*(A) 
y = 4. 

12. f f Vix-y) (X+4 y) dxdy f ^ (A) la región limitada por el| 
fU) 

para 1e1ogramo de vértices (0,0), (1,1), (5,0), (4,-1). 

13. f f 2 dxdy^ la región limitada por xy = l, xy = 5, x = l,| 
»(A) 1+X y 

x=4. ( x = u , y 

14. Demostrar que f j f (xy) dxdy = l n 2 f 2 f (u) du siendo * (¿) la| 
»(A) 1 

región del l"1" cuadrante limitado por y = x , y=4x, xy = l, x y = 2 
(u=xy, v-J). 

15. f J J—Senxydydx^ y(A) la región del problema anterior. 
»(A) * 

16. Hallar la imagen del triángulo de vértices (2,1), (4,3), (4,1);| 
haciendo u=x;2-y:E, v = 2xy . 

17. Hallar el área del triángulo de vértices (0,0), (1,2), 
(3,-1) haciendo un cambio de variable apropiado. 

>1 rl-x -X-

10 Jo 

11. 

18. Demostrar que nl x e ^ d y d x = j • 

1. Hallar la imagen del rectángulo de vértices (0,0), (0,1), (2,1) 
(2,0), mediante la transformación u = 3x , v = 5y . ¿Cuál es la imagen del] 
círculo x:2 + y:2=l?. 

( R / : (0,0) , (6,0) , (6,5) , (0,5)) b) e l i p . -£+-¡1-1. 

2. Considere la aplicación definida por x=u 2-v 2; y=2uv. 
a. Calcular el Jacobiano. 
b. Sea T el rectángulo de vértices (1,1), (2,1), (2,3), (1,3) 

en el plano uv. Representar, mediante un dibujo las imágenes el 
el p1 ano xy. 

c. Calcular f f xydydx s i x = u 2 —V a, y=2uv 
<P(A) 

q>(A)=í (x,y) | x2+y2ll >. 

I 
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3. Demostrar f J f (x+y) dxdy = J^f(u)<fu, 
»(A) 

9 (A) = ( ( x , y ) | | x | + | y | < 1 > . 
4, Calcular el área de la imagen de R bajo la aplicación 

«0 ÍLí. V) = (U-V, u+2v) , R el triángulo de vértices (0,0), (1,0), 
( 0 , 1 ) . 

p. Calcular el área del rectángulo u=l , u=2, v=3, v = 7 bajo la 
aplicación (p (u, v) = {3u+2v, 2u~v) • 

6. Hallar la imagen del cuadrado de vértices (1,0), (2,0), (2,1) y 
(1(1) bajo «p(U/ V ) =(U2-V2,2UV) • 

2.6.3 CAMBIO DE VARIABLE A COORDENADAS POLARES 

De la Figura 93 se puede deducir que: 

Fig.93 
Y 
A 

CosQ=— - x^rCosB, - yrSer18. 
i i 

Entonces (p ( r , 8) = (rCosO, iSerfá) - ix,y) > 0O<@S2TT + &:> es el cambio de 
variable en coordenadas polares. 

M,= 

dx dx 
dr ae 
dy dy 
dr 36 

CosQ -rSenQ 
SenQ rCosd 

es la matriz Jacobiana y 

lo T < % 
CosQ -rSenQ 

e/28 rCosO 
= r (Cos26+Sen26) =r e s e I J a c o b i 3 n o d e 9 

2.6.4 DIFERENCIAL DE ÜREA en coordenadas cartesianas y coordenadas 
Dolares (Figura 94) 
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\rde \ 

dA -dx.dy 
dA - rdedr 

Ejemplo 1 
Calcular el área del círculo de radio a (Fiqura 95) 
Solución 

^ a 

Area - / / d x d y . / ; / dydx . JT 7 0*rdrde = 

»(a) 
na* 

Ejemplo 2 

Calcular J J S e n t í ' d A donde A es la región del primer cuadrante situad; 
A 

en el interior de la circunferencia r = 4Cos© y en el exterior de l| 
circunferencia r=2 (Figura 96) 
Solución 
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Fig.96 

r=4Ge* 6 

Las curvas r = 2 y r=4Cos© se interceptan para pues .i 

4Cos6=2 ~ Cose = -| « 6=±-f Y 2<r<4CosO entonces, como el érea pedid¿ 

es la del 1 — cuadrante entonces 
3 

i ÍCosQ / /SenQdA = J f SenQrdrdB-(Ejercicio)„ 
0 2 

Ejemplo 3 

Calcular f f Sen <JC2+y3) dA, y { A ) = i ( x , 

Solución 

y ) j x I + y'-'í4} (Figura 97) 

2¡T 

P I S P * ! 

T 12.01 r 
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J|Sen(x2+y2) dxdy = f2 í sen(x2+y2) dydx 

(Ejercicio) n¿S©i3(r2) rdrdd j 
Ejemplo 4 

Calcular / / J x 2 + y 3 d A , <p ( A) ( x , y ) | x = + y = <4 ; x>0, y>0} (Figura 98) 
»(A) 

(2.0] , 

Solución 

ffy/x2+y2dA = f2 Y yprpdydx 
f(A) Jo J 

/ r r.rdrd® (Ejercicio) 

Ejemplo 5 

Ca1 cu lar j j xdA, =( ( x ,y ) | x = + y = <9; y<0) (Figura 99) 
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So)uciún 
u 

f íxdA = f3 f xdydx 
-1 J-3 y fU) 

i ercició) . f f^ (rCo&e) rdddr (Ej< Jo J* 
Ejemplo 6 

Calular f f (xz+y7) 2Í' dA, <A) ={ ( x , y ) | 1 < x^ + y 2 < 4 } (Figura lOO) 
9 (A) 

Solución 



SO 

y j n ? 1 -Vi-*3 

f f (x2+y2)30 dA = r 1 f (x2+y2)20dydx + J | (x2+ya) 30aydx 
«7t / * \ " « «uawm » ( A ) 

v/íí 
V-1 / (x^y^^dyd* + £ / (x^y2)20dydx 

1 Vi-*2 

(Ejercicio) = fo
2KfUr2)20rdrd6 

Ejemplo 7 

Calcular f f (x'+y'} dA, ?( A)={(x, y)|x=+y^<4, x<0> (Figura lOi ) 
»(A) 

Solución 

/ / e-^^dA = 1° j e-**~y*dydx 
2 -fTP f(A) 

2 re~z* drdQ (Ejercicio) 

Ejemplo 8 

Calcular f f dA , <p (A) ( ( x , y ) | y > 0 } (Figura 102) 



Il 
8 1 

Solución 

f f e - ^ - y ' d A = f* ["re*2 dzd&=— <E 
mlM\ JO JO 2 

Ejemplo 9 
Hallar el área de la región limitada por una hoja de r=Cos3® 
(Figura 103). 

Fig. 103 
V 

Solución 

« Cos3@ 

A r e a = / í ^ = / / r d r d 9 

* - «. 0 í 
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j "Ti o d© 

« 

f Cos236dd~ JL 12 

Ejemplo 10 
Hallar el área de la cardioide r=2(l-Cos8) O$0<2n (Figura 1Q4) 

Fig. 104 

Solución 

Area =•• J fdA = f I * rdrd8 
2(1-Oo«0) 

A 

»21« 
f *2(1-Co$e)2d0 « 6« Jo 

Ejemplo 11 
Hallar el área comprendida en el interior de r=Cos@ y fuera de 
r=l-Cos0 (Figura 105) 
Solución 
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Flg. IBS 
y 

Las curvas se intersectan cuando 1 -COsQ"COsd es decir cuando Cos6=— es 
2 

decir cuando 0 = ±-j? luego 

« 
i Caed 

A r e a = / ¡ r d r d Q = / / rdrd9 
_«. 1-cosQ í 

| |[cos 2e-(i-cose) 2jd8 

j» i 
= (2 Cose-1) dd - /3 - y (Ejercicio) 

~ s 

Ejemplo 12 
Hallar el área común a r=Cos8 y r=l-Cos0. (Figura 106) 
Solución 



0 4 

rt». 11» 

r= 

Area = 2 
Í i-Co«fl Costì 

J f rdrdQ+f j rdrdO 
* o 

(Ejercicio) 

Ejemplo 13 
Hallar el área comprendida en el interior a r=l-Cos© y fuera de r=Cas0 
(Figura 107) 
So1ución 

F i g . 1 0 ? 

Area 2it fií-Cotá 2it /» 1 

Jo Jo 
rdrcB 2 

Ti 1-Cosfl T Co«6 
J rdrdd+l j rdrcß 

_« o 
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Ejemplo 14 
Hallar el área del rizo interior del caracol r=l+2Cos0 (Figura 108) 
Solución 

ríe. isa 

r fl+2 CosO __ Area= / / rdrdQ 

» 
3 

= ± f (l+2CosQ)2dd = 
2 J 2 2* 3 

Ejemplo 15 
Hallar el área de la región del primer cuadrante que es exterior a la 
circunferencia r = l e interior a la rosa de cuatro pétalos r = 2Sen2© 
(Figura 109). Solución 



Las curvas se cortan en el primer cuadrante cuando 6 = ~ Y -jj» Puel 

l=2Sen2Q - 2 6 = - ^ - 2 0 = y así, ( 1 , - j j ) Y f 1 ' 5 ^ )
 5° n l o s punt0^ 

de intersección en el l"" cuadrante, luego: 
5« ia 2S«n20 

Area = J f rdrdd 
i 12 

5« ia 
« - i j [ ( 2 5 e n 2 0 ) 2 - l ] d 8 

f ( 4 f l - ^ g < t e ) - l ) d O 

12 

5« 
12 

Í 
2 J 

r. 
12 

5« 
12 -i[e-Asej34el12 2L 2 J * 
12 

Ejemplo 16 

= JL+^1. € 4 
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apresar 1 a integra 1 f ¡ f ( x , y ) dxdy en coordenadas polares si 

CK(x,y)| Olyll-x, 01x11} (Figura H O ) 
Solución 

Fig. 110 

Si x+y = l -» rCüs^+rSen6=l -» r= 
CosQ+SenQ 

, luego 

j f f ( x , y ) dxdy = j j f (rCosQ, zSenQ )rdrdd. 
o o 

2. CM ( x ,y ) | x = ly 1 1 , -11x11} (Figura 111) 
Solución 



B S 
t$er»ttgréo Acffivetfo. 

(-1-1) 

Si y = x 2 rSen^r^CQS^Ô -* r= 

Si y = x -» rSenô=rSenO 8 = — . 4 

Sen6 
Cos 2e 

Si y — 1 rSen 0= 1 T- Sen6 ' 
as i 

gad» 
T co»3« 

f j f ( x , y ) d x d y = I Yf{rCo3Q,rSenQ)rdrdd 

0 0 

3« 1 é Sadè 
awo» 

* Cbsa» 
f f f (rCosQ, rSend)rdrdQ + / / f{rCostì, rSentì) rdztâ 

* 1» A jr 0 4 3K 0 

3. 0={(X,y)Ix=+y=<2x> (Figura 112) 
Solución 



I i t > | r i ) n dosl»» y « r l p l « « , « • l i a > a y » « ( M » ' * ' 1 ' » B9 

Fig. 112 

y 

2 2 x *y - 2x 

-¥ X 

x̂ +y 2=2x «* r 2 = 2rCos6 - r=2Cose y luego 

T 2Cos0 

J J f ( x . y ) dxdy = f J f(rCosd, rSenO) rdrcB 
a -« o 

a x 
4. Pasar la inteqral J f s j x 2 + y 2 d y < ± x = J f f { x , y ) d x d y 

0 0 0 

polares (Figura 113). Solución 

coordenadas 

Fig.113 

y 
a 

j 

x - a 



9 0 

x=a •• rCos&=a ** 2T= • cose' 

y = x «* rCos6=rSen0 « Sen®=Cos8 •• 0 - — luego: 4 
jt « 
i rose 

f f f ( x , y ) dxdv = j f r.r drcB (Ejercicio) 

5 . P a s a r 
y/T^X1 

Q 0 0 

a coordenadas polares la integra! 

f 1 f f ( x , y ) dydx = f f f ( x , y ) dydx (Figura 114). Solución 
1 —x 

Fig.114 

x+ y = l rCos0+rSenO=l - r(Sen^Cos0) = l - T-——-i^—K Y 0<6<ti/2 
Seifà+Cosfà 

1 uego: 
N/I^F "a 1 

p f f { x , y ) dydx = j" f f{rCosQ.rSertò)r 
^ 1 -x 0 1 

Smr&iCort 

drdO 

6. Calcular / / (^7+ d y ̂  «J> ( A) =|U,y) | ̂  + (Figura 115 
f (A) 

Solución. 



Flg .115 

Sea U = — y x = a JX 
a 

u, y = bv y así <p' (U,v) = (ail,bv) = (x,y) V 

9 

dx dx 
du dv 
dy dy 
du dv 

- t J = afc' J- uego 

f f dydx = f f(u2+v2) abdudv 
»(A) h A' 

[ [(u3 + v2) abdudv 
U ? + V 2 £ l 

Ahora sea u = rCos0. v-rSenft entonces y (r, 8) = (rCosQ, rSei$) ~ (u, v) 

= r , luego • V 

du d¡¿ 
dz » 
dv dv 
Sr ee 

u^+v'il 
f f(ua+v3) abdudv = j fr2.rabdrd& 

~ ~ A 

= f1 P* r2abdddr 
Jo Jo 

= a b f 1 f2*r3d0dr = 
Jo Jo 

itab 



9 2 
tai 

La integral fj dydx
 5£? puede calcular haciendo| 

— =rCOS& , =rSer&, es decir x = arCo50 y y = brSen0, a b 

- <p (r,6) = (azCosQ, bzSen&) = ( x , y ) r = ¿Lbr = 
te Sx 
du dv 
Jü ÉL du av-

en ton ees : 

f f - a t f c f r ' * * - iai,. 
» ( A ) 

7. Hallar el área encerrada por 
2 2 +ÍL_=1 (Figura 116) 

a 2 £>2 

Solución 

Fig.116 

*=rCos9 , — =rSen6 - <p ( r , 6 ) = (arCos®,bzSenB) - U , y ) y 
a i? 

entonces: 

j f d x d y = abf ' f *nrd&dr = nab 
»wi 0 0 

8. Hallar el área encerrada por ( x - a ) = + y ( F i g u r a 117) 
Solución 



Fig.117 

i). Pasando a coordenadas polares se tiene que x 3+y 2-2ax 

. uego r 3 = 2arCos© « r = 2aCos©, - — — , li 
2 2 

f f d y c t c ,, r2a f d y d x 
»(A) JO J 

-V 2 ax~x s 

2 2aCos0 
/ / rdzaO 
-J5. 0 

3 

A 

j-f 4a2Cos2ddO 

2a2 J(Jiz^L)de = a2ej 2k = na' 

ii). El área se puede calcular trasladando el círculo al origen, se 
decir; x-a=rCosO, y=rSen# Oírla, 0<&2w, <p (r, 0) - (a+rCOSd, rSe/20) 
Oírla, 01012n , , lueqo: 



94 I.t.,r«l». «ski» y trlpl*», H* Hit«» J J» »»f»rfiel» Seriaré« Acovvdo. 

/ / * r « f r - JT" / dyd* - C l ' r d r d e 
»(•*) -y/2 ax-x2 

na4 

9. Ca leu lar / / d X d y (Fiqura 118) 

Solución 

l-4,0J 

Flg.110 

y=±5, x=0, x=-2^ i - i i 25 
X 3 , _ y 2 

4 25 
2rCos0, y =5rSen 0, -» J^ = 5*2r=.l0r, así 

+ y 2 -1» luego 
4 25 

o 
j dxdv J £ 10 rdrdO 

3i 

/ 5d0 = 5ti 

2 . 6 . 5 CAMBIO DE VARIABLE A COORDENADAS CILINDRICAS 

(Figura 119) 



95 

F i g . 1 1 9 

z 

De la figura 119 se deduce que CosQ~~ y S,©130=-¿ •* x = rCos0, y=rSen8, 

Z=z, y como Z no cambia entonces (r, B, z) = (rCOSB, rSei20, Z) , r>0, 
0o<0<8o+2n. 
A «P (r,6, Z) se le llama Cambia de variable a coordenadas cilindircas 

y a: 

dx dx 
dr de dz CosQ -rSerB 0 

II ÉL 
dr de = SenO rCosQ 0 = r 
dr 3* Sz 0 0 1 
dr ae dz 

el Jacobiano de . 
Luego, si (p (r , 6 , Z) ~ (rCosQ, zSonQ, Z) , J^ «2", entonces se tiene 1, 
siguiente fórmula de cambio de variable a coordenadas cilindricas: 

si se proyecta q> (A) e n el plano xy . 
En forma análoga si se proyecta (A) sobre el plano xz ó yz se tiene 
que: 


