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Resumen

En la primera parte de este trabajo se estudian las familias de Nehari introducidas por Martin
Chuaqui, y un teorema de acotamiento, establecido por este, para las funciones en dichas
familias. En la segunda parte se definen una nuevas familias de funciones, con base en un
criterio de Nehari diferente, y se establece un nuevo teorema de acotamiento para las funciones
en esta familia; por iltimo se derivan algunas consecuencias de este teorema.
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Introduccion

Sea, D un dominio en el plano complejo C y sea f : D — C una funcién meromorfa localmente
inyectiva. Definamos un mapeo Sy : D — C tal que para todo z € D

f// / 1 f// 2
St(z) = (7 (2) — 2\ (2).
A Sy se le llama la derivada Schwarziana de f. Puesto que f es localmente inyectiva en D, se
tiene que f'(z) # 0 para todo z en D y asi, Sy es analitica.

En 1949 Nehari [11] mostré que si f es una funcién analitica en el disco unidad D, y su
derivada Schwarziana satisface la condicién

2

(1)

entonces f es univalente en . Ademds, fué probado por Ahlfors y Weill en [1], que si se tiene

1S¢(2)] < (1)

2t
N
(1)

entonces, no solamente f es univalente en ), sino que ésta tiene una extensién cuasiconforme
al plano. Por otro lado segiin Krauss [7], una condicién necesaria para univalencia se obtiene
remplazando por 6 el 2 en el numerador de (1).

Utilizando las propiedades de la derivada Schwarziana puede demostrarse que las desigual-
dades en (1) y (2) son independientes de cualquier normalizacién para f. En particular, f puede
ser normalizada en la forma f(0) =0, f/(0) =1y f”(0) = 0. Se definen las familias de Nehari,
N,y NI, 0<t< 1, como el conjunto de las funciones meromorfas con la anterior normalizacién
y que satisfacen (1) 6 (2), respectivamente. M. Chuaqui y B. Osgood en su articulo Sharp Dis-
tortion Theorems Associated with the Schwarzian Derivative, [2], obtienen cotas inferiores y
superiores, explicitas y precisas, para |f| y |f/|, en donde f € N,, N!. Ademds, derivan algunas
consecuencias importantes de este resultado.

Nehari [11] también probé que si f es analitica en D, la condicién

1S4(2)] < 0<t<1, 2)

2

850 < 5 (3)
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es suficiente para que f sea univalente en . De acuerdo a [5], si se tiene que

2
154(2)| < t%, 0<t<l, (4)

entonces, f tiene una extension cuasiconforme al plano.

Con base en esto definimos una nueva familia de funciones, F§, 0 < ¢ < 1, como el con-
junto de funciones meromorfas localmente inyectivas en I) con la normalizacién anterior y que
satisfacen (4). Ademds, usando las mismas ideas de Chuaqui y Osgood, mostramos un nuevo
teorema en el cual se establecen cotas inferiores y superiores, explicitas y precisas, para |f| y
|f'|, cuando f estd en F¢, 0 <t < 1, y derivamos algunas consecuencias curiosas e importantes
a partir de dicho teorema, tales como el hecho de que una funcién f(z) = z+a22%+- - - analitica
y localmente univalente en I, la cual satisface (3) no puede asumir el valor —a; ' en .

Cabe resaltar que la familia F§, 0 < ¢ < 1, y el nuevo teorema son originales y, surgen de

una idea dada por Chuaqui y Osgood al final del su articulo [2].
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Capitulo 1

Preliminares

En este trabajo utilizaremos las siguientes notaciones: C denota al plano complejo;
D = {z: |z| < 1} es el disco unitario del plano complejo; con M6b denotamos el conjunto de las

transformaciones de Mabius, es decir, el conjunto de las funciones 7' : C — C de la forma

az+b
cz+d

T(z) =

donde ad — bc # 0.

1.1 La derivada Schwarziana

En esta seccién definimos el operador derivada Schwarziana y presentamos algunas de sus
propiedades mds importantes, en las cuales vemos su estrecha relaciéon con las transformaciones

de Mobius.

Definicién 1.1.1 Sean D C C un dominio y f : D — C una funcion analitica localmente

inyectiva. El mapeo Sy : D — C definido por
f// / 1 f// 2
5= (%) ©-3(5) @ zen. (1)
se llama la derivada Schwarziana de f.

Puesto que f es localmente inyectiva, se tiene que f'(z) # 0 y asf, Sy es analitica en D.
A continuacién enunciamos algunas de las propiedades mds importantes de la derivada
Schwarziana.

Sea f : D — C como antes, entonces Sy = 0 si y sélo si f es una transformacién de Mobius.



Si f(z) # 0 para todo z € D, se sigue de (1.1) que

(2). (1.2)

Usando (1.2) podemos definir S cuando f es meromorfa localmente inyectiva en D. Si f tiene
un polo en zy, entonces este polo es simple y, por lo tanto, % es analitica en zy. Ademds, cerca

de 2o, S¢(2) = S% (2), luego

lim S¢(z) = lim S

1
zZ—20 z—z0 f

(2) = S1(20)-

1
7
Por consiguiente definimos Sf(z9) = S 1 (20). De esta manera Sy resulta ser analitica en 2.

Regla de la cadena: Sea g una funcién meromorfa localmente inyectiva en f(D). La siguiente

igualdad se cumple en todo punto z € D donde f es analitica

Sgos(2) = (Sg(2) 0 f(2)(f'(2))* + S (2).

Observamos que si f es una transformaciéon de Mobius entonces S¢(z) = 0, con lo cual

Sgof(2) = (Sg(2) o F(2)(f'(2))*.
Otra propiedad importante de la derivada Schwarziana es la siguiente

Proposicién 1.1.1 Sean f y g funciones meromorfas localmente inyectivas definidas en un

dominio D. Entonces Sg = Sy en D si y sélo sig="To f en D, donde T € Mob.
(Ver [9], pag. 54).

Un estudio més detallado de la derivada Schwarziana se encuentra en [9].

1.2 Resultados generales

En esta parte citamos algunos resultados generales del analfsis complejo, los cuales se usardn
en el desarrollo del trabajo. Ademds, probamos algunos lemas los cuales no aparecen en los

textos de analisis complejo.



Teorema 1.2.1 Si f es una funcion meromorfa en un conjunto abierto U, entonces existen

funciones analiticas g y h en U tal que f = g/h. (Ver [3], pdg. 173)

Teorema 1.2.2 (Principio de identidad) Si las funciones f y g son anaiticas en un dominio
D y si f(2) = g(z) para todo z en algin subconjunto A de D que tiene un punto limite en D,

entonces f(z) = g(z) para todo z en D. (Ver [12], pdg. 307)

Lema 1.2.3 Sea f una funcion analitica y localmente inyectiva en D, f(0) = 0. Supongamos
que el minimo de |f| sobre el circulo |z| =1 < 1 es asumido en un punto z. Sea I el segmento
que une 0 con (1 = f(z1). Entonces existe una trayectoria J en el disco |z| < r que une 0 con

z1 tal que I = f(J).

Prueba. Denotemos por D, el disco |z] <7 < 1y por C, su frontera. Primero que todo
mostremos que I C f(D,). En efecto, dado que f(0) = 0y que (; estd en la frontera de f(D,),
es suficiente probar que si w € df(C,) entonces w = f(z) para algin z € C,. Sea w € 9f(C})
entonces existe una sucesiéon {w,} en f(D,) la cual converge a w. Consideremos la sucesién
{zn} = {f ! (wn)}, dado que D, es compacto entonces {z,} tiene una subsucesién convergente
la cual tiene que converger a un punto z € C,., dado que f es una funcién abierta; de lo cual se
sigue la afirmacién. Ahora, vamos a construir a J de manera recursiva.

Sean Dy el disco de radio mayor tal que f es univalente en Dy y Go = f(Dyp), es claro que
Gy resulta ser simplemente conexo y que 0 € Gp. Luego, existe w; € I tal que el segmento
Ip = [0,w1] C Gp es igual a f(Jy) con Jy una curva en Dy la cual tiene punto inicial 0.
Denotemos por vy el punto final de Jy y por D; el disco mds grande alrededor de v; en el cual
f es univalente. Sea .J; una curva con punto inicial v; tal que J; C D; entonces, por la forma
en la que se escogié Dq, existe wo € I tal que el segmento [; = [wy,ws] estd contenido en
Gy = f(D1) y ademads, J; = f(I1). Podemos hacer este proceso un nimero finito de pasos y
construir J = J;UJoU- - -UJg; de tal manera que f(J) = I. Supongamos que el proceso no fuera
finito, entonces la sucesién de puntos, {w;}, escogidos en I tiene un punto de acumulacién, y
por lo tanto, la sucesién {v;} tiene un punto de acumulacién, con lo cual, en el limite el radio

de univalencia local de f es cero lo cual no podria suceder. m



Teorema 1.2.4 Sean X un espacio métrico, Y un espacio métrico completo y A un subespacio
denso de X. Si f es una funcién uniformemente continua de A en Y, entonces f puede ser
extendida de forma tdnica a una funcion uniformemente continua g de X en'Y.

(Ver [13], pag. 78)

Definicién 1.2.1 Sean z1, zo € D y C una circunferencia que pasa por z1 y za, € intercepta
ortogonalmente la frontera de . Al arco de C entre z1 y zo interior a ) se le denomina el

segmento hiperbdlico que une zy con zs.

Lema 1.2.5 Para z1, zo € I, sea I" el segmento hiperbdlico que une z1 con za. Entonces ' tiene
longitud euclidiana | < 5 |21 — zo| y min {s,l — s} < 5 (1 —[¢]) para cada & en T', donde s es la

longitud de arco euclidiana de la parte de I' entre z1 y &.

|z1—22]

Prueba. De la figura 1 tenemos que [ = r6, 6 € (0, 7). Puesto que sen(%) =182l e
0
sigue que | = |21 — 23| ﬁ% Asi, es suficiente probar que == < Z, para z € [0, 5], esto es,

0 < Zsenz —x, x € [0, 5]. La funcién f(z) = Ssenz — x verifica f(0) =0, f(§) =0y f'(z) =0
para r = cos_l(%) ~ 0.881 y, en este valor, f(x) ~ 0.331. Se sigue que el minimo ocurre en los

extremos, lo cual concluye la prueba de la primera parte.

T
1
x 6
0 YT 7
Figura 1 Figura 2

Para probar la segunda parte es suficiente suponer que z1 y 23 estan en los extremos de I" y,

por simetrfa, probar que s < Z(1 — [¢]). Para esto consideramos la figura 2, de la cual se tiene

4



que s = rf, 0 < 0 < tan"!(1), es decir, nuestro propdsito es mostrar que r6 < Z(1 — [¢]), o

equivalentemente, que ]5\2 < (1 - 2TT9)2 ,0<60< tanfl(%). Se sigue de la grafica que

2
€7 = x2+<\/1+7’2—y> =22+ 14+72 =29/ 1+ 72 + 4>

= 14+2r2 —2rv/1+47r2cosff =1+ 2r? — 212 cos 6 — 2rsend.

Para ver que (1+ 2r% —2r%cosf — 2rsenf) < (1 — 2%9)2, 0 <0< tan_l(%) empleamos un

procedimiento grifico ayudados por el programa Derive, el cual corrobora la afirmacién. m



Capitulo 2

Familias de Funciones a partir de Criterios

de Nehari y Teoremas de Acotamiento

En 1949 Nehari, [11], mostr6 que si f es una funcién analitica en el disco unidad D, y su derivada

Schwarziana satisface la condicién
2
2
(1= 1=F)

entonces f es univalente en D. En este mismo afio Hille probé, [6], que la constante 2 es la

1Sp(2)] < (2.1)

mejor posible. Ademds, Ahlfors y Weill en [1] demostraron que si se tiene

2t
PR

S5 € ——
T

0<t<1, (2.2)

entonces, no solamente f es univalente en ), sino que ésta tiene una extensién cuasiconforme
al plano (Ver [8], padg. 96). Por otro lado, segiin Krauss [7], una condicién necesaria para la
univalencia de f se obtiene remplazando por 6 el 2 en el numerador de (2.1); Krauss también
prueba que la constante 6 es la mejor posible.

Utilizando las propiedades de la derivada Schwarziana, puede demostrarse que las desigual-
dades en (2.1) y (2.2) son independientes de cualquier normalizacién para f. En particular,
f puede ser normalizada en la forma f(0) = 0, f/(0) = 1y f”(0) = 0. En efecto, sea g una

funcién meromorfa localmente inyectiva definida en D, la cual satisface (2.1) 6 (2.2). Defini-

2—g(0) .
g'(0) 7’

(o 0g)(0) = 1. De lo cual se sigue que o o g tiene una expansiéon alrededor del origen de la

mos la transformacién de Mobius o(z) = claramente se tiene que (00 ¢g)(0) = 0y

forma (o 0 g)(z) = z + agz® + --- . Consideremos 7 € Méb con 7(z) = entonces defi-

(009)(2)
T+az(o0g)(z)’

_Z
14azz’

nimos f(z) = z € D. Por un célculo directo verificamos que f(0) =0, f/(0) =1y



f"(0) =0.Y por la Proposicién 1.0.1 se sigue que Sy = Sy y por tanto f satisface (2.1) 6 (2.2),
segun sea el caso; lo cual prueba la afirmacion.

Se definen las familias de Nehari, N, y N, 0 <t < 1, como el conjunto de las funciones
meromorfas con la anterior normalizacién y que satisfacen (2.1) 6 (2.2), respectivamente.

Introducimos las siguientes funciones

ze€D (2.3)

A(z) = ( n ( ; z € D. (2.4)

Estas funciones son analiticas en I y se verifica facilmente que tienen la normalizacién anterior.

Sus derivadas Schwarzianas estan dadas por

-2 2
=gy =g
y
2t
Sa(e) = Ty
Para la funcion A_;, 0 < ¢ < 1, la cual también necesitamos, se tiene Sy _,(z) = —S4,(2).

M. Chuaqui y B. Osgood en su articulo Sharp Distortion Theorems Associated with the
Schwarzian Derivative, [2], obtuvieron cotas inferiores y superiores, explicitas y precisas, para
If| v |f'|, en donde f € N,, N!. Los valores exactos de las cotas los verifican las funciones

definidas en (2.3) y (2.4). En este sentido, diremos que tales funciones son extremales.

2.1 Geometria de las funciones extremales

En esta seccién veremos las propiedades de transformacién de las funciones extremales men-
cionadas antes, es decir, veremos de una forma geométrica como mapean dichas funciones al

disco unidad D.



(i) N(2) = $log 1££, z € D.

1—27

Z—

W
N

,\

Ii
T
5
z|—-—%z /
£
q

Figura 3

Se sigue que N mapea el disco unidad sobre la banda horizontal [Im z| < §
L n)VE gV _ (i*z)f—l | exp(VElog H2) -1

J— Z

(IZ) n(z) - V2 (1+2)V2+(1-2)V2 V2 (1+z) +1 \/iexp(\/ilog %)-‘rl’
1+2

z € D.

Usando (7), ya sabemos que log 1% mapea D en la banda horizontal [Im z| < 5. Por medio de
transformaciones conformes (ver figura 4), se sigue que n mapea el disco unidad D en la unién
de las regiones interiores a los circulos C~’1 y 6’2. Ahora hallemos las ecuaciones de 51 y C~'2.
Primero observemos que los puntos de interseccion, 0 e oo, de las fronteras de los semiplanos

determinados por Iy y lo, H; y Ha, respectivamente (ver figura 4), son enviados en —1 y 1,

z—1

respectivamente, mediante la funcién T'(z) = £5.

Por otro lado la recta l; puede ser parametrizada en la forma [;(t) = te™/ ‘/5, t € R. Con lo

cual me queda

telm/V2 1

T (l(t) = e Ve 1



eim/V2_q
eim/V241

™

= i tan (2_\/5) , y sit = —1 entonces

Notemos que si t = 1 entonces ky := T (I1(1)) =

ei™/ V2 . s
kQ = T(ll(—l)) = 67:77/—\/51—1 = —1cot (2—\/5

¢ del circulo Cy, de tal forma que ¢ = fitka — % (tan (%) — cot (ﬁ)) = —icot (%) y
1

N—

. Considerando ki y ke podemos hallar el centro

2
. 0es r — 4|k — — 1| _m_ ; )| = ; ; o
su radio es 7 = 5 [k1 — ko| = 5 ‘ztan( ) + icot (2\/5)‘ = Sen( ) De aqui se sigue que C

T

V2

7

Figura 4



De manera completamente andloga se muestra que la ecuacién de Cs es

=5 (35) - T
w——cot | —= || = —=——F+—.
2 2 2 o
VIV T Vi ()
(797) Si comparamos n con A, vemos que resulta la misma funcién cambiando V2 por

v 1 —t, de tal forma que usando lo hecho para n podemos ver que A; mapea el disco unidad de

la siguiente manera

z—— exp{ 1 —t'leg{ lti ¥
Ot ]
"\.
*
W
D b
™
*
“
—1 1 A
l-}_r‘
!r"
-
¢
=g J.J'
Z
3
1 4 1
s
Lh g ] ~ Ll £

—_
—_—

Oz

Figura 5

Es decir, A; envia D en la interseccién de las regiones interiores a los circulos Dy y Ds.

Por analogia a lo hecho en el caso (ii), podemos concluir que las ecuaciones de estos tltimos

10



circulos son

1 1

o (= )| - T en ()

‘wi ,0<t<1.

(iv) Asi como hicimos en (iii) para Ay, podemos observar que A_; se vuelve identica a n si

cambiamos /2 por /1 + ¢, de lo cual inferimos lo siguiente

2= exp(THTlog{122))
Ogt< ]

.

h
J1+t
p B3
e z
T4+t
—1 1
T+t h2 AT+
o
B
Figura 6
Donde las ecuaciones de 171 y H'Q estdn dadas por
] s 1 1
‘wi cot< )‘: , 0<t < 1.
14+t 1414 1 . T -
VI+ VI+ vV +twnﬁﬁg>
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2.2 Teorema de acotamiento

Antes de probar el primer teorema de acotamiento debemos ver algunos resultados de compara-
cidn, los cuales estdn esencialmente contenidos en el articulo de Essén y Keogh, [4].

Definamos p(r) = m, r€[0,1) y t fijo en [0,1].

Proposiciéon 2.2.1 Supongamos que w es continua y satisface la desigualdad
w”(z) + p(z)w(z) >0, w(0) =1, w'(0)=0,

para todo x € [0,1). Y supongamos que h es continua en [0, 1), positiva en (0,1) y satisface el

problema de valor inicial
h"(x) + p(x)h(x) = 0, h(0) =1, K(0)=0, z€0,1). (2.5)

Entonces, para todo x € [0,1) se cumple que h(x) < w(x).

Prueba. Consideremos la funcién g(x) = %, la cual es continua en [0,1) y es tal que

9(0) = 1. Asi, para demostrar la afirmacién de la proposicién es suficiente verificar que g es
creciente en [0, 1) lo cual serd cierto si ¢’ = W > 0en (0,1). Esto es equivalente a mostrar
que H = hw' —wh’ > 0 en (0,1). En (0,1), H = hw” — wh”. Como h es positiva en (0,1)
y ademads, w” > —pw y h"” = —ph, obtenemos H' > —phw + phw = 0. Esto demuestra que
H es creciente en (0,1) y por lo tanto se sigue el resultado, ya que H es continua en [0,1) y
H0)=0 =

Supongamos ahora que f es meromorfa, localmente inyectiva en D, normalizada de la forma

f(0) =0, f/(0) =1, f”(0) =0, y que satisface la condicién

1S¢(2)| < 2p(|2]). (2.6)
Con la derivada Schwarziana de f asociamos el problema de valor inicial

v+ qu =0, u(0) =1, 4/(0) =0, (2.7)

12



en el cual ¢(z) = %S t. Por un cdlculo directo verificamos que u = \/1]?, es solucién del problema

de valor inicial (2.7). De lo cual se sigue que f tiene la representacion

)= | T o)ds. (2.8)

La funcién u = # estd bien definida, es decir, dicha rama de la raiz cuadrada existe. En
efecto, la funcién % es analitica y no se anula en ), excepto posiblemente en los polos de f.
Sea P el conjunto de polos de f. Por el Teorema 1.2.1 existe una funcién G analitica en D cuyo
conjunto de ceros es P. Definimos g = G?; los ceros de ¢ son los polos de f con multiplicidad
2. La funcién %é tiene singularidades removibles en los polos de f y no se anula en I, de

donde f’g es una funcién analitica que no se anula en . Luego existe H analitica en D) tal que

H? = f'g. Definimos h = G/H, la cual es analitica en D y verifica h? = g—z = % = %
Consideremos ahora u restringida al rayo [0, ew) , para algun 6 fijo. Sea r € [0,1), de tal

manera que |u(z)|" = 4 lu(re?)|, z € [0,€") . Ahora, con lul* = v? + w?, derivando nos queda

2 |ul [ul" = 200" + 2ww’. Luego |u|’ = TTUII + “IJTul’l

Con base en esto podemos mostrar el siguiente resultado

|//

Proposicién 2.2.2 La solucion u de (2.7) satisface |u(z)|" +p(|2|) [u(2)| > 0 para z en [0,€") .

En donde p(z) = QTZF)L ze€ Dyt fijoenl0,1].

Prueba. Sea r € [0,1) y fijemos 6 € [0,27), de tal manera que u(z) = u(re?), para z €
[0,€%) . Definamos n = |ul? = wa. Puesto que u = (f’)*% # 0, sabemos que |u| es diferenciable.
Asi,

2ul|u| =7 =u'u+

y luego
9 ((|u|/)2 I |u| |u|//> _ 77// — T+ 0T+ T+ uﬂll7

13



y usando (2.6) y (2.7), se sigue que

2ulu)” +2 (ju])* = wu+ud” +2 |
= —(q+D|uf +2]f
= —2Reqlul? + 2 |u/|?
> —2|q| [uf’ +2 ||

> —2plul® +2 !u’|2 :
Pero como |u/|> > (Ju|')2 y |u| > 0, obtengo
2 [ul [u]” +2 (|« > 2 ul [u]” +2 (Ju]')* > —2p[ul* + 2 ||

Entonces concluimos que |u|” > —p |u| en [0, ew) , lo cual prueba la proposicién. m

Lema 2.2.3 Sea p positiva definida en [0,1). Entonces la ecuacion diferencial

w —w? = p, w(0) =0, (2.9)

y' +py =0, y(0)=1, y'(0)=0, (2.10)
tiene una solucion positiva en [0,1) .

Prueba. Supongamos que w es una solucién de (2.9) en [O 1). Puesto que w(0) =0y
w' = w? +p > 0, se sigue que w > 0. Definimos W (x fo t)dt y y(z) = e~ Entonces
y >0,

/ 7

Y =—wy, Y =-wy—wy =yw?-uw)

y asi,

y" +py = y(w? —w' +p) = 0.

Luego la condicién (2.10) es necesaria para la existencia de una solucién positiva de (2.9). Reci-
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procamente, sea y una solucién positiva de (2.10) en [0, 1) y consideremos W (z) = —logy(x),

x € [0,1). Entonces W'(x) = —Z((;r)). Definimos w(z) = W'(z), x € [0,1), de modo que
w(0) = —Z((g)) =0, y se verifica

2 2
w’—wQZW”—(W’)Q:—M—i— (y/) . <y_/> :_y_":p.
vy Y
De lo cual se sigue que (2.9) tiene solucién en [0,1). m
Definimos la clase Py como las funciones p : [0,1) — (0, 00), localmente integrables en [0, 1),

para las cuales (2.9) tiene solucién en [0,1).

Lema 2.2.4 Seap € Py. Supongamos que f es absolutamente continua en [0,1], f' € L?(0,1),
y f(1) =0. Entonces

/ @) p(a)de < / ()] da (2.11)
0 0

Prueba. Se tiene de (2.9) que w(0) = 0, y con esto

1 1 1
/ 2 _ 12 2 2 2
0 < /O(f +wf) dx/o(f +wf)da:+/0 wd(f<)
1 1
= [P upl - [ P
0 0
1
= [+ P -
0

2w =—p. m

Se sigue (2.11) ya que w

Definimos P como la clase de las funciones p € Py que son restricciones a [0, 1) de funciones
p, las cuales son par, crecientes y analiticas en ). Puesto que p es ahora una funcién no
decreciente, tenemos

p’p(z) <plz/p), 0<p<l, 0<z<p. (2.12)

Usando esta propiedad, para p € P, probamos la siguiente

Proposicién 2.2.5 Para 0 < p < 1, supongamos que u € C[0,p) y u' € L?(0,p) son absoluta-

mente continuas, y

0<u" +pu, u(p)=0, v/(0)=0, u>0 en]0,p] (2.13)
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Entonces u = 0.

Prueba. Multiplicando la desigualdad en (2.13) por u e integrando por partes sobre (0, p) ,

obtenemos

p p P p
0< / v udx —|—/ pulde = (uu')g —/ (u')dx +/ pulde,
0 0 0

0

de donde
p p
/(u')2dx§/ puldz. (2.14)
0 0

Del lema anterior, con f(z) = u(pz), se sigue que

1 1
/ fu(pe) Pp(a)de < / (u(pz)) Pde.
0 0
O equivalentemente,
P Iz
/p%mmﬁmms/wwmm (2.15)
0 0

Supongamos que u Z 0 en [0, p|. Entonces se sigue de (2.12), (2.14) y (2.15)

P p P P
!/ 2 2 —2 2 !/ 2
/0 ! (2)Pde < / pla)ud(@)dz < / o 2p(a/ p)u(z)de < / () 2.

0 0 0

Esta contradiccién muestra que u(x) = 0 en [0, p] y completa la prueba de la proposicién. =
Sea p: (—1,1) — (0,00) par, localmente integrable y localmente acotada en (—1,1). Con p

asociamos las funciones vy, vo definidas por

v —pvy =0, wv1(0)=1, v}(0)=0, (2.16)
vy —pua =0, v3(0) =0, v5(0)=1. (2.17)

Notemos que v; es par, vy es impar y, v; y ve son estrictamente crecientes en [0,1). En
efecto, sea v3(z) = v1(—x), luego v3(0) = v1(0) = 1 y como v4(z) = —vj(—x), se sigue
v5(0) = —v1(0) = 0. Ademds v§(x) — pvs(z) = v{(—z) — pvi(—x) = 0, de lo cual se sigue que

v3(z) = vi(x), es decir, v1 es par. Mostremos ahora que v es estrictamente creciente en [0, 1).
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De la ecuacién (2.16) se tiene que

o () = v} (z) — v} (0) = /0 " (r)dr = /0 " p(ryn(r)dr.

Sea s =sup{z € [0,1) | v(t) > 0, t € [0,z]} . Supongamos que s < 1, por continuidad tenemos
que vi(s) = 0. Para todo ¢t € [0,s) se tiene que vj(t) = fotp(r)vl(r)dr > 0, pues tanto p
como v; son positivas en [0, s); es decir, v; es estrictamente creciente en [0,s), por lo tanto
1 = v1(0) < v1(t) para todo t € (0,s) y, por continuidad, 1 < wvi(s) = 0, lo cual es una
contradiccién. Asi, s = 1y por tanto v; es estrictamente creciente en [0, 1).

De manera completamente andloga se prueba que vy es impar y estrictamente creciente en [0, 1).

Con base en lo anterior podemos probar el siguiente lema

Lema 2.2.6 Sean a y b nimeros dados tales que a > 0, b > 0. Supongamos que f y p son

funciones continuas y de valor real en [0,1) y, p >0 en [0,1). Si
f@) < a+be +/ pOF )@ —t)dt, 0<z <1, (2.18)
0

entonces

f < avy + buy, (2.19)

donde v1 y vy estan definidos por (2.16) y (2.17), respectivamente. Mas ain, si la igualdad se

verifica en (2.19) para algin zo € [0,1), entonces f(x) = avi(z) + bva(x) para todo = € [0, xo).

Prueba. Definamos
Fz) = a+ ba +/ p(O)f(O) (@ —t)dt, 0<z <1
0

Asf, como F'(z) = b+ [y p(t)f(t)dt, se sigue que F(0) =a, F'(0)=by
F'(x) = p(z)f(xz) < p(z)F(z). Consideremos G = F/(av; + bvz). Con esto también
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F' = (avy + bvb)G + (avy + bvg)G’
F" = (avf + bh)G + 2(av] + bvh) G + (avy + bug)G”
= plavy + bve)G + 2(av] + bvh)G' + (avy + bvy)G”

= pF +2(av] + bvh)G' + (avy + bva)G".

Se sigue que G(0) = 1, G'(0) = 0 y que 2(av] + bvy)G' + (avi + bvg)G" = F" —pF < 0, o

equivalentemente
[(avl + bvg)ZGl]/
(avy + bug)

Puesto que avy + bvg > 0, concluimos que G’(av; + bvg)? es decreciente, por lo tanto
G (z)(avi(x) 4 bue(x))? < G'(0)(av1(0) 4 bue(0))? = 0.
Asi, G es decreciente y G(z) = F(x)/(avi(z) + bva(x)) < G(0) = 1, esto es,
F(z) < (avi(z) + bva(x)) (2.20)
para todo x € [0, 1), lo cual prueba (2.19). Supongamos que se tiene la igualdad en (2.19) para

algin punto zg € [0,1); asi

f(@o)

F(xo)
(@0 (o) & bva (@) =1

1= (avi(z0) + bua(wo)) ~

<

con lo cual se verifica la igualdad en (2.20) para zg. Puesto que G es decreciente concluimos

que G(z) =1 en [0, z]. Por lo tanto

F(z) = (av1(z) + bva(x)), € [0, x0).

Luego, de (2.16) y (2.17),

p(@)f(z) = F'(z) = avf(z) + bvg (z) = p(z)[avy () + bva(2)];
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es decir,

f(z) = avi(z) + bva(z), = € [0,x0].

Una proposicién que serd fundamental para probar nuestro resultado principal en esta sec-

cién es la siguiente:

Proposicién 2.2.7 Supongamos que p € P y sea P una funcién analitica en D tal que
[P(2)] < p(]2)), zeD.
Si w1 satisface
ui(z) + P(2)u1(z) =0, u1(0) =1, u}(0)=0, z€D (2.21)

entonces, para un 0 fijo

‘ul(rew)‘ < vy (r), 0<r<l,

donde vy estd definida en (2.16). Si se verifica la igualdad en algin punto roe?, 0 < ro < 1,

entonces

‘ul(rew)‘ = v1(r), 0<r<l1.

Prueba. De (2.21) tenemos

vy = —Puy, u1(0)=1, uj(0)=0.

integrando de nuevo en [0, 2], z en D, y tal que |v| < |z|, obtenemos

ui(z) =1- /OZ /OV P(w)uy(w)dwdyv.
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Usando la parametrizacion z = e’ y v =te®?, 0 < r, t < 1, se tiene que

r ot
uy(re'?) = 1—/ / e?0 P(seYuy (se®)dsdt (2.22)
0o Jo
= 1—/ / e?9P(seYuy (se™)dtds
0 Js

=1 —/ e*9P(seYup (s (r — s)ds,
0

de donde

}ul(rew)‘ < 1+

/ 20 P(seVuy (se)(r — s)ds
0

r
0

<1+ /OTp(s) ‘ul(sew)’ (r — s)ds.

IN

P(sew)‘ ‘ul(sew)‘ (r—s)ds

Puesto que v es solucién de problema de valor inicial (2.16), se sigue del lema anterior, con
a=1yb=0, que

’ul(rew)‘ <wv(r), 0<r<l

Supongamos que se tiene la igualdad en algin punto rge?, 0 < ro < 1. Segun el lema anterior,

tenemos que

‘ul(rew)’ =wvi(r), r€]0,r].

Las desigualdades anteriores implican

IN

T . . .
1+ / ‘eQZeP(sew)ul(sew)(r — s)ds
0

1 /
0

< 1+ /OT p(s)vi(s)(r — s)ds, 1 €[0,7q].

Ul(T)

IN

P(sew)‘ v1(s)(r — s)ds

Ademsds, de (2.16)
n(r) =14 /0 p(8)01(8)(r — 8)ds. (2.23)
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Se sigue de lo anterior, que existe un « € [0, 27| tal que

621'9P(86i9)u1(86i9)(7, _ S) — o eQiOP(SeiG)ul(SeiG)(r _ 8)

= e%(s)vi(s)(r—s), se€l0,r].

De hecho, en esta situacion, por (2.22) y (2.23)

uy(re?) =1 — /r ep(s)vy(s) (r —s)ds =1 — e (vi(r) — 1), r € [0,70] .
0

Mostremos que « = 7. En efecto,

V2(r) = up(re?)up(re?)
= [+ = ()1 +e7) — e o (r)]
= |1+ em}Q — 2Re[(1 + €*)e "y (r)] 4+ v3(r)

= 2(14 cosa) —2u1(r)(1 + cosa) 4+ v3(r).

Asit, (1 +cosa)(2 —2v1(r)) = 0 y puesto que v1(r) # 1, entonces cosa = —1, es decir, a = 7.
Concluimos que us(re®®) = v1(r), r € [0,79]. Por el Principio de Identidad esta igualdad se
cumple en [0,1). =

Con base en los resultados anteriores podemos probar el siguiente teorema, el cual es la base

del trabajo realizado por M. Chuaqui y B. Osgood en [2].

Teorema 2.2.8 Sea f € N, entonces para todo z € I

n(lz]) < |f(z)| < N(|=) (2.24)
n(|2]) < | F'(2)| < N'(Jz)). (2.25)

Ysi feNE 0<t<1, entonces
A(|z]) < |f(2)] < Au(l2]) (2.26)

21



ALy (=) < [f'(2)] < Ap(1z)), (2.27)

para todo z € D. En caso de igualdad en un punto diferente del origen, en cualquiera de las

desigualdades, entonces f es una rotacion de n(z), N(z), Ai(z) o A_4(z), segin sea el caso.

Prueba. Definimos como antes g(z) = $57(2) y p(r) = 1/(1 — 2%)?, para z € D, con lo
cual la hipétesis (2.1) es entonces |g(z)| < p(]z]). Se sigue de las Proposiciones 2.2.1 y 2.2.2,

con w = |u|, u definida en (2.7), que
|u(2)] = h(lz]), (2.28)

para todo z € D. La solucién h a (2.5) es cldsica y estd dada por

h(z) =1 - 22.

Ahora, ponemos

La integracién es bastante simple y produce la expresién en (2.3). Asi, con (2.8) y (2.28),

tenemos
17(2)] = Ju(2)| 2 < h2(2]) = N(12])
y ademads,
A ()2 S I — N(l
)] = /0 (©)ds| < /0 ()| 2 |ds| < /0 B2(Is])|ds] /0 N'((6]) |ds] = N(J2]),

lo cual establece las cotas superiores en (2.24) y (2.25).
En orden a establecer las correspondientes cotas inferiores consideramos la solucién v para

el problema de valor inicial

Se sigue de la Proposicién 2.2.7 que |u(z)| < v(|z|) para todo z € D. La solucién v también
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puede ser encontrada explicitamente, [2], como

N

2
1 1+2\2 1+z\ 2
U(Z):§ 1= <1—z> +<1—z>

Luego, es facil ver, derivando a ambos lados de la igualdad, que

n(z) = /0 T 2()ds,

y por tanto se tiene la cota inferior para |f’| en (2.25). Para obtener la cota inferior para |f]
en (2.24), supongamos que el minimo de |f|, en el circulo C, = {z | |z| =r < 1}, es asumido
en un punto z;. Sea I el segmento que une 0 con ¢; = f(21), se sigue de Lema 1.2.3 que existe

una trayectoria J en |z| < r que une 0 con z3; de tal manera que I = f(.J), con lo cual tenemos

£ (=)l

v

)] = [sa] = /I de] (2.29)

- /J«f@)\ dz] z/]n<|z|>|dz|
|z1]
/0 W (12]) [dz] = n(lz1)) = n(l2), 2 €

Vv

donde la integral final es a lo largo del segmento de 0 a z1. Y como r € (0,1] es arbitrario,
tenemos la cota inferior para |f| en (2.24).

Ahora consideramos los casos de la igualdad:

(i) [f(z0)] = N([z0l),

(if) [ /"(z0) = N'(Izol),

(iii) [f(20)| = n(|20l),

(iv) [f(z0)] = n/(lz0]);

para algin zg # 0. Tomando e~ f(ez), ¢

= 20/ |20| , podemos asumir que zp = z¢ > 0. El
caso (i) serd reducido al caso (ii) y el caso (iii) reducido al caso (iv).
Supongamos que |f/(xo)| = N'(zo). Entonces, asf como en la Proposicién 2.2.2 donde

lu| = ‘f”_% , la funcién y = ]f'\_% — (N’)_% satisface
y'(z) + p(x)y(z) >0, y>0, y'(0)=0
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y y(xo) = 0, para z € [0, zo] . Se sigue de la Proposicién 2.2.5 que y = 0, esto es, | f'(z)| = N'(z)
para todo = € [0,z9]. Veamos que 2¢q(x) = Sy(x) = Sy(x) = 2p(x) para todo xz € [0,1). Sea

Y =|f""=u* = (N)"t = h? en [0, z0] . Entonces, como en la Proposicién 2.2.2,
—2= (h) =9 = —(q+ 7 [u* + 2 |u/|* > —2ph? + 2(W')? = —2.

Pero |u/\2 > (Ju)2 = (W)? y —(q+7q) > —2p. Asi debemos tener que ]u’|2 =W)?y—(¢g+7q =
—2p; es decir, Req = p. Pero por hipétesis p? = (Req)2 < |q|2 < p?, lo cual implica que ¢ = p
en [0,1) y asf en el disco entero; luego por la Proposicién 1.1.1 f = T o N, T' € Méb. Ahora,

supongamos que T'(z) = Zjig, z € D; entonces 0 = f(0) = T(N(0)) = T(0) = £ implica b =0
y d # 0. Por otro lado, 1 = f'(0) = T'(N(0))N'(0) = T'(0) = § lo cual implica a = d. De
manera andloga tenemos que 0 = f”(0) = T"(N(0))N"(0) + T"(N(0)) (N'(0))? = T"(0) = =2
de donde ¢ = 0 y podemos concluir que T'(z) = z y asi f = N en D; lo cual establece el caso (ii).

Para establecer el caso (i), supongamos |f(xo)| = N(zp). Entonces la cadena de desigualdades,

fal < [ 17 @lde < [T N@)do = Neao)

implica |f'(z)| = N'(x) para toda z € [0, 9] y estamos nuevamente en el caso (ii).
Ahora reducimos el caso (iii) al caso (iv). Supongamos |f(zg)| = n(xo), o € (0, 1), entonces
en las desigualdades de (2.29) tenemos igualdad en todas partes. Esto implica que J es el

intervalo [0, zo] y que |f/(x)] = n/(z) a lo largo del intervalo [0, zg]. Ahora, con

N|=

u(@o)| = | £ (@0)| % = (W(20)) "% = v(wo), w0 € (0,1),

se sigue de la Proposicién 2.2.7 que |f'(z)| = n/(x), para todo z en [0,1); y usando el mismo
argumento anterior, con q = —%Sf, se tiene que Sy = S, en I, y asf que f =n en D.

Esto termina la prueba de la primera parte del teorema. La prueba de la segunda parte es
completamente andloga, usando la solucién explicita a la ecuacién diferencial para las funciones
normalizadas que satisfacen Sy(z) = £2t/(1 — 22)%, (Ver [2]). m

Observemos que las funciones f ,en el teorema anterior, realmente son funciones analiticas;

pues mostramos que estdn acotadas por funciones de las cuales ya sabemos que son analiticas.
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El caracter simple de las cotas en el Teorema 2.2.8 hace posible deducir otros hechos intere-

santes

Corolario 2.2.9 Si f € N, 0 <t < 1, entonces f tiene una extension Holder continua a D.

Con

|f(z1) = f(z2)] < \/% |21 — zgy\/l__t, (2.30)

para todo z1, zo € D.

Prueba. Supongamos que f € N}, 0 <t < 1. De (2.27) tenemos

, (Pl = ey 41— |
Pl s Al =TT Ao e S e - AP
401 = [2))> ! 2ot — 4
S (@ =TT S e

donde 2v = /1 — t. Para z1, 29 € ), sea I' el segmento hiperbdlico que une z; y z3. Por Lema
1.2.5, T tiene longitud euclidiana | < % |21 — 22| y min {s,] — s} < Z(1 — [¢]) para cada { en T,

donde s es la longitud de arco euclidiana de la parte de I' entre z; y €. Con lo cual tenemos

/ / __ldg]
Lol < [ aeniie <4 [ o=

L — _
(LG s [ ) )

La integracién, junto con [ < 5|z — 22|, produce

|f(21) = f(z2)]

IN

IN

N~

)
m\1-2v (2N 2 2x4 gl /20
’f(zl) - f(ZZ)’ < 2x4 (5) (2_1}) = WW <ﬁ> (2.31)

0
47T1—2v 47r1—2v 7.[.21)
l2’L) S
2v 2v

ﬁ ’21 o 22’21)
47 A% 4 =1
= —‘21—22| 1t<—_t|21—2§2’ 1t.

2022V BRVA

Esto muestra la continuidad uniforme en D y asi, por el Teorema 1.2.4, f puede ser extendida

de manera continua a I y dicha extensién, por continuidad, satisface la misma condicién de
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Holder. Esto completa la prueba del Corolario. m
Otro hecho curioso acerca de las funciones localmente univalentes que poseen la anterior

normalizacién se muestra en el siguiente Corolario

Corolario 2.2.10 Sea f(z) = z + a22% + - - - analitica y localmente univalente en D.
(1) Si f satisface (2.1) entonces f no asume el valor —ay* en D.

(2) Si f satisface
2a

(1)

-1 .
donde o > 1, entonces f no asume el valor —ay " en el disco |z| < tanh (ﬁ) .

1S¢(2)] < (2.32)

Prueba. Sea f(z) = z+agz*+ -y consideremos g = f/ (1 + azf) = z+ (ag — a3) 23+ - -.
La funcién g es claramente meromorfa en ) y el problema es ver si ésta tiene un polo en
un punto zp, donde f(z9) = —ay 1. Supongamos primero que f satisface (2.1). Luego por la
Proposicién 1.1.1 g satisface (2.1), donde sabemos que la derivada Schwarziana en un polo esté
definida via inversién. Si |z| <7 <1 es el disco més grande sobre el cual g es analitica, entoces
se sigue del Teorema 2.2.8 que

1+ |7
1 — 2]

9()] < N (J2]) = 5 log

en |z| < r. Luego g es acotada sobre |z| < r y asf no puede tener polos en D). Por lo tanto f no
asume el valor —ay L
Ahora, supongamos que f, y asi g, satisface (2.32) para o > 1. De nuevo supongamos que

el disco més grande sobre el cual g es analitica es |z| < r. La funcién

Fa(z) = lo

1
t
va-—1 an< 2 12

cumple F,(0) = 0, F/(0) = 1, F”(0) = 0, con Sk, (2) = 2a/(1 — 2?)%, y F, es analitica en el
disco |z| < r1 = tanh(7/(2v/a —1)). En efecto, F, es analitica en donde tan <—VO§*1 log %)

Va—1 1+z>
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Va—1

sea analitica, es decir, 0 < ¥5—=log Ltz]

K]

1+ |z] ™ 1+ |z| 2(#)
log 2 < o L) & B L 2lea
Og1—|z| <2\/04—1> 1— |7 c

< 3, o lo que es equivalente

" 2aET) _ AT A t h< . )
&zl < = — ——— =tanh ( ———| .
62@—%) 1 ea I L g 2/a 1 2vVa —1

Ahora, con p := ﬁ, a > 1, la solucién h a (2.5) estd dada por

2 1—2

h(z) = V1= 22 cos <mlog 1“) .

Y se verifica facilmente que

Fuy(z) = /Oz h™2(<)ds.

Con esto se sigue, como en el Teorema 2.2.8, que |g(z)| < Fy(|z|) sobre el disco |z| < min {r,r;}.

L en el disco

Por consiguiente, debemos tener r > 71, esto es, f no puede asumir el valor —a,
|z| < r1, que es lo que querfamos probar. m
La normalizacién y la cota inferior en (2.24) pueden ser usadas para obtener una prueba

corta del criterio original de univalencia de Nehari

Corolario 2.2.11 Si f es una funcion analitica en el disco unidad ) y su derivada Schwarziana

satisface la condicion (2.1), entonces f es univalente en D.

Prueba. Supongamos que f es analitica, satisface (2.1) y que f(z1) = f(22) para z1, 22 € D.

La condicién (2.1) es invariante bajo la composicién M o f, M € Mob(D), y podemos por lo

tanto suponer que z; = 0. Ahora, normalizamos f por medio de una transformacién de Mobius,

de tal forma que f(0) = 0, f/(0) = 1y f”(0) = 0. Entonces la funcién normalizada f es de
nuevo analitica y, de la cota inferior en (2.24), tenemos
L1+ ]2V = (1= |2 V2

w2l = i v S Ve =l =0

de lo cual se sigue que zo =0=2;. m
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2.3 Ciriterio de Nehari para univalencia

Nehari, [11], también mostré el siguiente teorema; el cual usaremos en la siguiente seccién
para definir una nueva familia de funciones meromorfas y mostrar, usando las mismas ideas de
Chuaqui y Osgood, un resultado similar al Teorema 2.2.8. Cabe resaltar que tanto esta familia

como el nuevo teorema son originales.

Teorema 2.3.1 Sea f meromorfa y localmente univalente en D. Entonces

2

1S5(2)l < = (2.33)

es una condicion suficiente para que f sea univalente en D. La cota en (2.33) es inmejorable.

Prueba. Por la teorfa clédsica de ecuaciones diferenciales, (ver [10], pdg. 203), la solucién

general de la ecuacién diferencial

S1(2) = 20(2) (2.34)

es de la forma f = y;/y2, donde yi, y2 son dos soluciones linealmente independientes de la

ecuacion diferencial

Y +py=0. (2.35)

Probar que la condicién (2.33) establece la univalencia de f en D es, por lo tanto, equivalente
a mostrar que la razon y;/y2 de dos soluciones de (2.35) es univalente en D, si p estd sujeta a

la condicién

2

p(2)l < - (2.36)

Por otro lado, para que la razén de dos soluciones linealmente independientes de (2.35) sea
univalente en un cierto dominio, digamos D, es suficiente y necesario que ninguna solucién de

(2.35) se anule alli mas de una vez. En efecto, si

y1(z1)  vi1(z2)
y2(21)  y2(22)

z1, z2 € D, entonces

y1(21) — cy2(21) = y1(z2) — cya(z2) = 0.
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Esto es, la solucion y1(z) — cya(z) de (2.35) se anula en dos puntos z; y z2. La parte reciproca
es obvia.

Nuestra tarea estd por tanto reducida a mostrar que ninguna solucién de (2.35) se anula en
D m4&s de una vez si la condicién (2.36) se tiene. Para este propdésito, multiplicamos la ecuacién

(2.35) por 7dz e integramos de 21 a za, para z1, z2 € . Esto lleva a

22 22
/ yds + / plyl?dz =0,
21 21

asi, integrando por partes, obtenemos

_ 22 59— 29

@) —/ |v/| d2+/ ply|*dz =0. (2.37)
Z1 21

Ahora, supongamos que y es solucién de (2.35) y es tal que y(z1) = y(z2) = 0. Se sigue

= 1125- = 2
ly'|"dz= [ plyl*dz. (2.38)

1 1

entonces de (2.37) que

Usando (2.38) y tomando como arco de integracién el segmento de linea que conecta 21 y 22,

= % + re’, donde 6 es el argumento de dicho segmento, se tiene
Proon2 o oo [° 2 _
|| dr=e plyl*dr,  p=lz—z|/2 (2.39)
—p —p

Escribiendo y = wu + iv, tenemos y' = € (u, + iv.), ya que z = re?. Asi ]y\2 = u? + 02,
/’2

|v/|° = u? + v2. Usando esto, (2.39) toma la forma
P [P
/ (u% + Uf) dr = 6220/ D (u2 + U2) dr. (2.40)
—p -p

La desigualdad

/% y2dr < /% (y/)Qdaz (2.41)

s us
2 2

es védlida para una funcién y continua en [—%, %] y con ceros de primer orden en x = 7. En

efecto,
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0 < /2 (y’+ytanx)2dm—/2 ( ’)2daj+2/2 y/ytamxda:—i—/2 y? tan® zdx
- -3

_I
2

wl:t

(y ) dz + (y*tanz %E / y? sec xdx+/2 y*(sec’ z — 1)dx
2

= /%( ) dz + (y* tanz) i%

s
2
s s
2

dex—/ (')2da:—/ yide
% _

lo cual, ademds, muestra que la igualda en (2.41) puede solamente ocurrir para y = ccosz,

VB Ml:\
B
ME]

tolzn
(VB

pues para esta y se tiene que 3’ +ytanx = 0.

Reemplazando la variable x en (2.41) por (”—;) , obtenemos

p 4p2 p 9
/prdr < F/p (y')" dr (2.42)

valida para funciones y que tienen ceros de primer orden en r = £p.

Tanto u como v satisfacen estas condiciones. En vista de (2.33), (2.34) y (2.42), obtenemos

<7T—2/p (u2+v2)dr<p2/p (u? +v)dr</p (uf + v?) dr
4, S T

—p

62i9/p 2 2
p (u* 4+ v?)dr
—p

Esto contradice (2.40) y asi prueba la primera parte del teorema.
Que la constante 72/2 en (2.33) es la mejor posible lo muestra la funcién f(z) = em(1+e)2,

€ > 0. Es facil ver que
2

2
s ™
St(z) = 7(14'6)2 53

Puesto que el periodo de f es a +6) < 2, se sigue que f no puede ser univalente en ). m

De acuerdo a [5] la condicién més fuerte

2
S St 0<t<l, (2.43)

implica que f tiene una extensién cuasiconforme al plano.
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2.4 La familia ) y un teorema de acotamiento

En esta seccién usaremos el criterio de Nehari, dado por el teorema probado en la seccién
anterior, para definir una nueva familia de funciones y probar un teorema de acotamiento
similar al probado por Chuaqui y Osgood.

Usando las condiciones (2.33) y (2.43), y el hecho de que f puede ser normalizada en la

forma f(0) =0, f’(0) =1, f”(0) = 0, definimos las siguientes familias de funciones:

F ={f| f es meromorfa y localmente inyectiva en D}

FL={f| f € F, estd normalizada como antes y satisface (2.43)},

para algin 0 <t < 1.

Introducimos las nuevas funciones extremales

7:/% anh (”Tﬁz> Mz = %\/E tan (%@) , (2.44)

I
[

m(z)

para 0 <t <1y zen D. Estas funciones son analiticas y estdn normalizadas como antes. Sus

derivadas Schwarzianas son

para 0 <t <1.
Con base en esto podemos establecer un teorema similar al mostrado por M. Chuaqui y B.

Osgood en [2].
Teorema 2.4.1 Sea f € F., 0 <t <1, entonces
m(|z]) < |f(2)] < M(]z]) (2.45)

m/([2]) < [f'(2)] < M(|2]), (2.46)
para todo z € . Si la igualdad se cumple en algin punto distinto de cero entonces f es una
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rotacion de m(z) o M(z), segin sea el caso.

Prueba. Consideremos como antes q(z) = $S¢(2) y definamos p(z) = t%z, para 0 <t <1,
z € D, con lo cual la hipétesis (2.43) queda |g(z)| < p(z). Se sigue de las Proposiciones 2.2.1 y

2.2.2, con w = |u|, que

|u(2)] = h(lz]), (2.47)

para todo z € D. La solucién h a (2.5), con esta nueva p, estd dada por

h(z) = cos <7T—\/Zz> : (2.48)

Con esto nos queda

M(z) = Wiﬁtan (”Tﬂz> _ /0  sec? (#;) ds — /0 " h2(o)de.

Asi, de (2.8) y (2.47), tenemos
[£'(2)| = u(2)| 72 < h72(12)) = M'(2),

lo cual establece la cota superior para |f’| en (2.46), y puesto que

/OZ w2 (<) ds

también se sigue la cota superior para |f| en (2.45).

[f(2)| =

i -2 ? -2 _ z / _
< /0 ()| 2 |ds| < /0 B2(ls]) ds| = /0 M ((s]) lds] = M(|2),

Para establecer las correspondientes cotas inferiores consideramos la solucién v del problema
de valor inicial

V" —pv=0, v0)=1, '(0)=0.

Se sigue de la Proposicién 2.2.7 que |u(z)| < v(|z|) para todo z € D. De nuevo, v puede ser

encontrada explicitamente
t
v(z) = cosh (%z) .

m(z) = /O " cosh™2 <7TT\/E§> ds,
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obtenemos

() = cosh~? (TEE 141 ) = v 2(D) < fu(a) = |7

esto es, la cota inferior para |f’| en (2.46). Por otro lado, supongamos que el minimo de |f|, en
el circulo C, = {z | |2| =r < 1}, es asumido en un punto zy. Sea I el segmento que une 0 con
co = f(z0), se sigue de Lema 1.2.3 que existe una trayectoria J en |z| < r que une 0 con z1; de

tal manera que I = f(J), con lo cual tenemos

PGl > o)l = ol = /I de] (2.49)

_ /Jlf(Z)\ 14z z/]m<|zr>\dz|
|z0]
/0 m'(j2]) |de| = m(|zo]) = m(l2)), =€ Gy

v

donde la integral final es a lo largo del segmento de 0 a zp. Y como r € [0,1) es arbitrario,
tenemos la cota inferior para |f| en (2.45).

Ahora consideramos los casos de la igualdad:

(i) [f(20)[ = M(|20]),

(i) [f"(20)| = M'(|z0]),

(iii) [f(z0)| = m(l20l),

(iv) 1f'(20)] = m'(|20]),
para algin zg # 0. Tomando e~ f(e¥2), ¢ = 25/ |29|, podemos asumir que zy = ¢ > 0. El
caso (i) serd reducido al caso (ii), y el caso (iii) reducido al caso (iv).

Supongamos que |f'(xo)] = M'(zo). Entonces, asi como en la Proposicién 2.2.2 donde

lul = |f”7% , la funcién y = !f’|7% - (M’)fé satisface
y"(z) + p(x)y(x) >0, y>0, y'(0)=0

y y(xo) = 0, para x € [0, x0] . Se sigue de la Proposicién 2.2.5 que y = 0, esto es, | f'(z)| = M'(z)
para todo = € [0,x¢]. Veamos que 2¢(z) = S¢(x) = Sy (x) = 2p(z) para todo x € [0,1). Sea
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o=f|"" =|u* = (M)~ = h? en [0, 0] . Entonces, como en la Proposicién 2.2.2,

mt " =\ 1,12 1|2
——5 cos (W\/EZ) = ¢"'=—(¢+7Q |u]" +2||
2 N2 Tt
> —2ph®+2(h')" = ——5 cos <7T\/1_§z> .

Pero |u/|* > (Jul')2 = ()2 y —(q+7q) > —2p. Asf debemos tener que [o/|* = (h/)? y

—(¢+79q) = —2p, de donde ¢ = p en [0,1) y asi en el disco entero; luego por la Proposicién 1.1.1
f=o00M, o € Mébb pero como antes, resulta que o(z) = z a causa de las normalizaciones y
por tanto f = M en I; lo cual establece el caso (ii). Para establecer el caso (i), supongamos

|f(x0)| = M(x0). Entonces la cadena de desigualdades,

fal < [ 17 @ldo < [T N@)de = Neao)

implica |f'(z)| = M'(z) para toda x € [0, z¢] y estamos nuevamente en el caso (ii).
Ahora reducimos el caso (iii) al caso (iv). Supongamos |f(zo)| = m(xg), o € [0,1),
entonces en las desigualdades en (2.49) tenemos igualdad en todas partes. Esto implica que J

es el intervalo [0, zg] y que |f'(z)| = n/(z) a lo largo del intervalo (0, zo]. Ahora con

_1
2

lu(zo)| = | f'(z0)| "2 = (m/(z0))~

=

=wv(x0), o€ (0,1)

se sigue de la Proposicién 2.2.7 que |f/'(z)| = m/(z), para todo z en [0,1), y usando el mismo
argumento anterior, con q = —%Sf, se tiene que Sy = S, en D, y asf que f = n en D, lo cual
termina la prueba del teorema. m

Asf como se hizo con el Teorema 2.2.8, derivamos algunas consecuencias del Teorema 2.4.1

Corolario 2.4.2 Si f € F!, 0 <t < 1. Entonces f tiene una extension a I, la cual es Lipschitz

continua con constante ¢ = %008*2 (%x/f) , para cada t fijo en [0,1).

Prueba. Supongamos que f € F., 0 <t < 1. Asi, de (2.46) obtenemos
t
|f'(2)] < cos™? (% |z|) :

para 0 < ¢ < 1. Puesto que 0 < ”T‘/E |z| < ”T‘/E < %,y la funcién coseno es decreciente en (O, 5) ,
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se sigue

t t
cos 2 <% z\) < cos 2 <%> , zeD.

Sean z1, 22 € Dy, como antes, I' el segmento hiperbdlico que une z; y zo. Entonces por el

Lema 1.2.5, I tiene longitud euclidiana [ < 5 [z1 — 22|. Asi, para { € T

/F 1£/(6)] €] < cos™? (#) /F de| = cos™2 <”T\/’E)l

gcosf2 (g\/f) |21 — 29,

|f(21) — f(22)]

IN

IN

de donde f es uniformemente continua en D y asi, por el Teorema 1.2.4, f puede ser extendida
de manera continua a D y dicha extensién satisface la misma condicién de Lipschitz. m

También de manera andloga al Corolario 2.2.10 tenemos el siguiente

Corolario 2.4.3 Sea f(z) = z+ag2z%+--- analitica y localmente univalente en D. Si f satisface

2.33) entonces f no asume el valor —a; " en I.
( 2

Prueba. Sea f(z) = z+agz*+ -y consideremos g = f/ (1 + azf) = z+ (ag — a3) 23+ - -.
La funcién ¢ es claramente meromorfa en D y el problema es ver si ésta tiene un polo en un
punto zg, donde f(z9) = —ay 1. Supongamos primero que f satisface (2.33). Luego por la
Proposicién 1.1.1, g satisface (2.33), donde sabemos que la derivada Schwarziana en un polo
estd definida via inversion. Si |z| < r < 1 es el disco mds grande sobre el cual g es analitica,

entoces se sigue del Teorema 2.4.1 que

2 Tr\/z_f
2) | < M(|z|) = —=tan | — |z
9()] < M (1) = = tan (S 1)
en |z| < r. Luego g es acotada sobre |z| < r y asf no puede tener polos en . Por lo tanto f no
asume el valor —ay lenD. m
Como consecuencia del Teorema 2.4.1, podemos dar una prueba mucho m&s simple del

criterio de Nehari, enunciado en el Teorema 2.3.1, de la siguiente manera:

Corolario 2.4.4 Sea f analitica y localmente univalente en D, cuya derivada Schwarziana

satisface la condicion (2.33), entonces f es univalente en D.
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Prueba. Supongamos que f es analitica, satisface (2.33) y que f(z1) = f(22), para zi,
z9 € . La condicién (2.33) es invariante bajo la composiciéon M o f, M € Mab(D), y podemos
por lo tanto suponer que z; = 0. Ahora, normalizamos f por medio de una transformacién de
Mbbius, de tal forma que f(0) =0, f/(0) =1y f”(0) = 0. Entonces la funcién normalizada f

es de nuevo analitica, y se sigue de (2.45) que

m (a0l = — i (T [l ) < 1)l = [f(en)| =0

de lo cual se sigue que zo =0 =2;. ®

2.5 Conclusion

En este trabajo se mostré un teorema de acotamiento establecido por Chuaqui y Osgood para
funciones en las familias de Nehari NV, y N, 0 < t < 1. Usando un resultado de Nehari y,
una generalizacién de este, debida a Gehring y Pommerenke, definimos una nueva familia de
funciones Ff, 0 < t < 1y, usando las ideas del teorema mostrado por Chuaqui y Osgood,
mostramos un nuevo teorema de acotamiento para las funciones en la familia Fg, 0 < ¢ < 1.
Los teoremas de acotamiento, antes mencionados, nos permiten concluir que las funciones en
las familias de Nehari, N, y V!, 0 <t < 1, y en la nueva familia F¢, 0 < ¢ < 1, las cuales se
suponen meromorfas y localmente inyectivas en I, resultan ser funciones analiticas e inyectivas,
al estar acotada por funciones de las cuales conocemos explicitamente su comportamiento.
Algo interesante, que se podria hacer en un trabajo posterior, es analizar la geometria de las

funciones extremales, m y M, definidas para el nuevo teorema de acotamiento.
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