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Resumen

Estudio de las propiedades estructurales, electronicas, magnéticas y topoldgicas de la fa-

milia de materiales magnéticos M(Bi;_xSby),Te,

El estudio de materiales, desde el punto de vista de la topolog a, ha abierto caminos en la
obtencion de nuevas fases de la materia; sin embargo, en los ultimos aros se ha comenzado
a explorar la posibilidad de obtener al mismo tiempo fases magneticas. Estos nuevos mate-
riales encuentran una gu a para su adquisicion experimental a traves de trabajos teoricos de
primeros principios que permitan jar un camino seguro y un ahorro de esfuerzos y recursos.
En esta tesis doctoral, por medio de primeros principios utilizando la teor a de la densidad
funcional DFT, se investigan las propiedades estructurales, electronicas, magneticas y to-
pologicas de la familia de materiales magneticos M(Bi;—xSby),Tes, donde M representa los
metales de transicion del grupo 3d: Vanadio V, Cromo Cr, Manganeso Mn, Hierro Fe y N -
quel Ni para x=0, x=0.5y x=1. Se obtienen las caracter sticas estructurales y las geometr as
de los quince materiales magneticos energeticamente mas estables; se encuentra que en su
gran mayor a esta familia de materiales crece en capas septuples de Te, Bi (Sb), Te, M, Te,
Bi (Sb), Te, unidas por fuerzas de Van der Waals. Estos materiales cristalizan en los grupos
espaciales 156 y 166 con disposiciones antiferromagneticas para el Vanadio, Manganeso, N -
quel y Hierro, ademas de ferromagneticas para el Cromo; las propiedades electronicas con
la correccion relativista del acoplamiento esp n-orbita SOC revelan que los materiales con
Vanadio, Manganeso, Hierro y N quel son materiales semiconductores con una reduccion de
la brecha de energ a prohibida comparada con la estructura de bandas sin SOC; se identi ca
el invariante topologico Z4 de los cristales, revelando la naturaleza topologica de algunas de
las estructuras que contienen Vanadio, Manganeso, Hierro y N quel.

Palabras clave: Aislantes topologicos, Aislantes topolégicos magnéticos, DFT, estructura de bandas,

propiedades electroénicas.



Abstract

Structural, electronic, magnetic and topological properties study for the magnetic mate-
rials family M(Bi;_xSby),Te,

The materials study, from the topological point of view, has opened ways to obtaining new
matter ’s phases; however, in recent years, the possibility of obtaining magnetic phases at the
same time has begun to be explored. These new materials nd a guide for their experimental
acquisition through theoretical rst-principles works that allow setting a safe path and a
saving of e orts and resources. In this PhD thesis, the structural, electronic, magnetic, and
topological properties of the magnetic materials family M(Bi;—xSby), Te4, where M represents
the 3d group transition metals: Vanadium V, Chromium Cr, Manganese Mn, Iron Fe and
Nickel Ni for x=0, x=0.5 and x=1, using density functional theory (DFT). The structural
characteristics and geometries of the fteen most energetically stable magnetic materials are
obtained; it is found that this materials family grows in septuple layers of Te, Bi (Sb), Te,
M, Te, Bi (Sb), Te, bound by Van der Waals forces. These materials crystallize in the space
groups 156 and 166 with antiferromagnetic dispositions for Vanadium, Manganese, Nickel
and Iron, as well ferromagnetic for Chromium; the electronic properties with relativistic
spin-orbit-coupling SOC correction reveal that the materials with Vanadium, Manganese,
Iron, and Nickel are semiconducting materials with a gap reduction compared to the band
structure without SOC; the topological invariant Z, of the crystals is identi ed, revealing
the topological nature of some of the structures containing Vanadium, Manganese, Iron, and
Nickel.

Key words: ( Topological insulators, Magnetic topological insulators, DFT, Band structure, Elec-

tronic properties).
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1. Introduccon

En el estudio de los materiales topobgicos magreticos, la teora y la experimentacon avan-
zan de forma conjunta en tiempos cortos. Un ejemplo de esta sincrona se puede observar en
el trabajo del equipo de Jiaheng [1] en el ano 2019, que a trawes de una lusqueda sistematica
del compuesto MBj}Te, con M=metal de transicon o tierra rara por el metodo de primeros
principios usando la teora de la densidad funcional DFT proclaman el primer aislante topo-
bgico con propiedades antiferromagreticas AFM en 3D. Con esta informacon, el equipo de
Otrokov et al, [2], en el mismo afo logo sintetizar este material y comprobar las propiedades
magreticas intrnsecas mencionadas en el artculo teorico de Jiaheng, demostrando la im-
portancia de trabajos teoricos basados en primeros principios que ayudan a guiar y reducir
tiempos de lusqueda en el laboratorio para compuestos con estas propiedades topobgicas
magreticas.

Los materiales topobgicos magreticos se han tornado interesantes desde la investigacon
teorica gracias a los logros que se han dado en este campo en losultimos afos [2, 3, 4, 5, 6].
Este es un novedoso campo que se ha desarrollado recientemente en la fsica de la materia
condensada y que involucra aspectos de topologa para el estudio de materiales. Este punto
de vista sobre las propiedades de los materiales ha permitido encontrar fases eoticas en los
materiales que, desde otras teoras diferentes a la topobgica, no se pueden explicar. Entre
los objetivos de este nuevo campo de investigacon se plantea: encontrar materiales con una
alta temperatura de Curie por sus usos en dispositivos tecnobgicos; el diseno de materiales
que muestren el efecto Hall aromalo cuantico (QAH) a temperaturas de laboratorio, y el
estudio de materiales adecuados para el desarrollo de la espintonica [7], entre otros [8, 9].

En consecuencia, un trabajo encaminado hacia el estudio de las propiedades estructurales,
electonicas, magreticas y topobgicas de los materiales magreticos M(BixSh,).Te,; esta
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enriquecido por tematicas que envuelven conocimientos de distintasareas de la fsica como:
estado lido, relatividad, meanica cuwantica, sicoqumica, materia condensada, electrodi-
ramica, entre otras. Adenas, nos permite guiar, postular compuestos y avanzar en el estudio
de las caractersticas eoticas que presentan los materiales topobgicos magreticos MTI.

La interseccon entre la teora topobgica y el estudio de materiales magreticos ha enriqueci-
do aun nas el espectro de investigacon [10]. En este camino se ha demostrado que miembros
de la familia MBi,Te, con M = metal de transicon como MnBi,Te, presentan las caracters-
ticas de aislante topobgico con orden magretico [2]. Estos estudios por medio de primeros
principios han permitido la prediccon de materiales candidatos con los que se pueden es-
tudiar feromenos exoticos en la materia, como el efecto Hall aromalo cuantico, el efecto
Hall ctantico de espn, semimetales de Weyl, semimetales de Dirac, aislantes topobgicos que
rompen simetra de inverson temporal, entre otros [1]. La husqueda de materiales robustos
ante perturbaciones externas es clave para la realizacon de la computacon cuantica [11].
Con estos objetivos, se considera que un estudio por primeros principios de las propiedades
estructurales, electonicas, magreticas y topobgicas de la familia de materiales magreticos
M(Bi; «Shb),Te, con M = metal de transicon permitia guiar, postular y avanzar en el
estudio de los feromenos exticos relacionados con los aislantes topobgicos magreticos.

1.1. Estado del arte

En este apartado se presentan, de forma sucinta, trabajos pioneros en la exploracon de
materiales topobgicos. A continuacon, se habla sobre diferentes metodologas utilizadas
para generar estados magreticos en los aislantes topobgicos con trabajos emblemnaticos de
cada caso. Luego, se discute brevemente la metodologa que han utilizado algunos grupos
de investigacon por nmetodos de primeros principios para guiar el trabajo experimental. Se
naliza con algunos trabajos que han explorado compuestos parecidos a los M(Bsh),Te,

de la presente propuesta.

Los materiales topobgicos, en especial los aislantes topobgicos (TIs), se presentan como un
campo de investigacon que involucra la presencia de estados cuanticos relacionados con la
topologa de la estructura de bandas. En 2005, Kane y Male predijeron el primer aislante
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topobgico al presentar los efectos de las interacciones de laorbita de espn en la estructura
electonica haciendo uso de un plano de grafeno [12]. Esto geneo que en 2006 Berneival,
demostrara el efecto Hall cuantico de espn al estudiar pozos cuanticos en una fase topobgica
de HgTe [13].

Los aislantes topobgicos resultan muy atractivos para los grupos de investigacon en fsica
de materiales y materia condensada. Esto debido a sus propiedades eoticas de fases topob-
gicas, en las que se destacan caractersticas de transporte de carga o de espn sin disipacon,
las cuales los convierten en candidatos utiles para la siguiente generacon de dispositivos
electonicos, espintonicos o computacon cuantica [11]; sin embargo, se vuelven aun mas
atractivos cuando se explora la posibilidad de que estos materiales presenten orden magre-
tico, ya que un aislante topobgico Tl con orden magretico permite romper la simetra de
inverson temporal (TRS), lo que conduce a que estos compuestos presenten fases exoticas
como el efecto Hall aromalo cuantico, estados topobgicos de axion, entre otros [1].

Figura 1-1.: Diferentes netodos para generar orden magretico en la estructura (A) Efecto
de deposicon de aislante topobgico sobre planos magreticos extrnsecos. (B)
Dopaje de aislantes topobgicos con metales de transicon. (C) Estequiometras
magreticas internas. (D) Introduccon de planos magreticos dentro de aislantes
topobgicos.

Los aislantes topobgicos magreticos (MTIs) se remontan a 1988 donde Haldane presenta un
modelo para la obtencon del efecto Hall cuantico, en el cual no es necesario involucrar un
campo magretico externo [14] desde ese punto hasta el presente se han explorado diferentes
metodologas de investigacon para llegar a la consecucon de los MTIs. Berneving en 2022,
para romper la simetra de inverson temporal (TRS) que es una consecuencia del magnetismo
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sobre los aislantes topobgicos,el destaca que existen cuatro rutas principales para introducir
orden magretico en los aislantes topobgicos como se muestran a continuacon [8].

= Deposicon extrnseca de capas magreticas sobre las super cies de los aislantes to-
pobgicos. Consiste en utilizar los efectos de proximidad sobre los aislantes topobgicos
para generar estados magreticos. En esta ruta se destaca el trabajo de @ial, quienes
experimentalmente demuestran los efectos de proximidad induciendo ferromagnetismo
a un aislante topobgico. Ellos colocaron el Bile; sobre una pelcula de sulfuro de
Europio EuS [15, 16]. Otro esfuerzo destacado es el de Latigal [17], quienes, por
efecto de proximidad, estudian las propiedades magreticas de los estados de super cie
del aislante topobgico BiLSe depositado sobre una pelcula delgada des¥Fes01,. Re-
portan observacon del magnetismo del aislante topobgico por debajo de 130 K. Una
representacon de este netodo se encuentra en la gura1(A).

= Dopando los aislantes topobgicos con iones magreticosConsiste en depositar catio-
nes magreticos en los aislantes topobgicos. Con este propsito se han utilizado Samario
(Sm), Cromo (Cr), Manganeso (Mn) y Vanadio (V) [4, 18]. Se destaca el trabajo de
Cui et al, quienes sintetizaron el Cr(Bi,SbyTe; en 2013 y reportan efecto Hall aromalo
cuantico (QAH). El trabajo realizado por Dyck et al, en 2002, dopando con Vana-
dio, reporta la observacon de estados ferromagreticos en el aislante topobgico,3bs
con una concentracon de vanadio del (1-3%)[19]. Con cromo se reportan trabajos co-
mo los de Kouet al, quienes estudiaron el comportamiento de las pelculas delgadas
Bi, «Cr,Se obtenidas por el metodo de deposicon Bridgman encontrando que el ma-
terial presenta caractersticas ferromagreticas y exhibéoops de hiseresis [20]. Otro
trabajo que reporta estados ferromagreticos en aislantes topobgicos dopados con Cro-
mo es el de Haazeet al en 2012, quienes con concentracon de cromo en un (10 %)
obtienen una temperatura de CurieTc 20 K [21]. Un esquema de este netodo se
encuentra en la gural-1(B).

= |denti car orden magretico intrnseco en aislantes topobgicos. Consiste en realizar
husquedas sistematicas que permitan identi car compuestos con orden magretico. En
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esta Inea de trabajo se han encontrado materiales comog&eTe; investigado por Ling

et al (2019), donde mani estan que se presenta el efecto Hall aromalo [22]. Tambéen
se incluye en este apartado al aislante topobgico antiferromagretico EuGAs, donde
Xu et al (2019), proclaman la observacon del efecto aromalo Nernst [23]. Un esquema
que ilustra este netodo se encuentra en la gurd-1(C).

= Introducir planos magreticos dentro de las celdas unitarias de los aislantes topo-
bgicos. Este netodo consiste en acoplar de forma natural un plano de un material
magretico dentro de un aislante topobgico. El metodo descrito permite la generacon
de aislantes topobgicos magreticos y es el pilar fundamental del presente trabajo como
se describe en [2]. Un ejemplo de esta metodologa se presenta en la givgD) .

Tabla 1-1.: Propiedades fsicas de la monocapa MBle, para diferentes valores de M. [1]

“Ae T % Maom  B* Miwm B® EgapAeV'

Mn 436 85.9 4.5 5.0 0.70
Vv 437 844 2.7 3.0 0.70
Ni 430 81.7 1.3 2.0 0.55
Eu 450 86.3 6.9 7.0 0.55
Ti 439 86.1 1.7 2.0 0.17

Jiahenget al (2019) [1] publican un estudio sobre aislantes topobgicos magreticos, en el
cual toman como muestra de investigacon la familia de materiales MB, con M = metal

de transicon o elemento tierra rara, B = Bismuto Bi, o Antimonio Sb y T = Telurio Te,
Selenio Se o Azufre S. Este estudio tonp los aislantes topobgicos nas conocidosTBi

y Bi,Se e introdujo de forma natural una capa de un metal de transicon o elemento de
tierra rara entre ellos para generar orden magretico intrnseco en la muestra. El proceso
lo desarrollaron a trawes de @lculos por primeros principios con la teora de la densidad
funcional DFT usando el @digoVienna Ab initio Simulation Package (VASP) [24]. En el
artculo publican las siguientes propiedades para esta familia de materiales como se muestra
en la tabla 1-1.

En los resultados de este trabajo los investigadores proclaman al MgiBi, como el primer
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material aislante topobgico magretico intrnseco en tres dimensiones, el cual puede presentar
estados cuanticos topobgicos en 2D y 3D, incluyendo el efecto Hall aromalo cuantico, aislante
de axon, semimetal de Weyl, semimetal de Dirac. Ellos demuestran que todos estos estados
exoticos se pueden realizar en el MnBie, y que sus predicciones teoricas estaban esperando
por la con rmacon experimental. Lo cual permite resaltar la importancia fundamental de
los trabajos teoricos ahorrando tiempo de laboratorio y guiando el camino experimental.

En el mismo ano, desples de la publicacon del artculo, los grupos de fsica experimental
en materiales se volcaron a lograr sintetizar el MnBie, y es as como Otrokovet al [2] pu-
blican la con rmacon experimental del trabajo teorico desarrollado por Jiaheng. Declaran
gue con rman utilizando varias cnicas experimentales la realizacon del aislante topobgico
antiferromagretico AFM Tl en capas de Van der Waals MnBjTe4. El componente de topo-
loga se obtiene de la capa quntuple BiTes y el magnetismo lo obtiene de la capa MnTe
para formar la capa ®ptuple; este material se ha asociado a la familia MnTefBe3),, que se
ha demostrado que para algunos valores depermite la obtencon del efecto Hall cuantico
[25].

Estos son los primeros pasos en la obtencon de aislantes topobgicos magreticos, lo que
signi ca que aun hay muchos caminos por explorar y la realizacon de nuevas combinacio-
nes de materiales que permitan la obtencon del efecto Hall aromalo cuantico, efecto Hall
cuantico de espn, transporte de carga o transporte de espn a temperatura de laboratorio
gue se catalogan como toda una revolucon tecnobgica. El presente trabajo tiene por obje-
tivo la caracterizacon de los materiales M(Bi «Sh,),Te; con M = Metal de transicon del
grupo 3d, el cual permitia guiar, postular y avanzar en el estudio de los feromenos e»oticos
relacionados con los aislantes topobgicos magreticos (MTIs).

Respecto a materiales magreticos topobgicos con estequiometras que mezclan el Antimonio
y el Bismuto, como pretende el presente trabajo, se encuentra la investigacon de Cheg

al (2020) quienes publican resultados de ferromagnetismo en el compuesto van der Waals
Mn(Sby.gBig.2)2Te, con una temperatura de CurieT, 26 K. Tamben, Huat et al (2021)
reportan evidencia para un rompimiento de la simetra de inverson temporal TRS tipo Il
para el semimetal de Weyl en el aislante topobgico antiferromagretico Mn(BiyShy),Te,4

bajo campos magreticos [26]. Estos son los primeros trabajos publicados que tienen en cuenta
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la composicon entre el Biy el Sb que realiza esta tesis, comprobando que estas combinaciones
con el Mn mantienen las caractersticas exoticas de los aislantes topobgicos magreticos.

A continuacon, se destacan trabajos relacionados con los aislantes topobgicos magreticos
en forma cronobgica:

Observacon del efecto Hall cuantico entero Klitzing (1980) [27]

= Interpretacon de la cuantizacon de la conductancia Hall en erminos de invariantes
topobgicos Kohmoto (1985) [28]

= Primera observacon experimental del efecto Hall aromalo cwantico en pelculas delga-
das”Bi; Sbe,Te; dopada con Cromo (2013) [18].

= Observacon de aislantes topobgicos ferromagreticos por netodo de proximidad con
aislantes ferromagreticos Katmis (2016) [16]

= Prediccon del primer aislante topobgico magretico de la familia MBTg (2019) [1]

= Prediccon y observacon el primer aislante topobgico magretico completamente in-
trnseco MnBi ,Te, Mikhail M Otrokov et al. (2019) [2].

» Evidencia de campo magretico inducido en un aislante topobgico anti-ferromagretico
Mn(Bi; «Shy),Te, Seng Huat Leeet al.(2021) [26].

1.2. Objetivos

Objetivo General

Realizar teoricamente la caracterizacon estructural, electonica, magretica y topobgica de
la familia de materiales magreticos M(Bj xSh,).Te; con M metal de transicon del grupo
3d por el metodo de primeros principios.

Con este objetivo se organiza el presente escrito donde, en el captulo 2, se introducen los
aspectos teoricos relacionados con la fase de Berry, el efecto Hall cluantico entero, la topo-
loga en el estudio de materiales, los invariantes topobgicog&, y Z,4, ademas de describir
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la teora de la densidad funcional. En el captulo 3 se expone un estudio estructural del
compuesto M(Bi xShy),Te, con M los metales de transicon del grupo 3d, V, Cr, Mn, Fe y

Ni; se programan diferentes con guraciones magreticas iniciales para cada uno de los M con
x=0, x=0.5 y x=1 con el n de encontrar las estructuras, geometras y paametros de red
energeticamente nmas estables. En el captulo 4 se exponen las caractersticas electonicas y
magreticas del compuesto M(Bi 4Sh,),Te; con M los metales de transicon del grupo 3d,

V, Cr, Mn, Fe y Ni, para cada uno de los quince materiales; se presentan las estructuras
de bandas con la inclusbn y excluson del acoplamiento espnorbita; se muestran las den-
sidades de estados (DOS) y se calculan las propiedades magreticas de cada uno; adensas,
se investiga el grupo espacial magretico al que pertenecen. En el captulo 5 se describen las
propiedades topobgicas de los materiales con topologa no trivial a trawes de la inverson de
bandas y del invariante topobgicoZ,. Tamben, se presentan avances sobre el netodo de
obtencon experimental del MnBLTe, en la Universidad Nacional de Colombia. Finalmente,
en el captulo 6 se presentan las conclusiones y perspectivas futuras.



2. Marco tevrico

2.1. Introduccon al marco terico

Se denominan materiales topobgicos a aquellos compuestos que desde el punto de vista de la
topologa brindan resultados no triviales. Un estudio topobgico de los materiales brinda una
nueva herramienta que permite identi car nuevas fases cuanticas en las muestras y feromenos
como semimetales de Dirac, entre otros [10].

En este apartado se presentaa la postulacon de la fase de Berry que introduce conceptos
como conexon de Berry y curvatura de Berry; se discutia brevemente el efecto Hall cuantico
entero que abre la puerta a una interpretacon desde el punto de vista topobgico con la
incluson de los denominados invariantes topobgicos como el rumero de Chern; se da una
descripcon de la correspondenciaulk-frontera que permite los canales sin disipacon en los
bordes de los materiales; se habla sobre la topologa en el estudio de los materiales; se muestra
el alculo que llew a la formulacon del invariante topobgico Z,; se describen los aislantes
topobgicos; ademas, se muestra la teora de la densidad funcional, clave en la metodologa
de investigacon del presente trabajo.

2.2. La fase de Berry

En 1984,Berry publica un artculo exponiendo la evolucon en el tiempo de forma adiala-
tica de sistemas cuanticos. En este escrito demuestra que cuando los sistemas realizan una
trayectoria cerrada en el espacio de los paametros se puede presentar una fase denominada
fase geonetrica [29].

A continuacon, se exponen los razonamientos que conllevan a la fase de Berry. Se considera
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un hamiltoniano que es funcon de una serie de paametros que dependen del tiempo, de la
forma R"te "R;"te; R, te;R3"te; ;. EStos pammetros pueden ser campo ekctrico, campo
magretico, ujo u otros. Entonces, la ecuacon de Sclwdinger correspondiente es

H"ReS “tee i@% S “tee (2-1)

Cuando se hace evolucionar lentamente en el tiempo se puede considerar adiakatica y los
estados propios instananeo$®” Ree del H"Re en un punto R se introducen como

H R*$1"Ree E,"R+31"Ree (2-2)

En la ecuacon 2-2 se establece la funcon bas®”Ree. Se requiere que la fase de cada una
de estas sea suave y univaluada a lo largo del cami@cen el espacio de paametros [30].

Se quiere evaluar la fase de la funcon de onda de un sistema preparado en un estado puro
inicial 8" R"0eee y su lenta evolucon a trawes de la trayectoriaC. Por el teorema adiakatico

se sabe que un sistema que comienza en el est®I& " Osee evolucionaa conH Re, por lo

tanto, permanecer en un estado propio instananeo del hamiltonianél "R"tes. Entonces,

de la evolucbn deS “tee se tiene queS “tee e B Ree, donde “te es una fase que no tiene

gue ser necesariamente cero; de hecho, en esta fase se encuentra la nueva visbn del estudio
de los materiales. Reemplazando este estado en la ecuacon 2-1 se obtiene

E RS Ree B9 “tesrree iR g Ree (2-3)
dt dt
multiplicando la ecuacon 2-3 y asumiendo que el estado cumple”Re$1"Ree 1 se obtiene

- 5 d o Oy d _.
E."R |%'><a t |ﬁ>nRS(E$1Re (2-4)
La solucon para la fase “te es

t t
“to Eo ESRed® ig nR+SS §°Reedt® (2-5)
[ 0 dt

El primer £rmino de la ecuacbn 2-5 es el correspondiente a la fase diramica, mientras que

10



2.2 La fase de Berry

el segundo ermino es el negativo de la fase de Berry.
t

n s ‘n“R'-S(%EB\“R'oedt"e (2-6)
0

donde el potencial vector para la integraA, "n"Re30g & Ree se conoce con el nombre
de la conexbn de Berry. La fase geonetrica es determinada por la posicon en el espacio de
paametros de Hilbert. Se puede mostrar que la conexbn de Berry no es invariante dauge
Bajo una transformacon degaugese tiene que

®"Ree € R @"Ree (2-7)

y la conexon de Berry transforma de la siguiente manera

- - @ .
An Re An Re @ Re (2'8)
como la fase de Berry cambiaa por R g "Red"Re "Ro* “Rte, donde T es el

tiempo despties del cual el camin€ se ha completado. Este paametro extra que aparece fue
descartado por mucho tiempo bajo el argumento de que una buena eleccorgdegelo poda
cancelar; sin embargo, Berry se dio cuenta de que para un camino cerr@den el espacio de

los pammetros se llega nuevamente a los paametros originales0s R"Te. Para algunos
caminos, el hecho de que se tenga una base de autoestados univaluados signi ca que cuando
regresamos a la con guracon de paametros originales los estados base deberan ser los
MismosP R " Teee R R"0ece. La transformacon de gaugedebe mantener esta propiedad.
Entonces,@ RO ®"R"0ese € RT* § R Teege; por tanto,

*R*Tee "R'0ee 2n (2-9)

Bajo un camino cerrado, la fase de Berry no puede ser cancelada a menos quensea
rumero entero [29, 30]. Como la fase de Berry tiene en cuenta la trayectoria cerraGa
aplicando el teorema de Stokes obtenemos

n Img dS TON RS ®n"Rees (2-10)

11
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En la ecuacon 2-9 ©n"R+S ®n"Ree se de ne como la curvatura de Berry que se puede
pensar como unF; un campo magretico en el espacio de paametros y corresponde al
rotacional del potencial vectorA, de Berry. A continuacbn, se mostraa el camino para
aterrizar estos conceptos en el estudio de los materiales [31].

2.2.1. La fase de Berry en el contexto del estado ®lido

La fase de Berry se encuentra inscrita en el espacio de Hilbert bajo la variacon temporal
del hamiltoniano de forma adialatica. Fue Zak J quien en 1989 llewo los conceptos de la fase
de Berry al contexto de la estructura de bandas de los materiales donde, naturalmente, la
variacbn ya no se lleva respecto al tiempo sino respecto al vectof32].

La caracterstica mas importante para el concepto de la fase de Berry es la existencia de un
espacio de pamametros continuo, en el cual el estado del sistema pueda viajar a trawes de una
trayectoria cerrada. En la estructura de bandas de los lidos este paametro se trata del
vector k el cual se mueve en el espacio de la zona de Brillouin; entoncgg, re presentaa
una fase. En este casn es el ndice de banda yk corresponde al vector de onda como lo
declara Zak [32]. Al utilizar la propuesta de Bloch en la ecuacbn de S@tinger se encuentra
un hamiltoniano de la forma

H keUnk  "nkUnk (2-11)

En esta ecuaconk es una transformacon del hamiltoniano yU, es la funcon perodica de

la propuesta de Bloch, con el mismo perodo de lared y cumplg,"r ke U, "re. Comok

se mueve ahora en la primera zona de Brillouin, el estado de Bloch va en general a presentar
una fase de Berry correspondiente con la ecuacon 2-6 de la forma

0 ic_ Un keSoy B, keedk (2-12)

por aplicacon del teorema de Stokes las, ke se pueden escribir como una integral sobre la
super cie S que encierra el camindC[30].

n 1S Uy keSO 8, keedk is © U, keSO 8, keedS (2-13)
c

Se acostumbra a denominar la cantida® U, k30, &J,,"kee como la curvatura de Berry,

12



2.2 La fase de Berry
un ermino que es invariante degauge
BN"ke ©f U, keSO, 8, kee (2-14)

Se destaca que la curvatura de Berry ecuacbn 2-14 solo depende de los autoest@fjokee.

Este detalle no es menor porque lo que indica es que esta es una nueva forma de abordar
el estudio de los materiales, lo que permite la exploracon de la nueva fsica a trawes de
los invariantes topobgicos que se re ejan en estados cuanticos exoticos. En los siguientes
apartados se revelaa la importancia del estudio de la correspondendalk-frontera que
declara que a trawes del estudio de los invariantes topobgicos en lelilk se conocea @mo

es el comportamiento de los materiales en su frontera y si estos permitian el transporte de
partculas, carga o espn en la frontera sin mayor disipacon [33].

2.2.2. El efecto Hall ciantico entero

El efecto Hall cuantico fue calculado para un gas de electrones con nados a dos dimensiones
(2DEG) puestos en presencia de un fuerte campo magretico. Bajo algunas transformacio-
nes se puede expresar como el problema de un oscilador armonico unidimensional, cuyas
soluciones para la energa y la funcon de onda se expresan como:

E, «n %-Qc (2-15)

ok NpHp @'X  Xge € 287% o2 (2-16)

donde H, xe corresponde a los polinomios de Hermite de nesimo orden. De acuerdo con
esta solucbn se generan niveles de energa espaciados discretos conocidos como los niveles de
Landau. Si N de los niveles se encuentran ocupados y el resto esan desocupados, entonces
una brecha de energa separa los estados ocupados de los vacos, justo como en un aislante,
suprimiendo la conductividad en ebulk

Por otro lado, un material real cuenta con bordes. A medida que se realiza un acercamiento
a estos se empiezan a curvar los niveles de Landau y cruzan el nivel de Fermi, que como
consecuencia genera estados sin brecha de energa. Cada uno de estos canales arroja un valor

13
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para la conductividad deCe’~h, y el total de ella se puede expresar como la suma de la
conductividad de todos los niveles ocupados de Landau [34]

€
W ph (2-17)
Kubo presenta una teora de respuesta lineal para describir la evolucon de una variable
fsica bajo un hamiltoniano dependiente del tiempo [35]. Un ejemplo de esta teora se ha
utilizado en el alculo de la conductividad de Hall para las bandas llenas. Se enconto que

esta corresponde a una integral de la curvatura de Berry sobre la zona de Brillouin como

Xy %% S, Fyy " kedk, dky (2-18)

Para un campo magretico cero el valor de la ecuacon 2-18 est cuantizada segun se observa
en ‘;—ZC, donde C es el rumero de Chern que para un ciclo completo es un rumero
entero. Bernevig en su libro [30] resalta que la conductancia Hall de una banda llena es igual
a la integral de la curvatura de Berry sobre la zona de Brillouin. Adenas, la conductancia
de una banda llena debe ser un entero.

Como se obseno, la curvatura de Berry es el rotor de la conexon de Berry. La zona de

Brillouin es un toro por las condiciones de periodicidad. Entonces, en este no hay fronteras y
un rumero de Chern diferente de cero representa una obstruccon a la aplicacon del teorema

de Stokes sobre la zona [30].

2.2.3. Correspondencia bulk-frontera

Los aislantes topobgicos se encuentran caracterizados por la presencia de una brecha de
energa en su interior obulk y estados de conduccon en sus fronteras donde no existe esta
brecha. La correspondencia daulk-frontera se presenta en los materiales nitos, y un ejemplo

de esta fenomenologa se encuentra en el mismo efecto Hall cuantico, donde la cuantizacon
de los niveles de Landau se da precisamente en proximidad de los bordes donde comienzan
a doblarse y presentar transporte de carga. La existencia de canales de conduccon quirales
gue generan una direccon para el movimiento de las cargas tiene una profunda relacon con
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la topologa del bulk y es esta misma la que los protege frente a perturbaciones. En otras
palabras, se pueden tomar los invariantes topobgicos dalilk para realizar predicciones sobre
el comportamiento en la frontera [36, 37].

A continuacon, se presentan algunos de los ejes tematicos relacionados con la topologa en
el estudio de materiales, los modelos pioneros en estos trabajos; adenas, de sus metodologas
de investigacon que permiten llegar a la formulacon de invariantes topobgicos.

2.2.4. La topologa en el estudio de materiales

La topologa es una rama de las matematicas que se encarga del estudio de las propiedades
de los cuerpos (agujeros, nudos). Como principio se declara que los objetos que cuentan con
el mismogenusson topobgicamente equivalentes. Estgenusse puede interpretar como el
rumero de agujeros con los que cuenta un objeto; se sabe que para abrir uno en un cuerpo
geonetrico este debe experimentar la accon de una fuerza tal que logre que las super cies
gue componen el objeto se unan; en este caso, se dice que se ha cambiado la topologa del
cuerpo. Este mismo concepto se utiliza en el estudio de materiales para identi car nuevas
fases en erminos de su topologa.

La topologa, desde el punto de vista del estado lido, no se encarga de estudiar las propie-
dades estructurales del cristal y determinar la cantidad de agujeros que este presenta. En su
lugar, esta se enfoca en analizar y presentar el comportamiento que tiene la estructura de
bandas del cristal. As las cosas, la topologa estudia la forma en la que los vectores propios
del hamiltoniano H ke cambian en funcon de“ke en la zona de Brillouin. Lo que cambia

es la forma en la que los estados propios se dividen entre estados ocupados y desocupados,
lo que se puede formular en erminos de la matrid “ke [38]. Es importante resaltar que

este es un nuevo punto de vista en la investigacon de las caractersticas de los materiales
porque ahora se va a explorar el comportamiento que presentan los vectores propios de un
hamiltoniano a medida que se esh variandoke.

La idea de estudiar materiales a partir de la topologa surge como una necesidad de explicar
el efecto Hall cuantico. En este efecto se destaca una conductancia cuanti cada como se
muestra en 2.2.2. En este experimento se encontraron niveles de Landau que para materiales
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nitos se curvan cerca de la super cie para permitir la conduccon super cial; adenas, de ser

un claro ejemplo de correspondencibulk frontera. Una posterior investigacon demuestra
gue dicho efecto se puede interpretar en erminos de invariantes topobgicos, a trawes del
uso de la fase de Berry. Este es conocido como el invariante TKNN, como se observa en la
ecuacon 2-18.

El modelo de Haldane

Fue hasta la aparicon del grafeno, como material de estudio en el laboratorio, que se retoma
el intees en el estudio de materiales desde la topologa. Haldane, en su estudio del material,
logra reproducir el efecto Hall cuantico, pero esta vez sin necesidad del uso de un campo
magretico externo [14]. Haldane realiza un estudio sobre mmo romper las simetras en el
grafeno.El realiz un primer intento para romper la simetra de inverson, con lo que logio
abrir una brecha de energa para separar los conos de Dirac; sin embargo, el material tena un
rumero de Chern nulo, lo que implica que tiene una topologa trivial no deseada. Por esto,
decidb enfocarse en romper la simetra de reverson temporal (TRS). Para lograrlo, hizo uso
del concepto de un ujo magretico neto. Introdujo un £rmino de masa que quebp la simetra

de inverson temporal. Este ermino da una fase que depende del camino que se toma. Un
campo magretico genera un ujo neto en un camino cerrado; al dar una vuelta completa se
puede tener un ujo magretico neto. Luego, Haldane investig si se puede quebrar la simetra
de inverson en el tiempo, pero manteniendo un ujo neto magretico igual a cero, con fases
no nulas en cadahoppingindividual, as se quiebra la simetra de inverson temporal sin un
ujo magretico neto, que es el efecto deseado. A continuacon, se presenta el hamiltoniano
de este modelo en la ecuacbon 2-19 como lo ilustra en su libro Foa [39].

H Q 9% 0Q dg .Q el dy (2-19)

j ije Vi ee
En la ecuacon 2-19 los braquets dobles del tercer ermino se utilizan para denotar interaccon
a segundos vecinos, 1 cuandoj pertenece a la subred Ay 1 cuandoj pertenece a
B, entonces el signo de la fase adquirida depende de la direccon a favor o en contra de la
direccon de giro del reloj. Se resalta el ermino de masa el cual es capaz de abrir una
brecha en los conos de Dirac, pero no presenta estados de conduccon super cial. Esto se
debe a que todava sobrevive la simetra de inverson temporal, la cual al realizar la suma de

16



2.2 La fase de Berry

la fase de Berry en la zona de Brillouin completa arroja como resultado cero lo que da como
resultado un material de topologa trivial. El segundo £rmino incorporado por Haldane se
trata de saltos a segundos vecinos que rompe la simetra de inversbn temporaéxp™ i j;*
signd; d,*, agu es un ujo elegido, esto se muestra en el libro de Foa [39].

Figura 2-1.: Diagrama de fases del modelo de Haldane, se observan tres fases topobgicas
diferentes con C=1, C=0y C=-1.

En su investigacon Haldane [14] logra construir un diagrama de fases que se muestra en
la gura 2-1. Aqu se evidencia un comportamiento topobgico con tres rumeros de Chern
diferentes +1, -1 y 0. De esta experiencia se resalta la necesidad de quebrar la simetra de
inverson temporal para lograr el efecto quiral del modelo de Haldane, lo cual evidencia la
inexistencia de propiedades topobgicas en materiales que preservan la simetra de inversbn
temporal, hasta que Kane y Mele presentan un nuevo modelo que ser el tema del siguiente
apartado [12].

El modelo de Kane Mele

Charles Kane y Eugine Mele en el ano 2005 presentan un trabajoRthysical Review Letters
titulado Quantum Spin Hall E ect in Graphene[12]. Ellos desean observar cual es el efecto
del acoplamiento espnorbita en el grafeno, por lo que proponen un nuevo mecanismo donde
se incluye la variable de espn, que no se haba considerado en el modelo de Haldane. Por
lo tanto, se utiliza un nuevo ermino de masa dado pori so “ijeeij $S.€];S,Scon el
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acoplamiento espnorbita a segundos vecinos. All se plantea tener un orbital para cada uno
de los sitios; adenas, se utiliza el espn a trawes del segundo ermino que conecta con la
amplitud dependiente, ; = - ;i = 1, teniendo en cuenta la orientacon de los vecinos

cercanos.

Al tener en cuenta la interaccon espnorbita para el grafeno, Kane y Mele introducen un
nuevo ermino de masa al hamiltoniano caracterstico para el grafeno. AquS, presenta
valores de mas uno o menos uno representando los grados de libertad del espn, tomando de
forma separada los hamiltonianos para cada uno de los valoresleLos espines rompen la
simetra de inverson temporal de la misma manera que lo hace el hamiltoniano de Haldane;
por ello, en conjunto lo que se encuentra son dos copias icenticas del modelo de Haldane que
no pueden interactuar entre ellas, es decir, no existe un proceso que tome un espn que apunta
hacia arriba y lo convierta en un espn que apunta hacia abajo. Estos hamiltonianos arrojan
una conductividad Hall cuantizada de €*~h. Un campo magretico genera una corriente de
espn para cada valor deS,, las cuales se cancelan entre ellas como lo declara Kane [40].
Esto arroja como resultado una corriente neta de espn dada pdg W23 Je gue da
como resultado una conductividad Hall de espng, e2 .

En este sistema se encuentra que las bandas de conduccon y de valencia se puentean de
dos formas diferentes, cada una para cada tipo de espn, haciendo que cada una de ellas
mantenga una velocidad de grupo diferente. En consecuencia, se tiene que los espines hacia
arriba y hacia abajo se propagan por el mismo borde de la muestra en direcciones opuestas.
Es clave en este momento aclarar que este hamiltoniano preserva la simetra de inverson
temporal, dado que el hamiltoniano traspone, pero al mismo tiempo invierte la direccon

del espn. Ahora, se requiere de un nuevo invariante que permita determinar si el material

es topobgico. El trabajo de Kane-Mele, que antes se pensaba solo para el grafeno, ya no
depende del material y se ha utilizado en pelculas delgadas de HgTe [13]. Iniciando una
nueva etapa en el estudio de los aislantes topobgicos.

La importancia de las simetras en el estudio de los materiales

En resumen, se ha expuesto @mo Haldane consigue romper la simetra de inverson temporal
sin necesidad de un campo magretico externo en el efecto Hall. Posteriormente, Kane y Mele
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2.2 La fase de Berry

fueron los encargados de incluir el espn en los hamiltonianos; en un principio, lo realizaron
para el grafeno donde se consiguen que aparezcan en los bordes transporte de espn para
cada uno de ellos en una direccon. Ellos obtienen dos modelos independientes de Haldane,
donde de forma local se rompe la simetra de inverson temporal pero en forma global se
mantiene. A continuacon, se van a presentar caractersticas importantes de las simetras en

el alculo de propiedades topobgicas.

Los invariantes topobgicos

En este apartado se va a realizar un bosquejo de estudios y resultados que llevan a potenciar
el uso de los invariantes topobgicos como metodologa para la caracterizacon de los ais-
lantes topobgicos, en este recorrido se muestra la importancia de las simetras de inverson
temporal TRS, la simetra de inverson espacialP, y su accon sobre las funciones de onda
de los estados k, se presenta la formulacon de la matriz dewing como una herramienta
poderosa que nos permite relacionar estados, en diferentes puntos k de la primera zona de
Brillouin necesaria dada la aparicon de los estados de Kramer en el material de estudio.
A continuacon se determina el modelo de polarizacon bajo inverson temporal en una di-
menson moderna que hace uso de la conexbn de Berry para su estudio, los resultados se
generalizan y se llevan a contemplar ahora no solamente bajo inverson temporal, sino que
ademnas se incluye el operador de inverson espacial, esto conlleva a que los investigadores
Fu-Kane establezcan su brmula que a partir del conteo del rumero de veces que aparece
una paridad impar en cada punto TRIM del espacio k se puede calcular el invariante topo-
bgico Z, 1..3; o Ya en tres dimensiones. Estos invariantes topobgicos permiten conocer si
un material es topobgicamente trivial 0 no, sin embargo, en trabajos posteriores se observa
la necesidad de expandir estos conceptos a mas combinaciones de simetras, all se exploran
aislantes topobgicos cristalinos, aislantes topobgicos fuertes, aislantes topobgicos de alto
ordenamiento HOTIs, entre otros, es objetivo de este escrito mostrar @mo la de nicon de
cadaZ, cambia dependiendo de las simetras contempladas.

La polarizacon con inverson temporal como elemento previo a la caracterizacon topob-
gica por Z,

A continuacon, se muestran algunos resultados siguiendo el trabajo de Ando [41] con el
n de dar a conocer las principales caractersticas del operador inverson temporal (TRS).
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Para partculas con espn 12 el operador de inverson temporal toma la forma isyK,
donde K es el operador complejo conjugadd,; Sy; S;) es el operador de espn dado por las
matrices de Pauli. Algunas propiedades importantes para este operador son:

S Se S Se (2-20)

" S e " Se (2-21)

aplicando el operador inversbn temporal a un operador A

* SA s e &AlVse (2-22)

suponga que el hamiltoniano de Bloch de la ecuacon 2-11 el sistema conserva la simetra de
inverson temporal entonces ;H 0, este hamiltoniano satisface la relacon

Hke 1 H ke (2-23)

El resultado de la ecuacbn 2-23 presenta gran relevancia en la caracterizacon de materiales
con simetra de inverson temporal; all se expresa que las bandas de energa de un sistema
con simetra de inverson temporal vienen en pares, es deciE(ke E” ke) y esos son los
denominados pares de Kramers. Estos pares de Kramers son degenerados en los momentos
invariantes bajo inverson temporal conocidos como TRIMs por sus siglas en ingeSiihe
Reversal Invariant Momentg donde k es equivalente ak, estoultimo por la periodicidad

de la zona de Brillouin.

Fu-Kane [42] de nen la matrizsewingw” ke como una matriz de A 2N unitaria que puede
relacionar los estados de -k con los estados en k, como se muestra a continuacon.

Wmn’\k. \Um7 kS &n‘ke (2'24)

Esta matriz es antisinetrica ya que satisface 2 1y~ aS be “b3g entre las propiedades
que presenta esta matriz destaca qu&ny., ke Wm:n ke, adenmas es fcil demostrar que
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2.2 La fase de Berry

esta matriz es unitaria como procede a continuacon
“Wke MW kes wkeN wke
n;m QI ml In
Q “UikS VSim k& Ui kS Binke (2-25)
|
mn

Por esto se determina quw“k-'\'w“k- I y w™ke es unitario, como se dijo arriba, esta matriz
denominada matriz desewing que es una herramienta matematica poderosa que permite
computar el estado nesimo en k con el estado mesimo en -k por medio de la ecuacbn

Sim; k& Q Wiy ke Sixe (2-26)
n

Otra matriz interesante para el presente estudio y la demostracon se trata de la matriz de
la conexon de Berry que se de ne como

amnAk- i \Um;k@k $|n;ke (2-27)

Se pueden utilizar las ecuaciones 2-26 y 2-27 para encontrar la relacon erdrg, ke vy
amn ke, como se muestra a continuacon

amn~ ke i\um; kSO $ln; k€
i\Um; k@k $|n; ke

IQ aJ|o?kT NAW;;ImAk“ N©|( AW;:”Ak“ $|; k€

[05)
I;l

iQ aue T Wﬁ}?m'\k‘ O WY, "kee  BI; k& WE, O Bie (2-28)

e
I;l

amn’\ ke |Q Wlo?m’\k. aJloe’kT 2$|; k€ A©kWNAkoo In

(R

a ke Wkea"kew™ke iw ke©wV ke

Sobre la ecuacbn 2-28 Ando en [41] aclara que tomando la traza de esta matriz, se encuentra
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que
Tra ke Trake iTr wke©wV ke (2-29)

As que la Tr a P,a}, Ppan Tra* dado quean, @&}, Yy an representa los
elementos diagonales de la conexon de Berry, su traza nos da la suma de las fases de Berry,
se puede observar que Ta est relacionada con los valores propios de& ke y por lo tanto
se encuentra relacionada con la estructura topobgica del sistema. Por otro lado, la ecuacon
2-28 requiere el @alculo dev©,wN. Para este n, obtenemos
O wwhs © 1 0
) i (2-30)
"OwewN W wNe 0
Por tanto w©,wN “©wewN, el siguiente paso en esta demostracbn requiere calcular
la traza de la ecuacbn 2-28 junto con la invarianza de la traza bajo las transformaciones
unitarias as se obtiene

Tr a ke Tr wkeat kewVke iTr wke©w“ ke

) (2-31)
Tr a¥"ke i Tr W ke©, W\ ke

En la ecuacbn 2-31 se puede realizar un cambio de variablekle k con lo cual se obtiene
Tr ake Tr a” ke iTr wWke©w'ke , notando que Tra Tr af dado queanm amn,
entonces nalmente la expreson

Trake Tra ke iTr wWke©w'ke (2-32)

ahora podemos denotar estas trazas com® ke que sela una expreson importante para el
@lculo del invariante Z,

Estas ecuaciones de preambulo permitian el estudio de la polarizacon moderna que se
expresa en erminos de la conexon de Berry as, las ecuaciones que hemos estudiado hasta
este momento decantaan nmas adelante en la formulacon de los invariantes topobgicds

y Z4, por lo pronto, un primer acercamiento en esta ruta se trata de analizar la polarizacon
en una dimenson en un espacio de fases Hedel espacio recproco y el tiempo. La teora
moderna de la polarizacon hace uso de la conexon de Berry como:
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2.2 La fase de Berry

dk M
P s & rEglAn»k. (2-33)
Donde Ak i “Unk Bk Bk e es la conexbn de Berry de la nesima banda, la sumatoria
propuesta lo tiene en cuenta las bandas ocupadas. Esta integral se realiza sobre la zona de
Brillouin, en principio pensemos que contamos con un modelo de dos bandas ocupadas (nas
adelante se poda generalizar el resultado) as la polarizacon sera

dk .. .
P S ~> . | Ulk@k $|1ke | UZK@k $|2ke
dk . . -
S ,2—. djip k,t‘ doo k;t" (2'34)

dk
Tr ak;te
S o Trakit

La traza de una matriz consiste en la suma de los elementos en su diagonal, se puede reescribir
la polarizacon P “te  P;"te P, te ahora, la polarizacon por inverson temporalP se de ne
en [41] como:

P P, P, 2P, P te (2-35)

P nos da la diferencia entre la polarizacon entre las bandas con espn hacia arriba y la banda

de espn hacia abajo ya que esta$i; kee y &, kee son pares de Kramers por la simetra

de inverson temporal que presenta el sistema, lo mismo va a suceder respecto al tiempo en
t Oyt T-2, que tamben deben ser degeneracon de Kramers para estos dos momentos,
la degeneracon de Kramers debe ser observada a algun valor k, la cual dicta que la verson

de tiempo inverso dedl;"kee, es decir 3, kee, es igual parau;” ke excepto por un factor

de fase. Entonces, para Oyt T-~2 como

S, kee e KB, kee (2-36)

S, °kee e K@, kee (2-37)

Como la matrizw es una matriz de 2 2 para un sistema de dos bandas como el que estamos
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estudiando, entonces se puede proceder a calcular los valores de las componentes de la matriz
haciendo uso de las ecuaciones 2-36 y 2-37, aqu se observa que la diagonal principal sea
cero, ya que estas ecuaciones convierterdia kee en erminos de $i;,” kee y por la ecuacbn

2-25 sem nulo, por otro lado la diagonal secundaria s se puede calcular y sus resultados son:

Wi Kite  “u;” KeS Sy kee

u;” ke K@ kee (2-38)

el ke
Woi Kite Uy keS S kee

‘Uy” keS el T K@, kee (2-39)

ei © ke
La matriz w de sewingmide la superposicon entre el estado $i,.xe que es el estado trans-
formado por inverson temporal y el estaddb,. ke Adenas, se puede probar que esta matriz
presenta propiedades unitaria
W TKeWnn ke in (2-40)

De esto se sigue que,,,~ ke  wpn, ke con lo que se obtiene la matrizv nal como:

0w ket T 0 el ke
" wioke 0 o " oei‘k 0 .

A~

wke (2-41)

En este proceso para computaP; la componentea;; se puede calcular y se obtiene

alf ke i‘UlA k‘S@—@k. $|1A kee
i ‘U, keS Ne'i A"’@—%e‘ ke @, kee
’ (2-42)
Ukes €K g ke ituykes @ g, kee
2 @k 2 2 @k 2
azzAk‘ @@k’\k’

Se puede realizar un proceso similar para encontrar el valor dg con lo que se encuentra
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2.2 La fase de Berry

la igualdad ay;"ke  a;;" ke @@k “ke. Por tanto, para el alculo deP; se obtiene

PlAt' Zis dkalfk;b
1 0
2—8 dkalfk;t° S dkalfk;t°

0
Zis dkAallAk;t’ alf k;t“
1 @ (2-43)
—_ k’\ Ak' L] Ak' L] —_— Ak‘.
5 S, dk a1 k;te  ax kit @k
1 - 1 @ .
— dkTr a’k;te — — "ke
2 S'o 2 S'o @k
1 1
— dkTr a'k;te  —" 7 o "Qee
2 S, 2
Dado quew;, € k* entonces se puede despejatke i"w;ye
P te ziso dkTr aCk;t —log Ww—lﬁ(;_tt' (2-44)
12 Y L°

A partir de este momento se puede calcular la polarizacon de inverson temporBl para el
sistema y utilizar la ecuacon de la traza junto con la identidad de Jacol®,log”det w™ke o
Tr wWke©,w'ke as P se calcula como:

P 2P; P “te
S, %ATr akjte Tr a kjtee i—Iog %
S, i%“ wikefowks  Llog Vv\\lli—ott
2i80_ dk@@ll(ogAdet W ke o i—log % (2-45)
6 —m——
A vl -
Flog’ % *log Vv\;i—ott
! 1» Wi Ojte? wi," jte

[ " Wy O te ’ P

Cada fraccon dentro del logaritmo en la ecuacon 2-45 representa el signo @g, dado
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Ya 5
Wio W12S
que W12 W12

illog“signo“wleO-- signo”wyy” eee, el argumento de este logaritmo solo puede tomar los

signo”wy,e, por lo tanto, esta ecuacon se puede expresar confo"te

valores 1 o que signi ca dev;,"0* y wy,~ e« tienen el mismo signo dado quig™1e 0, as

se obtieneP 0, el otro resultado es 1 que signica quew;, 0 y w;," ¢ tienen signos
opuestos dado quéog™ 1e i conlo que se obtien® 1, dados estos resultadd® puede
tomar valores 0 y 1mod 2+ fsicamente, los dos valores dé& corresponden a dos estados
de polarizacon diferentes que se pueden presentar en sistemas de una dimenson para los
tiempos t=0 y t=T/2 de acuerdo con Ando [41].

Considerando la evolucon deP del sistema desde t=0 y t=T/2. La funcon de onda $ix:e
puede ser vista como un mapa en dos dimensiones en el espacio de fase (k,t) que forma un
toro debido a las condiciones de frontera perodicas; el espacio de Hilbert puede ser clasi cado
en dos grupos dependiendo de la diferencia Beentre t=0 y t=T/2. En este caso, se de ne

una nueva cantidad como

» »

oW 0, T202 wy,t T 20 Wi 0,002 wy," 0e ¢ (2-46)
Tow 0 T2 wg, T 202 Wi 000w, 0e2e

Pt T2 Pt O
L
i

En este punto es clave denir ;  "0;0e;" ; 0s;70; T~2¢;" ;T ~2¢ para i=0 hasta i=4, con
esto la ecuacon 2-46 se puede expresar de una forma nas compacta

P°t T2 Pt O

» »

ilog, Wip" 302 wpp" ge Wi~ 102wyt e ¢
[ TUOW o3t w402 Wi 1® wypy" pe2e
4’ ~ 13
Wi i
i1 Wio~ 2 (2-47)
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2.2 La fase de Berry

Queremos extender el alculo del invarianteZ, a un sistema con nultiples bandas, ahora
tenemos N parejas de Kramers en un sistema con 2N bandas ocupadas, como el sistema tiene
simetra de inverson temporal, cada banda®”kee tiene su pareja de Kramers relacionada
con el operador , estos estados se encuentran relacionados por medio de las ecuaciones

S5°kee e "k G kee (2-48)

$°kee el Kgh" kee (2-49)

Las ecuaciones 2-48 y 2-49 declaran que si aplicamos la simetra de inverson temporal a
un estado de Kramers, se obtiene su pareja con un factor de fase» **. De acuerdo a esto,
para una generalizacon con 2N bandas, la matriz dewing ahora queda

0 eidk 0 0 ‘
—eidk 0 0 0 =

wke - 0 0 0 ei2k  — (2-50)
- 0 0 eizk 0 —

Esta es una matriz que se construye bloque a bloque y relaciona los estados con sus pares de
Kramers, es decir, cada par de Kramers ocupa una submatriz de2enw”ke, esta matriz es
antisimetrica, como se requiere el producto devi,” j*Wss  *Wse i*:iWan 12n (®, €ntre
las propiedades de una matriz antisinetrica, para su determinante se encuentra que esh
relacionada con el Pfa ano por

N

Wi~ i*W34 i* Won 128 i Me'
nl

e'Piain i Pfw e
»
Pf w™ e det w™ e

(2-51)

Se ha utilizado la brmula para el Pfa ano a la matriz de sewing w En general, el Pfa ano
se de ne para una matriz antisinetrica y se relaciona como PA 2 det A . Ahora, se lleva
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a cabo un @lculo icentico al desarrollado a trawes de la ecuacon 2-47 parB para obtener

»
1 " det w0e Pfw o *
P _—|O = —_ 2-52
i 0% TPf woe detw” o ° (2-52)

As, la de nicon del invariante topobgico Z, est determinada por Fu-Kane en [43] se
escribe como s Pfw .

Tl M o————— (2-53)

i1 detw e
Observemos que si establecemoda 2 entonces los puntos TRIMs ahora se de nen como
i "0;0e;7; 0.;7°0; ;" ; e que en este caso genera una reinterpretacon del espacio de

fases de 2D (k,t), ahora como una zona 2D de la zona de Brillouik,; ky*, as la ecuacon
2-53 nos permite una clasi cacon topobgicaZ, de un espacio bidimensional de aislantes con

simetra de inverson temporal con 2N bandas ocupadas.
Generalizando el resultado deZ, de Fu-Kane hacia tres dimensiones

En tres dimensiones se identi can 8 puntos TRIMs de alta simetra de inverson temporal

0:00, 00, 0::05 00, s :0,, 0: ; ::0 :: ,estosse ubican en cada uno de los \er-
tices de un cubo, en estos puntos TRIMs se cumple queH™ ;» 1 H™ ;e, por este
resultado se entiende que cada par de bandas de Kramers se encuentra degenerado, un cubo
cuenta con 6 planos, se esperara este rumero de invariantes topobgicos para caracterizar
topobgicamente el material; sin embargo, Moore y su grupo de trabajo [44] demostraron
gue solo hay 4 invariante<Z, sin redundancia, los cuatro invariantes topobgicoZ, fueron
presentados por Fu-Kane en [43] como

R 4 PfW h1n2ns®

ntn2n3® M > —
i1 detw nin2:n3®

(2-54)

Donde n1n2n3 %bl ”72@ ”73b3 es el vector reticular recproco, entonces los cuatro
invariantes topobgicos se escriben como

T Qe 0 M B n1;n2;n3°® (2'55)
nj 0;

28



2.2 La fase de Berry

Tl M B n1;n2;n3° (2'56)
njxi 0; ;n;
Para resaltar de la ecuacon 2-56 e, asegura que solo se va a tener en cuenta aquellos

puntos TRIMs que involucren a en la posicon determinada por el valor de esto directa-
mente permite descartar algunos puntos TRIMs y por lo tanto en el caso desolo sean el
producto de cuatro paridades. Los tres invariantes;; ,; 3 son el producto de cuatro ™
que tienen la informacon de la paridad de la funcon de onda en el punto k TRIMs y similar
al caso 2D, mientras que ely est dado por el producto de los ocho™ e, los ; caracterizan
los cambios en la paridad dentro de los tres planos y junto cogp determinan completamente
la estructura topobgica, por lo tanto hay cuatro invariantes topobgicosZ,” o; 1; 2; 3° re-
visemos el siguiente ejemplo nurnerico para comprender el uso de la paridad;e, suponga
que en un @lculo por primeros principios la paridad de la funcon de onda en los puntos
TRIMs tiene el siguiente resultado

TRIM Paridad

0,00)  +1
( ,0,0) 1
(0, ,0) -1
00,)  +1
(,,0 +1
( !0’ ) -1
(0’ ) ) -1
(..) +1

Tabla 2-1.: Ejemplo nunerico del calculo del invariante topobgico g

En este ejemplo, el @lculo deg se realiza al computar la multiplicacon de las ocho paridades
de la tabla 2-1 as, por medio de la ecuacon 2-55

Tle0 71t 17 107 167 107 17 107 1e T 1e% 1o 7 104 1 (2-57)

se obtiene, por tanto”™ 1e © 1 lo que implica que ¢ 0 determinando que el material
estudiado en el ejemplo es topobgicamente trivial.

Estos resultados nos permiten estudiar cristales que presentan simetra de inverson temporal
tan solo con el producto de la paridad de la funcon de onda en cada punto TRIMs para las
bandas ocupadas; sin embargo, Fu-Kane en 2007 presentan un trabajo [43] donde se explora
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la posibilidad de estudiar cristales que ademas cuenten con simetra de inversdd. Los
apartes mas importantes de este trabajo los desarrollamos a continuacon.

Operador Paridad

En este apartado se consideraan los efectos en los aislantes topobgicos del operador paridad;
se destacamn algunas propiedades del operador que luego sean utiles en el estudio de los
aislantes topobgicos, tomando un estad&®; edondex es la coordenada espacial y es el
espn. El operador de paridad o de inverson espacial P actia sobre este estado transformando
COmo se muestra a continuacon

PSS, e Sx; e (2-58)

en el espacik, P actia sobre un estado®; ecomo
PX, e Sk; e (2-59)

Entonces, el operador paridad invierte las coordenadas, pero preserva el espn. Se puede
demostrar ficilmente queP es un operador idempotent€)? &, es decir, queP? 1y los
valores propios de P son +1 y -1. Se debe tener en cuenta que P tamben es un operador
unitario P P . Si se escribe un hamiltoniano como

H Q & eH. <k; S (2-60)
ki; *
Entonces la operaconPHP ! es
PHP ' Q % eH. < ke'k; S (2-61)
ki; *®

La ecuacon 2-61 si el sistema satisfadd "ke H~ ke entoncesPHP ! H y el sistema
conserva la simetra de inverson. La presencia de la simetra paridad al lado de la simetra
de inverson temporal son las que declaran que los unicos puntos donde puede cerrarse 0
reabrirse una brecha de energa son los TRIM [30].
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2.2 La fase de Berry

2.2.5. Sistemas con simetra de inverson

Supongamos que un sistema sinmetrico con inverson temporal como el que ya hemos estu-
diado, ademas, muestra simetra de inverson, as las funciones de Bloch sdi, " kee, donde
n es el ndice de banda, en el TRIM ; los valores propios de paridad son,” ;* 1 as se
cumple que

P&, ¢ " i*3" i€ (2-62)

se va a asumir nuevamente que el sistema cuenta con 2N bandas ocupadas donde n y n+1
son pares de Kramers, la conexon de Berrp"ke Tr a“ke , que adenas se relaciona con
la curvatura de Berry como se demostio en 2-14

F'ke © A'ke (2-63)

La curvatura de Berry presenta una interesante propiedad cuando se trata de simetra de
inverson temporal F~ ke  F“"ke y cuando se trata de simetra de inversonF~ ke F ke
por lo tanto, en sistemas que cuentan con las dos simetras se obtiehéke 0 as que
se puede elegir umgaugepara la conexon de Berry, ahora consideremos una nueva matriz
denominadav,,, expresada como

Vin Uy ke S, "kee (2-64)

Aqu m y n son los ndices de banda, es acil demostrar que v(k) es antisimetricavp, " ke
Vom  Kee 'y unitaria P, Vimn Vif] a Y "V'keM ke |e la ecuacbn 2-64 tiene una relacbn
directa con la conexon de Berry y procederemos a demostrarlo.

Cuando P actia sobre un estado del sistema se encuentra la siguiente relacon para la inver-
sbn espacial sobre un estado de Bloch

P, kee o ke Sin kee (2-65)

Aqu ke se trata del auto valor de la paridad de la banda n en el punto k, ahora, para la
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inversbn temporal se obtuvo por medio de la ecuacon 2-26 obtenemos
B,"kee Q Wmn B3~ kee (2-66)
m
ahora se calcula la derivada de,,, como

©kVnm Ak. ©k ‘UnAk.g) SmAk.e
"Oun ke B, kee “uy"keSP  Bupy kee

(2-67)

Ahora se multiplica la ecuacbn 2-67 porvNke ., y se calcula su traza para obtener
VVKe©Vnm “Ke mm Q “Um koS PG, "kee© U ke Bip kee©Vom ke (2-68)
n
Si a la expreson 2-68 le tomamos la traza
Tr VMO Q “u "keS P& "kee© Vi ke: (2-69)
m;n

Como V' ke es una matriz diferenciable respecto a k, se cumple entonces la propiedad de la
derivada del logaritmo de una matriz, consider®@logv v ©yv, por tanto se puede calcular

la traza a ambos lados de la ecuacbn anterior con lo que se obtiene@glogv ~ Tr v 1©v

en este caso especial la matriz se cumple que

Tr vVdorv  ©Tr logv (2-70)

Usando la expresbn matematica Trlogve  log det've , que para el caso concreto de la
matriz tratada se obtiene Tr vN©,v  ©,log det’ve en este punto nuevamente se utiliza la
propiedad de las matrices antisinetricas PfA 2 det A para obtener

Tr vVov  ©log Pf2 ve
Tr vNov 20log Pf"ve (2-71)

IETr vVWov  i©log Pf ve

Estaultima expresbn se encuentra relacionada directamente con la conexon de Berayke
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como [41, 43]
a“ke i©log Pf v kee (2-72)

As para establecer la conexon de Berrya© ke 0, se necesita elegir ugaugetal que se
cumpla quePf v'ke 1; es decir, elegir la fase de la funcon de onda, " kee de tal manera
que se pueda garantizar esta condicon.

Ahora se realiza una revisbn de la matriav,,, para incluir la simetra de inverson, por de -
nicon Wmn™ i* Uy~ i*S 8, j*een los puntos de inverson temporal ; i, ademas
se sabe que al aplicar la inversbn espacial al estado nesinfo®l,” e "~ *%,” i€

A

donde ,~ ;e 1 es la paridad del estada,

Wmn™ i® Um~ i*S 8, e
Wmn: i® ‘Un:’\ \i'gip S i"\e (2_73)
Wmn  i® m i®* Un *SP 8, e

A A

Wmn  i® m  i*Vmn i®

La matriz wy,,~ i* se puede escribir como la paridad del estado multiplicada por la matriz
Vmn~ i®, que contiene informacon combinada de la simetra de inverson temporal con la
simetra de inverson espacial, como se demostraa mas adelante este resultado permitia la
de nicon del invariante Z, en erminos de las paridades en los puntos TRIMs. Ahora el
resultado del Pfa ano aplicado a ambos lados de la ecuacbn 2-73 se escribe como

N

Pf Won™ i* M 20" i*Pfvpn™ e (2-74)

n 1l
Esto demuestra que el Pfa ano de la matrizw esh relacionado con el Pfa ano de la matriz
v y las paridades ,," ¢ de los estados de Kramers en un sistema de 2N bandas, simy n
son un par de Kramers entonces se encuentra que , as, dentro de cada par de Kramers
ambos estados tienen la misma paridad, si lamamos las bandas de Kramers cG2no 1; 2ne
as podemos escribir ,, 1 2y, as las paridades pueden agruparse comg m 2n,
entonces usando la propiedad de los pares de Kramers se encuentralgf§ , LN 1 on
como se utilizo en la ecuacon 2-74; sin embargo, ya se ha jado g@augepara garantizar que
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Pf wnn™ i¢ 1 entonces
Pf WmnA i® M ZnA i® (2'75)
nil
Entonces nalmente se obtiene la relacon
A . Pf WmnA i. N A

i. S M 2n i. (2-76)
det Wmn i. nl

De acuerdo a Fu-Kane en [43] la ecuacon 2-76 signi ca que con la simetra de inverson, el
invariante topobgico Z, puede ser deducido desde el conocimiento de la paridad de cada par
de Kramers degenerado de las bandas de energa ocupadas en cada uno de los cuatro u ocho
TRIMs en la zona de Brillouin. Esto nos permite un netodo simple para determinar la fase
topobgica de algun aislante sinetrico bajo inverson espacial.

En un trabajo posterior, Khalaf y su grupo de investigacon en [45] proponen una forma
novedosa para expresar la ecuacon 2-55 del invariante topobgicg del aislante topobgico
en tres dimensiones fuerte, all de nen an, el rumero de bandas ocupadas con paridad par
" n ke 1 y n, el umero de bandas ocupadas con paridad impar,~ke 1 en cada
uno de los puntos TRIMs k, teniendo en cuenta que la paridad de Kramers, es siempre
par. El ndice topobgico fuerte >Z, se puede expresar como

~ 1o 0 M~ 1ez™" 1e2M "~ ezPk>mms N (2-77)
K >TRIMs

El factor % en la ecuacon 2-77 aparece ya que el alculo est contando los pares de Kramers en
lugar de estados individuales, es decir, el rumero total de estados ocupadodlgs n, n,,
el rumero de pares de Kramers es la mitad de ese valdy.~2, la contribucon de los estados
con paridad positiva es” 1o 2" y la contribucon de los estados con paridad negativa es
~ 13", esto es una consecuencia directa de la simetra de inverson temporal, que obliga a
los estados a aparecer en pares degenerados en los puntos TRIMs.
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2.2 La fase de Berry

2.2.6. El invariante topobgico Z4

Hasta este punto se ha realizado un completo estudio del invariante topobgige, a traves de

los autores Fu-Kane [43] y de artculos como el de Ando [41]. En la ecuacbn 2-76 se expresa
el invariante topobgico Z, en erminos de la paridad de cada par de Kramers degenerados
en las bandas ocupadas en los puntos TRIM del espacio recproco. En el presente apartado
se va a desarrollar una deduccon apoyada en artculos que han aportado signi cativamente
a la de nicon del ndice topobgico Z,.

El invariante topobgico Z, surge naturalmente como una profundizacon del ndic&, para

la clasi cacon de fases topobgicas en materiales que exhiben simetra de inverson, aunque
tamben se empiezan a considerar otro tipo de simetras que protegen los estados longitu-
dinales, o de super cie, por ello se resalta el trabajo de Liang Fu de 2011 [46], quien como
principal resultado extiende la clasi cacon topobgica de las estructuras de bandas para
incluir cierto grupo de simetra puntual, encontrando una clase de aislantes topobgicos tri-
dimensionales con estados de super cie metlicos. Este estudio prueba que en principio se
puede ampliar el rango de trabajo al incluir simetras diferentes a la inverson temporal o la
inverson espacial.

En esta Inea de caracterizacon a trawes de la consideracon de nmas simetras, surge el
desarrollo Po y su grupo de colaboradores en [47], ellos proporcionan un marco teorico
para analizar las bandas en los 230 grupos espaciales, en erminos de lo que ellos llaman el
coe ciente de grupoXgs como la raon entre la estructura de bandaSBSe que se de ne
como todas las posibles bandas de energa que cumplen con las reglas de simetra del grupo
espacial del material, y loS Al « aislantes abmicos que se de nen como todas las bandas que
corresponden aatomos bien localizados, este cociente saca a relucir las bandas que no tienen
su naturaleza en aislantes abmicos y, por tanto, su naturaleza sea mas compleja y referida
hacia las propiedades topobgicas. AsXgs Se convierte en una poderosa herramienta para
identi car las fases topobgicas en materiales cristalinos, para ciertos grupos espaciales, el
cociente da lugar &, los autores de este trabajo destacan la clasi cacon del ndice topobgico

Z, Z, para el grupo espacial 166 con simetra de inverson temporal y un signi cativo
acoplamiento espnorbita Tabla 3 de la referencia [47]. Como ya hemos visto, el criterio de
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Fu-Kane para sistemas con simetra de inverson tiene en cuenta los signos de la paridad
en los puntos TRIMs del espacio recproco en este artculo Po, generaliza el concepto y se
encuentra que en muchos casos un invariante topobgi@y es nmas adecuado para capturar

la verdadera topologa del sistema.

En esta lusqueda de nuevas simetras que protegen estados conductores resaltamos el tra-
bajo de Schindler [48] el cual se encarga de estudiar aislantes topobgicos de orden superior
HOTIs, la clase de aislantes topobgicos con estados protegidos en los bordes. Estos estados
se encuentran en las esquinas o bisagras. En el escrito se destaca el ugty galra el estudio

de la topologa de estos materiales por encima d&b; estos HOTIs requieren una generali-
zacon del Z, donde se calcule la proteccon por simetras no contempladas con anterioridad,
como simetras espaciales. En este trabajo se estudia la combinacon de la simetta con

la inverson temporal, arrojando

N

Tl MM n;k (2-78)
n 1k>Cy4

N

que tiene la misma forma de Fu-Kane y representa un invariante topobgico en presencia
de la simetra combinada de rotacon de 90 grado£, con inverson temporal T. Las ideas
expuestas en este trabajo impulsan a Scheindler et al., que en su artculo [49] publican el
procedimiento para capturar la topologa del Bismuto por medio deZ, ; all encuentran que
este material es trivial, resultado que se encuentra de acuerdo al resultado publicado [50],
pero este ndice topobgico no logra capturar algunos aspectos de la estructura electonica, en
particular la presencia de estados de bisagra quiralé$iige). Estos investigadores observaron

y anotaron una revolucon sobre este material; al indagar mas en profundidad, encontraron
que el ndice topobgico Z, no permite evaluar de forma adecuada una doble inverson de
banda que tiene este material tampoco.

Es por este motivo que Scheindler se ve en la necesidad de extender el ndigdacia los
aislantes topobgicos altamente ordenados HOTIs con simetra de inverson en el tiempo,
rotacon C3 y simetra de inverson. De acuerdo al estudio presentado para partculas espn
1-2, en los ocho TRIMs, dos puntos k son invariantes ante la rotacon C3, y T, mientras que
dos grupos de tres TRIMs se transforman unos entre otros ante la operacon C3, escriben la
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ecuacon vy L isocc iy, este producto sobre todos los estados propios de inversgR 1
de los pares de Kramer de las bandas ocupadas en los TRIs™ ;T;X;;L;e, as el ndice

de Fu-Kane se puede escribir como T xi Li,ellos concluyen que la inverson total de
bandas en los subespacios ocupados con simetra C3 y valores propiosekpy i ~3+ esan
dados por

T (2-79)

S 3. T3~ =3

T (2-80)

Respectivamente, all Scheindler distingue entre tres casos: (1) © =~ =2 1 para un
aislante trivial, (2) "+ % 1paraunZ, aislante topobgicoy(3) "+ =~ 3 1

para un aislante topobgico de alto orden (HOTIs) [49].

Entonces este artculo presenta al invariante topobgic& 4 que permite una clasi cacon mas
detallada basada en la combinacbon de simetra de inverson combinadas con otras simetras,
as este ndice se muestra como una herramienta matematica que permite el alculo de
topologa de materiales con rotaconC; y simetra de inverson espacial. Se detecta que el
Bismuto, que antes era considerado como un material topobgicamente trivial bajo B},
realmente presenta una fase topobgica protegida por simetras espaciales, lo que permite los
llamados modos de bisagraHinge).

Este ultimo resultado es importante para el desarrollo del presente trabajo, ya que es por
medio del invariante topobgicoZ, que se va a realizar la caracterizacon topobgica de los
materiales. Para esta metodologa de trabajo, se utiliza el software IrRep [51], con este @digo
se puede calcular el invariante topobgic@, por medio de los valores propios de la simetra
de inversbn en los puntos de alta simetra TRIMs. En el artculo gua del IrRep, los autores
reproducen el mismo @lculo que llevaron a cabo Scheindler para demostrar que el Bismuto
es un material con propiedades topobgicas y que el ndic& no poda capturar. Demuestran

de esta manera la fortaleza del @digo para caracterizar topobgicamente los materiales; en
el mdigo se usan los valores propios de inverson para determinar el rumero de pares de
Kramers con valores propios negativos, a partir de este rumero se calcula el nodulo 4.
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En el 2018 Ono Seishiro y Haruki Watanabe publican un artculo [52] desarrollan un marco
general para los indicadores de simetrXgs en los 230 grupos espaciales. Ellos declaran que
extienden los estudios previos de indicadores de simetra a todas las 10 clases de simetra
Atland-Zimbauer en los 230 grupos espaciales, a trawes de los indicadores de simetra aclaran
gue los aislantes abmicos Al  son un subgrupo de la estructura de banda8Se« as que

el coe ciente de grupoXgs da cuenta de la estructura de bandas que no proviene de los
aislantes abmicos. Por tanto, provienen de la topologa, as expresan este coe ciente como

Xgs “BSe~"Ale Zni Zno (2-81)

En este trabajo presentan una discuson sobre los indicadores de simetra para la cladse
bajo el grupo espaciaP1 generado por una traslacon en tres dimensiones y la simetra de
inverson. En este caso, los autores encuentran que el indicador usando la ecuacbon 2-81 es
Xgs “BSe~"Ale “Z,e3 Z, los primeros tres indicadores son los indicadores de aislante
topobgico ebil para cada uno de los planos que fue propuesto por Fu-Kane, y el factoj
corresponde a las fases fuertes del aislante topobgico; estos indicadores agregan, los autores,
que se pueden expresar con¥gs COMoO~™ ; y; ,; 1°, a 01y 1 01,23 donde

1 se de ne como la semi suma, no el producto, de las paridades de inverson en los ocho
TRIMs [52]:

1
Q "N nee>Z (2-82)

' 2 k>TRIMs

En esta ecuacbn, losn, y n, son los rumeros de bandas ocupadas con paridad positiva (par)
0 negativa (impar), respectivamente, en los TRIMs, la suma se debe realizar en todos los
TRIMs de la zona de Brillouin; un ejemplo del uso de esta ecuacon junto con sus deducciones

se realiza a continuacbn:
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2.2 La fase de Berry

Figura 2-2.: Los valores propios de paridad en los puntos de alta simetra TRIMs para la
clase AP 1 En a) se muestra la eleccon conun de las coordenadas, en b) ejemplo
de fase (0,0,0;2) que puede ser realizada como un aislante de Chern antiferro-
magretico, imagen tomada de [52].

de acuerdo a los datos de la gur&-2 se puede organizar la siguiente tabla con las paridades
de los valores paran, y n, como se muestra en la siguiente tabl2-2

Puntos TRIM k Paridades n, n,
0, 0,0) - - 0 2
(,0,0) + + 2 0
(., ,0 ++ 2 0
(0, ,0) + + 2 0
0,0,) -+ 1 1
(O! ’ ) + - 1 1
(. ) + - 1 1
(,0, + - 1 1

Tabla 2-2.: Estados de paridad del cristal mostrado en la gur@-2

Con esta informacon se va a llevar a cabo el alculo de los diferentes invariantes topobgicos
( 1; 2; 3) con las ecuaciones 2-55 y 2-56, adenas dgldado en la ecuacon 2-82
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Galculo de 1:

T Qe 7 1on 00" 1on 0" 1on o~ 10”
T 1007 1007 1e1n gl

~ 10011 (2-83)
T 102 1
porlotanto ”~ 1.+ 1 implica que ; 0 ahora el @alculo para , plano paraky
S le2 " 1eM0 0™ o7 0" IeMo © e"
S CE N CL o CE g O
(2-84)
~ 1.0 011
T 102 1
por lo tanto = 1+ 2 1 implica que , 0 ahora el @lculo para 3 plano parak,
" 1e3 " oMo oMo " JeMo © el
B T LT e
(2-85)
~fell11
B CR
por lo tanto © 1e 3 1 implica que 3 0 ahora el @lculo para ; se obtiene
1 R
15 Q N Nge
k>TRIMs
1
"0 2 "2 0 "2 0 "2 0 "1 1+ "1 1o "1 1+ "1 1
% (2-86)
> 2 2220000
1
—"lhe 2
2

por lo tanto para este ejemplo se enconto que; 0, , 0, 3 0y ; 2, los ndices
cebiles indican que la fase no es un aislante de Chern, el ndice fuerte 2 indica que la
fase puede ser un HOTI con modos de bisagra o un aislante de Chern antiferromagretico. Es
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2.2 La fase de Berry

importante resaltar que en el esquema-2 por ejemplo en el punto (; ; ) aparecen signos

+y - sugiere que ha ocurrido un cruce de bandas en algun punto de la estructura electionica,
es decir, es un punto con paridades opuestas lo que colabora cen 2 indicando una fase
topobgica fuerte.

Este invariante Z, es fundamental para distinguir fases topobgicas protegidas por inverson

y otros grupos espaciales, se destaca que cuarflp 2 se estn estudiando materiales
protegidos con modos de bisagra (Hinge). En este mismo trabajo se estudia el griapamm

para electrones con espn, se concluye que este grupo cuenta con los mismos indicadores
de simetra de P1 Xgs ~BSe~"Ale “Z,e3 Z, pero su interpretacon es diferente, este
grupo cuenta con tres espejos ortogonales con los que no cuenta el g@fogque forman
efectivamente pares de Kramers, es decir, cada banda est apareada con otra con la misma
paridad de inversbn pero opuestas por el valor propio del espejo en los TRIMs por esto, se
puede utilizar el ndice de clase All como [45, 52, 53, 54]:

N N >Z (2-87)

k>TRIMs

N
N

Khalaf y su grupo de trabajo, quienes proponen que el ndice topobgicg de la ecuacon 2-
55 se puede promover a un ndice topobgicd, en presencia de la simetra de inverson. Para
esta nueva de nicon sean, el umero de bandas ocupadas con paridad par en los TRIM k
y n, el umero de bandas ocupadas con paridad impar en los puntos de alta simetra TRIM
k, para lo cual se puede expresar la brmula de Fu-Kane, ecuacon 2-77 como

~ ~ 1n - 1 - 1
1e © M 1e2"k”™ Je32Nk Qe 2 Px>TRiMs N (2-88)
K >TRIMs

En esta parte, Khalaf propone un nuevo ndice que es simplemente la suma de las paridades
de inversbn de las bandas ocupadas, mostrada en la ecuacon 2-87. Al tener en cuenta el
rumero total de las bandas ocupadas n que incluye las que tienen paridades positivas y
negativas y al comparar con la ecuacon 2-78 se llega a la relacon

Y le0 S e (2-89)

Aqu ; contiene mas informacon que o que es estable en mod 4, en el sentido de que alguin
aislante topobgico trivial no se vel afectado al incluir mas bandas triviales, ; es mod 4.
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Z, se traduce directamente de ; y su informacon contenida esh linealmente relacionada,
el rumero de pares de Kramers con paridad impar con valores propios (+1) en cada punto
k TRIMs el ndice Z, se de ne como [55] la equivalencia entre las ecuaciones 2-88 y 2-89 se
puede establecer de la siguiente manera: Khalaf, quien incluye un apartado para discutir el
ndice Z, para simetra de inverson en [45], comienza la discuson dando las de niciones de
n, y n, como el rumero de bandas ocupadas con paridad par e impar respectivamente en los
TRIMs, aclara que por los pares de Kramers las cantidadag son pares, adenmas procede a
partir de la ecuacon de Fu-Kane para el aislante topobgico fuerte 2-88, entonces el trabajo
de Khalaf consiste en buscar una forma alternativa para expresar lo mismo que el invariante
0, por lo tanto hace uso de una ecuacoZ-valuada de la forma de Fu-Kane que consiste en
la simple suma de los paridades de inversbn de las bandas ocupadas y se de ne como

Q "ng ne>Z (2-90)

k>TRIMs

N

En esta ecuacon se puede deducir que el rumero total de bandas ocupadas en los puntos
TRIMs est dado porn n, n,, donde n es un rumero par, con esto en mente, se puede
tomar la ecuacbn 2-90 y sustituir el valor paran, n n,, as se procede como

1 ~
1o Q n nee nee>Z
k>TRIMs
1
= n 2n.e>Z (2-91)
4k>TRIMs
1 n Q n>Z
4k>TRIMs 2k>TRIMs “

Como el umero de puntos TRIMs considerados para el invariante, son n=8, estaultima
expreson se puede expresar como

Q n.>Z (2-92)

k>TRIMs

=
N
S

NI
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Ahora para relacionarlo con ( se calcula el valor dé 1+ : para obtener

1
~ et 7 1.2n 5 PisTRIMs N >Z
1
~ 1.2n'* 1e 2PksTriMs Ny

(2-93)

1
Je % PksTRIMs N

" let " e

Para estaultima ecuacon se ha utilizado el hecho de quée 1P 1 adenmas que™ 1e *

1+, esta ecuacon demuestra que la propuesta de Kahalaf para escribir la brmula de Fu-
Kane de una forma novedosa es \alida adenas como aclara en el escrito declara ques
estable en nodulo 4, se aclara que; o nod 2, as ; contiene mas informacon que el

o que hasta este momento solo es capaz de determinar si un material es topobgicamente

trivial 0 no, se suma tamben la estabilidad del ; en nod 4 que tiene sentido segin el
autor ya que los aislantes triviales tienen; 4n con n entero, y sumando o restando bandas
triviales no va a alterar el valor de ; nod 4. "Los grupos espaciales que contienen solamente
inversbn | en suma con traslacon son llamadoB 1 (No. 2) en las referencias cristaloga cas)
el ndice ; puede ser de nido para cada supergrupo del (Grupos espaciales que contienen
P1 como subgrupo) es decir para todos los grupos espaciales centro sinetricos'[45].

En este trabajo, adenas se presenta una tabla donde se relacionan los indicadores basados
en simetra con la topologa de banda; en especial, se extrae la siguiente informacon para
el grupo espacial 166, al que pertenece la mayora de los materiales de estudio del presente
trabajo ver tabla 2-3.

Zhida Song et al. en su artculo [53] realizan un exhaustivo mapeo desde los datos de simetra
hacia los datos topobgicos para estructuras de bandas con gap en presencia de la simetra
de inverson temporal para cada uno de los 230 grupos espaciales, este mapeo se realiza
utilizando indicadores basados en simetra, encontrando que los invariantes topobgicos para
dadas estructuras de banda con gap se reducen a una simple lusqueda en las tablas que
proponen, all para el grupoP 1 se forma un grupo dado poZ, Z, Z, Z,donde losZ,y

Z4 son los generadores de aislantes topobgicos cebiles y aislantes topobgicos fuertes como
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Tabla 2-3.: Resumen de los indicadores basados en simetra de la topologa de banda. Los
grupos espaciales se encuentran agrupados en su parental grupo espacial clave en
la primera columna, en la segunda columna se listan los ndices topobgicos clave
gue caracterizan las clases no triviales efgs tomado de [45]

G. espacial clave Indices clave Xg5 Xg3s grupos espaciales
14,15,48,50,53,54,
55, 57, 59, 63, 64, 66,
P1 123 1 Z, Z4 68, 71, 72, 73, 74, 84,
85, 86, 125, 129, 131, 132,
134, 147, 148, 162, 164, 166,
200, 201, 204, 206, 224.

ya se ha discutido, ellos encontraron que el indicaddy puede ser calculado por

n n
Z, Q k2 k' nod 4 (2-94)
k>TRIM

aqu n, es el rumero de paridad impar de pares de Kramers ocupados emk.es el rumero de
paridad par de pares de Kramers ocupados en k, y k se asume sobre los ocho puntos TRIMSs,
se aclara en el escrito que segun los criterios cuando se obtiehe 1;3 corresponden a
aislantes topobgicos fuertes y cuando se obtier®y, 2 corresponde a aislantes topobgicos
cristalinos protegidos por inverson. Otro aspecto a resaltar en este trabajo es que en la tabla
2 del material suplementario indican que para todos los grupos espaciales con inverson se
debe utilizar la ecuacon 2-94 para calcular €l 4. Tanaka en su artculo [56] realiza un estudio

de los estados quirales presentes en los aislantes topobgicos de orden superior (HOTIS) con
presencia de la simetra de inverson, ellos exploran todas las posibilidades de los estados
quirales en los HOTIs para los grupos espaciales magreticos de tipo |, con presencia de la
simetra de inverson, analizan el signo de la masa de Dirac en la super cie que depende de la
orientacon de la super cie, aplicando esta informacon a un antiferromagreto estrati cado
AFM los autores encuentran diferencias en los estados de borde cuando el rumero de capas
es par o impar. Las posiciones de los estados quirales no son sinetricas bajo inverson, as
que estas con guraciones asinetricas se determinan unicamente por medio del invariante
topobgico Z, que lo de nen como
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mod 4 (2-95)
| TRIM 2

Aqu n = ;e son el rumero de los estados ocupados con paridad par e impar de estados
propios en los puntos TRIM ;, respectivamente. Aclaran que cuando; 2 es cuando se
obtienen HOTIs con estados quirales.

Este invariante Z, se ha utilizado para la clasi cacon topobgica de materiales, en especial el
Li,AuBi presentado por Zhang et al. en [57] donde demuestra que a trawes de la aplicacon de
esfuerzos mea@nicos este material puede presentar los cuatro tipos diferentes de clasi cacon
topobgica Z4, en el artculo se aclara queZ, 1;3 corresponde a un aislante topobgico no
trivial con z, 1,Z, 0 indica que el sistema es un aislante trivial, pero cuando se obtiene
Z, 2indica que el sistema es un aislante topobgico cristalino; se ha de mencionar que para
este estudio los autores utilizan la brmula como de Fu-Kane dada en la ecuacon 2-94.

2.2.7. La clasi cacon topobgica del Z4

En este apartado se van a presentar la clasi cacon que se le da a los diferentes valores de
Z, de acuerdo a las condiciones de la situacon de investigacon planteada por los autores y
resumida en la tabla2-4.

Al respecto sobre la diferencia de aislantes topobgicos cristalinos y HOTIs, Xiao en [59]
declara que si un rumero impar de inverson de bandas ocurre, el TRS es su ciente para pro-
tegerlo; sin embargo, si un rumero par de inverson de bandas sucede, se requieren algunas
simetras del cristal para protegerlo o para combinarse con TRS para protegerlo, obteniendo
de este modo lo que conocemos como un aislante topobgico cristalino. Solamente las super-
cies que preservan la simetra de espejo se mantienen metlicas. Cuando las super cies no
preservan la simetra de espejo, la bisagra entre dos de estas super cies puede seguir siendo
simetrica de espejo y en la bisagra se esperan estados de conduccon; esto se conoce como
HOTI protegido por espejo.

De acuerdo a esta informacon, un invariante topobgicoZ, puede describir semimetales
siempre y cuando se cumpla la condicon de cruce de bandas en el bulk del material. Por
otro lado, si esta condicon no se cumple, entonces el ndice topobgicd, diferente de cero
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Autor principal Clasi cacon Z4 Descripcon
Los autores clasi can el Bi como
Frank  Schindler 3 HOTI con simetra de inverson, si-
[49] metra de inverson temporal y si-
metra de rotacon C ;3
El gap del material es diferente de
cero y los numeros de Chern des-
Seishiro Ono [52] Z, 2 HOTI aparecen en toda la BZ el material
es un HOTI con modos quirales 1D
en la super cie
_ Los autores declarar que
Zs L3 Tl fuerte y ellos encontraron que el
Z, 2TClI n, n
Zs Pystriv 5+ nod 4
Los autores hacen esta clasi cacon
Z, 1,3WSMyZ, 2 paraelMnShTe, FM con SOC va-
aislante de axon riable y presenta cruce de bandas
en el bulk
El Bi tiene doble inverson de ban-
da dejandoZ, 2 como el rumero
Iraola Mikel [51] Z, 2 HOTI de pares de Kramers con paridad
menos es igual a 2 mod 4 indican-
do que el Bi es un HOTI
El Bi con GS #166, el indicador de
Z, 2 Aislante topob- simetra del grupo esZ3 Z,y su
gico cristalino indicador (0 0 0 ; 2) es un aislante
topobgico cristalino
Z, 1;3 el sistema se trata de un
aislante topobgico fuerte,Z, 2
implica un aislante topobgico cris-
talino todos con gap en el bulk

Zhida Song[53]

Liquin Zhou [58]

Xiao Jiewen [59]

Z, 1;3 aislante topo-
Zhang Tan [57] bgico fuerte, Z, 2 in-
dica que es TCI

Tabla 2-4.: Clasi cacon de los materiales haciendo uso dé&l,, cuando hay cruce de bandas se
habla de semimetales topobgicos, cuando hay gap en el bulk se habla de HOTISs,
o aislantes topobgicos cristalinos
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2.2 La fase de Berry

indica aislantes topobgicos fuertes, aislantes cristalinos o HOTIs, esto siempre contando con
las simetras que protegen el cristal en cada caso particular.

2.2.8. Aislantes topobgicos

Los aislantes topobgicos surgen al intentar dar respuesta a los resultados experimentales
presentados en el efecto Hall cuantico entero [60]. Como se desarrolb en la seccon 2.2.2, la
conductancia Hall encuentra su origen en la curvatura de Berry. Tiempo despiles aparece el
escrito de Haldane [14] dondeel es capaz de generar el efecto Hall, pero sin utilizar un campo
magretico externo; aqu se identi ca la necesidad de romper con la simetra de inverson
temporal para la obtencon del efecto deseado. El resultado de Haldane es que consigue que
exista conduccon en los bordes de una muestra, como lo vimos en 2.2.4. El siguiente paso
en la obtencon de los aislantes topobgicos se debe a la incorporacon de Kane-Mele del
espn en los @lculos [12]. Estos investigadores logran el efecto Hall de espn, donde en un
borde de la muestra se tiene conduccon de partculas cargadas en ambas direcciones y sin
retrodisperson. Este efecto trasciende el material grafeno, para el cual fue creado, abriendo
la puerta a la exploracon de otros materiales [61, 62]. Esta exploracon resulta un poco nas
fcil de desarrollar cuando se cuenta con resultados de primeros principios, como el presente
trabajo, que logra guiar y ahorrar esfuerzos en la obtencon de materiales que se encuentren
clasi cados como aislantes topobgicos [63].

Los aislantes topobgicos son una clasi cacon de la materia en la cual bulk del material
presenta una brecha de energa que separa la banda de valencia de la banda de conduccon; sin
embargo, estos materiales presentan caractersticas de estados mealicos en los bordes [31, 34].
Esta condicon especial los ubica en una clasi cacon denominadmateriales topobgicos
Recuerde que la topologa es la encargada de estudiar las caractersticas geonetricas de los
objetos (rumero de huecos, nudos, etc.). En la rama de la fsica de materiales no se trata
de clasi car la cantidad de huecos que tiene el cristal estudiado, sino que se va a un sistema
mas abstracto donde es la naturaleza de las bandas ocupadas la que va a permitir realizar
un estudio topobgico.

Hasta este momento se han presentado las caractersticas teoricas de la topologa de los mate-
riales. Como es objetivo de este trabajo presentar las propiedades estructurales, electonicas,
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magreticas y topobgicas del compuesto M(Bi xShy),Te; con M los metales de transicon
del grupo 3d, V, Cr, Mn, Fe y Ni, las cuales se van a calcular haciendo uso de primeros
principios a trawes de la teora de la densidad funcional, que es un netodo efectivo para las
caracterizaciones de los materiales aislantes topobgicos magreticos [64]. Por este motivo, en
el siguiente apartado se desarrollan los aspectos teoricos relevantes en la implementacon de
la teora de la densidad funcional (DFT).

2.3. Teora de la densidad funcional DFT

Los aislantes topobgicos magreticos se encuentran compuestos poratomos de diferentes ele-
mentos, lo que conlleva a un problema de muchos cuerpos. Para el estudio de este problema,
se debe considerar la energa ciretica de cada partcula, as como las diferentes energas
potenciales ekctricas. El hamiltoniano de estudio de este problema es [65].

RO R_©F 1 €7,
R SQ— QY +Q Y
25T Mi 257 me 4", A MNZ (2-96)
1 e 1 ZiZjez
8 o W MY 870y 28 RlZ

Donde m, corresponde a la masa de los electrones que se encuentran ubicados en la posicon
N, la masa de los rucleos se denomina pbt; y se encuentran ubicados en la posicbﬁ!. Los
erminos de la derecha de la ecuacon son: energa ciretica de los rucleos, energa ciretica de
los electrones, energa de interaccon ekctrica entre los rucleos y los electrones, energa de
interaccon ekctrica electon-electon y, nalmente, la energa de interaccon rucleo-rucleo,
respectivamente.

Este hamiltoniano no cuenta con una solucon analtica debido a que la cantidad de in-
teracciones que se deben tener en cuenta crece de manera exponencial a medida que van
aumentando las partculas consideradas. Se acostumbra utilizar aproximaciones que simpli-
guen los @lculos a trawes de consideraciones fsicas. La primera de estas se conoce como la
aproximacon de Born-Oppenheimer [66]. Esta aproximacbn aclara que la cantidad de masa
gue tiene un rucleo es mucho mayor que la masa de un electon; por lo tanto, ante una per-
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2.3 Teora de la densidad funcional DFT

turbacon externa, los primeros en adquirir movimiento son los electrones, mientras que los
rucleos permanecern casi esaticos. Esto permite que la energa ciretica de los rucleos sea
casi cero y que el ermino de la interaccon ekctrica entre los rucleos se pueda hacer constan-
te y tomar como referencia para la energa. La ecuacbon entonces se reduce a los erminos de
energa ciretica de los electrones, la energa potencial entre ellos y las interacciones con los
rucleos que se consideran como externas. Por ello, el hamiltoniano queda ahora expresado
como [67].

|q f \7 Oext (2'97)

DondeT es la energa ciretica de un gas de electrone$, es la energa potencial debida a la
interaccbn entre electrones We es la energa potencial de los rucleos que ahora es externa.
El hamiltoniano, aunque ya se redujo en muchos de sus erminos, aun es un problema de
muchos cuerpos; es all donde la teora de la densidad funcional DFT aparece como una
herramienta para brindar una solucon. Esta propuesta se basa en los trabajos de Fermi [68],
aungue su estructura formal y de nitiva fue establecida por Hohenberg-Kohn en 1964 [69] y
Kohn-Sham en 1965 [70].

Se demuestra la importancia de la densidad como un paametro kasico en la obtencon de
la solucon y se establece por medio de teoremas que la densidad del estado bgsesenta
una correspondencia uno a uno con el potencial exterfig,, por lo que el valor esperado
de un observabled ser una funcionalunica de la densidad del estado base de la siguiente
manera: - $Se O . Sise involucra al operador hamiltoniano de la ecuacbn 2-97, la
energa total del estado base sela una funcional de la densidad electonicacon la forma

H Eext *§ ¥Sse " YSe: (2-98)
111111111112121222212211111111111 ’l11111111111111111111111111111’[

5

Frk

Donde Fyk se conoce como la funcional universal de la densidad de Hohenberg-Kohn
porque unicamente tiene la energa ciretica y potencial de los electrones y, en principio,
puede ser utilizada para cualquier mokcula o lido. Toda la funcional en la ecuacon 2-98
es mnima con la densidad del estado base correspondiente al potencial externo [67].
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2.3.1. La versatilidad de las ecuaciones de Kohn - Sham

Kohn-Sham son los encargados de dar utilidad a la teora de la densidad funcional de acuerdo
con su trabajo publicado en 1965 [70]. En este desarrollan un procedimiento prctico para
encontrar la densidad del estado base. Sea la funcional de la energa de correlagpde nida
como la diferencia entre los funcionales de la energa exadia E. con la energa
calculada haciendo uso de Hartree-Fock Enwr . Esto se expresa de la siguiente
forma [67]

E. T V (2-99)

Con V y T representan energa potencial entre electrones y la energa ciretica exacta, res-
pectivamente. Adenas,
Eve To Vu V. (2-100)

X
71111111111 11111‘]111111’[
5
\%

Donde Ty es la energa ciretica de electrones que no interactianyy representa la energa
potencial de Hartree-Fock y la energa de intercambid/. Al comparar estas dos ultimas
ecuaciones se encuentra q¢ V4 Vi, seaun la de nicon Ec Epr V., dondeV; es la
energa de correlacon, haciendo uso de las ecuaciones 2-99 y 2-100 se obtiene para la energa
de correlacon.

Ve T To (2-101)
Potencial de intercambioVy: se de ne como la parte de la energa presente en la solucon de
Hartree-Fock, pero ausente en la solucon de Hartree, y se expresa como

Ve Vo Wy (2-102)

Finalmente, la funcional de Hohenberg{Kohn, en la ecuacbon 2-98, se toma la forma

I:HK TO VH Vx Vc TO VH ch (2'103)

En la expreson 2-103 la forma simpli cada de escribir la funcional de intercambio y co-
rrelacon tiene la forma V.. Esta expreson no se conoce y su husqueda genera un reto en
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2.3 Teora de la densidad funcional DFT

la solucon de cada problema. Elexito de la solucon de la teora de la densidad funcional
depende de su forma funcional y de sus aproximaciones. La funcional de energa se expresa
de acuerdo con [67] como

E Vext TO VH ch Vext (2' 104)

S. Cottnier declara que\.. esta expreson se puede interpretar como una funcional de energa

de un gas de electrones no interactuante sometido a la accon de dos potenciales externos.
El primero corresponde a la organizacon de los rucleos en el material y la segunda, los
efectos de intercambio y correlacon. Esto reduce el problema de muchos cuerpos al problema
de uni-partcula sometida al hamiltoniano"[67]. Esto conlleva el cambio de un problema de
muchos cuerpos a un problema de un solo cuerpo, que es un paso deseado para la solucon
de este. Ahora bien, al buscar el extremo de la funcional 2-104, por los netodos del @alculo
variacional, se llega a una ecuacon mono-electonica de la misma forma matenatica que la
ecuacon de valores propios de Seldinger con el hamiltoniano (2-105)

3
Rs 2me©i2 Va e Vex (2-105)
s & .

La densidad del estado base que esunica se puede expresar colb P, #"[ ", De
acuerdo con las ecuaciones expuestas, se trata de un problema autoconsistente, esto porque
para encontrar ;, que es la solucon del hamiltonianddxs ; " i, se brindan las soluciones
para hallar la densidad electonica. Este ciclo inicia al determinar una densidad inicial de
prueba, con la que se obtienen los erminos del hamiltoniano. Luego, se encuentran las
soluciones ;, con estas se vuelve a calcular la densidad electonica revisando si cumple con
el criterio de convergencia propuesto que puede ser de energa o de fuerza; de no cumplirse,
el ciclo vuelve a comenzar. Un esquema sobre este ciclo se muestra en la gu8a

El proceso de @lculo autoconsistente comienza con la distribucon deatomos en la estructura

cristalina. All se genera una densidad electonica inicial que ingresa como arranque. El
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Figura 2-3.: Flujo autoconsistente para la solucon de las ecuaciones de Hartree-Fock [67]

programa crea el potencial de Hartree y el potencial de intercambi, y V.., con lo cual se
genera el hamiltoniandHs. Con esta informacon se da solucon al problema de autovalores

0 solucon de la ecuacon de Kohn{Sham, que se puede resolver por netodos numnericos.
En el programa se obtienen funciones de onda para generar una nueva densidad; si esta
densidad cumple con el criterio de convergencia, entonces esta es la densidad del campo
autoconsistente en el estado base y el programa se detiene; de lo contrario, toma ese valor
obtenido para la nueva densidad y vuelve a comenzar el ciclo, como se observa en el diagrama
de ujo expuesto en la gura 2-3.

En todo este proceso, el elemento desconocido es el potencial de intercambio y correlacon.
En este sentido, se han desarrollado diferentes potenciales que cumplan con este propsito;
algunos de ellos se encuentran basados completamente en primeros principios; otros, mezclan
algunos resultados experimentales en su formulacon. A continuacon, se presentan algunas
de las aproximaciones nmas utilizadas [71].
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2.3 Teora de la densidad funcional DFT
2.3.2. Aproximacon para el potencial de intercambio y correlacon
Gradiente generalizado

Una aproximacon muy utilizada para el potencial de intercambio y correlacon recibe el
nombre degradiente generalizaddGGA). Esta hace uso del mismo principio de la densidad
local; sin embargo, se preocupa por el gradiente que esta densidad electonica genera en
puntos vecinos. Se resalta que no hay una sola manera de declarar este gradiente y puede
hasta incluir datos experimentales, lo que conlleva a una perdida de los primeros principios.
Aunque, existen aproximaciones libres de esos pamametros de ajuste experimentales. Un
ejemplo de este esfuerzo se encuentra en el trabajo realizado por Perdew-Burke-Ernzerhof
[72], quienes presentan una derivacon de ugradiente generalizadsimple, en el que todos

los pamametros utilizados son fundamentales como

ESCA s f° ; ;0 ;0 «dN (2-107)

2.3.3. Metodos de solucon de las ecuaciones

El hamiltoniano para una sola partcula Iqsp combinada con la ecuacon de intercambio se
escribe como

R e N N
‘ ~ n
E5 8 s g Ve Vex' N Tnow (2-108)
Me 0
711111111211211211111212121212121212111212121212121212111212121212121211111121212121212121111212121212112121111121212111]

Hsp

Un netodo para la solucon de la ecuacon 2-108 consiste en postular una baseg,

PE 1Cg" 7. Donde P debe ser en principio in nito; sin embargo, en rminos pacticos esto

no se puede cumplir. Entonces, un netodo sela nas e ciente cuando considere valores de
P cada vez mas grandes. Estas bases pueden consistir en arnonicos eskricos, ondas planas,
orbitales moleculares, orbitales abmicos, entre otros. Al proponer una base se lleva a la
ecuacon de Schedinger, y esto conlleva a solucionar la ecuacon secular [67].

53



2 Marco teorico

K5
o

VPR THE e TR (2-109)
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Una base ideal para la solucon de esta ecuacon es aquella que sea ortonormal. Entonces,
el ermino de la integral de solapamiento”,, a iijbf se calcula fcilmente y con la matriz
Hamiltoniana restante se pueden encontrar fcilmente las energas. Con esto presente, es
indicada una base en trminos de ondas planas.

Metodo de ondas planas aumentadas (APW)

Figura 2-4.: Particon de una celda unitaria en esferas denu n-tin , una azul y otra roja,
gue son la regon Il; y la zona intersticial (Regon 1) esquema modi cado de [67]

Se busca un conjunto base que use otras funciones diferentes a las ondas planas, esto para
cumplir con dos objetivos: el primero, conocer el comportamiento cercano al rucleo de una
forma mas adecuada; y el segundo, evitar el uso de pseudo potenciales. Las ondas planas
aumentadas ingresan al marco de la DFT como una alternativa para conocer el comporta-
miento en regiones alejadas del rucleo, donde los electrones se encuentran ligados de una
forma cebil. Por lo tanto, en el cristal se de nen dos regiones: la primera, en las cercanas del
rucleo, donde se considera una esfera denominada esferamen-tin  ubicada en el rucleo

de losatomos; la segunda, es la regon intersticial. Un gia co de tales regiones se observa en
la gura 2-4.
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2.3 Teora de la densidad funcional DFT

Para resolver las ecuaciones de Kohn-Sham, se usan arnonicos esgtricos en el interior de las
esferas demu n-tin , y en los intersticios es mejor trabajar con ondas planas. La base se
muestra a continuacon:

¢ . .

i -I- ovek keiN N>|,

k NE - 3 A ~ ~
aPrim Aim U TTRESY fe  N>S

(2-110)

En esta ecuaconk es un vector de la celda recprocak es el vector de la primera zona

de Brillouin, Nes el vector de posicon y V corresponde al volumen de la celda unitaria
[67]. En la ecuacon 2-110 se evidencia que la zona de las esferas se trabaja con arnonicos
eskricos y la parte de los intersticios con ondas planas, obligando a que las dos formas de
las ecuaciones cumplan coR K. ax Imax, |0 que sugiere que los radios de las diferentes
esferas demu -tin  no pueden ser tan diferentes.

En conclusbon, en este apartado se identi ® el hamiltoniano del sistema, se realio la aproxi-
macon Born-Oppenheimer, se integraron las propuestas de trabajo de Hohenberg-Kohn, se
mostraron las ecuaciones de Kohn-Sham, que permiten que la propuesta sea viable a trawes
de ciclos auto-consistentes. Finalmente, se mosto la aproximacon GGA para el potencial
de intercambio con sus correspondientes soluciones.

2.3.4. El acoplamiento espnerbita

Cuando un electon gira alrededor de un rucleo, desde el punto de vista del electon, es el
rucleo positivo el que gira alrededor deel. Sabemos que una carga con velocidad genera un
campo magreticoB en el marco de referencia del electon. La interaccon de este campo
magretico con el electon genera un torque que lo tiende a alinear el momento magretico
hacia el campo magretico. As, el Hamiltoniano asociado ed B. Si se piensa en
el campo magretico que experimenta el electon en su marco de referencia debido a una
corriente efectiva debida a la carga del rucleo, se puede encontrar el campo magretico por
medio de la ley de Biot-Savart y obteneB L%L donde L es el momento angular

4 o mc?
del electon. Ahora, el momento magretico del electon en estas condiciones esa dado por
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e =S, donde S es el momento de espn. Con todo esto en cuenta, se obtiene la expreson.

e 1
HSO < 8—0' WS L (2'111)
La ecuacbn 2-111 es la expreson que tiene en cuenta la interaccon espnorbita, adenas de
que ya incluye el factor giro-magretico modi cado para el electon y el factor de preceson

1/2 de Thomas [73].

En la implementacon del acoplamiento espnorbita en VASP, se referencia el trabajo de
Steiner et al [74]. Ellos implementan el acoplamiento espnorbita en VASP utilizando el
metodo de onda aumentada 2.3.3, los autores plantean para su implementacon una expanson
de funciones pseudo y funciones abmicas como:

S,e TWf Q°Sie TifeaPTHf (2-112)
i

En la ecuacon 2-112T,f es la funcon de onda pseudo$S;ey T;f son las funciones de onda
de los electrones real y pseudo en la esfera PAWAY, T, f son proyectores PAW, entonces el
SOC se incluye por medio de la ecuacon.

R~ 1dvore,

Le 2-113
" 2meCe2 rodr ( )

HSO

aqu el operador de momento angulat. se denecomoL r py " X%, ys z* que son
las matrices de Pauli, V(r) es el potencial efectivo de la esferakyre 1 2\n/”|;r(;2. 2 usando

A

i're R{"3$S¥,, e la ecuacon 2-113 queda como

3 .
Hso W? peR; Ly pS (2-114)
Donde K~ re dy”
rc [e re "
Rij 4 SO RiT dr Rj redr (2-115)
y
Li Yim$& L mjf (2-116)

y Yim son los arnonicos eskricos La accon del operador SOC sobre los orbitales PS aclara,
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2.3 Teora de la densidad funcional DFT

segun los autores [74], se da a trawes de
Tof Q HgoTf (2-117)

donde y son las etiquetas para espn arriba y espn abajo de la funcon de onda del
espnor necesaria para describir el magnetismo no colinear.

En el siguiente captulo se llevala a cabo el estudio de las propiedades estructurales del com-
puesto M(Bi; xSh,),Te, con M los metales de transicon del grupo 3d, V, Cr, Mn, Fe y Ni. Se
realizaan mas de ochenta muestras de estos cristales que tendan diferentes con guraciones
magreticas iniciales: ferromagreticas (FM) y varias antiferromagreticas (AFM). Esto, con

el n de compararlas y encontrar las quince energeticamente nmas estables.

57



3. Caracterizacon estructural de la
familia de materiales
M(Bi 1 xSbx)2Teq

En este captulo se dan a conocer los resultados de las caractersticas estructurales de la
familia de materiales magreticos M(Bj xSh,),Tes con M metales de transicon del grupo 3d
Vanadio V, Manganeso Mn, Hierro Fe, Nquel Ni y Cromo Cr para los valores de=0, x=0.5

y x=1, por medio de la teora de la densidad funcional a trawes del @mdigo VASP [75].

Los extremos de esta familia de materiales con x=0y x=1 cristalizan en la estructura trigonal
del grupo espacial 166, conocido tamben como R-3m. Estos se caracterizan por tener una
forma geonetrica kasica con tres ejes a, b, ¢, lo que implica que el cristal tiene un eje de
rotacon de 120%, contienen simetras especulares perpendiculares al eje c, y tener traslaciones.
Para x=0.5 se encuentra que los materiales cristalizan en el grupo espacial 156, conocido
tamben como P3m1, que tamben hace parte del grupo espacial trigonal. En general, cuentan
con siete capas que se apilan a lo largo del eje ¢ en secuencia de Tel-Bi(Sb)-Te2-M-Te2-
Bi(Sb)-Tel unidos por fuerzas de Van der Waals [76]. Para cada uno de los quince materiales
del presente estudio se realiza una minimizacon onica, en la que se permite el movimiento
de losatomos y el cambio de geometra de la celda unitaria. Como estos materiales cuentan
con metales de transicon del grupo 3d, conocidos por exhibir propiedades magreticas, se
requiere tener en cuenta las propiedades magreticas de los compuestos. Se han considerado
diferentes con guraciones iniciales: la primera, ferromagretica FM, donde los espines de los
atomos de los metales de transicon apuntan hacia el eje ¢ de la celda; la segunda es la que
se denomina AFM1, que consiste en programar el magnetismo de los primeros atomos en
direccon de c y los otros en direccon -c; laultima, en la que se considera la disposicon
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AFM2, que consiste en intercalar la direccon magretica hacia ¢ y -c para cada plano del
atomo M. Una representacon de estas diferentes disposiciones se encuentra en la g8+a

Figura 3-1.: Celda hexagonal unitaria del material M(Bj xSh,),Te; con M en color verde,
Bismuto / Antimonio (Bi/Sb) en color azul y Telurio (Te) en color gris. A
con guracon ferromagretica FM, B con guracon antiferromagretica AFM1 y
C con guracon antiferromagretica AFM2.

En la metodologa de trabajo para este estudio se utiliza celda hexagonal doblada a lo
largo del eje ¢ de M(Bj xShy).Te,. Losatomos se disponen en las posiciones iniciales de
la referencia [77], se programa el @digo VASP Vienna Ab Initio Simulation Package [75]
con el netodo de onda aumentada del proyector con base de ondas planas, se utiliza el
funcional de intercambio GGA+U de los orbitales d y f localizados, el paametro U para
cadaatomo de M de la siguiente manera: Vanadio V=3.25 eV, Cromo Cr=3.7 eV, Manganeso
Mn=5.34 eV, Hierro Fe=5.3 eV y Nquel Ni=6.2 eV, como se sugiere en la referencia [1],
se utiliza el funcional de intercambio y correlacon Perdew-Burke-Ernzerhof [78] combinado
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3 Caracterizacon estructural de la familia de materiales M(Bi xShy).Te,

con el metodo GGA+U, se establece un criterio de convergencia para la energa total entre
1.0x10 5 eV y 1.x10 ¢ eV de acuerdo con el grupo de estudio, siempre con un paametro de
convergencia de la fuerza maxima en losatomos de 0.01 eA/se trata de una relajacon de
iones mediante el metodo de minimizacon de la energa. En todos los casos, a menos que se
indique lo contrario, se realiza una relajacon tanto de los pammetros de la celda como de las
posiciones de losatomos, se utiliza un tratamiento tetraedrico de la ocupacon electonica,
se consideran los dos valores de espn y se utiliza la correccon de Hubbard (LDA+U) con
la correccon de Dudarev [79], esta metodologa de trabajo se encuentra guiada por trabajos
gue en la misma Inea han estudiado aislantes topobgicos [2, 77, 80, 81, 82, 83, 84, 85].

Figura 3-2.: Ga ca de energa en meV en funcon de la malla de puntos k para el MnBiTe,.

Para la eleccon de la malla de puntos k del espacio recproco y la energa de corte de las
ondas planas generadas se procede a realizar @lculos auto consistentes de una celda unitaria
hexagonal de la energa en funcon de los puntos k. Como ejemplo se muestran los resultados
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para el MnBi,Te, en la gura 3-2. Se sabe que entre mayor cantidad de puntos k se obtiene
mayor precison; sin embargo, esto incrementa el costo computacional. De acuerdo con los
resultados, una eleccon adecuada para este material es una malla de puntos k de 9x9x3.
Para la eleccon de la energa de corte de las ondas planas se realiza una ga ca de energa
de la celda en funcon de la energa de corte. Como ejemplo para el MBe, se presenta

en la gura 3-3; para mantener un equilibrio entre el coste computacional y la precison
en esta ga ca, una eleccon adecuada para la energa de corte ENCUT es de 450 eV. En

Figura 3-3.: Ga ca de energa en meV en funcon de la energa de corte ENCUT para el
MnBizTe4.

la caracterizacon estructural de esta familia de materiales se han apilado a lo largo del
eje ¢ dos celdas unitarias del material M(BiyxSh,),Te;. Debido a que cada celda unitaria

cuenta con un rumero impar de los metales de transicon M y con ocasbn de obtener fases
antiferromagreticas se requiere un rumero par. Para las estructuras que solo cuentan con
Bismuto x 0 y Antimonio X 1 se genera una celda ferromagretica FM y dos celdas
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3 Caracterizacon estructural de la familia de materiales M(Bi xShy).Te,

antiferromagreticas AFM1 y AFM2, como se ilustran en la gura3-1

Figura 3-4.: Presentacon de la celda unitaria trigonal hexagonal del MBiSbTe Para todas
las disposiciones losatomos de M (color rojo), atomos de Bismuto (morado),
atomos de Antimonio (color verde) yatomos de Telurio (color gris). Se recuerda
que este material cristaliza en grupo espacial 156.

Para el desarrollo de materiales que cuentan con distribucon equitativa de Bismuto Bi y
Antimonio Sb, es decir, corx=0.5 en la brmula estequionetrica M(Bi, «Sh,).Te,; se tiene

en cuenta que en una celda unitaria se tienen seis posibles sitios en los cuales se ubicaan
tresatomos de Bismuto (Bi) y tresatomos de Antimonio (Sb). Como esta distribucon es
aleatoria en el material y depende del tipo de fabricacon del cristal, se han identi cado tres
posibles celdas simples unitarias que cumplen con este objetivo, como se ilustran en la gura
3-4.

En esta se ilustra que la celda A corresponde a una con guracon donde los atomos de

Bismuto ocupan los primeros tres sitios, mientras que losatomos de Antimonio, los siguientes

tres, obteniendo Bi-Bi-Bi-Sb-Sbh-Sbh. La celda B corresponde a una celda unitaria que presenta
dos sitios de Bismuto, unatomo de Antimonio, uno de Bismuto y dos de Antimonio para
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obtener Bi-Bi-Sb-Bi-Sb-Sh. Porultimo, la celda unitaria C muestra posiciones intercaladas
entre Bismuto y Antimonio para obtener Bi-Sb-Bi-Sb-Bi-Sb.

Figura 3-5.: Presentacon de la celda unitaria trigonal hexagonal doble del MnBiSb7elonde
se muestra el detalle de las posiciones de losatomos de Bismuto (morado) y
atomos de Antimonio (verde).

Ahora, para obtener una con guracon antiferromagretica se requiere duplicar la celda unita-
ria en el eje ¢, como ya se ha discutido con anterioridad; por este motivo se pueden encontrar
siete con guraciones diferentes entre las celdas unitarias A, B y C. Cada una de estas nuevas
con guraciones se representa en la gur&-5. En esta se han dejado de mani esto las posi-
ciones de losatomos de Bismuto en color morado y Antimonio en color verde. Cabe resaltar
gue aparece una nueva celda que no es producto de las combinaciones de las celdas unitarias
A, By C de la gura 3-4y se trata de una celda donde en la parte inferior se encuentran
ubicados los seisatomos de Bismuto y en la parte superior los seisatomos de Antimonio.
Esta celda se clasi ca en el presente trabajo como DD. En todos los procesos de minimizacon
estructural de los materiales con x=0.5, es decir, del material MBiSbj,ese han programado

las siete celdas de la gura-5, esto con el n de identi car la celda antiferromagretica mas
estable para cada valor de M propuesto.
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3 Caracterizacon estructural de la familia de materiales M(Bi xShy).Te,

En cada uno de los estudios de estructura se presenta la energa de formacon, se identi ca el
grupo espacial en el cual cristalizan cada una de las muestras, se presentan las caractersticas
geonetricas de las celdas unitarias y se identi ca elangulo de formacon entre el Telurio,
elatomo M vy el siguiente Telurio mas cercano. De esta informacon se eligen las quince
estructuras, energeticamente hablando, nmas estables y con las que se continuaa con la
caracterizacon electonica, magretica y topobgica en los siguientes captulos.

3.1. Caracterizacon estructural del V(Bi 1 xSbhy),Tes

Figura 3-6.: Celda unitaria doble del V(Bi xShy).Te4, con posiciones del Vanadio en color
verde, posiciones del Bismuto/Antimonio en color azul y posiciones del Telurio
en color gris,A celda rombotedral doble con 14atomo® celda hexagonal con
42 atomos.

En este apartado se presentan los resultados estructurales para la posicon M con Vanadio.
Este material se ha utilizado antes, permitiendo por diferentes nmetodos a anzar el magnetis-
mo sobre aislantes topobgicos [19], posee un rumero impar de electrones en su con guracon
electonica, permitiendo con guraciones magreticas. Ya en metodologas de investigacon que
tienen en cuenta efectos de proximidad entre aislantes topobgicos con aislantes ferromagre-
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3.1 Caracterizacon estructural del V(Bh xShy).Tey

ticos se ha usado, en 2015, Charey al reporta un estado Hall en pelculas ultradelgadas
de (Bi,Sb)Te; dopado con Vanadio, sobre una pelcula delgada de SrTi(86], se estudia

el efecto del Vanadio en estructuras tridimensionales con combinaciones entre Bismuto y
Antimonio.

Ahora, se presentan los resultados de la estructura de los compuestos Y EBh),Te,,

con x=0 y x=1. Se encuentra que estos materiales cristalizan en la estructura rombcedrica
"R 3me en el grupo espacial trigonal 166, como lo indica Zhang en su trabajo [87]. Una
caracterstica interesante sobre este grupo espacial es que cuenta con dos celdas unitarias,
una hexagonal y una forma rombcedrica, como se muestra en la guBa6. Estos compues-

tos, en general, cuentan con siete capas que se apilan a lo largo del eje ¢ en secuencia de
Tel-Bi(Sh)-Te2-V-Te2-Bi(Sb)-Tel, unidas por fuerzas de Van der Waals.

Figura 3-7.: Ga ca de energa en eV en funcon de la malla de puntos k para el VBiTe,4

En la metodologa de investigacon para M=Vanadio, se hicieron @lculos de primeros prin-
cipios utilizando el paquete de software VASP [75], se emple el netodo de relajacon de
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3 Caracterizacon estructural de la familia de materiales M(Bi xShy).Te,

estructura bajo la diramica de iones libres, permitiendo la modi cacon del tamano de la
celda unitaria; tambéen, el criterio de convergencia se establecb en k00 ¢ con un criterio

de fuerza de 0.01 eVA, la energa de corte se eligp de acuerdo con los resultados de la
gaca 3-8 en 450 eV, se consideo la correccon de Van der Waals debido a que las capas
del material son ficilmente exfoliables. Para mejorar la descripcon de las interacciones entre
electrones, se implemenb la correccon de Hubbard a trawes del metodo LDA+U con valor
de U=3.25. En este caso, se programaron celdas hexagonales dobles de; (@, ), Te,, los
atomos se organizaron de acuerdo con la referencia [77].

Figura 3-8.: Ga ca de energa en meV en funcon de la energa de corte ENCUT para el
VBi,Te,

Es importante resaltar que en este punto que se desarrollaron estudios de la estructura del
V(Bi, xSb),Tes conx 0,x 1yx 0.5, el primeroy el segundo hacen referencia a los

materiales que contienen solo Bismuto y solo Antimonio respectivamente, mientras que el
tercero presenta una mezcla de Bismuto y Antimonio equitativa. En los siguientes apartados

se muestran los resultados.
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3.1 Caracterizacon estructural del V(Bh xShy).Tey

Para elegir la malla de puntos k adecuada en el caso del Vanadio, se procedo a realizar la
ga ca de energa total en eV en funcon de la malla de puntos k, como se muestra en la
gaca 3-7. Se enconto que una malla de puntos k igual a 9x9x3 es adecuada para encontrar
la precison requerida del alculo.

En husqueda de optimizar los recursos computacionales, se requird realizar una ga ca de
energa total en funcon de la energa de corte ENCUT, como se muestra en la ga c8-8;
se obtiene una energa de corte de 450 eV como adecuada.

3.1.1. Caractersticas estructurales del VBi ,Tes y VSbh,Tey

En los materiales VB}Te, ¥y VSb,Te4, los atomos del metal de transicon del grupo 3d
Vanadio presentan caractersticas magreticas; se han estructurado tres tipos diferentes de
celdas hexagonales dobladas en el eje c, debido a que se requiere un rumero par deatomos
de Vanadio, como se ha desarrollado en estudios de esta familia de materiales en los artculos
[2]. Presentamos dos tipos de antiferromagnetismo: AFM1, donde los primeros tresatomos
de Vanadio apuntan hacia el eje c y los siguientes tresatomos apuntan hacia -c; en cuanto a
la segunda celda unitaria antiferromagretica AFM2, se disponen losatomos magreticos con
direcciones hacia c y -c intercaladas. Una imagen sobre estas disposiciones se muestra en la
gura 3-1

Tabla 3-1.: Caractersticas estructurales del VBjTe, y VSbh,Te, para diferentes sistemas
magreticos. [1]

Material C. magretica a Ae C A "Xe Er (meV) a " Aey C A
4.3700 y 81.200 [84];
4.3500 y 82.6200 [88]

VBi,Te, AFM2 4.3539 80.9494 83.9834 0.00

VBi,Te, AFM1 43511 81.2359 84.0312 0.46
VBi,Te, FM 4.3534 81.0952 84.0523 1.62
VShb,Te, AFM2 42793 80.2408 85.4543 0.00
VShb,Te, AFM1 4.2813 80.2165 85.4364 2.01
VSh,Te, FM 4.2820 80.1922 85.4291 3.41

De acuerdo con los resultados, se encuentra que la con guracon AFM2 presenta una estruc-
tura mas estable desde el punto de vista energetico, tanto para el compuesto con Bismuto
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3 Caracterizacon estructural de la familia de materiales M(Bi xShy).Te,

VBi,Te, como para el compuesto con Antimonio VSBe,. Los datos estructurales se pre-
sentan en la tabla3-1 donde tamben se ha incluido elangulo de formacon entre el Telurio,
el Vanadio y el Telurio.

Figura 3-9.: Estructura cristalina de celda unitaria ferromagretica AFM2 VBbpTe, tanto
hexagonal como romboedral (izquierda) y VShe, hexagonal y romboedral
(derecha)

Se optimizaron las posiciones abmicas y los paametros de estructura, de acuerdo con los
@lculos de energa. La estructura AFM2 es la mas estable tanto para la combinacon que
tiene solamente Bismuto como para la combinacon que solo tiene Antimonio. Se encontio
gue estos materiales cristalizan en el grupo espacial 166 (R-3m), creando capas sptuples
unidas por fuerzas de Van der Waals. Las posiciones de equilibrio se presentan en la tabla
3-2, adenms, en la gura 3-9 se presentan las celdas rombaedricas y hexagonales de estos
materiales.
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3.1 Caracterizacon estructural del V(Bh xShy).Tey

Tabla 3-2.: Coordenadas abmicas calculadas en el equilibrio para VHie, y VSb,Te,

Smbolo de ,
Atomo Simetra X y z
Wycko

Vi 3a -3m 0.00000 0.00000  0.00000
Vs, 3b -3m 0.33333 0.66667  0.16667
Biy 6C 3m 0.66667 0.33333  0.04460
Bi, 6C 3m 0.66667 0.33333  0.12206
Te, 6C 3m 0.33333 0.66667  0.01857
Te, 6C 3m 0.00000 0.00000  0.06589
Tes 6C 3m 0.33333 0.66667  0.10077
Tey 6C 3m 0.00000 0.00000  0.14809
V, 3a -3m 0.00000 0.00000  0.00000
V, 3b -3m 0.33333 0.66667  0.16667
Sh 6C 3m 0.66667 0.33333  0.04465
Sh, 6C 3m 0.66667 0.33333  0.12202
Te, 6C 3m 0.33333 0.66667  0.01923
Te, 6C 3m 0.00000 0.00000  0.06559
Tes 6C 3m 0.33333 0.66667  0.23225
Tey 6C 3m 0.00000 0.00000  0.14744

En el siguiente apartado, se dan a conocer los resultados de la optimizacon estructural para
el VBiSbTe, que corresponde a x=0.5 en la brmula estequionetrica; en este caso se cuenta
con igual cantidad deatomos de Bismuto como de Antimonio.

3.1.2. Caractersticas estructurales del VBISbTe 4

De acuerdo con la exploracon de materiales que contienen igual cantidad de Bismuto Bi y
Antimonio Sh, desde la teora de la densidad funcional, se pueden generar diferentes estruc-
turas cristalinas que cumplen con esta estequimetra intermedia para x=0.5 en la brmula
V(Bi; xSh,),Tes, teniendo esto en cuenta, se utilizan celdas unitarias dobles mostradas en
la gura 3-4; adenas, se incluyen @lculos para diferentes combinaciones de antiferromag-
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3 Caracterizacon estructural de la familia de materiales M(Bi xShy).Te,

netismo AFM1 y AFM2 en algunas de ellas. Los resultados se presentan en la taBig,

se encuentra que la combinacon energeticamente mas estable corresponde a doblar la celda

unitaria B de la gura 3-1con una condicon antiferromagretica de tipo dos AFM2, es decir,

cada uno de los planos del Vanadio apunta hacia el eje ¢ o -c de forma intercalada.

Tabla 3-3.: Caractersticas estructurales del la celda antiferromagretica VBiSbTg

Material Con guracon aAs  CAe “Ae Erotl
magretica (meV)
VBiSbTe, AFM2 BB 43180 80.6546 84.6748 0.0
VBiSbTe, AFM2 AC 43170 80.8558 84.8211 2.74
VBiSbTe, AFM1 AA 43175 80.7650 84.7609 3.13
VBiSbTe, AFM2 CC 43182 80.6249 84.7425 3.32
VBiSbTe, AFM2 AA 43168 80.8920 84.5944 34
VBiSbTe, AFM1 CC 43178 80.8920 84.6984 4,93
VBiSbTe, AFM2 BC 43182 80.7303 84.7665 4.94
VBiSbTe, AFM2 AB 43178 80.7689 84.7237 7.32
VBiSbTe, AFM1 DD 4.3154 80.9765 84.6349 18.91
VBiSbTe, AFM2 DD 43172 80.8839 84.5958 27.8

Se observa en la tabla que las con guraciones magreticas AFM2 BB, AFM2 AC y AFM1

AA cuentan con energas de formacon muy cercanas, lo que implica una competitividad en

la estabilidad del sistema entre ellas. Se enconto que la con guracon antiferromagretica

AFM2 BB corresponde a capas de Bismuto y Antimonio dispuestas como Bi-Bi-Sb-Bi-Sb-
Sb dos veces a lo largo del eje c; adenas, la direccon magretica del Vanadio cambia entre
direccon c y -c, para cada uno de los seisatomos de la celda unitaria doble. De acuerdo con
la formacon del cristal VBiSbTe, energeticamente mas estable, antiferromagretico de tipo
AFM2, se trata de un cristal que crece segun el grupo espacial 156, que presenta una simetra
tetragonal. Los planos de Bismuto y Antimonio se distribuyen como Bi, Bi, Sb, Bi, Sb, Sb, lo
gue se duplica a lo largo del eje c para poder obtener combinaciones antiferromagreticas. Una
representacon de la distribucon de las posiciones de esta estructura cristalina se encuentra
en la imagen3-10.
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3.1 Caracterizacon estructural del V(Bh xShy).Tey

Figura 3-10.: Estructura cristalina de celda unitaria antiferromagretica AFM2 VBiSbTe
hexagonal en la con guracon BB.

Las posiciones de la estructura del cristal mas estable se presentan en la takla
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3 Caracterizacon estructural de la familia de materiales M(Bi xShy).Te,

Tabla 3-4.: Coordenadas abmicas calculadas en el equilibrio para VBiShie

Smbolo de _
Atomo Simetra X Yy z
Wycko

Vi la 3m 0.0 0.0 0.00000
Vs, la 3m 0.0 0.0 0.49880
Biy la 3m 0.0 0.0 0.28878
Bi, la 3m 0.0 0.0 0.78878
Sh la 3m 0.0 0.0 0.21159
Sb, la 3m 0.0 0.0 0.71159
Te, la 3m 0.0 0.0 0.06551
Te, la 3m 0.0 0.0 0.14895
Tes la 3m 0.0 0.0 0.56548
Tey, la 3m 0.0 0.0 0.64894

A continuacon se exploran los resultados de estructura al incluir el Cromo como atomo
magretico M en la brmula estequionetrica M(Bi, xShy),Te,.
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3.2 Caracterizacon estructural del Cr(Bi xShy).Tes

3.2. Caracterizacon estructural del Cr(Bi 1 xSbhy)oTeq

Figura 3-11: Gia ca de energa en meV en funcon de la energa de corte ENCUT para el
CrBizTe4

En esta seccon, se presentan los resultados estructurales que se obtienen al reemplazarato-
mos de Cromo en los sitios M en la brmula estequiornetrica M(Bi4Sh,),Tes, un elemen-

to metalico con rumero abmico 24, el cual exhibe propiedades magreticas a temperatura
ambiente. Este elemento pertenece al grupo 3d, por lo que se ha usado en diferentes in-
vestigaciones relacionadas [21, 89]; se destaca que la primera observacon del efecto Hall
aromalo cuantico se realio en pelculas delgadas de 5 nm uniformemente dopadas con Cro-
mo Cry(Bi; yShy), xTes que se creco sobre un sustrato de SrTiO[90]. Es interesante y
objetivo de esta tesis identi car si el Cromo presenta un comportamiento de aislante topo-
bgico en tres dimensiones. Esta familia de materiales nuevamente cristaliza en la estructura
rombadrica (R-3m) del grupo espacial 166 para x=0 y x=1, de la misma manera que el
material que contiene Vanadio. Nuevamente, este material cuenta con dos celdas unitarias,
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3 Caracterizacon estructural de la familia de materiales M(Bi xShy).Te,

una hexagonal y otra rombcedrica, como se ha presentado en la guBa6, lo que brinda
ventajas en algunos costos computacionales de los @lculos desarrollados. La idea de estos
materiales es contar con la capa quntuple del aislante topobgico Bies y colocar una capa

de material magretico entre ellas para crear las ya conocidas capas sptuples Tel-Bi(Sb)-
Te2-Cr-Te2-Bi(Sb)-Tel, que se encuentran unidas por fuerzas de Van der Waals.

Figura 3-12.: Ga ca de energa en meV en funcon de la malla de puntos k para el CrBiTe,4

Abordando la metodologa en VASP utilizada durante el alculo, recordamos que contamos
con tres extremos a desarrollar el material Cr(BiySh,),Te, conx 0 material que cuenta
solamente con Bismuto, x=0.5 material que combina cantidades iguales de Bismuto y An-
timonio y x 1 material que cuenta solamente con Antimonio. Frente a esto se programan
celdas unitarias dobles para cada uno de ellos con el n de tener en cuenta con guraciones
antiferromagreticas del cristal, losatomos se organizan en las posiciones iniciales de la refe-
rencia [77], nuevamente se utilio el software VASP (Vienna Ab Initio Simulation Package)
[75], se implemenb el metodo de relajacon de estructura permitiendo el movimiento de los
iones as como el tamano de la celda unitaria, se establece el criterio de convergencia en
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3.2 Caracterizacon estructural del Cr(Bi xShy).Tes

1.0x105, el criterio de convergencia en fuerza maxima se ubica en 0.01 éV//con el netodo

de ondas aumentadas, el intercambio GGA+U con el paametro U=3.7 eV, con energa de
corte ENCUT=450 eV, esteultimo se tonb de acuerdo con la ga ca de energa total en
funcon de ENCUT que se muestra en la ga ca3-11, se utilizan correcciones relativistas y
relacionadas con las fuerzas de Van der Waals, para elegir los puntos de malla k, se procede
a realizar el alculo de energa en funcon de malla de puntos k como se muestra en la ga ca
3-12 Se obtiene que la mejor malla es 9x9x3, esta es una malla ideal que nos permite realizar
las minimizaciones deseadas equilibrando los recursos computacionales del proyecto.

3.2.1. Caractersticas estructurales del CrBi ,Tes y CrSb,Te,

Se examinan las propiedades estructurales de los materiales GiBj y CrSb,Te,, para cada

uno de estos materiales se han preparado tres diferentes celdas unitarias dobles con el n
de considerar tres escenarios magreticos diferentes tal como se muestran en la ¢8vh

el primero, ferromagretico FM con con guracon magretica apuntando hacia el eje c, el
segundo, AFM1 que consiste en que losatomos de Cromo ubicados en la parte inferior de la
celda apuntan hacia c, mientras que los restantesatomos apuntan hacia -c, la tercera celda
doble considerada se trata de la AFM2, en la cual los espines de losatomos de Cromo se
encuentran intercalados entre los que apuntan hacia c y los que apuntan hacia -c. En cada
uno de estos casos, ya sea para el cristal que solo contieneatomos de Bismuto o el cristal que
solo contieneatomos de Antimonio, se permite que en la minimizacon estructural se puedan
modi car tanto las dimensiones de la celda como las posiciones.

Tabla 3-5.: Caractersticas estructurales del CrBjTe, y CrSh,Te, para diferentes sistemas

magreticos.
Material C. magretica a Ae C Ae R Er (meV) a Aey Cc A
CrBi,Tey FM 4.2965 79.8285 84.0053 0.00 4.321 y 80.0700 [91];

CrBi,Tey AFM1 4.2917 80.1040 84.0027 141.23
CrBi,Tey AFM2 4.2717 81.2562 84.3252 407.27
CrSh,Te, FM 4.2204 78.6605 85.4255 0.00

CrSh,Te, AFM1 4.2225 78.5891 85.4848 112.18
CrSbh,Te, AFM2 4.1984 80.1596 85.9321 400.05
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3 Caracterizacon estructural de la familia de materiales M(Bi xShy).Te,

Las propiedades estructurales se determinan de acuerdo con la energa de formacon que
presenta cada tipo de cristal, teniendo esto en cuenta, se dispone de la taBid en la
cual se optimizaron las posiciones abmicas y los paametros de estructura, en este caso
la estructura mas estable es la ferromagretica FM tanto para el CrBiTe, como para el
CrSh,Tey, este resultado est en consonancia con la publicacon realizada por el investigador
Petrov y su grupo de investigacon en [91], se encuentra que esta combinacon cristaliza en el
grupo espacial 166 (R-3m). Las posiciones abmicas de los cristales de GTB} y CrSh,Te,
ferromagreticas nas estables se presentan en la tabBa6.

Tabla 3-6.: Coordenadas abmicas calculadas en el equilibrio para CeBe, y CrSh,Te,

Smbolo de )
Atomo Simetra X y z
Wycko

Cry 3a -3m 0.00000 0.00000  0.00000
Cr, 3b -3m 0.33333 0.66667  0.16667
Bi, 6C 3m 0.66667 0.33333  0.04520
Bi, 6C 3m 0.66667 0.33333  0.12147
Te, 6C 3m 0.33333 0.66667  0.01860
Te, 6C 3m 0.00000 0.00000 0.06746
Tes 6C 3m 0.33333 0.66667  0.09920
Te, 6C 3m 0.00000 0.00000  0.14807
Cry 3a -3m 0.00000 0.00000  0.00000
Cr; 3b -3m 0.33333 0.66667  0.16667
Shy 6C 3m 0.66667 0.33333  0.04512
Sh, 6C 3m 0.66667 0.33333  0.12155
Te, 6C 3m 0.33333 0.66667  0.01933
Te, 6C 3m 0.00000 0.00000 0.06712
Tes 6C 3m 0.33333 0.66667  0.09955
Te, 6C 3m 0.00000 0.00000 0.14734

La tabla 3-6 brinda informacon sobre las posiciones de losatomos Cromo Cr, Bismuto Bi,
Telurio Te y Antimonio Sb en sus posiciones de equilibrio calculados para los materiales
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3.2 Caracterizacon estructural del Cr(Bi xShy).Tes

CrBi,Te, y CrSb,Te,, se destacan las coordenadas abmicas en erminos de los smbolos de
Wyco , que describen la posiconunica de cadaatomo en la red cristalina. El Cromo Gt
gue reside en el sitio 3a, la simetra -3m indica una ubicacon en el centro de la celda unitaria,
losatomos de Bismuto, Telurio y Antimonio exhiben disposiciones en el sitio 6¢ con simetra
3m.

La presentacon en tres dimensiones de los compuestos G, y CrSh, Te4 energeticamente

mas estables se hace en la gur8-13 se pueden observar la organizacon por capas entre los
Cromo, Bismuto, Telurio y antimonio para las celdas unitarias hexagonales o rombaedricas
propias de este grupo espacial. En el esquema tamben se han resaltado con vectores las
direcciones magreticas de losatomos de Cromo.

Figura 3-13.: Estructura cristalina de celda unitaria ferromagretica FM CrBipTe, tanto he-
xagonal como romboedral (izquierda) y CrSie, hexagonal y romboedral (de-
recha)

En el siguiente tem se abordan los resultados estructurales para combinaciones donde se
cuenta con la misma cantidad de Bismuto Bi y Antimonio Sb.
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3 Caracterizacon estructural de la familia de materiales M(Bi xShy).Te,

3.2.2. Caractersticas estructurales del CrBiSbTe 4

En el proceso de investigacon, el siguiente paso consiste en presentar los resultados para las
combinaciones equitativas de Bismuto Bi y Antimonio Sb por celda unitaria doble, en esta
ocason se incluyen las siete celdas unitarias dobles con Cromo CrBiSptemo se mues-
tran en la gura 3-5, adenas de algunas celdas dobles ferromagreticas con magnetizacon
apuntando hacia el eje c. Se procede a realizar @lculos de minimizacbon de estructura con la
posibilidad de movimiento de losatomos, ademas de permitir la modi cacon del volumen de

la celda. Se han programado combinaciones FM, AFM1 y AFM2 para las distribuciones de
atomos nas sinetricas con el n de encontrar la celda unitaria energeticamente nmas estable;

a continuacon, en la tabla 3-7 se presentan los resultados del alculo.

Tabla 3-7.: Caractersticas estructurales del la celda magretica CrBiSbTg

_ Con guracon R R R Etotal
Material ] a Ae C Ae Ae
magretica (meV)
CrBiSbTe, FM AA 4.2581 79.1361 84.8601 0.0
CrBiSbTe, AFM1 AA 4.2577 79.2051 84.8601 128.62
CrBiSbTe, AFM1 CC 4.2567 79.2647 84.7774 138.62
CrBiSbTe, AFM2 AA 4.2338 80.6049 85.0790 415.59
CrBiSbTe, AFM2 AC 4.2339 80.7112 84.7442 420.16
CrBiSbTe, AFM2 CC 4.2341 80.6871 85.0454 420.90
CrBiSbTe, AFM2 AB 4.2337 80.7168 84.9970 421.75
CrBiSbTe, AFM2 BC 4.2345 80.7856 85.2133 424.25
CrBiSbTe, AFM2 BB 4.2325 80.7485 85.0247 424.88

En la tabla 3-7 se pueden evidenciar las caractersticas estructurales del CrBiShTse pre-
sentan las dimensiones de las celdas adenas de la energa de formacon de cada una de ellas.
De acuerdo con la variacon de la energa, se encuentra que la celda nmas estable es la ferro-
magretica que combina dos celdas unitarias AA, como se observa en la g@®, se trata de
celdas unitarias donde las seis disposiciones de Bismuto y Antimonio se ubican en grupos de
tres cada vez. Esto es una organizacon en capasgBr;Sh;BizSh;Te,, con una combinacon
ferromagretica hacia el eje ¢ de la celda hexagonal. Las posiciones de la estructura del cristal
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3.2 Caracterizacon estructural del Cr(Bi xShy).Tes

mas estable se presentan en la tabla-8.

Figura 3-14.: Estructura cristalina de celda unitaria ferromagretica FM CrBiSbTe hexago-
nal.

El CrBiSbTe, cristaliza en el grupo espacial 156 del sistema hexagonal. Este grupo espacial

presenta una simetra de espejo nultiple; enel, losatomos se organizan de manera ordenada
con un hexagono formando en el plano de la base. En este grupo, al igual que en el 166
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3 Caracterizacon estructural de la familia de materiales M(Bi xShy).Te,

al que pertenece el CrBiley4, las posiciones de ambas se pueden escribir en coordenadas
hexagonales. Una diferencia importante de este grupo es que ya no cuenta con la simetra
tri-axial. La tabla 3-8 publica las coordenadas abmicas del Cromo, Bismuto, Antimonio

y Telurio en la red cristalina. Todos los atomos nombrados se encuentran en la posicon
de Wyco con simetra 3m. Esta disposicon permite que el cristal exhiba operaciones de
simetra como inverson, rotacon de 60 grados, simetras de espejo re ejando el cristal en
planos determinados y deslizamientos paralelos a una arista de la celda hexagonal.

Tabla 3-8.: Coordenadas abmicas calculadas en el equilibrio para CrBiShyTe

Smbolo de

Atomo Simetra x vy z
Wycko

Cry la 3m 0.0 0.0 0.99792
Cr, la 3m 0.0 0.0 0.49796
Bi, la 3m 0.0 0.0 0.21334
Bi, la 3m 0.0 0.0 0.71335
Sh la 3m 0.0 0.0 0.28975
Sh, la 3m 0.0 0.0 0.78975
Te, la 3m 0.0 0.0 0.06649
Te, la 3m 0.0 0.0 0.14850
Tes la 3m 0.0 0.0 0.56650
Te, la 3m 0.0 0.0 0.64852

En la siguiente seccon se presentan los estudios estructurales del primer aislante topobgico
con propiedades magreticas intrnsecas, esto se consigue al utilizaratomos de manganeso
Mn en medio de los aislantes topobgicos altamente estudiados como el Te; y Sh,Tes [1].
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3.3. Caracterizacon estructural del Mn(Bi 1 xSbhy).Te4

Figura 3-15.: Ga ca de energa en eV en funcon de la energa de corte ENCUT para el
MnBizTe4

En esta seccon, se presentan los resultados del estudio del Mn(BBSh, ), Te4, en esta familia

se encuentra el MnBiTe,4, un fascinante material que fue presentado a nales de 2019 como
el primer aislante topobgico con propiedades magreticas intrnsecas en tres dimensiones
[1, 2, 92]. Adenas de motivar la presente investigacon, los aislantes topobgicos ya son en s
mismos unos materiales muy valiosos, esto debido a la ausencia de brecha de energa en sus
estados electonicos en su super cie, pero un comportamiento aislante en su volumen; sin
embargo, los investigadores se volcaron a la obtencon de un material con estas capacidades
gue adenas presente magnetismo intrnseco. La idea inicial consiste en integrar capas de
atomos de materiales con caractersticas magreticas en medio de los aislantes topobgicos
mas conocidos como BiSe, Sh,Se y Bi,Tes, como se mosto en el apartado 1.1 en el captulo

1. Estos tipos de tetradimita cristalizan en estructura por capas de tipo rombadricas del
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3 Caracterizacon estructural de la familia de materiales M(Bi xShy).Te,

grupo espacial 166 (R-3m), cada capa tiene una red triangular de atomos ABC apilados
a lo largo de la direccon ¢ hacia afuera del plano. La celda unitaria incluye siete atomos,
ordenados como Tel-Bi-Te2-Mn-Te2-Bi-Tel unidos por fuerzas de Van der Waals como se
sefnalaen [1, 76, 77], entre otros. Estos materiales son una excelente plataforma para explorar
estados clanticos inusuales en dos y tres dimensiones, incluyendo los aislantes con efecto Hall
aromalo clwantico, aislantes de axon, y el efecto Hall cuantico de espn, semimetales de Weyl,
semimetales de Dirac, aislantes topobgicos invariantes a la inverson de tiempo y aislantes
topobgicos con propiedades magreticas, como senala Jiahestgal [1].

Figura 3-16.: Ga ca de energa en meV en funcon de la malla de puntos k para el MnBiTe,

Para llevar a cabo este estudio se utilio el mdigo VASP [75], donde se investigan los tres
materiales caractersticos MnBjTe4, MNnSb,Te, y MnBiSbTe, que corresponden a x=0, x=1

y x=0.5 en la brmula estequionetrica Mn(Bi; xSh,),Te, respectivamente. En este caso,
nuevamente se programan celdas dobles para poder obtener combinaciones AFM como las
mostradas en la gura3-1 Para el proceso de minimizacon estructural se organizan los
atomos como se obtienen en la referencia [76] que fue el primer trabajo experimental desa-
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