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electrónicas, magnéticas y topológicas de

la familia de materiales magnéticos
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Bogotá, Colombia

2024





Dedicada a Alicia Sof́ıa y Stefannith

“I believe it is the atomic hypothesis that all

things are made of atoms - little particles that

move around in perpetual motion, attracting

each other when they are a little distance apart,

but repelling upon being squeezed into one

another”

Richard Feynman





Agradecimientos

Deseo agradecer a mi director de tesis el profesor Ph.D. David Land��nez T�ellez, gracias por

su gu��a, escucha, consejo y respaldo en el proceso de desarrollo del presente trabajo; extiendo

un agradecimiento a mi codirector de tesis profesor Ph.D. Rafael Juli�an Gonz�alez Hern�andez,

quien adem�as de ser una gran persona, ha sido una gu��a incondicional en la consecuci�on de

este objetivo, gracias por las conversaciones que paso a paso dieron direcci�on a este estudio;

deseo extender un agradecimiento a la Universidad Nacional de Colombia, al grupo en f��sica

de nuevos materiales GFNM, a mis compa~neros de estudio que a trav�es de compartir han

ayudado a sentar las bases de este trabajo, en especial al profesor Ph.D. Jairo Roa Rojas,

quien lidera este magn���co grupo de cient���cos, al grupo de estudio de materiales GEMA con

especial �enfasis en mi maestro Ph.D. Jairo Arbey Rodr��guez Mart��nez y a la Universidad del

Norte en Barranquilla por su compromiso en formar grandes profesionales, adem�as de que

me facilitaron tiempo de c�alculo en granado.





Resumen

Estudio de las propiedades estructurales, electrónicas, magnéticas y topológicas de la fa-

milia de materiales magnéticos M(Bi1−xSbx)2Te4

El estudio de materiales, desde el punto de vista de la topolog��a, ha abierto caminos en la

obtenci�on de nuevas fases de la materia; sin embargo, en los �ultimos a~nos se ha comenzado

a explorar la posibilidad de obtener al mismo tiempo fases magn�eticas. Estos nuevos mate-

riales encuentran una gu��a para su adquisici�on experimental a trav�es de trabajos te�oricos de

primeros principios que permitan �jar un camino seguro y un ahorro de esfuerzos y recursos.

En esta tesis doctoral, por medio de primeros principios utilizando la teor��a de la densidad

funcional DFT, se investigan las propiedades estructurales, electr�onicas, magn�eticas y to-

pol�ogicas de la familia de materiales magn�eticos M(Bi1−xSbx)2Te4, donde M representa los

metales de transici�on del grupo 3d: Vanadio V, Cromo Cr, Manganeso Mn, Hierro Fe y N��-

quel Ni para x=0, x=0.5 y x=1. Se obtienen las caracter��sticas estructurales y las geometr��as

de los quince materiales magn�eticos energ�eticamente m�as estables; se encuentra que en su

gran mayor��a esta familia de materiales crece en capas s�eptuples de Te, Bi (Sb), Te, M, Te,

Bi (Sb), Te, unidas por fuerzas de Van der Waals. Estos materiales cristalizan en los grupos

espaciales 156 y 166 con disposiciones antiferromagn�eticas para el Vanadio, Manganeso, N��-

quel y Hierro, adem�as de ferromagn�eticas para el Cromo; las propiedades electr�onicas con

la correcci�on relativista del acoplamiento esp��n-�orbita SOC revelan que los materiales con

Vanadio, Manganeso, Hierro y N��quel son materiales semiconductores con una reducci�on de

la brecha de energ��a prohibida comparada con la estructura de bandas sin SOC; se identi�ca

el invariante topol�ogico Z4 de los cristales, revelando la naturaleza topol�ogica de algunas de

las estructuras que contienen Vanadio, Manganeso, Hierro y N��quel.

Palabras clave: Aislantes topológicos, Aislantes topológicos magnéticos, DFT, estructura de bandas,

propiedades electrónicas.



Abstract

Structural, electronic, magnetic and topological properties study for the magnetic mate-

rials family M(Bi1−xSbx)2Te4

The materials study, from the topological point of view, has opened ways to obtaining new

matter´s phases; however, in recent years, the possibility of obtaining magnetic phases at the

same time has begun to be explored. These new materials �nd a guide for their experimental

acquisition through theoretical �rst-principles works that allow setting a safe path and a

saving of e�orts and resources. In this PhD thesis, the structural, electronic, magnetic, and

topological properties of the magnetic materials family M(Bi1−xSbx)2Te4, where M represents

the 3d group transition metals: Vanadium V, Chromium Cr, Manganese Mn, Iron Fe and

Nickel Ni for x=0, x=0.5 and x=1, using density functional theory (DFT). The structural

characteristics and geometries of the �fteen most energetically stable magnetic materials are

obtained; it is found that this materials family grows in septuple layers of Te, Bi (Sb), Te,

M, Te, Bi (Sb), Te, bound by Van der Waals forces. These materials crystallize in the space

groups 156 and 166 with antiferromagnetic dispositions for Vanadium, Manganese, Nickel

and Iron, as well ferromagnetic for Chromium; the electronic properties with relativistic

spin-orbit-coupling SOC correction reveal that the materials with Vanadium, Manganese,

Iron, and Nickel are semiconducting materials with a gap reduction compared to the band

structure without SOC; the topological invariant Z4 of the crystals is identi�ed, revealing

the topological nature of some of the structures containing Vanadium, Manganese, Iron, and

Nickel.

Key words: ( Topological insulators, Magnetic topological insulators, DFT, Band structure, Elec-

tronic properties).
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1. Introducci�on

En el estudio de los materiales topol�ogicos magn�eticos, la teor��a y la experimentaci�on avan-

zan de forma conjunta en tiempos cortos. Un ejemplo de esta sincron��a se puede observar en

el trabajo del equipo de Jiaheng [1] en el a~no 2019, que a trav�es de una b�usqueda sistem�atica

del compuesto MBi2Te4 con M=metal de transici�on o tierra rara por el m�etodo de primeros

principios usando la teor��a de la densidad funcional DFT proclaman el primer aislante topo-

l�ogico con propiedades antiferromagn�eticas AFM en 3D. Con esta informaci�on, el equipo de

Otrokov et al, [2], en el mismo a~no logr�o sintetizar este material y comprobar las propiedades

magn�eticas intr��nsecas mencionadas en el art��culo te�orico de Jiaheng, demostrando la im-

portancia de trabajos te�oricos basados en primeros principios que ayudan a guiar y reducir

tiempos de b�usqueda en el laboratorio para compuestos con estas propiedades topol�ogicas

magn�eticas.

Los materiales topol�ogicos magn�eticos se han tornado interesantes desde la investigaci�on

te�orica gracias a los logros que se han dado en este campo en los �ultimos a~nos [2, 3, 4, 5, 6].

Este es un novedoso campo que se ha desarrollado recientemente en la f��sica de la materia

condensada y que involucra aspectos de topolog��a para el estudio de materiales. Este punto

de vista sobre las propiedades de los materiales ha permitido encontrar fases ex�oticas en los

materiales que, desde otras teor��as diferentes a la topol�ogica, no se pueden explicar. Entre

los objetivos de este nuevo campo de investigaci�on se plantea: encontrar materiales con una

alta temperatura de Curie por sus usos en dispositivos tecnol�ogicos; el dise~no de materiales

que muestren el efecto Hall an�omalo cu�antico (QAH) a temperaturas de laboratorio, y el

estudio de materiales adecuados para el desarrollo de la espintr�onica [7], entre otros [8, 9].

En consecuencia, un trabajo encaminado hacia el estudio de las propiedades estructurales,

electr�onicas, magn�eticas y topol�ogicas de los materiales magn�eticos M(Bi1� xSbx )2Te4 est�a

1



1 Introducci�on

enriquecido por tem�aticas que envuelven conocimientos de distintas �areas de la f��sica como:

estado s�olido, relatividad, mec�anica cu�antica, �sicoqu��mica, materia condensada, electrodi-

n�amica, entre otras. Adem�as, nos permite guiar, postular compuestos y avanzar en el estudio

de las caracter��sticas ex�oticas que presentan los materiales topol�ogicos magn�eticos MTI.

La intersecci�on entre la teor��a topol�ogica y el estudio de materiales magn�eticos ha enriqueci-

do a�un m�as el espectro de investigaci�on [10]. En este camino se ha demostrado que miembros

de la familia MBi2Te4 con M = metal de transici�on como MnBi2Te4 presentan las caracter��s-

ticas de aislante topol�ogico con orden magn�etico [2]. Estos estudios por medio de primeros

principios han permitido la predicci�on de materiales candidatos con los que se pueden es-

tudiar fen�omenos ex�oticos en la materia, como el efecto Hall an�omalo cu�antico, el efecto

Hall cu�antico de esp��n, semimetales de Weyl, semimetales de Dirac, aislantes topol�ogicos que

rompen simetr��a de inversi�on temporal, entre otros [1]. La b�usqueda de materiales robustos

ante perturbaciones externas es clave para la realizaci�on de la computaci�on cu�antica [11].

Con estos objetivos, se considera que un estudio por primeros principios de las propiedades

estructurales, electr�onicas, magn�eticas y topol�ogicas de la familia de materiales magn�eticos

M(Bi 1� xSbx )2Te4 con M = metal de transici�on permitir�a guiar, postular y avanzar en el

estudio de los fen�omenos ex�oticos relacionados con los aislantes topol�ogicos magn�eticos.

1.1. Estado del arte

En este apartado se presentan, de forma sucinta, trabajos pioneros en la exploraci�on de

materiales topol�ogicos. A continuaci�on, se habla sobre diferentes metodolog��as utilizadas

para generar estados magn�eticos en los aislantes topol�ogicos con trabajos emblem�aticos de

cada caso. Luego, se discute brevemente la metodolog��a que han utilizado algunos grupos

de investigaci�on por m�etodos de primeros principios para guiar el trabajo experimental. Se

�naliza con algunos trabajos que han explorado compuestos parecidos a los M(Bi1� xSbx )2Te4

de la presente propuesta.

Los materiales topol�ogicos, en especial los aislantes topol�ogicos (TIs), se presentan como un

campo de investigaci�on que involucra la presencia de estados cu�anticos relacionados con la

topolog��a de la estructura de bandas. En 2005, Kane y Male predijeron el primer aislante

2



1.1 Estado del arte

topol�ogico al presentar los efectos de las interacciones de la �orbita de esp��n en la estructura

electr�onica haciendo uso de un plano de grafeno [12]. Esto gener�o que en 2006 Berneviget al,

demostrara el efecto Hall cu�antico de esp��n al estudiar pozos cu�anticos en una fase topol�ogica

de HgTe [13].

Los aislantes topol�ogicos resultan muy atractivos para los grupos de investigaci�on en f��sica

de materiales y materia condensada. Esto debido a sus propiedades ex�oticas de fases topol�o-

gicas, en las que se destacan caracter��sticas de transporte de carga o de esp��n sin disipaci�on,

las cuales los convierten en candidatos �utiles para la siguiente generaci�on de dispositivos

electr�onicos, espintr�onicos o computaci�on cu�antica [11]; sin embargo, se vuelven a�un m�as

atractivos cuando se explora la posibilidad de que estos materiales presenten orden magn�e-

tico, ya que un aislante topol�ogico TI con orden magn�etico permite romper la simetr��a de

inversi�on temporal (TRS), lo que conduce a que estos compuestos presenten fases ex�oticas

como el efecto Hall an�omalo cu�antico, estados topol�ogicos de axion, entre otros [1].

Figura 1-1.: Diferentes m�etodos para generar orden magn�etico en la estructura (A) Efecto

de deposici�on de aislante topol�ogico sobre planos magn�eticos extr��nsecos. (B)

Dopaje de aislantes topol�ogicos con metales de transici�on. (C) Estequiometr��as

magn�eticas internas. (D) Introducci�on de planos magn�eticos dentro de aislantes

topol�ogicos.

Los aislantes topol�ogicos magn�eticos (MTIs) se remontan a 1988 donde Haldane presenta un

modelo para la obtenci�on del efecto Hall cu�antico, en el cual no es necesario involucrar un

campo magn�etico externo [14] desde ese punto hasta el presente se han explorado diferentes

metodolog��as de investigaci�on para llegar a la consecuci�on de los MTIs. Berneving en 2022,

para romper la simetr��a de inversi�on temporal (TRS) que es una consecuencia del magnetismo
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1 Introducci�on

sobre los aislantes topol�ogicos, �el destaca que existen cuatro rutas principales para introducir

orden magn�etico en los aislantes topol�ogicos como se muestran a continuaci�on [8].

Deposici�on extr��nseca de capas magn�eticas sobre las super�cies de los aislantes to-

pol�ogicos. Consiste en utilizar los efectos de proximidad sobre los aislantes topol�ogicos

para generar estados magn�eticos. En esta ruta se destaca el trabajo de Weiet al, quienes

experimentalmente demuestran los efectos de proximidad induciendo ferromagnetismo

a un aislante topol�ogico. Ellos colocaron el Bi2Te3 sobre una pel��cula de sulfuro de

Europio EuS [15, 16]. Otro esfuerzo destacado es el de Langet al [17], quienes, por

efecto de proximidad, estudian las propiedades magn�eticas de los estados de super�cie

del aislante topol�ogico Bi2Se3 depositado sobre una pel��cula delgada de Y3Fe5O12. Re-

portan observaci�on del magnetismo del aislante topol�ogico por debajo de 130 K. Una

representaci�on de este m�etodo se encuentra en la �gura1-1(A).

Dopando los aislantes topol�ogicos con iones magn�eticos.Consiste en depositar catio-

nes magn�eticos en los aislantes topol�ogicos. Con este prop�osito se han utilizado Samario

(Sm), Cromo (Cr), Manganeso (Mn) y Vanadio (V) [4, 18]. Se destaca el trabajo de

Cui et al, quienes sintetizaron el Cr(Bi,Sb)2Te3 en 2013 y reportan efecto Hall an�omalo

cu�antico (QAH). El trabajo realizado por Dyck et al, en 2002, dopando con Vana-

dio, reporta la observaci�on de estados ferromagn�eticos en el aislante topol�ogico Sb2Te3

con una concentraci�on de vanadio del (1-3 %)[19]. Con cromo se reportan trabajos co-

mo los de Kouet al, quienes estudiaron el comportamiento de las pel��culas delgadas

Bi2� xCrxSe3 obtenidas por el m�etodo de deposici�on Bridgman encontrando que el ma-

terial presenta caracter��sticas ferromagn�eticas y exhibeloops de hist�eresis [20]. Otro

trabajo que reporta estados ferromagn�eticos en aislantes topol�ogicos dopados con Cro-

mo es el de Haazenet al en 2012, quienes con concentraci�on de cromo en un (10 %)

obtienen una temperatura de CurieTC � 20 K [21]. Un esquema de este m�etodo se

encuentra en la �gura1-1(B).

Identi�car orden magn�etico intr��nseco en aislantes topol�ogicos. Consiste en realizar

b�usquedas sistem�aticas que permitan identi�car compuestos con orden magn�etico. En
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esta l��nea de trabajo se han encontrado materiales como Fe3GeTe3 investigado por Ling

et al (2019), donde mani�estan que se presenta el efecto Hall an�omalo [22]. Tambi�en

se incluye en este apartado al aislante topol�ogico antiferromagn�etico EuCd2As2 donde

Xu et al (2019), proclaman la observaci�on del efecto an�omalo Nernst [23]. Un esquema

que ilustra este m�etodo se encuentra en la �gura1-1(C).

Introducir planos magn�eticos dentro de las celdas unitarias de los aislantes topo-

l�ogicos. Este m�etodo consiste en acoplar de forma natural un plano de un material

magn�etico dentro de un aislante topol�ogico. El m�etodo descrito permite la generaci�on

de aislantes topol�ogicos magn�eticos y es el pilar fundamental del presente trabajo como

se describe en [2]. Un ejemplo de esta metodolog��a se presenta en la �gura1-1(D) .

Tabla 1-1.: Propiedades f��sicas de la monocapa MBi2Te4 para diferentes valores de M. [1]

� ˆ �A• ˆ � o• M atom ˆ � B • M total ˆ � B • EgapˆeV•
Mn 4.36 85.9 4.5 5.0 0.70
V 4.37 84.4 2.7 3.0 0.70
Ni 4.30 81.7 1.3 2.0 0.55
Eu 4.50 86.3 6.9 7.0 0.55
Ti 4.39 86.1 1.7 2.0 0.17

Jiaheng et al (2019) [1] publican un estudio sobre aislantes topol�ogicos magn�eticos, en el

cual toman como muestra de investigaci�on la familia de materiales MB2T4 con M = metal

de transici�on o elemento tierra rara, B = Bismuto Bi, o Antimonio Sb y T = Telurio Te,

Selenio Se o Azufre S. Este estudio tom�o los aislantes topol�ogicos m�as conocidos Bi2Te3

y Bi2Se3 e introdujo de forma natural una capa de un metal de transici�on o elemento de

tierra rara entre ellos para generar orden magn�etico intr��nseco en la muestra. El proceso

lo desarrollaron a trav�es de c�alculos por primeros principios con la teor��a de la densidad

funcional DFT usando el c�odigoVienna Ab initio Simulation Package(VASP) [24]. En el

art��culo publican las siguientes propiedades para esta familia de materiales como se muestra

en la tabla 1-1.

En los resultados de este trabajo los investigadores proclaman al MnBi2Te4 como el primer
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1 Introducci�on

material aislante topol�ogico magn�etico intr��nseco en tres dimensiones, el cual puede presentar

estados cu�anticos topol�ogicos en 2D y 3D, incluyendo el efecto Hall an�omalo cu�antico, aislante

de axi�on, semimetal de Weyl, semimetal de Dirac. Ellos demuestran que todos estos estados

ex�oticos se pueden realizar en el MnBi2Te4 y que sus predicciones te�oricas estaban esperando

por la con�rmaci�on experimental. Lo cual permite resaltar la importancia fundamental de

los trabajos te�oricos ahorrando tiempo de laboratorio y guiando el camino experimental.

En el mismo a~no, despu�es de la publicaci�on del art��culo, los grupos de f��sica experimental

en materiales se volcaron a lograr sintetizar el MnBi2Te4 y es as�� como Otrokovet al [2] pu-

blican la con�rmaci�on experimental del trabajo te�orico desarrollado por Jiaheng. Declaran

que con�rman utilizando varias t�ecnicas experimentales la realizaci�on del aislante topol�ogico

antiferromagn�etico AFM TI en capas de Van der Waals MnBi2Te4. El componente de topo-

log��a se obtiene de la capa qu��ntuple Bi2Te3 y el magnetismo lo obtiene de la capa MnTe

para formar la capa s�eptuple; este material se ha asociado a la familia MnTe(Bi2Te3)n que se

ha demostrado que para algunos valores den permite la obtenci�on del efecto Hall cu�antico

[25].

Estos son los primeros pasos en la obtenci�on de aislantes topol�ogicos magn�eticos, lo que

signi�ca que a�un hay muchos caminos por explorar y la realizaci�on de nuevas combinacio-

nes de materiales que permitan la obtenci�on del efecto Hall an�omalo cu�antico, efecto Hall

cu�antico de esp��n, transporte de carga o transporte de esp��n a temperatura de laboratorio

que se catalogan como toda una revoluci�on tecnol�ogica. El presente trabajo tiene por obje-

tivo la caracterizaci�on de los materiales M(Bi1� xSbx )2Te4 con M = Metal de transici�on del

grupo 3d, el cual permitir�a guiar, postular y avanzar en el estudio de los fen�omenos ex�oticos

relacionados con los aislantes topol�ogicos magn�eticos (MTIs).

Respecto a materiales magn�eticos topol�ogicos con estequiometr��as que mezclan el Antimonio

y el Bismuto, como pretende el presente trabajo, se encuentra la investigaci�on de Chenget

al (2020) quienes publican resultados de ferromagnetismo en el compuesto van der Waals

Mn(Sb1;8Bi0;2)2Te4 con una temperatura de CurieTc � 26 K. Tambi�en, Huat et al (2021)

reportan evidencia para un rompimiento de la simetr��a de inversi�on temporal TRS tipo II

para el semimetal de Weyl en el aislante topol�ogico antiferromagn�etico Mn(Bi1� xSbx )2Te4

bajo campos magn�eticos [26]. Estos son los primeros trabajos publicados que tienen en cuenta
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1.2 Objetivos

la composici�on entre el Bi y el Sb que realiza esta tesis, comprobando que estas combinaciones

con el Mn mantienen las caracter��sticas ex�oticas de los aislantes topol�ogicos magn�eticos.

A continuaci�on, se destacan trabajos relacionados con los aislantes topol�ogicos magn�eticos

en forma cronol�ogica:

Observaci�on del efecto Hall cu�antico entero Klitzing (1980) [27]

Interpretaci�on de la cuantizaci�on de la conductancia Hall en t�erminos de invariantes

topol�ogicos Kohmoto (1985) [28]

Primera observaci�on experimental del efecto Hall an�omalo cu�antico en pel��culas delga-

das ˆBi; Sb•2Te3 dopada con Cromo (2013) [18].

Observaci�on de aislantes topol�ogicos ferromagn�eticos por m�etodo de proximidad con

aislantes ferromagn�eticos Katmis (2016) [16]

Predicci�on del primer aislante topol�ogico magn�etico de la familia MBTe4 (2019) [1]

Predicci�on y observaci�on el primer aislante topol�ogico magn�etico completamente in-

tr��nseco MnBi 2Te4 Mikhail M Otrokov et al. (2019) [2].

Evidencia de campo magn�etico inducido en un aislante topol�ogico anti-ferromagn�etico

Mn(Bi 1� xSbx )2Te4 Seng Huat Leeet al.(2021) [26].

1.2. Objetivos

Objetivo General

Realizar te�oricamente la caracterizaci�on estructural, electr�onica, magn�etica y topol�ogica de

la familia de materiales magn�eticos M(Bi1� xSbx )2Te4 con M metal de transici�on del grupo

3d por el m�etodo de primeros principios.

Con este objetivo se organiza el presente escrito donde, en el cap��tulo 2, se introducen los

aspectos te�oricos relacionados con la fase de Berry, el efecto Hall cu�antico entero, la topo-

log��a en el estudio de materiales, los invariantes topol�ogicosZ2 y Z4, adem�as de describir
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1 Introducci�on

la teor��a de la densidad funcional. En el cap��tulo 3 se expone un estudio estructural del

compuesto M(Bi1� xSbx )2Te4 con M los metales de transici�on del grupo 3d, V, Cr, Mn, Fe y

Ni; se programan diferentes con�guraciones magn�eticas iniciales para cada uno de los M con

x=0, x=0.5 y x=1 con el �n de encontrar las estructuras, geometr��as y par�ametros de red

energ�eticamente m�as estables. En el cap��tulo 4 se exponen las caracter��sticas electr�onicas y

magn�eticas del compuesto M(Bi1� xSbx )2Te4 con M los metales de transici�on del grupo 3d,

V, Cr, Mn, Fe y Ni, para cada uno de los quince materiales; se presentan las estructuras

de bandas con la inclusi�on y exclusi�on del acoplamiento esp��n-�orbita; se muestran las den-

sidades de estados (DOS) y se calculan las propiedades magn�eticas de cada uno; adem�as,

se investiga el grupo espacial magn�etico al que pertenecen. En el cap��tulo 5 se describen las

propiedades topol�ogicas de los materiales con topolog��a no trivial a trav�es de la inversi�on de

bandas y del invariante topol�ogicoZ4. Tambi�en, se presentan avances sobre el m�etodo de

obtenci�on experimental del MnBi2Te4 en la Universidad Nacional de Colombia. Finalmente,

en el cap��tulo 6 se presentan las conclusiones y perspectivas futuras.
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2. Marco te�orico

2.1. Introducci�on al marco te�orico

Se denominan materiales topol�ogicos a aquellos compuestos que desde el punto de vista de la

topolog��a brindan resultados no triviales. Un estudio topol�ogico de los materiales brinda una

nueva herramienta que permite identi�car nuevas fases cu�anticas en las muestras y fen�omenos

como semimetales de Dirac, entre otros [10].

En este apartado se presentar�a la postulaci�on de la fase de Berry que introduce conceptos

como conexi�on de Berry y curvatura de Berry; se discutir�a brevemente el efecto Hall cu�antico

entero que abre la puerta a una interpretaci�on desde el punto de vista topol�ogico con la

inclusi�on de los denominados invariantes topol�ogicos como el n�umero de Chern; se da una

descripci�on de la correspondenciabulk-frontera que permite los canales sin disipaci�on en los

bordes de los materiales; se habla sobre la topolog��a en el estudio de los materiales; se muestra

el c�alculo que llev�o a la formulaci�on del invariante topol�ogico Z2; se describen los aislantes

topol�ogicos; adem�as, se muestra la teor��a de la densidad funcional, clave en la metodolog��a

de investigaci�on del presente trabajo.

2.2. La fase de Berry

En 1984,Berry publica un art��culo exponiendo la evoluci�on en el tiempo de forma adiab�a-

tica de sistemas cu�anticos. En este escrito demuestra que cuando los sistemas realizan una

trayectoria cerrada en el espacio de los par�ametros se puede presentar una fase denominada

fase geom�etrica [29].

A continuaci�on, se exponen los razonamientos que conllevan a la fase de Berry. Se considera
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2 Marco te�orico

un hamiltoniano que es funci�on de una serie de par�ametros que dependen del tiempo, de la

forma Rˆt• � ˆR1ˆ t•; R2ˆ t•; R3ˆ t•; :::•. Estos par�ametros pueden ser campo el�ectrico, campo

magn�etico, 
ujo u otros. Entonces, la ecuaci�on de Schr•odinger correspondiente es

H ˆR• S ˆ t•e � i Òh
d
dt

S ˆ t•e (2-1)

Cuando se hace evolucionar lentamente en el tiempo se puede considerar adiab�atica y los

estados propios instant�aneosSnˆR•e del H ˆR• en un punto R se introducen como

H ˆR• SnˆR•e � En ˆR• SnˆR•e (2-2)

En la ecuaci�on 2-2 se establece la funci�on baseSnˆR•e. Se requiere que la fase de cada una

de estas sea suave y univaluada a lo largo del caminoC en el espacio de par�ametros [30].

Se quiere evaluar la fase de la funci�on de onda de un sistema preparado en un estado puro

inicial SnˆRˆ0••e y su lenta evoluci�on a trav�es de la trayectoriaC. Por el teorema adiab�atico

se sabe que un sistema que comienza en el estadoSnˆRˆ0••e evolucionar�a conH ˆR•, por lo

tanto, permanecer�a en un estado propio instant�aneo del hamiltonianoH ˆRˆt•• . Entonces,

de la evoluci�on deS ˆ t•e se tiene queS ˆ t•e � e� i� SnˆR•e, donde� ˆ t• es una fase que no tiene

que ser necesariamente cero; de hecho, en esta fase se encuentra la nueva visi�on del estudio

de los materiales. Reemplazando este estado en la ecuaci�on 2-1 se obtiene

En ˆR• SnˆR•e � Òh ‹
d
dt

� ˆ t•• SnˆR•e� i Òh
d
dt

SnˆR•e (2-3)

multiplicando la ecuaci�on 2-3 y asumiendo que el estado cumple`nˆR•SnˆR•e � 1 se obtiene

En ˆR• � Òh ‹
d
dt

� ˆ t•• � i Òh `nˆR•S
d
dt

SnˆR•e (2-4)

La soluci�on para la fase� ˆ t• es

� ˆ t• �
1
Òh S

t

0
En ˆR' •dtœ� i S

t

0
`nˆR' •S

d
dt

SnˆR' •edtœ (2-5)

El primer t�ermino de la ecuaci�on 2-5 es el correspondiente a la fase din�amica, mientras que
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2.2 La fase de Berry

el segundo t�ermino es el negativo de la fase de Berry.


 n � i S
t

0
`nˆR' •S

d
dt

SnˆR' •edtœ (2-6)

donde el potencial vector para la integralAn � `nˆR•S©R SnˆR•e se conoce con el nombre

de la conexi�on de Berry. La fase geom�etrica es determinada por la posici�on en el espacio de

par�ametros de Hilbert. Se puede mostrar que la conexi�on de Berry no es invariante degauge.

Bajo una transformaci�on degaugese tiene que

SnˆR•e � ei
 ˆ R• SnˆR•e (2-7)

y la conexi�on de Berry transforma de la siguiente manera

An ˆR• � An ˆR• �
@

@R

 ˆR• (2-8)

como la fase de Berry
 cambiar�a por � Rc � @
@R 
 ˆR•dˆR• � 
 ˆR0• � 
 ˆRT •, donde T es el

tiempo despu�es del cual el caminoC se ha completado. Este par�ametro extra que aparece fue

descartado por mucho tiempo bajo el argumento de que una buena elecci�on degaugelo pod��a

cancelar; sin embargo, Berry se dio cuenta de que para un camino cerradoC en el espacio de

los par�ametros se llega nuevamente a los par�ametros originalesRˆ0• � RˆT•. Para algunos

caminos, el hecho de que se tenga una base de autoestados univaluados signi�ca que cuando

regresamos a la con�guraci�on de par�ametros originales los estados base deber��an ser los

mismosSnˆRˆT••e � SnˆRˆ0••e. La transformaci�on de gaugedebe mantener esta propiedad.

Entonces,ei
 ˆ Rˆ 0•• SnˆRˆ0••e � ei
 ˆ Rˆ T •• SnˆRˆT••e; por tanto,


 ˆRˆT•• � 
 ˆRˆ0•• � 2�n (2-9)

Bajo un camino cerrado, la fase de Berry no puede ser cancelada a menos que sean un

n�umero entero [29, 30]. Como la fase de Berry tiene en cuenta la trayectoria cerradaC

aplicando el teorema de Stokes obtenemos


 n � � Im S dS� ˆ` ©nˆR•S� S©nˆR•e• (2-10)
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En la ecuaci�on 2-9`©nˆR•S� S©nˆR•e se de�ne como la curvatura de Berry que se puede

pensar como unFij un campo magn�etico en el espacio de par�ametros y corresponde al

rotacional del potencial vectorAn de Berry. A continuaci�on, se mostrar�a el camino para

aterrizar estos conceptos en el estudio de los materiales [31].

2.2.1. La fase de Berry en el contexto del estado s�olido

La fase de Berry se encuentra inscrita en el espacio de Hilbert bajo la variaci�on temporal

del hamiltoniano de forma adiab�atica. Fue Zak J quien en 1989 llev�o los conceptos de la fase

de Berry al contexto de la estructura de bandas de los materiales donde, naturalmente, la

variaci�on ya no se lleva respecto al tiempo sino respecto al vectork [32].

La caracter��stica m�as importante para el concepto de la fase de Berry es la existencia de un

espacio de par�ametros continuo, en el cual el estado del sistema pueda viajar a trav�es de una

trayectoria cerrada. En la estructura de bandas de los s�olidos este par�ametro se trata del

vector k el cual se mueve en el espacio de la zona de Brillouin; entonces, nkˆ r• presentar�a

una fase. En este cason es el ��ndice de banda yk corresponde al vector de onda como lo

declara Zak [32]. Al utilizar la propuesta de Bloch en la ecuaci�on de Schr•odinger se encuentra

un hamiltoniano de la forma

H ˆk•Unk � "nkUnk (2-11)

En esta ecuaci�onk es una transformaci�on del hamiltoniano yUnk es la funci�on peri�odica de

la propuesta de Bloch, con el mismo per��odo de la red y cumpleUnkˆ r � k• � Unkˆ r•. Comok

se mueve ahora en la primera zona de Brillouin, el estado de Bloch va en general a presentar

una fase de Berry correspondiente con la ecuaci�on 2-6 de la forma


 n � i c
C

`Un ˆk•S©k SUn ˆk•edk (2-12)

por aplicaci�on del teorema de Stokes las
 n ˆk• se pueden escribir como una integral sobre la

super�cie S que encierra el caminoC[30].


 n � � i S
C

`Un ˆk•S©k SUn ˆk•edk � � i S © � `Un ˆk•S©k SUn ˆk•edS (2-13)

Se acostumbra a denominar la cantidad© � `Un ˆk•S©k SUn ˆk•e como la curvatura de Berry,
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2.2 La fase de Berry

un t�ermino que es invariante degauge

ÑFn ˆk• � ©k � `Un ˆk•S©k SUn ˆk•e (2-14)

Se destaca que la curvatura de Berry ecuaci�on 2-14 solo depende de los autoestadosSUn ˆk•e.

Este detalle no es menor porque lo que indica es que esta es una nueva forma de abordar

el estudio de los materiales, lo que permite la exploraci�on de la nueva f��sica a trav�es de

los invariantes topol�ogicos que se re
ejan en estados cu�anticos ex�oticos. En los siguientes

apartados se revelar�a la importancia del estudio de la correspondenciabulk-frontera que

declara que a trav�es del estudio de los invariantes topol�ogicos en elbulk se conocer�a c�omo

es el comportamiento de los materiales en su frontera y si estos permitir�an el transporte de

part��culas, carga o esp��n en la frontera sin mayor disipaci�on [33].

2.2.2. El efecto Hall cu�antico entero

El efecto Hall cu�antico fue calculado para un gas de electrones con�nados a dos dimensiones

(2DEG) puestos en presencia de un fuerte campo magn�etico. Bajo algunas transformacio-

nes se puede expresar como el problema de un oscilador arm�onico unidimensional, cuyas

soluciones para la energ��a y la funci�on de onda se expresan como:

En � ‹ n �
1
2

• Òh! c (2-15)

y

' nk � NnHn � aˆx � x0•� e� 1
2 a2 ˆ x� x0• 2

(2-16)

donde Hn ˆx• corresponde a los polinomios de Hermite de n-�esimo orden. De acuerdo con

esta soluci�on se generan niveles de energ��a espaciados discretos conocidos como los niveles de

Landau. Si N de los niveles se encuentran ocupados y el resto est�an desocupados, entonces

una brecha de energ��a separa los estados ocupados de los vac��os, justo como en un aislante,

suprimiendo la conductividad en elbulk.

Por otro lado, un material real cuenta con bordes. A medida que se realiza un acercamiento

a estos se empiezan a curvar los niveles de Landau y cruzan el nivel de Fermi, que como

consecuencia genera estados sin brecha de energ��a. Cada uno de estos canales arroja un valor
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para la conductividad deCe2~h, y el total de ella se puede expresar como la suma de la

conductividad de todos los niveles ocupados de Landau [34]

� xy �
e2

h
n (2-17)

Kubo presenta una teor��a de respuesta lineal para describir la evoluci�on de una variable

f��sica bajo un hamiltoniano dependiente del tiempo [35]. Un ejemplo de esta teor��a se ha

utilizado en el c�alculo de la conductividad de Hall para las bandas llenas. Se encontr�o que

esta corresponde a una integral de la curvatura de Berry sobre la zona de Brillouin como

� xy �
e2

h
1

2� S
BZ

Fxy ˆk•dkxdkx (2-18)

Para un campo magn�etico cero el valor de la ecuaci�on 2-18 est�a cuantizada seg�un se observa

en � xy � e2

h C, donde C es el n�umero de Chern que para un ciclo completo es un n�umero

entero. Bernevig en su libro [30] resalta que la conductancia Hall de una banda llena es igual

a la integral de la curvatura de Berry sobre la zona de Brillouin. Adem�as, la conductancia

de una banda llena debe ser un entero.

Como se observ�o, la curvatura de Berry es el rotor de la conexi�on de Berry. La zona de

Brillouin es un toro por las condiciones de periodicidad. Entonces, en este no hay fronteras y

un n�umero de Chern diferente de cero representa una obstrucci�on a la aplicaci�on del teorema

de Stokes sobre la zona [30].

2.2.3. Correspondencia bulk-frontera

Los aislantes topol�ogicos se encuentran caracterizados por la presencia de una brecha de

energ��a en su interior obulk y estados de conducci�on en sus fronteras donde no existe esta

brecha. La correspondencia debulk-frontera se presenta en los materiales �nitos, y un ejemplo

de esta fenomenolog��a se encuentra en el mismo efecto Hall cu�antico, donde la cuantizaci�on

de los niveles de Landau se da precisamente en proximidad de los bordes donde comienzan

a doblarse y presentar transporte de carga. La existencia de canales de conducci�on quirales

que generan una direcci�on para el movimiento de las cargas tiene una profunda relaci�on con
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2.2 La fase de Berry

la topolog��a del bulk y es esta misma la que los protege frente a perturbaciones. En otras

palabras, se pueden tomar los invariantes topol�ogicos delbulk para realizar predicciones sobre

el comportamiento en la frontera [36, 37].

A continuaci�on, se presentan algunos de los ejes tem�aticos relacionados con la topolog��a en

el estudio de materiales, los modelos pioneros en estos trabajos; adem�as, de sus metodolog��as

de investigaci�on que permiten llegar a la formulaci�on de invariantes topol�ogicos.

2.2.4. La topolog��a en el estudio de materiales

La topolog��a es una rama de las matem�aticas que se encarga del estudio de las propiedades

de los cuerpos (agujeros, nudos). Como principio se declara que los objetos que cuentan con

el mismogenusson topol�ogicamente equivalentes. Estegenusse puede interpretar como el

n�umero de agujeros con los que cuenta un objeto; se sabe que para abrir uno en un cuerpo

geom�etrico este debe experimentar la acci�on de una fuerza tal que logre que las super�cies

que componen el objeto se unan; en este caso, se dice que se ha cambiado la topolog��a del

cuerpo. Este mismo concepto se utiliza en el estudio de materiales para identi�car nuevas

fases en t�erminos de su topolog��a.

La topolog��a, desde el punto de vista del estado s�olido, no se encarga de estudiar las propie-

dades estructurales del cristal y determinar la cantidad de agujeros que este presenta. En su

lugar, esta se enfoca en analizar y presentar el comportamiento que tiene la estructura de

bandas del cristal. As�� las cosas, la topolog��a estudia la forma en la que los vectores propios

del hamiltoniano H ˆk• cambian en funci�on deˆk• en la zona de Brillouin. Lo que cambia

es la forma en la que los estados propios se dividen entre estados ocupados y desocupados,

lo que se puede formular en t�erminos de la matrizH ˆk• [38]. Es importante resaltar que

este es un nuevo punto de vista en la investigaci�on de las caracter��sticas de los materiales

porque ahora se va a explorar el comportamiento que presentan los vectores propios de un

hamiltoniano a medida que se est�a variandôk•.

La idea de estudiar materiales a partir de la topolog��a surge como una necesidad de explicar

el efecto Hall cu�antico. En este efecto se destaca una conductancia cuanti�cada como se

muestra en 2.2.2. En este experimento se encontraron niveles de Landau que para materiales
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�nitos se curvan cerca de la super�cie para permitir la conducci�on super�cial; adem�as, de ser

un claro ejemplo de correspondenciabulk frontera. Una posterior investigaci�on demuestra

que dicho efecto se puede interpretar en t�erminos de invariantes topol�ogicos, a trav�es del

uso de la fase de Berry. Este es conocido como el invariante TKNN, como se observa en la

ecuaci�on 2-18.

El modelo de Haldane

Fue hasta la aparici�on del grafeno, como material de estudio en el laboratorio, que se retoma

el inter�es en el estudio de materiales desde la topolog��a. Haldane, en su estudio del material,

logra reproducir el efecto Hall cu�antico, pero esta vez sin necesidad del uso de un campo

magn�etico externo [14]. Haldane realiza un estudio sobre c�omo romper las simetr��as en el

grafeno. �El realiz�o un primer intento para romper la simetr��a de inversi�on, con lo que logr�o

abrir una brecha de energ��a para separar los conos de Dirac; sin embargo, el material ten��a un

n�umero de Chern nulo, lo que implica que tiene una topolog��a trivial no deseada. Por esto,

decidi�o enfocarse en romper la simetr��a de reversi�on temporal (TRS). Para lograrlo, hizo uso

del concepto de un 
ujo magn�etico neto. Introdujo un t�ermino de masa que quebr�o la simetr��a

de inversi�on temporal. Este t�ermino da una fase que depende del camino que se toma. Un

campo magn�etico genera un 
ujo neto en un camino cerrado; al dar una vuelta completa se

puede tener un 
ujo magn�etico neto. Luego, Haldane investig�o si se puede quebrar la simetr��a

de inversi�on en el tiempo, pero manteniendo un 
ujo neto magn�etico igual a cero, con fases

no nulas en cadahopping individual, as�� se quiebra la simetr��a de inversi�on temporal sin un


ujo magn�etico neto, que es el efecto deseado. A continuaci�on, se presenta el hamiltoniano

de este modelo en la ecuaci�on 2-19 como lo ilustra en su libro Foa [39].

H � � Q
j

� j c
Ñ
j cj � 
 0 Q

`i;j e

cÑ
i cj � 
 2 Q

`` i;j ee

e� i� ij � cÑ
i cj (2-19)

En la ecuaci�on 2-19 los braquets dobles del tercer t�ermino se utilizan para denotar interacci�on

a segundos vecinos,� � 1 cuandoj pertenece a la subred A y� � � 1 cuandoj pertenece a

B, entonces el signo de la fase adquirida depende de la direcci�on a favor o en contra de la

direcci�on de giro del reloj. Se resalta el t�ermino de masa � el cual es capaz de abrir una

brecha en los conos de Dirac, pero no presenta estados de conducci�on super�cial. Esto se

debe a que todav��a sobrevive la simetr��a de inversi�on temporal, la cual al realizar la suma de
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2.2 La fase de Berry

la fase de Berry en la zona de Brillouin completa arroja como resultado cero lo que da como

resultado un material de topolog��a trivial. El segundo t�ermino incorporado por Haldane se

trata de saltos a segundos vecinos que rompe la simetr��a de inversi�on temporal
 2exp̂ � i� i;j • �

sign̂ d1 � d2•z aqu�� � es un 
ujo elegido, esto se muestra en el libro de Foa [39].

Figura 2-1.: Diagrama de fases del modelo de Haldane, se observan tres fases topol�ogicas
diferentes con C=1, C=0 y C=-1.

En su investigaci�on Haldane [14] logra construir un diagrama de fases que se muestra en

la �gura 2-1. Aqu�� se evidencia un comportamiento topol�ogico con tres n�umeros de Chern

diferentes +1, -1 y 0. De esta experiencia se resalta la necesidad de quebrar la simetr��a de

inversi�on temporal para lograr el efecto quiral del modelo de Haldane, lo cual evidencia la

inexistencia de propiedades topol�ogicas en materiales que preservan la simetr��a de inversi�on

temporal, hasta que Kane y Mele presentan un nuevo modelo que ser�a el tema del siguiente

apartado [12].

El modelo de Kane Mele

Charles Kane y Eugine Mele en el a~no 2005 presentan un trabajo enPhysical Review Letters

titulado Quantum Spin Hall E�ect in Graphene [12]. Ellos desean observar cu�al es el efecto

del acoplamiento esp��n-�orbita en el grafeno, por lo que proponen un nuevo mecanismo donde

se incluye la variable de esp��n, que no se hab��a considerado en el modelo de Haldane. Por

lo tanto, se utiliza un nuevo t�ermino de masa dado por� i
 SO� `` i;j ee� i;j Si; Sze j̀; S zScon el
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acoplamiento esp��n-�orbita a segundos vecinos. All�� se plantea tener un orbital para cada uno

de los sitios; adem�as, se utiliza el esp��n a trav�es del segundo t�ermino que conecta con la

amplitud dependiente, � i;j = - � j;i = � 1, teniendo en cuenta la orientaci�on de los vecinos

cercanos.

Al tener en cuenta la interacci�on esp��n-�orbita para el grafeno, Kane y Mele introducen un

nuevo t�ermino de masa al hamiltoniano caracter��stico para el grafeno. Aqu��Sz presenta

valores de m�as uno o menos uno representando los grados de libertad del esp��n, tomando de

forma separada los hamiltonianos para cada uno de los valores deSz. Los espines rompen la

simetr��a de inversi�on temporal de la misma manera que lo hace el hamiltoniano de Haldane;

por ello, en conjunto lo que se encuentra son dos copias id�enticas del modelo de Haldane que

no pueden interactuar entre ellas, es decir, no existe un proceso que tome un esp��n que apunta

hacia arriba y lo convierta en un esp��n que apunta hacia abajo. Estos hamiltonianos arrojan

una conductividad Hall cuantizada de� e2~h. Un campo magn�etico genera una corriente de

esp��n para cada valor deSz, las cuales se cancelan entre ellas como lo declara Kane [40].

Esto arroja como resultado una corriente neta de esp��n dada porJs � ˆ Òh~23•ˆ J� � J� • que da

como resultado una conductividad Hall de esp��n� s
xy � e~2� .

En este sistema se encuentra que las bandas de conducci�on y de valencia se puentean de

dos formas diferentes, cada una para cada tipo de esp��n, haciendo que cada una de ellas

mantenga una velocidad de grupo diferente. En consecuencia, se tiene que los espines hacia

arriba y hacia abajo se propagan por el mismo borde de la muestra en direcciones opuestas.

Es clave en este momento aclarar que este hamiltoniano preserva la simetr��a de inversi�on

temporal, dado que el hamiltoniano traspone, pero al mismo tiempo invierte la direcci�on

del esp��n. Ahora, se requiere de un nuevo invariante que permita determinar si el material

es topol�ogico. El trabajo de Kane-Mele, que antes se pensaba solo para el grafeno, ya no

depende del material y se ha utilizado en pel��culas delgadas de HgTe [13]. Iniciando una

nueva etapa en el estudio de los aislantes topol�ogicos.

La importancia de las simetr��as en el estudio de los materiales

En resumen, se ha expuesto c�omo Haldane consigue romper la simetr��a de inversi�on temporal

sin necesidad de un campo magn�etico externo en el efecto Hall. Posteriormente, Kane y Mele
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2.2 La fase de Berry

fueron los encargados de incluir el esp��n en los hamiltonianos; en un principio, lo realizaron

para el grafeno donde se consiguen que aparezcan en los bordes transporte de esp��n para

cada uno de ellos en una direcci�on. Ellos obtienen dos modelos independientes de Haldane,

donde de forma local se rompe la simetr��a de inversi�on temporal pero en forma global se

mantiene. A continuaci�on, se van a presentar caracter��sticas importantes de las simetr��as en

el c�alculo de propiedades topol�ogicas.

Los invariantes topol�ogicos

En este apartado se va a realizar un bosquejo de estudios y resultados que llevan a potenciar

el uso de los invariantes topol�ogicos como metodolog��a para la caracterizaci�on de los ais-

lantes topol�ogicos, en este recorrido se muestra la importancia de las simetr��as de inversi�on

temporal TRS, la simetr��a de inversi�on espacialP, y su acci�on sobre las funciones de onda

de los estados k, se presenta la formulaci�on de la matriz desewing como una herramienta

poderosa que nos permite relacionar estados, en diferentes puntos k de la primera zona de

Brillouin necesaria dada la aparici�on de los estados de Kramer en el material de estudio.

A continuaci�on se determina el modelo de polarizaci�on bajo inversi�on temporal en una di-

mensi�on moderna que hace uso de la conexi�on de Berry para su estudio, los resultados se

generalizan y se llevan a contemplar ahora no solamente bajo inversi�on temporal, sino que

adem�as se incluye el operador de inversi�on espacial, esto conlleva a que los investigadores

Fu-Kane establezcan su f�ormula que a partir del conteo del n�umero de veces que aparece

una paridad impar en cada punto TRIM del espacio k se puede calcular el invariante topo-

l�ogico Z2 � 1;2;3; � 0 ya en tres dimensiones. Estos invariantes topol�ogicos permiten conocer si

un material es topol�ogicamente trivial o no, sin embargo, en trabajos posteriores se observa

la necesidad de expandir estos conceptos a m�as combinaciones de simetr��as, all�� se exploran

aislantes topol�ogicos cristalinos, aislantes topol�ogicos fuertes, aislantes topol�ogicos de alto

ordenamiento HOTIs, entre otros, es objetivo de este escrito mostrar c�omo la de�nici�on de

cadaZ4 cambia dependiendo de las simetr��as contempladas.

La polarizaci�on con inversi�on temporal como elemento previo a la caracterizaci�on topol�o-

gica por Z2

A continuaci�on, se muestran algunos resultados siguiendo el trabajo de Ando [41] con el

�n de dar a conocer las principales caracter��sticas del operador inversi�on temporal (TRS).

19



2 Marco te�orico

Para part��culas con esp��n 1~2 el operador de inversi�on temporal toma la forma � � � isyK ,

donde K es el operador complejo conjugado, (Sx ; Sy; Sz) es el operador de esp��n dado por las

matrices de Pauli. Algunas propiedades importantes para este operador son:

` S� S� e� � `� S� S e (2-20)

`�  S� � e� `� S e (2-21)

aplicando el operador inversi�on temporal a un operador A

`�  S� A� � 1 S� � e� `� SAÑS e (2-22)

suponga que el hamiltoniano de Bloch de la ecuaci�on 2-11 el sistema conserva la simetr��a de

inversi�on temporal entonces� � ;H� � 0, este hamiltoniano satisface la relaci�on

� Hˆk•� � 1 � Hˆ � k• (2-23)

El resultado de la ecuaci�on 2-23 presenta gran relevancia en la caracterizaci�on de materiales

con simetr��a de inversi�on temporal; all�� se expresa que las bandas de energ��a de un sistema

con simetr��a de inversi�on temporal vienen en pares, es decir (Eˆk• � Eˆ � k•) y esos son los

denominados pares de Kramers. Estos pares de Kramers son degenerados en los momentos

invariantes bajo inversi�on temporal conocidos como TRIMs por sus siglas en ingl�es (Time

Reversal Invariant Momenta) donde k es equivalente a-k, esto �ultimo por la periodicidad

de la zona de Brillouin.

Fu-Kane [42] de�nen la matrizsewingwˆk• como una matriz de 2N � 2N unitaria que puede

relacionar los estados de -k con los estados en k, como se muestra a continuaci�on.

wmn ˆk• � `um; � kS� Sun;ke (2-24)

Esta matriz es antisim�etrica ya que satisface �2 � � 1 y `� aS� be� `bSae, entre las propiedades

que presenta esta matriz destaca quewm;n ˆk• � � wm;n ˆ � k•, adem�as es f�acil demostrar que
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esta matriz es unitaria como procede a continuaci�on

ˆwˆk•Ñwˆk•• n;m � Q
l

wˆk•Ñ
ml wˆk• ln

� Q
l

`ul;kS� ÑSum; � ke� `ul; � kS� Sun;ke

� � mn

(2-25)

Por esto se determina quewˆk•Ñwˆk• � I y wˆk• es unitario, como se dijo arriba, esta matriz

denominada matriz desewing que es una herramienta matem�atica poderosa que permite

computar el estado n-�esimo en k con el estado m-�esimo en -k por medio de la ecuaci�on

Sum; � ke� Q
n

w‡
mn ˆk•� Sun;k e (2-26)

Otra matriz interesante para el presente estudio y la demostraci�on se trata de la matriz de

la conexi�on de Berry que se de�ne como

amn ˆk• � � i `um;kS©k Sun;ke (2-27)

Se pueden utilizar las ecuaciones 2-26 y 2-27 para encontrar la relaci�on entream;n ˆk• y

am;n ˆ � k•, como se muestra a continuaci�on

amn ˆ � k• � � i `um; � kS©-k Sun; � ke

� i `um; � kS©k Sun; � ke

� i Q
l;l œ

aulœ;kT�
Ñˆw‡

m;l œ̂ k•• Ñ©k � ˆw‡
n;l ˆk•• � Sul; � ke

� � i Q
l;l œ

aulœ;kT� w‡
lœ:m

ˆk• � �©kˆw‡
n;l ˆk•• � Sul; � ke� w‡

n;l ©k� Sul;ke�

amn ˆ � k• � � i Q
l;l œ

wlœ;m ˆk• aulœ;kT�
2 Sul; � ke� ˆ©kwÑˆk•• l;n

� aulœ;kT� wlœ;m ˆk•w‡
n;l ˆk•©k� Sul; � ke

aˆ� k• � wˆk•a‡ˆk•wÑˆk• � iwˆk•©kwÑˆk•

(2-28)

Sobre la ecuaci�on 2-28 Ando en [41] aclara que tomando la traza de esta matriz, se encuentra
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que

Tr �aˆ � k•� � Tr �a‡ˆk•� � i Tr � wˆk•©kwÑˆk•� (2-29)

As�� que la Tr �a� � P n a‡
nn � P n ann � Tr �a‡� dado que amn � a‡

nm y ann representa los

elementos diagonales de la conexi�on de Berry, su traza nos da la suma de las fases de Berry,

se puede observar que Tr�a� est�a relacionada con los valores propios dewˆk• y por lo tanto

se encuentra relacionada con la estructura topol�ogica del sistema. Por otro lado, la ecuaci�on

2-28 requiere el c�alculo dew©kwÑ. Para este �n, obtenemos

©kˆwwÑ• � ©kˆ1• � 0

� ˆ©kw•wÑ � wˆ©kwÑ• � 0
(2-30)

Por tanto w©kwÑ � � ˆ©kw•wÑ, el siguiente paso en esta demostraci�on requiere calcular

la traza de la ecuaci�on 2-28 junto con la invarianza de la traza bajo las transformaciones

unitarias as�� se obtiene

Tr �aˆ � k•� � Tr � wˆk•a‡ˆk•wÑˆk•� � i Tr � wˆk•©kwÑˆk•�

� Tr �a‡ˆk•� � i Tr � wˆk•©kwÑˆk•�
(2-31)

En la ecuaci�on 2-31 se puede realizar un cambio de variable dek � � k con lo cual se obtiene

Tr �aˆk•� � Tr �a‡ˆ � k•� � i Tr �wÑˆk•©kwˆk•� , notando que Tr�a� � Tr �a‡� dado queanm � amn ,

entonces �nalmente la expresi�on

Tr �aˆk•� � Tr �aˆ � k•� � i Tr � wÑˆk•©kwˆk•� (2-32)

ahora podemos denotar estas trazas comoacˆk• que ser�a una expresi�on importante para el

c�alculo del invariante Z2

Estas ecuaciones de pre�ambulo permitir�an el estudio de la polarizaci�on moderna que se

expresa en t�erminos de la conexi�on de Berry as��, las ecuaciones que hemos estudiado hasta

este momento decantar�an m�as adelante en la formulaci�on de los invariantes topol�ogicosZ2

y Z4, por lo pronto, un primer acercamiento en esta ruta se trata de analizar la polarizaci�on

en una dimensi�on en un espacio de fases dek del espacio rec��proco y el tiempo. La teor��a

moderna de la polarizaci�on hace uso de la conexi�on de Berry como:
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P� � S
BZ

dk
ˆ2� •3

nb

Q
n� 1

Anˆ k• (2-33)

Donde Anˆ k• � � i `unk S©k Sunk e es la conexi�on de Berry de la n-�esima banda, la sumatoria

propuesta s�olo tiene en cuenta las bandas ocupadas. Esta integral se realiza sobre la zona de

Brillouin, en principio pensemos que contamos con un modelo de dos bandas ocupadas (m�as

adelante se podr�a generalizar el resultado) as�� la polarizaci�on ser�a

P� � S
�

� �

dk
ˆ2� •

� i `u1kS©k Su1ke� i `u2kS©k Su2ke

� S
�

� �

dk
ˆ2� •

ˆa11ˆk; t• � a22ˆk; t••

� S
�

� �

dk
ˆ2� •

Tr �aˆk; t•�

(2-34)

La traza de una matriz consiste en la suma de los elementos en su diagonal, se puede reescribir

la polarizaci�on P� ˆ t• � P1ˆ t• � P2ˆ t• ahora, la polarizaci�on por inversi�on temporalP� se de�ne

en [41] como:

P� � P1 � P2 � 2P1 � P� ˆ t• (2-35)

P� nos da la diferencia entre la polarizaci�on entre las bandas con esp��n hacia arriba y la banda

de esp��n hacia abajo ya que estasSu1ˆk•e y Su2ˆk•e son pares de Kramers por la simetr��a

de inversi�on temporal que presenta el sistema, lo mismo va a suceder respecto al tiempo en

t � 0 y t � T~2, que tambi�en deben ser degeneraci�on de Kramers para estos dos momentos,

la degeneraci�on de Kramers debe ser observada a alg�un valor k, la cual dicta que la versi�on

de tiempo inverso deSu2ˆk•e, es decir � Su2ˆk•e, es igual parau1ˆk• excepto por un factor

de fase. Entonces, parat � 0 y t � T~2 como

Su2ˆk•e � e� i
 ˆ k• Su1ˆ � k•e (2-36)

Su1ˆk•e � � e� i
 ˆ � k• Su2ˆ � k•e (2-37)

Como la matriz w es una matriz de 2� 2 para un sistema de dos bandas como el que estamos
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estudiando, entonces se puede proceder a calcular los valores de las componentes de la matriz

haciendo uso de las ecuaciones 2-36 y 2-37, aqu�� se observa que la diagonal principal ser�a

cero, ya que estas ecuaciones convierten aSu2ˆk•e en t�erminos de Su1ˆ � k•e y por la ecuaci�on

2-25 ser�a nulo, por otro lado la diagonal secundaria s�� se puede calcular y sus resultados son:

w12ˆk; t• � `u1ˆ � k•S� Su1ˆk•e

� `u1ˆ � k•Se� i
 ˆ k• Su1ˆ � k•e

� e� i
 ˆ k•

(2-38)

w21ˆk; t• � `u2ˆ � k•S� Su1ˆk•e

� `u2ˆ � k•S� e� i
 ˆ � k• Su2ˆ � k•e

� � e� i
 ˆ � k•

(2-39)

La matriz w de sewingmide la superposici�on entre el estado �Sun;ke que es el estado trans-

formado por inversi�on temporal y el estadoSum; � ke.Adem�as, se puede probar que esta matriz

presenta propiedades unitaria

w‡
mn ˆk•wmn ˆk• � � mn (2-40)

De esto se sigue quewnm ˆ � k• � � wmn ˆk• con lo que se obtiene la matrizw �nal como:

wˆk• �
’

”

0 w1;2ˆk•

� w1;2ˆk• 0

“

•
�

’

”

0 e� i
 ˆ k•

� e� i
 ˆ � k• 0

“

•
(2-41)

En este proceso para computarP1 la componentea11 se puede calcular y se obtiene

a11ˆ � k• � � i `u1ˆ � k•S
@

@̂� k•
Su1ˆ � k•e

� i `u2ˆk•S� Ñe� i
 ˆ k• @
@̂k•

ei
 ˆ k• � Su2ˆk•e

� `u2ˆk•S� Ñ@
̂ k•
@k

� Su2ˆk•e� i `u2ˆk•S� Ñ @
@k

� Su2ˆk•e

� a22ˆk• �
@
@k


 ˆk•

(2-42)

Se puede realizar un proceso similar para encontrar el valor dea22 con lo que se encuentra
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2.2 La fase de Berry

la igualdad a22ˆk• � a11ˆk• � @
@k
 ˆk•. Por tanto, para el c�alculo deP1 se obtiene

P1ˆ t• �
1

2� S
�

� �
dka11ˆk; t•

�
1

2� S
�

0
dka11ˆk; t• � S

0

� �
dka11ˆk; t•

�
1

2� S
�

0
dkˆa11ˆk; t• � a11ˆ � k; t••

�
1

2� S
�

0
dkˆa11ˆk; t• � a22ˆk; t• �

@
@k


 ˆk••

�
1

2� S
�

0
dk Tr �aˆk; t•� �

1
2� S

�

0

@
@k


 ˆk•

�
1

2� S
�

0
dk Tr �aˆk; t•� �

1
2�

ˆ 
 ˆ � • � 
 ˆ0••

(2-43)

Dado quew12 � ei
 ˆ k• entonces se puede despejar
 ˆk• � i ˆw12•

P1ˆ t• �
1

2� S
�

0
dk Tr �aˆk; t•� �

i
2�

log�
w12ˆ �; t •
w12ˆ0; t•

	 (2-44)

A partir de este momento se puede calcular la polarizaci�on de inversi�on temporalP� para el

sistema y utilizar la ecuaci�on de la traza junto con la identidad de Jacobi©k logˆdet�wˆk•�• �

T r �wÑˆk•©kwˆk•� as�� P� se calcula como:

P� � 2P1 � P� ˆ t•

� S
�

0

dk
2�

ˆTr �aˆk; t•� � Tr �aˆ � k; t•�• �
i
�

log�
w12ˆ �; t •
w12ˆ0; t•

	

� S
�

0
i
dk
2�

Tr � wˆk•Ñ©kwˆk•� �
i
�

log�
w12ˆ �; t •
w12ˆ0; t•

	

�
1

2� S
�

0
dk

@
@k

logˆdet�wˆk•�• �
i
�

log�
w12ˆ �; t •
w12ˆ0; t•

	

�
1
�

log

¿
ÁÁÀ det�wˆ�; t •�

det�wˆ0; t•�
�

i
�

log�
w12ˆ �; t •
w12ˆ0; t•

	

P� �
1
i�

log
’

”

»
w12ˆ0; t•2

w12ˆ0; t•
w12ˆ �; t •

»
w12ˆ �; t •2

“

•

(2-45)

Cada fracci�on dentro del logaritmo en la ecuaci�on 2-45 representa el signo dew12 dado
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que
¼

w2
12

w12
� Sw12 S

w12
� signoˆw12•, por lo tanto, esta ecuaci�on se puede expresar comoP� ˆ t• �

1
i� logˆsignoˆw12ˆ0•• � signoˆw12ˆ � ••• , el argumento de este logaritmo solo puede tomar los

valores 1 o que signi�ca dew12ˆ0• y w12ˆ � • tienen el mismo signo dado quelogˆ1• � 0, as��

se obtieneP� � 0, el otro resultado es� 1 que signi�ca quew12ˆ0• y w12ˆ � • tienen signos

opuestos dado quelogˆ � 1• � i� con lo que se obtieneP� � 1, dados estos resultadosP� puede

tomar valores 0 y 1mod̂ 2• f��sicamente, los dos valores deP� corresponden a dos estados

de polarizaci�on diferentes que se pueden presentar en sistemas de una dimensi�on para los

tiempos t=0 y t=T/2 de acuerdo con Ando [41].

Considerando la evoluci�on deP� del sistema desde t=0 y t=T/2. La funci�on de onda Suk;t e

puede ser vista como un mapa en dos dimensiones en el espacio de fase (k,t) que forma un

toro debido a las condiciones de frontera peri�odicas; el espacio de Hilbert puede ser clasi�cado

en dos grupos dependiendo de la diferencia deP� entre t=0 y t=T/2. En este caso, se de�ne

una nueva cantidad� como

� � P� ˆ t � T~2• � P� ˆ t � 0•

� �
1
i�

log
’

”

»
w12ˆ0; T~2•2

w12ˆ0; T~2•
w12ˆ �; T ~2•

»
w12ˆ �; T ~2•2

»
w12ˆ0; 0•2

w12ˆ0; 0•
w12ˆ �; 0•

»
w12ˆ �; 0•2

“

•

(2-46)

En este punto es clave de�nir �i � ˆ0;0•; ˆ �; 0•; ˆ0; T~2•; ˆ �; T ~2• para i=0 hasta i=4, con

esto la ecuaci�on 2-46 se puede expresar de una forma m�as compacta

� � P� ˆ t � T~2• � P� ˆ t � 0•

� �
1
i�

log
’

”

»
w12ˆ � 3•2

w12ˆ � 3•
w12ˆ � 4•

»
w12ˆ � 4•2

»
w12ˆ � 1•2

w12ˆ � 1•
w12ˆ � 2•

»
w12ˆ � 2•2

“

•

� �
1
i�

log
4

M
i � 1

’

”
w12ˆ � i •»
w12ˆ � i •2

“

•

ei�� � exp
’

”
log

4

M
i � 1

’

”
w12ˆ � i •»
w12ˆ � i •2

“

•

“

•

ˆ � 1• � �
4

M
i � 1

w12ˆ � i •»
w12ˆ � i •2

(2-47)
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2.2 La fase de Berry

Queremos extender el c�alculo del invarianteZ2 a un sistema con m�ultiples bandas, ahora

tenemos N parejas de Kramers en un sistema con 2N bandas ocupadas, como el sistema tiene

simetr��a de inversi�on temporal, cada bandaSuˆk•e tiene su pareja de Kramers relacionada

con el operador �, estos estados se encuentran relacionados por medio de las ecuaciones

� Sun
2 ˆk•e � e� i
 n ˆ k• Sun

1 ˆ � k•e (2-48)

� Sun
1 ˆk•e � � e� i
 n ˆ � k• Sun

2 ˆ � k•e (2-49)

Las ecuaciones 2-48 y 2-49 declaran que si aplicamos la simetr��a de inversi�on temporal � a

un estado de Kramers, se obtiene su pareja con un factor de fasee� i
 n ˆ k• . De acuerdo a esto,

para una generalizaci�on con 2N bandas, la matriz deswing ahora queda

wˆk• �

’
–––––––––
”

0 e� i
 1 ˆ k• 0 0 �

� e� i
 1 ˆ � k• 0 0 0 �

0 0 0 e� i
 2 ˆ k• �

0 0 � e� i
 2 ˆ � k• 0 �

� � � � �

“
—————————
•

(2-50)

Esta es una matriz que se construye bloque a bloque y relaciona los estados con sus pares de

Kramers, es decir, cada par de Kramers ocupa una submatriz de 2� 2 enwˆk•, esta matriz es

antisim�etrica, como se requiere el producto dew12ˆ � i •w34ˆ � i •w56ˆ � i •:::w2N � 1;2N ˆ � i •, entre

las propiedades de una matriz antisim�etrica, para su determinante se encuentra que est�a

relacionada con el Pfa�ano por

w12ˆ � i •w34ˆ � i •� w2N � 1;2N ˆ � i • �
N

M
n� 1

e� i
 ˆ � i •

e� i P N
n � 1 
 n ˆ � i • � Pf�wˆ � i •�

Pf�wˆ � i •� �
»

det�wˆ � i •�

(2-51)

Se ha utilizado la f�ormula para el Pfa�ano a la matriz de sewing w. En general, el Pfa�ano

se de�ne para una matriz antisim�etrica y se relaciona como Pf�A� 2 � det�A� . Ahora, se lleva
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a cabo un c�alculo id�entico al desarrollado a trav�es de la ecuaci�on 2-47 paraP� para obtener

P� �
1
i�

log
’

”

»
det�wˆ0•�

Pf�wˆ0•�
�

Pf�wˆ � •�
»

det�wˆ � •�

“

•
(2-52)

As��, la de�nici�on del invariante topol�ogico Z2 � est�a determinada por Fu-Kane en [43] se

escribe como

ˆ� 1• � �
4

M
i � 1

Pf�wˆ� i •�»
det�wˆ � i •�

(2-53)

Observemos que si establecemos aT � 2� entonces los puntos TRIMs ahora se de�nen como

� i � ˆ0;0•; ˆ �; 0•; ˆ0; � •; ˆ �; � • que en este caso genera una reinterpretaci�on del espacio de

fases de 2D (k,t), ahora como una zona 2D de la zona de Brillouinˆkx ; ky•, as�� la ecuaci�on

2-53 nos permite una clasi�caci�on topol�ogicaZ2 de un espacio bidimensional de aislantes con

simetr��a de inversi�on temporal con 2N bandas ocupadas.

Generalizando el resultado deZ2 de Fu-Kane hacia tres dimensiones

En tres dimensiones se identi�can 8 puntos TRIMs de alta simetr��a de inversi�on temporal

� 0;0;0; � �; 0;0; � 0;�; 0; � 0;0;� ; � �; 0;� ; � 0;�;� ; � �;�; 0; � �;�;� , estos se ubican en cada uno de los v�er-

tices de un cubo, en estos puntos TRIMs se cumple que �H ˆ� i •� � 1 � H ˆ � i •, por este

resultado se entiende que cada par de bandas de Kramers se encuentra degenerado, un cubo

cuenta con 6 planos, se esperar��a este n�umero de invariantes topol�ogicosZ2 para caracterizar

topol�ogicamente el material; sin embargo, Moore y su grupo de trabajo [44] demostraron

que solo hay 4 invariantesZ2 sin redundancia, los cuatro invariantes topol�ogicosZ2 fueron

presentados por Fu-Kane en [43] como

� ˆ � n1;n2;n3• �
4

M
i � 1

Pf�wˆ� n1;n2;n3•�
»

det�wˆ � n1;n2;n3•�
(2-54)

Donde � n1;n2;n3 � n1
2 b1 � n2

2 b2 � n3
2 b3 es el vector reticular rec��proco, entonces los cuatro

invariantes topol�ogicos se escriben como

ˆ� 1• � 0 � M
n j � 0;�

� ˆ � n1;n2;n3• (2-55)
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2.2 La fase de Berry

ˆ � 1• � i � M
n j xi � 0;� ;n i � �

� ˆ � n1;n2;n3• (2-56)

Para resaltar de la ecuaci�on 2-56 elni � � asegura que solo se va a tener en cuenta aquellos

puntos TRIMs que involucren a� en la posici�on determinada por el valor dei esto directa-

mente permite descartar algunos puntos TRIMs y por lo tanto en el caso de� i solo ser�an el

producto de cuatro paridades. Los tres invariantes� 1; � 2; � 3 son el producto de cuatro� ˆ � •

que tienen la informaci�on de la paridad de la funci�on de onda en el punto k TRIMs y similar

al caso 2D, mientras que el� 0 est�a dado por el producto de los ocho� ˆ � i •, los � i caracterizan

los cambios en la paridad dentro de los tres planos y junto con� 0 determinan completamente

la estructura topol�ogica, por lo tanto hay cuatro invariantes topol�ogicosZ2ˆ � 0; � 1; � 2; � 3• re-

visemos el siguiente ejemplo num�erico para comprender el uso de la paridad� ˆ � i •, suponga

que en un c�alculo por primeros principios la paridad de la funci�on de onda en los puntos

TRIMs tiene el siguiente resultado

TRIM Paridad �
(0,0,0) +1
(� ,0,0) -1
(0,� ,0) -1
(0,0,� ) +1
(� ,� ,0) +1
(� ,0,� ) -1
(0,� ,� ) -1
(� ,� ,� ) +1

Tabla 2-1.: Ejemplo num�erico del calculo del invariante topol�ogico� 0

En este ejemplo, el c�alculo de� 0 se realiza al computar la multiplicaci�on de las ocho paridades

de la tabla 2-1 as��, por medio de la ecuaci�on 2-55

ˆ � 1• � 0 � ˆ � 1•ˆ � 1•ˆ � 1•ˆ � 1•ˆ � 1•ˆ � 1•ˆ � 1•ˆ � 1• � ˆ � 1•4ˆ � 1•4 � ˆ � 1•4 � � 1 (2-57)

se obtiene, por tantoˆ � 1• � 0 � � 1 lo que implica que� 0 � 0 determinando que el material

estudiado en el ejemplo es topol�ogicamente trivial.

Estos resultados nos permiten estudiar cristales que presentan simetr��a de inversi�on temporal

tan solo con el producto de la paridad de la funci�on de onda en cada punto TRIMs para las

bandas ocupadas; sin embargo, Fu-Kane en 2007 presentan un trabajo [43] donde se explora
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la posibilidad de estudiar cristales que adem�as cuenten con simetr��a de inversi�onP. Los

apartes m�as importantes de este trabajo los desarrollamos a continuaci�on.

Operador Paridad

En este apartado se considerar�an los efectos en los aislantes topol�ogicos del operador paridad;

se destacar�an algunas propiedades del operador que luego ser�an �utiles en el estudio de los

aislantes topol�ogicos, tomando un estadoSx; � e dondex es la coordenada espacial y� es el

esp��n. El operador de paridad o de inversi�on espacial P act�ua sobre este estado transformando

como se muestra a continuaci�on

P Sx; � e� S� x; � e (2-58)

en el espaciok, P act�ua sobre un estadoSk; � e como

P Sk; � e� S� k; � e (2-59)

Entonces, el operador paridad invierte las coordenadas, pero preserva el esp��n. Se puede

demostrar f�acilmente queP es un operador idempotentêO2 � Ô, es decir, queP2 � 1 y los

valores propios de P son +1 y -1. Se debe tener en cuenta que P tambi�en es un operador

unitario P � � P � . Si se escribe un hamiltoniano como

H � Q
k;�;� œ

Sk; � eH �;� œ`k; � œS (2-60)

Entonces la operaci�onPHP � 1 es

PHP � 1 � Q
k;�;� œ

Sk; � eH �;� œ̂ � k• ` k; � œS (2-61)

La ecuaci�on 2-61 si el sistema satisfaceH ˆk• � H ˆ� k• entoncesPHP � 1 � H y el sistema

conserva la simetr��a de inversi�on. La presencia de la simetr��a paridad al lado de la simetr��a

de inversi�on temporal son las que declaran que los �unicos puntos donde puede cerrarse o

reabrirse una brecha de energ��a son los TRIM [30].
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2.2 La fase de Berry

2.2.5. Sistemas con simetr��a de inversi�on

Supongamos que un sistema sim�etrico con inversi�on temporal como el que ya hemos estu-

diado, adem�as, muestra simetr��a de inversi�on, as�� las funciones de Bloch sonSun ˆk•e, donde

n es el ��ndice de banda, en el TRIM �i los valores propios de paridad son� n ˆ � i • � � 1 as�� se

cumple que

P Sun ˆ � i •e � � n ˆ � i • Sun ˆ � i •e (2-62)

se va a asumir nuevamente que el sistema cuenta con 2N bandas ocupadas donde n y n+1

son pares de Kramers, la conexi�on de BerryAˆk• � Tr �aˆk•� , que adem�as se relaciona con

la curvatura de Berry como se demostr�o en 2-14

F ˆk• � ©k � Aˆk• (2-63)

La curvatura de Berry presenta una interesante propiedad cuando se trata de simetr��a de

inversi�on temporal F ˆ � k• � � F ˆk• y cuando se trata de simetr��a de inversi�onF ˆ� k• � F ˆk•

por lo tanto, en sistemas que cuentan con las dos simetr��as se obtieneF ˆk• � 0 as�� que

se puede elegir ungaugepara la conexi�on de Berry, ahora consideremos una nueva matriz

denominadavmn expresada como

vmn � `un ˆk•SP� Sum ˆk•e (2-64)

Aqu�� m y n son los ��ndices de banda, es f�acil demostrar que v(k) es antisim�etricâvmn ˆk• �

� vnm ˆk•• y unitaria P n vmn v‡
ln � � nl y ˆvˆk•Ñvˆk• � I •, la ecuaci�on 2-64 tiene una relaci�on

directa con la conexi�on de Berry y procederemos a demostrarlo.

Cuando P act�ua sobre un estado del sistema se encuentra la siguiente relaci�on para la inver-

si�on espacial sobre un estado de Bloch

P Sun ˆk•e � � n ˆk• Sun ˆk•e (2-65)

Aqu�� � n ˆk• se trata del auto valor de la paridad de la banda n en el punto k, ahora, para la
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inversi�on temporal � se obtuvo por medio de la ecuaci�on 2-26 obtenemos

� Sun ˆk•e � Q
m

wmn Sum ˆ � k•e (2-66)

ahora se calcula la derivada devnm como

©kvnm ˆk• � ©k `un ˆk•SP� Sum ˆk•e

� `©kun ˆk•SP� Sum ˆk•e� `un ˆk•SP� S©kum ˆk•e
(2-67)

Ahora se multiplica la ecuaci�on 2-67 por� vÑˆk•� ml y se calcula su traza para obtener

� vÑˆk•©kvnm ˆk•� mm � Q
n

`um ˆk•S� ÑPÑSun ˆk•e©k `un ˆk•SP� Sum ˆk•e©kvnm ˆk• (2-68)

Si a la expresi�on 2-68 le tomamos la traza

Tr � vÑ©kv� � Q
m;n

`u� ˆk•S� ÑPÑSu� ˆk•e©kvmn ˆk•: (2-69)

Como vˆk• es una matriz diferenciable respecto a k, se cumple entonces la propiedad de la

derivada del logaritmo de una matriz, considere©k logv � v� 1©kv, por tanto se puede calcular

la traza a ambos lados de la ecuaci�on anterior con lo que se obtiene Tr�©k logv� � Tr � v� 1©kv�

en este caso especial la matriz se cumple que

Tr � vÑ©kv� � ©k Tr � logv� (2-70)

Usando la expresi�on matem�atica Tr� logˆv•� � log�det̂ v•� , que para el caso concreto de la

matriz tratada se obtiene Tr� vÑ©kv� � ©k log�det̂ v•� en este punto nuevamente se utiliza la

propiedad de las matrices antisim�etricas Pf�A� 2 � det�A� para obtener

Tr � vÑ©kv� � ©k log�P f 2ˆv•�

Tr � vÑ©kv� � 2©k log�P f ˆv•�

i
2

Tr � vÑ©kv� � i©k log�P f ˆv•�

(2-71)

Esta �ultima expresi�on se encuentra relacionada directamente con la conexi�on de Berryaˆk•
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como [41, 43]

acˆk• � i©k log�P f ˆvˆk••� (2-72)

As�� para establecer la conexi�on de Berryacˆk• � 0, se necesita elegir ungaugetal que se

cumpla queP f � vˆk•� � 1; es decir, elegir la fase de la funci�on de ondaSun ˆk•e de tal manera

que se pueda garantizar esta condici�on.

Ahora se realiza una revisi�on de la matrizwmn para incluir la simetr��a de inversi�on, por de�-

nici�on wmn ˆ � i • � `um ˆ � � i •S� Sun ˆ � i •e en los puntos de inversi�on temporal �i � � � i , adem�as

se sabe que al aplicar la inversi�on espacial al estado n-�esimoP Sun ˆ � i •e � � n ˆ � i • Sun ˆ � i •e

donde� n ˆ � i • � � 1 es la paridad del estadoun

wmn ˆ � i • � `um ˆ � � i •S� Sun ˆ � i •e

wmn ˆ � i • � `um ˆ � � i •SPP� Sun ˆ � i •e

wmn ˆ � i • � � m ˆ � i • `um ˆ � i •SP� Sun ˆ � i •e

wmn ˆ � i • � � m ˆ � i •vmn ˆ � i •

(2-73)

La matriz wmn ˆ � i • se puede escribir como la paridad del estado multiplicada por la matriz

vmn ˆ � i •, que contiene informaci�on combinada de la simetr��a de inversi�on temporal con la

simetr��a de inversi�on espacial, como se demostrar�a m�as adelante este resultado permitir�a la

de�nici�on del invariante Z2 en t�erminos de las paridades en los puntos TRIMs. Ahora el

resultado del Pfa�ano aplicado a ambos lados de la ecuaci�on 2-73 se escribe como

Pf�wmn ˆ � i •� �
N

M
n� 1

� 2n ˆ � i • Pf� vmn ˆ � i •� (2-74)

Esto demuestra que el Pfa�ano de la matrizw est�a relacionado con el Pfa�ano de la matriz

v y las paridades� 2n ˆ � i • de los estados de Kramers en un sistema de 2N bandas, si m y n

son un par de Kramers entonces se encuentra que� m � � n as��, dentro de cada par de Kramers

ambos estados tienen la misma paridad, si llamamos las bandas de Kramers comoˆ2n� 1; 2n•

as�� podemos escribir� 2n� 1 � � 2n , as�� las paridades pueden agruparse como� n � � m � � 2n ,

entonces usando la propiedad de los pares de Kramers se encuentra queL 2N
n� 1 � n � L N

n� 1 � 2n

como se utiliz�o en la ecuaci�on 2-74; sin embargo, ya se ha �jado elgaugepara garantizar que
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Pf�wmn ˆ � i •� � 1 entonces

Pf�wmn ˆ � i •� �
N

M
n� 1

� 2n ˆ � i • (2-75)

Entonces �nalmente se obtiene la relaci�on

� ˆ � i • �
Pf�wmn ˆ � i •�»
det�wmn ˆ � i •�

�
N

M
n� 1

� 2n ˆ � i • (2-76)

De acuerdo a Fu-Kane en [43] la ecuaci�on 2-76 signi�ca que con la simetr��a de inversi�on, el

invariante topol�ogico Z2 puede ser deducido desde el conocimiento de la paridad de cada par

de Kramers degenerado de las bandas de energ��a ocupadas en cada uno de los cuatro u ocho

TRIMs en la zona de Brillouin. Esto nos permite un m�etodo simple para determinar la fase

topol�ogica de alg�un aislante sim�etrico bajo inversi�on espacial.

En un trabajo posterior, Khalaf y su grupo de investigaci�on en [45] proponen una forma

novedosa para expresar la ecuaci�on 2-55 del invariante topol�ogico� 0 del aislante topol�ogico

en tres dimensiones fuerte, all�� de�nen an�
k el n�umero de bandas ocupadas con paridad par

ˆ � n ˆk• � � 1• y n�
k el n�umero de bandas ocupadas con paridad imparˆ � n ˆk• � � 1• en cada

uno de los puntos TRIMs k, teniendo en cuenta que la paridad de Kramers,n�
k es siempre

par. El ��ndice topol�ogico fuerte � 0 >Z2 se puede expresar como

ˆ� 1• � 0 � M
K >TRIMs

ˆ � 1•
1
2 n �

k ˆ � 1•
1
2 n �

k � ˆ � 1•
1
2 P K >TRIMs n �

k (2-77)

El factor 1
2 en la ecuaci�on 2-77 aparece ya que el c�alculo est�a contando los pares de Kramers en

lugar de estados individuales, es decir, el n�umero total de estados ocupados esNoc � n�
k � n�

k ,

el n�umero de pares de Kramers es la mitad de ese valorNoc~2, la contribuci�on de los estados

con paridad positiva esˆ � 1•
1
2 n �

k y la contribuci�on de los estados con paridad negativa es

ˆ � 1•
1
2 n �

k , esto es una consecuencia directa de la simetr��a de inversi�on temporal, que obliga a

los estados a aparecer en pares degenerados en los puntos TRIMs.
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2.2.6. El invariante topol�ogico Z4

Hasta este punto se ha realizado un completo estudio del invariante topol�ogicoZ2, a trav�es de

los autores Fu-Kane [43] y de art��culos como el de Ando [41]. En la ecuaci�on 2-76 se expresa

el invariante topol�ogico Z2 en t�erminos de la paridad de cada par de Kramers degenerados

en las bandas ocupadas en los puntos TRIM del espacio rec��proco. En el presente apartado

se va a desarrollar una deducci�on apoyada en art��culos que han aportado signi�cativamente

a la de�nici�on del ��ndice topol�ogico Z4.

El invariante topol�ogico Z4 surge naturalmente como una profundizaci�on del ��ndiceZ2 para

la clasi�caci�on de fases topol�ogicas en materiales que exhiben simetr��a de inversi�on, aunque

tambi�en se empiezan a considerar otro tipo de simetr��as que protegen los estados longitu-

dinales, o de super�cie, por ello se resalta el trabajo de Liang Fu de 2011 [46], quien como

principal resultado extiende la clasi�caci�on topol�ogica de las estructuras de bandas para

incluir cierto grupo de simetr��a puntual, encontrando una clase de aislantes topol�ogicos tri-

dimensionales con estados de super�cie met�alicos. Este estudio prueba que en principio se

puede ampliar el rango de trabajo al incluir simetr��as diferentes a la inversi�on temporal o la

inversi�on espacial.

En esta l��nea de caracterizaci�on a trav�es de la consideraci�on de m�as simetr��as, surge el

desarrollo Po y su grupo de colaboradores en [47], ellos proporcionan un marco te�orico

para analizar las bandas en los 230 grupos espaciales, en t�erminos de lo que ellos llaman el

coe�ciente de grupoX BS como la raz�on entre la estructura de bandas̃BS• que se de�ne

como todas las posibles bandas de energ��a que cumplen con las reglas de simetr��a del grupo

espacial del material, y los̃ AI • aislantes at�omicos que se de�nen como todas las bandas que

corresponden a �atomos bien localizados, este cociente saca a relucir las bandas que no tienen

su naturaleza en aislantes at�omicos y, por tanto, su naturaleza ser�a m�as compleja y referida

hacia las propiedades topol�ogicas. As��,X BS se convierte en una poderosa herramienta para

identi�car las fases topol�ogicas en materiales cristalinos, para ciertos grupos espaciales, el

cociente da lugar aZ4 los autores de este trabajo destacan la clasi�caci�on del ��ndice topol�ogico

Z2 � Z4 para el grupo espacial 166 con simetr��a de inversi�on temporal y un signi�cativo

acoplamiento esp��n-�orbita Tabla 3 de la referencia [47]. Como ya hemos visto, el criterio de
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Fu-Kane para sistemas con simetr��a de inversi�on tiene en cuenta los signos de la paridad

en los puntos TRIMs del espacio rec��proco en este art��culo Po, generaliza el concepto y se

encuentra que en muchos casos un invariante topol�ogicoZ4 es m�as adecuado para capturar

la verdadera topolog��a del sistema.

En esta b�usqueda de nuevas simetr��as que protegen estados conductores resaltamos el tra-

bajo de Schindler [48] el cual se encarga de estudiar aislantes topol�ogicos de orden superior

HOTIs, la clase de aislantes topol�ogicos con estados protegidos en los bordes. Estos estados

se encuentran en las esquinas o bisagras. En el escrito se destaca el uso delZ4 para el estudio

de la topolog��a de estos materiales por encima delZ2; estos HOTIs requieren una generali-

zaci�on del Z2 donde se calcule la protecci�on por simetr��as no contempladas con anterioridad,

como simetr��as espaciales. En este trabajo se estudia la combinaci�on de la simetr��aC4 con

la inversi�on temporal, arrojando

ˆ� 1• � c �

1
2 N

M
n� 1

M
k>IC 4

� n;k (2-78)

que tiene la misma forma de Fu-Kane y representa un invariante topol�ogico en presencia

de la simetr��a combinada de rotaci�on de 90 gradosC4 con inversi�on temporal T. Las ideas

expuestas en este trabajo impulsan a Scheindler et al., que en su art��culo [49] publican el

procedimiento para capturar la topolog��a del Bismuto por medio delZ2 ; all�� encuentran que

este material es trivial, resultado que se encuentra de acuerdo al resultado publicado [50],

pero este ��ndice topol�ogico no logra capturar algunos aspectos de la estructura electr�onica, en

particular la presencia de estados de bisagra quirales (Hinge). Estos investigadores observaron

y anotaron una revoluci�on sobre este material; al indagar m�as en profundidad, encontraron

que el ��ndice topol�ogico Z2 no permite evaluar de forma adecuada una doble inversi�on de

banda que tiene este material tampoco.

Es por este motivo que Scheindler se ve en la necesidad de extender el ��ndiceZ2 hacia los

aislantes topol�ogicos altamente ordenados HOTIs con simetr��a de inversi�on en el tiempo,

rotaci�on C3 y simetr��a de inversi�on. De acuerdo al estudio presentado para part��culas esp��n

1~2, en los ocho TRIMs, dos puntos k son invariantes ante la rotaci�on C3, � y T, mientras que

dos grupos de tres TRIMs se transforman unos entre otros ante la operaci�on C3, escriben la
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ecuaci�on � Y � L i >OCC � i;Y , este producto sobre todos los estados propios de inversi�on� i;Y � 1

de los pares de Kramer de las bandas ocupadas en los TRIMsY >˜ � ; T; X i ; L i • , as�� el ��ndice

de Fu-Kane se puede escribir como� � � � � T � X i � Li , ellos concluyen que la inversi�on total de

bandas en los subespacios ocupados con simetr��a C3 y valores propios -1 yexp̂ � i� ~3• est�an

dados por

� ˆ � • � � ˆ � •
� � T

ˆ � • � X 1� L 1 (2-79)

� ˆ � � ~3• � � ˆ � � ~3•
� � T

ˆ � � ~3• (2-80)

Respectivamente, all�� Scheindler distingue entre tres casos: (1)� ˆ � • � � ˆ � � ~3• � � 1 para un

aislante trivial, (2) � � � ˆ � • � ˆ � � ~3• � � 1 para unZ2 aislante topol�ogico y (3) � ˆ � • � � ˆ � � ~3• � � 1

para un aislante topol�ogico de alto orden (HOTIs) [49].

Entonces este art��culo presenta al invariante topol�ogicoZ4 que permite una clasi�caci�on m�as

detallada basada en la combinaci�on de simetr��a de inversi�on combinadas con otras simetr��as,

as�� este ��ndice se muestra como una herramienta matem�atica que permite el c�alculo de

topolog��a de materiales con rotaci�onC3 y simetr��a de inversi�on espacial. Se detecta que el

Bismuto, que antes era considerado como un material topol�ogicamente trivial bajo elZ2,

realmente presenta una fase topol�ogica protegida por simetr��as espaciales, lo que permite los

llamados modos de bisagra (Hinge).

Este �ultimo resultado es importante para el desarrollo del presente trabajo, ya que es por

medio del invariante topol�ogico Z4 que se va a realizar la caracterizaci�on topol�ogica de los

materiales. Para esta metodolog��a de trabajo, se utiliza el software IrRep [51], con este c�odigo

se puede calcular el invariante topol�ogicoZ4 por medio de los valores propios de la simetr��a

de inversi�on en los puntos de alta simetr��a TRIMs. En el art��culo gu��a del IrRep, los autores

reproducen el mismo c�alculo que llevaron a cabo Scheindler para demostrar que el Bismuto

es un material con propiedades topol�ogicas y que el ��ndiceZ2 no pod��a capturar. Demuestran

de esta manera la fortaleza del c�odigo para caracterizar topol�ogicamente los materiales; en

el c�odigo se usan los valores propios de inversi�on para determinar el n�umero de pares de

Kramers con valores propios negativos, a partir de este n�umero se calcula el m�odulo 4.
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En el 2018 Ono Seishiro y Haruki Watanabe publican un art��culo [52] desarrollan un marco

general para los indicadores de simetr��aX BS en los 230 grupos espaciales. Ellos declaran que

extienden los estudios previos de indicadores de simetr��a a todas las 10 clases de simetr��a

Atland-Zimbauer en los 230 grupos espaciales, a trav�es de los indicadores de simetr��a aclaran

que los aislantes at�omicos̃ AI • son un subgrupo de la estructura de bandas˜ BS• as�� que

el coe�ciente de grupoX BS da cuenta de la estructura de bandas que no proviene de los

aislantes at�omicos. Por tanto, provienen de la topolog��a, as�� expresan este coe�ciente como

X BS � ˜ BS•~˜AI • � Zn1 � Zn2 � � (2-81)

En este trabajo presentan una discusi�on sobre los indicadores de simetr��a para la claseA

bajo el grupo espacialP1 generado por una traslaci�on en tres dimensiones y la simetr��a de

inversi�on. En este caso, los autores encuentran que el indicador usando la ecuaci�on 2-81 es

X BS � ˜ BS•~˜AI • � ˆZ2•3 � Z4, los primeros tres indicadores son los indicadores de aislante

topol�ogico d�ebil para cada uno de los planos que fue propuesto por Fu-Kane, y el factorZ4

corresponde a las fases fuertes del aislante topol�ogico; estos indicadores agregan, los autores,

que se pueden expresar comoX BS como ˆ� x ; � y; � z; � 1•, � � a � 0; 1� y � � 1 � 0; 1; 2; 3� donde

� 1 se de�ne como la semi suma, no el producto, de las paridades de inversi�on en los ocho

TRIMs [52]:

� 1 �
1
2

Q
k>T RIMs

ˆn�
k � n�

k • >Z (2-82)

En esta ecuaci�on, losn�
k y � n�

k son los n�umeros de bandas ocupadas con paridad positiva (par)

o negativa (impar), respectivamente, en los TRIMs, la suma se debe realizar en todos los

TRIMs de la zona de Brillouin; un ejemplo del uso de esta ecuaci�on junto con sus deducciones

se realiza a continuaci�on:
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2.2 La fase de Berry

Figura 2-2.: Los valores propios de paridad en los puntos de alta simetr��a TRIMs para la

clase AP1 En a) se muestra la elecci�on com�un de las coordenadas, en b) ejemplo

de fase (0,0,0;2) que puede ser realizada como un aislante de Chern antiferro-

magn�etico, imagen tomada de [52].

de acuerdo a los datos de la �gura2-2 se puede organizar la siguiente tabla con las paridades

de los valores paran�
k y � n�

k como se muestra en la siguiente tabla2-2

Puntos TRIM k Paridades n�
k n�

k
(0, 0, 0) - - 0 2
(� , 0,0) + + 2 0
(� , � ,0) + + 2 0
(0, � ,0) + + 2 0
(0, 0,� ) - + 1 1
(0, � ,� ) + - 1 1
(� , � ,� ) + - 1 1
(� , 0,� ) + - 1 1

Tabla 2-2.: Estados de paridad del cristal mostrado en la �gura2-2

Con esta informaci�on se va a llevar a cabo el c�alculo de los diferentes invariantes topol�ogicos

(� 1; � 2; � 3) con las ecuaciones 2-55 y 2-56, adem�as del� 1 dado en la ecuaci�on 2-82

39



2 Marco te�orico

C�alculo de � 1:

ˆ � 1• � 1 � ˆ � 1•n �
� 00 ˆ � 1•n �

�� 0 ˆ � 1•n �
� 0� ˆ � 1•n �

���

� ˆ � 1•0ˆ � 1•0ˆ � 1•1ˆ � 1•1

� ˆ � 1•0� 0� 1� 1

� ˆ � 1•2 � 1

(2-83)

por lo tanto ˆ � 1• � 1 � 1 implica que� 1 � 0 ahora el c�alculo para� 2 plano paraky � � :

ˆ � 1• � 2 � ˆ � 1•n �
0� 0 ˆ � 1•n �

�� 0 ˆ � 1•n �
0�� ˆ � 1•n �

���

� ˆ � 1•0ˆ � 1•0ˆ � 1•1ˆ � 1•1

� ˆ � 1•0� 0� 1� 1

� ˆ � 1•2 � 1

(2-84)

por lo tanto ˆ � 1• � 2 � 1 implica que� 2 � 0 ahora el c�alculo para� 3 plano parakz � � :

ˆ � 1• � 3 � ˆ � 1•n �
00 � ˆ � 1•n �

� 0� ˆ � 1•n �
0�� ˆ � 1•n �

���

� ˆ � 1•1ˆ � 1•1ˆ � 1•1ˆ � 1•1

� ˆ � 1•1� 1� 1� 1

� ˆ � 1•4 � 1

(2-85)

por lo tanto ˆ � 1• � 3 � 1 implica que� 3 � 0 ahora el c�alculo para� 1 se obtiene

� 1 �
1
2

Q
k>T RIMs

ˆn�
k � n�

k •

�
1
2

�ˆ 0 � 2• � ˆ2 � 0• � ˆ2 � 0• � ˆ2 � 0• � ˆ1 � 1• � ˆ1 � 1• � ˆ1 � 1• � ˆ1 � 1•�

�
1
2

� � 2 � 2 � 2 � 2 � 0 � 0 � 0 � 0�

�
1
2

ˆ4• � 2

(2-86)

por lo tanto para este ejemplo se encontr�o que� 1 � 0, � 2 � 0, � 3 � 0 y � 1 � 2, los ��ndices

d�ebiles indican que la fase no es un aislante de Chern, el ��ndice fuerte� 1 � 2 indica que la

fase puede ser un HOTI con modos de bisagra o un aislante de Chern antiferromagn�etico. Es
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importante resaltar que en el esquema2-2 por ejemplo en el punto (�; �; � ) aparecen signos

+ y - sugiere que ha ocurrido un cruce de bandas en alg�un punto de la estructura electr�onica,

es decir, es un punto con paridades opuestas lo que colabora con� 1 � 2 indicando una fase

topol�ogica fuerte.

Este invariante Z4 es fundamental para distinguir fases topol�ogicas protegidas por inversi�on

y otros grupos espaciales, se destaca que cuandoZ4 � 2 se est�an estudiando materiales

protegidos con modos de bisagra (Hinge). En este mismo trabajo se estudia el grupoPmmm

para electrones con esp��n, se concluye que este grupo cuenta con los mismos indicadores

de simetr��a de P1 X BS � ˜ BS•~˜AI • � ˆZ2•3 � Z4 pero su interpretaci�on es diferente, este

grupo cuenta con tres espejos ortogonales con los que no cuenta el grupoP1 que forman

efectivamente pares de Kramers, es decir, cada banda est�a apareada con otra con la misma

paridad de inversi�on pero opuestas por el valor propio del espejo en los TRIMs por esto, se

puede utilizar el ��ndice de clase AII como [45, 52, 53, 54]:

� 1 �
1
4

Q
k>T RIMs

ˆn�
k � n�

k • >Z (2-87)

Khalaf y su grupo de trabajo, quienes proponen que el ��ndice topol�ogico� 0 de la ecuaci�on 2-

55 se puede promover a un ��ndice topol�ogicoZ4 en presencia de la simetr��a de inversi�on. Para

esta nueva de�nici�on sean�
k el n�umero de bandas ocupadas con paridad par en los TRIM k

y n�
k el n�umero de bandas ocupadas con paridad impar en los puntos de alta simetr��a TRIM

k, para lo cual se puede expresar la f�ormula de Fu-Kane, ecuaci�on 2-77 como

ˆ� 1• � 0 � M
K >TRIMs

ˆ � 1•
1
2 n �

k ˆ � 1•
1
2 n �

k � ˆ � 1•
1
2 P K >TRIMs n �

k (2-88)

En esta parte, Khalaf propone un nuevo ��ndice que es simplemente la suma de las paridades

de inversi�on de las bandas ocupadas, mostrada en la ecuaci�on 2-87. Al tener en cuenta el

n�umero total de las bandas ocupadas n que incluye las que tienen paridades positivas y

negativas y al comparar con la ecuaci�on 2-78 se llega a la relaci�on

ˆ � 1• � 0 � ˆ � 1• � 1 (2-89)

Aqu�� � 1 contiene m�as informaci�on que� 0 que es estable en mod 4, en el sentido de que alg�un

aislante topol�ogico trivial no se ver�a afectado al incluir m�as bandas triviales,� 1 es mod 4.
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Z4 se traduce directamente de� 1 y su informaci�on contenida est�a linealmente relacionada,

el n�umero de pares de Kramers con paridad impar con valores propios (-1)n�
k en cada punto

k TRIMs el ��ndice Z4 se de�ne como [55] la equivalencia entre las ecuaciones 2-88 y 2-89 se

puede establecer de la siguiente manera: Khalaf, quien incluye un apartado para discutir el

��ndice Z4 para simetr��a de inversi�on en [45], comienza la discusi�on dando las de�niciones de

n�
k y n�

k como el n�umero de bandas ocupadas con paridad par e impar respectivamente en los

TRIMs, aclara que por los pares de Kramers las cantidadesn�
k son pares, adem�as procede a

partir de la ecuaci�on de Fu-Kane para el aislante topol�ogico fuerte 2-88, entonces el trabajo

de Khalaf consiste en buscar una forma alternativa para expresar lo mismo que el invariante

� 0, por lo tanto hace uso de una ecuaci�onZ-valuada de la forma de Fu-Kane que consiste en

la simple suma de los paridades de inversi�on de las bandas ocupadas y se de�ne como

� 1 �
1
4

Q
k>T RIMs

ˆn�
k � n�

k • >Z (2-90)

En esta ecuaci�on se puede deducir que el n�umero total de bandas ocupadas en los puntos

TRIMs est�a dado por n � n�
k � n�

k , donde n es un n�umero par, con esto en mente, se puede

tomar la ecuaci�on 2-90 y sustituir el valor paran�
k � n � n�

k , as�� se procede como

� 1 �
1
4

Q
k>T RIMs

ˆˆ n � n�
k • � n�

k • >Z

�
1
4

Q
k>T RIMs

ˆn � 2n�
k • >Z

�
1
4

Q
k>T RIMs

n �
1
2

Q
k>T RIMs

n�
k >Z

(2-91)

Como el n�umero de puntos TRIMs considerados para el invariante� 0 son n=8, esta �ultima

expresi�on se puede expresar como

� 1 � 2n �
1
2

Q
k>T RIMs

n�
k >Z (2-92)
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Ahora para relacionarlo con� 0 se calcula el valor dê � 1• � 1 para obtener

ˆ � 1• � 1 � ˆ � 1•2n� 1
2 P k >T RIMs n �

k >Z

� ˆ � 1•2n ˆ � 1• � 1
2 P k >T RIMs n �

k

� ˆ � 1•
1
2 P k >T RIMs n �

k

ˆ � 1• � 1 � ˆ � 1• � 0

(2-93)

Para esta �ultima ecuaci�on se ha utilizado el hecho de quê� 1•par � 1 adem�as queˆ� 1• � x �

ˆ � 1•x , esta ecuaci�on demuestra que la propuesta de Kahalaf para escribir la f�ormula de Fu-

Kane de una forma novedosa es v�alida adem�as como aclara en el escrito declara que� 1 es

estable en m�odulo 4, se aclara que� 1 � � 0 m�od 2, as�� � 1 contiene m�as informaci�on que el

� 0 que hasta este momento solo es capaz de determinar si un material es topol�ogicamente

trivial o no, se suma tambi�en la estabilidad del� 1 en m�od 4 que tiene sentido seg�un el

autor ya que los aislantes triviales tienen� 1 � 4n con n entero, y sumando o restando bandas

triviales no va a alterar el valor de� 1 m�od 4. "Los grupos espaciales que contienen solamente

inversi�on I en suma con traslaci�on son llamadosP1 (No. 2) en las referencias cristalogr�a�cas)

el ��ndice � 1 puede ser de�nido para cada supergrupo deP1 (Grupos espaciales que contienen

P1 como subgrupo) es decir para todos los grupos espaciales centro sim�etricos"[45].

En este trabajo, adem�as se presenta una tabla donde se relacionan los indicadores basados

en simetr��a con la topolog��a de banda; en especial, se extrae la siguiente informaci�on para

el grupo espacial 166, al que pertenece la mayor��a de los materiales de estudio del presente

trabajo ver tabla 2-3 .

Zhida Song et al. en su art��culo [53] realizan un exhaustivo mapeo desde los datos de simetr��a

hacia los datos topol�ogicos para estructuras de bandas con gap en presencia de la simetr��a

de inversi�on temporal para cada uno de los 230 grupos espaciales, este mapeo se realiza

utilizando indicadores basados en simetr��a, encontrando que los invariantes topol�ogicos para

dadas estructuras de banda con gap se reducen a una simple b�usqueda en las tablas que

proponen, all�� para el grupoP1 se forma un grupo dado porZ2 � Z2 � Z2 � Z4 donde losZ2 y

Z4 son los generadores de aislantes topol�ogicos d�ebiles y aislantes topol�ogicos fuertes como
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2 Marco te�orico

Tabla 2-3.: Resumen de los indicadores basados en simetr��a de la topolog��a de banda. Los
grupos espaciales se encuentran agrupados en su parental grupo espacial clave en
la primera columna, en la segunda columna se listan los ��ndices topol�ogicos clave
que caracterizan las clases no triviales enX BS tomado de [45]

G. espacial clave �Indices clave X w
BS X s

BS grupos espaciales
14,15,48,50,53,54,

55, 57, 59, 63, 64, 66,
P1 � 1;2;3,� 1 Z2 Z4 68, 71, 72, 73, 74, 84,

85, 86, 125, 129, 131, 132,
134, 147, 148, 162, 164, 166,

200, 201, 204, 206, 224.

ya se ha discutido, ellos encontraron que el indicadorZ4 puede ser calculado por

Z4 � Q
k>T RIM

n�
k � n�

k

2
m�od 4 (2-94)

aqu�� n�
k es el n�umero de paridad impar de pares de Kramers ocupados en k,n�

k es el n�umero de

paridad par de pares de Kramers ocupados en k, y k se asume sobre los ocho puntos TRIMs,

se aclara en el escrito que seg�un los criterios cuando se obtieneZ4 � 1; 3 corresponden a

aislantes topol�ogicos fuertes y cuando se obtieneZ4 � 2 corresponde a aislantes topol�ogicos

cristalinos protegidos por inversi�on. Otro aspecto a resaltar en este trabajo es que en la tabla

2 del material suplementario indican que para todos los grupos espaciales con inversi�on se

debe utilizar la ecuaci�on 2-94 para calcular elZ4. Tanaka en su art��culo [56] realiza un estudio

de los estados quirales presentes en los aislantes topol�ogicos de orden superior (HOTIs) con

presencia de la simetr��a de inversi�on, ellos exploran todas las posibilidades de los estados

quirales en los HOTIs para los grupos espaciales magn�eticos de tipo I, con presencia de la

simetr��a de inversi�on, analizan el signo de la masa de Dirac en la super�cie que depende de la

orientaci�on de la super�cie, aplicando esta informaci�on a un antiferromagn�eto estrati�cado

AFM los autores encuentran diferencias en los estados de borde cuando el n�umero de capas

es par o impar. Las posiciones de los estados quirales no son sim�etricas bajo inversi�on, as��

que estas con�guraciones asim�etricas se determinan �unicamente por medio del invariante

topol�ogico Z4 que lo de�nen como

44



2.2 La fase de Berry

� 1 � Q
� j �T RIM

n� ˆ � j • � n� ˆ � j •
2

m�od 4 (2-95)

Aqu�� n� ˆ � i • son el n�umero de los estados ocupados con paridad par e impar de estados

propios en los puntos TRIM � j , respectivamente. Aclaran que cuando� 1 � 2 es cuando se

obtienen HOTIs con estados quirales.

Este invarianteZ4 se ha utilizado para la clasi�caci�on topol�ogica de materiales, en especial el

Li2AuBi presentado por Zhang et al. en [57] donde demuestra que a trav�es de la aplicaci�on de

esfuerzos mec�anicos este material puede presentar los cuatro tipos diferentes de clasi�caci�on

topol�ogica Z4, en el art��culo se aclara queZ4 � 1; 3 corresponde a un aislante topol�ogico no

trivial con z2 � 1, Z4 � 0 indica que el sistema es un aislante trivial, pero cuando se obtiene

Z4 � 2 indica que el sistema es un aislante topol�ogico cristalino; se ha de mencionar que para

este estudio los autores utilizan la f�ormula como de Fu-Kane dada en la ecuaci�on 2-94.

2.2.7. La clasi�caci�on topol�ogica del Z4

En este apartado se van a presentar la clasi�caci�on que se le da a los diferentes valores de

Z4 de acuerdo a las condiciones de la situaci�on de investigaci�on planteada por los autores y

resumida en la tabla2-4.

Al respecto sobre la diferencia de aislantes topol�ogicos cristalinos y HOTIs, Xiao en [59]

declara que si un n�umero impar de inversi�on de bandas ocurre, el TRS es su�ciente para pro-

tegerlo; sin embargo, si un n�umero par de inversi�on de bandas sucede, se requieren algunas

simetr��as del cristal para protegerlo o para combinarse con TRS para protegerlo, obteniendo

de este modo lo que conocemos como un aislante topol�ogico cristalino. Solamente las super-

�cies que preservan la simetr��a de espejo se mantienen met�alicas. Cuando las super�cies no

preservan la simetr��a de espejo, la bisagra entre dos de estas super�cies puede seguir siendo

sim�etrica de espejo y en la bisagra se esperan estados de conducci�on; esto se conoce como

HOTI protegido por espejo.

De acuerdo a esta informaci�on, un invariante topol�ogicoZ4 puede describir semimetales

siempre y cuando se cumpla la condici�on de cruce de bandas en el bulk del material. Por

otro lado, si esta condici�on no se cumple, entonces el ��ndice topol�ogicoZ4 diferente de cero
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Autor principal Clasi�caci�on Z4 Descripci�on

Frank Schindler
[49]

� � � � � � ~3 � � 1

Los autores clasi�can el Bi como
HOTI con simetr��a de inversi�on, si-
metr��a de inversi�on temporal y si-
metr��a de rotaci�on C 3

Seishiro Ono [52] Z4 � 2 HOTI

El gap del material es diferente de
cero y los n�umeros de Chern des-
aparecen en toda la BZ el material
es un HOTI con modos quirales 1D
en la super�cie

Zhida Song[53]
Z4 � 1; 3 TI fuerte y
Z4 � 2 TCI

Los autores declarar que
ellos encontraron que el
Z4 � P k>T RIM

n �
k � n �

k
2 m�od 4

Liquin Zhou [58]
Z4 � 1; 3 WSM y Z4 � 2
aislante de axi�on

Los autores hacen esta clasi�caci�on
para el MnSb2Te4 FM con SOC va-
riable y presenta cruce de bandas
en el bulk

Iraola Mikel [51] Z4 � 2 HOTI

El Bi tiene doble inversi�on de ban-
da dejandoZ4 � 2 como el n�umero
de pares de Kramers con paridad
menos es igual a 2 mod 4 indican-
do que el Bi es un HOTI

Xiao Jiewen [59]
Z4 � 2 Aislante topol�o-
gico cristalino

El Bi con GS #166, el indicador de
simetr��a del grupo esZ3

2 � Z4 y su
indicador (0 0 0 ; 2) es un aislante
topol�ogico cristalino

Zhang Tan [57]
Z4 � 1; 3 aislante topo-
l�ogico fuerte, Z4 � 2 in-
dica que es TCI

Z4 � 1; 3 el sistema se trata de un
aislante topol�ogico fuerte, Z4 � 2
implica un aislante topol�ogico cris-
talino todos con gap en el bulk

Tabla 2-4.: Clasi�caci�on de los materiales haciendo uso delZ4, cuando hay cruce de bandas se
habla de semimetales topol�ogicos, cuando hay gap en el bulk se habla de HOTIs,
o aislantes topol�ogicos cristalinos
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2.2 La fase de Berry

indica aislantes topol�ogicos fuertes, aislantes cristalinos o HOTIs, esto siempre contando con

las simetr��as que protegen el cristal en cada caso particular.

2.2.8. Aislantes topol�ogicos

Los aislantes topol�ogicos surgen al intentar dar respuesta a los resultados experimentales

presentados en el efecto Hall cu�antico entero [60]. Como se desarroll�o en la secci�on 2.2.2, la

conductancia Hall encuentra su origen en la curvatura de Berry. Tiempo despu�es aparece el

escrito de Haldane [14] donde �el es capaz de generar el efecto Hall, pero sin utilizar un campo

magn�etico externo; aqu�� se identi�ca la necesidad de romper con la simetr��a de inversi�on

temporal para la obtenci�on del efecto deseado. El resultado de Haldane es que consigue que

exista conducci�on en los bordes de una muestra, como lo vimos en 2.2.4. El siguiente paso

en la obtenci�on de los aislantes topol�ogicos se debe a la incorporaci�on de Kane-Mele del

esp��n en los c�alculos [12]. Estos investigadores logran el efecto Hall de esp��n, donde en un

borde de la muestra se tiene conducci�on de part��culas cargadas en ambas direcciones y sin

retrodispersi�on. Este efecto trasciende el material grafeno, para el cual fue creado, abriendo

la puerta a la exploraci�on de otros materiales [61, 62]. Esta exploraci�on resulta un poco m�as

f�acil de desarrollar cuando se cuenta con resultados de primeros principios, como el presente

trabajo, que logra guiar y ahorrar esfuerzos en la obtenci�on de materiales que se encuentren

clasi�cados como aislantes topol�ogicos [63].

Los aislantes topol�ogicos son una clasi�caci�on de la materia en la cual elbulk del material

presenta una brecha de energ��a que separa la banda de valencia de la banda de conducci�on; sin

embargo, estos materiales presentan caracter��sticas de estados met�alicos en los bordes [31, 34].

Esta condici�on especial los ubica en una clasi�caci�on denominadamateriales topol�ogicos.

Recuerde que la topolog��a es la encargada de estudiar las caracter��sticas geom�etricas de los

objetos (n�umero de huecos, nudos, etc.). En la rama de la f��sica de materiales no se trata

de clasi�car la cantidad de huecos que tiene el cristal estudiado, sino que se va a un sistema

m�as abstracto donde es la naturaleza de las bandas ocupadas la que va a permitir realizar

un estudio topol�ogico.

Hasta este momento se han presentado las caracter��sticas te�oricas de la topolog��a de los mate-

riales. Como es objetivo de este trabajo presentar las propiedades estructurales, electr�onicas,
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magn�eticas y topol�ogicas del compuesto M(Bi1� xSbx )2Te4 con M los metales de transici�on

del grupo 3d, V, Cr, Mn, Fe y Ni, las cuales se van a calcular haciendo uso de primeros

principios a trav�es de la teor��a de la densidad funcional, que es un m�etodo efectivo para las

caracterizaciones de los materiales aislantes topol�ogicos magn�eticos [64]. Por este motivo, en

el siguiente apartado se desarrollan los aspectos te�oricos relevantes en la implementaci�on de

la teor��a de la densidad funcional (DFT).

2.3. Teor��a de la densidad funcional DFT

Los aislantes topol�ogicos magn�eticos se encuentran compuestos por �atomos de diferentes ele-

mentos, lo que conlleva a un problema de muchos cuerpos. Para el estudio de este problema,

se debe considerar la energ��a cin�etica de cada part��cula, as�� como las diferentes energ��as

potenciales el�ectricas. El hamiltoniano de estudio de este problema es [65].

Ĥ � �
Òh2

2
Q

i

©2
ÑR i

M i
�

Òh2

2
Q

i

©2
Ñr i

me
�

1
4�" 0

Q
i;j

e2Z i

ZÑRi � Ñr j Z

�
1

8�" 0
Q
i xj

e2

YÑr i � Ñr j Y
�

1
8�" 0

Q
i xj

Z i Z j e2

ZÑRi � ÑRj Z

(2-96)

Dondeme corresponde a la masa de los electrones que se encuentran ubicados en la posici�on

Ñr i , la masa de los n�ucleos se denomina porM i y se encuentran ubicados en la posici�onÑRi . Los

t�erminos de la derecha de la ecuaci�on son: energ��a cin�etica de los n�ucleos, energ��a cin�etica de

los electrones, energ��a de interacci�on el�ectrica entre los n�ucleos y los electrones, energ��a de

interacci�on el�ectrica electr�on-electr�on y, �nalmente, la energ��a de interacci�on n�ucleo-n�ucleo,

respectivamente.

Este hamiltoniano no cuenta con una soluci�on anal��tica debido a que la cantidad de in-

teracciones que se deben tener en cuenta crece de manera exponencial a medida que van

aumentando las part��culas consideradas. Se acostumbra utilizar aproximaciones que simpli-

�quen los c�alculos a trav�es de consideraciones f��sicas. La primera de estas se conoce como la

aproximaci�on de Born-Oppenheimer [66]. Esta aproximaci�on aclara que la cantidad de masa

que tiene un n�ucleo es mucho mayor que la masa de un electr�on; por lo tanto, ante una per-
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2.3 Teor��a de la densidad funcional DFT

turbaci�on externa, los primeros en adquirir movimiento son los electrones, mientras que los

n�ucleos permanecer�an casi est�aticos. Esto permite que la energ��a cin�etica de los n�ucleos sea

casi cero y que el t�ermino de la interacci�on el�ectrica entre los n�ucleos se pueda hacer constan-

te y tomar como referencia para la energ��a. La ecuaci�on entonces se reduce a los t�erminos de

energ��a cin�etica de los electrones, la energ��a potencial entre ellos y las interacciones con los

n�ucleos que se consideran como externas. Por ello, el hamiltoniano queda ahora expresado

como [67].

Ĥ � T̂ � V̂ � V̂ext (2-97)

DondeT̂ es la energ��a cin�etica de un gas de electrones,V̂ es la energ��a potencial debida a la

interacci�on entre electrones yV̂ext es la energ��a potencial de los n�ucleos que ahora es externa.

El hamiltoniano, aunque ya se redujo en muchos de sus t�erminos, a�un es un problema de

muchos cuerpos; es all�� donde la teor��a de la densidad funcional DFT aparece como una

herramienta para brindar una soluci�on. Esta propuesta se basa en los trabajos de Fermi [68],

aunque su estructura formal y de�nitiva fue establecida por Hohenberg-Kohn en 1964 [69] y

Kohn-Sham en 1965 [70].

Se demuestra la importancia de la densidad como un par�ametro b�asico en la obtenci�on de

la soluci�on y se establece por medio de teoremas que la densidad del estado base� presenta

una correspondencia uno a uno con el potencial externôVext , por lo que el valor esperado

de un observableÔ ser�a una funcional �unica de la densidad del estado base de la siguiente

manera: `	 ŜOS	 e � O� � � . Si se involucra al operador hamiltoniano de la ecuaci�on 2-97, la

energ��a total del estado base ser�a una funcional de la densidad electr�onica� con la forma

H � � � � Eext � � � � `	 ŜT � V̂S	 e
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

FHK � � �

� `	 ŜVext S	 e: (2-98)

Donde FHK � � � se conoce como la funcional universal de la densidad de Hohenberg-Kohn

porque �unicamente tiene la energ��a cin�etica y potencial de los electrones y, en principio,

puede ser utilizada para cualquier mol�ecula o s�olido. Toda la funcional en la ecuaci�on 2-98

es m��nima con la densidad del estado base correspondiente al potencial externo [67].
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2.3.1. La versatilidad de las ecuaciones de Kohn - Sham

Kohn-Sham son los encargados de dar utilidad a la teor��a de la densidad funcional de acuerdo

con su trabajo publicado en 1965 [70]. En este desarrollan un procedimiento pr�actico para

encontrar la densidad del estado base. Sea la funcional de la energ��a de correlaci�onVc de�nida

como la diferencia entre los funcionales de la energ��a exactaEe � Ee� � � con la energ��a

calculada haciendo uso de Hartree-FockEHF � EHF � � � . Esto se expresa de la siguiente

forma [67]

Ee � T � V (2-99)

Con V y T representan energ��a potencial entre electrones y la energ��a cin�etica exacta, res-

pectivamente. Adem�as,

EHF � T0 � VH � Vx
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

V

(2-100)

Donde T0 es la energ��a cin�etica de electrones que no interact�uan,VH representa la energ��a

potencial de Hartree-Fock y la energ��a de intercambioVx . Al comparar estas dos �ultimas

ecuaciones se encuentra queV � VH � Vx , seg�un la de�nici�on Ee � EHF � Vc, dondeVc es la

energ��a de correlaci�on, haciendo uso de las ecuaciones 2-99 y 2-100 se obtiene para la energ��a

de correlaci�on.

Vc � T � T0 (2-101)

Potencial de intercambioVx : se de�ne como la parte de la energ��a presente en la soluci�on de

Hartree-Fock, pero ausente en la soluci�on de Hartree, y se expresa como

Vx � V � VH (2-102)

Finalmente, la funcional de Hohenberg{Kohn, en la ecuaci�on 2-98, se toma la forma

FHK � T0 � VH � Vx � Vc � T0 � VH � Vxc (2-103)

En la expresi�on 2-103 la forma simpli�cada de escribir la funcional de intercambio y co-

rrelaci�on tiene la forma Vxc. Esta expresi�on no se conoce y su b�usqueda genera un reto en
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2.3 Teor��a de la densidad funcional DFT

la soluci�on de cada problema. El �exito de la soluci�on de la teor��a de la densidad funcional

depende de su forma funcional y de sus aproximaciones. La funcional de energ��a se expresa

de acuerdo con [67] como

EVext � � � � T0� � � � VH � � � � Vxc � � � � Vext � � � (2-104)

S. Cottnier declara que\... esta expresi�on se puede interpretar como una funcional de energ��a

de un gas de electrones no interactuante sometido a la acci�on de dos potenciales externos.

El primero corresponde a la organizaci�on de los n�ucleos en el material y la segunda, los

efectos de intercambio y correlaci�on. Esto reduce el problema de muchos cuerpos al problema

de uni-part��cula sometida al hamiltoniano"[67]. Esto conlleva el cambio de un problema de

muchos cuerpos a un problema de un solo cuerpo, que es un paso deseado para la soluci�on

de este. Ahora bien, al buscar el extremo de la funcional 2-104, por los m�etodos del c�alculo

variacional, se llega a una ecuaci�on mono-electr�onica de la misma forma matem�atica que la

ecuaci�on de valores propios de Sch•odinger con el hamiltoniano (2-105)

ĤKS � �
Òh2

2me
©2

i � V̂H � V̂XC � V̂Ext (2-105)

ĤKS � �
Òh2

2me
©2

i �
e2

4�" 0
S

� ˆ Ñr •
SÑr � ÑrœS

dÑrœ �V̂XC � V̂Ext (2-106)

La densidad del estado base que es �unica se puede expresar como� ˆ Ñr • � P N
i � 1 � ‡

i ˆ Ñr •� i ˆ Ñr •. De

acuerdo con las ecuaciones expuestas, se trata de un problema autoconsistente, esto porque

para encontrar� i , que es la soluci�on del hamiltonianoĤKS � i � "� i , se brindan las soluciones

para hallar la densidad electr�onica. Este ciclo inicia al determinar una densidad inicial de

prueba, con la que se obtienen los t�erminos del hamiltoniano. Luego, se encuentran las

soluciones� i , con estas se vuelve a calcular la densidad electr�onica revisando si cumple con

el criterio de convergencia propuesto que puede ser de energ��a o de fuerza; de no cumplirse,

el ciclo vuelve a comenzar. Un esquema sobre este ciclo se muestra en la �gura2-3.

El proceso de c�alculo autoconsistente comienza con la distribuci�on de �atomos en la estructura

cristalina. All�� se genera una densidad electr�onica inicial que ingresa como arranque. El
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Figura 2-3.: Flujo autoconsistente para la soluci�on de las ecuaciones de Hartree-Fock [67]

programa crea el potencial de Hartree y el potencial de intercambioVH y Vxc, con lo cual se

genera el hamiltonianoHks. Con esta informaci�on se da soluci�on al problema de autovalores

o soluci�on de la ecuaci�on de Kohn{Sham, que se puede resolver por m�etodos num�ericos.

En el programa se obtienen funciones de onda para generar una nueva densidad; si esta

densidad cumple con el criterio de convergencia, entonces esta es la densidad del campo

autoconsistente en el estado base y el programa se detiene; de lo contrario, toma ese valor

obtenido para la nueva densidad y vuelve a comenzar el ciclo, como se observa en el diagrama

de 
ujo expuesto en la �gura 2-3.

En todo este proceso, el elemento desconocido es el potencial de intercambio y correlaci�on.

En este sentido, se han desarrollado diferentes potenciales que cumplan con este prop�osito;

algunos de ellos se encuentran basados completamente en primeros principios; otros, mezclan

algunos resultados experimentales en su formulaci�on. A continuaci�on, se presentan algunas

de las aproximaciones m�as utilizadas [71].
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2.3 Teor��a de la densidad funcional DFT

2.3.2. Aproximaci�on para el potencial de intercambio y correlaci�on

Gradiente generalizado

Una aproximaci�on muy utilizada para el potencial de intercambio y correlaci�on recibe el

nombre degradiente generalizado(GGA). Esta hace uso del mismo principio de la densidad

local; sin embargo, se preocupa por el gradiente que esta densidad electr�onica genera en

puntos vecinos. Se resalta que no hay una sola manera de declarar este gradiente y puede

hasta incluir datos experimentales, lo que conlleva a una p�erdida de los primeros principios.

Aunque, existen aproximaciones libres de esos par�ametros de ajuste experimentales. Un

ejemplo de este esfuerzo se encuentra en el trabajo realizado por Perdew-Burke-Ernzerhof

[72], quienes presentan una derivaci�on de ungradiente generalizadosimple, en el que todos

los par�ametros utilizados son fundamentales como

E GGA
xc � � � ; � � � � S f ˆ � � ; � � ;©� � ; ©� � •dÑr (2-107)

2.3.3. M�etodos de soluci�on de las ecuaciones

El hamiltoniano para una sola part��cula Ĥsp combinada con la ecuaci�on de intercambio se

escribe como
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Ĥ sp

� m ˆ Ñr • � "m � m (2-108)

Un m�etodo para la soluci�on de la ecuaci�on 2-108 consiste en postular una base� m �

P P
p� 1 Cm

p � m
p . Donde P debe ser en principio in�nito; sin embargo, en t�erminos pr�acticos esto

no se puede cumplir. Entonces, un m�etodo ser�a m�as e�ciente cuando considere valores de

P cada vez m�as grandes. Estas bases pueden consistir en arm�onicos esf�ericos, ondas planas,

orbitales moleculares, orbitales at�omicos, entre otros. Al proponer una base se lleva a la

ecuaci�on de Schr•odinger, y esto conlleva a solucionar la ecuaci�on secular [67].
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Una base ideal para la soluci�on de esta ecuaci�on es aquella que sea ortonormal. Entonces,

el t�ermino de la integral de solapamiento"m a� b
i T�

b
j f se calcula f�acilmente y con la matriz

Hamiltoniana restante se pueden encontrar f�acilmente las energ��as. Con esto presente, es

indicada una base en t�erminos de ondas planas.

M�etodo de ondas planas aumentadas (APW)

Figura 2-4.: Partici�on de una celda unitaria en esferas demu�n-tin , una azul y otra roja,
que son la regi�on II; y la zona intersticial (Regi�on I) esquema modi�cado de [67]

.

Se busca un conjunto base que use otras funciones diferentes a las ondas planas, esto para

cumplir con dos objetivos: el primero, conocer el comportamiento cercano al n�ucleo de una

forma m�as adecuada; y el segundo, evitar el uso de pseudo potenciales. Las ondas planas

aumentadas ingresan al marco de la DFT como una alternativa para conocer el comporta-

miento en regiones alejadas del n�ucleo, donde los electrones se encuentran ligados de una

forma d�ebil. Por lo tanto, en el cristal se de�nen dos regiones: la primera, en las cercan��as del

n�ucleo, donde se considera una esfera denominada esfera demu�n-tin ubicada en el n�ucleo

de los �atomos; la segunda, es la regi�on intersticial. Un gr�a�co de tales regiones se observa en

la �gura 2-4.
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2.3 Teor��a de la densidad funcional DFT

Para resolver las ecuaciones de Kohn-Sham, se usan arm�onicos esf�ericos en el interior de las

esferas demu�n-tin , y en los intersticios es mejor trabajar con ondas planas. La base se

muestra a continuaci�on:

� k
kˆ Ñr; E • �

¢̈
¨̈
¦
¨̈̈
¤

1º
V

ê k� k• Ñr Ñr >I ;

P l;m A �; k� k
l;m u�

l ˆ r œ; E•Y l
m ˆ r̂ œ• Ñr >S�

(2-110)

En esta ecuaci�onk es un vector de la celda rec��proca.k es el vector de la primera zona

de Brillouin, Ñr es el vector de posici�on y V corresponde al volumen de la celda unitaria

[67]. En la ecuaci�on 2-110 se evidencia que la zona de las esferas se trabaja con arm�onicos

esf�ericos y la parte de los intersticios con ondas planas, obligando a que las dos formas de

las ecuaciones cumplan conR� K max � lmax , lo que sugiere que los radios de las diferentes

esferas demu�-tin no pueden ser tan diferentes.

En conclusi�on, en este apartado se identi�c�o el hamiltoniano del sistema, se realiz�o la aproxi-

maci�on Born-Oppenheimer, se integraron las propuestas de trabajo de Hohenberg-Kohn, se

mostraron las ecuaciones de Kohn-Sham, que permiten que la propuesta sea viable a trav�es

de ciclos auto-consistentes. Finalmente, se mostr�o la aproximaci�on GGA para el potencial

de intercambio con sus correspondientes soluciones.

2.3.4. El acoplamiento esp��n-�orbita

Cuando un electr�on gira alrededor de un n�ucleo, desde el punto de vista del electr�on, es el

n�ucleo positivo el que gira alrededor de �el. Sabemos que una carga con velocidad genera un

campo magn�etico B en el marco de referencia del electr�on. La interacci�on de este campo

magn�etico con el electr�on genera un torque que lo tiende a alinear el momento magn�etico

� hacia el campo magn�etico. As��, el Hamiltoniano asociado esH � � � � B. Si se piensa en

el campo magn�etico que experimenta el electr�on en su marco de referencia debido a una

corriente efectiva debida a la carga del n�ucleo, se puede encontrar el campo magn�etico por

medio de la ley de Biot-Savart y obtenerB � 1
4�� 0

e
mc2 r 3 L donde L es el momento angular

del electr�on. Ahora, el momento magn�etico del electr�on en estas condiciones est�a dado por
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� e � � e
m S, donde S es el momento de esp��n. Con todo esto en cuenta, se obtiene la expresi�on.

Hso � ‹
e2

8�� 0
•

1
m2c2r 3

S� L (2-111)

La ecuaci�on 2-111 es la expresi�on que tiene en cuenta la interacci�on esp��n-�orbita, adem�as de

que ya incluye el factor giro-magn�etico modi�cado para el electr�on y el factor de precesi�on

1/2 de Thomas [73].

En la implementaci�on del acoplamiento esp��n-�orbita en VASP, se referencia el trabajo de

Steiner et al [74]. Ellos implementan el acoplamiento esp��n-�orbita en VASP utilizando el

m�etodo de onda aumentada 2.3.3, los autores plantean para su implementaci�on una expansi�on

de funciones pseudo y funciones at�omicas como:

S ne� T~ n f � Q
i

ˆS� i e� T~� i f • a~Pi T~ n f (2-112)

En la ecuaci�on 2-112T~ n f es la funci�on de onda pseudo,S� i ey T~� i f son las funciones de onda

de los electrones real y pseudo en la esfera PAW ya~Pi T~ n f son proyectores PAW, entonces el

SOC se incluye por medio de la ecuaci�on.

HSO �
Òh2

ˆ2mec•2
K ˆr •

1
r

dVˆr •
dr

ˆ � � L • (2-113)

aqu�� el operador de momento angularL se de�ne comoL � r � p y � � ˆ � x ; � y; � z• que son

las matrices de Pauli, V(r) es el potencial efectivo de la esfera ykˆr • � ˆ1� V ˆ r •
2meC2 • � 2 usando

� i ˆ r • � Ri ˆSrS•Yl i m i ˆ r̂ • la ecuaci�on 2-113 queda como

~HSO �
Òh2

ˆ2mec•2 Q
ij

S~pi eRij � � L ij `~pj S (2-114)

Donde

Rij � 4� S
rc

0
Ri

K ˆr •
r

dVˆr •
dr

Rj ˆ r •dr (2-115)

y

L ij � `Yl i m i SL TYl j m j f (2-116)

y Ylm son los arm�onicos esf�ericos La acci�on del operador SOC sobre los orbitales PS aclara,
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2.3 Teor��a de la densidad funcional DFT

seg�un los autores [74], se da a trav�es de

T~ �
n f � Q

��

~H ��
SO T~ �

n f (2-117)

donde � y � son las etiquetas para esp��n arriba y esp��n abajo de la funci�on de onda del

esp��nor necesaria para describir el magnetismo no colinear.

En el siguiente cap��tulo se llevar�a a cabo el estudio de las propiedades estructurales del com-

puesto M(Bi1� xSbx )2Te4 con M los metales de transici�on del grupo 3d, V, Cr, Mn, Fe y Ni. Se

realizar�an m�as de ochenta muestras de estos cristales que tendr�an diferentes con�guraciones

magn�eticas iniciales: ferromagn�eticas (FM) y varias antiferromagn�eticas (AFM). Esto, con

el �n de compararlas y encontrar las quince energ�eticamente m�as estables.
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3. Caracterizaci�on estructural de la

familia de materiales

M(Bi 1� xSbx)2Te4

En este cap��tulo se dan a conocer los resultados de las caracter��sticas estructurales de la

familia de materiales magn�eticos M(Bi1� xSbx )2Te4 con M metales de transici�on del grupo 3d

Vanadio V, Manganeso Mn, Hierro Fe, N��quel Ni y Cromo Cr para los valores dex=0, x=0.5

y x=1, por medio de la teor��a de la densidad funcional a trav�es del c�odigo VASP [75].

Los extremos de esta familia de materiales con x=0 y x=1 cristalizan en la estructura trigonal

del grupo espacial 166, conocido tambi�en como R-3m. Estos se caracterizan por tener una

forma geom�etrica b�asica con tres ejes a, b, c, lo que implica que el cristal tiene un eje de

rotaci�on de 120X; contienen simetr��as especulares perpendiculares al eje c, y tener traslaciones.

Para x=0.5 se encuentra que los materiales cristalizan en el grupo espacial 156, conocido

tambi�en como P3m1, que tambi�en hace parte del grupo espacial trigonal. En general, cuentan

con siete capas que se apilan a lo largo del eje c en secuencia de Te1-Bi(Sb)-Te2-M-Te2-

Bi(Sb)-Te1 unidos por fuerzas de Van der Waals [76]. Para cada uno de los quince materiales

del presente estudio se realiza una minimizaci�on i�onica, en la que se permite el movimiento

de los �atomos y el cambio de geometr��a de la celda unitaria. Como estos materiales cuentan

con metales de transici�on del grupo 3d, conocidos por exhibir propiedades magn�eticas, se

requiere tener en cuenta las propiedades magn�eticas de los compuestos. Se han considerado

diferentes con�guraciones iniciales: la primera, ferromagn�etica FM, donde los espines de los

�atomos de los metales de transici�on apuntan hacia el eje c de la celda; la segunda es la que

se denomina AFM1, que consiste en programar el magnetismo de los primeros �atomos en

direcci�on de c y los otros en direcci�on -c; la �ultima, en la que se considera la disposici�on

58



AFM2, que consiste en intercalar la direcci�on magn�etica hacia c y -c para cada plano del

�atomo M. Una representaci�on de estas diferentes disposiciones se encuentra en la �gura3-1.

Figura 3-1.: Celda hexagonal unitaria del material M(Bi1� xSbx )2Te4 con M en color verde,

Bismuto / Antimonio (Bi/Sb) en color azul y Telurio (Te) en color gris. A

con�guraci�on ferromagn�etica FM, B con�guraci�on antiferromagn�etica AFM1 y

C con�guraci�on antiferromagn�etica AFM2.

En la metodolog��a de trabajo para este estudio se utiliza celda hexagonal doblada a lo

largo del eje c de M(Bi1� xSbx )2Te4. Los �atomos se disponen en las posiciones iniciales de

la referencia [77], se programa el c�odigo VASP Vienna Ab Initio Simulation Package [75]

con el m�etodo de onda aumentada del proyector con base de ondas planas, se utiliza el

funcional de intercambio GGA+U de los orbitales d y f localizados, el par�ametro U para

cada �atomo de M de la siguiente manera: Vanadio V=3.25 eV, Cromo Cr=3.7 eV, Manganeso

Mn=5.34 eV, Hierro Fe=5.3 eV y N��quel Ni=6.2 eV, como se sugiere en la referencia [1],

se utiliza el funcional de intercambio y correlaci�on Perdew-Burke-Ernzerhof [78] combinado
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3 Caracterizaci�on estructural de la familia de materiales M(Bi1� xSbx )2Te4

con el m�etodo GGA+U, se establece un criterio de convergencia para la energ��a total entre

1.0x10� 5 eV y 1.0x10� 6 eV de acuerdo con el grupo de estudio, siempre con un par�ametro de

convergencia de la fuerza m�axima en los �atomos de 0.01 eV/�A, se trata de una relajaci�on de

iones mediante el m�etodo de minimizaci�on de la energ��a. En todos los casos, a menos que se

indique lo contrario, se realiza una relajaci�on tanto de los par�ametros de la celda como de las

posiciones de los �atomos, se utiliza un tratamiento tetra�edrico de la ocupaci�on electr�onica,

se consideran los dos valores de esp��n y se utiliza la correcci�on de Hubbard (LDA+U) con

la correcci�on de Dudarev [79], esta metodolog��a de trabajo se encuentra guiada por trabajos

que en la misma l��nea han estudiado aislantes topol�ogicos [2, 77, 80, 81, 82, 83, 84, 85].

Figura 3-2.: Gr�a�ca de energ��a en meV en funci�on de la malla de puntos k para el MnBi2Te4.

Para la elecci�on de la malla de puntos k del espacio rec��proco y la energ��a de corte de las

ondas planas generadas se procede a realizar c�alculos auto consistentes de una celda unitaria

hexagonal de la energ��a en funci�on de los puntos k. Como ejemplo se muestran los resultados
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para el MnBi2Te4 en la �gura 3-2. Se sabe que entre mayor cantidad de puntos k se obtiene

mayor precisi�on; sin embargo, esto incrementa el costo computacional. De acuerdo con los

resultados, una elecci�on adecuada para este material es una malla de puntos k de 9x9x3.

Para la elecci�on de la energ��a de corte de las ondas planas se realiza una gr�a�ca de energ��a

de la celda en funci�on de la energ��a de corte. Como ejemplo para el MnBi2Te4 se presenta

en la �gura 3-3; para mantener un equilibrio entre el coste computacional y la precisi�on

en esta gr�a�ca, una elecci�on adecuada para la energ��a de corte ENCUT es de 450 eV. En

Figura 3-3.: Gr�a�ca de energ��a en meV en funci�on de la energ��a de corte ENCUT para el
MnBi 2Te4.

la caracterizaci�on estructural de esta familia de materiales se han apilado a lo largo del

eje c dos celdas unitarias del material M(Bi1� xSbx )2Te4. Debido a que cada celda unitaria

cuenta con un n�umero impar de los metales de transici�on M y con ocasi�on de obtener fases

antiferromagn�eticas se requiere un n�umero par. Para las estructuras que solo cuentan con

Bismuto x � 0 y Antimonio x � 1 se genera una celda ferromagn�etica FM y dos celdas
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3 Caracterizaci�on estructural de la familia de materiales M(Bi1� xSbx )2Te4

antiferromagn�eticas AFM1 y AFM2, como se ilustran en la �gura3-1.

Figura 3-4.: Presentaci�on de la celda unitaria trigonal hexagonal del MBiSbTe4. Para todas

las disposiciones los �atomos de M (color rojo), �atomos de Bismuto (morado),

�atomos de Antimonio (color verde) y �atomos de Telurio (color gris). Se recuerda

que este material cristaliza en grupo espacial 156.

Para el desarrollo de materiales que cuentan con distribuci�on equitativa de Bismuto Bi y

Antimonio Sb, es decir, conx=0.5 en la f�ormula estequiom�etrica M(Bi 1� xSbx )2Te4 se tiene

en cuenta que en una celda unitaria se tienen seis posibles sitios en los cuales se ubicar�an

tres �atomos de Bismuto (Bi) y tres �atomos de Antimonio (Sb). Como esta distribuci�on es

aleatoria en el material y depende del tipo de fabricaci�on del cristal, se han identi�cado tres

posibles celdas simples unitarias que cumplen con este objetivo, como se ilustran en la �gura

3-4.

En esta se ilustra que la celda A corresponde a una con�guraci�on donde los �atomos de

Bismuto ocupan los primeros tres sitios, mientras que los �atomos de Antimonio, los siguientes

tres, obteniendo Bi-Bi-Bi-Sb-Sb-Sb. La celda B corresponde a una celda unitaria que presenta

dos sitios de Bismuto, un �atomo de Antimonio, uno de Bismuto y dos de Antimonio para
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obtener Bi-Bi-Sb-Bi-Sb-Sb. Por �ultimo, la celda unitaria C muestra posiciones intercaladas

entre Bismuto y Antimonio para obtener Bi-Sb-Bi-Sb-Bi-Sb.

Figura 3-5.: Presentaci�on de la celda unitaria trigonal hexagonal doble del MnBiSbTe4 donde

se muestra el detalle de las posiciones de los �atomos de Bismuto (morado) y

�atomos de Antimonio (verde).

Ahora, para obtener una con�guraci�on antiferromagn�etica se requiere duplicar la celda unita-

ria en el eje c, como ya se ha discutido con anterioridad; por este motivo se pueden encontrar

siete con�guraciones diferentes entre las celdas unitarias A, B y C. Cada una de estas nuevas

con�guraciones se representa en la �gura3-5. En esta se han dejado de mani�esto las posi-

ciones de los �atomos de Bismuto en color morado y Antimonio en color verde. Cabe resaltar

que aparece una nueva celda que no es producto de las combinaciones de las celdas unitarias

A, B y C de la �gura 3-4 y se trata de una celda donde en la parte inferior se encuentran

ubicados los seis �atomos de Bismuto y en la parte superior los seis �atomos de Antimonio.

Esta celda se clasi�ca en el presente trabajo como DD. En todos los procesos de minimizaci�on

estructural de los materiales con x=0.5, es decir, del material MBiSbTe4, se han programado

las siete celdas de la �gura3-5, esto con el �n de identi�car la celda antiferromagn�etica m�as

estable para cada valor de M propuesto.
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3 Caracterizaci�on estructural de la familia de materiales M(Bi1� xSbx )2Te4

En cada uno de los estudios de estructura se presenta la energ��a de formaci�on, se identi�ca el

grupo espacial en el cual cristalizan cada una de las muestras, se presentan las caracter��sticas

geom�etricas de las celdas unitarias y se identi�ca el �angulo de formaci�on entre el Telurio,

el �atomo M y el siguiente Telurio m�as cercano. De esta informaci�on se eligen las quince

estructuras, energ�eticamente hablando, m�as estables y con las que se continuar�a con la

caracterizaci�on electr�onica, magn�etica y topol�ogica en los siguientes cap��tulos.

3.1. Caracterizaci�on estructural del V(Bi 1� xSbx)2Te4

Figura 3-6.: Celda unitaria doble del V(Bi1� xSbx )2Te4, con posiciones del Vanadio en color
verde, posiciones del Bismuto/Antimonio en color azul y posiciones del Telurio
en color gris,A celda romboh�edral doble con 14 �atomosB celda hexagonal con
42 �atomos.

En este apartado se presentan los resultados estructurales para la posici�on M con Vanadio.

Este material se ha utilizado antes, permitiendo por diferentes m�etodos a�anzar el magnetis-

mo sobre aislantes topol�ogicos [19], posee un n�umero impar de electrones en su con�guraci�on

electr�onica, permitiendo con�guraciones magn�eticas. Ya en metodolog��as de investigaci�on que

tienen en cuenta efectos de proximidad entre aislantes topol�ogicos con aislantes ferromagn�e-
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3.1 Caracterizaci�on estructural del V(Bi1� xSbx )2Te4

ticos se ha usado, en 2015, Changet al reporta un estado Hall en pel��culas ultradelgadas

de (Bi,Sb)Te3 dopado con Vanadio, sobre una pel��cula delgada de SrTiO3 [86], se estudia

el efecto del Vanadio en estructuras tridimensionales con combinaciones entre Bismuto y

Antimonio.

Ahora, se presentan los resultados de la estructura de los compuestos V(Bi1� xSbx )2Te4,

con x=0 y x=1. Se encuentra que estos materiales cristalizan en la estructura rombo�edrica

ˆR � 3m• en el grupo espacial trigonal 166, como lo indica Zhang en su trabajo [87]. Una

caracter��stica interesante sobre este grupo espacial es que cuenta con dos celdas unitarias,

una hexagonal y una forma rombo�edrica, como se muestra en la �gura3-6. Estos compues-

tos, en general, cuentan con siete capas que se apilan a lo largo del eje c en secuencia de

Te1-Bi(Sb)-Te2-V-Te2-Bi(Sb)-Te1, unidas por fuerzas de Van der Waals.

Figura 3-7.: Gr�a�ca de energ��a en eV en funci�on de la malla de puntos k para el VBi2Te4

En la metodolog��a de investigaci�on para M=Vanadio, se hicieron c�alculos de primeros prin-

cipios utilizando el paquete de software VASP [75], se emple�o el m�etodo de relajaci�on de
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3 Caracterizaci�on estructural de la familia de materiales M(Bi1� xSbx )2Te4

estructura bajo la din�amica de iones libres, permitiendo la modi�caci�on del tama~no de la

celda unitaria; tambi�en, el criterio de convergencia se estableci�o en 1.0x10� 6 con un criterio

de fuerza de 0.01 eV/�A, la energ��a de corte se eligi�o de acuerdo con los resultados de la

gr�a�ca 3-8 en 450 eV; se consider�o la correcci�on de Van der Waals debido a que las capas

del material son f�acilmente exfoliables. Para mejorar la descripci�on de las interacciones entre

electrones, se implement�o la correcci�on de Hubbard a trav�es del m�etodo LDA+U con valor

de U=3.25. En este caso, se programaron celdas hexagonales dobles de V(Bi1� xSbx )2Te4, los

�atomos se organizaron de acuerdo con la referencia [77].

Figura 3-8.: Gr�a�ca de energ��a en meV en funci�on de la energ��a de corte ENCUT para el

VBi 2Te4

Es importante resaltar que en este punto que se desarrollaron estudios de la estructura del

V(Bi 1� xSbx )2Te4 con x � 0, x � 1 y x � 0.5, el primero y el segundo hacen referencia a los

materiales que contienen solo Bismuto y solo Antimonio respectivamente, mientras que el

tercero presenta una mezcla de Bismuto y Antimonio equitativa. En los siguientes apartados

se muestran los resultados.

66



3.1 Caracterizaci�on estructural del V(Bi1� xSbx )2Te4

Para elegir la malla de puntos k adecuada en el caso del Vanadio, se procedi�o a realizar la

gr�a�ca de energ��a total en eV en funci�on de la malla de puntos k, como se muestra en la

gr�a�ca 3-7. Se encontr�o que una malla de puntos k igual a 9x9x3 es adecuada para encontrar

la precisi�on requerida del c�alculo.

En b�usqueda de optimizar los recursos computacionales, se requiri�o realizar una gr�a�ca de

energ��a total en funci�on de la energ��a de corte ENCUT, como se muestra en la gr�a�ca3-8;

se obtiene una energ��a de corte de 450 eV como adecuada.

3.1.1. Caracter��sticas estructurales del VBi 2Te4 y VSb2Te4

En los materiales VBi2Te4 y VSb2Te4, los �atomos del metal de transici�on del grupo 3d

Vanadio presentan caracter��sticas magn�eticas; se han estructurado tres tipos diferentes de

celdas hexagonales dobladas en el eje c, debido a que se requiere un n�umero par de �atomos

de Vanadio, como se ha desarrollado en estudios de esta familia de materiales en los art��culos

[2]. Presentamos dos tipos de antiferromagnetismo: AFM1, donde los primeros tres �atomos

de Vanadio apuntan hacia el eje c y los siguientes tres �atomos apuntan hacia -c; en cuanto a

la segunda celda unitaria antiferromagn�etica AFM2, se disponen los �atomos magn�eticos con

direcciones hacia c y -c intercaladas. Una imagen sobre estas disposiciones se muestra en la

�gura 3-1.

Tabla 3-1.: Caracter��sticas estructurales del VBi2Te4 y VSb2Te4 para diferentes sistemas
magn�eticos. [1]

Material C. magn�etica aˆ �A• ĉ �A• � ˆX• � ET (meV) ar ˆ �A• y cr ˆ �A•

VBi 2Te4 AFM2 4.3539 80.9494 83.9834 0.00
4.3700 y 81.200 [84];
4.3500 y 82.6200 [88]

VBi 2Te4 AFM1 4.3511 81.2359 84.0312 0.46
VBi 2Te4 FM 4.3534 81.0952 84.0523 1.62
VSb2Te4 AFM2 4.2793 80.2408 85.4543 0.00
VSb2Te4 AFM1 4.2813 80.2165 85.4364 2.01
VSb2Te4 FM 4.2820 80.1922 85.4291 3.41

De acuerdo con los resultados, se encuentra que la con�guraci�on AFM2 presenta una estruc-

tura m�as estable desde el punto de vista energ�etico, tanto para el compuesto con Bismuto
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VBi 2Te4 como para el compuesto con Antimonio VSb2Te4. Los datos estructurales se pre-

sentan en la tabla3-1 donde tambi�en se ha incluido el �angulo de formaci�on entre el Telurio,

el Vanadio y el Telurio.

Figura 3-9.: Estructura cristalina de celda unitaria ferromagn�etica AFM2 VBi2Te4 tanto

hexagonal como romboedral (izquierda) y VSb2Te4 hexagonal y romboedral

(derecha)

Se optimizaron las posiciones at�omicas y los par�ametros de estructura, de acuerdo con los

c�alculos de energ��a. La estructura AFM2 es la m�as estable tanto para la combinaci�on que

tiene solamente Bismuto como para la combinaci�on que solo tiene Antimonio. Se encontr�o

que estos materiales cristalizan en el grupo espacial 166 (R-3m), creando capas s�eptuples

unidas por fuerzas de Van der Waals. Las posiciones de equilibrio se presentan en la tabla

3-2; adem�as, en la �gura 3-9 se presentan las celdas rombo�edricas y hexagonales de estos

materiales.
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Tabla 3-2.: Coordenadas at�omicas calculadas en el equilibrio para VBi2Te4 y VSb2Te4

�Atomo
S��mbolo de

Wycko�
Simetr��a x y z

V1 3a -3m 0.00000 0.00000 0.00000

V2 3b -3m 0.33333 0.66667 0.16667

Bi1 6c 3m 0.66667 0.33333 0.04460

Bi2 6c 3m 0.66667 0.33333 0.12206

Te1 6c 3m 0.33333 0.66667 0.01857

Te2 6c 3m 0.00000 0.00000 0.06589

Te3 6c 3m 0.33333 0.66667 0.10077

Te4 6c 3m 0.00000 0.00000 0.14809

V1 3a -3m 0.00000 0.00000 0.00000

V2 3b -3m 0.33333 0.66667 0.16667

Sb1 6c 3m 0.66667 0.33333 0.04465

Sb2 6c 3m 0.66667 0.33333 0.12202

Te1 6c 3m 0.33333 0.66667 0.01923

Te2 6c 3m 0.00000 0.00000 0.06559

Te3 6c 3m 0.33333 0.66667 0.23225

Te4 6c 3m 0.00000 0.00000 0.14744

En el siguiente apartado, se dan a conocer los resultados de la optimizaci�on estructural para

el VBiSbTe4 que corresponde a x=0.5 en la f�ormula estequiom�etrica; en este caso se cuenta

con igual cantidad de �atomos de Bismuto como de Antimonio.

3.1.2. Caracter��sticas estructurales del VBiSbTe 4

De acuerdo con la exploraci�on de materiales que contienen igual cantidad de Bismuto Bi y

Antimonio Sb, desde la teor��a de la densidad funcional, se pueden generar diferentes estruc-

turas cristalinas que cumplen con esta estequimetr��a intermedia para x=0.5 en la f�ormula

V(Bi 1� xSbx )2Te4, teniendo esto en cuenta, se utilizan celdas unitarias dobles mostradas en

la �gura 3-4; adem�as, se incluyen c�alculos para diferentes combinaciones de antiferromag-
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netismo AFM1 y AFM2 en algunas de ellas. Los resultados se presentan en la tabla3-3,

se encuentra que la combinaci�on energ�eticamente m�as estable corresponde a doblar la celda

unitaria B de la �gura 3-1 con una condici�on antiferromagn�etica de tipo dos AFM2, es decir,

cada uno de los planos del Vanadio apunta hacia el eje c o -c de forma intercalada.

Tabla 3-3.: Caracter��sticas estructurales del la celda antiferromagn�etica VBiSbTe4

Material
Con�guraci�on

magn�etica
aˆ �A• ĉ �A• � ˆ �A•

� ET otal

(meV)
VBiSbTe4 AFM2 BB 4.3180 80.6546 84.6748 0.0
VBiSbTe4 AFM2 AC 4.3170 80.8558 84.8211 2.74
VBiSbTe4 AFM1 AA 4.3175 80.7650 84.7609 3.13
VBiSbTe4 AFM2 CC 4.3182 80.6249 84.7425 3.32
VBiSbTe4 AFM2 AA 4.3168 80.8920 84.5944 3.4
VBiSbTe4 AFM1 CC 4.3178 80.8920 84.6984 4.93
VBiSbTe4 AFM2 BC 4.3182 80.7303 84.7665 4.94
VBiSbTe4 AFM2 AB 4.3178 80.7689 84.7237 7.32
VBiSbTe4 AFM1 DD 4.3154 80.9765 84.6349 18.91
VBiSbTe4 AFM2 DD 4.3172 80.8839 84.5958 27.8

Se observa en la tabla que las con�guraciones magn�eticas AFM2 BB, AFM2 AC y AFM1

AA cuentan con energ��as de formaci�on muy cercanas, lo que implica una competitividad en

la estabilidad del sistema entre ellas. Se encontr�o que la con�guraci�on antiferromagn�etica

AFM2 BB corresponde a capas de Bismuto y Antimonio dispuestas como Bi-Bi-Sb-Bi-Sb-

Sb dos veces a lo largo del eje c; adem�as, la direcci�on magn�etica del Vanadio cambia entre

direcci�on c y -c, para cada uno de los seis �atomos de la celda unitaria doble. De acuerdo con

la formaci�on del cristal VBiSbTe4 energ�eticamente m�as estable, antiferromagn�etico de tipo

AFM2, se trata de un cristal que crece seg�un el grupo espacial 156, que presenta una simetr��a

tetragonal. Los planos de Bismuto y Antimonio se distribuyen como Bi, Bi, Sb, Bi, Sb, Sb, lo

que se duplica a lo largo del eje c para poder obtener combinaciones antiferromagn�eticas. Una

representaci�on de la distribuci�on de las posiciones de esta estructura cristalina se encuentra

en la imagen3-10.
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Figura 3-10.: Estructura cristalina de celda unitaria antiferromagn�etica AFM2 VBiSbTe4

hexagonal en la con�guraci�on BB.

Las posiciones de la estructura del cristal m�as estable se presentan en la tabla3-4
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Tabla 3-4.: Coordenadas at�omicas calculadas en el equilibrio para VBiSbTe4

�Atomo
S��mbolo de

Wycko�
Simetr��a x y z

V1 1a 3m 0.0 0.0 0.00000

V2 1a 3m 0.0 0.0 0.49880

Bi1 1a 3m 0.0 0.0 0.28878

Bi2 1a 3m 0.0 0.0 0.78878

Sb1 1a 3m 0.0 0.0 0.21159

Sb2 1a 3m 0.0 0.0 0.71159

Te1 1a 3m 0.0 0.0 0.06551

Te2 1a 3m 0.0 0.0 0.14895

Te3 1a 3m 0.0 0.0 0.56548

Te4 1a 3m 0.0 0.0 0.64894

A continuaci�on se exploran los resultados de estructura al incluir el Cromo como �atomo

magn�etico M en la f�ormula estequiom�etrica M(Bi 1� x Sbx )2Te4.
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3.2. Caracterizaci�on estructural del Cr(Bi 1� xSbx)2Te4

Figura 3-11.: Gr�a�ca de energ��a en meV en funci�on de la energ��a de corte ENCUT para el

CrBi2Te4

En esta secci�on, se presentan los resultados estructurales que se obtienen al reemplazar �ato-

mos de Cromo en los sitios M en la f�ormula estequiom�etrica M(Bi1� x Sbx )2Te4, un elemen-

to met�alico con n�umero at�omico 24, el cual exhibe propiedades magn�eticas a temperatura

ambiente. Este elemento pertenece al grupo 3d, por lo que se ha usado en diferentes in-

vestigaciones relacionadas [21, 89]; se destaca que la primera observaci�on del efecto Hall

an�omalo cu�antico se realiz�o en pel��culas delgadas de 5 nm uniformemente dopadas con Cro-

mo Crx (Bi 1� ySby)2� xTe3 que se creci�o sobre un sustrato de SrTiO3 [90]. Es interesante y

objetivo de esta tesis identi�car si el Cromo presenta un comportamiento de aislante topo-

l�ogico en tres dimensiones. Esta familia de materiales nuevamente cristaliza en la estructura

rombo�edrica (R-3m) del grupo espacial 166 para x=0 y x=1, de la misma manera que el

material que contiene Vanadio. Nuevamente, este material cuenta con dos celdas unitarias,
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una hexagonal y otra rombo�edrica, como se ha presentado en la �gura3-6, lo que brinda

ventajas en algunos costos computacionales de los c�alculos desarrollados. La idea de estos

materiales es contar con la capa qu��ntuple del aislante topol�ogico Bi2Te3 y colocar una capa

de material magn�etico entre ellas para crear las ya conocidas capas s�eptuples Te1-Bi(Sb)-

Te2-Cr-Te2-Bi(Sb)-Te1, que se encuentran unidas por fuerzas de Van der Waals.

Figura 3-12.: Gr�a�ca de energ��a en meV en funci�on de la malla de puntos k para el CrBi2Te4

Abordando la metodolog��a en VASP utilizada durante el c�alculo, recordamos que contamos

con tres extremos a desarrollar el material Cr(Bi1� x Sbx )2Te4 con x � 0 material que cuenta

solamente con Bismuto, x=0.5 material que combina cantidades iguales de Bismuto y An-

timonio y x � 1 material que cuenta solamente con Antimonio. Frente a esto se programan

celdas unitarias dobles para cada uno de ellos con el �n de tener en cuenta con�guraciones

antiferromagn�eticas del cristal, los �atomos se organizan en las posiciones iniciales de la refe-

rencia [77], nuevamente se utiliz�o el software VASP (Vienna Ab Initio Simulation Package)

[75], se implement�o el m�etodo de relajaci�on de estructura permitiendo el movimiento de los

iones as�� como el tama~no de la celda unitaria, se establece el criterio de convergencia en
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1.0x10� 5, el criterio de convergencia en fuerza m�axima se ubica en 0.01 eV/�A, con el m�etodo

de ondas aumentadas, el intercambio GGA+U con el par�ametro U=3.7 eV, con energ��a de

corte ENCUT=450 eV, este �ultimo se tom�o de acuerdo con la gr�a�ca de energ��a total en

funci�on de ENCUT que se muestra en la gr�a�ca3-11, se utilizan correcciones relativistas y

relacionadas con las fuerzas de Van der Waals, para elegir los puntos de malla k, se procede

a realizar el c�alculo de energ��a en funci�on de malla de puntos k como se muestra en la gr�a�ca

3-12. Se obtiene que la mejor malla es 9x9x3, esta es una malla ideal que nos permite realizar

las minimizaciones deseadas equilibrando los recursos computacionales del proyecto.

3.2.1. Caracter��sticas estructurales del CrBi 2Te4 y CrSb2Te4

Se examinan las propiedades estructurales de los materiales CrBi2Te4 y CrSb2Te4, para cada

uno de estos materiales se han preparado tres diferentes celdas unitarias dobles con el �n

de considerar tres escenarios magn�eticos diferentes tal como se muestran en la �gura3-1;

el primero, ferromagn�etico FM con con�guraci�on magn�etica apuntando hacia el eje c, el

segundo, AFM1 que consiste en que los �atomos de Cromo ubicados en la parte inferior de la

celda apuntan hacia c, mientras que los restantes �atomos apuntan hacia -c, la tercera celda

doble considerada se trata de la AFM2, en la cual los espines de los �atomos de Cromo se

encuentran intercalados entre los que apuntan hacia c y los que apuntan hacia -c. En cada

uno de estos casos, ya sea para el cristal que solo contiene �atomos de Bismuto o el cristal que

solo contiene �atomos de Antimonio, se permite que en la minimizaci�on estructural se puedan

modi�car tanto las dimensiones de la celda como las posiciones.

Tabla 3-5.: Caracter��sticas estructurales del CrBi2Te4 y CrSb2Te4 para diferentes sistemas
magn�eticos.

Material C. magn�etica aˆ �A• ĉ �A• � ˆX• � ET (meV) ar ˆ �A• y cr ˆ �A•
CrBi2Te4 FM 4.2965 79.8285 84.0053 0.00 4.321 y 80.0700 [91];
CrBi2Te4 AFM1 4.2917 80.1040 84.0027 141.23
CrBi2Te4 AFM2 4.2717 81.2562 84.3252 407.27
CrSb2Te4 FM 4.2204 78.6605 85.4255 0.00
CrSb2Te4 AFM1 4.2225 78.5891 85.4848 112.18
CrSb2Te4 AFM2 4.1984 80.1596 85.9321 400.05
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Las propiedades estructurales se determinan de acuerdo con la energ��a de formaci�on que

presenta cada tipo de cristal, teniendo esto en cuenta, se dispone de la tabla3-5 en la

cual se optimizaron las posiciones at�omicas y los par�ametros de estructura, en este caso

la estructura m�as estable es la ferromagn�etica FM tanto para el CrBi2Te4 como para el

CrSb2Te4, este resultado est�a en consonancia con la publicaci�on realizada por el investigador

Petrov y su grupo de investigaci�on en [91], se encuentra que esta combinaci�on cristaliza en el

grupo espacial 166 (R-3m). Las posiciones at�omicas de los cristales de CrBi2Te4 y CrSb2Te4

ferromagn�eticas m�as estables se presentan en la tabla3-6.

Tabla 3-6.: Coordenadas at�omicas calculadas en el equilibrio para CrBi2Te4 y CrSb2Te4

�Atomo
S��mbolo de

Wycko�
Simetr��a x y z

Cr1 3a -3m 0.00000 0.00000 0.00000

Cr2 3b -3m 0.33333 0.66667 0.16667

Bi1 6c 3m 0.66667 0.33333 0.04520

Bi2 6c 3m 0.66667 0.33333 0.12147

Te1 6c 3m 0.33333 0.66667 0.01860

Te2 6c 3m 0.00000 0.00000 0.06746

Te3 6c 3m 0.33333 0.66667 0.09920

Te4 6c 3m 0.00000 0.00000 0.14807

Cr1 3a -3m 0.00000 0.00000 0.00000

Cr2 3b -3m 0.33333 0.66667 0.16667

Sb1 6c 3m 0.66667 0.33333 0.04512

Sb2 6c 3m 0.66667 0.33333 0.12155

Te1 6c 3m 0.33333 0.66667 0.01933

Te2 6c 3m 0.00000 0.00000 0.06712

Te3 6c 3m 0.33333 0.66667 0.09955

Te4 6c 3m 0.00000 0.00000 0.14734

La tabla 3-6 brinda informaci�on sobre las posiciones de los �atomos Cromo Cr, Bismuto Bi,

Telurio Te y Antimonio Sb en sus posiciones de equilibrio calculados para los materiales
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CrBi2Te4 y CrSb2Te4, se destacan las coordenadas at�omicas en t�erminos de los s��mbolos de

Wyco�, que describen la posici�on �unica de cada �atomo en la red cristalina. El Cromo Cr1,

que reside en el sitio 3a, la simetr��a -3m indica una ubicaci�on en el centro de la celda unitaria,

los �atomos de Bismuto, Telurio y Antimonio exhiben disposiciones en el sitio 6c con simetr��a

3m.

La presentaci�on en tres dimensiones de los compuestos CrBi2Te4 y CrSb2Te4 energ�eticamente

m�as estables se hace en la �gura3-13, se pueden observar la organizaci�on por capas entre los

Cromo, Bismuto, Telurio y antimonio para las celdas unitarias hexagonales o rombo�edricas

propias de este grupo espacial. En el esquema tambi�en se han resaltado con vectores las

direcciones magn�eticas de los �atomos de Cromo.

Figura 3-13.: Estructura cristalina de celda unitaria ferromagn�etica FM CrBi2Te4 tanto he-

xagonal como romboedral (izquierda) y CrSb2Te4 hexagonal y romboedral (de-

recha)

En el siguiente ��tem se abordan los resultados estructurales para combinaciones donde se

cuenta con la misma cantidad de Bismuto Bi y Antimonio Sb.
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3.2.2. Caracter��sticas estructurales del CrBiSbTe 4

En el proceso de investigaci�on, el siguiente paso consiste en presentar los resultados para las

combinaciones equitativas de Bismuto Bi y Antimonio Sb por celda unitaria doble, en esta

ocasi�on se incluyen las siete celdas unitarias dobles con Cromo CrBiSbTe4 como se mues-

tran en la �gura 3-5, adem�as de algunas celdas dobles ferromagn�eticas con magnetizaci�on

apuntando hacia el eje c. Se procede a realizar c�alculos de minimizaci�on de estructura con la

posibilidad de movimiento de los �atomos, adem�as de permitir la modi�caci�on del volumen de

la celda. Se han programado combinaciones FM, AFM1 y AFM2 para las distribuciones de

�atomos m�as sim�etricas con el �n de encontrar la celda unitaria energ�eticamente m�as estable;

a continuaci�on, en la tabla 3-7 se presentan los resultados del c�alculo.

Tabla 3-7.: Caracter��sticas estructurales del la celda magn�etica CrBiSbTe4

Material
Con�guraci�on

magn�etica
aˆ �A• ĉ �A• � ˆ �A•

� ET otal

(meV)

CrBiSbTe4 FM AA 4.2581 79.1361 84.8601 0.0

CrBiSbTe4 AFM1 AA 4.2577 79.2051 84.8601 128.62

CrBiSbTe4 AFM1 CC 4.2567 79.2647 84.7774 138.62

CrBiSbTe4 AFM2 AA 4.2338 80.6049 85.0790 415.59

CrBiSbTe4 AFM2 AC 4.2339 80.7112 84.7442 420.16

CrBiSbTe4 AFM2 CC 4.2341 80.6871 85.0454 420.90

CrBiSbTe4 AFM2 AB 4.2337 80.7168 84.9970 421.75

CrBiSbTe4 AFM2 BC 4.2345 80.7856 85.2133 424.25

CrBiSbTe4 AFM2 BB 4.2325 80.7485 85.0247 424.88

En la tabla 3-7 se pueden evidenciar las caracter��sticas estructurales del CrBiSbTe4, se pre-

sentan las dimensiones de las celdas adem�as de la energ��a de formaci�on de cada una de ellas.

De acuerdo con la variaci�on de la energ��a, se encuentra que la celda m�as estable es la ferro-

magn�etica que combina dos celdas unitarias AA, como se observa en la �gura3-5, se trata de

celdas unitarias donde las seis disposiciones de Bismuto y Antimonio se ubican en grupos de

tres cada vez. Esto es una organizaci�on en capas Cr6Bi3Sb3Bi3Sb3Te24 con una combinaci�on

ferromagn�etica hacia el eje c de la celda hexagonal. Las posiciones de la estructura del cristal
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m�as estable se presentan en la tabla3-8.

Figura 3-14.: Estructura cristalina de celda unitaria ferromagn�etica FM CrBiSbTe4 hexago-

nal.

El CrBiSbTe4 cristaliza en el grupo espacial 156 del sistema hexagonal. Este grupo espacial

presenta una simetr��a de espejo m�ultiple; en �el, los �atomos se organizan de manera ordenada

con un hex�agono formando en el plano de la base. En este grupo, al igual que en el 166
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al que pertenece el CrBi2Te4, las posiciones de ambas se pueden escribir en coordenadas

hexagonales. Una diferencia importante de este grupo es que ya no cuenta con la simetr��a

tri-axial. La tabla 3-8 publica las coordenadas at�omicas del Cromo, Bismuto, Antimonio

y Telurio en la red cristalina. Todos los �atomos nombrados se encuentran en la posici�on

de Wyco� con simetr��a 3m. Esta disposici�on permite que el cristal exhiba operaciones de

simetr��a como inversi�on, rotaci�on de 60 grados, simetr��as de espejo re
ejando el cristal en

planos determinados y deslizamientos paralelos a una arista de la celda hexagonal.

Tabla 3-8.: Coordenadas at�omicas calculadas en el equilibrio para CrBiSbTe4

�Atomo
S��mbolo de

Wycko�
Simetr��a x y z

Cr1 1a 3m 0.0 0.0 0.99792

Cr2 1a 3m 0.0 0.0 0.49796

Bi1 1a 3m 0.0 0.0 0.21334

Bi2 1a 3m 0.0 0.0 0.71335

Sb1 1a 3m 0.0 0.0 0.28975

Sb2 1a 3m 0.0 0.0 0.78975

Te1 1a 3m 0.0 0.0 0.06649

Te2 1a 3m 0.0 0.0 0.14850

Te3 1a 3m 0.0 0.0 0.56650

Te4 1a 3m 0.0 0.0 0.64852

En la siguiente secci�on se presentan los estudios estructurales del primer aislante topol�ogico

con propiedades magn�eticas intr��nsecas, esto se consigue al utilizar �atomos de manganeso

Mn en medio de los aislantes topol�ogicos altamente estudiados como el Bi2Te3 y Sb2Te3 [1].
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3.3. Caracterizaci�on estructural del Mn(Bi 1� xSbx)2Te4

Figura 3-15.: Gr�a�ca de energ��a en eV en funci�on de la energ��a de corte ENCUT para el

MnBi 2Te4

En esta secci�on, se presentan los resultados del estudio del Mn(Bi1� x Sbx )2Te4, en esta familia

se encuentra el MnBi2Te4, un fascinante material que fue presentado a �nales de 2019 como

el primer aislante topol�ogico con propiedades magn�eticas intr��nsecas en tres dimensiones

[1, 2, 92]. Adem�as de motivar la presente investigaci�on, los aislantes topol�ogicos ya son en s��

mismos unos materiales muy valiosos, esto debido a la ausencia de brecha de energ��a en sus

estados electr�onicos en su super�cie, pero un comportamiento aislante en su volumen; sin

embargo, los investigadores se volcaron a la obtenci�on de un material con estas capacidades

que adem�as presente magnetismo intr��nseco. La idea inicial consiste en integrar capas de

�atomos de materiales con caracter��sticas magn�eticas en medio de los aislantes topol�ogicos

m�as conocidos como Bi2Se3, Sb2Se3 y Bi2Te3, como se mostr�o en el apartado 1.1 en el cap��tulo

1. Estos tipos de tetradimita cristalizan en estructura por capas de tipo rombo�edricas del
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grupo espacial 166 (R-3m), cada capa tiene una red triangular de �atomos ABC apilados

a lo largo de la direcci�on c hacia afuera del plano. La celda unitaria incluye siete �atomos,

ordenados como Te1-Bi-Te2-Mn-Te2-Bi-Te1 unidos por fuerzas de Van der Waals como se

se~nala en [1, 76, 77], entre otros. Estos materiales son una excelente plataforma para explorar

estados cu�anticos inusuales en dos y tres dimensiones, incluyendo los aislantes con efecto Hall

an�omalo cu�antico, aislantes de axi�on, y el efecto Hall cu�antico de esp��n, semimetales de Weyl,

semimetales de Dirac, aislantes topol�ogicos invariantes a la inversi�on de tiempo y aislantes

topol�ogicos con propiedades magn�eticas, como se~nala Jiahenget al [1].

Figura 3-16.: Gr�a�ca de energ��a en meV en funci�on de la malla de puntos k para el MnBi2Te4

Para llevar a cabo este estudio se utiliz�o el c�odigo VASP [75], donde se investigan los tres

materiales caracter��sticos MnBi2Te4, MnSb2Te4 y MnBiSbTe4 que corresponden a x=0, x=1

y x=0.5 en la f�ormula estequiom�etrica Mn(Bi 1� xSbx )2Te4 respectivamente. En este caso,

nuevamente se programan celdas dobles para poder obtener combinaciones AFM como las

mostradas en la �gura 3-1. Para el proceso de minimizaci�on estructural se organizan los

�atomos como se obtienen en la referencia [76] que fue el primer trabajo experimental desa-
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