
















Solución. 

F'(«)-(x a+l)*. 

Ejemplo .3 Sea A(;•;) = 
1+Sent 

dt; hai lar A' ( x ) . 

0 

Q ( X ) 

Solución. A(x) 
1+Sent 

dt = 
1+Sent 

dt = F(g(x)), luego 

0 0 

A'(x)= F' (g(x)).g' (x) = f(g(x)) .g' (x) -.g' (x) 
1+Sen(g(x)) 

1 1 
. 2x ; siendo f ( t. ) = 

l+Senx52 1+Sent 

Ejemplo. 4 Sea A(x) 
dt 

1 + t* 
ha 11ar A' ( x ) 

Solución. 

f ( t ) = ; F ( x ) = 
1+t* 

f(t)dt y asi A ( x ) = [ F ( x ) ] 3 luego A ' ( ) 

3[F(x)] = .F'(x) = 3[F(x)]a.f(x) f(t)dt - f(x) 
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Ejemplo .5 Sea A ( x ) 

Solución, 

f (t.) d t 

f (t) d t hallar A'(x) si f(t.) = 
1 + 1= 

F(x) = f(t)dt asi que A(x)= F(F(g(x)))=F(F(Xa)); luego 

1 

A' ( x ) =F ' (F ( g ( x ) ) ) . F ' ( ( g ( x ) ) . g ' ( x ) =f ( F < g ( x ) ) ) . f (g ( x ) ) . g ' ( x ) 

1 i 1 i 
g ' ( x ) = 2 x 

l + CF(g(x) ) l + Cg(x)P l + > 

1 + f (t) d t 

Ejemplo .6 Si A(x) (ta+t)dt; hallar A'(x) 

Solución. 

g (x) 

A ( x )« f(t)dt = F(g(x)); asi A'(x)= F' (g(x ) ) . g' (x ) 

f(g(x))-g' (x) = ( [ g ( x ) ] a + g(x)).g'(x) « <x*+xa).2x 

1.16 E J E R C I C I O S 

8 

1. Sea A(x)= X a.(u a+l) 1 / 2du, ha11ar A'(x) 
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Senx 

Sea A ( x ) • (ua+Cosu)du, verificar que 
0 

A'(x)=(Sen2x+Cos(Senx)).Cosx 

b 

3. Sea A(x) 
l+u2+Senu 

du, verifique que A'(x): 

¿i 

du 

l+u2+Senu 

4. Sea A(x)= Sen( 
y 

Sen ( 

0 0 

5en3t.dt)dy) verifique que A'(x): 

y 

C05( Sen ( Sen3dt)dy).Sen( Sen3td t). 

0 0 0 

5. En cada caso calcular f(2!) si f es continua y satisface la 

fórmula para todo x >0. 

a) f ( t ) d t = x 2 ( 1 •+• x ) . b) 

0 

f ( x ) 

O t 2dt = x 2(l+x) 

0 

f(t)dt = x2(l+x). 

0 

x 2(l+x) 

d) f ( t ) d t 

0 

6. Encontrar una función f y un valor de la constante c tal que 
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tf(t)dt = Senx-xCosx-( ::a/2 ) . a) f (t) dt = (Cosx)-'í. b) 

c c 

7. Demostrar que si h es continua, f y g son derivables. 

g ( x ) 

Y F ( x ) h(t)dt, entonces F'(x) = h(g(x))#g' (x)-h(f(x) ) #f ' (x ) 

f ( x ) 

8. Hallar A'(x) si A(x) 
Ll 

d u. 
1+u* .'3 

1.17 P R I M I T I V A DE UNA F U N C I O N (INTEGRAL I N D E F I N I D A ) . 

Definición. Una función F se denomina una primitiva de f en 

[a,b3 si y solo si 

a) F es continua en [a,b] 

b) F'(x)=f(x) para todo x en (a,b). 

Ejemplo 1. F(x)=xE+l es una primitiva de f(x)=2x en [-5.5]; 

también lo es en ( , , +co) ; pues F'(x)=2x y F~ es continua. Pero 

F(x)=xa+2 es también una primitiva de f(x)=2x en [-5,5]. En 

general F(x)=x®+c es una primitiva de f(x)=2x en [-5,5] y asi se 

puede afirmar que si F(x) es una primitiva de f(x), entonces para 

cualquier valor de c, F(x)+c es una primitiva de f(x). 

Ejemplo 2. F(x) — Senx+c es una primitiva de f(x) = Cosx en 

( —OD , + <D ) a 

Ejemplo 3. F(x) = x^+x+c es una primitiva de f(x)=4x3+l en 

( --(D , +<D ) . 
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El primer teorema fundamental del cálculo establece que si f es 

continua en [a,b]; se verifica que F(x) f(t)dt es una 

a 

primitiva de f en [a,b]. Esto nos da una receta para construir 

primitivas y además a F ( x ) se llama integral i n d e f i n i d a de 

f. 

El siguiente teorema muestra, como se puede usar cualquier 

primitiva para hallar la integral indefinida de una función f y 

se conoce como el S e g u n d o teorema fundamental del c á l c u l o 

y dice asi : 

Sea f continua en [a,b]. Si F es una primitiva de f en [a,b] 

b b 

entonces f (x) d x F' (x ) dx = F ( b) --F ( a) = F(x) 
b 

a 

Demostración. 

Sea B(x) una primitiva cualquiera de f en [a,b], entonces B(x): 

f(t)dt . Como F es también una primitiva de f se tiene que. 

G(x)-F(x) = c (Ejercicio); y asi G(x)=F(x)+c f(t)dt ; 

a 

1 uego G(a)=F(a) +c-!0 y asi c:--F ( a ) y F ( x ) -F ( a ): f (t) d t. de 

a 
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b 

donde se conc1uye que F(b)-F(a)~ f (t) d t 

La fórmula es válida si a>b; pues 

F(b)-F(a) 
a 

a 

f = -[F(a)~F(b)] 

Ejemplo 1. Calcular x d x 

Solución. 

La función F(x) = (x2/2)+c es una primitiva de f(x)=x:¡ entonces 

<dx • (x=t/2)+c (2+c ) — (V¿-+-c ) - ?./: 

Ejemplo 2. Calcular-

Solución . 

Cosxdx 

0 

TI/ 

F(x)=Senx+c es una primitiva de f(x)=Cosx, luego Cosxdx 

0 

:.enx+c 
IT/2 

0 
= [ S e n ( rt / 2) + c 3 - [ S e n 0+c 3 = i 

Ejemplo 3. Calcular (2xa-B)dx 
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Solución. 

F ( K ) = ( 2 Í ;
3 I

/ 3 ) - B X + C es una primtiva de f (X)=2x a-8, luego 

(2x=*~8)dx = F(x) 

-1 

C 2(27/3)-24+c 3-[(-2/3)+8+c3 = -40 / 3 

Ejemplo 4. Calcular (x-1)„(x+2)dx. 

Solución, 

( x-1) . ( x+2 ) = xse+ ( x—2 ) = f ( x ) , luego F ( x ) = ( x 3/3) + ( x=V2) ~2x+c es una 

1 

primitiva de f(x) y asi f ( x ) d x - F ( x ) -.10/3, 

Ejemplo 5. Calcular (x-1) l / 2d¡ 

Solución. 

Una primtiva de f ( x ) = < x-1) * e s F ( x ) = (2/3 ) . ( x-1 ) 3-'®+c , luego 

f ( x ) d x = F ( x ) 2/3. 

Ejemplo 6. ( 2x )e*" dx 

0 
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Solución. 

F(x)=ew*+c es una primitiva de f(x)=2xe"*, luego 

f(x)d: F (x) e « » + c = e-1 
0 

1.18 E J E R C I C I O S . 

Calcular las siguientes integrales : 

(>' V3/2-wl/2 ) d X » 

0 

0 

( )» dx. 
X + l 

( x ( x=*--1) )d: 

0 

4. (-x*+4)d: 

(3x=-x+l)d; Senxd; 

IT/6 

x j d; 8, ~4 |dx 

•lie ¡d: 10. 3|d; 
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11. (e-"+(1/x))d x. 

1 

.1.0 

1 3 , (x-5) iSOdx 

1 5 . 

0 

.1 

0 

d x 
l + > 

1 2 , 

1 4 , 

16. 

4 

(e2KH-3+2»)d;-! 

0 

( (1/x ) + (2x+l) 

1 

1 

0 

dx 
-dx . 

(1-xa) 

Observaciones. Debido a la conexión entre primitivas e 

.integrales definidas que proporcionan los teoremas fundamentales 

del cálculo; se ha hecho costumbre usar signo de integral para 

denotar primitivas. Para poder distinguir estas de las 

integrales definidas, no se escriben limites de integración. 

Si no se tiene ningún interés particular en el intervalo [a,b], 

sino que se desea resaltar que F es una primitiva de f se 

escribe simplemente. 

f(x)dx = F(x)+c=G(x) si y solo si G'(x)=f(x) y a éstas 

primitivas se llamarán integrales indefinidas. 

En general no se da explícitamente el dominio de f, S i e m p r e 

se s u p o n e que se ha e l e g i d o un i n t e r v a l o a d e c u a d o en 

el cual f es i n t e g r a b l e . 

Al igual que en la integrales definidas, no importa cual es el 
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símbolo empleado para la variable de integración 

Ejemplo 

a) 

b) 

c) 

(x*)dx = (x*/4)+c = G (x) ; pues G' (x) = 

Sentdt = -Cost+c 

e"d = e"+c. 

1.19 A L G U N A S P R O P I E D A D E S DE LA I N T E G R A L I N D E F I N I D A . 

1.19.1 

1.19.2 

d 

di 
f(x)dx = f(x) (teorema fundamental). 

d 

dx 
(f(x )dx ) = f(x)+c, pues f(x ) +c es una primitiva 

f ' ( x ) . 

1.19.3 Si c es un número real entonce; 

D e m o s t r a c i ó n . 

c f ( x ) d x = c f(x )dx. 

d 

dx 
( c f ( x ) d x ) = c — ( 

d x 
f(x ) d x ) = c(f(x ) ) ; 1uego 

c f ( x ) d x = c f ( x ) d x . 

1.19.4 Cf(x)+g(x)]d; f ( x ) d x + g ( x ) d: 

D e m o s t r a c i ó n . 
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f ( x) d x + 
d 

g ( x) d x ) f ( x ) d x + 

f(x)+g(x), luego 

dx 

Cf(x)+g(x ) ] d 

dx 

f ( x ) d x + 

g ( x ) d x 

g ( x ) d x . 

También se puede observar una relación entre las integrales 

indefinidas y definidas asi: 
b 

F(x)+c 
b 

a 
(F ( b ) +c ) - (F ( a ) +c ) =F ( b ) -F ( a ) =F ( x ) 

b 

a 
f(x)d: 

a 

f(x)dx 
a . 

Esto muestra que para calcular una integral definida se puede 

calcular la indefinida y al final colocarle los limites. 

1 r - 1 
Ejemplo 1. e ** d x = e " d x r e>' + c 

0 
0 \ J J 

e-1. 
0 

Por lo anterior nos dedicaremos más a calcular integrales 

indefinidas, que definidas. 

Ejemplo .1 Calcular (3x+5) di f(x)dx 

Solución, 

la f ( x ) d x ( 3 x ) d x + 5d x x d x + 5 xdi 

C(3/2)x=+c] + [ (5x + b) 3 = - x=2+5x + k - F(x), donde k=c+b. 

71 



Ejemplo 2. Calcular 

Solución. 

(Sec2u+Cosu)du f(u)du. 

Una primitiva de f(u) es Tanu+Senu+c = F(u), pues F'(u)=f(u) ó 

dF 

du 
f(u) que en términos de diferenciales se tiene que dF=f(u)du 

y asi F(u) = Tanu+Senu+c= (Sec2u+Cosu)du Sec2udu + Cosudu-

Ejemplo 3. Calcular 

Solución, 

( — + 3 )2.xad; 

( — +3 ) 2.x 2dx 
D 

( — + 3x* + 9 xa)d: 
4 

dx + 3x*dx + 

9x=ídx = — + _x B + 3 x 3 +c. 
28 5 

1.20 EJ E R C I C O S . 

Justificar las siguientes igualdades 

xndx -+ c , si n^- 1 
n + 1 

In IxI+c 

a"du = +c; a>0, a^l 4, 
lna 

Secudu = In ISecu+TanuI+c 6. 

Tanudu = Ln|Secu|+c 

Cscudu = 1 n I Cscu-Cotu I + c 
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7. 

9. 

11, 

Csc^tdt = -Cott+c. 

CsczCotzdz = -Cscz+c. 

dx 
— ArcTan(—)+c 
a a a^+x^ 

-Cosax+c = -'4Cos2>;+c 

8 , 

10. 

12. 

TantSectdt = Sect+c. 

ArcSen(—)+c 
a 

2SenxCosxdx = Sen2x+c 

1.21 M E T O D O S DE I N T E G R A C I O N . 

1.21.1 S U S T I T U C I O N (CAMBIO DE V A R I A B L E ) . 

Si g' es continua en [a,b] y f es continua y tiene una primitiva 

en un intervalo que contenga los valores de g(x) para x en [a,b], 

entonces 

b g ( b) 

f(g(x) ) .g' (x) .dx = 

existan 

Demostración . 

f(u)du , siempre que las integrales 

g(a) 

Sea u=g(x) y F una primitva de f en un intervalo que contenga 

los valores de g(x) para x en [a^b] entonces por la regla de la 

cadena se tiene 

d dF du du 
(g ( >;) ) = — F ( u ) = = f ( u ) 

dx dx du dx dx 
f(g(x)) .g' (x) para 
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cada x en [a,b]. De este modo, F(q (;•;)) es una primitiva de 

f(g(x) ) .g' (x) en por lo tanto 

b g ( b) 

f(g(x)).g'(x).dx - F(g(x)) = F(g(b))-F(g(a)): f(u)du. 

g (a) 

De lo anterior se puede concluir también que 

f(g(x)).g'(x).dx = F(g(x))+c f(u)du = F(u)+c si u=g(x) que 

es la fórmula del cambio de variable para las integrales 

indefinidas 

5 

Ejemplo 1. Calcular t. (ta-4) . dt. 

Solución. 

Sea u=t a-4 = g(t); de modo que du=2t.dt. 

Cuando t=2, u-~0 y cuando t.=5, u=21, luego por el teorema anterior 

se tiene que 

5 21 

t. (ta-4)i^at.dt = "<í¡ u 1 / 2 d u = u3"':2/3 

t. (ta-4 ) . d t 

0 

uJ 

21 1 

0 
.21 <*'=») y 

( t M ) 3 / a 

+c = +c 

Ejemplo 2. Calcular 

0 
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Solución. 

Sea u=x 3+l; du=3x2.dx y asi u=l cuando x=0 y u=9 cuando x=2, 

2 9 

entonces x 3.(x 3+l) 1 / 2.dx 
U 

du = —. u" 
9 

0 

(27-1) 
9 

y (x3+i) . d x , u~ -+c ( x 3+l 

T I / 2 

Ejemplo 3. Calcular Cos2x.Senx.dx 

0 

Solución. 

Cos2xSenxdx 
u 3 -(Cosx) 3 

u 2du = - — + c = +c ; siendo 

u=Cosx; y du=-Senxdx 

u / 2 
-(Cosx) 3 

Cos2x.Senx.dx = +c 

0 

TI/2 
= 1/3. 

0 

6 >;•--• 
Ejemplo 4. Calcular d x . 

-x+1 

Solución. 

Se hace u=x 3 x+.L; clu=(3x= L).dx; LI=1 cuando x vale 1 y u=7 cuando 

x=2, asi que 
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6; 
d x 

A f\ 

%

 T V ¡2 ..... 1 A JL 
dx 

du 

u 
2 1 n I u 21 n7, 

Ejemplo 5. Calcular 
1 ( 1 n x ) 

d x . 

Solución. 

d x 
Sea u=lnx; du = — y asi 

( 1 nx ) 
d: u 1 / 2 d u u 3 / 2 +c 

(In; 

Ejemplo 6. Evaluar 
e-

~dx 

Solución, 

1 p 3 • « 
Sea u= — ; du= — .dx entonces e udu 

-.1 -1 
— . e,a+c = — e 3 /"+c y asi -dx e3X K+(~ 

Ej em p1o 7. Caleu1 ar 
e-3 

-dx . 
e 3 M + l 

Solución. 

du 
Sea u=e3>< + l; du=3e 3 M.dx; e 3 w.dx = — y asi -dx = 

e 3 w + l 

du 1 .1 
- (lnjuj)+c = - (ln|e3"+l¡)+c 

u 
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Ejemplo 8. Calcular e" (e" + l ) xya.d>i. 

Solución. 

Sea u=eK+l; du=ew.dx y asi e« ( e« + i )i/s,d>: u 1 / B.du 

5 
u'^+c ( e K+l ) 

Ejemplo .9 Calcular 

Solución. 

Sen3x.dx. 

du 
Sea u=3x; du=3.dx, dx y asi Sen3xdx 

Cosu+c ,Cos3x+c. 

Senudu = 

Ejemp1o 10. Calcu1 ar 

Solución. 

( x + 1 ) . d; 

Sea u=x+l; du=dx; asi (x+l) 1 / a.dx (u-1)u 1 / 2.du 

(u 3 / 2-u 1 / a).du u U 3 ' = + C = ~(x+l) - ( x + 1 ) 3 

VERIFICAR LAS S I G U I E N T E S I G U A L D A D E S 

1. 3x ( l--2x2) t / a.dx ( l-~2x2 ) 3''3t+c 

) i / 2.dx (l-2x a) 3 / 3+c 
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-dx = X— In ( x+1 ) +c 
: + l 

(e"CoseM)dx = SeneH+c 

1 
+ = _ ( 1 + y* ) 3'':2 + c . 

6 

( X + 1 ) 
dx = ( >;a+2>;-4)1/2+c . 

( x a+2x-4 ) 

( 1 + x4''a)a 

dx = - (l+xA'=)3+c 

e w 

x ae M dx = — +c 

e"r-"="Sec=2xdx iT«n2x +c 

e- 1 
dx = — ArcTan(e2M)+c. 

Arelan; 

1 + K = 
dx = - (ArcTanX)a+c. 

( 4+3eM ) 1 / 2 e " . dx = _ (4+3e")3'a+c 

In(In(X ) ) 

xln(x) 

9 

(In(In(X))a+c 

Cosxea-nKd>: =- ee-r>w+c. 
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15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

(Senx+Cosx) 

(Senx-Cosx ) = 

[ ( .l + x2+(l + x=)3/2]-

(Senx-Cosx)2/3+c 

= 2(l+(l+x 2) 1 / 2) 1 / 2+c 

(2-l) i / 3d2 = - ( Z-l _ ( z - n ^ ^ + C 
7 4 

( ln(x+(x 2+l) 1 / 2) = 

(1 + y*f 
( ln(x+(l + x a) 

(1-x*) 
dx -- - ArcSen ( X a ) +c 

Calcular las siguientes integrales, 

20. 
Sen x 

Cos-
dx. 21. d x 

,1+e" 

( 1+Senx ) dx . 24. ( 1-e* ) A'a.dî 

1+e" 

1 

dx. 

x(xOB,+ l) 

1.21.1.1 I N T E G R A L E S DE F U N C I O N E S T R I G O N O M E T R I C A S . 

Las .integrales de la forma (Sen"x.Cosmx)dx; m y n «N. 

Este tipo de integrales se resolverán de la forma siguiente: 

a) si m=0; n=y3; entonces 

si n es par o impar. 

1. Si n es impar entonces 

Sen"xdx se resolverá considerando 

Sen"xdx = (Sen"-ix.Senx)dx 
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[ ( Sen 2X ) > • c ¡ e n ] d [ ( l-Cos2x ) > '^.Senxldx = 

( 1-u 2 ) < > /,=í. du ; (siendo u=Cosx ) ; que es fácil de resolver. 

Ejemplo 1. Calcular Sen3;;dx . 

Solución. Sen:sxd; ( Sen2>í. Sen:-: )dx ( l-Cos=x )Senxd; 

u=Cosx 
(l-u2)du = 

1 1 
(u2-l)du = — u3-u+c = - Cos3x—Cosx+c "T "T 

En forma análoga se calcula la integral de la forma 

Cosmxdx ; cuando m es impar y n=0. 

2. Si n es par y m=0 entonces Sen" xd x (Sen 3x) n / 2dx 

r ( l-Cos2x 
dx que es fácil de resolver. 

Ejemplo 1. Calcular Sen*xd) 

Solución. 

Sen*xd: 
[ (l-Cos2x): 

(Sen 2x) 4 / 2.dx = dx = 

1 

4 
(l-2Cos2x+Cosa!2x )dx = 

l+Cos4 X 
( l~2Cos2x + ) d: 
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1 1 .1 .1 
- x - — Sen2x+ —.x+ — Sen4x+c 
4 4 8 32 

Cosmxdx Cuando m es par se calcula en forma La .integrali 

análoga. 

b ) m y n 4=0. 

1. Si m=n y m,n son impares entonces 

Sen"x . Cos"xd; (SenxCosx)"d; 

S e n x . Cosmxd x = 

(Sen2x 

1 (Senu)" 1 
On On+l 

Sen"udu que ya se sabe resolver. 

La integral anterior también se puede resolver asi: 

Sen"x Cosmxd x = Sen"xCos"xdx 

i L Cos"x(Sen2K)<"-1>/2.Senx d; 

C o s r> x .Sen"™'J- x . S e n x d x 

Cos"x ( l-Cos2>: ) < " -i » /2.Seni:d 

U" ( 1 - U = ) sst d u . B x e n ,-j 0 u = c o s x 

Ejemplo 1. Calcular Sen3x.Cos3xd; 

Solución. 

Sen3x.Cos3xdx = (Sen xCosx)3dx 
ben2x 

( ) 3. d ; 
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i 

. 1 . 6 

Sen3udu; que ya fue resuelta. 

ó también se puede resolver de la forma siguiente: 

3 e n 3 C o s 3 x d x Co s 3x Sen®xSenxd x üos3x(1—Cos®).Senxdx 

lfCOS; 
u 3(l-u a)du (u°-u3)du u*4 +c 

6 

1 1 
- Cos^x- — C o s 4 x + c . 
6 4 

c) Si m-n y m y n pares entonces 

Sen"xCosmxdx Senr,x . Cos"xdx 
ben^x 

)°dx (Sen2x)"d; 

que ya fue resuelta, 

.a integral 

SennxCosmxd; 

Sen°xCosxdx se puede resolver t.ambi.én así: 

SeiVx (Cos®x ) n / 2dx Sen"x (l~Sen®x )n/2d>; 

que ya se trabajó. 

Ejemplo 1. Calcular 

Solución. 

Sen " x C o s x d x 

Sen4>:Cos4;-;d; 

Sen^udu 

( SenxCosx ) 4d;-¡ = 
Sen2x 

( ) 4d; 
1 

16 .. 
SeiT*2xdx = 

u—Sen2u u Sen4u 
+ „._ + +c ) 

4 8 32 
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.1 2x Sen4x 2x SenBx — ( — - •+• + + c ) . 
32 4 4 S 32 

d) Si. m ± n . 

1. Si n es impar y m es par entonces 

SennxCosmxdx S e n x S e n r> ~ * x C o s m x d x = 

Senx (Senax ) > /2.CosmKd>; = S e n x ( l ~ C o s = x ) . C o s m x d : 

( L - u a ) < r , _ a - > . u™. du si U - C O S A . En forma análoga, si. n es par 

y m es impar 

e) Si m y n son impares distintos entonces 

Senr>xCosmxd; Sen"" 1xCos m xSenxd: 

(Sen2>;) < r>~11 /2Co5mxSen;;d; (l-Cos 2x)<"- A> / 2Cos mxSenxd x 

(1 _ u 2 ) < r>~ > ' a u m d u s i u=Cosx 

Ejemplo 1- Calcular 

Solución. 

S en3xCos5xd; 

Sen3xCossxdx S e n 22 x S e n x C o s ° x d x (.l. -Cos3x )CosaxSenxdx 

(l-u5*)uBdu 
1 

(u 7-u s)du = — u B 

8 

1 1 1 
— u6* + c — Cos 8x- — Cos^x+c 
6 8 6 
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f] Si m y n son enteros pares positivos distintos entonce 

Sen™xCosmxdx (Sen2x)n/2.CD5m;;d; (l-Cos2;-: )n/2.Cosm>!d; 

Integrales de? la forma 

Ejemplo 1. Hallar 

Tannxdx. n£N, 

( 
Tan"xdx. 

Solución. 

Tan"xdx = Tan n~ axTan axdx = Tan n~ 2x ( Sec2x-1) d; 

Tan n - 2xSec 2; Tan n~ 2xdx u n~ 2du Tan"-=>;dx 

n-1 
Tan n - 2xdx -

Tan""1« 

n-1 
Tan n - axdx si n^l; esta se 

conoce como una fórmula de reducción 

Si n=l entonces "anxdx = —lnICosxI+c 

Ejemplo 2. Calcular Tan3xd; 

Solución, 

Tan3xdx Tan2xTanxdx (Secax-1)Tanxdx = TanxSec2xdx 

Tanxd: udu 
u-

Tanxdx = 
Tanax 

Tanxdx = +ln|Cosx|+c 

Las integrales de la forma Cot"xdx neN se calculan en 
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forma análoga. 

Integrales de la forma SeCxdK; nelM, 

a) Si n es par entonces 5ec°xd; Sec"~ax.Secaxdx 

[Secax)<"-a >/2Sec2xd: (1+Tanax)<n-a,/sSecaxdx = 

• ; l+u12 ) < n~ s > /3du que es fácil de resolver, 

b) Si. n es impar Sec"xdx se resolverá por el mètodo de 

integración por partes que se verá más adelante.. 

Ejemplo 1. Calcular 

Solución. 

Sec*xdx SecaxSec2xdx (1+Tan2x)Secaxdx (l+u?)du 

u 
u + — +c = Tanx + 

Tan: 
+c -

En forma a n á l o g a se c a l c u l a r á n la integral de la formi 

C s c " x d X . 

Integrales de la forma T a n m x S e c " x d x ; m y n eN. 

a) Si. m=0 ó n=0 corresponde a los casos ya vistos. 
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b) S.i n es par entonces TanmxSec"xdx 

T a n x S e c n - Z x Secaxd i T a n m x ( 1 + T a n a x ) < > / 2 S e c 2 x d : 

u m(l+u a) t n- 2 ) / 2du si u=Tanx; y esta integral es fácil de 

resolver. 

c) Si m es impar entonces TanmxSecr>xdx T a n m ~ x x T a n x S e c " x d : 

Tan™ - x x S e c ° ~ x T a n x S e c x d x (Tan2;-; ) < m~ 1 > 'aSecr,-:LxTanxSecxdx 

(Secax-1 ) 5 / 2 B e c n - 1 x ( SecxTanx ) dx ( u a - l ) < m " 1 > / 2 u " " 1 d u s i . 

u-Secx 

Ejemp1o 1. Caleu1 ar Tan3xSec7xd¡ 

Solución, 

Tan3xSecyxdx "an2xS e c x S e c x T a n x d x 

( Sec2x-~1 ) SeC-xSec x Tan xd ; ( u'-2-! ) u'-'dii (ue-u4)du 

u7" +c: Sec^x Secyx +c 

d) Si. m es par y n es impar TanmxSec"xdx se resolverá por el 
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método de integración por partes. 

En forma a n á l o g a se calcula la integral de la forma 

I 
C o t m x S e c n x d x ; m y n eN. 

Integrales de la forma 

Solución. 

SenmxCosnxdx. 

Se sabe que SenmxCosnx = — [Sen (m+n ) >:+Sen (m~n ) x ] y asi 
O 

r i 
SenmxCosnxd; [Sen ( m+n ) x+Sen ( m-n ) x ]dx = 

1 Cos(m+n)x 1 Cos(m-n)x 
+c si m 

(m+n) 2 (m-n) 

Si m=n se tiene que SenmxCosnxd; Sen n x Cosnxd: 

Sen=nx 

zn 
+c , si n=j=0 y si n=0 entonces SenmxCosnxdx = 

Cosmx 
Senmxdx = - +c 

m 

En forma a n á l o g a se c a l c u l a n las i n t e g r a l e s de la forma 

SenmxSennxdx y C o s m x C o s n x d x ya que 

SenmxSennx = — [ C o s ( m - n ) x - C o s ( m + n ) x ] y 
2 

CosmxCosnx = — [ C o s ( m — n ) x + C o s ( m + n ) x 3 . 
2 
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Ejemplo 1 . Calcular Sen2xCos3xdx. 

Solución . 

Sen2xCos3xdx 
1 1 

[Sen5x+Sen(-x)]dx = - — CosSx + — Cosx + c 
10 2 

E J E R C I C I O S 

Verificar las siguientes igualdades. 
TI /2 

I. Cos°tdt 
8 

15 
CotxCsc3xdx Csc3x +ci 

0 

1 1 
Sec*7xdx = — Tan37x+ _ Tan7x+c 

21 7 

4. Csc^xdx = -Cotx Cot3x - _ Cotsx +c. 
5 

5. Tan33xSec*3xd: 
1 1 
— Tan"*3x+ — Tan^Sx+c 
12 18 

6. Co t3 Csc ° x d x 
1 1 
- Csc7x + - Csc^x+c. 
7 5 

Cos4xCos2xdx 
1 .1 
— Sen2x + — Senòx +c 
4 12 

Tan3/2KSec4Kd: - Tan°/2x + - Tan'/2x +c 
5 9 

9. Calcular las siguientes integrales 
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Cos3xdx b) Cosaxd: O Sen x d x d) Sen°xCossxd: 

1.21.1.2 S U S T I T U C I O N E S T R I G O N O M E T R I C A S . 

Cuando un integrando contiene potencias enteras de x y potencias 

enteras de alguna de las expresiones ( a 2 - x z ) 1 / 2 , ( a 2 + x 2 ) 1 / 2 , 

(x^-a2) 1/'2 a>0, a menudo es posible el valuar la integral por 

Hedió de una sustitución trigomometrica, la cual nos da una 

i n t e g r a l que contiene funciones trigonométricas que a menudo son 

fáciles de resolver. Observemos los siguientes casos : 

Caso 1. Cualquier integral de 1 a forma R(x,(a 2-x 2) 1 / z)dx 

donde R es una función racional en las dos variables x , ( a a - x 2 ) l / 2 

se puede tramsformar mediante la sustitución 

x = a S e n t , -TI/21 t< TI/2; ( dx=aCostdt, ( a 2 - x 2 ) 1 / 2 = a I Cost I ) en una 

integral de la forma R ( aSen t., aCost) aCostd t y esta se puede 

calcular por los métodos ya expuestos. 

M o t a . También se puede hacer la sustitución x=aCost, 01tlu para 

transformar la integral 

R(aCost,aSen t.) a Sen td t. 

S.i la integral es de la forma 

R( x , (a2-!;2)1/2)dx en 

R(x,(a-bx 2) 1 / 2)dx ; haga la 
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aJ 
sustitución 

Ejemplo 1. Calcular 

Solución. 

Sent ó ;•: = 

d x 

(a) •*• 

(b) 
Cost; a>0, b>0. 

Sea :<=aSent; -ir/2< t< ir/2 j dx=aCost.dt ( a^-x28) x ' = = 

ía 2-a 2Sen 2t) 1 / 2 = a(l-Sen 2t) 1 / 2 = a|Cost¡ = aCost, luego 

(a2-):2)1'2 

aCost 
dt 

aCost 
dt = t+c = ArcSen(x/a)+c. 

Ejemplo 2- Calcular 

Solución. 

( 4 .¡¡a)i/adi 

Sea x=2gent, dx=2Costdt, (4-x=i) * = JCost; -tt/2< t<tt/2 y 

(4-x2)1/2dx 2Cos t. 2Cos t. d t. = 4 Cos2tdt = 2 (l+Cos2t)dt = 

Sen2t 
2(t + )+c = 2t+Sen2t+c = 2ArcSen(x/2)+2SentCost+c = 

x ( 4 x 2 ) 
ÍArcSen ( x/2 ) + +c 

Como x=2Sent; Sent=x/2 y de la figura siguiente se puede obtener 

(4-y* y2 
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(4-x2) 
que Cost-

Si se quiere calcular la integral definida (4-xa)1/at:ix , se 

calcula la integral indefinida y al final se le colocan los 

límites así: 

x ( 4 - x 3 ) = 
(4-xaí) 1 / adx = 2ArcSen ( x/2 ) + +c ; asi que Ir 2 

x(4-x2) 
(4-;;2)1/a dx = 2 ArcSen(x/2)+ +c 4ArcSen1 

2TC ; ó también se puede calcular así : 

2 * ti/2 TI/2 

(4-x a) 1 / 2dx = (4Cos2t)dt = 2 (l+Cos2t)dt = 2rc = 

-u/2 -ti/2 

T I / 2 

—re/2 

(# Como x=2Sent; cuando x=2, Sent=l y asi t=it/2; y cuando x = 

Sent=-1 y asi t=-n/2). 

x d x 
Ejemplo 3. Calcular 

Sen2t. 
!(t + ) 

4-x5B+ (4-Xa) 

Solución. 

Sea x=2Sent, dx=2Costdt, (4-x 2) 1 / 2 = 2Cost y así 

4-x 3+(4-x 2) l / 2 

2Sen t.2Cos td t 

4Cosat+2Cost 

' Sen td t 

Cos t+'-é 

91 



-ln | '•é+Cost. | +c = -ln 
1 (4-X5*)tyst 

+c 

R(x,(a a-(cx+d) 2)^ 3)dx , Más aún, si la integral es de la forma 

se puede resolver en forma muy similar si se hace la sustitución 

o;+d=aSenu ó cx+d=aCosu; a>0. 

dx 
Ejemplo 1. Calcular 

(8+2x-xa) 

Solución. 

Para este tipo de ejercicio primera se completa el cuadrado 

perfecto asi; 8+2x-xa=8- C xa-2x ) =8~ ( xa-2x+l-1) = 

dx 
8-(xa-2x+l)+l = 9- ( x~l)3 y asi 

dx 
(8+2x-x a) 1 / 3 

— — ; se hace (x-l)=3Senu, y de aqui se tiene 
(9-(x-l)a)A'a 

x=3Senu+l, dx=3Cosudu; (9-( x--l)a) *'a = 3Cosu, 

luego, 

ArcSen( 

dx 

(9- (x-1)a) 

3Cosudu 

3Cosu 
du = u+c 

x-1 

Ejemplo 2. Calcular 

Solución. 

)+c ya que x-l=3Senu. 

2xdx 

(8+2x a-x*) 1' a 

Sx U A 

(8+2xa-x*) ' (9-(Xa-1) = = 
; si se hace u=xa--l, entonces 
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=fxdx y asi 
2 x d ; 

(9-(x a-l) 2) 1 / a 

du 

(9-u=)A'=í 
ArcSen(u/3)+c 

x a-l 
ArcSen( )+c* 

Ejemplo 3. Calcular 
(5-x=+2x): 

Solución. 

5-x3+2x=6-(x-i)2 luego 
dx 

( 5-xS!+2x ) 3''a! 
dx 

; Y en 

lugar de hacer la sustitución x-l= (6) x / 2Sent se puede hacer la 

sustitución u=(x-l) y asi du=dx y 
( 6— ( x—1 ) 35 

du 

(ò-u2)3'1 
(Cuando x=2; u=l, y cuando x=3; u=2). Y para 

calcular esta integral se hace la sustitución u=(6) t / 2Sene y de 

aqui du = (ó)x ''^Cosed© y se puede restringir 6 al .intervalo 

0<©<n/2 , ya que ue[i,2]. 

du ( 6 ) 1 / 2Cosede 
(6~ua)=6Cosa:©, luego 

( 6 - u 2 ) 3 ' 2 j 6 ( 6 ) 1 / 2 C D S 3 6 

1 

6 J 

i 
Sec 26d0 = TanO+c. 

6 

u u 
Como Sen8= 

(6) x y s 
, 0<©<n/2, Tan©= 

( 6 - u 2 ) x y : z 
como se puede 
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¡deducir de la figura 

Por lo tanto 

2 
du 

du 1 1 u 
= _ TanO+c = — +c y asi 

( 6 - u 3 ) 3 ' * 6 6 ( 6 - u 5 * ) * ' 2 

u 
+c 

(6-u 2) 3 / 2 6 ( 6 - u a • 3(2) 6 ( 5 ) 

Caso 2. Cualquier integral de la forma R (x, (a a+x 2) 1 ) dx, a>0: 

R función racional en las variables x , ( a 2 + x 2 ) 1 / 2 ; se puede 

tramsformar mediante la sustitución >í = alanu (ó x = aCotu) 

-n/2<u<rt/2, (dx=aSec2udu) , en una integral de? la forma 

R (alanu, aSecu ) aSec58ud u que e?n a 1 g únos casos plied e se? r resue 11 a 

con facilidad. 

Más aún, si la integral es de la forma R(x,(a a+(cx+d) 2) 1 / 2)dx 

se puede resolver en forma muy similar, si se hace la sustitución 

cx+d=aTanu ó cx+d=aCotu. 

Si la integral es de la forma 

<a) x' a 

sustitución x= . Tanu ó 
( b ) A ' 2 

R ( x , (a+bx2) 1 / 2)dx ; haga la 

(a) 1 , 2 

= Cotu . 
(b) 

Ejemplo 1. Calcular 
dx 

(4+x 2) 3' 2 
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Solución. 

Sea x-2Tanu, entonces dx=2Secaudu y 4+x==4(1+Tanau)=4Sec3u y 

asi 
d 2Sec2udu 

(4Sec'-2 ) (4 + xa)3ysa 

1 1 X 
- Senu+c = — 
4 4 ( 4 + x = 2 ) 

'2Sec2udu 

8Sec3u 

.1 

4 
Cosudu = 

+c , ya que Tanu = — y asi 
o 

Senu como se puede deducir de la figura siguiente 

Ejemplo 2. Calcular 

Solución. 

dx 

(aa+x=*) 

x=aTanu; dx=aSec2udu; a 2+x 2=a 2Sec 2u, asi que 

(a2+x=) 

aSec2udu 

aSecu 

Secu(Secu+Tanu)du * 

(Secu+Tanu) 

(a 2+x s) 1 / 2 x 

dz 

In 

Secudu = 

ln|zj+c= ln|Secu+Tanu|+c = 

x (a 2+x 2) l / 2 

+c; ya que? Tanu = — y Secu 
a 

Como se puede deducir de la figura siguiente. (* z=Secu+Tanu) 
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CL 

Caso 3. Cualquier integral de la forma R(x, (x 2~a 2) 1 / 2)dx,a>0; 

F< función racional en las varibles x , ( x^-a5*) i/'SB, se puede 

tramsformar mediante sustitución x = aSecu 0¿u<rc/2 si x>a y 

u!u<3n/2 si x<-a en una integral de la forma 

R( aSecu,aTanu)aSecuTanudu (donde (x 2-a 2) 1 / 2 =aTanu, y 

dx = aSecuTanudu), que algunas veces es posible ser resuelta por 

alguno de los métodos ya vistos. 

Más aún, si la integral es de la for-ma R(x,((cx+d) a-a 2) 1 / 2)dx , 

(x 2-4) 1 / 2dx 

se puede resolver en forma similar., si se hace la sustituición 

cx+d=aSecu ó cx+d=aCscu; en uno u otro caso el integrando se 

[convierte en una función racional de Senu y Cosu. 

4 

Ejemplo 1. Calcular-

Solución . 

Sea x=2Secu; donde 01U<TC/2. Observe que la restricción de u al 

intervalo anterior es aceptable puesto que xe[2,4] y esto es 

importante, ya que permite cancelar el signo del valor absoluto 
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que apa rece cuando s e 

simplifica ( íi2 a 2 ) e s t o es(x a-a a) i / a = ( 4Secau-4 )1 « 

Tt / 3 

!|Tanu| = 2Tanu, luego 
r (xa-4)i/ad>i # "2Tanu2SecuTanudu 

íSecu 
0 

TI/3 

0 
=2(3)i/a-2n/3, 

TT/3 TI/3 

Tanaudu = 2 (Secau-l)du = 2(Tanu-u) 

0 0 

(# Como x=2Secu; cuando x=2, Secu=l y asi u=0 y cuando ;-Í == 4 , 

Secu=2 y asi U==TI/3). 

dx 
Ejemplo 2. Calcular 

x 3 ( x 2 9 ) 

Solución. 

sea x=3Secu, donde 0<u<n/2 si x>3 y T I < U<3 T I/2 si x<-3; entonces 

dx=3SecuTanudu y (x 2-9) 1 / 2=3(Tan 2u) 1 / a=3|TanuI, por lo tanto 

dx 
; ( x=s-9 ) x 

3Secu Tanudu i 

27Sec3u 3Tanu 27 . 
Cos2udu 

1 

54 

i 
(l+Cos2u)du = — (u 

54 

Sen2u 1 
)+c = — (u +SenuCosu)+c 

2 54 

Cuando x>3, 0<U<TC/2, se obtiene Senu, Cosu de la figura a) y 

cuando x<-3, T C < U<3 T I/2 se obtiene Senu,Cosu de la figura b). 

sec'tel 
(x'-D* 

(x'V 

/ V 
3 
a. 
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(xa-9)i''a 3 
En cualquier caso, Senu= y Cosu= —. 

Para expresar u en términos de x se deben distinguir dos casos; 

Cuando x>3 y cuando x<-3. 

Cuando x>3, u=ArcSec ( x/3 ) . Y cuando x<~3, u=2rc-ArcSec ( x/3 ) , 

luego 
i (xa-9 y1'* 3 

. _ )+c si x>3. 
d; 

. x3 ( xa-9 ) 

1 ( x a-9 ) x y : 
— (ArcSec(x/3)+ 
54 x 

1 ( x a-9 ) xys* 3 
— (2n:-ArcSec ( x/3) + ) +d si x<-3 
54 x x 

1 ( x a-9 ) ' a 

— ArcSec(x/3)+ + c si ; 
54 " 18 x a 

1 (xa-9)1/'a 

- — ArcSec (x/3) + + a si 
54 18 x a 

re 
Siendo a=d + 

Verificar los siguientes ejercicios. 

dx (4+x a) x' a 

X a ( 4 + x a ) 

r xad x 

+c . 

x(x a—4) 1' a 

(xa-4)*'a 

*(9—4xa)A'ad: 

+ 21n|x+(x a-4) i' aj+c. 

( 9 + 3 i n 
3-(9-4x a) 1 / a 

+c 
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5. 

(2 x-xa)*'a 

dx 

- A r c S e n ( x - l ) -- _ ( x+3) ( 2 x - x a ) +c 

( X — 3 ) 
+c 

( 4xa-24x+27 )3//a 9 ( 4xa-24x+27 ) x ' a 

6. 
(x 2-4x+13) 1 / = 

In J X-2+ ( xa-4x+13) A ' a | +c , 

7. ( xa-l ) 1 / 2dx = (3)*'=*- _ ln(2+(3) 

8. 

10. 

r e-dx 
(9_e=i« = 

xadx 

( Xa--4) = 

dx 

x (4xa+9) 

ArcSen( — )+c, 

(x 2-4) 1 / a + 21n|x+(xa-4)*'a| +c 

In 
( 4xa+9 ) xyat~3 

+c 

11 
'dx 128 

(16-x 2) 1 / 2 
24 (3)A'a. 

(27) J./-2 

12 . 
X a ( x a + 9 ) 1 2 7 

3 ) 4L • 2 
( 6- ( 12 ) ' a ) . 

13. 
dx 

(Xa—4)* 
1 1 it 
— ArcCos(-)- —, 
2 3 6 
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14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20. 

il. 

1 Secaxdx 

( 4—Tan3)-; J3"« 

e td t 
(est+fjgt + y p / a 

d x 

"fan;-; 

4(4-Tan2x)x 

e t+4 

+c . 

9(e 2 t+8e t+7) 1 / : 
+c . 

;•;•+ 6 
= ArcSen( )+c. 

( 28—12x—xa )i 8 
1 (2x+3)dx 1 13 

= ._ In I 9xa-12x+8 I + — ArcTan ( 
9xa-12x+8 9 18 

>+c 

( x+2 ) d:< 
(4x-x s) 1 / 2 + 4ArcSen( 

( l-x® ) i/2+3Arc:Senx+c , 

) +c 

','Q bec x 
ArcTan( ) +c . 

¡<2(3)*^ 
ArcTan ( — )+c 

1.21.2. I N T E G R A C I O N POR P A R T E S . 

Se comienza con la formula para la derivada de un producto, 

( fg)'(x)=f(X)g' (X)+f'(X ) g(x). 

Si se integran ambos miembros se obtiene f(x)g(x)+c= (fg)'(x)d: 

f ( x ) g ' ( x ) d x + f ' (x)g(x)dx+c; por lo tan to 
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f(x)g'(x)dx = f ( x ) g ( x ) 

Como en el cálculo de 

f ' ( X ) g ( X ) d X + c , 

f'(x)g(x)dx origina su propia constante, 

no hay razón para conservar la constante; es decir; 

f(X)g' (X)d X = f(x)g(x) f ' ( X ) g ( x ) d X « 

Esta fórmula se llamará, fórmula de integración por partes y nos 

permite hallar lav integral f(x)g'(x)dx; cuando se puede calcular 

la integral f ' ( x ) g ( x ) d ; 

En la práctica normalmente se usa u=f(x); dv=g'(x)dx du=f'(x)dx; 

v=g(x) y la fórmula de integración por partes se escribe asi: 

udv = uv vdu. La fórmula de integración por partes, para 

calcular integra 1es definidas es 

udv = uv vdu y el éxito de esta fórmula dependede 

a a 

la eleción de u y dv. 

Ejemplo 1. Calcular 
x d x 

( x + l ) " 1 / a d x . 

Solución. 

Hay varias formas para la elección de u y dv; se podrá tener 
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dv=(x+l )~x/,stdx; dv=xdx ó dv=dx. Como una guia práctica, la 

elección de dv es determinada por lo que le suceda a la segunda 

.integral de *. Si se- elige dv=( x + 1 )'-x'adx j u=x se tiene que 

bu=dx : v=2( x + 1 ) A/'a ( x+1 )~A/'adx , luego x ( x+i )-*'=2dx 

2x (x+1 ) (x+1) 1 / adx = 2 x ( x + 1 - - ( 

Obsérvese que no es necesario una constante en la integración de 

dv. La constante agrupada al final del problema es una constante 

colec tiva. 

Observación . Si se seleccionará dv-xdx; u= ( x + 1) , v=xat/2; 

du- (x+l)-3'= y 
X a 1 

x ( x+1 ) ~ 1 / a d x s — (x+l)-A/'a+ -
2 4 

Y el problema resulta evidente; pues la integral 
4 . 

( x + 1 )~ 3 / adx. 

: 2(x+l)- 3 / 2dx 

es más complicada que la integral original. 

Si se escoge dv=dx, u = x ( x + 1 ) ~ x , también conduce a un callejón 

sin salida. 

Ejemplo 2. Calcular 

Solución. 

x°lnxdx; n«N. 

1 , r\ .1. 

Sea u=lnx; dv=x"dx; du= — dx y v= ; luego 
x n+1 

x° lnxdx 

ln; 1 d x = 1 n : 
/ r> i- X. 

n + 1 

/ r» JL 1 1 
» X A JL 

. — dx = lnx- — 
(n + 1 ) n + 1 (n + 1 ) 

'dx 
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]. n x ~+c . 
n+1 (n +1 

Ejemplo 3. Calcular x 31 n x d; 

Solución. 

Se aplicará la fórmula anterior cuando n=3 y asi 

x* 1 T 
x31 nxdx = — lnx- _ x3dx = — I n x - — + c . 

4 4 J 4 16 

Ejemplo 4. Calcular lnr'xdx; n^N, 

Solución. 

1 n n _ 1xdx 
Sea u-=lnnx, du= n ; dv=dx, v=x -y asi ln"xd: 

xlnnx - n ln"~1xdx = x ln"x - n lnn~1xdx 

La anterior fórmula se conoce como una fórmula de reducción para 

calcular 1 a 1 n ° x d x 

Ejemplo 5. Caleu1 ar lnxd; 

Solución, 

Se aplicará el ejemplo anterior cuando n=l, asi que: 

1 n x d x = x 1 n x x . —tí x = x 1 n x - x +c . 
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Ejemplo 6. Calcular 

Solución. 

x"exd; 

Sea u=xr,|1 du=nx n - 1dx; dv=eKdx, v=ew y x ne Hdx = 

xneM - n LeKdx (fórmula de reducción) 

Ejemplo 7. Calcular -e'-'dx 

Solución. 

Se ¿aplicará el ejemplo anterior cuando n=2, asi que 

íe"dx = x2e>l- 2 x 2 - 1e"dx. Ahora se calcula 

xe"dx, en forma antologa cuando n=l; es decir; 

xeKdx = xe' e*'dx = xe^-e^+c , luego x ae Mdx 

;aeM -2[ xe"-e*+c ] 

Ejemplo 8. Calcular 

Solución, 

Sennxdx neN 

ierinxd; Sen""1xSenxdx; sea u=Sen n~ 1x; du=(n-1)Senn"2xCüsxdx; 

dv=Senxdx, v=-Cosx y Sen"xdx = 

-CosxSen°-ix + ( n - 1 ) S e n " x Cos x Cos x d x 
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-Cos x Sen "-i;-; + (n-1) Senr*~aí-;Cosaexd; 

-CosxSen"-1;-: + (n-.l) Sen"-ax(l-Senax)dx 

-CosxSen"-1;-; + (n-1) Sen"-2xdx - (n-1) Sen n~ axSen axd; 

-CosxSen"-* x + (n-1) Sen n - axdx ~ (n-1) Sennxdx ; y asi 

Sen"xdx + (n-1) Senndx = -CosxSen""1x+(n-1) Sen n~ axdx , pero, 

• 
Sennxdx + (n-1) r Sennxdx = n Sen"xd; 

- C o s x S e n x + ( n - .1 ) Sen n - axdx; y as.i Sennxd; 

CosxSen"-Ax+(n-1) Sen""3 

(fó rmu la de reducción) 

Ejemplo 9. 

Como una aplicación al ejemplo anterior calcular qen 2xdx 

Solución. 

n=2; 
CosxSenx+(2-1) 

Sennxdx 
- CosxSenx+x 

dx = +c 

Sen2x 
+c . 
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Ejemplo 10. Calcular x"Sen;;dx n«N. 

Soluc ión. 

Sea u=x", du=nx n~ 1dx ; dv=Senxdx; v=-Cosx; y x"Senxd; 

'Cosx + n x" ACosxdx (fórmula de reducción) 

Ejemplo 11. Calcular xSenxd: 

S o l u c i ó n . . 

Por una aplicación de la fórmula anterior (n=l) se tiene que: 

• xSenxdx = -xCosx+1 UÍ x1~1Cosxdx = —xCosx+Senx+c 

Ejemplo 12. Calcular eKCosxdx. 

S o l u c i ó n . 

Sea u=e K, du=e"dx dv=Cosxdx; v=Senx y e-Cosxd; 

e"Senx- SenxeHdx; ahora eMSenxdx se calcula por partes 

nuevamente, luego sea u:=eM, du=eKdx; dv=Senxdx; v = -Cosx y 

eNCosxdx = eKSenx eHSenxdx = e HSenx- [-e KCosx+ ewCosxdx ] 

eHSenx+ewCosx- eTosxdx y asi eHCosxdx + eHCosxdx = 
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e"Cosxdx = eMSenx+eHCosx+c; luego eKCosxd; 

e*Senx+eMCo5x 
+ b, 

Ejemplo 13. Calcular Sec3xd¡ 

Solución. 

• 
Sec3xdx r SecxSec3xdx; dv=Secsexdx; v=Tanx; u=Sec; 

du-SecxTanxdx y Sec3xdx = SecxTanx Tan2xSecxdx -

SecxTanx (Sec2 x --1) Sec x d x=Sec x Tan x Sec3xdx + Secxdx = 

SecxTanx Sec'xdx + lnISecx+TanxI, luego 2 Sec3;;dx = 

Sec xTan x +1nISec x+Tanx|+c; entone es Sec'xdx = 

SecxTanx+lnISecx+Tanx 
+ b. 

Ejemplo 14. Calcular ArcTanxdx 

Solución. 

Sea u=ArcTanx, du= dx y dv=dx; v~x y asi 
1 + x 2 

I 
' xdx , 1 

xArcTanx - = xArcTanx- — lnll + x^l+c. 
1+x 2 2 

AreTan 
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Mediante i n t e g r a c i ó n por partus, d e m o s t r a r 

Cosnxdx Cos n - 1x Cosxdx = —Cos n _ 1xSenx 
n 

n-1 

n 
Cos n - axdx n^N 

Sen"xCosmxdx Sen n" 1xCo5 n _ 1x SenxCosxd: 

Sen"*1xCos"'-i m-1 + 
m+n 

Senr,xCosmxd: 

n^-m; n , m•= N . 

m+n . 
Sen nxCo5 m - 2xdx. 

-Sen n~ 1xCo5 m + ix n-1 + 
n+m n+m 

CosmxSenr>~axdx ; 

4. Sec°xd; 

Csc"xdx 

TanxSec n _ 2x n-
Sec n" ax Sec2xdx = + — 

-CotxCscn_2x n-2 + 

n-1 n-1 
c-ecn_2xd x ; n=|=1 

n-1 n-1 
Csc n~ 2xdx ; n£l, n«N. 

Senn+Xxd>: :L Sen" x n 

8 . 

9. 

C o S M + L X 

'Cü5m+1xdx 

Sen""1x 

Cosmxdx 

m Cosmx m , 

1 Cosmx m 

n Sen"x n 

Sen n _ 1xdx 

Cos" 

Sen""1: 
I 

(dv=Senxdx) 

jsa « m-1 

ben' (m-n)Senn~1x m-n , 

Cosm~axdi 

ben' 
; m^di. 

x"Cosxdx = x"Senx-n !n""1Senxd! 

10, Sen(lnx)dx = -- [Sen ( lnx ) -Cos ( lnx ) J+c 
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e Ä WCosbxdx 

e*"wSenbxdx 

(a2-x2)"dx 

bSenbx+aCosbx 
e"*< ( )+c. 

a 2 + b 2 

aSenbx-bCosbx 
e**" ( ) +c. 

a 2 + b 2 

x(a 2-x 2) n 2a 2n + 
2n + .L 2n + l 

(a 2-x 2) n - 1dx. 

;nArcSen xd x 

X"A rcCosX d x 

x"ArcTanxdx 

1 

n+1 

1 

n+1 

1 

n+1 

C x n + 1ArcSenx 

( xn'1"1ArcCosx+ 

( x n + 1ArcTanx 

; U A 

" x n + 1dx 

(l-x=) 
v r» .1. /••{ w 
/ % U A 

) U:j= 

1 + X 
) n .1.. i 

a-
(a 2+x 2) l / 2dx = - (a 2+x 2) 1 / a + — lnjx+(a 2+x 2) 1 / : 

a-
(a a—X a) 1 / 2d: (a 2-x 2) 1 / a + — ArcSen(x/a)+c 

x2dx 

(a 2-x 2) 1 / 2 

( a a-x a ) 

(a a-X a) + — ArcSen (x/a)+c, 

a a-x a) 
ArcSen(x/a)+c. 

ArcCosxdx = xArcCosx -• (l-x 2) 1 / 2+c 

;"lnmxdx -
n + 1 

n + 1 l n m m xn(lnx)m")-dx ) 
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Sen3xeHd; 
= e M 10Sen2x +5Cos2x+l ) +c 

Sen;-; 

(l-xa)*'adx = x(l-x 2) 
x2d: 

(l-xa) 

P5. 
(x2+l)(ArcTanx)2 

x (AreTan;-; ) 2dx = xArcTan: + -ln(l+x 2)+c 

26. 
xe «rcTanM ( x 1 ) e A r- c 'T n x 

+c 
(l+x a) 3 / a 2(i + x=a) 

27. In ( x+ ( 1 + x58 ) * ) dx = x 1 n ( x+ ( l + x 2 ) l ) - ( 1 + x 2 )* ' a+c . 

28. Sen(x 1 / 2)dx = -2(x) 1 / 2Cos(x * )+2Sen(xA )+c. 

29. e<"> dx=2e <" ì ( ( x * ) - 1 ) + c 

1.21.3 I N T E G R A C I O N POR F R A C C I O N E S P A R C I A L E S . 

Una función racional es por definición el cociente de dos 

polinomios. Por ejemplo f (;•;)= ; g(x) = ; h(x): 

X a+4 X a-1 

x 2+l 

6on funciones racionales, mientras que f(x) = lnx; g(x) = 

no son funciones racionales. Es fácil verificar que 

x-1 x + 1 
La expresión al lado derecho de esta ecuación se 
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11 aína la descomposición de en fracciones parciales, 
i'-*-! 

Esta descomposición se emplea para hallar la 
2dx 

y para ello 

se integra .independientemente cada una de los fracciones que 

forman la descomposición, es decir 

2d; 

-1 

' d: 

x+1 
In Ix-1|-lnIx+1l+c 

Teóricamente, es posible escribir cualquier expresión recional 

f (x) 
(Con f(x) y g(x) polinomios) como la suma de expresiones 

g(x) 

racionales cuyos denominadores son potencias de polinomios de 

grado no mayor que dos. 

Concretamente, si f(x) y g(x) son polinomios y el grado de f(x) 

es menor que el grado de g(x) entonces se sigue de un teorema de 

f ( x ) 
álgebra que = Fa.+F=+. . . .+Fr,. (1) donde cada Fi tiene una 

g (x) 
A Cx+D de las dos formas siguientes: ó siendo 

( px+q ) m ( ax2+bx+c ) r> 

m,n enteros positivos y además ax^+bx+c no es factorixable en R, 

es decir bSí-4ac<6í). 

La suma del lado derecho de (1) se llama descomposición en 

f (x) 
fracciones parciales de y cada una de las F¿. es una 

g (X) 

fracción parcial. Para encantar la descomposición en fracciones 
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f ( X ) 
parciales de una expresión racional es necesario que el 

g (x) 

grado de f(x) sea menor que el grado de g(x) y si éste no es el 

f (x ) 
caso, se puede expresar como la suma de un polinomio, más 

g (x) 

una función racional, forma que se obtiene efectuando la división 

f ( x ) R ( x ) 
es decir: = q(x) + con grado de g(x)>grado de R(x). 

g ( x ) g ( x ) 

En esta sección se estudiarán estos dos casos. 

f (x ) 
11- y grado de g(x)> grado de f(x). 

g ( x ) 

f (x) f ( x ) 
a ) . Si donde todos los 

g ( x ) (aAx + bA ) (a 3x+b a) • . . (a^x+br, ) 

factores a^x + b*. son distintos para i = l,2...,n; se puede demostrar 
•i 

que existen constantes reales únicas ci,c2,...,cn tal que 

f(x) Ci c* 

g ( x) a^x + bi a 2x+b 2 

"f(x) r 
dx = 

g(x) 

, luego 
a n x+br, 

a i x + b j. 

C'a 

a2>; + b: 
-d x +. 

a,-, X + br, 
-dx 

' 2x + l 
Ejemplo 1. Calcular 

x»+2x-3 
-d x . 

S o l u c i ó n . 

r 2x+i 

xa+2x-3 

2x + l 2 x +1 
dx; ahora 

(x-1)(x+3) 

A B + ; y 
(x-l)(x+3) x-1 x+3 

asi despejando 2x+l se tiene que 2x+l=A(x+3)+B(x-1) 
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