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Resumen

Cálculo de la entropía de agujeros negros en función de las especies de
partículas desde la perspectiva de un observador FIDO

En el presente trabajo se realiza una comparación entre el cálculo de la entropía del cascarón negro por el
método del colapso gravitacional y por la técnica de ‘‘Entanglement’’. Ambos métodos son acercamientos a
una explicación formal de la entropía de Bekenstein - Hawking la cual es proporcional a un cuarto del área
del horizonte de eventos y también al número de especies de partículas. En la sección 2 se exponen los temas
fundamentales de la teoría para trabajar el tema. En la sección 3 se realiza la termodinámica del cascarón
negro desde la dinámica del colapso gravitacional, pasando por el modelo de la pared de ladrillos que es
precursor del modelo actual. En la sección 4 se realiza el cálculo de la entropía de entanglement partiendo de
la formulación del ensamble de bosones libres en el vacío térmico, pasando por el formalismo de Umezawa -
Takahashi hasta la integral de la entropía. Por último, en Discusión y conclusiones se expone un análisis de
los modelos utilizados en el documento y se discute sobre el problema de las especies.

Palabras clave: Termodinámica, entropía, cascarón negro, colapso, estados de vacío, entanglement, obser-
vador FIDO, problema de las especies.
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Abstract

Calculation of black hole entropy as a function of particle species from an FIDO
observer perspective

In this paper, a comparison is made between the calculation of the black shell entropy using the gravitational
collapse method and the entanglement technique. Both methods are approaches to a formal explanation of
the Bekenstein-Hawking entropy, which is proportional to a quarter of the area of the event horizon and also
to the number of particle species. Section 2 presents the fundamental topics of the theory for working on the
subject. Section 3 presents the thermodynamics of the black shell from the dynamics of gravitational collapse,
passing through the brick wall model, which is a precursor to the current model. Section 4 calculates the entan-
glement entropy starting from the formulation of the assembly of free bosons in the thermal vacuum, passing
through the Umezawa-Takahashi formalism to the entropy integral. Finally, in the Discussion and Conclu-
sions section, an analysis of the models used in the document is presented and the species problem is discussed.

Keywords: Thermodynamics, entropy, black shell, collapse, vacumm states, entanglement, FIDO observer,
species problem.
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Cálculo de la entropía de agujeros negros en función de las especies de partículas desde la perspectiva
de un observador FIDO

1 Objetivos

1.1 Objetivo general

Describir la entropía de un black shell con respecto a un observador FIDO en función del número de
especies.

1.2 Objetivos específicos

Evidenciar la indistinguibilidad observacional entre un agujero negro con un ‘‘Black Shell"

Mostrar que la entropía que se asocia al agujero negro se encuentra ubicada en el ‘‘Black shell"

Mediante la mecánica estadística, calcular la entropía del ‘‘Black Shell"

1



Cálculo de la entropía de agujeros negros en función de las especies de partículas desde la perspectiva
de un observador FIDO

2 Introducción y marco teórico

Toda esta sección tiene como referencia a los libros Carrol [2004], Frolov & Novikov [1997], Charles W. Misner
& Wheeler [1973] y para la parte del espacio - tiempo maximalmente extendido se toma como referencia
Arenas [2023] del curso de la Universidad Nacional de Colombia titulado ‘‘Agujeros negros cuánticos’’.

2.1 El marco de referencia de Schwarzschild y sus patologías.

La métrica de Schwarzschild describe un espacio-tiempo estático, esféricamente simétrico y en el vacío. Este
elemento de línea se puede expresar en unas coordenadas generalizadas de las coordenadas esféricas usuales,
a las cuales se les adiciona una coordenada temporal, con el objetivo de hacer una descripción en el marco
de la relatividad general. Dentro del campo de la astrofísica, esta métrica puede describir el exterior de un
objeto esférico masivo y su interacción gravitacional con cualquier otro objeto en el universo. Cada una de
las coordenadas del sistema de referencia de Schwarzschild tiene un rango específico:

t ∈ (−∞,∞)

r ∈ [rs,∞)

θ ∈ [0, 2π]
ϕ ∈ [0, π] , (2-1)

donde rs = 2M es el radio de Schwarzschild. Explícitamente la métrica toma la siguiente forma:

ds2 = gµνdx
µ ⊗ dxν = −

(
1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1

dr2 + r2dΩ2. (2-2)

Esta métrica es bien comportada en los rangos presentados en (2-1). En particular, este espacio-tiempo
puede describir un agujero negro, un objeto matemático en el cual surgen dos divergencias, una singularidad
coordenada en r = 2M (que es el horizonte de eventos) y otra en el punto coordenado r = 0 que es una
singularidad irremovible. Así, cualquier tratamiento o teoría física que considere el sistema coordenado
provisto por la métrica de Schwarzschild tiene como patología fundamental el punto r = 0, que es la principal
dificultad que presenta esta métrica. Desde que nos mantengamos al margen de ella no debe representar
un problema para toda la física que ocurre en el resto de la variedad (r > 0). La otra es una singularidad
coordenada que diverge en el radio gravitacional (o radio de Schwarzschild donde r = 2M), es decir la parte
temporal de la función métrica se hace cero y la parte radial diverge.
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2. Introducción y marco teórico 2.1. El marco de referencia de Schwarzschild y sus patologías.

La estructura matemática fundamental para describir un espacio-tiempo es la métrica. En particular, al
ubicarnos en coordenadas esféricas (t, r, θ, ϕ) la forma matricial de la métrica de Schwarzschild se ve de la
siguiente forma:

gµν =


gtt gtr gtθ gtϕ
grt grr grθ grϕ
gθt gθr gθθ gθϕ
gϕt gϕr gϕθ gϕϕ

 =


−
(
1− 2M

r

)
0 0 0

0
(
1− 2M

r

)−1
0 0

0 0 r2 0
0 0 0 r2 sin2(ϕ)

 . (2-3)

Gracias a la simetría de la métrica es posible considerar cambios nulos en los elementos angulares, es decir,
(dθ = dϕ = 0→ dΩ = 0) y omitirlos en adelante. Esto es equivalente a decir que en cada punto coordenado
(t, r) representa una 2-esfera. En este espacio-tiempo es posible ubicar partículas prueba y preguntarnos sobre
su movimiento inercial, es decir, su movimiento geodésico. Como sabemos de la existencia de la singularidad
coordenada en r = 2m, es interesante preguntarse sobre el destino de estas partículas prueba al acercarse a
esta singularidad. El hecho de que la partícula atraviese el horizonte de eventos no implica que sufra algún
cambio en su trayectoria geodésica. Son los observadores externos los que dejamos de ver cualquier tipo de
evolución en el estado de movimiento de la partícula. En lo que sigue, se estudiará cualitativamente este
comportamiento.

2.1.1 Trayectorias de rayos de luz

Los fotones viajan sobre curvas nulas en donde ds = 0. Por consiguiente, se puede despejar la trayectoria de
esas partículas usando (2-2) obteniendo lo siguiente:

dt

dr
= ±

(
1− 2M

r

)−1

, (2-4)

para un r grande la pendiente se acerca a ±1, como ocurre en el espacio tiempo de Minkowski. Esto ocurre
debido a que el espacio-tiempo de Schawrzschild es asintóticamente plano. Sin embargo, se evidencia que
cuando se aproxima a r = 2M se tiene que dt

dr → ±∞ lo cual implica que el elemento de línea se vuelve
como de tiempo, los conos de luz se cierran completamente y cualquier posible trayectoria que implique salir
resulte imposible. También sucede que, visto desde un observador en el infinito, mientras el rayo de luz se
acerca al radio de Schwarzschild parece que nunca llega a éste, al menos en este sistema de coordenadas se
acerca asintóticamente al horizonte de sucesos. Al integrar la expresión (2-4) se obtiene la siguiente ecuación
y su correspondiente gráfica:

t = ± [r + 2Mln(r − 2M)] (2-5)

3



2.1. El marco de referencia de Schwarzschild y sus patologías. 2. Introducción y marco teórico

Figura 2-1: Gráficas de la trayectoria de los rayos de luz (2-5) que se acercan o se alejan del radio gravitacional
r = 2M , donde M = 1. Realizada en Geogebra.

La solución positiva (azul en la figura 2-1) muestra la trayectoria de los fotones que se encuentran en la
última trayectoria posible que pueden salir desde el radio de Schwarzschild. Estos salen después de un tiempo
infinito y tender asintóticamente asintóticamente a una trayectoria en el espacio-tiempo plano. Así mismo,
la solución negativa (roja en la figura 2-1) muestra la trayectoria de fotones que caen desde el infinito, como
ocurre en el espacio plano al estar lejos de la fuente recorren una trayectoria recta. Debido a que se acercan
asintóticamente al radio de Schwarzschild, en la gráfica se ve que les toma un tiempo infinito alcanzar
r = 2M .

Así, las partículas que caen al agujero negro parecen congelarse en el tiempo justo cuando se encuentran
sobre el horizonte de sucesos r = 2M visto desde un observador en lo suficientemente lejos (‘‘as if he felt
ashamed for doing something as stupid as entering a black hole’’ Carrol [2004]). Pero, la aparente inhabilidad
de alcanzar el radio de Schwarzschild no ocurre si estamos en el marco de la partícula de prueba y el rayo
de luz no tiene problema alguno para cruzar el horizonte de eventos y entrar al agujero negro. Desde el
observador en el infinito se puede llegar a una interpretación incompleta de la parte matemática de este
problema donde la métrica no contiene la información de lo que sucede con las partículas sobre el horizonte
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2. Introducción y marco teórico 2.1. El marco de referencia de Schwarzschild y sus patologías.

ni cuando lo cruzan. Así, se encuentra una motivación para definir un marco de referencia con un sistema de
coordenadas diferente que pueda expresar toda la física en un solo diagrama.

2.1.2 Coordenada tortuga

El problema con el marco de referencia de Schwarzschild (t, r, θ, ϕ) es que el término de la métrica:

grr = f(r)−1 =

(
1− 2M

r

)−1

(2-6)

genera una divergencia en el elemento de línea ds2 sobre el radio de Schwarzschild ya que, a diferencia de
gtt = f(r) que se hace cero cuando r = 2M , en grr hay una división por cero. Por el camino de los rayos de
luz también nos lleva a una divergencia ya que dt/dr →∞ a lo largo de las geodésicas radiales nulas que se
aproximan a r = 2M . Avanzar en la dirección r se vuelve más y más lento con respecto a la coordenada t a
medida que nos acercamos a 2M por lo que, si pudiéramos recoger ese comportamiento de ‘‘lentitud’’ en una
nueva coordenada tal vez tendríamos un avance en la dirección de encontrar un sistema de coordenadas que
construyan un marco de referencia que describa todas las trayectorias de las partículas sin patologías en la
métrica. Podemos intentar de arreglar este problema reemplazando r con una coordenada que se mueva más
despacio a lo largo de las geodésicas nulas, definiendo la coordenada ‘‘tortuga’’ r∗ de la siguiente forma:

r∗ = r + 2Mln
( r

2M
− 1
)
−→ dr = f(r)dr∗ (2-7)

El logaritmo tiene la función de hacer aparecer f(r) en el diferencial de la coordenada tortuga para que
al reemplazar en la métrica se cancele el f(r)−1 y, en términos de la coordenada tortuga, la métrica de
Schwarzschild se convierta en:

ds2 =

(
1− 2M

r

)(
−dt2 + dr∗ 2

)
(2-8)

Con este cambio de variable se resuelve un problema con respecto a los rayos nulos y es que, cuando ds = 0,
entonces dt = ±r∗, lo que retira la divergencia en el diagrama tiempo vs distancia y se llega a la métrica de
Minkowski. Sin embargo, por este cambio amigable hay que pagar un precio el cual es que la superficie de
interes en r = 2M se ha enviado hasta menos infinito. Es decir, se arregló el problema por el lado de las
trayectorias nulas pero surgió un nuevo problema con la coordenada sobre el radio de Schwarzschild.

2.1.3 Coordenadas de Eddington - Finkelstein

Ahora se cambia la coordenada temporal por una nueva que traiga información tanto de t como de r
(implícitamente a través de r∗):

v = t+ r∗ −→ dv = dt+ dr∗ = dt+ f(r)−1dr (2-9)

5



2.1. El marco de referencia de Schwarzschild y sus patologías. 2. Introducción y marco teórico

Retomando la coordenada radial original r pero reemplazando el tiempo coordenado con el nuevo tiempo v
la métrica resulta:

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dv2 + (dvdr + drdv) (2-10)

Aquí se ve un resultado sustancial y es el hecho que, a pesar que el coeficiente métrico gvv se cancela en el
radio de Schwarzschild, no hay una divergencia real ya que no hay divisiones por cero. Así se ve de una vez
por todas que sobre el radio de Schwarzschild existe una singularidad coordenada solo en las coordenadas de
Schwarzschild originales. En este nuevo sistema de coordenadas la condición para las curvas radiales nulas
se da por:

dv

dr
=

{
0 Curvas radiales nulas entrantes,

2
(
1− 2M

r

)−1 Curvas radiales nulas salientes.
(2-11)

En este sistema de coordenadas los conos de luz permanecen bien comportados incluso sobre el radio de
Schwarzschild y esa superficie es un valor coordenado finito. Así, no hay problema en trazar los caminos
de las trayectorias nulas o como de tiempo a través de la superficie. En el sistema de coordenadas (v, r) se
puede cruzar el horizonte de eventos en caminos dirigidos al futuro pero no se puede cruzar en caminos
dirigidos al pasado. Esto no parece razonable desde el punto que se busca una solución independiente del
tiempo. Para ver las trayectorias que se dirigen hacia el pasado se define la variable u de la siguiente forma:

u = t− r∗ −→ du = dt− dr∗ = dt− f(r)−1dr (2-12)

Podemos escoger u en vez de v, para tal caso la métrica resulta idéntica a la que tiene solo v pero donde esta
v resulta u y tiene un menos en el paréntesis de los productos cruzados entre du y dr:

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
du2 − (dudr + drdu) (2-13)

Ambas, u y v conforman el conjunto de coordenadas conocidas como ‘‘Eddington - Finkelstein’’. Desde esta
métrica si se puede pasar el horizonte de eventos a lo largo de curvas dirigidas al pasado. Ahora surge un
hecho que puede resultar sorprendente: Se pueden seguir curvas dirigidas al futuro o al pasado que atraviesen
el radio de Schwarzschild pero se llega a lugares diferentes. Esto, de alguna manera, es de esperar desde que
las definiciones de las coordenadas de Eddington-Finkelstein en donde se mantiene constante v y se hace
decrecer a r, se llega a un tiempo que diverge (tiende a infinito). Por otro lado, si se mantiene u constante y
se decrece r, se llega a un tiempo que tiende a menos infinito. Así, hay que extender el espacio-tiempo en dos
direcciones diferentes, una hacia el futuro y otra hacia el pasado.

Este nuevo sistema se encuentra naturalmente adaptado a las geodésicas nulas que caen al agujero negro y
se encuentran caracterizadas por las rectas v = cte que entran, mientras que las salientes del agujero negro
satisfacen u = cte. Cambiando ambas coordenadas (t y r) por (u y v) se tiene el nuevo elemento de línea:

ds2 = −1

2

(
1− 2M

r

)
(dvdu+ dudv) (2-14)

En donde r y t están definidas por las siguientes fórmulas:

6



2. Introducción y marco teórico 2.1. El marco de referencia de Schwarzschild y sus patologías.

1

2
(v − u) = r∗ = r + 2M ln

( r

2M
− 1
)
→ dr =

1

2

(
1− 2M

r

)
(dv − du) (2-15)

t =
1

2
(v + u) → dt =

1

2
(dv + du) (2-16)

En este punto, lamentablemente, se ha reintroducido la ‘‘degeneración’’ inicial ya que, en estas coordenadas
la localización de r = 2M es infinitamente lejos. Es decir, sobre el radio de Schwarzschild se tiene v = −∞ y
u = ∞. Así, la siguiente tarea es cambiar las coordenadas a unas que traigan esos infinitos hasta puntos
finitos y poder, así, hacer un análisis correcto sin singularidades no esenciales.

2.1.4 Coordenadas de Kruskal - Szekeres

Con el objetivo de traer los infinitos que surgen cuando r = 2M en las coordenadas v y u según los puntos a
los cuales divergen, se aplican las siguientes sustituciones con funciones exponenciales:

V =ev/4M (2-17)

U =− e−u/4M (2-18)

Las cuales, en términos de las coordenadas originales t y r se definen como:

V =
( r

2M
− 1
)1/2

e(r+t)/4M (2-19)

U =−
( r

2M
− 1
)1/2

e(r−t)/4M (2-20)

Con estas coordenadas, la métrica de Schwarzschild toma la siguiente forma:

ds2 = −16M3

r
e−r/2M (dV dU + dUdV ) (2-21)

Con este sistema de coordenadas se puede evidenciar que r = 2M no representa una singularidad real, es
decir, un punto en el que se pierda información de la física de las partículas que cruzan el radio gravitacional
del agujero negro. Ambas coordenadas U y V son coordenadas nulas, lo que se puede ver con sus derivadas
parciales que son vectores nulos ∂/∂v′ y ∂/∂u′. Pero, sería más amigable usar unas coordenadas que tengan
la misma naturaleza que las coordenadas de Schwarzschild, donde hay una como-d- tiempo y una como-
de-espacio, para poder realizar interpretaciones físicas un poco más aterrizadas. Para esto, podemos definir
otras coordenadas basadas en U y V que tengan las cualidades que se desean:

T =
1

2
(V + U) =

( r

2M
− 1
)1/2

er/4M sinh

(
t

4M

)
(2-22)

Z =
1

2
(V − U) =

( r

2M
− 1
)1/2

er/4M cosh

(
t

4M

)
(2-23)
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Aquí T toma el rol de la coordenada temporal, que además es como de tiempo, y Z toma el rol de la
coordenada espacial, que además es como de espacio. No se toma R para guardar la letra para otras variables
más adelante. Con estas coordenadas la métrica toma la forma:

ds2 =
32M3

r
e−r/2M

(
−dT 2 + dZ2

)
+ r2dΩ2 (2-24)

Donde r esta definido implícitamente como:

T 2 − Z2 =
(
1− r

2M

)
er/2M (2-25)

Este sistema de coordenadas (T,R, θ, ϕ) se llaman las coordenadas de Kruskal-Szekres. Con estas nuevas
coordenadas las curvas nulas radiales lucen como el espacio plano (Minkowski) en el infinito: T = ±Z + cte.
Estas coordenadas presentan una enorme ventaja y ganancia ya que, a diferencia de las coordenadas de
Eddington-Finkelstein (y la coordenada tortuga por si sola), el horizonte de eventos en r = 2M no esta
infinitamente lejos ni contiene divergencias en la métrica. De hecho, esta bien definido por: T = ±Z, lo cual
es consistente con que sea una superficie nula. Más generalmente, se puede considerar las superficies de radio
constante r = cte de la siguiente forma:

r = cte −→ T 2 − Z2 = cte (2-26)

Lo que resulta ser hipérbolas en el plano Z-T. Además, las superficies constantes t están dadas por:

t = cte −→ T

Z
= tanh

(
t

4M

)
(2-27)

Las cuales definen lineas rectas que pasan a través del origen con una pendiente de la función tangente
hiperbólica. Dichas lineas rectas empiezan horizontales cuando t = 0 y se van inclinando a medida que t
avanza hasta infinito y la tangente tiende a ±1 donde se resulta otra vez en T = ±Z. Dicha superficie en
(t→ ±∞) es de hecho r = 2M , el radio de Schwarzschild.

Singularidades no esenciales

Una singularidad no esencial es aquella en la que ninguna cantidad escalar formada con el tensor de Riemann
se vuelve singular, es decir que diverja en algún punto del espacio. Esto implica que los invariantes escalares
derivados del tensor de Riemann, como el escalar de Ricci

R = gµνRµν , (2-28)

permanecen finitos. En esencia, estas singularidades resultan ser aparentes ya que no representan una
patología física inherente sino que son artefactos de las coordenadas elegidas por lo que pueden eliminarse
mediante un cambio de coordenadas. El tensor de Ricci se obtiene contrayendo el tensor de Riemann:

Rµν = Rρ
µρν , (2-29)
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y los componentes del tensor de Riemann se calculan a partir de los símbolos de Christoffel Γγ
µν . Si se calcula

el tensor de Riemann sobre el horizonte de eventos r = 2M y se contrae para encontrar el tensor de Ricci
se encuentra que todos son cero. Con lo anterior, al trazar el tensor de Ricci para encontrar el escalar se
encuentra que ese escalar es cero lo que es una cantidad finita que no diverge y no existe una singularidad
esencial en ese punto del espacio. Esto indica que es una singularidad removible mediante un cambio de
coordenadas. Por ejemplo usando las coordenadas de Kruskal en donde la métrica se extiende analíticamente
a través de r = 2M , se evidencia en la métrica 2-21 que no hay divergencias si se ubica en el radio de
Schwarzschild.

2.1.5 Tiempo en las coordenadas de Kruskal

Nótese que a este punto surge un hecho y es que, para los efectos de la interpretación física, tenemos más de
una variable que puede ser interpretada como el tiempo. Para empezar, no se ha descartado el tiempo de las
coordenadas de Schwarzschild completamente, se esta utilizando como un parámetro de las coordenadas de
Kruskal. Así mismo, en las coordenadas de Kruskal se definió una variable de forma que su naturaleza fuera
‘‘como de tiempo’’, y se le llamó T con el objetivo de sugerir que hereda el rol del tiempo como el parámetro
que marca la evolución en las geodésicas de la variedad. Por otro lado, las coordenadas nulas U y V también
son de alguna forma tiempos debido a que contienen las variables t y r en sus definiciones por lo que no son
exclusivamente tiempos o distancias pero si contienen ambos la información de la evolución de las geodésicas
en la variedad. Tampoco excluimos las variables nulas U y V ya que coinciden con los horizontes de eventos
en el diagrama de Kruskal representando el límite entre las trayectorias ‘‘como de tiempo’’ y ‘‘ como de
espacio’’. Además de todas las variables que pueden ser identificadas como tiempos, hay otro hecho y es que
de las superficies de radio constante r = cte resultan en hipérbolas las cuales tienen la siguiente forma:

Z2

a2
− T 2

a2
= 1 (2-30)

La expresión anterior surge de tomar las definiciones (2-23) y (2-22), elevarlas al cuadrado, restarlas y definir
la constante a como:

a2 =
( r

2M
− 1
)
er/2M (2-31)

En el desarrollo que lleva a la expresión (2-30) se usa la identidad cosh2(θ)− sinh2(θ) = 1 lo que lleva a que
desaparezca el tiempo de Schwarzschild de la ecuación y resulte independiente del tiempo. Podemos ver que
dichas hipérbolas resultan en trayectorias de partículas donde no varía su distancia de Schwarzschild r para
todos los tiempos, es decir que son trayectorias estables entorno a la singularidad. Siendo así, moverse en
el diagrama de Kruskal sobre una de las ramas de las hipérbolas es morverse en dirección del tiempo. De
hecho, en la región derecha avanzar en la dirección de abajo hacia arriba implica avanzar hacia el futuro en
el tiempo. En el diagrama 2-2 se ven más claro estas ideas.

En el diagrama 2-2 se ven las ramas de la hipérbola en las regiones I y III (en R y L), en donde la partícula
que sigue esa trayectoria permanece a una distancia constante de la singularidad. Sin embargo, el tiempo
avanza en la dirección entre un evento posicionado en el punto A hacia un evento posicionado en el punto B.
El hecho evidente que la hipérbola tiene dos ramas lleva a otro hecho para nada evidente y es que en la rama
izquierda también esta corriendo el tiempo pero aquí ocurre algo interesante: No es el mismo tiempo. El que
no haya un tiempo único implica una dificultad al momento de construir una teoría sobre esta geometría
que se está planteando. Siendo así, en este nuevo conjunto de coordenadas vale la pena preguntarse por la
naturaleza de las coordenadas que se han definido.
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Figura 2-2: Diagrama del espacio tiempo de Kruskal en donde se identifican las variables nulas U y V , así como se
establece la dirección del tiempo de Schwarzschild y se encuentra su dualidad debido a la expansión maximal.

Para resolver el dilema de los tiempos hay que distinguirlos entre regiones y plantear un nuevo tiempo
global tϵ en donde la nueva variable ϵ solo puede tomar dos valores: +1 o -1. Esta definición de la variable
ϵ es para poder ubicar cualquier evento que se quiera trabajar en alguna parte del diagrama, si esta en la
región R o en la región L. No se van a considerar las regiones II ni la IV ya que dichas regiones implican
atravesar el horizonte de eventos. Ahora, este nuevo tiempo global tϵ va a conectar la variable temporal en
distintas regiones lo cual resulta imposible considerando los números reales pero, haciendo una extensión a
los números complejos de la variable tϵ definida de la siguiente forma:

tϵ =

{
t+ ib si ϵ = +,
t− ib si ϵ = − (2-32)

Donde b es el valor de lo que se desplaza en el eje imaginario del plano complejo. Con esta definición del
tiempo se establece el hecho que ambos tiempos van en direcciones opuestas. De hecho, a lo largo del tiempo
de Kruskal T ve que mientras un tiempo va hacia el futuro (el tiempo de la región R), el otro tiempo va
hacia el pasado (el tiempo de la región L).

Se define ahora la siguiente función:
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2. Introducción y marco teórico 2.2. Ecuación de Klein - Gordon

Θϵ =
1

2
[Θ(−ϵU) + Θ(ϵV )] (2-33)

La utilidad de la función anterior esta en el hecho que nos ayudará a ubicarnos en el espacio tiempo de
Kruskal ya que la función toma valores distintos dependiendo de la región del diagrama donde nos ubiquemos.
Dentro de la función se usa la tradicional función paso de Heaviside la cual es igual a cero cuando su
argumento es menor o igual a cero, y toma valor igual a uno si su argumento es mayor que cero. Siendo
así, haciendo el análisis en las regiones R y L, se puede ver lo siguiente: En la región R la variable nula
U toma valores menores a cero (es decir que es negativa) mientras que la variable nula V toma valores
mayores a cero (es positiva) haciendo que en la nueva función θϵ, en la primera función escalón tengamos un
valor positivo y en la segunda también por lo que ambas sumadas dan 2 y la función toma el valor 1. A
continuación se hace el cálculo para R y para L:

Θϵ=+1(R) =
1

2
[Θ(−(ϵ = +1)(−|U |)) + Θ((ϵ = +1)(|V |))] = 1

2
[1 + 1] = 1 (2-34)

Θϵ=−1(R) =
1

2
[Θ(−(ϵ = −1)(−|U |)) + Θ((ϵ = −1)(|V |))] = 1

2
[0 + 0] = 0 (2-35)

Θϵ=+1(L) =
1

2
[Θ(−(ϵ = +1)(|U |)) + Θ((ϵ = +1)(−|V |))] = 1

2
[0 + 0] = 0 (2-36)

Θϵ=−1(L) =
1

2
[Θ(−(ϵ = −1)(|U |)) + Θ((ϵ = −1)(−|V |))] = 1

2
[1 + 1] = 1 (2-37)

Con esta función se puede definir de forma más conveniente el tiempo:

tϵ =

(
t+

1

2

iπ

k0

)
Θϵ +

(
t− 1

2

iπ

k0

)
Θ−ϵ (2-38)

Esta expresión ya representa un tiempo más global en el espacio - tiempo maximalemente extendido
comparado con el inicial. Pero, quisiéramos considerar un tiempo que nos permita utilizarlo en una relación
de orgotonalidad ubicando específicamente un evento en dicho espacio y poniéndole un nuevo subíndice
primado:

tϵϵ′ =

(
t+

1

2

iπ

k0
ϵ′
)
Θϵ +

(
t− 1

2

iπ

k0
ϵ′
)
Θ−ϵ (2-39)

2.2 Ecuación de Klein - Gordon

Esta sección tiene como referencia a Birrell & Davies [1982].

La ecuación de Klein - Gordon surge de la necesidad de plantear una ecuación para partículas relativistas en
el surgimiento de la mecánica cuántica. La relatividad especial es un ingrediente esencial en la mecánica
cuántica ya que, a nivel microscópico las partículas se mueven a velocidades tan altas que se acercan a la
velocidad de la luz. El planteamiento empieza considerando la energía relativista de una partícula:

E2 = p⃗ 2 c2 +m2c4 (2-40)
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Ahora, trayendo de la mecánica cuántica, la interpretación de los operadores momento y energía, se puede
hacer el siguiente cambio en la ecuación:

E → iℏ
∂

∂t
−→ E2 → −ℏ2 ∂

2

∂t2
(2-41)

p⃗ →− iℏ∇ −→ p⃗ 2 → −ℏ2∇2 (2-42)

Reescribiendo la ecuación dejando cero a la derecha y aplicando los operadores enunciados, se tiene:

E2− p⃗ 2 c2 −m2c4 = 0 (2-43)

−ℏ2 ∂
2

∂t2
+c2ℏ2∇2 −m2c4 = 0 (2-44)

Teniendo en cuenta que la derivada temporal, en notación tensorial, es la derivada de la componente cero y
el operador nabla trae las derivadas espaciales (componentes 1, 2 y 3), entonces se puede reescribir de la
siguiente forma:

−∂20 + c2ℏ2∂2i −
m2c2

ℏ2
=0

(−1)∂t∂t + (1)∂x∂x + (1)∂y∂y + (1)∂z∂z −
m2c2

ℏ2
=0

η00∂0∂0 + η11∂1∂1 + η22∂2∂2 + η33∂3∂3 −
m2c2

ℏ2
=0

ηµν∂µ∂ν −
m2c2

ℏ2
=0

2−B2 =0 (2-45)

Note que se hizo B = mc
ℏ . Si se usan unidades naturales, es decir c = ℏ = 1, se tiene que B = m. Ahora,

note que hasta este punto se tiene un operador. Este operador se convierte en una ecuación al ponerle una
función o un campo:

(
2−B2

)
ψ = 0 (2-46)

Lo anterior es considerando la signatura (− + ++), si se usa la signatura (+ − −−) la ecuación toma la
forma:

(
2+B2

)
ψ = 0 (2-47)

Para el resto del presente documento, se tomará la signatura (−+++). Esta ecuación contiene segundas
derivadas en función del tiempo y el espacio por lo que cualquier conjunto o combinación de soluciones
tendrá un término exponencial de la siguiente manera:

ψ = ψ(t, r⃗) = Aeik⃗·r⃗−iωt (2-48)
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En donde ω2 = k2 +m2, con k los números de onda que enumeran los modos de oscilación de las posibles
soluciones. Note que si escribimos la ecuación de la forma:

2ψ = B2ψ (2-49)

Lo cual puede ser interpretado como que B2 es valor propio del operador D’Alembertiano con estado propio
ψ. Podemos revisar recordando la definición del operador D’alembertiano que nos lleva a:

2ψ =
[
−E2 + |p⃗|2

]
Aeik⃗·r⃗−iωt =

[
−E2 + |p⃗|2

]
ψ = B2ψ = m2ψ (2-50)

Recuperando las constantes que se hicieron igual a 1, se obtiene:

2ψ =

[
− E2

ℏ2c2
+
|p⃗|2

ℏ2

]
ψ =

m2c2

ℏ2
ψ (2-51)

En donde se encuentra que B = m, recordando que las constantes fundamentales se hacen iguales a 1.
La expresión anterior confirma lo sugerido en la ecuación de Klein - Gordon ya que corresponde con el
planteamiento de la energía para una partícula relativista tratado al inicio del presente documento.

Ya encontramos una solución para la ecuación de Klein - Gordon, solo falta encontrar el factor constante
A el cual aparece al aplicar algunas consideraciones extra, pero para el desarrollo que sigue no va a ser
necesario. Ahora, para este tipo de ecuaciones existe el concepto de superposición la cual consiste en que se
puede superponer todas las posibles soluciones a la ecuación como una combinación lineal de las mismas. Así,
puedo escribir toda una familia de soluciones a la ecuación de la siguiente forma:

ψ(t, r⃗) =
∑
k

akuk −→ uk = uk(t, r⃗) = Aeik⃗·r⃗−iωt (2-52)

En donde se consideran todas las posibles ecuaciones de onda parametrizadas por su número de onda k, que
sean solución de la ecuación de Klein - Gordon. El número de onda esta relacionado con la frecuencia y la
masa mediante:

ω2 =k2 +m2 (2-53)

k =|⃗k| =

(
n−1∑
i=1

k2i

)1/2

(2-54)

Donde k viene de la norma del vector número de onda cuyas componentes pueden tomar cualquier valor y
ser tantas como tantas ondas haya en la superposición (−∞ < ki <∞), y tiene tantas componentes como
dimensiones espaciales tenga el espacio (para un espacio de 3 dimensiones espaciales y una temporal, suma
sobre las 3 dimensiones espaciales tomando n = 4).

Ahora, una solución completa incluiría la suma no solo de todos los posibles k sino también la combinación
lineal de los estados complejos conjugados del estado que se esta considerando. Así, se va a expandir el
campo y a establecer de la siguiente forma:
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ϕ(t, r⃗) =
∑
k

[
akuk(t, r⃗) + a†ku

∗
k(t, r⃗)

]
(2-55)

Por el momento el coeficiente a que expande cada una de las funciones, y sus conjugadas, no se han definido
más allá de ser coeficientes de expansión. Pero, para teorías más completas que se enunciarán más adelante
se identificarán como operadores por lo que también deben ser conjugados cuando acompañan la función
conjugada y por eso se coloca la notación del hermítico conjugado a†.

Las funciones del conjunto de soluciones en las que se expande el campo de la ecuación de Klein - Gordon
cumplen con la siguiente relación de ortogonalidad:

(uk(t, r⃗), u
∗
k(t, r⃗)) = −i

∫
Σ

[uk(t, r⃗)∂tu
∗
k(t, r⃗)− u∗k(t, r⃗)∂tuk(t, r⃗)] dx3 (2-56)

Donde se integra sobre la superficie del espacio que se esta considerando, en este caso un espacio de 4
dimensiones en el cual se considera el tiempo constante ya que se hace la evaluación del campo en cada
instante de tiempo.

2.3 Ensamble gran canónico

Esta sección tiene como referencia a Pathria & Beale [2011] y W. Greiner & Stöcker [1995].

En mecánica estadística se quiere modelar sistemas sobre los cuales suceden diversos tipos de fenómenos a
diversos tipos de escalas. Todos esos fenómenos se encuentran conectados los unos de los otros y mantienen,
de alguna forma, una jerarquía. Los fenómenos de escalas más grandes son vistos como consecuencia de
fenómenos a escalas más pequeñas y así sucesivamente hasta las partículas fundamentales. Sabemos que
la termodinámica nos plantea unas variables macroscópicas basadas en unos fenómenos microscópicos de
las partículas del sistema que estemos trabajando con las condiciones que se estén trabajando: Sea aislado,
abierto, cerrado, sólido, fluido, con procesos reversibles, irreversibles, etc. Siendo entonces que variables como
el volumen, la presión y la temperatura, que son variables macroscópicas y determino para sistemas que se
pueden construir en un laboratorio de secundaria, están determinadas por variables microscópicas como la
energía interna de las partículas que conforman el sistema, la velocidad de las partículas, la densidad de
partículas, su organización, etc.

Entonces, con el objetivo de facilitar el estudio de los sistemas compuestos se plantean los ensambles como
un conjunto de subsistemas que se encuentran todos bajo las mismas condiciones y en su totalidad conforman
el sistema total que se quiere trabajar. Si los sistemas están aislados, es decir, no interactúan entre sí, es un
ensamble microcanónico. Ahora, cuando el sistema se encuentra en contacto con un baño térmico y puede
intercambiar energía (y únicamente energía) con ese reservorio, se le llama un ensamble canónico. Ahora, el
sistema que puede intercambiar partículas y energía con el reservorio se llama ensamble gran canónico. En
particular es de alto interés el ensamble gran canónico ya que va a ser el que se va a aplicar en el presente
documento.

Antes de definir el ensamble gran canónico, se considera un sistema aislado para el cual tenemos un valor
de partículas y energía iniciales el cual es constante. Se divide ese sistema en dos subsistemas en donde la
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suma de las magnitudes de ambos son las magnitudes del sistema global. Uno de los dos subsistemas será
el sistema de estudio mientras que el otro subsistema corresponde a un baño térmico lo suficientemente
grande con el que puede compartir partículas y energía el sistema de estudio. Entonces, denotamos con los
subíndices T las magnitudes del sistema global, con los subíndices S las magnitudes del sistema en estudio y
por último, con subíndices R las magnitudes del baño térmico (reservorio):

ET =ES + ER (2-57)
NT =NS +NR (2-58)

El sistema de estudio, sobre el que se construye el ensamble gran canónico, es un sistema abierto ya que
puede intercambiar partículas y energía con el baño térmico, el otro sistema que hace parte del sistema
total. Este planteamiento como dos subsistemas conectados entre sí que pueden intercambiar partículas
y energía es equivalente a considerar el sistema de estudio inmerso en el reservorio. Aquí se trabaja con
las variables T , V y µ las cuales son variables independientes. Se establece el potencial químico el cual
establece la energía que implica añadir o retirar una partícula del sistema de estudio. Para un baño térmico
lo suficientemente grande, que no ve cambiadas sus magnitudes globales al intercambiar energía y materia
con el sistema en estudio, el potencial químico solamente depende de las propiedades del baño. Ahora, como
el número de partículas y energía esta siendo alterado por los intercambios entre sistema y baño, se considera
el valor promedio y el valor más probable de partículas y energía establecidos por el potencial químico y la
temperatura respectivamente. Para un baño térmico descomunalmente grande comparado con el sistema en
estudio se cumple que el número de partículas del baño es muy cercano al número de partículas del sistema
global, mientras que con la energía ocurre algo similar:

ES

ET
=1− ER

ET
→ 0 , ER ≈ ET (2-59)

NS

NT
=1− NR

NT
→ 0 , NR ≈ NT (2-60)

El ensamble gran canónico considera la división del sistema de estudio en N sistemas idénticos entre los cuales
se reparte la energía total del sistema de estudio y tienen valores propios de T , V y µ. Estos subsistemas
puede tener un valor propio de partículas Nr y de energía Es distinta para cada uno. Se denota nrs el
número de sistemas que en cualquier tiempo t tienen una cantidad de partículas Nr y un valor de energía
Es. Este planteamiento cumple con las siguientes condiciones:

∑
r,s

nr,s =N∑
r,s

nr,sEs =E = NU

∑
r,s

nr,sNr =N ⟨N⟩ = NS

Lo que quieren decir las expresiones anteriores es que: La suma de todos los subsistemas con energías Es y
número de partículas Nr es igual a la cantidad de subsistemas en los que se divide el sistema en estudio. La
segunda expresión dice que la energía total del sistema en estudio puede partirse entre todos los subsistemas
con energías Es y número de partículas Nr multiplicados por el promedio de energía de los sistemas. La
tercera expresión dice que la suma sobre todos los subsistemas con energías Es y número de partículas Nr
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multiplicada por el número de partículas Nr de cada subsistema es igual al número de subsistemas en los
que se divide el sistema en estudio multiplicado por el promedio de partículas los subsistemas, lo que al final
resulta en la cantidad de partículas total del sistema de estudio NS .

En el ensamble gran canónico se define la función de partición gran canónica la cual tiene un significado
similar a la función de partición en el ensamble canónico. Dicha función se nombra de la siguiente manera:

Z =
∑
N

1

N !h3N

∫
d3Nq

∫
d3Np

(
e−βH(qν ,pν)+βµN

)
(2-61)

El factor eµβ es llamado fugacidad. Para un sistema con potencial químico cero, se tiene:

Z =
∑
N

1

N !h3N

∫
d3Nq

∫
d3Np

(
e−βH(qν ,pν)

)
(2-62)

Esta función de partición gran canónica se puede relacionar directamente con la función de partición canónica
bajo el hecho que el sistema considerado en un ensamble gran canónico es la suma de N ensambles canónicos
canónicos:

Z =
∑
N

Z(T, V,N) (2-63)

En adición a lo anterior, el principio que conecta el ensamble gran canónico con el canónico también conecta
estos ensambles con el microcanónico de forma que la función de partición canónica Z es la suma de todas
las ‘‘funciones de partición’’ microcanónicas g(E), con valores dados de energía, número de partículas y
volumen, así como el factor de Boltzmann:

Z(β,N, V ) =
∑
E

e−βEg(E,N, V ) (2-64)

Ahora, identificamos el potencial gran canónico el cual se relaciona de la siguiente forma:

Φ(β, V, µ) = − 1

β
lnZ(β, V, µ) (2-65)

Este potencial termodinámico tiene la forma U − TS − µ ⟨N⟩. Pero, cuando tenemos µ→ 0, como es nuestro
caso, entonces se interpreta de la misma manera que la energía libre:

Φ = F = U − TS −→ dF = −SdT − pdV + µdN (2-66)

Y se obtiene una expresión para la entropía del sistema de la forma:
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2. Introducción y marco teórico 2.3. Ensamble gran canónico

S = − ∂F

∂T

∣∣∣∣
V,N

= β2 ∂F

∂β

Así, tenemos la siguiente expresión:

S = β2 ∂

∂β

(
− 1

β
lnZ(β, V, µ)

)
= lnZ − β 1

Z
∂Z
∂β

(2-67)

17



Cálculo de la entropía de agujeros negros en función de las especies de partículas desde la perspectiva
de un observador FIDO

3 Termodinámica del colapso gravita-
cional

Toda la primera sección, ‘‘Dinámica del cascarón negro’’ tiene como referencia principal el libro Poisson
[2009], salvo por la solución a la ecuación de movimiento la cual tiene como referencia el artículo Robel Arenas
[2016].

3.1 Dinámica del cascarón negro

Un cascarón negro (black shell) es un modelo que permite plantear la formación de un agujero negro dado
por la contracción de un cascarón de polvo delgado con una masa m. Un observador FIDO (un observador
en el infinito) aprecia que el cascarón se contrae y colapsa de manera reversible hasta que se acerca al radio
de Schwarzschild y, dependiendo de qué tanto se acerque, se obtendrán resultados diferenes. El caso extremo
es cuando llega al radio de Schwarzschild y entonces se forma un agujero negro.

El modelo plantea un cascarón esférico delgado (grosor muy cercano a cero) y con masa m como una
hipersuperficie, notada por Σ. La hipersuperficie que determina el cascarón divide el espacio - tiempo en
dos regiones: Una región interior V−, descrita por la geometría plana de Minkowski, y una región exterior
V+, descrita por el espacio - tiempo de Schwarzschild. Para simplificar el modelo y obtener resultados que
obedecen únicamente a razones gravitacionales se supone que al final del colapso el cascarón Σ se encuentra
estático y que no hay presión en el cascarón.

3.1.1 Formalismo de Darmois - Israel

En el estudio de la dinámica de cascarones delgados en la relatividad general, una de las herramientas
más poderosas para comprender el colapso gravitacional y la formación de agujeros es el formalismo de
Darmois-Israel. Este proporciona un marco para la correspondencia de dos regiones del espacio tiempo
distintas que se encuentran separadas y definidas por una hipersuperficie Σ, que en este caso es el cascarón
delgado.

Para describir el movimiento del cascarón que colapsa se plantea que justamente en la hipersuperficie los
valores de las dos formas fundamentales (la métrica inducida y la curvatura extrínseca) deben ser iguales. A
estas relaciones llamamos condiciones de juntura las cuales garantizan una transición suave entre las dos
regiones del espacio-tiempo separadas por la hipersuperficie Σ y son representadas de la siguiente manera:
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[hab] = 0 = h+ab
∣∣
Σ
− h−ab

∣∣
Σ
−→ h+ab

∣∣
Σ
= h−ab

∣∣
Σ

(3-1)

[Kab] = 0 = K+
ab

∣∣
Σ
− K−

ab

∣∣
Σ
−→ K+

ab

∣∣
Σ
= K−

ab

∣∣
Σ

(3-2)

Cuando la segunda condición de juntura no se satisface, aparece un término adicional en el tensor energía-
momento en la hipersuperficie que es a partir de donde se calculará una ecuación de movimiento para el
cascarón que colapsa, el cual es el objetivo de esta sección. Para eso se siguen los siguientes desarrollos:

El cascarón como una interfase

En un espacio-tiempo de 4 dimensiones, como los descritos por la métrica de Schwarzschild y Minkowski,
una hipersuperficie es un sub-espacio de tres dimensiones que puede ser como de tiempo, como de espacio o
nula. La hipersuperficie se encuentra determinada por una expresión del tipo Φ(xα) = 0. Para determinar
correctamente la hipersuperficie que representa el cascarón negro se introduce el vector unitario normal a la
misma (que solo puede ser introducido si la superficie no es nula) que cumple con la siguiente propiedad:

nα =
ϵ∂αΦ√

gµν∂µΦ∂νΦ
−→ ϵ = nαnα =

{
−1 sí Σ es como de espacio
+1 sí Σ es como de tiempo

(3-3)

Y exigimos que el vector nα apunte en la dirección en que apunta Φ estableciendo: nα∂αΦ > 0. Ahora, se
procede a construir geométricamente la métrica para cada una de las regiones:

Región interna V−
En el interior del cascarón se asume que el espacio - tiempo es plano por lo que la métrica en la región
interior g−µν es la de Minkowski y se tiene el elemento de línea:

ds2− = g−µνdx
µdxν = −dt2 + dr2 + r2dΩ2 −→ g−µν = ηµν (3-4)

Ahora se plantea un cambio de variables para expresar explícitamente la dependencia en el tiempo
propio de la siguiente manera:

t =T̄ (τ), dt = ˙̄Tdτ (3-5)

r =R̄(τ), dr = ˙̄Rdτ (3-6)
f(r) =F (R̄) = 1

En donde las variables con punto se encuentran derivadas con respecto al tiempo propio. Este tiempo
propio es el que miden los observadores que se mueven con la hipersuperficie sobre una línea de mundo
en la cual r, θ, ϕ son constantes. Así, el elemento de línea queda:

ds2−(Σ) = −
(
˙̄T 2(τ)− ˙̄R2(τ)

)
dτ2 + R̄2(τ)dΩ2 (3-7)

Con este conjunto de coordenadas podemos construir el campo de velocidad del cascarón de la siguiente
manera:
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xα− =
(
T̄ (τ), R̄(τ), θ, ϕ

)
(3-8)

ua− =
∂

∂τ

(
xα−
)
=
(
˙̄T (τ), ˙̄R(τ), 0, 0

)
(3-9)

Las componentes 2 y 3 de la cuadrivelocidad desaparecen debido a que no se considera movimientos en
las coordenadas angulares, solo podría variar la distancia radial y el tiempo.

Por otro lado, el vector unitario visto desde la región interior a la hipersuperficie Σ toma la forma:

n−α = (− ˙̄R(τ), ˙̄T (τ), 0, 0) (3-10)

Y cumple con la propiedad de ortogonalidad n−αuα− = 0.

Región externa V+
En el exterior del cascarón se asume que el espacio-tiempo tiene una curvatura determinada por la
métrica de Schwarzschild:

ds2+ = g+µνdx
µdxν = −f(r)dt2 + f(r)−1dr2 + r2dΩ2 (3-11)

En donde se definen las nuevas coordenadas de forma similar a como se hizo en (3-5) y (3-6) salvo que
en este caso f(r) ̸= 0:

t =T (τ), dt = ˙̄Tdτ (3-12)

r =R(τ), dr = Ṙdτ (3-13)

f(r) =F (R) = 1− 2M

R

Note que al hacer el cambio de coordenadas no cambia la forma funcional de F (R). Ahora, la métrica
se puede escribir de la siguiente forma:

ds2+ = −

[
FT (τ)2 − Ṙ2(τ)

F

]
dτ2 +R2(τ)dΩ2 (3-14)

Seguimos el planteamiento como con la región interna en donde las coordenadas, la cuadrivelocidad y
el vector unitario toman la siguiente forma:

xα+ =(T (τ), R(τ), θ, ϕ) (3-15)

ua+ =
∂xα+
∂τ

=
(
Ṫ (τ), Ṙ(τ), 0, 0

)
(3-16)

n+α =
(
−Ṙ(τ), Ṫ (τ), 0, 0

)
(3-17)

Métrica inducida

La métrica de la variedad inducirá una métrica sobre la hipersuperficie que representa el cascarón, en términos
de sus propias coordenadas. Esta métrica contiene la información de cómo se comportan las trayectorias de
las partículas que se encuentran confinadas en la hipersuperficie pero se ven afectadas por la métrica de
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la variedad que embebe Σ. Así, se construye la métrica inducida a través de las ecuaciones paramétricas
xα = xα(yα) que restringen los desplazamientos del elemento de linea confinados en la hipersuperficie.
Se plantea la matriz de transformación entre coordenadas mediante los vectores tangentes a las curvas
contenidas en Σ de la siguiente forma:

eαa =
∂xα

∂ya
−→ eαanα = 0 (3-18)

En donde ∂xα

∂ya son los α vectores de transformación de las coordenadas de la variedad a las coordenadas de
la hipersuperficie y son siempre tangentes a Σ. En esta notación que se esta usando hay que recordar que los
índices griegos cuentan las coordenadas (0, 1, 2, 3) (de forma genérica pero para los fines del presente trabajo
corresponden a las coordenadas espacio temporales) mientras que los índices latinos cuentan las coordenadas
(1, 2, 3) (solo las espaciales). La propiedad después de la flecha proviene del hecho que proyección del vector
normal de la hipersuperficie sobre cualquier vector tangente a la misma es cero. No se olvida el hecho que
esto solo se cumple para hipersuperficies no nulas (como de tiempo o como de espacio).

Ahora, para desplazamientos sobre Σ se plantea el elemento de línea:

ds2Σ = gαβdx
αdxβ = gαβ

(
∂xα

∂ya
dya
)(

∂xβ

∂yb
dyb
)

= hab dya dyb (3-19)

En donde se ha definido la métrica inducida de la hipersuperficie de la siguiente forma:

hab = gαβe
α
ae

β
b (3-20)

También es llamada la ‘‘primera forma fundamental’’. Bajo transformaciones con respecto a las coordenadas
del espacio - tiempo se comporta como un escalar, pero bajo transformaciones con respecto a las coordenadas
de la hipersuperficie se comporta como un tensor.

Primera condición de juntura

Iniciamos definiendo la métrica gαβ en las coordenadas xα como un tensor con valores distribucionales dado
por:

gαβ = Θ(ℓ)g+αβ +Θ(−ℓ)g−αβ (3-21)

donde g±αβ representa la métrica en las regiones V ±, expresada en el sistema de coordenadas xα. Se revisará
si la métrica presentada en la ecuación anterior satisface las ecuaciones de campo de Einstein como una
solución distribucional válida. Para ello, es necesario confirmar que las cantidades geométricas derivadas de
gαβ , como el tensor de Riemann, estén bien definidas en el sentido de distribuciones. Esto requiere analizar
y, en lo posible, eliminar o reinterpretar los términos singulares que puedan aparecer en dichas cantidades.
Derivar la ecuación la métrica se obtiene:

gαβ,γ = Θ(ℓ)g+αβ,γ +Θ(−ℓ)g−αβ,γ + εδ(ℓ) [gαβ ]nγ (3-22)
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Surgen dificultades con el término final al calcular los símbolos de Christoffel, ya que introduce términos
proporcionales a Θ(ℓ)δ(ℓ). Si este término persistiera, la conexión no podría definirse adecuadamente como
distribución, lo que invalida este enfoque. Para evitarlo, se exige que la métrica sea continua a través de
la hipersuperficie, es decir, [gαβ ] = 0. Esta condición solo es válida en el sistema de coordenadas xα. No
obstante, podemos transformarla en una expresión invariante mediante: 0 = [gαβ ] e

α
ae

β
b =

[
gαβe

α
ae

β
b

]
. Así, se

llega a la siguiente expresión:

[hab] = 0 (3-23)

lo que indica que la métrica inducida debe ser idéntica en ambos lados de Σ. Esta propiedad es esencial para
garantizar que la hipersuperficie posea una geometría bien definida. La ecuación anterior constituye la primera
condición de juntura y se formula de manera independiente de las coordenadas xα o xα±. Esta independencia
explica por qué la primera condición de juntura impone únicamente seis restricciones, en contraste con las
diez contenidas en [gαβ ] = 0, diferencia que corresponde a las cuatro condiciones de coordenadas [xα] = 0.

Elemento de superficie

Si Σ es no nulo, entonces el elemento de volumen invariante, tridimensional (para este caso particular), sobre
la hipersuperficie es:

dΣ ≡ |h|1/2 d3y (3-24)

donde h es el determinante de la métrica inducida. Para evitar confundir esto con el elemento de volumen
cuadridimensional sobre la variedad dV =

√
−g d4x, nos referiremos a dΣ como elemento de superficie.

La combinación nαdΣ es un elemento de superficie dirigido que apunta en la dirección donde Φ crece. En
el caso en que la hipersuperficie sea nula, las anteriores cantidades no se encuentran definidas porque no
existen métrica inducida ni tampoco vector perpendicular pero, debido a que no es de interés para el presente
trabajo, no se ahondará por dicho sendero.

Curvatura extrínseca

Para poder definir la curvatura extrínseca de una hipersuperficie necesitamos primero analizar las componentes
de un vector, o campo vectorial, Aα que actúa sobre la hipersuperficie. Para dicho campo vectorial, si es
tangente a Σ se tiene que cumple con las siguientes relaciones:

Aα = Aaeαa , Aαnα = 0, Aa = Aαe
α
a (3-25)

Se define la derivada covariante instrínseca de un vector Aα como la proyección de la derivada covariante
Aα;β sobre la hipersuperficie:

Aa|b ≡ Aα;βe
α
ae

β
b (3-26)

Lo anterior no es otra cosa que las componentes tangenciales del vector Aα
;βe

β
b . Lo que queremos revisar ahora

es si este vector Aα posee también una componente normal. Para responder a esta pregunta, re-expresamos
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Aα
;βe

β
b introduciendo la métrica como gαµA

µ
;βe

β
b y se descompone la métrica en sus partes normal y tangencial

lo que lleva a:

Aα
;βe

β
b = (εnαnµ + hameαaemµ)A

µ
;βe

β
b

= ε
(
nµA

µ
;βe

β
b

)
nα + ham

(
Aµ;βe

µ
me

β
b

)
eαa

Y observamos que, si bien el segundo término es tangente a la hipersuperficie, el primer término es normal a
ella. Ahora, usando el hecho de que Aµ es ortogonal a nµ:

Aα
;βe

β
b = −ε

(
nµ;βA

µeβb

)
nα + hamAm|be

α
a

= Aa
|be

α
a − εAa

(
nµ;βe

µ
ae

β
b

)
nα

Donde se ha usado la notación Aa
|b para la derivada covariante intrínseca. En este punto introducimos el

tri-tensor

Kab ≡ nα;βeαae
β
b

El cual es denominado curvatura extrínseca, también llamado segunda forma fundamental, de la hipersuperficie
Σ. Así, tenemos

Aα
;βe

β
b = Aa

|be
α
a − εAaKabn

α

y vemos que Aa
|b da la parte puramente tangencial del campo vectorial, mientras que −εAaKab representa la

componente normal. Esto responde a la pregunta: la componente normal se anula si, y solo si, se anula la
curvatura extrínseca. Este resulta ser un tensor simétrico:

Kba = Kab

De donde se puede llegar a otra expresión de la curvatura extrínseca en términos de la derivada de Lie:

Kab = n(α;β)e
α
ae

β
b =

1

2
(Lngαβ) e

α
ae

β
b

y, por lo tanto, Kab está íntimamente relacionada con la derivada normal del tensor métrico. También
observamos la relación

K ≡ habKab = nα;α

que muestra que K es igual a la expansión de todas las geodésicas que intersecan la hipersuperficie
ortogonalmente de modo que su vector tangente es igual a nα en la hipersuperficie. A partir de este resultado,
se concluye que la hipersuperficie es convexa si K > 0 (la congruencia es divergente), o cóncava si K < 0 (la
congruencia es convergente).

Por un lado, la métrica inducida hab contiene la información de los aspectos puramente intrínsecos de
la geometría de una hipersuperficie, mientras que la curvatura extrínseca Kab se ocupa de los aspectos
extrínsecos: la forma en que la hipersuperficie se integra en la variedad espacio-temporal que la rodea.
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Tensor momento energía superficial

Para poder plantear eventualmente alguna ecuación de movimiento del cascarón negro es necesario plantear
el tensor momento energía del mismo. Sin embargo, debido al planteamiento que se esta haciendo en dónde
el cascarón es delgado y esta representado por una hipersuperficie Σ, se considera el tensor momento energía
superficial para ambos sub-espacios es el mismo. Para poder encontrar una segunda condición de juntura y
plantear una ecuación de movimiento del cascarón, se empieza por calcular el tensor de Riemann para la
distribución. El cálculo del tensor de Riemann nos obliga a considerar los símbolos de Christoffel sobre la
hipersuperficie:

Γα
βγ = Θ(ℓ)Γ+α

βγ +Θ(−ℓ)Γ−α
βγ (3-27)

Que se ha construido de manera muy simple ya que la función Θ(ℓ) tiene la función de ubicarme en la región
del espacio donde se este observando y va acompañada del correspondiente símbolo de Christoffel de dicha
región. Para encontrar el tensor de Riemann se procede a realizar el siguiente cálculo:

Γα
βγ,δ = Θ(ℓ)Γ+α

βγ,δ +Θ(−ℓ)Γ−α
βγ,δ + εδ(ℓ)

[
Γα
βγ

]
nδ (3-28)

Luego se construye el tensor de Riemann:

Rα
βγδ = Θ(ℓ)R+α

βγδ +Θ(−ℓ)R−α
βγδ + δ(ℓ)Aα

βγδ (3-29)

En donde se ha definido el tensor Aα
βγδ como:

Aα
βγδ = ε

([
Γα
βδ

]
nγ −

[
Γα
βγ

]
nδ
)

(3-30)

El término nuevo es una función delta el cual representa una singularidad de curvatura sobre la hipersuperficie
Σ. Ahora, continuando en la misma línea, se debe revisar qué sucede con la métrica en este caso. Si la métrica
es continua en Σ, a pesar de estar definida de forma diferente en cada región del espacio, sus derivadas
tangenciales también deben serlo. Lo anterior implica que cualquier discontinuidad en gαβ,γ (llas derivadas
tangenciales de la métrica) debe estar dirigida a lo largo del vector normal nα. Esto lleva a la introducción
del tensor καβ que caracteriza dicha discontinuidad:

[gαβ,γ ] = g+αβ,γ − g
−
αβ,γ = καβnγ (3-31)

Este tensor se da explícitamente por

καβ = ε [gαβ,γ ]n
γ (3-32)

Lo que lleva a reescribir los símbolos de Christoffel como:

[
Γα
βγ

]
=

1

2

(
καβnγ + καγnβ − κβγnα

)
(3-33)
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Con lo anterior se puede volver a plantear el tensor Aα
βγδ

Aα
βγδ =

ε

2

(
καδ nβnγ − καγnβnδ − κβδnαnγ + κβγn

αnδ
)

(3-34)

Con el objetivo de llegar a las ecuaciones de campo de Einstein, ya tenemos el tensor de Riemann y ahora
nos interesa encontrar una forma para el tensor de Ricci. Para lo anterior, se contrae el primer con el tercer
índice de Aα

βγδ así:

Aαβ ≡ Aµ
αµβ =

ε

2
(κµαn

µnβ + κµβn
µnα − κnαnβ − εκαβ) (3-35)

Aquí se ha usado que κ ≡ καα. Contrayendo los índices restantes se llega a:

A ≡ Aα
α = ε (κµνn

µnν − εκ) (3-36)

Con lo que, usando las ecuaciones de campo de Einstein, aplicando el tensor de Riemann y de Ricci que se
han desarrollado, se llega a una expresión para el tensor momento energía de todo el espacio.

Tαβ = Θ(ℓ)T+
αβ +Θ(−ℓ)T−

αβ + δ(ℓ)Sαβ (3-37)

Donde los dos primeros términos hacen referencia al tensor momento energía en el espacio interior del
cascarón y al espacio exterior del mismo. Se tiene en adición un término extra que corresponde desde un
principio a un término localizado en la hipersuperficie que separa el espacio y que contiene la información de
la curvatura de la misma. Este tensor se define de la siguiente forma:

Sαβ ≡
1

8π

(
Aαβ −

1

2
Agαβ

)
(3-38)

Multiplicando a ambos lados por ε, viendo que ε2 = 1 y factorizando un 2, se tiene:

16πεSαβ = κµαn
µnβ + κµβn

µnα − κnαnβ − εκαβ − (κµνn
µnν − εκ) gαβ (3-39)

Segunda condición de juntura

El tensor Sαβ corresponde al tensor momento energía de la hipersuperficie Σ pero desde las coordenadas
de la variedad. Notamos que Sαβ es tangente a Σ por lo que Sαβn

β = 0. Así mismo, se puede plantear la
descomposición del tensor en términos de las coordenadas de la hipersuperficie como Sαβ = Sabeαae

β
b donde

Sab = Sαβe
α
ae

β
b es un tensor simétrico:

16πSab = −καβeαae
β
b − ε (κµνn

µnν − εκ)hab = −καβeαae
β
b − κµν (g

µν − hmneµme
ν
n)hab + κhab

= −καβeαae
β
b + hmnκµνe

µ
me

ν
nhab (3-40)
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En adición a lo anterior, para el vector unitario perpendicular nα se tiene que

[nα;β ] = −
[
Γγ
αβ

]
nγ = −1

2
(κγαnβ + κγβnα − καβnγ)nγ (3-41)

=
1

2
(εκαβ − κγαnβnγ − κγβnαnγ) (3-42)

Identificando en la curvatura extrínseca que [Kab] = [nα;β ] e
α
ae

β
b se puede escribir:

[Kab] =
ε

2
καβe

α
ae

β
b (3-43)

Lo anterior es el último ingrediente para la receta que se ha estado construyendo para el tensor momento
energía superficial el cual podemos expresar como:

Sab = −
ε

8π
([Kab]− [K]hab) (3-44)

La anterior expresión relaciona el tensor momento energía superficial con una discontinuidad en la curvatura
extrínseca en diferentes lados de Σ. El tensor momento energía completo para la el cascarón es

Tαβ
Σ = δ(ℓ)Sabeαae

β
b (3-45)

Una transición suave, es decir que no tiene saltos o discontinuidades en el espacio-tiempo como por ejemplo
presencia de materia, a través de Σ requiere que se cumpla la segunda condición de juntura la cual se enuncia
como:

[Kab] = K+
ab −K

−
ab = 0 (3-46)

En donde la segunda condición de juntura establece que la curvatura extrínseca debe ser la misma a ambos
lados de la hipersuperficie. La condición se expresa independientemente de las coordenadas xα±. Ahora, si no
se cumple esta condición entonces el espacio-tiempo es singular en Σ, pero la singularidad viene con una
interpretación física sólida: el cascarón que colapsa tiene materia y esta representado con el tensor momento
energía Tαβ

Σ sobre la hipersuperficie. Para el caso en que la hipersuperficie sea material, se tiene la ecuación
(3-44) como un origen para una ecuación de movimiento.

3.1.2 Ecuación de movimiento del cascarón

Para plantear la ecuación de movimiento del cascarón se procede a calcular la métrica inducida y la
curvatura extrínseca de la superficie en ambas regiones. Para lograr esto, se considera en ambas regiones las
coordenadast = T̄ (τ) y r = R̄(τ) con todos los desarrollos consecutivos que se realizaron en las ecuaciones
desde (3-5) hasta (3-17).

Curvatura Extrínseca desde la Región Exterior

Con el vector normal nα definido, la curvatura extrínseca se calcula como
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Kαβ = nα;βe
α
ae

β
b = nα;β (3-47)

Para la solución exterior, las componentes no nulas son

K+
θθ = ṪRF, K+θ

θ = gθθK+
θθ =

β+
R
, β+ = ṪF (3-48)

K+
ϕϕ = ṪRF sin2 θ, K+ϕ

ϕ = gϕϕK+
ϕϕ =

β+
R

(3-49)

K+
ττ = −F ′Ṫ , K+τ

τ = gττK+
ττ =

β+
F

(3-50)

Es importante aclarar que se ha introducido la cantidad β+ = F ′ṘṪ para abreviar las expresiones.

Curvatura Extrínseca desde la Región Interior

De manera análoga para la solución interior, se introduce β− =
√
1 + Ṙ2 para abreviar las expresiones y se

calculan las componentes de la curvatura extrínseca:

K−
θθ = ˙̄TR, K−θ

θ = gθθK−
θθ =

β−
R

(3-51)

K−
ϕϕ = ˙̄TR sin2 θ, K−ϕ

ϕ = gϕϕK−
ϕϕ =

β−
R

(3-52)

K−
ττ = 0, K−τ

τ = gττK−
ττ = 0 (3-53)

Ecuación de Movimiento del Cascarón

La ecuación de movimiento se deriva a partir de

Sa
b = − ϵ

8π
([Ka

b ]− [K]hab ) , K ≡ habKab = nα;α (3-54)

con haa = 1. Evaluando la componente Sτ
τ , se obtiene

Sτ
τ = − ϵ

8π

[
K+τ

τ −K−τ
τ −

(
K+ −K−)hττ ] = − ϵ

8π
(−2)

[
K+θ

θ −K−θ
θ

]
(3-55)

Sustituyendo las expresiones de K+θ
θ y K−θ

θ , resulta
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Sτ
τ = − ϵ

8π
(−2)

[
β+
R
− β−

R

]
(3-56)

El tensor superficial Sab = σuaub implica Sa
b = σuaub, y con la normalización de la cuadri velocidad

uaua = −1, se tiene

Sa
a = σuaua = −σ, en particular Sτ

τ = −σ (3-57)

Combinando estas expresiones, se encuentra

−σ =
1

4π

[
β+
R
− β−

R

]
(3-58)

Para la componente Sθ
θ , se obtiene

Sθ
θ = − ϵ

8π

[
K+θ

θ −K−θ
θ −

(
K+ −K−)hθθ] (3-59)

que, tras evaluar las curvaturas, se reduce a

β̇+

Ṙ
=
β−
R
− β+

R
(3-60)

Dado que β+ = ṪF , β̇+ = F ′ṘṪ , β2
− = 1 + Ṙ2, y K−τ

τ = 0 =⇒ β̇− = 0, se deriva

β̇+ =
d

dτ
[β+ − β−] (3-61)

Esto conduce a la ecuación

d

dτ
[β+ − β−] =

1

R

dR

dτ
[β− − β+] (3-62)

Integrando, se obtiene

∫
d(β+ − β−)
β− − β+

=

∫
dR

R
=⇒ C = R(β− − β+) (3-63)

Relacionando con la densidad superficial,

4πσR2 = R(β− − β+) = C (3-64)

Definiendo la masa en reposo del cascarón como µ = C, se tiene
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µ = R(β− − β+) =⇒ β+ = β− −
µ

R
(3-65)

Elevando al cuadrado, usando β2
− = Ṙ2 + 1, β2

+ = Ṙ2 + F , y F = 1− 2M
R , se llega a

β2
+ = β2

− −
2β−µ

R
+
µ2

R2
= 1 + Ṙ2 − 2µ

R

√
1 + Ṙ2 +

µ2

R2
(3-66)

2M

R
=

2µ

R

√
1 + Ṙ2 − µ2

R2
(3-67)

Despejando Ṙ = dR
dτ , se obtiene

dR

dτ
=

√[
M

µ
+

µ

2R

]2
− 1 (3-68)

Definiendo el parámetro a razón entre las masas
(
a = M

µ

)
, la ecuación se reescribe como

dR

dτ
=

√[
a+

M

2aR

]2
− 1, (3-69)

la cual es la ecuación del movimiento para el cascarón engro. El parámetro a incorpora las contribuciones
de la energía cinética y potencial gravitacional de las partículas del cascarón. La masa µ representa la
masa nucleónica, mientras que M , la masa gravitacional, incluye efectos de la energía cinética y potencial,
asumiendo interacciones nulas entre partículas.

La cinemática del cascarón se analiza a partir de la ecuación de movimiento, requiriendo que
[
a+ µ

2aR

]2−1 ≥ 0.
En el límite superior R = Rmáx, se encuentra

Rmáx =
M

2a(1− a)
(3-70)

Se destacan cuatro condiciones mencionadas para el movimiento del cascarón:

- Si a = cosα < 1, la energía de enlace es positiva, dada por E = (1− a)µ. El cascarón inicia su contracción
desde un radio finito con velocidad inicial nula.

- Si a = coshα > 1, la energía de enlace es negativa, y el cascarón comienza su movimiento desde el infinito
con velocidad inicial nula.

- Cuando a = 1, la energía de enlace entre partículas es nula P = 0. Lo anterior significa que la materia del
cascarón se comporta como un fluido tipo polvo que cae desde el reposo en Ṙ|R→∞ = 0

- Si a −→∞, µ −→ a y M = aµ, las partículas que conforman el cascarón son únicamente fotones.
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3.1.3 Solución Arenas-Castro a la ecuación de movimiento

Para la ecuación (3-69) existen diversos tipos de soluciones, como la que da Israel en su artículo Israel [1966].
Sin embargo, para el presente documento se va a trabajar con la solución dada por Arenas y Castro en
Robel Arenas [2016]. En ella los autores proponen una solución aproximada para la ecuación de movimiento
partiendo de la relación entre el tiempo propio τ y el tiempo coordenado t,

dτ =
√
f(R)dt (3-71)

donde f(R) = 1− 2M
R . Para el caso a = 1, la ecuación de movimiento se reescribe como

1√
f(R)

dR

dt
= −

√[
1 +

M

2R

]2
− 1 (3-72)

dR

dτ
= −

√(
1− 2M

R

)(
M

4R
+ 1

)
M

R
(3-73)

Se introduce una función g(R),

g(R) =

√(
1− 2M

R

)(
M

4R
+ 1

)
M

R
(3-74)

que se aproxima a otra función p(R)

p(R) ≈ K
(
M

R

)(
1− 2M

R

)
, K ≈ 3 (3-75)

La constante K se elige tal que la derivada de g(R) se anule en R = Rmáx,

dg(R)

dr

∣∣∣∣
R=Rmáx

= 0. (3-76)

La justificación de la aproximación surge del comportamiento gráfico de las funciones g(R) y p(R), en donde
los autores Robel Arenas [2016] encuentran que un valor aproximado para K ≈ 3 hace que las curvas se
superpongan lo mejor posible. Asumiendo la validez de esta aproximación, la ecuación de movimiento se
simplifica a

dR

dt
= −K

(
M

R

)(
1− 2M

R

)
(3-77)

Integrando esta ecuación, se obtiene
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∫ r

r0

dR(
M
R

) (
1− 2M

R

) = −3
∫ ts

t0

dt (3-78)

−6M(ts − t0)− 4M(r − r0) + (r2 − r20)
8M2

= ln

∣∣∣∣ r − 2M

r0 − 2M

∣∣∣∣ (3-79)

Definiendo el radio de Schwarzschild como rs = 2M , ∆t = ts − t0, y τ̄ = 4
3M , la expresión se reduce a

r = rs + (r0 − rs)e−
∆t
τ̄ e

−
[

(r−rs)
τ̄M +

(r2−r20)

2τ̄M2

]
(3-80)

La función exponencial F̄ = e
−
[

(r−rs)
τ̄M +

(r2−r20)

2τ̄M2

]
se aproxima a 1 mediante una expansión en serie de Taylor a

orden cero, simplificando la ecuación a

r(t) = rs +∆re−
∆t
τ̄ , ∆r = r0 − rs (3-81)

Esta solución puede expresarse en términos de t(r),

t(r) = τ̄ ln

∣∣∣∣r0 − rsr − rs

∣∣∣∣ , τ̄ =
4

3
M (3-82)

3.2 El modelo de la pared de ladrillos

Con el objetivo de introducir la sección posterior, en esta sección se va a hablar brevemente de un modelo
establecido por Gerard t’Hooft mediante el cual busca hacer un acercamiento simbólico (porque en el
mismo artículo ’t Hooft [1985] explica que se aleja de la realidad y debe ser tomado como un mero juguete
matemático) a una explicación cuantitativa del comportamiento de la estructura cuántica de un agujero
negro. Para modelar las propiedades cuánticas cerca del horizonte introduce un enfoque simplificado conocido
como el modelo de la pared de ladrillo el cual asume que las funciones de onda de las partículas desaparecen
a una distancia fija h del horizonte de Schwarzschild (r = 2M + h), simulando una barrera ficticia que
evita divergencias en el número de estados cuánticos. Aunque esta aproximación sacrifica la invarianza bajo
transformaciones de coordenadas en el horizonte, ofrece una herramienta útil para calcular propiedades
termodinámicas y explorar la estructura cuántica del agujero negro. Partiendo de la métrica de Schwarzschild
como se enunció en (2-2), donde r = 2M es el radio del horizonte, se considera un campo escalar sin espín
con masa m≪M , y se impone que las funciones de onda satisfagan

φ(r) = 0 si r ≤ 2M + h (3-83)

junto con un corte infrarrojo en una caja grande a r = L, tal que

φ(r) = 0 si r = L (3-84)
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3.2.1 Número total de modos de onda

El objetivo es determinar cuántos estados cuánticos (modos de onda) existen para partículas con energía
hasta E, lo que permite calcular propiedades termodinámicas. Los números cuánticos que caracterizan los
modos son el momento angular total l, su componente lz, y el número de excitaciones radiales n. Partiendo
de una ecuación de onda como (2-50) con las constantes fundamentales igualadas a 1, para el campo escalar
en la métrica de Schwarzschild es:

(
1− 2M

r

)−1

E2φ+
1

r2
∂r [r(r − 2M)∂rφ]−

(
l(l + 1)

r2
+m2

)
φ = 0 (3-85)

Dado que M ≫ 1 en unidades de Planck, se emplea la aproximación WKB para resolver esta ecuación. Se
define un número de onda radial k(r, l, E) como

k2(r, l, E) =
r2

r(r − 2M)

[(
1− 2M

r

)−1

E2 − l(l + 1)

r2
−m2

]
(3-86)

donde k2 = 0 si el término entre corchetes es cero, indicando que no hay propagación en esas regiones.
El número de modos radiales n para un l y E dados se calcula integrando k sobre la región permitida
(2M + h ≤ r ≤ L):

πn =

∫ L

2M+h

k(r, l, E)dr (3-87)

El número total de soluciones de onda con energía menor o igual a E, denotado N , se obtiene sumando sobre
todos los valores posibles de l, ponderados por la degeneración del momento angular 2l + 1:

πN = g(E) =

∫ ∞

0

(2l + 1)dl

∫ L

2M+h

k(r, l, E)dr (3-88)

Sustituyendo k, esto se reescribe como

g(E) =

∫ L

2M+h

dr

(
1− 2M

r

)−1 ∫
(2l + 1)dl

√
E2 −

(
1− 2M

r

)(
m2 +

l(l + 1)

r2

)
(3-89)

donde la integración sobre l va sobre todos los valores que pueda tomar el número cuántico para asegurar
que el argumento de la raíz cuadrada sea positivo. Cambiando variables en la integral sobre l, se evalúa la
contribución de cada l, resultando en una expresión que refleja la densidad de estados cerca del horizonte.
Esta integral diverge cuando h→ 0, justificando la necesidad del corte en r = 2M + h.

Para entender físicamente este cálculo, consideremos que el término
(
1− 2M

r

)−1 crece enormemente cerca
del horizonte, aumentando el número de modos disponibles. La aproximación WKB es válida porque las
longitudes de onda son pequeñas comparadas con la escala del agujero negro, y el corte en h regulariza la
divergencia que ocurriría si los modos pudieran acumularse arbitrariamente cerca de r = 2M .

32



3. Termodinámica del colapso gravitacional 3.2. El modelo de la pared de ladrillos

3.2.2 Energía libre de Helmholtz

Con el número de modos g(E), se procede a calcular las propiedades termodinámicas, comenzando por la
energía libre F . En un sistema cuántico con modos que pueden ocuparse por cualquier número de partículas
bosónicas, la función de partición se escribe como

e−βF =
∑

e−βE =
∏
n,l,lz

1

1− e−βE
(3-90)

no olvidando que β = 1/T es la temperatura inversa. Tomando el logaritmo, la energía libre es

βF =
∑
N

log
(
1− e−βE

)
(3-91)

En el límite continuo, usando la densidad de modos g(E), esto se convierte en una integral:

πβF =

∫
dg(E) log

(
1− e−βE

)
(3-92)

Integrando por partes, se obtiene

πβF = −
∫ ∞

0

βg(E)

eβE − 1
dE (3-93)

Sustituyendo g(E), la expresión completa es

πβF = −β
∫ ∞

0

dE

∫ L

2M+h

dr

(
1− 2M

r

)−1 ∫
(2l + 1) dl

√
E2 −

(
1− 2M

r

) (
m2 + l(l+1)

r2

)
eβE − 1

(3-94)

Para evaluar esta integral, se asume que la masa de la partícula es pequeña (m2 ≪ 2M/β2h) y que
L ≫ 2M . La contribución dominante proviene de la región cercana al horizonte, donde

(
1− 2M

r

)−1 es
grande. Aproximando las integrales, se encuentra

F = −2π3

45h

(
2M

β

)4

− 2

9π
L3

∫ ∞

m

(E2 −m2)3/2

eβE − 1
dE, (3-95)

donde el autor añade manualmente un parámetro que llama ‘‘Z’’ que representa el número total de tipos de
partículas para brindar de completez a la formulación estadística que se esta realizando. El segundo término
corresponde a la contribución del vacío a grandes distancias y es menos relevante para el agujero negro. El
primer término, que diverge linealmente como h→ 0, refleja la acumulación de estados cerca del horizonte y
domina en la integral total.
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3.2.3 Entropía

La entropía S se deriva de la energía libre usando la relación termodinámica.

S = β(U − F ) (3-96)

donde U es la energía total (calculada a continuación). Primero, se calcula la energía total como

U =
∂

∂β
(βF ) (3-97)

Diferenciando βF , se obtiene

U =

∫ ∞

0

Eg(E)

eβE − 1
dE. (3-98)

Evaluando con la misma aproximación que para F , la contribución del horizonte es

U =
2π3

15h

(
2M

β

)4

Z (3-99)

Sustituyendo U y F en la expresión de la entropía,

S = β

[
2π3

15h

(
2M

β

)4

Z −

(
−2π3

45h

(
2M

β

)4

Z

)]
, (3-100)

simplificando,

S = β · 2π
3

h

(
2M

β

)4

Z

(
1

15
+

1

45

)
= β · 2π

3

h

(
2M

β

)4

Z · 4
45
, (3-101)

multiplicando,

S =
8π3

45h
2M

(
2M

β

)3

Z. (3-102)

Esta entropía diverge cuando h → 0, consistente con la acumulación de modos cerca del horizonte. Para
reproducir la entropía termodinámica esperada de un agujero negro,

S = 4λ−1M2 (3-103)

y asumiendo la temperatura de Hawking con β = 8πλ−1M , se ajusta el parámetro h:
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8π3

45h
2M

(
2M

8πλ−1M

)3

Z = 4λ−1M2 (3-104)

Simplificando,

8π3

45h
2M · 8π

3λ−3M3

(8πλ−1M)3
Z = 4λ−1M2 (3-105)

Esto reduce a

16π6λ−3M4

45h · 8πλ−1M
Z = 4λ−1M2 (3-106)

2π5λ−2M3

45h
Z = 4λ−1M2 (3-107)

Resolviendo para h,

h =
2π5λ−2M3Z

4 · 45λ−1M2
=
π5λ−1Z

90M
(3-108)

Usando π4/90 ≈ 1,082, se aproxima

h ≈ Zλ4

720πM
(3-109)

donde se asume λ4/π4 ≈ 1 para consistencia numérica. Esta h depende inversamente de M , pero la distancia
invariante,

∫ 2M+h

2M

dr√
1− 2M/r

≈ 2
√
2Mh =

√
Zλ4

90π
(3-110)

es independiente de M , sugiriendo que el corte es una propiedad intrínseca del horizonte.

La entropía refleja el número de estados cuánticos accesibles cerca del horizonte, y su forma S ∝M2 coincide
con la entropía de Bekenstein, validando el modelo como una aproximación razonable, aunque limitada por
su falta de invarianza coordenada.

3.2.4 Cálculo de la energía total

La energía total U , ya calculada parcialmente para la entropía, es
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U =
2π3

15h

(
2M

β

)4

Z (3-111)

Sustituyendo β = 8πλ−1M y h = Zλ4

720πM ,

U =
2π3

15 · Zλ4

720πM

(
2M

8πλ−1M

)4

Z (3-112)

Simplificando,

(
2M

8πλ−1M

)4

=

(
2M · λ
8πM

)4

=

(
λ

4π

)4

=
λ4

256π4
(3-113)

U =
2π3 · 720πM

15Zλ4
· λ4

256π4
Z (3-114)

Cancelando Z y λ4,

U =
2π3 · 720πM
15 · 256π4

(3-115)

Calculando los coeficientes,

2π3 · 720π
15 · 256π4

=
2 · 720π4

15 · 256π4
=

1440

15 · 256
=

1440

3840
=

3

8
(3-116)

Por lo tanto,

U =
3

8
M (3-117)

Esta energía total es una fracción significativa de la masa del agujero negro, independiente de Z, lo que
sugiere que los modos cerca del horizonte contienen una cantidad sustancial de la energía del sistema.
Físicamente, U representa la energía interna promedio de las partículas térmicas en el modelo, consistente
con la radiación de Hawking.

Limitaciones del modelo

El modelo de la pared de ladrillo reproduce las propiedades termodinámicas esperadas, pero no satisface la
invarianza bajo transformaciones de coordenadas en el horizonte, ya que el corte en h introduce una barrera
artificial. Además, podría conservar números cuánticos globales (como el número de bariones), lo cual es
problemático en una teoría completa de agujeros negros. No obstante, demuestra que el horizonte domina las
propiedades cuánticas, proporcionando una base para modelos más sofisticados.
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3.3 Termodinámica del cascarón negro

Esta sección tiene como referencia principal a Mukohyama & Israel [1998] la cual fue complementada con
Rojas [2018] y Pulido [2019].

3.3.1 Cálculo de la entropía del cascarón negro

Volviendo al contexto del modelo del cascarón negro, el cascarón esférico de masa M el espacio-tiempo
que envuelve al cascarón en colapso adopta la forma métrica de Schwarzschild (2-2) para un observador
lejano. El modelo de la pared de ladrillo proporciona un marco para estudiarla termodinámica de campos
cuánticos en un espacio-tiempo esférico, representando el exterior de un objeto estelar con una superficie
reflectante. Este objeto tiene un radio r0, ligeramente mayor que su radio gravitacional rs, y está confinado
dentro de un contenedor esférico grande de radio L≫ r0, introducido para mantener la energía total finita.
Para simplificar el análisis, se adopta la solución propuesta por Arenas-Castro, presentada previamente, que
describe el movimiento del cascarón (3-69) como

r(t) = rs +∆re−t/τ̄ , ∆r = r0 − rs, rs =
2GM

c2
, τ̄ =

4GM

3c3
(3-118)

donde r0 es el radio del cascarón mientras que rs es el radio de Schwarzschild. Cuando el tiempo t alcanza
valores muy grandes, comparables con la edad del universo (denotado como tp), se observa que

ĺım
t→tp

r(t) = rs (3-119)

Derivando la expresión para r(t), se obtiene

dr

dt
= −∆re−t/τ

τ
(3-120)

donde el signo negativo refleja que la tasa de cambio de r disminuye con el tiempo. Ahora, con el objetivo de
calcular la entropía total del cascarón en contracción, se expresa como la integral de la densidad de entropía
sobre el volumen

S =

∫ L

r0

s(r)
4πr2dr√
f(r)

(3-121)

Y la densidad de entropía

s(r) = β(ρ+ P ) =
4NT 3

π2
(3-122)

donde N representa el número de especies de partículas, ρ es la densidad de energía, P es la presión y T es
la temperatura local, ajustada por la ley de Tolman (Tolman [1934]) como T (r) = T∞√

f(r)
. Así, para poder
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encontrar la densidad de entropía se calculan la densidad de energía ρ(r) y la presión P (r) de un gas de
partículas cuánticas con masa en reposo m, energía E, momento tridimensional p, y velocidad tridimensional
v = p/E, según un observador estacionario local. Estas cantidades estan ponderadas por un factor N que
cuenta las helicidades y el número de especies de partículas. Las expresiones son:

ρ = N
∫ ∞

0

E

eβ(r)E − ϵ
4πp2dp

(2π)3
(3-123)

P =
N
3

∫ ∞

0

vp

eβ(r)E − ϵ
4πp2dp

(2π)3
(3-124)

Ahora, para realizar la integral (3-121) es necesario realizar el siguiente análisis: Para grandes L y pequeños
∆r = r0 − rs, la integral se separa en dos contribuciones principales:

1. Contribución volumétrica: Proporcional a 4
3πL

3, corresponde a un gas cuántico homogéneo en un
espacio casi plano (f(r) ≈ 1 para r ≈ L), a temperatura constante T∞. Esta parte representa la
entropía de un sistema térmico estándar en una caja grande y no está relacionada con la pared ya que
se encuentra en una región exterior a la misma y contiene la información de la materia que habite allí.

2. Contribución de la pared: Dominada por la región cercana a r = r0, donde T (r) es grande debido
a f(r) ≈ 0. Esta contribución, denotada Sshell, es proporcional al área de la superficie reflectante y
diverge cuando ∆r → 0.

Nos enfocamos en la entropía del cascarón Sshell, calculada en una región delgada cerca de r0, definida como
r0 ≤ r ≤ r0 + δ, donde δ es un grosor pequeño tal que ∆r ≪ δ ≪ r0. Dado que T (r) es grande cerca de r0, se
adopta la aproximación ultrarrelativista (E ≫ m, p ≈ E, v ≈ 1) en las expresiones de ρ, P , y s. Sustituyendo
lo anterior en la expresión de la presión:

P ≈ N
3

∫ ∞

0

p

eβ(r)p − ϵ
4πp2dp

(2π)3
(3-125)

Para bosones (ϵ = +1) (o fermiones (ϵ = −1) que no es este caso), la integral se evalúa en el límite relativista.
Aproximando la integral numérica,

∫ ∞

0

x3

ex − 1
dx ≈ π4

90
(para bosones) (3-126)

se obtiene

P ≈ N
3
· 1

6π2
T 4 · π

4

90
=
N

540π2
π4T 4 (3-127)

ρ ≈ 3P ≈ N
π2
T 4 (3-128)

donde el factor 3 surge porque ρ = 3P en un gas ultrarrelativista isotrópico en tres dimensiones. Con lo
anterior, la densidad de entropía es
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s = β (ρ+ P ) =
1

T

(
ρ+

1

3
ρ

)
=

4

3
· ρ
T

=
4

3
· N
π2
T 3 =

4N
π2

T 3 (3-129)

Donde se ve que cuando se integre para calcular la entropía, esta integral solamente estará determinada por
el diferencial de volumen ya que la densidad de entropía se encuentra determinada por la temperatura y el
número de partículas.

Ahora, el elemento diferencial de volumen se escribe como

dV =
4π√
f(r)

r2dr =
4π√
f(r)

(
rs +∆re−t/τ

)2 ∆re−t/τ

τ
dt (3-130)

Para tiempos extremadamente largos, se tiene que el cascarón se contrae tanto como le es físicamente posible
hasta ser prácticamente el radio de Schwarzschild excepto por una longitud minúsculamente pequeña.

ĺım
t→tp

∆r ≈ lP (3-131)

donde tP corresponde a la longitud de Planck. Considerando una aproximación de primer orden, donde
rs ≫ ∆r ≫ ∆r2, los términos de orden superior pueden despreciarse simplificando el diferencial de volumen:

dV ≈ 4π√
f(r)

(
r2s∆re

−t/τ̄

τ̄

)
dt (3-132)

Aplicando la ley de Tolman(Tolman [1934]), la entropía se expresa como

S =
4N

π2
T 3
∞
4πr2s
τ̄

∆r

∫
et/τ̄

f2(r)
dt (3-133)

Se define el término A = 4πr2s que corresponde al área superficial del horizonte de eventos y se establece la
dependencia del factor f(r) = f(r(t)) con respecto al tiempo. Cerca del horizonte, la función f(r) se aproxima
según Mukohyama-Israel como f(r(t)) ≈ 2κ0 (r(t)− rs) = 2κ0∆re

−t/τ̄ lo que simplifica la expresión de la
entropía a

S =
4N

π2

(
T 4
∞
κ40

)
A

4

1

∆r

[
1

τ̄

∫ tu

0

et/τ̄dt

]
(3-134)

Un resultado preliminar muy importante de esta sección es el surgimiento del término A/4 el cual corresponde
con el comportamiento de la entropía de Bekenstein-Hawking Hawking [1975]. La integral define un valor
adimensional independiente de la distancia pero que es dependiente del tiempo y se establece como:

C1 =
1

τ̄

∫ tu

0

et/τ̄dt (3-135)

reduciendo la expresión de la entropía a:
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S =
4N

π2

(
T 4
∞
κ40

)
A

4

1

∆r
C1 (3-136)

Distancia propia sobre el horizonte

El modelo del cascarón negro como se ha visto hasta ahora plantea un colapso simétricamente esférico en
el cual la superficie se acerca tanto como puede hasta el radio de Schwarzschild por efectos gravitaciones.
Siendo así, la distancia a la que se encuentre el cascarón con respecto al radio de Schwarzschild se convierte
en un parámetro que indica la configuración del cascarón. En modelos astrofísicos, se plantean los objetos
exóticos compactos (ECO, Exotic Compact Objects en inglés) como una generalización de toda la gama de
objetos compactos que pueden incluir desde ciertos tipos de estrellas hasta los agujeros negros que resultan
convirtiéndose en un límite físico para el colapso generalizado de los objetos en el universo. Ahora, se define
la distancia propia del cascarón sobre el horizonte como α que es el parámetro que modela el colapso y el
nivel de compacidad de dichos objetos:

α =

∫ r1

r0

dr√
f(r)

=
1

τ̄

∫ tu

0

∆re−t/τ̄√
2κ0∆re−t/τ̄

dt =

√
∆r

2κ0

[
1

τ̄

∫ tu

0

e−t/τ̄dt

]
(3-137)

o equivalentemente,

α =

√
∆r

2κ0
C2, C2 =

1

τ̄

∫ tu

0

e−t/τ̄dt (3-138)

Así, la entropía del cascarón cerca del horizonte toma la forma

SShell =

[
N

90πα2

(
T∞
κ0/2π

)3
A

4

]
C1C

2
2

4
=
SBWM

4
C1C

2
2 (3-139)

donde el término entre corchetes corresponde a la entropía del modelo "Modified Brick Wall ModelSBWM de
los campos cuánticos cerca del horizonte, según el método de Brick Wall Modificado de Mukohyama-Israel
Mukohyama & Israel [1998]. Ahora. se reeescribe ∆r = ∆rShell para comparar la diferencia entre radios
calculada para el cascarón (el desarrollo que se ha venido trabajando desde (3-118)) y el calculado por el
"Brick Wall Model modificado 2se obtiene:

∆rShell =
4∆rBWM

C2
2

, ∆rBWM =
1

2
κ0α

2 (3-140)

Para que ∆rShell = ∆rBWM tendría que pasar que C2 = ±2. Así mismo, imponiendo la condición que
SShell = SBWM bajo el argumentos que ambos modelos estan calculando la misma entropía, se encuentra
C1 = 1 lo que simplifica la entropía a:

SShell =
N

90πα2

(
T∞
κ0/2π

)3
A

4
, ∆rShell =

κ0α
2

2
(3-141)
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Como conclusión de haber introducido el parámetro de la distancia propia sobre el horizonte y haber
comparando el desarrollo de la entropía del cascarón negro con el modelo del Brick Wall se determinan
C1 = 1 y C2 = +2. Si la temperatura del cascarón cerca del horizonte corresponde con la ley de Tolman
(Tolman [1934]) T∞ = TH = κ0

2π , la entropía del cascarón igual a la del horizonte, SShell = SBH = 1
4

A
l2P

, y la
distancia propia resulta

α = lP

√
C1C2

2N

360π
= lP

√
N

90π
(3-142)

el cual es el valor encontrado por Mukoyahama-Israel Mukohyama & Israel [1998].

3.3.2 Termodinámica del cascarón en colapso

Con la entropía SShell definida, se puede calcular el resto de propiedades termodinámicas. Reescribiendo,

SShell =
Nπ2

180α2

(
T 3
∞
κ30

)
AC1C

2
2 (3-143)

La energía libre de Helmholtz se obtiene como

SShell = −
(
∂F

∂T∞

)
V

(3-144)

dando

F = − Nπ2

720α2

(
T 4
∞
κ30

)
AC1C

2
2 (3-145)

La energía interna se calcula mediante

dE = dF + T∞dS (3-146)

resultando

E =
Nπ2

240α2

(
T 4
∞
κ30

)
AC1C

2
2 (3-147)

Las capacidades caloríficas a volumen y presión constantes son

CV =

(
∂E

∂T∞

)
V

, CP = T∞

(
∂S

∂T∞

)
P

(3-148)

obteniéndose
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CV = CP =
Nπ2

60α2

(
T 3
∞
κ30

)
AC1C

2
2 (3-149)

Para un cascarón de una masa solar, teniendo un valor para la temperatura TH ∼ 10−8 K, ambas capacidades
son similares. Así mismo, la presión se deriva como

P = −
(
∂F

∂V

)
T∞

= − 1

α

(
∂F

∂A

)
T∞

(3-150)

dando

P =
Nπ2

720α3

(
T 3
∞
κ30

)
C1C

2
2 (3-151)

Si SShell = SBWM, con N = 1, C1 = 1, C2 = +2, y α según lo calculado, las propiedades termodinámicas se
simplifican a

SShell =
π2

45α2

(
T 3
∞
κ30

)
A (3-152)

que, con T∞ = TH = κ0

2π , reproduce la entropía mostrada en Mukohyama & Israel [1998] SShell = SBH = 1
4

A
l2P

.

42



Cálculo de la entropía de agujeros negros en función de las especies de partículas desde la perspectiva
de un observador FIDO

4 Entropía de Entanglement de Casca-
rones Negros

El objetivo de esta sección es calcular la entropía de un cascarón negro mediante la técnica de ‘‘Entanglement’’.
Dicho planteamiento implica una perspectiva que se sumerge en la teoría cuántica de campos en donde se va
a plantear todos los campos bosónicos que se encuentren en vecindades del cascarón por lo que se requerirán
soluciones a la ecuación de Klein-Gordon. Así mismo, la técnica de entanglement recurre a la dinámica de
campos térmicos en el vacío que es una forma de acercarnos a reproducir lo más precisamente la vecindad de
un agujero negro.

La termodinámica de Entanglement surge de la necesidad de dar un significado físico riguroso, concreto
y claro a la entropía de Bekenstein Hawking que se establece luego de encontrar las similitudes entre las
leyes mecánicas de los agujeros negros. La termodinámica de entanglement tiene como fundamento las
propiedades termodinámicas que surgen sobre un una superposición de campos cuánticos que se encuentran en
las vecindades de un objeto compacto debido a la deformación del espacio tiempo. Dicha de formación afecta
los campos e induce en ellos unos comportamientos que, matemáticamente hablando, tienen comportamiento
termodinámico desde que se puede plantear una función de partición para los estados en el espacio - tiempo
maximalmente extendido.

4.1 Formalismo de Umezawa - Takahashi

Esta sección tiene como referencia a Umezawa [1995] y TAKAHASHI & UMEZAWA [1996].

Es de interés ahora entender como trabajar la termodinámica de objetos que habitan un vacío dependiente
de la temperatura. Se busca una representación de los observables que se pueden encontrar en ese vacío. En
particular, se quisiera encontrar el valor esperado de un operador que represente el observable de interés:

〈
Â
〉
= ⟨O(β)| Â |O(β)⟩ (4-1)

donde β = 1/kBT contiene la dependencia de la temperatura que puede tener ese vacío. Ahora, la propuesta
de Umezawa - Takahashi consiste en dar un tratamiento a un gran número de particulas mediante un
ensamble gran canónico estableciendo el valor esperado como se haría en el ensamble en mención:

⟨O(β)| Â |O(β)⟩ =
∑

n ⟨n| Â |n⟩ e−βEn

Z(β)
(4-2)
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Sistema el cual tiene un hamiltoniano que satisface la ecuación de valores propios y sus autovectores tienen
una relación de ortogonalidad:

Ĥ |n⟩ = En |n⟩ (4-3)
⟨n|m⟩ = δnm (4-4)

Donde el hamiltoniano y los estados asociados pertenecen a un espacio de Hilbert H . Ahora, la propuesta
conlleva a expandir los estados de vacío de tal forma que se pueda precisar la dependencia de la temperatura
en los coeficientes de una expansión en la base |n > de la siguiente manera:

|O(β)⟩ =
∑
m

fm(β) |m⟩ (4-5)

⟨O(β)| =
∑
n

f∗n(β) ⟨n| (4-6)

Donde se usa convenientemente un índice diferente para la expresión ket y la bra. (¿por qué deben ser
diferentes?) Ahora, para intentar encontrar una expresión de cómo serían esas funciones fn(β) se despejan
las expresiones anteriores en el valor esperado considerado anteriormente:

⟨O(β)| Â |O(β)⟩ =
∑
n

f∗n(β) ⟨n|A
∑
m

fm(β) |m⟩ =
∑
n

∑
m

f∗n(β)fm(β) ⟨n|A |m⟩ (4-7)

Lo anterior tiene mucha semejanza con lo establecido desde la mecánica estadística para el ensamble gran
canónico salvo que en dicho valor esperado la variable de interés se encuentra confrontada con el mismo
estado por izquierda y por derecha. Lo anterior puede resolverse para encontrar una igualación precisa
aplicando una función delta que cambie los índices e introduciendo una nueva sumatoria en el valor esperado
del ensamble gran canónico:

∑
n ⟨n| Â |n⟩ e−βEn

Z(β)
=

∑
n

∑
m δnm ⟨n| Â |m⟩ e−β(En+Em)/2

Z(β)
(4-8)

Retomando la igualdad con el despeje de los operadores de vacío, se puede ver que ambas expresiones suman
sobre los coeficientes n y m, además que poseen el valor esperado del observable a ambos lados por lo que se
puede despejar lo siguiente:

∑
n

∑
m

f∗n(β)fm(β) ⟨n|A |m⟩ =
∑

n

∑
m δnm ⟨n| Â |m⟩ e−β(En+Em)/2

Z(β)

f∗n(β)fm(β) =
1

Z(β)
δnme

−β(En+Em)/2 (4-9)

Lo cual tiene toda la apariencia de ser una relación de ortogonalidad en un espacio de Hilbert en donde las
funciones fn(β) son vectores. Tenemos claridad que no son vectores del mismo espacio H en donde habitan
Ĥ y los |n >, < m|, por lo que construimos otro espacio de Hilbert ficticio llamado H̃ en donde se cumple:
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H̃ |ñ⟩ = En |ñ⟩ (4-10)
⟨ñ|m̃⟩ = δñm̃ (4-11)

Ahora, ya que existen unos vectores unitarios en el espacio ficticio H̃ , las funciones fn(β) deben ser
expresadas en términos de esos vectores. Siendo así, identificando en la expresión de ortogonalidad los índices
como en el espacio H̃ , se obtiene que:

fn(β) =e
−βEn/2Z−1/2(β) |ñ⟩ (4-12)

f∗m(β) =e−βEm/2Z−1/2(β) ⟨m̃| (4-13)

En donde vemos que haciendo el producto de ambas se obtiene la relación de ortogonalidad. Ahora que
tenemos una expresión para las funciones fn(β) expresada en función de un vector unitario de otro espacio
de Hilbert y con la dependencia de la temperatura heredada de la mecánica estadística mediante la función
de partición, se tiene que los estados de vacío tienen la siguiente forma:

|O(β)⟩ =
∑
n

fn(β) |n⟩ =
∑
n

Z−1/2e−βEn/2 |n⟩ ⊗ |ñ⟩ =
∑
n

Z−1/2(β)e−βEn/2 |n, ñ⟩ (4-14)

⟨O(β)| =
∑
m

Z−1/2(β)e−βEm/2 ⟨m, m̃| (4-15)

Todo lo anterior implica que los estados de vacío dependientes de la temperatura son extendidos no solo en
un espacio H sino en una extensión de este espacio compuesto por el producto de ambos espacios:

|O(β)⟩ , ⟨O(β)| ∈ H = H ⊗ H̃ (4-16)

En donde la parte que habita en el espacio ficticio es una reflexión matemática de lo que habita en el espacio
original. Esto lleva al concepto de entrelazamiento de los estados ya que habitan en un estado superior
producto de un espacio físico donde se plantea que suceden los fenómenos que se pretende modelar, y otro
espacio matemático surgido de la formulación el cual no tiene una interpretación física más que servir como
soporte para los cálculos.

4.1.1 Espacio de Fock

Ahora se introduce una base conveniente para reproducir el espacio de Hilbert donde habitan los estados
|n > y el hamiltoniano H el cual es la representación de Fock. Esta representación plantea que todos los
vectores de la base se pueden construir en función del estado de vacío |0 > de forma que todos los vectores
son aplicaciones reiterativas del operador de subida en ese espacio:

{
|0⟩ , â† |0⟩ , . . . , 1√

n!

(
â†
)n |0⟩} (4-17)
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Siendo así, cualquier estado |n⟩ se puede representar en función del estado de vacío.

|n⟩ = 1√
n!

(
â†
)n |0⟩ , (4-18)

Vemos que en el estado de mínima energía se puede encontrar que el número de partículas, así como la
energía del sistema, resultan ser cero:

⟨0| N̂ |0⟩ = ⟨0| â†â |0⟩ = 0 ⟨0| Ĥ |0⟩ = ⟨0|ωN̂ |0⟩ = 0 (4-19)

4.1.2 Ensamble de bosones libres

Aún no estamos pensando en agujeros negros, toda la teoría anterior es pensando en un ensamble de partículas
que habita un vacío dependiente de la temperatura. Siendo así, es de interés considerar el caso de un ensamble
de bosones libres con frecuencia ω. Estos bosones tienen un hamiltoniano como ya lo vimos anteriormente, en
función del operador número de partículas y la frecuencia. Ahora, nosotros quisieramos aplicar al desarrollo
que se ha seguido la representación de Fock para poder expresar los estados |n, ñ⟩ y ⟨m, m̃| en función de los
operadores escalera, para los cuales ya conocemos las propiedades, y en función del estado de vacío clásico.
Sin embargo, hay que considerar también cómo es la representación de Fock en el espacio ficticio que se
construyó para expresar las funciones fn(β) y poder expresar los estados que habitan en ese espacio. En el
espacio de Hilbert H̃ se tiene:

{∣∣0̃〉 , ˜̂a† ∣∣0̃〉 , . . . , 1√
n!

(
˜̂a†
)n ∣∣0̃〉} (4-20)

Que cumple con las siguientes definiciones y reglas de conmutación:

˜̂a† |ñ⟩ =
√
n+ 1 |ñ+ 1⟩ ˜̂a |ñ⟩ =

√
n |ñ− 1⟩ (4-21)[

˜̂a, ˜̂a†
]
= ˜̂a†˜̂a−˜̂a˜̂a† = Î (4-22)[

˜̂a†, ˜̂a†
]
=
[
˜̂a, ˜̂a
]
= 0 (4-23)

Cualquier estado |ñ⟩ se puede representar en función del estado de vacío.

|ñ⟩ = 1√
n!

(
˜̂a†
)n ∣∣0̃〉 , (4-24)

Así como en el espacio de Hilbert original, vemos que en el estado de mínima energía se puede encontrar que
el número de partículas, así como la energía del sistema, resultan ser cero:

⟨0| N̂ |0⟩ = ⟨0| â†â |0⟩ = 0 ⟨0| Ĥ |0⟩ = ⟨0|ωN̂ |0⟩ = 0 (4-25)

Ahora, volviendo al desarrollo que se viene siguiendo, despejamos los estados |n⟩ y |ñ⟩ en la expresión para
los estados de vacío dependientes de la temperatura:
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|O(β)⟩ =
∑
n

Z−1/2(β)e−βEn/2 |n, ñ⟩

=
∑
n

Z−1/2(β)e−βEn/2

(
1√
n!

(
â†
)n |0⟩)⊗ ( 1√

n!

(
˜̂a†
)n ∣∣0̃〉)

=Z−1/2(β)
∑
n

e−βEn/2
1

n!

(
â†
)n (˜̂a†)n |0⟩ (4-26)

En donde se definió el estado de vacío para el espacio H = H ⊗ H̃ :

|0⟩ ⊗
∣∣0̃〉 = |0⟩ (4-27)

Aplicando En = nω, se encuentra que tanto la exponencial como los operadores de subida se encuentran
elevados n veces. Con esto, se puede llegar a lo siguiente:

∑
n

1

n!
e−βnω/2

(
â†
)n (˜̂a†)n =

∑
n

1

n!

(
e−βω/2â†˜̂a†

)n
= exp

{
e−βω/2â†˜̂a†

}
(4-28)

Despejando, el estado de vacío resulta:

|O(β)⟩ = Z−1/2(β)exp
{
e−βω/2â†˜̂a†

}
|0⟩ (4-29)

4.2 Campos térmicos en el espacio tiempo de Kruskal

Esta sección tiene como referencia principal a Rojas [2018] complementado con Pulido [2019] y Arenas [2023]

Lo que se pretende es hacer ahora es una cuantización de los campos que habiten en la vecindad de un
cascarón negro descrito en el espacio tiempo de Kruskal. Dichos campos se encuentran descritos a través del
tensor momento energía en la ecuación de Einstein, en el marco de la gravedad. Sin embargo, cuantizar el
tensor de Einstein en las ecuaciones de campo implica hablar de una cuantización de la gravedad y considerar
una gravedad cuántica es algo que no se tiene. Por lo anterior, solamente se considerará eventualmente el
valor esperado de la entrada (0, 0) del tensor momento energía para la vecindad del objeto en estudio.

4.2.1 Estados de vacío en el espacio maximalmente extendido

Considere un campo escalar definido sobre un espacio-tiempo descrito por la siguiente expresión:

ds2 = g00dt
2 + gabdx

adxb (4-30)

Donde:

47



4.2. Campos térmicos en el espacio tiempo de Kruskal4. Entropía de Entanglement de Cascarones Negros

g00 = −f(r) = −
(
1− 2M

r

)
. (4-31)

En particular, para un espacio tiempo descrito en coordenadas esféricas (usadas por la simetría de los objetos
celestes) se les añade el tiempo y se considera el sistema de coordendas de Schwarzschild así:

xµ =
(
x0, xa

)
→ x0 = ct, xa = (r, θ, ϕ) = r⃗ (4-32)

En particular, para la métrica de Schwarzschild, como se estableció en (2-3), donde ya se ha implementado
el hacer todas las constantes fundamentales iguales a 1: G = c = ℏ = kB = 1. Se considera la expansión
maximal del espacio en coordenadas de Kruskal como se estableció en la sección (2.1.4) y establecemos el
campo escalar como un campo bosónico por lo que se plantea usar la ecuación de Klein - Gordon (2-51).
Esta ecuación plantea un conjunto de soluciones las cuales deben ser establecidas en cada región del espacio -
tiempo de Kruskal, en particular para las regiones por fuera de su horizonte de eventos: L y R. (Imagen 2-2)

(
□−m2

)
ϕ(xµ) = 0 → ϕ(xµ) =

∑
Ω

ϕΩ(x
µ) (4-33)

Se establece el campo como la superposición de todas las posibles frecuencias de oscilación del mismo siendo
cada uno de los campos de la siguiente forma:

ϕΩ(x
µ) = ϕΩ(r)Ylm(θ, φ)

1√
2|ω|

e−iωt (4-34)

donde x = xa = (r, θ, ϕ), Ω = ω, l,m, k. Aquí se ha hecho la separación de las 4 variables en distintas
componentes donde los armónicos esféricos Ylm(θ, φ) contienen la parte angular tradicional, la componente
e−iωt contiene la parte temporal la cual contiene la información de la frecuencia y la energía, y por último
las funciones ϕ(r) contiene la información del comportamiento radial del campo.

Los modos de Boulware por ahora se encuentran definidos para una sola región del espacio tiempo maximal-
mente extendido. Se definen para las regiones I y III del diagrama 2-2 de la siguiente manera:

ϕ
(ϵ)
Ω (xµ) = ϕΩ(x

µ)Θϵ(x) (4-35)

En donde la función Θϵ(x) ubica el campo en las diferentes regiones del diagrama de Kruskal en función del
parámetro ϵ el cual toma valores +1 si se encuentra en la región derecha (R o I) y −1 si se encuentra en la
región izquierda (L o III), como se estableció en (2-33). Los anteriores son los conocidos como estados de
Boulware (estado de Kruskal - Boulware) los cuales conforman un conjunto de soluciones para el campo en
(4-33) y cumplen con las siguientes relación de ortogonalidad, producto interno y relación de completez:

∫ √
−g(−g00)ϕΩ(xa)ϕ∗Ω(xa)d3x =δΩΩ′ (4-36)

(ϕΩ(x
a)ϕ∗Ω(x

a)) =ϵϵ(ω)δΩΩ′δϵϵ′ (4-37)
1

2
γ(xa) =

∑
Ω

ϕΩ(x
a)ϕ∗Ω(x

′a) =δ3(xa − x′a) (4-38)
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En donde en la relación de ortogonalidad se ha introducido un factor de corrección que se debe a que el
espacio ya no es plano y la información de dicho espacio se encuentra en g. Dicho factor se suele nombrar
γ(xa) =

√
−g(−g00). Por otro lado, se tiene que ϵ = ±1, ϵ(ω) = sign(ω) (función signo), k = ±1 y:

δΩΩ′ = δωω′δkk′δll′δmm′ (4-39)

Ahora, reemplazando el campo (4-35) en la ecuación de campo (4-33) se halla la siguiente ecuación diferencial:

1

r2
d

dr

(
r2f(r)

dφΩ(r)

dr

)
+

(
ω2

f(r)
− l(l + 1)

r2
−m2

)
φΩ(r) = 0 (4-40)

Por otro lado, consideremos ahora los modos Kruskal-Hartle-Hawking (o solo Hartle Hawking H-H) χ(c)
Ω (x),

que son modos que se construyen de los modos de Boulware y son de frecuencia positiva con respecto a las
coordenadas de tiempo de Kruskal U y V de la variedad. Entonces, χ(c)

Ω (x) es de frecuencia positiva en el
tiempo de Kruskal si ωϵ > 0 y χ(c)

Ω (x) son modos de frecuencia negativa en el tiempo de Kruskal si ωϵ < 0.
Estos modos satisfacen la relación de ortogonalidad

(χ
(c)
Ω , χ

(c′)
Ω′ ) = ϵϵ(ω)δΩΩ′δϵϵ′ (4-41)

y están conectados con los modos de Boulware a través de una transformación de Bogoliubov

χ
(c)
Ω (x) = φ

(c)
Ω (x) coshχ+ φ

(−c)
Ω (x) sinhχ (4-42)

donde χ está definida en términos de

tanhχ = e−π|ω|/κ0 (4-43)

y κ0 es la gravedad superficial. A partir de las ecuaciones anteriores se halla

χ
(c)
Ω (x) =

√
sinhχ coshχ

2|ω|
φΩ(x)e

−iωtϵ(ω)ϵ (4-44)

En la descripción cuántica, considérese ambos esquemas de cuantización en los esquemas de Boulware y
Hawking-Hartle descritos por

Φ(x) =
∑
i,Ω

a
(i)
Ω χ

(i)
Ω (x) =

∑
i,Ω

b
(i)
Ω φ

(i)
Ω (x) (4-45)

donde, a partir de la transformación de Bogolubov se encuentra

a
(i)
Ω = b

(i)
Ω coshχ− b(i)Ω sinhχ = e−iGb

(i)
Ω eiG (4-46)
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y también

G = G† ≡ 1

2
i
∑
ϵ,Ω

ϵ(ω)ϵχb
(i)†
Ω b

(i)
Ω = i

∑
Ω

(ω>0)

χ
(
b
(i)†
Ω b

(i−1)
Ω − b(i+1)

Ω b
(i−1)
Ω

)
=
∑
Ω

(ω>0)

GΩ (4-47)

Bajo la segunda cuantización

[a
(c)
Ω , a

(c)†
Ω ] = [b

(c)
Ω , b

(c)†
Ω ] = ϵ(ω)ϵδϵϵ′δΩΩ′ (4-48)

adicional a lo anterior, se define el estado de vacío como

a
(c)
Ω |0⟩H = 0, b

(c)
Ω |0⟩B = 0, (ωϵ > 0) (4-49)

Y de acuerdo con lo anterior, estos estados de vacío se relacionan de la forma

|0⟩H = e−iG|0⟩B (4-50)

Donde se ha mostrado que se puede pasar de los estados de Boulware a los estados de Hartle-Hawking
mediante una transformación de Bougolibov. Lo anterior no significa de alguna manera que los estados de
vacío |0⟩H y |0⟩B son equivalentes. Una forma más explícita se obtiene mediante la factorización del operador
−iG en sus operadores de creación y aniquilación, que corresponde a una generalización de la identidad
Baker-Campbell-Hausdorff (BCH)

e−iGΩ |0⟩B = Z
− 1

2

Ω

∞∑
nΩ=0

e−
1
2βnΩω

∣∣∣n(+)
Ω , n

(−)
Ω

〉
B

(4-51)

Donde
∣∣∣n(+)

Ω , n
(−)
Ω

〉
B

es el estado de Boulware con igual número nΩ de modos Boulware correlacionados
en el estado del campo Ω en los sectores L y R. Adicionalmente β es introducido como es usual en la
termodinámica solo que acá es en términos de la temperatura Hawking TH de la forma β−1 = TH = κ0

2π .
Luego se tiene que

tanhχ = e−
π|ω|
κ0 = e−

1
2βω, ω > 0 (4-52)

en donde se ha empleado

cosh2 χ =
1

1− e−βω
=

∞∑
n=0

e−nβω ≡ ZΩ (4-53)

Que resulta siendo una función de partición para un ensamble gran canónico de bosones en vecindades del
cascarón. Dicho ensamble no se planteó desde un principio sino que surgió naturalmente de la formulación lo
que brinda rigurosidad y válidez al modelo. Con lo anterior, podemos reexpresar el estado H-H de la forma:
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|0⟩H =
∏
ω>0

e−iGΩ |0⟩B (4-54)

|0⟩H = Z− 1
2

∑
n

e−
1
2βEn

∣∣∣n(+), n(−)
〉
B

(4-55)

donde

n ≡ {nΩ, para todo Ω con ω > 0} (4-56)

En =
∑
Ω

ω>0

nΩω, Z =
∑
n

e−βEn =
∏
Ω

ω>0

ZΩ (4-57)

Resumiendo, el estado base sobre el espacio-tiempo de Kruskal extendido maximalmente es un estado térmico
de entanglement. El estado de vacío de Boulware realmente no existe como un estado globalmente definido
sobre las regiones L+R sino en cada una de ellas localmente dado que los modos K-B no son de frecuencia
positiva en un parámetro de tiempo arbitrario, definido y regular. El estado |0⟩B está vacío de los modos
K-B φ

(r)
Ω de frecuencia positiva en el tiempo de Killing t (en la dirección futura) de cada uno de los sectores

L y R. Sea el estado de Boulware local |0⟩BR definido sobre el espacio de Kruskal: por lo que se encuentra

|0⟩B = Z− 1
2

∑
n

e−
1
2βEn |n⟩BL|n⟩BR (4-58)

donde, |n⟩BL y |n⟩BR son las excitaciones de estado de Boulware local |0⟩BL y |0⟩BR, respectivamente. De
otro lado, es posible pensar que de |0⟩BR como |0⟩H despoblado de todos los modos de Boulware |n⟩BR en la
región R. El estado de Boulware local |0⟩BR se halla vacío de modos de Killing de frecuencia positiva φ(+)

Ω

en el sector R:

b
(+)
Ω |0⟩BR = 0, ω > 0 (4-59)

4.2.2 Densidad de energía térmica

Cualquier tipo de información sobre como se comporta la materia y/o energía en relatividad general se
espera que se encuentre en el tensor momento energía. Por eso, se calcula el valor esperado de la componente
T00 del tensor momentum-energía con respecto a los estados de Boulware Hartle-Hawking para el campo
escalar definido sobre la métrica. No se consideran otras entradas del tensor debido a que implican momentos,
esfuerzos y presiones en dimensiones que se estan descartando desde la formulación del modelo. Siendo así,
lo único que nos interesa es el valor de la densidad de energía en la entrada ya mencionada. En general, para
el campo escalar Φ, el valor esperado del tensor Tαβ(x) es definido como

⟨Tαβ(x, x′)⟩ = Dαβ′W (x, x′) (4-60)
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⟨Tαβ(x)⟩ = ĺım
x→x′
⟨Tαβ(x, x′)⟩ (4-61)

donde

Tαβ = ∂αΦ∂βΦ−
1

2
gαβ

[
∂γ (∂γΦ) +m2Φ2

]
(4-62)

para el acople mínimo con masa;

Dαβ′ = ∂(α∂β′)− 1

2
gαβ

(
∂γ∂γ′ +m2

)
(4-63)

y W (x, x′) es la función de Wightman

W (x, x′) = ⟨0|Φ(x)Φ(x′)|0⟩ (4-64)

Para las ecuaciones anteriores, se convierte en infinita cuando x′ → x porque la suma de modos

∫ ∞

0

dωφ′
Ω(x

′)φΩ(x)
∣∣
x′=x

(4-65)

diverge cuando ω →∞, por lo que es necesaria una regularización que involucra la sustracción de la función
de Hadamard H(x, x′) de la función W (x, x′). Pero esto no será necesario, dado que solo se está interesado
en las diferencias entre las funciones de Wightman asociadas a los estados de Boulware y Hartle-Hawking, y
H(x, x′) se cancela y el correspondiente ⟨Tαβ⟩. Además el estado de Boulware |0⟩B , la función de Wightman
está dada por

WB(x, x
′) =B ⟨0|Φ(x)Φ(x′)|0⟩B (4-66)

WB(x, x
′) =B ⟨0|

∑
ϵ,i,Ω,Ω′

b
(i)
Ω φ

(c)
Ω (x′)b

(i)′

Ω′ φ
(c′)
Ω′ (x′)|0⟩B (4-67)

donde la expansión es empleada. Lo cual conduce a

B⟨0|b(c)Ω b
(c′)
Ω′ |0⟩B = Θ(ϵω)δϵϵ′δΩΩ′ (4-68)

se halla

WB(x, x
′) =

∑
ϵ,Ω

Θ(ϵω)φ
(c)
Ω (x)φ

(c)
Ω (x′) (4-69)

Dado que φ(c)
Ω (x) es proporcional a Θϵ(x), WB(x, x

′) = 0 con la condición que x, x′ se hallen en las regiones
L,R. De manera similar se obtiene que |0⟩H ,
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WH(x, x′) =H ⟨0|Φ(x)Φ(x′)|0⟩H =
∑
ϵ,Ω

Θ(ϵω)χ′
Ω(x)χ

′′
Ω(x

′) (4-70)

Además, empleando la transformación de Bogolibov, la función de Wightman se transforma como

WH(x, x′) =
∑
ϵ,Ω

Θ(ϵω)
[
cosh2 χφ

(c)
Ω (x)φ

(c)∗
Ω (x′) + sinh2 χφ

(c)
Ω (x)φ

(c)∗
Ω (x′)

]
(4-71)

para cuando x, x′ están en el mismo sector, pues se tiene que φ(c)
Ω (x)φ

(c)
Ω (x) ∝ Θϵ(x)Θ−ϵ(x

′) = 0, con la
condición de que x, x′ estén en la misma región. A partir de las ecuaciones anteriores

WH(x, x′)−WB(x, x
′) = (WH −WB)(x, x

′) =
∑
Ω

sinh2 χ
[
φ
(+)
Ω (x)φ

(+)
Ω (x′) + φ

(+)
Ω (x)φ

(−)
Ω (x′)

]
(4-72)

Cuando x, x′ se encuentran en la misma región se puede usar la identidad

Θ(ω) + Θ(−ω) = 1 (4-73)

(WH −WB)(x, x
′) =

∑
Ω

1

eβ|ω| − 1

[
φ
(+)
Ω (x)φ

(+)
Ω (x′) + φ

(−)
Ω (x)φ

(−)
Ω (x′)

]
(4-74)

en donde se ha hecho necesario usar

sinh2 χ =
tanh2 χ

1− tanh2 χ
(4-75)

para tanhχ definida previamente. Debido a las propiedades de φ(c)
Ω (x)φ

(−)
Ω (x), se hace necesario restringir

los cálculos a la región R o L. Si suponemos que x, x′ pertenecen a la misma región, por ejemplo R se halla
que

(WH −WB)(x, x
′) =

∑
Ω

1

eβ|ω| − 1
φ
(+)
Ω (x)φ

(+)
Ω (x′) (4-76)

porque en el sector R, Θ− = 0 y Θ+ = 1, entonces se tiene

φ
(−)
Ω (x)φ

(−)
Ω (x′) ∝ Θ−(x)Θ−(x

′) = 0 (4-77)

φ
(+)
Ω (x)φ

(+)
Ω (x′) ∝ Θ+(x)Θ+(x

′) = 1 (4-78)

Para calcular T00(x, x′), se ha de evaluar
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∂0∂0WH−B(x, x
′)
∣∣
x′=x

=
∑
Ω

1

eβ|ω| − 1
|φΩ(x)|2 (4-79)

tal que fue tenida en cuenta y es reducida a

∂0∂0WH−B(x, x
′)
∣∣
x′=x

=
1

4π

∫ ∞

0

dω
ω

eβω − 1
×
∑
l

(2l + 1) |φωl(r)|2 (4-80)

donde se han usado las siguientes relaciones:

φΩ(x) =φω(r)Ylm(θ, φ) (4-81)
l∑

m=−l

|Ylm(θ, φ)|2 =
(2l + 1)

4π
(4-82)

φω =φ|ω|l (4-83)

Entonces, se puede aplicar la siguiente propiedad a la integral:

∫ ∞

−∞
dω(. . .) = 2

∫ ∞

0

dω(. . .) (4-84)

El resultado de T00(x, x′) no converge debido a la discrepancia entre los estados de Boulware y Hartle-
Hawking definidos previamente. Además, la transformación de Bogolibov proporciona el factor (eβ|ω| − 1)−1.
Para completar este cálculo, es necesario expresar explícitamente φωl. En consecuencia, en términos de la
métrica e introduciendo φ(r) para los modos solución, se obtiene

φ(r) =
1√
r2f

ψ(r) (4-85)

aplicando a la ecuación de campo se llega a la siguiente ecuación diferencial:

[
d2

dr2
+ k2(r;ω, l)

]
ψω(r) = 0 (4-86)

donde se ha definido k como

k2 ≡ 1

f

[
ω2

f
− l(l + 1)

r2
−m2 − (r2f)′′

2r2

]
(4-87)

también, se tiene que el horizonte se caracteriza por r = r0, f(r0) = 0. Así para encontrar una solución a la
ecuación diferencial se ha de recurrir a la aproximación WKB (Ver anexo A) donde se identifica

g(r) = k2(r;ω, l) (4-88)
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Con la intención de no confundir la función de la ecuación genérica que plantea la aproximación WKB en
(4-88) con el factor f de la métrica, se le pone g pero esta hace referencia a la función de (A-1). Lo anterior
permite establecer una solución a (4-86) según (A-10):

ψωlη(r) ≈

√
1

2π

∣∣∣∣ ω

k(r)

∣∣∣∣ei ∫ r0k(r
′)dr′ (4-89)

donde el nuevo índice η = sign k(r) distingue entre las ondas salientes y entrantes, con ϵη = ±1. Esto
resulta esencial para incorporar η en el conjunto de índices Ω ≡ ω, l,m, η. Es fundamental considerar la
normalización de los modos WKB, de modo que los modos espaciales φΩ(x) cumplen con la condición cuando

∫
d3xγ(x)φ∗

Ω′(x)φΩ(x) = δΩΩ′ + δΩΩ̄′ (4-90)

donde

Ω = ω, l,m, η, Ω̄ = −ω, l,m, η (4-91)

γ(x) =
√
−g
(
−g00

)
=

1

f
r2 sin θ (4-92)

Lo que conduce a

φΩ(x) = φωlη(r)Ylm(θ, φ) (4-93)

φωlη(r) =
1√
r2f

ψωlη(r) (4-94)

∫∫
dθdφ sin θY ∗

l′m′(θ, φ)Ylm(θ, φ) = δll′δmm′ (4-95)

De lo anterior, se halla que se reduce a

∫
dr

1

f2
ψ∗
ω′l′η′(r)ψωlη(r) = {δ(ω − ω′) + δ(ω + ω′)} δηη′ (4-96)

Retornando al cálculo, se tiene que las ecuaciones WKB son sustituidas para hallar

∂0∂0WH−B =
1

4π2r2

∫ ∞

0

ω2dω

eβω − 1

∫ lmáx

0

(2l + 1)dl

f |k|
(4-97)

que para grandes valores de l,
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∑
l

(. . .) ≈
∫
(. . .)dl, también

∑
η=±

(. . .) = 2(. . .) (4-98)

Además, lmáx(ω, r) ha quedado definido de acuerdo con la condición:

k2(r;ω, lmáx) = 0 (4-99)

esto es,

1

r2
lmáx(lmáx + 1) =

ω2

f
−m2 − (r2f)′′

2r2
≡ p2 (4-100)

∫ lmáx

0

(2l + 1)dl

f |k|
= 2

1

f

√
fr
√
lmáx(lmáx + 1) (4-101)

Finalmente sustituyendo en el cálculo y multiplicando por −g00, se llega a

−∂0∂0WH−B =
1

2π2

∫ ∞

0

pω2dω

eβω − 1

√
f

f2
(4-102)

−∂0∂0WH−B =

∫ ∞

0

E

e
E
β − 1

4πp2dp

(2π)3
(4-103)

donde se tiene la energía local por modo E queda determinada por E = ω√
f
, entonces, βω = E

f(r) ,

T (r)
√
−g00 = TH =

1

β
(4-104)

teniendo en cuenta la Ley de Tolman (Tolman [1934])

pdp =
ωdω

f
= EdE (4-105)

El término extra en −T 0
0 surge a partir de ∂γ∂γ′ +m2 que es nulo con la misma aproximación. Por lo tanto

ĺım
x→x′
⟨T 0

0 (x, x
′)⟩H−B = ∂0∂0WH−B = −

∫ ∞

0

E

eβE − 1

4πp2dp

(2π)4
(4-106)

Que permite hallar la expresión para la densidad de energía térmica para el campo escalar.
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4.2.3 Entropía de entanglement de Black Shells

Ahora, utilizando el valor de la densidad de energía, se procede a determinar la entropía de entrelazamiento S
para el modelo de Shell. Para lograrlo, es necesario considerar la matriz de densidad ρH obtenida previamente
y la matriz de densidad reducida ρ(+), expresada de la forma

ρH = |0⟩HH⟨0| (4-107)

ρ(+) = TrB(−) [ρH ] (4-108)

Tal que la traza es tomada sobre los grados de libertad en la región L. Lo cual permite hallar la entropía
como

S = −Tr
[
ρ(+) ln ρ(+)

]
(4-109)

y la matriz densidad reducida de la forma

ρ(+) =
1

Z

∑
n

e−βEn

∣∣∣n(+)
〉
BB

〈
n(+)

∣∣∣ (4-110)

donde se recuerda que la función de partición Z resultó definida naturalmente por

ZΩ =

∞∑
n=0

e−nβω =
1

1− e−βω
(4-111)

El sistema térmico descrito anteriormente, relacionado con la entropía de entanglement, sugiere que dicha
entropía está físicamente localizada en las inmediaciones del horizonte. Esto puede calcularse en términos de
la función de partición Z:

S = −β ∂

∂β
ln |Z|+ ln |Z| (4-112)

que corresponde a

S = βU + ln |Z| (4-113)

con

U =
1

Z

∑
n

Ene
−βEn = − ∂

∂β
ln |Z| (4-114)

Dado que para una función arbitraria f(ω) que tiende a cero como ω →∞, se puede escribir como
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∑
Ω

f(ω) ≡
∫ ∞

0

dωN(ω)f(ω) (4-115)

entonces

ln |Z| =
∑
Ω

ln |ZΩ| =
∑
Ω

f(ω) =

∫ ∞

0

dωN(ω)f(ω) (4-116)

donde

f(ω) = ln

∣∣∣∣ 1

1− e−βω

∣∣∣∣ (4-117)

Y N(ω) dω representa el número de modos φΩ(x
α) que se encuentran en el intervalo (ω, ω + dω) para todos

los valores permisibles de k, l,m. En otras palabras, para calcular S, que está relacionado con ρ(+) dado,
basta con determinar N(ω), lo que a su vez permite contar los modos.

ln |Z| =
∑

l,n,η=±

(2l + 1) ln

∣∣∣∣ 1

1− e−βωln

∣∣∣∣ (4-118)

Por lo tanto, para garantizar que S sea finita, es necesario limitar los conjuntos a {l = 0, 1, 2, . . . } y
{n = 1, 2, . . . }, ya que, en el modelo de Shell, esta condición se cumple mediante la restricción de los
conjuntos {l} y {n}. El conjunto discreto {η = ±1; l = 0, 1, 2, . . . ;m = −l, . . . ,+l} está restringido por la
condición impuesta sobre el número radial k, el cual se define como

k2(r;ω, l) ≥ 0 (4-119)

Esto indica que k debe adoptar valores reales; de lo contrario, φ(r) decae exponencialmente y se vuelve
efectivamente nula. Por consiguiente, para una frecuencia dada ω, se tiene que N(ω) resulta finito o puede
serlo bajo una condición de contorno adecuada. Si se considera un confinamiento finito en un sistema en
estado de entrelazamiento, en total conformidad con el modelo de pared que impone una condición de
contorno de Dirichlet ψ(r) = 0 en el contorno interno r = r0 + ϵ, es posible expresar la solución obtenida
mediante el método WKB para la ecuación diferencial de la forma

ψn(r) =
1√

k(r;ωln, l)
sin

∫ rn

r0+ϵ

k(r′;ωln, l)dr
′ (4-120)

donde para un modo admisible, ambos k(r) y ψ(r) deben desaparecer simultáneamente en n-ésimo nodo
r = rn:

∫ rln

r0+ϵ

k(r′;ωln, l)dr
′ = nπ (4-121)

k2(rln, ωln, l) = 0 (4-122)
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k2(r′;ωln, l) ≥ 0, r′ < rln (4-123)

Esto implica que k(r) es significativamente grande en las proximidades de r0 + ϵ, y disminuye a medida que
r aumenta. Asimismo, si l(l+1)

r20
> ω2, entonces k2(r) eventualmente se anula; es decir, tras n oscilaciones de

ψ(r), se tiene que r = rn. Además, el término ω2

f(r)2 resulta ser muy grande cerca de la pared interna, lo que
conduce a la existencia de una gran cantidad de modos l. Estos modos se encuentran confinados en una capa
delgada cercana a la pared interna, con una contribución que adopta la forma

∝ l(l + 1)

r20
(4-124)

Esta contribución de los modos internos a lnZ y S es proporcional a r20, por otro lado, los modos exteriores.
Los cuales se explican a continuación:

S = Swall + Svolumen (4-125)

donde

Swall ∝ área del horizonte (4-126)

A partir de lo anterior, se escribe

ln |Z| =
∑
l,n

(2l + 1) ln

∣∣∣∣ 1

1− e−βωln

∣∣∣∣ (4-127)

En los puntos donde se aplican las condiciones de contorno, ya sea de tipo Dirichlet o de tipo Neumann, se
impone alguna de dichas restricciones. Además, es cierto que cuando l y n toman valores enteros, la suma
puede ser reemplazada por una integral doble, bajo la condición de que l y n se consideren como variables
independientes para la integración. Para desarrollar esta integración, se efectúa un cambio de variables,
tomando l y ω como variables independientes, con n = n(ω, l), y se emplean las ecuaciones anteriores, lo que
necesariamente conduce a

n(ω, l) =
1

π

∫ r(ω,l)

r0+ϵ

k(r′;ω, l)dr′; k2(r(ω, l);ω, l) = 0 (4-128)

∂n(ω, l)

∂ω
=

1

π

∫ r(ω,l)

r0+ϵ

∂k(r′;ω, l)

∂ω
dr′ +

1

π

∂r(ω, l)

∂ω
k(r(ω, l);ω, l) (4-129)

donde el segundo término es nulo. Ahora bien, a partir de lo anterior

ln |Z| = 1

π

∫∫∫
(k2(r′;ω,l)≥0)

dldωdr′(2l + 1)× ∂k(r′;ω, l)

∂ω
ln

∣∣∣∣ 1

1− e−βω

∣∣∣∣ (4-130)
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donde los límites de integración son las superficies k2(r′;ω, l) = 0, r′ = r0 + ϵ, r′ = R, con l ≥ 0 y ω ≥ 0
restringido por la condición k2(r′;ω, l) ≥ 0. La integración por partes conduce a

ln |Z| = 1

π

∫∫∫
dr′(2l + 1)dldωk(r′;ω, l)

β

eβω − 1
(4-131)

Siguiendo en la misma dirección se tiene

∫
(2l + 1)dlk(r′;ω, l) =

1

r′
√
f

∫ Lmáx(ω,r′)

0

dL (Lmáx − L)
1
2 =

1

r′
√
f

2

3
L

3
2

máx (4-132)

donde

L ≡ l(l + 1) ≤ Lmáx(ω, r
′) (4-133)

para Lmáx queda definido por el valor que hace que k2 = 0; entonces a partir de

Lmáx(ω, r
′) =

r′2

f(r′)

[
ω2 −

(
m2 +

(r′2f)′′

2r′2

)
f(r′)

]
(4-134)

Sustituyendo en el cálculo

ln |Z| ≡ 1

π

∫ ∞

0

dω

∫ R

r0+ϵ

dr′
β

eβω − 1

1

r′
√
f

2

3
L

3
2

máx (4-135)

El siguiente paso es, a partir de lo anterior se obtiene las expresiones termodinámicas usuales en términos de
la energía libre de Helmholtz F y la energía promedio U :

F = − 1

β
ln |Z| = −

∫ ∞

0

N(ω)

eβω − 1
dω (4-136)

donde

N(ω) =
2

3π

∫ R

r0+ϵ

r2dr

f2(r)

[
ω2 −

(
m2 +

(r′2f)′′

2r′2

)
f(r)

] 3
2

(4-137)

U =
∂

∂β
ln |Z| = −

∫ ∞

0

dωN(ω)×

[
1

eβω − 1
− β eβω

(eβω − 1)
2ω

]
(4-138)

U = −
∫ ∞

0

dω

eβω − 1

[
N(ω)− ∂

∂ω
(ωN(ω))

]
=

∫ ∞

0

dω

eβω − 1
ωN ′(ω) (4-139)

con N ′(ω) definido por
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N ′(ω) =
2

π
ω

∫ R

r0+ϵ

r2dr

f
3
2

√
ω2

f
−
(
m2 +

(r′2f)′′

2r′2

)
(4-140)

Por lo tanto, la entropía S es

S = β(U − F ) = β

∫ ∞

0

ωN ′(ω) +N(ω)

eβω − 1
dω (4-141)

Para convertir las anteriores expresiones a la forma termo-estadística, se cambian las variables de integración
de (r, ω) a (r, p), donde

p2 =
ω2

f(r)
−m2 − (r2f)′′

2r2
(4-142)

Entonces se tiene que

pdpdr =
ωdω

f
dr (4-143)

De lo anterior, las expresiones se reducen a

U =

∫ R

r0+ϵ

4πr2dr

∫ ∞

0

E(p, r)

eβω − 1

4πp2dp

(2πℏ)3
(4-144)

tal que se ha restaurado explícitamente ℏ = 1 e introducido la energía local por modo de frecuencia ω,
E = ω√

f
; con ω(p, r) dado por la ecuación anterior y el momentum efectivo local p. Entonces se tiene

βω =
E

T (r)
, T (r) =

β−1

√
f

(4-145)

Así,

U =

∫ R

r0+ϵ

4πr2ρ(r)dr (4-146)

con

ρ(r) =

∫ ∞

0

E

e
E
T − 1

4πp2dp

h3
(4-147)

E2 = p2 +m2 +
(r2f)′′

2r2
≈ p2 +m2 (4-148)

Finalmente, se obtiene que la entropía
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S = β

∫ ∞

0

∂

∂ω
(ωN(ω))

1

eβω − 1
dω = β2

∫ ∞

0

ωN(ω)
eβω

(eβω − 1)
2 dω (4-149)

Recurriendo a las ecuaciones anteriores

S =
2

3π
β2

∫∫
r2dr

f2
(
p2f
) 3

2
eβω

(eβω − 1)
2 pdpf =

1

3
β2

∫
4πr2

dr√
f
·
∫∫

p2eβω

(eβω − 1)
2

4πp2dp

(2πℏ)3
(4-150)

Así,

S =

∫ R

r0+ϵ

4πr2
dr√
f
s(r) (4-151)

donde

s(r) =
1

3T 2

∫ ∞

0

p2e
E
T(

e
E
T − 1

)2 4πp2dph3
(4-152)

El análisis anterior corresponde al modelo de pared de ladrillo ’t Hooft [1985]. De acuerdo con este modelo, las
integrales están dominadas por dos aportaciones, para r = R grandes y para r0 + ϵ. La primera corresponde
a un término de volumen, proporcional a 4

3πr
3, que representa la entropía y la energía de un gas cuántico

homogéneo en un espacio plano a una temperatura uniforme κ0

2π . Esta última es la contribución del gas cerca
de la pared interior r = r0. Entonces, para esta última contribución se requiere introducir las aproximaciones
ultrarrelativistas

s =
4N

π2
T 3, ρ =

3N

π2
T 4 (4-153)

Sustituyendo en el cálculo, se halla que la contribución de la pared a la entropía total es

Sshell =
N

90πα2

1

4
A (4-154)

donde N toma en cuenta el número de especies de las partículas, A es el área de la pared y α es la altura
propia sobre la pared interior al exterior del horizonte. Ahora bien, α es un parámetro que esta relacionado
con la distancia de la pared con el horizonte por lo cual se suele ajustar manualmente para dar explicación a
la entropía de entropía Bekenstein-Hawking. Si se define como

α = lp

√
N
90π

, (4-155)

se puede encontrar que la entropía del cascarón es igual a la de Bekenstein Hawking:

Sshell = SBH . (4-156)
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Sin embargo, definir α de forma manual no es más que un truco matemático ya que no se esta brindando de
una relación de fondo para ese valor más que suposiciones. Por eso, es importante dejarla expresada como
en la ecuación (4-154) y no olvidar que relaciona ∆r = r0 − rs, que nunca es cero debido a que el cascarón
nunca cae visto por el observador FIDO.
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Cálculo de la entropía de agujeros negros en función de las especies de partículas desde la perspectiva
de un observador FIDO

5 Discusión y conclusiones

5.1 Entropía a través de los modelos

En el presente trabajo se realizaron los cálculos para encontrar la entropía y otras variables termodinámicas
de diferentes modelos que apuntan a brindar una explicación rigurosa de la entropía de Bekenstein - Hawking
y con ella toda la aparente relación funcional entre las leyes de la mecánica de los agujeros negros con las
leyes de la termodinámica. En particular se mostró brevemente el modelo de la pared de ladrillos ‘‘Brick Wall
Model’’ de Gerard t’Hooft el cual fue un primer acercamiento a dicha explicación que, aunque con problemas
fundamentales, alcanza a brindar una formulación cuántica a la entropía asociada al agujero negro.

Este modelo introduce varios problemas. Uno de los problemas que introduce dicho modelo es el así llamado
‘‘problema de las especies’’ en donde menciona que existe una divergencia cuando se calcula la entropía
debido a que esta depende explícitamente del número de especies N , como se vió en la expresión (3-102) en
donde introduce dicha variable como Z y aclara que allí se pueden tener en cuenta todos los parámetros que
definen las distintas partículas como lo son espines, sabores, etc. Debido a lo anterior, G. t’Hooft explica que
como no se puede acotar la cantidad de especies de partículas entonces se pierde control del comportamiento
de esta entropía, además que no aparece en la entropía de Bekenstein-Hawking:

SBH =
1

4
A (5-1)

Más adelante se aplicó todo el modelo construido para describir la dinámica del cascarón negro el cual es un
modelo que plantea una alternativa a que existan agujeros negros en el universo. Si existe un agujero negro,
este representa el caso extremo del cascarón negro, que en la literatura se le conoce como objeto exótico
compacto (ECO por Exotic Compact Object en inglés) ya que entre más cercano a cero sea el parámetro de
compacidad ϵ del cascarón, más se acerca a ser un agujero negro. Por el contrario, entre más grande sea más
se parecerá a una estrella (Rojas C. & Arenas S. [2020]).

Gracias a este modelo se construye una ecuación de movimiento para el cascarón mediante la cual se obtiene
una expresión para su distancia radial. Con dicha distancia radial se pueden calcular variables como su área
superficial o el volumen con lo que se pueden calcular variables termodinámicas como la densidad de energía,
la presión y la entropía, a través de la densidad de entropía (Robel Arenas [2016]). De dicha integración se
encuentra una nueva expresión para la entropía del cascarón (3-141) en donde se ve que depende del área del
horizonte de eventos relacionado con la masa del objeto central. Aquí se evidencia uno de los resultados más
importantes de este trabajo y es que ambas entropías, tanto la del agujero negro calculada por G. t’Hooft en
(’t Hooft [1985]) (y más adelante calculada con mejor detalle por (Mukohyama & Israel [1998]), como la
entropía calculada para el cascarón (recordando que se acerca tanto como puede al radio gravitacional pero
no lo alcanza), resultan dependiendo explícitamente del área del horizonte de sucesos por lo que se concluye
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Figura 5-1: Esquema de la estructura del cascarón negro en vecindades del radio gravitacional. Imagen original
de Rojas C. & Arenas S. [2020] con ligeras modificaciones.

que existe una indistinguibilidad observacional al momento de intentar determinar si un objeto es un
agujero negro o un cascarón negro, desde la óptica de las variables termodinámicas.

Luego, mediante la técnica de entanglement se buscó hacer un acercamiento más profundo a la explicación de
dicha entropía haciendo uso de la teoría cuántica de campos. Mediante el formalismo de Umezawa-Takahashi
se brinda de propiedades cuánticas y/o termodinámicas al vacío lo que resulta revelador ya que permite
obtener naturalmente dichas propiedades de los campos, como el surgimiento de una función de partición que
como consecuencia establece que se esta trabajando un ensamble gran canónico en el sistema de bosones libres
que surgen en cercanías del horizonte. Así, para los campos bosónicos, pero también para los fermiónicos
como lo hizo Rojas C & Arenas S [2021], se encuentra que la entropía mediante dicha formulación se
comporta de igual manera que para el agujero negro y para el cascarón negro, tanto por el camino del colapso
gravitacional como por el camino de entanglement, en donde vemos que se puede establecer una relación
directa entre las expresiones (3-141) y (4-154).

SShell =
N

90πα2

(
T∞
κ0/2π

)3
A

4
←→ Sshell =

N

90πα2

1

4
A (5-2)

Así mismo, ambas formulaciones para la entropía muestran que cuando se integra sobre el espacio, la
componente relevante y dominante de la entropía es la correspondiente con la vecindad más cerca
al cascarón siendo que incluso en la sección (3.3.1) se expone que de las dos contribuciones de la integral de
la entropía, que va desde la superficie del cascarón r0 hasta el contenedor esférico exterior que determina la
vecindad del objeto L, la contribución volumétrica no contribuye considerablemente al cálculo debido a que
la contribución de la pared (desde el radio del cascarón hasta cierto factor δ, se encuentra influenciada por el
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factor de Schwarzschild el cual mientras más se acerca al radio del cascarón más se acerca a cero haciendo
crecer enormemente el valor de T (r) según la ley de Tolman (Tolman [1934]). Siendo así, se muestra para
ambas técnicas que la entropía del objeto en estudio se encuentra ubicada en el cascarón por lo que existe una
indistinguibilidad observacional entre un agujero negro y un ECO desde el punto de vista termodinámico.

Para terminar esta sección, es de interés concretar los resultados novedosos del trabajo así como el desarrollo
de los objetivos del mismo:

Desde el modelo del cascarón negro, un observador FIDO ve el colapso del cascarón y este se acerca
tanto como puede al horizonte de eventos pero no llega a ver la formación de un agujero negro debido
a que el cascarón alcanza un estado estático y para verlo moverse sería necesario un tiempo infinito y
considerar longitudes de onda cada vez más pequeñas y cercanas a cero. La existencia de una distancia
diferente de cero entre el cascarón y el agujero negro remueve el problema del Cut-off α, para un
observador FIDO.

La entropía del cascarón negro depende de forma directamente proporcional al área superficial del
cascarón mientras sea definida la región más cercana al mismo, como sucede con los agujeros negros.
Así, se evidencia que la termodinámica del cascarón negro se comporta de la misma manera para
agujeros negros.

5.2 El problema de las especies en el cascarón negro

Este aparente problema surge desde el modelo del ‘‘Brick wall’’ en el cual, G. t’Hooft menciona la necesidad de
incluir el parámetro Z que cuenta la cantidad de modos que puede tener un campo en la superficie del objeto.
Así mismo, comenta la necesidad de un ‘‘cut off’’ así como establecer un límite para la infinidad de modos
cerca del horizonte para evitar las complicaciones que introduce el modelo. Más allá de lo insatisfactorio
e incompleto que era dicho modelo, el problema de las especies sale a flote desde ese momento y el autor
’t Hooft [1985] propone una solución parcial y artificial a dicho problema introduciendo la dependencia de las
especies en el ‘‘cut-off’’.

La idea propuesta por ’t Hooft [1985] llevó a que varios autores propusieran distintos tipos de ‘‘cut-off’’
para dar una solución a la existencia explícita del número de especies de partículas en las expresiones de la
entropía y otras variables termodinámicas. Soluciones como las propuestas en (Dvali & Solodukhin [2008]) y
Dvali [2010] mencionan introducir un corte de la forma:

Λ2 =
1

360πα2
=
MPlanck√

N
(5-3)

Obteniendo una expresión para la entropía de la forma

Swall =
N

90πα2

1

4
A = NΛ2A = N

M2
Planck
N

A =M2
PA (5-4)

en donde en el artículo de origen usan Λ para expresar el cut-off y todos los términos que lo acompañan.
Claramente al introducir esta expresión en la entropía (4-154) resulta eliminando la dependencia explícita del
número de especies de una forma funcional. Sin embargo, como menciona Jacobson [1994], ‘‘Por supuesto,
siempre se podría ajustar el límite manualmente para recuperar la entropía habitual del agujero negro; sin
embargo, esto sería totalmente artificial’’. Y es así ya que no se esta brindando de una explicación física o
desarrollo a través de algún formalismo o teoría al respecto.
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También menciona algunas posibilidades como que toda la teoría construida puede ser consistente para
un espectro específico de partículas, o que la longitud efectiva del cut-off depende del número de especies
por alguna razón dinámica. Así mismo establece que la forma más sencilla, por ahora, de resolver dicho
problema es dar por hecho que el cut-off es un número fijo y que la longitud de Planck depende del número
de especies, lo que una vez más es una idea misteriosa y vaga ya que implica alguna dinámica desconocida
sobre la gravedad cuántica la cual aún no ha sido desarrollada ni comprendida.

Otra propuesta que se ha desarrollado es expuesta en el artículo Chen et al. [2018] en donde los autores
proponen una solución basada en la idea de que la entropía de un espacio-tiempo con horizonte de eventos
proviene enteramente de su ‘‘atmósfera’’, un concepto que consideran un efecto cuántico puro. La atmósfera
está formada por partículas reales (no virtuales) emitidas por la radiación de Hawking que están en equilibrio
dinámico cerca del horizonte. Dicho argumento se encuentra respaldado por publicaciones como L.Susskind
[2005] y Wald [2002] y coincide con cálculos como el modelo de ‘‘brick wall’’ de ’t Hooft [1985]. Sin embargo,
se vio en este documento cómo la contribución a la entropía contenida en el cascarón es altamente dominante
comparada con la contribución de la entropía de la vecindad (atmósfera) por lo que el resultado de Chen
et al. [2018] resulta insuficiente para los objetivos establecidos en este trabajo.

El problema radica en que los artículos anteriormente mencionados plantean el problema para un agujero
negro y en dicho modelo no se puede tener información de cómo se comportan los campos ni de la cantidad
de campos por lo que la aparición explícita en las ecuaciones implica la dependencia de una variable que no se
puede definir. Así mismo, la naturaleza del cut-off no es clara tampoco y no hay una manera de establecerlo
por lo que parece natural intentar ajustar un problema con el otro. Sin embargo, además de que ya se ha
establecido que es una idea artificial, también es un modelo del cual se aleja el presente trabajo ya que todo
acá se ha planteado para un cascarón negro.

El problema de las especies es aparentemente heredado de los agujeros negros, el cual necesita un enfoque
diferente que es la intención principal del presente trabajo. Lo que pasa con el cascarón negro es que esta
siendo observado por un observador FIDO (fiducial) el cual se encuentra ubicado en el infinito. Dicho
observador no llega a presenciar la formación de un agujero negro: primero ve una contracción rápida desde
la configuración inicial del cascarón. Luego, observa que el cascarón se acerca tanto como puede al horizonte
pero nunca lo alcanza y se queda congelado en el tiempo en su distancia r0.

En el modelo del cascarón negro no se puede observar lo que pasa dentro de su radio ya que hasta ahí llega
el modelo pero si tiene la información de cómo se excitan los campos en las vecindades del objeto masivo que
tiene un radio cercano al horizonte. Y es que, la entropía en vecindades del mismo tiene un comportamiento
idéntico al del agujero negro ya que, como se vio en ambas expresiones (3-141) y (4-154), depende del área
del horizonte de eventos asociada al horizonte de la masa que colapsa. Esta dependencia del área surge por
efectos cuánticos pero no implica la formación un agujero negro.

El origen de esta entropía se comprende en términos de las propiedades del vacío físico en campos gravitacio-
nales intensos como se vió en la sección (4). Dichos campos se encuentran parametrizados por el factor ϵ
cuya naturaleza obedece un límite cuántico estrechamente relacionado con la entropía en la región cercana
del horizonte. La entropía de entanglement es una interpretación planteada para observadores externos que
no llegan a ver la formación de un agujero negro.

Así, esta entropía corresponde a la información almacenada en la materia que colapsa para formar el objeto
compacto y, debido a que el área es maximizada por el equilibrio térmico durante el colapso, se puede
establecer que es la entropía máxima que podría almacenarse en el material antes que se pueda formar un
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agujero negro Rojas C. & Arenas S. [2020]. Así mismo, esta entropía puede ser calculada para uno o para N
campos bosónicos, si conocemos su naturaleza debido a los formalismos utilizados para la formulación. De
hecho, podemos dar una interpretación al hecho del surgimiento del número de especies en las ecuaciones y
es que la entropía corresponde a cada uno de los campos que surgen en las vecindades del agujero negro y, al
considerar un sistema compuesto por N campos diferentes se suman las contribuciones a la entropía de cada
uno de los campos. Lo anterior es de esperarse ya que es así desde la mecánica estadística, el cual constituye
la base teórica para calcular dicha expresión.

En adición a lo anterior, en Rojas C & Arenas S [2021] se calcula la entropía para un cascarón negro que
colapsa pero para un campo fermiónico lo cual resulta en una expresión similar a la calculada para un campo
bosónico:

SF =
π2

45α2

(
T 3
∞
κ30

)
A (5-5)

con energía interna:

EF =
π2

60α2

(
T 4
∞
κ30

)
A (5-6)

La entropía fermiónica puede expresarse en función de su energía, usando β = 1
T∞

, como:

SF =
4

3
βEF (5-7)

Como se vio en la sección (4.2.3), la entropía de un campo bosónico se expresa como:

SB =
1

90πα2

(
T 3
∞

(κ0/2π)
3

)
A (5-8)

A partir de la relación termodinámica para la entropía:

S = −
(
∂F

∂T∞

)
V

(5-9)

se deriva la energía libre de Helmholtz para el campo bosónico:

FB = − π2

180α2

(
T 4
∞
κ30

)
A (5-10)

La energía interna del campo bosónico se obtiene mediante:

dE = dF − T∞dS (5-11)
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lo que resulta en:

EB =
π2

60α2

(
T 4
∞
κ30

)
A (5-12)

La energía interna es notablemente idéntica para ambos campos:

E = EB = EF =
π2

60α2

(
T 4
∞
κ30

)
A (5-13)

La entropía del campo bosónico también satisface la relación:

SB =
4

3
βEB (5-14)

Si los campos bosónico y fermiónico están en equilibrio térmico con el horizonte, con temperaturas TB =
TF = TH , la entropía total cerca del horizonte se calcula como la suma de las contribuciones individuales
Rojas [2018]:

S = SB + SF =
4

3
βEB +

4

3
βEF =

4

3
β(EB + EF) =

4

3
βE (5-15)

donde E = EB + EF la suma de las energías de los campos fermiónico y bosónico. Sustituyendo la expresión
de la energía total, se obtiene:

S =
8

3
β
π2

60α2

(
T 4
∞
κ30

)
A (5-16)

con β = 1
T∞

. La distancia propia sobre el horizonte, α, se definió en ((3-142)) como:

α = lP

√
N

90π
(5-17)

donde N = 2 para un campo bosónico y uno fermiónico. Además, la temperatura en equilibrio con el horizonte
es TH = κ0

2π . Incorporando estas relaciones, la entropía total se simplifica a:

S =
1

4

A

l2P
(5-18)

Consecuencia del resultado anterior, tanto en Rojas [2018] como en Rojas C. & Arenas S. [2020] se destaca
que, para dos campos cuánticos con espines distintos cerca de un horizonte de eventos, la entropía sigue
siendo proporcional al área A. Esto sugiere que la entropía no depende de la naturaleza del campo ni del
número de campos en la vecindad del horizonte, y que su origen reside en el vacío térmico de la región
más cercana alrededor del horizonte, independientemente del número de campos. Así, en el caso de la
superposición de dos o más campos cuánticos en vecindades del radio gravitacional se espera que la entropía
de Bekenstein - Hawking corresponda a la superposición de todos los campos. En conclusión, la entropía del
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cascarón negro para una única especie de partícula es igual a la calculada por Mukoyahama-Israel salvo que
nosotros solo consideramos una especie de partícula N = 1. Si se tienen más especies de partículas cada una
aportará su contribución al valor total de la entropía por lo que la entropía, vista por el observador FIDO,
depende del número de las especies de partículas que se encuentran en vecindades del objeto compacto.
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A Apéndice : Método WKB

El presente anexo tiene como referencia a Mathews & Walker [1970] y brevemente a Pulido [2019]

El método WKB (Wentzel-Kramers-Brillouin) proporciona soluciones aproximadas para ecuaciones diferen-
ciales lineales homogéneas de segundo orden con coeficientes variables, de la forma

d2y

dx2
+ f(x)y = 0 (A-1)

donde f(x) debe ser una función que varíe lentamente, cumpliendo ciertas restricciones que se discutirán
más adelante. Este método es particularmente útil en aplicaciones de mecánica cuántica, como en la ecuación
de Schrödinger unidimensional, y fue desarrollado por Wentzel, Kramers y Brillouin. Cualquier ecuación de
segundo orden lineal homogénea puede transformarse a esta forma mediante una transformación adecuada.

Aproximación inicial

Inspirados en las soluciones de la ecuación cuando f(x) es constante, se propone una solución de la forma

y = eiϕ(x) (A-2)

Sustituyendo en la ecuación diferencial, se obtiene

−(ϕ′)2 + iϕ′′ + f = 0 (A-3)

Si se asume que ϕ′′ es pequeño, se puede despreciar el término iϕ′′, lo que lleva a la primera aproximación

ϕ′ = ±
√
f, ϕ(x) = ±

∫ √
f(x)dx (A-4)

La condición de validez de esta aproximación requiere que ϕ′′ sea pequeño comparado con |f |:

|ϕ′′| ≈ 1

2

∣∣∣∣ f ′√f
∣∣∣∣≪ |f | (A-5)
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Dado que 1/
√
f es aproximadamente proporcional a una longitud exponencial de la solución y, esta condición

implica que el cambio en f(x) debe ser pequeño en comparación con |f |, lo cual es intuitivamente razonable.

Segunda aproximación

Para mejorar la aproximación, se incluye el término ϕ′′. De la primera aproximación, se deriva

ϕ′′ ≈ ±1

2
f−1/2f ′ (A-6)

Sustituyendo esta expresión en la ecuación diferencial, se obtiene

(ϕ′)2 ≈ f ± i

2

f ′√
f

(A-7)

Resolviendo para ϕ′,

ϕ′ ≈ ±
√
f +

i

4

f ′

f
(A-8)

lo que lleva a

ϕ(x) ≈ ±
∫ √

f(x) dx+
i

4
ln f (A-9)

Combinando las dos soluciones (para los signos ±), la solución general aproximada es

y(x) ≈ 1

(f(x))1/4

{
c+ exp

[
i

∫ √
f(x) dx

]
+ c− exp

[
−i
∫ √

f(x) dx

]}
(A-10)

donde c+ y c− son constantes arbitrarias. Esta solución es válida en regiones donde se cumple la condición
de validez, pero falla si f(x) cambia demasiado rápido o si f(x) = 0.

Una solución particular aplicada a la ecuación bajo ésta aproximación para el cálculo es la siguiente

ψ =
c√
f
ei

∫
kdr =

√
c2

k
ei

∫
kdr (A-11)

Para determinar c, se recurre a la condición de normalización

∫
γ(x)φ∗

ω′(x)φΩ(x)d
3x = δΩΩ′ + δΩ̄Ω′ (A-12)
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Se debe aclara que la normalización es para las soluciones completas del estilo (4-34), donde los productos
internos se calculan para hipersuperficies con t = cte. Así se consideran los productos φΩ · φ∗

Ω. La integral
conduce a la composición δΩΩ′ + δΩ̄Ω′ puesto que Ω = ωlmη y Ω̄ = ωlmη, debido al la existencia de las dos
regiones desconectadas causalmente. Así la técnica que se suele usar es proponer como hipótesis

ψ =

√
c2

k
ei

∫
kdr =

√
1

2π

∣∣∣ω
k

∣∣∣ei ∫ kdr,

y luego comprobar que satisface la integral de normalización.
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