CAPITULO 38

EL PRODUCTO VECTORIAL

3. 1 Definicion. Dados dos vectores libres V;, V., se da el
nombre de producto vectorial de tales vectores, en el orden en que
se les ha escrito, a un tercer vector construide segin las siguientes
condiciones:

12) Es perpendicular al plano determinado por V, y V..

29} El sentido es el que corresponde al eje Z en la terna directa,
cuando el eje X lleva 1 orientacion de V, y el eje Y la orientacién
de V, ;

39) El médulo del vector producto -P- es igual al area del para-
lelogramo construido con V; y V, (Figura 3-1).

El producto vectorial se desig-
na como sigue:

P= [V, V.1
(notacién alemana) ;

'(notacién italiana):

Corolario 1. El producto vecto-
rial es nulo si los vectores V,, V.
tienen soportes paralelos, puesen-
tonces el paralelogramo tiene a—
rea nula

19 3-/

Corolario II. El producto vectorial es nulo, si, -por lo menos
uno de los vectores que forman el producto, es un vector nulo.

Corolamo III El producto vectorlal no es conmutatwo En
efecto, segln la definicién, se tiene,"
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VoAV, = —P

Veamos ahora algunas relaciones que son fundamentales en
el Caleulo Vectorial,

Corolario IV. Para los versores de una terna directa de ejes
coordenados rectangulares, se tiene,

1) iAi=iAai=Lkak=290
(2) iAj=k;jak=i; kAi=]
(3) jAi=—-k;kAj=—1;iAdk=-]
Consideremos ahora (Figura 3-2), dos vectores, OA = V,

OB = V,, no co—axiales. Por el extremo B del segundo vector, tra-
cemos una paralela al soporte del primero, y sea C un punto elegi-
do arbitrariamente en dicha paralela.

Para el vector OC = V., vale el
siguiente, -

Lema.— El producto V; A V.
es igual al producto V; & V) si
se designa con V, todo vector que

P o3 A ~ tenga el mismo origen O y su ex-
tremidad en la paralela trazada
Frg 3-2 a V,; por el extremo de V..

. Entre el conjunto de vectores V.’ es importante destacar aquel
que es perpendicular a V,, designado por V.".

Las anteriores consideraciones permiten dar un nuevo concep-
to sobre el producto vectorial,

-+ ‘Reducido el producto de dos vectores dados al de dos vectores
perpendiculares ‘entre si, a saber, teniéndose, (Figura 3-2),

Vl A Vg = V1 A v:g” =P

¢l vector V, puede ser considerado como un operador que, aplicado
a V' le transforma en P, bajo los siguientes efectos:

a) Producir, en sentido directo, un giro de 90° del vector V.";

b) Amplificar el vector V."” de tal manera que el vector que re-
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sulta de la operacién, a saber, P, tenga por médulo el producto de los
moédulos de los factores, es decir,

= Vl X V:“

3. 2 La ley distributive del producto vectorial. Para avanzar
en la teoria es necesario proceder a demostrar la ley distributiva del
producto vectorial, a saber, que se tiene,

(1) Via (Vo+ V) = ViaVe+ VAV,

A fin de llevar a eabo la demostracién, distinguiremos tres ca-
808, seglin que se tenga: a) vectores coplanarios; b) un vector nor-
mal al plano de los otros dos; ¢) vectores cualesquiera,

Conviene advertir que, por ser el producto vectorial una opera-
cién definida para vectores libres, supondremos siempre los vecto-
res aplicados a un cierto punto, convenientemente elegido, del espa-
cio, » ’

Ocupémonos del primer caso o sea, aquél en que los vectores son
coplanarios.

En la Figura 3-3, aparecen los vectores Vi, Vi, V;, asi como el
vector suma, V, -+ V,. Demostre-
mos que, en este caso, es vilida
la relacién (1).

Con tal fin, en el plano determi-
nado por los vectores, levantemos
una perpendicular a V,., Oriente-
mos dicha perpendicular conside-
randole como un eje de abscisas,
Ox.

Con referencia a la Figura 3-3
\ ff_? 3-3 se tiene, que,

OB es proyeccién vectorial de V, sobre Oz ;
OC es proyeccién vectorial de V, sobre Oz ;

OD es proyeceidén vectorial de Vo -+ V3 sobre Oz.

En virtud del lema que se explicé anteriormente, la relacién ( 1)
equivale a la siguiente;
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(2) : "V;AGD =V, A OB+ V, 4 OC

Digamos, en primer lugar, que los vectores producto que figu-
ran en la igualdad (2), son vectores co-axiales, por ser normales al
plano de los vectores que entran en los productos. {Podemos supo-

-ner los vectores producto, aplicados al punte O). En segundo lugar,
los vectores producto, que aparecen en (2) tienen el mismo sentido.
Basta en consecuencia, demostrar una igualdad aritmética, a saber,
que el mddulo de V; A OD es igual a la suma de los médulos de V, A
OB y V, A OC, lo cual es bien facil pues se tlene la siguiente igual-
dad aritmética entre segmentos,

(3) | . 0D =0B+ 0C

la cual, al ser multlphcada por el moédulo de V,, da,

(4) B : V..0D = V,.0B + V,.0C

lo cunal demuestra la ley distributiva, (1), en este primer caso.
Segundo caso.— Uno-de los vectores es normal a los otros dos.

Supongamos V, normal a V. y a V.. Elijamos como plano de re-
presentacién el que forman estos dos Gltimos vectores. (Fig. 3-4).

Considerando los productos,
OP =V, A V. “
OQ =V, AV,
OR = V; A {(V, + V)

- se advierte facilmente que, OP,
0Q, OR, estin contenidos en el
plano de representacién, o sea el
de V. y Vi 3i el veetor V,, que se
proyecta en O, va dirigido hacia

F/F 3-4 el lector, los vectores producto

: tendrdn la orientacién indicada

en la Figura 3-4.

Debemos demostrar que la Figura OPRQ es semejante a OACR,
0 sea que la primera es también un paralelogramo.

En efecto, los angulos homélogos son iguales por perpendicula-
ridad respectiva;
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OP L OA; - 0QLOB; . OR L OC.

Por otra parte, los médulos tienen por valor,

luego,

OrP _0Q _OR

0A T 0B~ 0C

In eonsecuencia, la Flgura OPRQ es un paralelogrdmo y se

pucde escribir,

"OR = OP + OQ

o bien,

VI’A OC = V} A OB -+ V]_ A OB

lo que deja demostrada la ley distributiva en este segundo caso.

Pasamos finalmente a demostrar el

Tercer caso, o caso general— Kl vector Vy no es perpendicular
al plano de los otros dos vectores ni esta, contenido en el plano de

. éstos.

(V2 -+ V3)”

Por el punto O de aplicacidén de
los vectores se traza el plano nor-
mal a V;. Designemos tal plano
por (l.). Proyectando ortogonal-
mente log vectores V,, Vi, (V. -
V3), sobre el plano (I.,), se ten-
dr4 un nuevo paralelogramo pa-
ra el cual se puede escribir, utili-
zando acentos para destinguir lag
proyececiones:

OC’" = OA" -+ OB
o bien,
=V, + Vy
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En virtud del segundo caso demostrado, se tiene,
(5) | ViA (Vo+ Vo) = VAV, + VAV
Pero en virtud del lema demostrado en la pagina 38, se tiene,
(6) ViaVy =V, AV, VAV = VAV,
(M) Via (Vo4 V) = VA (Ve V)
valores que, al ser substituidos en (5), dan,
(8) ViA (Vo4 V)=V, AV, + VAV,
con lo cual queda demostrado el caso general.

Corolario I.— De la primera ley distributiva, (2), se deduce
la siguiente:

(9) (v;g -+ V3) A V1 == VQ A Vl + V3 A V1

En efecto, si se cambia el orden de los factores en (8) cambia
el signo de los términos, con lo que puede escribirse,

(10) Via (Vo + V) = —(V.+ V) AV,
Vl A VQ = '-"v;g A Vl
Vi, A Vy = -V, AV,

Substituyendo las anteriores en (8) y multiplicando el resul-
tado por (—1) se obtiene la relacién (9).

Corolario II.— De las dos leyes distributivas (8) y (9), antes
demostradas, se deduce la siguiente,

(13) (Vi+ Vo) A (Vs + V) =
Vi AV +ViaVe+ VoAV 4+ VoAV,

Corolario IIl.— La ley distributiva vale para cualesquier ni-
mero de sumandos en los paréntesis.

Dejamos al lector hacer la demostracién de los dos dltimos
corolarios.

3. 8 Componentes del producteo wvectorial en una terna carte-
siana directa, Con lo anterior ha quedado demostrada la ley dis-

42




tributiva general en la multiplicacién de vectores. Asi, segin el Co-
rolario III, para el producto vectorial de sumas de vectores, se tie-
ne,.

(1) . (Vl-f—Vg-’r...)A(U1+U3+...)=
ViaU+ ViaU+ .00 +VoaUi+ VoAU, 4L,

Este resultado nos permitird obtener la expresién cartesiana
del producto vectorial. Sea,

2 3 V, = iX; +iY; + kZ,
(3) V. = iX, + jY, + kZ,
Se tiene,
(4) ViAVe= (X, +iY, + kZ,) A (iX, + Y. + kZj)

=i(YZy — 2, Yy + i(2: X — XiZs) + k(X Y, — Y, Xs)
habiéndose tenido en cuenta las relaciones de la pagina 88.

El resultado anterior puede escribirse como sigue,

i i k

determinante cuya primera linea es vectorial v exige al ger desarro-
llado, que el signo de suma se interprete como un signo de suma vec-
rial.

El resultado anterior se escribe también con la siguiente de-
signacién tradicional.

(6) Vi A Ve =iM -+ iN + kP
donde se tiene,

M= YZ — 7,Y,
) | N = ZXs — XZe

P =X Y., — YV:X;
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Estos nimeros miden ireas de
paralelogramos, (con signo), a
saber, las 4reas de los paralelo-
gramos proyeccién del que se
construyé con V, y V..

En la Figura 3-6 se ha indjca-
do Gnicamente la proyeccién que
corresponde al plano de las (z, ¥)



EJERCICIOS

‘1) Dadbé Iés vectores
V,=[3; —4; 5], V. =102;1; —3]
V,=101; 0; 81, V= 10: -3; 4]
formar los productos vectoriales:
ViaVy, oo ViAV,
2) Demostrar las relaciones siguientes:

mn (V] .c\'v;g)

mV; AV,
mV,; A nV,

il

donde m, n son ndmeros reales,
3) Justificar el resultado siguiente,

Xy, Yo, 241 A Xy, Y, Z.] =
0 —Z Y.
Xy, Yy, Z1 Z., ¢ X
Y, X, 0
4) La Gltima férmula da para Z; = Z, = 0:
[X,, Y.,01 A [X., Y, 01 = 10,0, X,Y, — Y,X.]
Interpretar geométricamente este resultado,
5) La expresion,
A.(BAC

es uno de log productos mizxtos. Demostrar que se tiene,

X Y, Zy ’

A.(BAC) = X. Y. o Ze !

i X-S Y:S Z.‘i



El determinante cuyas lineas se forman con las componentes de
los vectores A, B, C en orden, expresa el volumen del paralelipipedo
que tiene los vectores A, B, C por. aristas (Estas pueden suponerse
aplicadas al origen), ’

6) La siguiente férmula‘del doble producto vectorial es de em-
pleo frecuente en Mecénica Analitica:

AA(BAC) = (AC)B — (AB)C

Efectuar la demostracién, para lo cual se sugiere utilizar las
notaciones siguientes:

A =[X,, Yy, Z4], = [X,, Ys, Zs] C = [X;, Y35 Zs]
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