
CAPITULO 3 

EL PRODUCTO VECTORIAL 

3. 1 Definicion. Dados dos vectores libres VI> V'.!" se dael 
nombre de producto vectorial de tales vectores, en e1 orden en que 
se les ha escrito, a un tercer vector construido segun las siguientes 
condiciones: 

19 ) Es perpendicular al plano determinado por V l Y V'!.. 

29 ) El sentido es el que corresponde al eje Z en la terna directa, 
cuando el eje X Ileva la orientaci6n de VI Y el eje Y la orientaci6n 
de V:l. ; 

39 ) ,El mOdulo del vector producto -P- es igual al area del para­
lelogramoconstruido con Vl Y V2 (Figura 3-1). 

El producto vectorial se desig­
na como sigue: 

P = [Vl V2 ] 

(notaci6n alemana); 

P = VI A V2 


, (notaci6n italiana)' 


Corolario I. EI producto vecto­
rial es nulo si los vectores VlJ Vz 
tienen soportes paralelos, pues en­
tonces el paralelogramo tiene a­
rea nula. 

Corolario II. El producto vectorial' es' nulo, si,por 10' menos 
uno de los vectores que forman el producto, es un vector nul0. 

\.,' , , , 

Corolario III. El producto vectorial no es conmutativo. En 
efecto; segun ladefiniCi6n, se tiene, ' 
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Veamos ahora algunas relacioncs que son fundamentales en 
el Calculo Vectorial. 

Corolario IV. Para los versores de una terna directa de ejes 
coordenados rectangulares, se tiene, 

(1) iAi= iAi = kAk=O 

(2) iAi=k; iAk=i; kAi=i 

(3) j A i = -k ; k A j = -i ; i A k = 

Consideremos ahora (Figura 3..;2), dos vectores, OA = VI 
OB = V" no co-axiales. Por el extremo B del segundo vector, tra­-, , 
cemos una paralela al soporte del primero, y sea C un punta elegi­
do arbitrariamente en dicha paralela. 

Para el vector OC = V./ vale el 
siguiente, 

Lemu.- EI producto VI A V2 

es igual al producto VI A V2' si 
se designa con V2' todo vector que 
tenga el mismo origen 0 y su ex­
tremidad en la paralela trazada 
a VI por el extremo de V2• 

Entre el conjunto de vectores V/ es importante destacar aquel 
que es perpendicular a VI' designado por V:t. 

Las anteriores consideraciones permiten dar un nuevo concep­
to 50bre .el producto vectorial. 

Reducido -el producto de dos vectores dados al de dos ve,'!tores 
perpendiculares 'entre si, a saber, teniendose, (Figura 3-2), 

el vector VI puede ser considerado como un ope1'ador que, aplicado 
a V2~1 Ie transforma en P, bajo los siguientes efectos: 

a) Producir, en sentido directo, un giro de 90!! del vector V;/'; 
• I ' ) 

b) Amplificar ,~l'yector V:/~ de tal manera que el vector que re­
:~, 

; 
.' t~38 " 

I " 

sulta de la operaci6n, a saber, P, tenga por m6dulo el producto de los 
m6dulos de los factores, es decir, 

3. 2 La ley distl'ibutivu del producto vectorial. Para avanzar 
en la teo ria es necesario proceder a demostrar la ley distributiva del 
prodllcto vectorial, a saber, que se tiene, 

(1) 

A fin de llevar a cabo la demostracion, distinguiremos tres ca­
sos, segun que se tenga: a) vectorE:!s coplanarios; b) un vector nor­
mal al plano de los otros dos; c) vectores cualesquiera. 

Conviene advertir que, por ser el producto vectorial una opera­
cion definida para vectores libres, supondremos siempre los vecto­
res aplicados a un cierto punto, convenientemente elegido, del espa­
do. 

Ocupemonos del primer caso 0 sea, aqu&l en que los vectores son 
coplanarios. 

En la Figura 3-3, aparecen los vectores Vb V2, V", asi como el 
vector suma, VO! + V3 • Demostre­
mos que, en este caso, es valida 
la relacion (1). 

Con tal fin, en el plano determi­
nado por los vectores, levantemos 
una perpendicular a Vl' Oriente­
mos dicha perpendicular conside­
randole como un eje de abscisas, 

x~ __ --:/' 

b\-- /'"
/'" 

8 
Ox. 

Con referencia a la Figura 3-3 
se tiene, que, r193-:5 

OB es proyeccion vectorial de V2 sobre Ux ; 

OC es proyeccion vectorial de V3 sobre Ox ; 

OD es proyeccjon vectorial de V2 + V3 sobre Ox. 

En virtud del lema que se explico anteriormente, la relaci6n (1) 
equivale a la siguiente; 
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sulta de la operaci6n, a saber, P, tenga por m6dulo el producto de los 
m6dulos de los factores, es decir, 

3. 2 La ley distl'ibutiva del pr'oducto vectorial. Para avanzar 
en la teo ria es necesario proceder a demostrar Ia ley distributiva del 
prodllcto vectorial, a saber, que se tiene, 

(1) 

A fin de llevar a cabo la demostraci6n, distinguiremos tres ca­
sos, segun que se tenga: a) vector~s coplanarios; b) un vector nor­
mal al plano de los otros dos; c) vectores cualesquiera. 
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'--,/')(\- -
/) - ,/'
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vector suma, V2 + V3 • Demostre­
mos que, en este caso, es valida 
la relaci6n (1). 

Con tal fin, en el plano determi­
nado por los vectores, levantemos 
una perpendicular a Vi, Oriente­
mos dicha perpendicular conside­
randole como un eje de abscisas, 
Ox. 

Con referencia a la Figura 3-3 
se tiene, que, 

OB es proyecci6n vectorial de V2 sobre Ux ; 

OC es proyecci6n vectorial de Va sobre Ox ; 

OD es proyeccj6n vectorial de V2 + V3 sobre Ox. 

En virtud del lema que se explico anteriormente, la relaci6n (1) 
cquivale a la siguiente; 
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(2) , Vi "'- OD = V I "'- OB + VIA OC 

Digamos, en primer lugar, que los vectores producto que figu­
ran en la igualdad (2), son v~ctores co-axiales, por ser normales al 
plano de los vectores que entran en los produdos. (Podemos supo­

, ner los vectores producto, aplicados al punto 0). En segundo lugar, 
los vectores produdo, que aparecen en (2) tienen el mismo sentido. 
Basta en consecuencia, demostr~r una igualdad aritmetica, a sabe1', 
que el modulo de VI "'- OD es igual a Ia suma de los modulos de VI "'­
OB Y V1 "'- OC, 10 cual es bien facil pues se tiene la siguiente iguRl­
dad aritmetica entre segmentos, ' 

(3) OD = OB + OC 

Ia cuaI, al ser multiplicada por el modulo de VI , da, 

(4) 

10 cual demuestra la ley distributiva, (1), en este primer caso. 

Segundo caso.- Uno de los vectores es normal a los otros dos. 

Supongamos VI normal a V'.!, y a V3 • Elijamos como plano de re­
presentacion el que forman estos dos tiltimos vectores. (Fig. 3-4). 

Considerando los productos, 

OP = VI "'- VO! 

OQ = VI "'- Va 

OR = VI "'- (V2 + Va) 

se advierte facilmente que, OP, 
OQ, OR, estan contenidos en el 
plano de representacion, 0 sea el 
de V~ y Va. Si el vector Vb que se 
proyecta en 0, va dirigido hacia 
elFig 3-4 lector, los vectores producto 
tendran la orientacion indicada 
en la Figura 3-4. 

Debemos demostrar que la Figura OPRQ essemejarite a OACB, 
o sea que la primera es tambUin un paralelogramo. 

En efecto, los angulos homologos son iguales por perpendicula­
ridad respectiva; 

40 . , 

" ".' 

OP ..L OA; OQ ..L OB; , . OR:.l OC .' 

Por otra parte, los modulos tienen por valor, 

op= VI X OA; OQ = VI X OB; OR = VI X OC 

luego, 

OP OQ OR 

OA OB OC 

En consecuencia, la Figura OPRQ es un paralelogramo y se 
puede escribir, 

OR = OP + OQ 

o bien, 

VI "'- OC = VIA OA + VI A OB 

10 que deja demostrada la ley distributiva en este segundo caso. 

Pasamos finalmente a demostrar el 

Tercer caso, 0 caso general.- El vector VI no es perpendicular 
al plano de los otros dos vectores ni esta. contenido en el plano de 

. estos. 

Por el punto 0 de aplicacion de 
los vectores se traza el plano nor­
mal a VI' 'Designemos tal plano 
por (L). Proyectando ortogonal­
mente los vectores V2, Va. (V'!. + 
Va), sobre el plano (L), se ten­
dra un nuevo paralelogramo pa­
ra el cual se puede escribir, utili­
zando acentos para destinguir las 
proyecciones : 

OC' = ON + OB' 

o bien, 
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OP 1. OA; OQ J. OB; OR 1. 00 . 

Por otra parte, los m6dulos tienen por valor, 

op= Vl X OA; OQ = V l X OB; OR = Vl X 00 

luego, 

OP OQ OR 

OA OB 00 


En consecuencia, la Figura OPRQ es un paralelogramo y se 
pucde escribir, 

. OR = OP + OQ 

o bien, 

V1 A OC = V1 A OA + V1 A OB 

10 que deja demostrada la ley distributiva en este segundo caso. 

Pasamos finalmente a demostrar el 

Tercer caso, 0 caso general.- El vector Vl no es perpendicular 
al plano de los otros dos vectores ni esta contenido en el plano de 

. estos. 

Por el punto 0 de aplicaci6n de 
los vectores se traza el plano nor­
mal a VI' 'Designemos tal plano 
por (L). Proyectando ortogonal­
mente los veetores V2, V3, (V2 + 
V3), sobre el plano (L), se ten­
dra un nuevo paralelogramo pa­
ra el eual se puede escribir, utili­
zando acentos para degtinguir las 
proyeeciones: 

OC' = OA' + OB' 

o bien, 
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En virtud del segundo caso demostrado, se tiene, 

(5) 

Pero en virtud del lema demostrado en la pagina 38, se tiene, 

(6) 

(7) 


valores que, al ser substituidos en (5), dan, 


(8) 

con 10 cual queda demostrado el caso generaL 

Corolario I.- De la primera ley distributiva, (2.), se deduce 
la siguiente: 

(9) 

En efecto, si se cambia el orden de los facto res en (8) cambia 
el signo de los terminos, con 10 que puede escribirse, 

(10) 


VI A V2 - --V:!. A VI 


VI A V3 - -Va A VI 


Substituyendo las anteriores en (8) y multiplicando el resul­
tado por (-1) se obtiene la relaci6n (9). 

Corolario II.- De las dos leyes distributivas (8) y (9), antes 
demostradas, se deduce la siguiente, 

(13) 	 (VI + V'.!) A (Va + V4 ) ­

VI A Va + VI A V4 + V2 A Va + V2 A V4 

Corolario La ley distributiva vale para cualesquier nu­
mero de sumandos en los par€mtesis .. 

Dejamos al lector hacer la demostraci6n de los dos ultimos 
corolarios. 

3. 3 Componentes del prod'Ucto vectorial en 'Una terna carte­
siana directa. Con 10 anterior ha quedado demostrada la ley dis­
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tributiva general en la multiplicaci6n de vectores. ASl, segun el Co­
rolario III, para. el producto vectorial de sumas de vectores, se tie­
ne, 

. (1) (VI + V:!. + ... ) A (UI + U~ + ... ) = 
VI A UI + VI A U:!. + '" + V:!. A U1 + V:!. A U2 + 

Este resultado nos permitira obtener la expresi6n cartesiana 
del producto vectoriaL Sea, 

(2) 

(3) 	 V:!. = iX:!. + jY:!. + kZ:!. 


Se tiene, 


(4) 	 VI A V:!. = (iX1 + iYI + lcZd A (iX~ + jY!l 


= i(Y1Z:!. ZIY:J + HZIX2 X IZ2 ) + k(XIYZ 


habiE~ndose tenido en cuenta las relaciones de la pagina 38. 

EI resultado anterior puede escribirse como sigue, 

i k 

(5) 

X2 

determinante cuya primera linea es vectorial y exige al ser desarro­
llado, que el signo de suma se interprete como un signo de suma vec­
riaL 

EI resultado anterior se escribe tambien con la siguiente de­
signaci6n tradicionaL 

(6) VI A V:!. = iM + iN + kP 


donde se tiene, 


M = Y 1Z2 - ZIY:!. 

(7) 	 N = ZtX:!. - XtZ:.! 


P = XtY:!. - Y1X!! 
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tributiva general en la multiplicaci6n de vectores. As!, segun el Co~ 
rolario III, para. el producto' vectorial de sumas de vectores, se tie~ 
ne, . 

. (1.) (VI --:- V'.! + ... ) A (U1 U~ --:- ... ) = 

Este resultado nos permitira obtener la expresi6n cartesiana 
del produdo vectorial. Sea, 

(2) jYI + kZl 

(3) 	 V" = iX'.! + iY2 + kZ2 

Se tiene, 

(4) 	 VI A V'.! = (iXI + iY1 --:- kZ I ) A (iX2 --:- jY2 + kZz) 
= i(YIZ'.! - ZlY!) + j(ZIX 2 X IZ2 ) + k(XIY2 Y t X2 ) 

habiendose tenido en cuenta las relaciones de 	la pagina 38. 

EI resultado anterior puede escribirse como sigue, 

k 

(5) 

z'.! 

determinante cuya primera linea es vectorial y exige al ser desarro~ 
llado, que el signo de suma se interprete como un signo de suma vec­
rial. 

EI resultado anterior se escribe tambien con la siguiente de­
signaci6n tradicional. 

(6) 	 VI A V'.! = ilVI --:- iN + kP 

doude se tiene, 

(7) 

43 



; . 

I 
I 
I 

Y I
I I() 

,-,__ 

, I -\x. y, I 

',I 'I 
Xl Y. "- __ ' I 

x --- ..::~ 

44 

Estos nUmer08 miden areas de 
paralelogramos, (con signo) , a 
saber, las areas de los paralelo­
gramos proyecci6n del que" se 
construye con VI y V2• 

En la Figura 3-6 se ha indica­
do unicamente la proyecci6n 'que 
corresponde al plano de las (x, Y) 

EJERCICIOS 

1) Dados los vectoreB 

Vi = [3; -4; 5], V!? = [2; 1; -:-3] 

Va = [1; 0;. 8], V4 =[O;-3;4] 

formar los productos vectoriales: 

VI A V~, .... , Va AV4 


2) Demostrar las relaciones siguientes: 


m VI A V2 = m (VI A V~) 
mVl AnV~ = mn (V1 A·V:.!) 

donde m, n son numeros reales. 

3,) Justificar el resultado siguiente, 

o -Z:l Y:! 

0 -X:.! 

X:.! 0 

4) La ultima formula da para Zl = Z:! = 0: 

[Xl' YlJO] A [X:lJ Y2, 0] == [0, 0, XlY~ - YIX:!] 

Interpretar geometricamente este resultado. 

5) La expresion, 

A.(B A C) 

es uno de los productos mixtos. Demostrar que, se tiene, 

Xl Y1 Zl 

A.(B A C) ­ X:l Y~ Z~ 

X3 y;\ Za 
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EJERCICIOS 


1) Dados los vectorel-! 

VI =[3;-4; 5], V~ = [2; 1; -3] 

V:; = [ 1; 0;. 8 J, V~ = [0; -3; 4] 

formar los productos vectoriales: 

2) Demostrar las relaciones siguientes: 

m VI A V2 = m (V] A V~) 

mV l A nV~ = mn (V] A-V~) 

donde m, n son numeros reales. 

3.) Justificar el resultado siguiente, 

0 -Z:! Y:l 

Z:l 0 -X:l 

-Y:l X:.! 0 

4) La ultima formula da para Zl = Z:l = 0: 

Interpretar geometricamente este resultado. 

5) La ex presion, 

A.(B A C) 

es uno de los p1'oductos rnixtos. Demostrar que se tiene, 

Xl Y 1 Zl 

A.(BAC) ­ X:.: Y:l Z2 

X3 Y;j Z:l 
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El determinante cuyas lineas se forman con las componentes de 
los vectores A, B, Cen orden, expresa el volumen del paralelipipedo 
que tiene los vectores A, B, C pOll aristas (Estas pueden suponerse 
aplicadas al origen). 

6) La siguiente formula del doble producto vectorial es de em­
pIeo frecuente en Mecanica Analitica: 

A A (B A C) = (A.C)B - (A.B)C 

Efectuar la demostracion, para 10 cual se sugiere utilizar las 
notaciones siguientes: 

C = [Xa, Y3, Za] 
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CAPITULO 4 

EI Momento Vectorial - Reduccion de Vectores 

4. 1 Vector deslizante. Hasta ahora hemos considerado vec­
tores libres 0 sea, aquellos vectores que se pueden suponer localiza­
dos indiferentemente, en to do punto del espacio de tres dimensiones. 

Hay otros vectores Ilamados vectores deslizantes cuya linea de 
accion 0 soporte ocupa una posicion fija; tales vectores 'pueden ser, 
desplazados a 10 largo de su soporte pero no pueden ser separados 
del mismo. El prototipo de estos vectores es la fuerza. 

4.2 Vector de punto. Un punto, referido a una terna carte­
siana, queda determinado por las tres coordenadas, pero tambh~n 
es posible fijar el punto por medio del vector que une el origen de 
coordenadas con el punto dado. A tal vector se da el nombre de 
('oordenada vectorial, vector de punto, vector de posicion. Se tiene, 
(Figura 4-1). 

r = ix + jy + kz 

donde se designa por r la coordenada vectorial del punto cuyas 
coordenadas cartesianas son (x, y, z). 

4. 3 M01nento de un vect01' deslizante. Lo definiremos pri­
mero con respecto al origen de coordenadas. 

/ 

En Mecanica anaHtica es fundamental el concepto de Momen­
to de una fuerza (que, como ya hemos dicho, es vector deslizante), 
con relacion a puntos y a ejes. En general, definiremos'l el Momen­
to de un vector deslizante, V, con relaci6n al origen de coordenadas 
como el siguiente producto vectorial, 
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