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PRESENTACON

Este libro se ha escrito con el propdsito de entregar a los estudiantes de primer semestre de las carreras de
ingenieria de la Universidad Nacional de Colombia Sede Manizales, un texto que desarrolle, de acuerdo con los
objetivos, el programa de la asignatura Matematicas I.

Esta asignatura se dictard en el primer semestre del ano 2001 bajo la modalidad de “Curso Magistral” (grupos
de mas de 100 estudiantes) para lo cual se requerird tener a disposicién de los estudiantes los contenidos del
curso como material bibliogréafico de primera mano. Los profesores Bernardo Acevedo y Omar Evelio Ospina
habian escrito anos atras los libros “Numeros vectores y funciones” y “Limites y derivadas” en los cuales estan
expuestos la mayorfa de los temas del curso. Haciendo modificaciones a esos dos libros (cambios en la redaccién
y presentacién de algunos temas, adicién y supresién de temas, ademds de su presentacién) y procurando una
unidad légica en el desarrollo, los autores elaboraron este libro para que sirva también de material bibliogréfico
bésico de los “Cursos Magistrales”.

Los temas se tratan en forma intuitiva respetando el rigor pero sin caer en el formalismo. Los conceptos se
ilustran con graficas y se explican con gran variedad de ejemplos. Después de cada seccién se propone un buen
nimero de ejercicios para los estudiantes.

Los autores agradecen las opiniones y sugerencias que les han hecho conocer algunos de sus colegas con
respecto al curso y la forma como se debe hacer en el primer semestre; también agradecen las observaciones y

criticas que en adelante tengan a bien hacer los profesores de matematicas sobre este texto.

Los autores






Capitulo

NUMEROS Y EXPRESIONES
ALGEBRAICAS

INTRODUCCI ON

El objetivo fundamental de este primer curso de mat@@as para los estudiantes de las carreras
de ingenieia, es el estudio deladculo diferencial de funciones déimeros reales. El logro de este
objetivo exige élidos conocimientos de los fundamentosalgebra y teda de funciones deiimeros
reales, ra@n por la cual el primer caqulo de este escrito se dediaax hacer un juicioso repaso de los
fundamentos dedlgebra y imeros reales que los bachilleres trataron en sus cursos de secundaria

1.1. TIPOS DE NUMEROS

1.1.1. Nimeros Naturales(N)

Los numeros naturales son los que se emplean para contar3,4,.... De la construcén de
este conjunto se pueden apreciar que tiene un primer elemento, @lganos autores consideran al
cero como el primer@mero naturgt que cada elemento tiene un suceselrsucesor del 1 es el 2, el
sucesor del 30 es el 31.), lo que implica que tiene infinitos elementos, no existe iimero mayor
e induce un orden natural entre ello& as

N={1,2345,...} donde 1<2<3<4<5...

Aqui el Smbolo< se lee menor que.

Algunas Propiedades
Seanma, b, c nUmeros naturales.
1. Propiedad Clausurativa. a+b y ab sonrmimeros naturales.
2. Propiedad Conmutativa. a+b=b+a ab=ba

3. Propiedad Asociativa. (a+b)+c=a+(b+c) ; (abc=a(bc)
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4. Propiedad Modulativa. a-l1=1-a=a

5. Propiedad Distributiva. n(a+b) = na+nb.
Llamando na=a+a+...+a ; nb=b+b+...+b
—— ——

. nveces nveces
se tiene que: na+nb=n(a+b) yaque

na+nb=a+a+...+a+b+b+...+b=(a+b)+(a+b)+...+(a+b)=n(a+Db)

nveces nveces n veces

6. Llamando a"=a-a-a-...-a setiene que
——
nveces

i. a"-aMm=a"M pues
a"-a"=a-a-...-a-a-a-...-a=a-a-...-a-a-...-a=a™nm
—— ——

nveces m veces n+m veces

ii. (ab)"=a"b" yaque
(ab)"=ab-ab-...-ab=a-a-...-a-b-b-...-b=a"b"
nveces nveces nveces
i. (@M)M=a"m vyaque
(@mm=a"-a"-...-a"=a-a-a-...-g-a-a-a-...a-...-a-a-a-...-a=a-a-...-a=a™
N—_———
m veces nveces nveces nveces nm veces

m veces

EJERCICIOS

1. ¢Es el cociente de do@meros naturales urumero natural?
2. ¢Todo subconjunto déimeros naturales tiene un primer elemento(iiimo elemento?
3. ConsideraA = {1, 2, 3, 4, 5}, de todos los subconjuntos 8e

4. Searby d dos rumeros naturales, si existe uameroc natural tal queb = dc, entonces se
dice qued es un factor o divisor db, por ejemplo 10=1-2-5 luego 12 y 5 son divisores
de 10.

Hallar todos los divisores de 25,40, 75,90, 240.

5. Un rimero natural es primo, si ldsicos divisores son el mismaimero y la unidad, por
ejemplo 2, 3, 5, 7, 11, 13El nUmero 1 no se considera primo
i. Cuales son los primeros 2@meros primos?
ii. Escribir 35, 64, 100, 246 como producto d@meros primos.
ii. ¢Eslasuma, producto, cociente de daseros primos, uniomero primo?

Representacbn Grafica de los Nimeros Naturales.

A los nimeros naturales los representamos mediante puntos sobre una semiiednteia con el
nimero 1y a su derecha se van colocando los correspondientesrssais@adaimero separados
por la misma distancia como se observa en la figura.
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1.1.2. Numeros Enteros(Z)

Si con los imeros naturales se quieren representar la altura en metros sobrelaleatimar
(altitud), se necesita unimero para representar la situ@ticuando se e&ta nivel del mar, este
namero se llama cer@®) y en general va a representar ausencia de la cantidad qué semesitderan-
do.

Pero es necesario tangiintroducir imeros que representan la sitéaccuando se esbajo el nivel

del mar, en este caso cuando s@estmetros bajo el nivel del mar se dice que la altitud es de menos
n metros. De esto resulta que para cagimero naturah existe un imero menos (que se simboliza
por (—n)). Asi el nUmero 5 representara cinco metros sobre el nivel del m&h yepresentéa cinco
metros bajo el nivel del mar, de esta forma eimero—5 representa as altitud que el iimero—7,
luego el orden de estosimeros sex

1< —6<-5<-4<-3<-2<-1<0<1<«2<3<4...

y por consiguiente se pueden representaficgimente en una recta donde a la derecha del céno est
los naturales y a la izquierda lo&meros negativos definidos como se ilustra en la figura siguiente

Es claro que si unimero esi a la derecha de otro, §amas grande quél . Este conjunto nuérico
se llama el conjunto de lodimeros enteros y se utiliza para describir situaciorssas y practicas,
y se nota por

Z
Z={...,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,...}

NOTA:

Recuerde que en la suma y producto derros enteros es necesario tener en cuenta los signos de
los nimeros as
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Algunas Propiedades
Searg, b, c nlmeros enteros entonces
1. Propiedad Clausurativa.a+ b, a-b son rumeros enteros
2. Propiedad Conmutativa.a+b=b+a ; ab=ba
3. Propiedad Asociativa. (a+b)+c=a+(b+c) ; (abjc=a(bc)

4. Elementos Neutros.
El nlmero entero 0 satisface quea+0=0+a=a paratodeaenZ.
El nimero entero 1 satisface quea-1=1-a=a paratodeaenZ.

5. Existencia de Opuestos. Parat@denZ existe—ac Z, talque a+(—a)=(—-a)+a=0

6. Propiedad cancelativa., Sia+c=b+c entonces a=b
Si ab=ac entonces b=c si a#0

7. Propiedad distributiva. a(b+c) =ab+ac

EJERCICIOS
1. ¢ Eslaresta, divieh de enteros un entero?
2. Todo subconjunto delimeros enteros tiene un primer elemento?

3. Un rimero entero se dice par, si es de la forrkgara algin enterok y es impar si es de la
forma X+ 1 para algn enterd.
Demuestre que:
i. Lasumay producto de 2 enteros pares es par.
ii. La suma de 2 enteros impares es par.
iii. a?esparsiyélod aes parya?esimparsiyélod aesimpar.
iv. siaes niltiplo de 3 entoncea? es nultiplo de 3.

4. Revise los conocimientos de divisibilidadarimo conun divisor, mnimo corun miltiplo, y
primos relativos.
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1.1.3. Nimeros Racionale§Q)

En las actividades del hombre, una necesidad adate contar objetos, es medirlos; por ejemplo,
establecer que tarfla (medidg tiene una cuerda o determinar que cantidaedidg de agua tiene
una cubeta, etc. Es evidente que para dar smhugicualquiera de estos problemas es necesario partir
de un patbn, por ejemplo un metro para la longitud de la cuerda o un litro para la cantdagua
en la cubeta. Una vez determinado este@raiie establecarcuantos de estos patrones caben en el
objeto a medir y es claro que generalmentelgharo de veces que este aticabe en dicho objeto
no sea siempre exacto, sobéaen algunos casos una parte que no alcanza a medir un metro o un litro,
sino una fracdn deél; es decir, se hace necesario recurrifienaros no enteros que representen una
parte de un entero, esto8meros junto con los enteros se llamamreros racionaleQ)).

Los nimeros racionales se representan en la fopfitg con p y q enteros yg # 0, donde sipy q
son positivosq indica el mimero de partes en que se patt unidad(paton) y p el nimero de estos
pedazos que se @sttomando.
Por ejemplo el aimero 12 indica que el paém o unidad se dividi en dos partesdenominador
y de ella se tord una(numeradoy; el nimero 73 indica que la unidad se diviglien tres pedazos
(denominadory se tomaron siete pedazos con ese famtaumeradoy.
Asi:

Q={p/alp, q€Z, q#0}

Con el objeto de caracterizar de otra forma loseros Racionales, se anal@at cociente que resulta
de efectuar la divigin entre el numerador y el denominador observando los siguientes egemplo

602 1

i. 125 = 4,81600... ii. 3= 0,333...
338 : 451
iii. 99 =3,41414141.. V. 1= 37,58333...

V. % = 0,142857142857142857.

Se puede apreciar, que a partir del@lgliimero despés de la coma (parte decimal), se empieza a
repetir indefinidamente un bloque demeros: El cero en el primer ejemplo; el 3 en el segundo; el 41
en el tercero, el 3 en el cuarto y el 142857 en el quinto. Lo antergad®i siempre que se realice la
division entre el numerador y el denominador de Umaro racional. A estos bloques demeros que
se repiten se llama la parte pgidica del imero racional y se dice que uamero racional siempre
tiene una representéci decimal pefdica.

Redprocamente, siempre que se tenga una represéntaecimal pefdica,esta representa ulimero
racional, es decir, se puede expresar de la fopfigp conp,q € Z y q # 0. En una representaxi
de-cimal, despés de la parte entera puede figurar una coma o un punto con el mismo significa

El proceso para conseguir esta represedtaes un poco artificioso y se ilustéacon el siguiente
ejemplo:

Seaa = 32.273535.. una representamn decimal peddica dada.

Primero se cuentan losgitos que aparecen en la parte decimal hasta donde termina la primera parte
peribdica, en este caso cuatro, y se tomaieharo 10a=3227353535..., luego se toma elirmero

a multiplicado por 10 elevado a la potencia que indiquelmharo de thitos que hay en la parte deci-
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mal antes de empezar el bloque péico, en este caso 2. Patimo se hace la diferencia entre estos
dos resultados &s

10% a = 3227353535...
10°a = 32273535...
10°a—10°a = 319508

Luegoa (10* — 10?) = 319508, asque

319508 319508
T 107 —102 9900

que es un imero de la formg/q, con p,qeZ, q#0

El lector ya se encuentra familiarizado con las operaciones dintrenos racionales y recordague
la suma, la diferenciay el producto de ddsneros racionales es uimero racional y que el cociente
de dos fimeros racionales es uamero racional siempre y cuando éimero racional por el que se
divide no sea cero.

Por lo tanto six y 3 son dos imeros racionales distintos, can< 3, el nimero(a + 8)/2 es tam-
bién otro rumero racional y adeés se encuentra entre ellos, es deci: (o + 3)/2 < 3, pues en
efecto: comax < 3, si se sumar a los dos lados de la desigualdad se tienequea < 8 + a, es
decir, 2 < B+ a,yad a < (a+ B)/2; en forma afloga si se sumA se tiene quexr + B < 2f3,
a+p

luego(a + B)/2 < B; por lo tantoa <

dados, siempre hahbrotro nimero racional

Ademas aplicando este resultado sucesivamente entégredio racional hallado y uno de lo8meros
racionales dados, se puede concluir gunie dos fimeros racionales, no importa que tan cercaaxdt

uno del otro, hay infinitos tmeros racionalessto lleva a afirmar que lo<imeros racionales se en-
cuentran suficientemente “amontonados”. Cabe entonces la pregunsadgllies rimeros racionales
completamente la recta?

Recuerde como se suman y se multiplicameros racionales, tenga en cuenta las situaciones siguien-
tes com, b, ¢, d enteros

< B. Esto demuestra quentre dos ameros racionales

1.%+%:a—:;c ;ab,c, enterosb#0
2.Z+;=adt;bc © b,d£0
3.z+c:2+§:azbc ; b#0
S.E-C:a—bc
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a C a

" b 17 e
a C

8- CTB—E

Algunas Propiedades

1. Propiedad Clausurativa

a c , .
—+ - esunimero racional
b d
2. Propiedad Conmutativa
a,c_c.a ac _ca
b ' d d b’ bd db
3. Propiedad Asociativa
Gra) (=57
b d n/ d n

b
o -GG
4. Elemento Neutro.

. . . a
El nimero racional 0 satisface que +GB =
b

El nimero racional 1 satisface que -

5. Propiedad invertiva
para cada imero racionah/b se tiene que

a a a a ab ba
(5)+(5)=(p)+(6)=0 i pa—ap?

6. Propiedad distributiva

ae,m_ac am

b\d n bd bn

EJERCICIOS
1. Expresar en forma decimal padica los siguientesinmeros racionales.
i. 2/3 . 5/4 ii. 8/3 iv. 209/700 v. 1/23

2. Expresar en la formp/q las siguientes expresiones decimalesquiicas.
i. 2,345345.. ii. 13,023491491.. iii. 0.285714285714.

3. Sipygsonrumeros enteroscop> q, q# 0,

¢@mo hallara nfimeros enteross tales quep = sq+r 6 p/q = s+ r/q. llustrarlo con
un ejemplo.

4. ¢ Q@ significa que untmero racional de la formp/q sea irreducible? Ilustrar con ejemplos.
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5. Escribir en IaformairreducibleIosﬂmeros@ 315 @

330 985 235

6. Mostrar que el entero 2 se puede escribir en la fapdaenterosd # 0, de infinitas formas.

7. Halle un rumero racional entre cada una de las parejas siguientes:
3 7 . 9 11 .. 3 4

— = il =, = i, =, =

5 4 10’ 10 55

8. Dado un amero racionakr, ¢Puede encontrar urimero racional que sea inmediatamente
anterior dear? Que sea el siguiente de?

1.1.4. Nimeros Irracionales(Q*)

No siempre que se hace una medida, el resultado de ello esr@ro racional, por ejemplo, si
se trata de medir la hipotenusa de uangulo recangulo cuyos dos catetos miden uno, de acuerdo
al Teorema de Pigoras,esta medida sary/2 y como se demostrara continuadn, v2 no es un
nimero racional.

La demostradin de este hecho se hizo originalmente por medio ébdo de demostrami cono-
cido comodemostradin por el absurdpel cual consiste en asumir que lo que se va a demostrar no es
cierto, en este caso qué2 es racional, y llegar a una situaniabsurda como concldsi.

Asi al suponer que/2 es racional entonceg2 = p/q, que siempre se puede tomar en su forma
irreducible(p/q es irreducible, sp y g no tienen divisores comungsi se elevan al cuadrado ambos
terminos de la igualdag/2 = p/q, se tiene que, 2= p?/g?y de esto se tiene que2= p?, lo que
implica quep? es par(por q&?, de donde se deduce gpees par(por qLe?), es decirp = 2k para
algink natural. A$ quep? = (2k)? = 4k2 = 292, (puesp? = 292) luego X2 = g2, lo que indica
queq? es par, por tantq es par. Es decir tanjocomoq son rimeros pares, lo que implica que tienen
al 2 como divisor coran, conclusbn absurda, pues se supuso al comienzojieeera irreducible.
Por tantoy/2 no puede ser racional.

Pero no es solamenig2, sino tamkén es posible demostrar que existen otroseros que no son
racionales, por ejemplo v/3, v/5, v2+ /3, 3v/2, m, /2, entre otros.

A estos imeros que no son racionales, se les llaxieneros Irracionalesal conjunto de estos
nimeros se les notara c@l* y se caracterizan porque su represefdmaaecimal no es pdrdica,
por ejemplo:

V2 = 1,414213562.. 1 = 3,141592654..
6,25225222522225. 3,010203040506070809010011012

nimeros que por &s que se presenten con muchas cifras decimadss nunca se repétir en
forma perodica.
De igual forma que losmeros racionales, lodimeros irracionales se encuentran tanlamon-
tonados en el sentido de que entre dasnmeros irracionales cualesquiera existen infinitosiaros
irracionales. Tami@n es posible demostrar que entre dosiaros irracionales hay infinitosimeros
racionales y entre dosimeros racionales existen infinito8meros irracionales.
Estodltimo responde la pregunta que sedd&ljterminar el tratamiento de lo&meros racionales en el
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sentido de que losimeros racionales no llenan completamente la recta, puestosros irracionales
también ocupan espacios en esta recta. Lo qjge puede afirmar ahora es que lasyeros racionales
(Q) e irracionaleQ*) la llenan completamente. El conjunto formado por la réanrde estos dos
conjuntosQ y Q* se llama el conjunto de ldsimeros RealesR) y la recta que llenan se conoce
comorecta real o sea que a cada punto de la recta real correspondamero real, y reiprocamente
cada rimero real ocupa un puesto en dicha recta.

Asi: R=QuQ*

Q" =R-Q

Q* ={a € R|a no tiene representdm decimal peddica}.
EJERCICIOS

1. Dé ejemplos deimeros irracionales.

N

¢Es la suma, resta, multiplicaniy division de rumeros irracionales urimero irracional?

3. Dado un amero irracionatr, ¢ Puede existir unimmero irracional que sea el siguienteai®

N

. ¢ Qe clase de iimero es la suma de uimero racional con uno irracional?

1.1.5. Nimeros RealegR)

Ya definido este conjunto nugricoR = QUQ *, es importante resaltar la necesidad de manipularlo
correctamente, no solo adquiriendo habilidad en su operatividad, $initeaislo las propiedades que
lo caracterizan con todo los detalles que se desprenden de ellas, fgedieteros constituyen la
base de la llamada “mateéxtica continua” a la cual se dediéda mayor parte de esta asignatura 'y de
las den&s de mategticas que posteriormente cui@aen su carrera.
Es por todos conocido desde los estudiasitos de Mateaticas la manera como esto8meros
pueden relacionarse entfiensediante las operacioneédicas, suma, resta, multiplicaniy division,
y las operaciones de potenciaeiy radicaddn, pero resulta necesario destacar algunos detalles de
ellas que permitan un mejor conocimiento de la estructura de €stesras.

1.2. PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES BASICAS

1.2.1. Propiedad Clausurativa

La sumay el producto deimeros Reales siempre da como resultadomearo real.
Es claro que la resta y el cocier(galvo una situadn particulay de rimeros reales tamé da un
nimero real, pero estas dos operaciones como s@ ppdeciar ras adelante en las propiedadezsi
y 1.2.6 se consideran como casos particulares de la suma y el productdikespente, raan por la
cual no se ha menobn de ellas por separado.
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1.2.2. Propiedad Conmutativa

El orden en que se suman o multiplican dasneros reales no afecta el resultado. Es de@r bi
son rumeros reales:
a+b=b+a y ab=ba

1.2.3. Propiedad Asociativa

Dados tres o s rumeros reales, para sumarlos o multiplicarlos, se pueden asociar e gaeipo
dos como se desee y el resultado no cambia, es dexip,si son rtumeros reales.

(a+b)+c=a+(b+c) y a-(b-c)j=(a-b)-c

donde con el p&ntesis se indica que primero se realizan las operaciongdaaiteadas y en su lugar
se coloca el resultado.

1.2.4. Propiedad Modulativa

Esta propiedad para el caso de la suma expresa simplemente el conatidgbe si a unimero
se le suma el cero estémero no v, es decir no se le ésadicionando nada nuevo. Lo que indica
gue el cero es unimimero real especial llamadddulo o elemento neutrpara la suma que satisface,
gue para todoimero reak
at+0=a y O+a=a

Para el caso de la multiplicai recierdese que al multiplicar unimero realb por un rumero
naturaln su resultadab representa la suma de Yeces el nUmerob. Por tanto si se multiplica un
nimero reab por 1 su resultado es considerar la suma deherob una sola vez, lo que nos da el
mismob. Esto indica que el uno es uiimero real especial que no afecta a cualquienero que se
multiplique porél. El “1” es llamadambdulo o elemento neutro para el produgcyosatisface que para
todo rimero reab:

b-1=b y 1-b=b

1.2.5. Propiedad Invertiva para la suma

Del concepto de resta déimeros reales resulta claro qae- a = 0. Esto se puede representar
como la suma de dosimeros reales, elimeroay el nimero(—a), y se puede expresar diciendo
que dado uniimero reah siempre existié otro rumero real notad¢—a) tal que:

at+(-a)=0 vy (-a+a=0

A ese rumero(—a) se le llamael inverso aditivo de &sta propiedad permite que en general la resta
de rimeros reales se pueda considerar como una suma, ya que si se-tidnesto es equivalente a
a+ (—b), siendo(—b) el inverso aditivo déb.

Ob<rvese que el inverso aditivo de 5€5§ , y que el inverso aditivo de3 es— (—3) = 3, 0 sea que

el inverso aditivo de unimero positivo es negativo, y el de un negativo es positivo. Por tabtessi
un nimero real(no se sabe si positivo, negativo o cgreb no necesariamente es negativo, pues lo
sel cuandd es positivo, pere-b se@ positivo sib es negativo, y sé@rcero §b = 0.
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1.2.6. Propiedad Invertiva para el producto

Antes de enunciar la propiedad invertiva para el producto es necesdarar algunos aspectos
sobre divisbn de imeros reales.
Del concepto de producto déimeros naturales se desprende que &$ un rimero naturalO- n)
tendiia que ser igual a cero, ya que esta ex@resepresenté sumam veces el imero cero, lo que
daria cero.
Generalizando almeros reales se tiene quéss un imero real cualquiera.

b-0=0 y 0.-b=0

Por otro lado la definiéin de cociente o diviéh de dos iimeros reales expresa que,

a/b = c equivale a decir qua = cb con la salvedad de que+# 0, pues en el caso en gbe=0 y
a#0, a/0=c < a= 0-cloque resulta absurdo de acuerdo a lo que se acaba de plantear
Ahora sib= 0y a= 0 entonces @0 = c equivale a decir que & 0-c lo cual es correcto, pero ese
ltimo resultado se puede obtener para cualquier valor realague implicara que 00 es igual a
cualquier imero real, que no es precisamente lo que se espera cuando se defiperatn entre
dos rumeros, pues es imperativo que el resultaddisgeo.

En resumen la diviéin de cualquier iimero real entre cero no existe; pero “0” si puede ser dividido
por cualquier imero real diferente de “0” y su resultado es cero, ya que@gr@

0/c = 0 equivalea G=0-c, por consiguient&/0 no existe para cualquierreal y 0/c =0
para todac # 0.

De este concepto de divisi resulta obvio que sies un fimero reat +# 0 entonceg/c = 1, pues
esto es equivalente a decir que: 1-c que se tiene por ser “1” el dadulo para el producto.
La propiedad invertiva para el producto afirma que para taohoano reak # 0 existe otro amero

real notada ! que satisface:

1 1

aa =1y a—a=1

este fimeroa—*! se llamainverso multiplicativo de a.

Usualmente la expresn a-b~! = ¢ se representa poa/b = ¢ puesa/b = ¢ equivale aa = cb
es decira (1/b) = c¢ equivale aa= cb.

Y por otro ladoa.b™! = ¢ equivale aa-b~'b = cb lo que equivaleal = cb que es equivalente a
a=cb

Esto indica que elimerob™! es el mismo Aimero Vb y que la divisbn de dos Aimeros reales
a/b con b+ 0 se puede considerar como la multipliéactea por b~ o seaa/b=a(1/b) = ab?!
sib#0
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1.2.7. Propiedad Distributiva

De acuerdo al concepto de producto de Umero natural por unimero real, sa,b son reales n
es natural entonces

na=a+a+...+a nveces
nb=b+b+...+b nveces
na+nb=(a+a+...+a)+ (b+b+...+b)

nveces n\7(erces
=(a+b)+(a+b)+(a+b) +...4(a+b) (nveces)
=n(a+b)

Es decir
n(a+b) =na+nb

Al generalizar esta propiedad si se considera en lugaicdalquier timero real se tiene la llamada
propiedad distributiva del producto respecto a la suma, de gran utilidatbeasos de factorizam
gue se tratam mas adelante.

Sia,b,c son mimeros reales entonces.

c(a+b)=ca+cb

1.2.8. Otras Propiedades

Las propiedades.2.1 a 12.7 son consideradas las propiedades fundamentales deihosros
reales relacionadas con las operaciones elementales, (estas prepiseladnocen con el nombre de
“axio-mas de cuerpo de losimeros reales”) debido a que cualquier otra propiedad de los reales que
tenga que ver con relaciones entre ellos aésale estas operaciones, es necesariamente deducible de
las propiedades iniciales.

A manera de ejemplo se ilustéar algunos resultados cuya frecuente apl@racimerita resaltarlos:

Propiedad Cancelativa

Paralasuma Sia-+ b= c+ bentoncea=c

En efecto si a los dos lados de la igualdagt b = ¢ + b se suma el iimero real(—b) (inverso
aditivo deb) se tiene que.

(a+b)+ (—b) =(c+b)+(—b)
a+ (b+(=b)) =c+(b+(-b))
a+0=c+0
a=~C

Para el producto Si ab = cb y b0 entoncesa=c
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En este caso los dos lados de la igualdad se multiplicabpofel inverso multiplicativo dév) y
ag:
(ab) (b™) =(cb) (b™*)
a(bb™) =c(bb™)
al=cl
a=c

Propiedad Involutiva

Del concepto de inversos aditivos y multiplicativos resulta obvio que:
—(-a)=a vy (afl)_l —a si a#0

Inverso de productos

Las conocidas como “reglas de los signos” que establecen que etpadudos iimeros negativos
es positivo y que el producto de un negativo por un positivo es negsiv deducibles tami de
estas propiedades iniciales.

i. (—a) (b) = —(a-b)
tomando(—a) (b) + (a-b) = (—a+a)-b=0-b=0
entonceg—a) (b) + a-b = 0 de donde sumande (ab) a ambos lados se tiene:

i. (—a)(—b)=a-b
En forma a@aloga, como

(—a)(—b)+(—(a-b)) = (—a)(—b) + (—a)(b) pues —(ab)=(-2a)(b)
=—a(—b+Db)
=-a0
=0

entonceg—a) (—b) + (— (a-b)) = 0 de donde sumandab a ambos lados se tiene:

(—a)(=b)+—(ab)+(a-b)=a-b
(—a)(—b)+0=a-b
(~a)(~b)=a-b

De lo anterior se deduce gaé > 0 para toda (por qLe?)
Para el caso del producto se tiene:
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ii. (a-b)t=alb?
En efecto
(a'b)(a-b)= (b tat)(a b)
=b(ala)b
=b11b
=b b
=1

entoncega b1 (a-b) = 1 de donde multiplicando pgab) * a ambos lados se tiene:

(a b ) (a-b)(a-b)t=(a-b)~!
(@b ™) [(a-b)(a-b) = (a-b)™
(@) (1) =(a-b)
albl=(a-b?

No existencia de divisores de cero
Si a-b=0 entoncesa=0 6 b=0

Esta propiedad establece que siempre que aparezca el productoamamsimeros reales igual
a cero necesariamente alguno de ellos debe ser igual a cero.
En otras palabras el producto d@sniimeros diferentes de cero nunca puede dar cero.

En efecto
Sea a-b=0 ysupongaque b+#0,

Entonces existb™?, por tanto

(a-b) (b™) =0b"
a(b-bl) =0
al =0 portanto a=20

Lo que concluye que &i# 0 entonces= 0 y ardlogamente si se supone qug 0 se concluia que
b=0.
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Inversos de sumas

El inverso aditivo de una suma déimeros reales es la suma de sus correspondientes inversos
aditivos, es decir: S, b son rumeros reales

—(a+b)=(-a)+ (-b) =—a—-b
pues (—a)+(—b)+(a+b) =(—a+a)+(—b+b)
=0+0=0
entonces (—a) + (—b)+ (a+b) =0 luego

(—a)+ (—=b)+(a+hb) — (a+b) =—(a+b)
(—a)+ (—=b)+[(a+b) — a+b)] —(a+b)
(—a)+ (=b) + — (a+b)

(—a)+ (- ) — (a+b)

Vale la pena tener en cuenta que esta propiedad no se satisface paduetq en el sentido de
que no es cierto qu@+ b) ' = a1 + b1 es decir:
(@a+b)y P £alyb?
pues porejemplogsi=1yb=2
(@a+b) ™t =@+27t=@3) 1= 1/3 peroporotro lado

tipt=1ty2t=-14+1/2=3/2

que son diferentes.

EJERCICIOS
1. Hallar el valor dex tal que;
a) 2Xx=6
b) 2x+ 7 = 8x— 10
C) 5x+ %x = 30— 2x

d) x—1+2x—3_ 6Xx + 2
2 4 3

5 f 7x — V5 = V/3x

N 41 S (x+5 =6

9(x—2) 7(x—1)
9 =% 3

2. llustrar con ejemplos todas las propiedades de las operacionameeas reales.

=6x+1

3. Cual es el inverso multiplicativo y el inverso aditivo de cada uno de los sitpgefimeros.

2, 3/4, 1/v2, 0, —V7, 23, V2+/5
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4. Es verdadera alguna de las siguientes propiedades:
a+(b+c)=(a+b) + (a+c
(@a+b)-c=(ax+c)+ (b+c)
5. Efectuar la operaén indicada
a —2(3(4-2)+6)+5(—2(—3+8)+9)
b) —6(3(7+6)—4(3—8)) —4((7—5)2—16)
c) 25— 12— 3+ 16— 10 (depende del orden que se efiect?)
d) 120+-4+-6-+5 (depende del orden en que se gfeaf?)
e) 26— (3) (5 + 7 + (4) (6) (depende del orden en que se dfiect?)

a
.= = igual a:
6 b esigual a

Explique la respuesta.

7. Justificar la igualdad:
. (bc ac
" (a) =b(5)

L ab_1(ab
"cd d\c

i 2 =142
" a+b b
. a+b a b
iV, — — = —— 4 —
—c c -a
—ab a
V- =g
. —ab (—a ( b)
Vi, — = [ — =
c c c
—ab_a (b
c c c
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8. Simplificar

a —(a—(—a+(a—b)—(-b+a —-3(—-a—Dh)))
b) (—Xx+y) —{4X+2y+[-X—y—(X+Yy)]}

) X2 — {=Txy+ [-y?+ (—x®+3xy—2y?)| }

d) —X+{=(X+Y) =[x+ (=2 = (=x+Yy)] - V}]
§ ~[~a+{-a+(a-b)~(a~b+c)~[~(~a)+bl}]

1.3. PROPIEDADES DE LOS EXPONENTES Y RADICALES

1.3.1. Caso patrticular: base real y exponente natural

Si aeR y neN sedefinea” como:

n

a'=a-a...a (nveces)

ad (-2)° = (-2) (-2) (-2) = -8
(3/7)° = (3/7) (3/7) (3/7) (3/7) (3/7) = 243/16807

Propiedades
a) ahgM = g+m

pues a’a™ =a...aa...a= a...a =a"m
~——— —— ——
nvecesmveces (n+m)veces

a§ 3%315-38 (/7' = 7® (VDD = WD
b) (a-b)" = a"b"

pues (ab)" = (ab) (ab)...(ab)
nveces
=a-a...ab-b...b = a"b"
—— —

nveces nveces

ad [(3) (7/5)]* = @ (7/5)"  [(-2/3) (m/11)]* = (-2/3)* (m/11)*
0 (a/c)" = a"/c" si c#£0
se obtiene del) parab=1/c

Asi (7/3)" =7/31
(-2/5) =(-1)"2"/5" = (-2)"/5" = 2'/(~5)'
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d) (an) m _ anm

pues (@MM=a"-a"...a"
~————

mveces

=(a-a...a)(aa...a)...(a-a...a)

—_——— —— ——
nveces nveces nveces
mveces

=a-a...a
——
n-mveces

— anm

o (07T 00" (Foied) - Coe)

1.3.2. Caso General

Si se pretende trabajar ca® siendoa y b nimeros reales, no se puede decir simplemente que
a® = a...a (b veces), pues si estees por ejemplo eliimero 34 6 /2 6 0.375291, no tiene el mis-
mo sentido decir qua se repite eseiimerob de veces, que cuando dses un fimero natural.

La definicbn deaP® paraay b reales se harmas adelante, pues para concretarla se requiere de
conocimientos no adquiridos todav Sin embargo en el trabajo que se pretende hacealgeira,
aparecdan con cierta frecuencia expresiones de este tipo. Para manipularlekesasimir que las
propiedades planteadas para el caso particutarmero real yn nUmero natural, se satisfacen para el
caso general, aso se asimile @n el significado total de estas expresiones. Aceptando este hecho es
posible dar interpreta@h para otros casos particulares:

a)a"=1a" si n esnatural
pues a " =a VM = (al)" = (1/a)" = (1/a) (1/a)... (1/a) = 1/a"

a§ 3 7= 1/37; (_ 2/\/§>—3 _ 1/(_2/\/§S\§eces

b) Asumiendo esta interpretéei paraa " se puede generalizar la propiedagidel caso particular
dado anteriormente &s

(an/am) — anfm
sin,mson rumeros naturales cualquier real a# 0
pues (a"/a™) = a"-1/aMm =a"a™m = a" M
a§ 27/ = 215 = 2% (-27/(-2° = (-2 ° = (-2

c) =1 paratodo a#0
pues 1= a"/a" = a" " = &
ad =1 (-8°=1 (m’=1
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d)

al/n — \r/é

para a> 0 sines par y para toda € R sinimpar.

Para comprender esta propiedad es necesario resaltar algundessglacionados con el con-
cepto de rez n—ésima de un iimero real.

Se ha definido y = {/x siysolosi y" = x

ad 4=v64 pues 4 =64
—2=v/=32 pues (-2)° = —32

Observe que por ejemplo, comé 2 4y (— 2)2 = 4 entonces 2 y — 2 sonices cuadradas de
4,

Si se quiere hacer referencia a las ddsgs se nota- /4; si es solamente a laire2 se escribe
V4 6 +V4ysiesalara—2 se nota— /4

De esta definiéin se puede apreciar queasés un fimero negativo, por ejempb= —9 en-
tonces siV—9 = b se tiene qué? = —9, lo cual es un absurdo pues todamero elevado al
cuadrado debe ser mayor o igual a cero. (ver propiedad déioenos reales). Lo mismo sucede
por ejemplo si se trata de hallar ldza@uarta de-13,v/—13 = ¢ equivale a ¢* = —13, lo
que es absurdo pue$> 0 para toda.

De este hecho se concluye que alctllo de r&cesn — ésimas com un mimero par deba re-
stringirse al caso en que la cantidad subradical sea positiva es decir:

Sin es pary/atiene sentido si y@o sia> 0

Ob<rvese que pamaimpar no se presenta este inconveniente, por tgfsttiene sentido para
todoasinimpar.

Volviendo a la propiedad’" = /a, por lo dicho anteriormente, esta interpretacilo ten-
dra sentido para valores de> 0 en el caso que sea par y lo tendrpara tod@ € R sinimpar.
Esta interpretadin surge de la definion dey/a, pues

a=al=av"= (a/")"

peroa= a" equivale a decitya= a
luego paraxr = al/"

a= (a/"" equivale a decif/a = a'/"

ad por ejemplo
(-3)Y7" = y=3  (—32Y* notiene sentido.

(25274 = /2527
a"n = vam = (va)"

paraa > 0, sin es par y para toda € R sin es impar, en efecto
am/n — gi/mm _ (al/n)m _ (\rya)m o

am/n — gi/m.m _ (am)l/n = am
ad por ejemplo
86/7 — /86 = (3/@)6 (=3)"/?  no tiene sentido

(2530%3 = /(2530 = (?Fsof
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f) Con lainterpreta@n de los exponentes racionales como radicales dadah gr(e), y aplican-
do adecuadamente las propiedades de los exponentes, resultan @axsigsdntes propiedades
para todan: cona>0yb>0.

vah = a
Vab = Vavh
/ Va = Va

ad por ejemplo
VB =2 Y915 =9Y15 ¥ = V9
EJERCICIOS
1. va+b = a+ vb? Justificarlo con ejemplos.
2. Simplificar

75 a-11.p—16. o222
15 a—12p-15¢c-204

ji. 1/81x8y4
as.-vabvabb?

a2 b4 a—1/2p3/2
iv. v625
V. 1/x70y20730
(2°) (3%) (4%) (27°) (257)

(8%) (9%) (5%)

Vi.

3. Efectie las operaciones dadas
i (4x5/7 — 2x¥2) x3/2
i (x 5/2+y3/2)( x~5/2 _ y3/2)
i (X2y+x72y73) (2x2y% + xy?)
v = 2° (2" ( 3°(3)°
(8) (9) (27)
v (ﬁ+\@+ v5) (vV2-v3)
Vi. 21/700— 15,/1/45+ 4 \/5/16 — 56 \/1/7
vii. 7 v/450— 4+/320+ 31/80 — 5/800
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(at+b™)(a+b)™t

6

vii. a®p

atva—2

% <3j3>3<a+b> <a+b>

37108+ 1\3/6254— \3/1715 4932 = \ﬁs
. a+b a—b 1
Xi. (a—Db) a—b_(a+b)”a7+b+(2a_2b) b
xii. \/ad\/aya
2—1
xiii, (" Ve Val)'
(x2/3+ 21/3) (x\%i— Yox2 1 \3/21)

x

Xi

<

1.4. EXPRESIONES ALGEBRAICAS

El algebra se puede mirar como la generali@acie la aritnética en la medida que permite formular
propiedades de lodimeros observados en casos particulares, para todos los elementaodginto
numérico. Por ejemplo, la suma y la multiplicaai de imeros enteros permiten establecer que:

44-2=2+4 7+3=3+4+7 6:-5=5-6

Algebraicamente esta propiedad se generaliza as

Simy nson rumeros enteros, entonces se satisface que:
m+n=n+m  mn=n-m

La generalizadin anterior se establece haciendo uso de umobdos llamados variables que rep-
resentan elementos arbitrarios de un conjuntoérigu sin especificar nirign "imero en particular;

y otros $mbolos llamados constantes que representan elementosfiesisea fijos de ese conjunto
nunérico, y haciendo uso tan#h de las operaciones definidas en el conjunto.

Generalmente se utilizan las primeras letras del alfabdia, etc, para simbolizar constantes y sus
Ultimas letrag, u, v, X, y, para simbolizar variables. Tan@n se acostumbra a representar tanto con-
stantes como variables con letras sub-indizadas o super-indizadasalfati®to griego especificando
de antemano cuales son constantes y cuales variables, por ejgmplp; y*, 23, a, 3, d.

Si se establece una colegnide variables y constantes, y se aplican operaciones (suma, resta, mul-
tiplicacion, division, etc) a los elementos de esa coléngise obtiene unexpresbn algebraica Por
ejemplo para la colectn de variables y constantes:

{X) y) Z, W, 27 47 57 T, a7 b}
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éstas son algunas expresiones algebraicas:

x2—y2+ﬂv 5w+ z (\/)W+W2>a
a-z \/ ax+ by bz am
Se supone que en las expresiones algebraicas las variables repredementos de conjuntos que
hacen que la exprdési algebraica eétbien definida, es decir, no se presentan denominadores nu-
los, radicales corindice par y subradical negativo o logaritmos demeros negativos. Asn la
primera expre$in algebraica dada arriba, se supang 0, z# 0, en la segunda exprési se supone
(5w + 2)/(ax+ by) > 0, lo mismo queax+by+# 0, y en la tercera expreési se suponéz+# 0,

yx> 0,y tanto la base como el exponente no siamgamente iguales a cero. En este repasigie
bra se requiere particularmente recordar la simplifaracie expresiones algebraicas.

Si las variables y las constantes en las expresiones algebraicaene@nesimeros reales y las
operaciones eah bien definidas, entonces las expresiones algebraicastangpiresentanimeros
reales y por consiguiente para la simplifiéatse pueden utilizar las propiedades de las operaciones
fundamentales de lodimeros reales, las propiedades de los exponentes, radicales yrfea;gidos
llamadosproductos notables, procesos de factoribacy de racionalizadin.

1.4.1. Productos Notables

1. Para realizar la multiplicah X+Y) (x—Y) se aplica la propiedad distributiva de la multipli-
cacbn de rumeros reales sobre la suma de la siguiente forma:

(X+Y)(X=Y) =(X+y)X— (X+Y)y
Xy xy - =y

es decir:
(z+y)(z—y)=2?—y?
resultado que se sintetiza peuma por diferencia es igual a diferencia de cuadrados

Ejemplos:

i (y2—3y) (y2+3y) = y*—9y?

i (ax+l_ 2bx71) (ax+1+2bxfl) — (ax+l)2 _ (be,l)Z — a2x+2_4b2x72
ii. (V5 - 92) (V54 92) = (95) - (v2)° = ¥25- va

iv. (a2+3—2a) (a2+3+2a) = (a2+3)° — (2a)

V. (x5—y5) (X5_|_y5) (X10+y10) — (X10_y10) (X10_|_y10) — (XZO_yZO)

2. Al utilizar nuevamente la propiedad distributiva de la multiplibacile rumeros reales; para
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realizar el productdx+ a) (x-+b) se sigue el procedimiento:

(x4+a)(x+b) =(x+a)x+ (x+a)b
=x2+ax+bx+ab
=x?+(a+b)x+ab
es decir:
(x+a)(x+b)=x24+(a+b)x+ (abd)

obtenendose un polinomio de segundo grado en el que se observa quéaéatedex (cons-
tante que acomiia ax) es la suma -+ by el ttrmino independiente es el produeto

Ejemplos:
i (X+3) (x+4) =X+ (3+4)x+ (3) (4 = x>+ 7x+12
ii. (x—10/7)(x+5/2) =x?+ (—10/7+5/2)x+ (—=10/7)(5/2) = x> + (15/14)x — 25/7
3. Tambén a partir de la propiedad distributiva se tiene:
(X+¥)? = (X+Y)(X+Y) = (XFY)X+ (X+Y)y

=X2 4+ Xy+Xy+y?
=X+ 2xy+y?

Es decir:
(z+y)?==z+2zy+y”
En forma aaloga se obtienen los siguientes resultados:
(z—y)* =2 —2zy +y°
(z+y)® =2+ 32y + 3zy® +4°.
(v —y)® =a® — 32’y + 3zy® —¢°.

Ejemplos:

i (2x2+3y)? = (2x3)% + 2(2x3) (3y) + (3y)?
= 4x* + 12x%y + 9y?

i (x a+1_2xa72)2: (Xa+1)2_2(xa+l) (2xa*2) + (2xa*2)2
— x2a+2 _ gy 2a71+4x 2a—4
i (V2-2v2) = (¥2) - 292272 + (2v2)
= VA4 —-4J2y2+ 8
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iv. (2x2 —3y2 4 2c)? 3y2)% 42 (2x2 — 3y?) (2¢) + (2c)?

(2x
(2x ) ( 2) (3y?) + (3y?)°+2 (2x2 - 3y?) (20) + (20¢)?
4x* — 12x%y? + 9y* + 8x%c — 12y?c + 4c?

v. (2xy2 — a%)® = (2xy?)® — 3(2xy?) 2 (a%b) + 3 (2xy?) (a2b)® — (a2b)®
= 8x%y0 — 12x%y*a?b 4 6xy?a*t? — abd

vi. (293 + \ﬁ)gz (2v3)° +3(2¥3)" (V2) +3(2¥3) (ﬁ)z + (ﬂ)3
=8V27+12V9V2 + 6V3V4 + 2

4. Al realizar la multiplicaddn (x—y) (x2 + xy + y?) se obtiene:

(X=Y) (X +xy+y?) = (X=y)x*+ (X=y)xy+ (X—y)y?
x3 —yx? + X%y — xy? + xy? —y®
_x3_y3
En resumen:
(x—y)(z’+zy+y?) =x®—y°
Similarmente:
(x+y)(x?—zy+y?) =2>+y°
Ejemplos:
i (82— b%) (a*+ a3 +b%) = (a?)° — (b%)° = & —b°
i. (@3+b) (@B—a%+b?) = (a%)°+b3 = a¥+b?
iii. (145%%) (1-5%3+5%3) = (1+57)
EJERCICIOS

Utilice los productos notables estudiados para hallar en cada eéxprsgia otra equivalente a ella.
1. (%— 72) (V5+2)

. (@™~ b") (@™ +b"

. (X+y+1) (x—y-1)

(2% = 3%) (2% 4 3%)

(2 =y?) (P +y?) (< 4y

(2975 — 3x?) (2y%/5 + 3x2)

a ~ w0 DN

o))
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7. (3a%+ 2b%)?
8. (\f+f)
9. (3a* +2b?)°

10. (V2 - )

12. (3v2 - 5\[)

3
2ab )
21/3_1) (22/3_|_21/3+1)

44/3_22/3) (48/34_44/3‘22/3_'_24/3)

1+a) (1-a+a?)

(
11 (V2+ V3 f)
(
13(

14.

15.

(
(
16. (
17. (3a— 5b) (9a% + 15ab+ 25b?)

1.4.2. Factorizacon

Factorizar una exprdsm algebraica, presentada como una suma, es escribirla o presentaola co
multiplicacion de varios factores:

1. Reduccbn de terminos semejantes.

Una de las expresionesas sencillas de factorizar esx-+ bx+ cx, en la cual cada uno de los
téerminos tiene & como factor. En este caso al utilizar la propiedad distributiva delosenos
reales se obtiene:

ar+bxr+cxr=(a+b+c)x
Ejemplos:
a) 2x%y 4 3x%y — 6x%y = (2+ 3— 6) X%y

by a2 +a—ab—b=a(a+1) —b(a+1)
=(a+1) (a—b)

c) a®x? — 3bx + a?y? — 3by?=x? (a® — 3b) + y? (a% — 3b)
= (&% — 3b) (x*+Y?)
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d) a®x — ax — 2a%y + 2axy+ x° — 2x%y = (a’x — 2a%y) — (ax? — 2axy) + (x* — 2x%)
=a*(x—2y) — ax (x—2y) + X (x - 2y)

Otras formas importantes de factoriZatison las que se obtienen de los productos notables
tratados afxs, lédos “de derecha a izquierda™
2. Factorizacion de cuaditicas

Del producto notablex(4-a)(x+b) = x? + (a+ b)x+ ab, leido “de derecha a izquierda” se
obtiene la muy pactica brmula de factorizaéin:

2+ (a+b)x+ab= (x+a)(x+b)

ad ante la necesidad de factorizar la expbask? + 5x+ 6, sedin la formula se deben buscar
dos rumeros cuya suma sea 5 y cuyo producto sea 6. Esodidosras son 2 y 3, luego
X2 +5X+6 = (X+2)(x+3)

Ejemplos:

a) > —5Xx+6 = (x—2) (x—23)

(6x)2 + 7 (6x) — 18
6
(6x+9) (6x — 2)
3)(2)
=(2x+3) (3x—1)

b) 6x> + 7x — 3=

(10a)®> — 17(10ab) + 30b?
(2) (5)

~ (10a — 2b) (10a — 15b)
(2) (5)

= (5a — b) (2a — 3b)

¢) 10a? — 17ab + 3b? =

3. Diferencia de cuadrados.

v’ —y?’=(v+y)(z—y)

Es decir la diferencia de cuadrados es igual a la suma por la diferencia.

Ejemplos:
a) 4x2 — 9y? = (2x — 3y) (2x + 3y)
b) (@a+hb)? — (c+d)? = (a+b— (c+d)) (@a+b+c+d)
O x—y = (02— (1) = (VX = \3) (VX + )
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4. Trinomio cuadrado perfecto.
24 2zy+y’=(x+y)?

z?—2zy+y?=(x—y)?

Ejemplos:
a) 92 — 6xy + y2 = (3x— y)?
b) @22 4 2ax+1pxt2 4 24 — (gl 4 bx+2)2

) 4(a+h)? +12(a+b) (c+d) + 9(c+d)* = (2(a+h) + 3(c+d))?

5. Cubos perfectos
® +32%y+ 3z’ + ¥ = (z+y)® vy

z® — 322y + 3zy® — y® = (z — y)°

Ejemplos:
a) 8+ 36x + 54¢ + 273 = (2+3x)°
b) 8a3 — 36a%b + 54ab? — 27b® = (2a — 3b)*®
0) 125¢2 1 600E° + 960¢y™0 + 5115 — (54 4 8y5)°

6. Suma y diferencia de cubos
2ty =(z+y) (2 —zy+y?) vy

z® —y® = (z —y) (2? + zy + ¥°)

Ejemplos:
a) xX* — b’ = (& —b%) (x* +x°b° + b°)
D) 64+ o ~ (4+a) (& - 4a° + )
0 27 — (a+b)® = [3x— (a+ b)] ((3)()2 +ax(a+b) + (a+ b)2>

d) (x+2° + (x= 2= ((x+ 1) + (x=2)) ((x+1° = (x+1) (x=2) + (x—2)°)
(2x—1) (¥ —x+7)
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EJERCICIOS

Factorize completamente las siguientes expresiones.
1. X4+ x—x3y—vy
2. x3 —x—x%+y

3. 6x2 4+ xy—y?

4. a® — b3 4 2b3x? — 2a°x?
5.a%2+9a+ 20

6. a2 - 7a+12
7.a°2-6a+9

8. 6x2 —x—2

9. 6x2 4 7xy— 3y?

10. m* + m?n2 + n4

11. 15+ 14x — 8x?

12. x84+ x3 -2

13. 2VX2 + 5 X+ 2

14. 4a?" — p?

15. (x® —y?®)

16. (V6-2)

17. (m2 4 n?)® - a2

18. 8x3 —y3

19. (x3y® — 216y*?)

20. (m—2)3— (m—4)®

21. 1253 + 150a%b + 60ab? + 8b3

22. 27— 27x + 9x2 — x3

9x* + 12x2y3 + 4yb
3x2 + 2y3

23.
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1.4.3. Racionalizadn

Racionalizar un numerador (o un denominador) es utilizar un procedimiéafitio\que haga de-
saparecer los radicales del numerador (o denominador) de unaiérpagebraica fraccionaria. Un
procedimiento @lido es multiplicar numerador y denominador de la exprepor una expreén ade-
cuada llamadéactor racionalizanteque permita precisamente eliminar el radical deseado.

Ejemplos

L _1v2_ v

V2 V2 vz o 2

1 1 228 223 Y4
i 1 1(/x+2) X+ 2

VK2 T (X-2)(Vx+2) T x-4

. . 1 . .
Observe que si aparece una exmasile la forma——— el radical del denominador se
va+vb

elimi-na multiplicando numerador y denominador pga— vb , ya que de esta forma en el
denominador aparedg/a-+ v/b)(v/a— v/b) que es igual a la diferencia de cuadrado®)? —
(vb)? que elimina los radicales.

1 1 (VX+2 - Vx+1)
XH 24X+ 1 (Xt 2+ VXT1) (Vxt2- VxTd)
CVXF2-VxHd
(x+2)— (x+1)
VKT 2- X+ 1
1

Observe que si aparece en el denominagar- v/'b , para eliminar el radical se debe obtener
(¥a)® + (vb)® y este no se consigue multiplicando numerador y denominadog/per v'b

pues(@@wr \%) (3@— \3/5> = (¥a)? — (vb)? que no elimina los radicales.

Para conseguirlo recuerde gxiet y° = (x+y)(x2 — xy+y?) por lo tanto si se tieng¢/a+ v/b
y se multiplica pOI’((%)Z — Yavb+ (\3/5)2) se obtiend ¥a)3 + (vb)® = a+by se eliminan
los radicales por ejemplo

1 (1—2Y3 4 2239)

Y1592 (1 2R) (1 238 1 22)

1—2Y3 4223
1+2
1213 4 22/3
3



30 Cayitulo 1. NUMEROS Y EXPRESIONES ALGEBRAICAS

1 (X4/3 + X2/3y1/3 + y2/3)
x2/3 _ y1/3 = (X2/3 _ y1/3> (X4/3 + X2/3y1/3 + y2/3)
_ x4/3 4 x2/3y1/3 + y2/3
X2 —y

Vi.

EJERCICIOS
1. Racionalizar el denominador en las expresiones siguientes.

1

i. 6—\/§
1
V2 VE- 25
4

V9-V3+1
1
V2 + yXy+ /Y2
1
2-372

. 1
Vi. Sf 23
1
2+ X—+2—X
ﬁ

Vii.

viii. \—ﬁ(Jr
1
X+1-x
6X+ 2
x3—\/2x—7
i 4x+1
CIUX+X2+5
2x—3
(Vax+2) (Vex+1-4)
4x
X2+ 2X — 6,/X
2X—3
X2+ /X+1—
3x?

X—9+7/2x+5

Xii.

Xiii.

Xiv.

XV.

2. Racionalizar el numerador en las expresiones siguientes.
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°/(x + h)? — V%2
h

(x+h)? V5@
h

X+ vVX+1

X

iii.
v VX+1-2
" 3VX+5

VX—V2X—
'mr

vi Yox— 4
© A2+ 3%

vii V-8 X
" 6yX+5
1.4.4. Simplificacon de Expresiones Algebraicas

Simplificar una expreén algebraica significa encontrar una formassimple o sencilla de es-
cribirla y que sea equivalente a ella.

Ejemplos

. 72a°h8 implifica i
i. Ay se simplifica as

Wb we@ 2 (@) (@) (°%) _ 6a'b*y7a

X4y4

X4y4 X2y2

a—l/ZX—Z X—2/3y1/4 3a7/2x4zl/2

a-1257/2  y-2/3y—2y4 y L/ 71/2
a3 X2x2x-8/3  yy-1y54 7-1/2

a’ x 831 z

Tad xsBy f Ty

v/18x3y4z5  §/(2).32.x3.y4z5

V/3x2y2z3  {/3x2y?73
Y293 I3 4yt 9T
ey i
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21/632/6 5 3/6 y,4/6 ;5/6
T 3LAx2/Ay2/4 734
— (21/6.32/6X3/6 /6 75/6) (3-1/4x~2/4y~2/4 7-3/4)
— 21/631/12y,02/1251/12
= ]\Z/W
= ¥/12y2?z
_ x4+ 1 imlifica s
iv. D) XL D) L) se simplifica ais
X+ 1 _ x+1) (¥ -x+1) i
o+l —xkt D+ fD) - xxne—xyy L s oxA-1
g XXXy —y K x—y) + (x—y)
X=Xy +y X (X—y) - (x-Y)
(x—y) (+1)
(x—y) (-1
C(x+1) (¥ —x+1)
- (x—=1) (x+1)
X —x+1
o x-1
. (22 —14a+24) (a-3) (a®+9a+20)  (a®— 16)
v (@2+5a)  (4a—4) (a2—-6a+9) = (2a2-2a)
2@ -7a+12) (a-3) (a+5 (a+4) 2a(a-1)
a(a+5) 4(a-1)  (a—3)? (a—4)(a+4)
2(a—3)(a—4) (a—3) (a+5) (a+4 a(a—1)
- a(a+5) 4(a—1) (a—3)? (a—4) (a+4)
o (E=x-2) (¥*-9)  (x—2)(x+1)(x—3)(x+3) _ 1
e X3 €1 x-6 (xrD(x-3(x+3(x-2
. 3m? +5mn—8n>  3m? — 3mn+ 8mn— 8n?
viii. (ST R
~3m(m—n) +8n (m-n)
B ms — n3
(m—n)(3m+8n)  3m+8n

T (m-n) (M+mn+n?)  m+mntm
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1 1
1 1 1Jr2+x 1+X
iX. 1+m: 14X _ l+2+X
1 1 1—x
1-——— 1- 1+
1 — X X
1= 1 1-—x
34 2x
. 24x _ (3+ 2x) x
1 - (24 X)
X
3x+ 2x?
T T 2+4x
1 6x + 12
Tt (X+1) (x+2) — (6x+ 12
N x—5 _ (x+2) (x=5)
1Ix— 22 (x—4) (x—2) + (11x— 22)
X—At 3 (X—2) (x+7)
X+ 7
(x+1) x+2) —6(x+2)
(x+2) (x—15)
(x—4) (x—2) +11(x—2)
(X—2) (x+7)
(Xx+2) (x+1-6)
(X+2) (x—05)
(x—2) (x—4+11)
(X—2) (x+7)
(x+2) (x—5)
(x+2)( -5
C x=2(x+7)
(x—2) (x+7)
EJERCICIOS

Simplificar las siguientes expresiones.

1 X+y X+ 2y - y
© Xy Xy+y2  X24Xxy
X+ 2 X+ 1 N 4x2 +6x+ 3
" 3x—-1 3—-2x 6x2-11x+3
m-—n n—a+2a—m
mn na ma
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4.
5

10.

11.

12.

14.

15.

(a*+a*tt+a?) (a* - a)
. (@m=3) (@™+3) (a®+ 9)
8x3 + 12x2y + 6xy? 4 y3
6x2 + xy —y?
(x3—3x) (x3-1)
(x* +x3 +x2) (x2 - 1)
x4 x—x3y—y
X3 —X—X2y+y
(x2—x—2) (x2-9)
(2 2x — 3) (X2 +x— 6)
—8a+7 a*-36\ L a*-a-42
—11a+30 a2-1)  a?—4a-5
—14a+24 a-3 a*+9a+20\ , a*-16
a2+5a " 4a—-4 a?-6a+9 2aZ - 2a
2
1—a+1+a
2 2
1+a 1-a
a +1—a
13, 1-a a
1-a a
a 1-a
(m+n)2—-x?] [(m-n)2—x?
(Mm+x)2—-n2] [m2+mn—mx
(a+b)2-c* (a+c)?-b?*]  a+b+c
(a—b)2—-c?2 a?+ab—ac| ° a2
16x2 — 24xy+ 9y? 64x3 — 27y3

16.

17.

\‘

16x — 12y T 32x2 4 24xy + 18y?2

12x2 — x— 20 2X+ 3
6x2 + 19x + 15 4X +5




Capitulo

DESIGUALDADES Y VALOR
ABSOLUTO

2.1. PROPIEDADES DE ORDEN Y DESIGUALDADES

Como se hala dicho anteriormente losimeros reales se pueden ubicar en una rectariioia
completamente, de tal forma que cadenero real se identifica con un punto de la recta y cualquier
punto de la recta representa mico rimero real. En la ubica@n de los elementos de los diferentes
sistemas nukricos en esta recta se ha tenido en cuenta ordenarlos de tal formarqueregr los
puntos de la recta de izquierda a derecha se recorrarufosnoes que representan estos puntos, de
menor a mayor.

FIGURANC® 2.1

Resulta muy pictico para el trabajo conumeros reales clasificarlos en tres grupos: un primer
grupo formado por un solo elements,cerg un segundo grupo formado por todos los elementos a
la derecha del cero, es decir denmeros mayores que cero que se llaananimeros reales positivos
y un tercer grupo de los que se encuentran a la izquierda del ceraiesn@@ores que cero que se
llamaannimeros reales negativos.

De esta clasificadn resulta evidente que urimero real 8lo puede pertenecer a uno de estos tres
grupos.

Otro hecho que se puede tomar como evidente a partir de la mangutpe se ha venido haciendo
con los rumeros positivos por medio de la suma y el producto en la @éfitan elemental, es que la
suma y producto de dosimeros positivos siempre son positivo.

Las propiedades de orden de ldsweros reales tienen que ver con las relaciones entre ellos, con-
siderando su ubica@n en la recta real. El estudio de estas propiedades tiene como fundansento lo

35
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dos hechos evidentes a los que se ha hecho referencia y que sercoan@l nombre de axiomas de
orden, cuyo enunciado riguroso es:

2.1.1. Axiomas de orden

Si se nota poR ™ el conjunto de los iimeros reales positivos se tiene:

i. Ley de Tricotomia. Sia es un fumero real, se cumple una §le una de las siguientes afirma-
ciones:
a=0, acR", —acR"

ii. Clausura parala sumay producto enR" . Siay b pertenecen " entonces:

at+beR" y abeR".

Ya se sabe que si urimeroa es mayor qué entoncesa est a la derecha de en la recta real,
pero es necesario dar una defifitide quea es mayor qué que sea manipulable sin necesidad
de recurrir a ese objeto geétnico que es la recta. Para ello observe que si se tomanithosros
positivos 5 y 3 se sabe geé@tnicamente que 5 es mayor que 3 y aderf— 3 = 2 que es positivo;
si se toman uno positivo y uno negativo 7@, 7 es mayor que-2 (7 esk a la derechade2) vy;
7—(—2) =7+ 2 =9 que es positivo; si se toman dos negativdd y —3, es claro que come3
esh a la derecha de8 entonces- 3 es mayor que-8y —3 — (—8) = —3+ 8 = 5 que es positivo.
Es decir que independientemente da gib son positivos 0 negativosges mayor qué, a— b (el
mayor menos el menor) es positivo. Es este precisamente el argumenteropite plar una definidn
dea mayor queb.

Definicion
Dadosay b nUmeros reales entonces:

i. Se dice quea es mayor quéy se notaa > bsiy slo sia— b € R". Tambén se dice qub es
menor queay se notab < a.

ii. Se dice quea es mayor oigual quby se notea>bsiy losia=b 6 a>b. Tambén se
dice queb < a.
Las expresiones algebraicas que involucraiogslos> 6 <, > 6 < seconocencon el
nombre de desigualdades o inecuaciones.

2.1.2. Otras propiedades de orden
Propiedad 1

Sia> bentonces + ¢ > b + ¢ para todo reat.
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Demostraddn

a > b significa por definiddn que(a— b) € R*, de dondéa — b) + 0 € R* que se puede escribir
como(a— b) + (c —c) € R*, esdecifa+ c) — (b + c) € R* que por definidn de> significa que
(a+c) > (b+c).

Esta propiedad establece que a los dos lados de una desigualdad steleyuar un iimero real
sin que la desigualdad cambie de sentido.

Ejemplo
4 > 3 implica que 4+5 > 3+5.

Ejemplo

Six+ 3 > 5entoncex + 3 -3 > 5— 3, entoncex > 2

Propiedad 2 (Transitiva)
Sia>b y b> c entoncesa >c.
Demostraddn
Sia>b y b>c entoncesa—b>0yb—-c>0, luego (a—Db)+ (b—c) >0 (axioma

ii.), pero (a—b)+ (b—c) =a—c portanto a—c > 0, luego por definidn de > se tiene
que a>c

Ejemplo
10>8 y 8> 4 entonces 10- 4

Propiedad 3

Sia>by c> 0entoncesac > bc.
Demostracbn

Comoa> b entoncesa—b >0 y comoc > 0 entoncesx(a—b) =ca—cb> 0 (axiomaii.) por
tanto ac > bc

Esta propiedad establece que los dos lados de una desigualdad sempuéibdicar por un imero
real positivo cualquiera, sin que la desigualdad cambie de sentido.

Ejemplo
5 > 3 entoncesb) (4) > (3) (4), pues 4> 0.
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Ejemplo

. 3 9 1
Si3x>8 entoncesg > é; puesé > 0y por lo tantox > 3.

Propiedad 4

Sia> by c< Oentoncesic < bc.
Demostradbn
Adapte la demostragn de la propiedad 3.

Esta propiedad establece que si los lados de una desigualdad se multiplicaampmero real
negativo cualquiera, entonces la desigualdad cambia de sentido.
Ejemplo

12 > 9 entonces 12— 3) < 9 (—3) pues—3 < 0.

Ejemplo

4 1 1
4x > 12 entonces- ZX < 12 <— 4) pues— 2 < 0, portanto—x < — 3.

Propiedad 5
ab>0siydlosi[(a>0yb>0) 0 (a<0yb<O0)]

Demostracdn

De las propiedades anteriores resulta claro gue si 0 entonces 1b > 0 ysib < 0 entonces
1/b < 0 (¢por gé?).

=) Supongaquab > 0
Sib > 0 entonces b > 0, por tanto (ab)(1/b) >0 as a(1) >0, luegoa> 0.
En forma a@aloga sib < 0 entonces < 0.

<) Sia> 0y b> 0entoncesib > 0 (axioma ii.)
Ahorasia< 0y b< Oentonces-a> 0y — b > 0(porqe?).

Por tanto(—a) (—b) > 0 (axioma ii.), pero ya se habdemostrado que-a) (—b) = abde donde
se concluye quab > 0.
Ejemplo

Xx=3)(x+3) >0siydlosi(x—3>0yx+3>0)6(x—3<0yx+3<0)es decir:
(x>3yx>-3)0(x<3yx< —3).
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Propiedad 6
ab< Osiylos[(a<0yb>0) 6 (a>0yb<0)]

Demostraddn
Adapte la demostragn de la propiedad 5.

Ejemplo

X(X—1) <0siylosix>0y x—1<0)6(x<0yx—1>0),esdecir(x>0yx<1)
O0(x<O0yx>1).

Propiedad 7
Sia>b yc>d entonces a+c>b+d.
Demostraddn
Comoa>b y c>d entonces a—b>0y c—d>0
y por el axiomaii.)

(a—b)+(c—d) >0 es decir (a+c)— (b+d) >0 que por definidn de > equivale a:
a+c>b+d.

Esta desigualdad establece que se pueden sumar miembro a miembro desggudédanismo
sentido, dando como resultado otra desigualdad del mismo sentido.
Ejemplo

3>-2y6>5entonces3 6 > -2+ 5, esdecir 9> 3.

Propiedad 8

Sia>b, a>0, b>0entonces la< 1/b
Demostraddn

Seaa > b, comoa > 0 entonces jJa > 0, por tanto a(1/a) > b(1/a), por consiguiente
1> b(1/a). Ahoracomob > 0 entonces Ab >0 yas (1/b)1> (1/b) (b) (1/a) es decir
(1/b) > (1) (1/a) luego(1/b) > (1/a).

Esta propiedad afirma que al tomar losipeacos (inverso para la multiplicaiei) a los dos lados
de una desigualdad, el sentido de la desigualdad cambia, siempre y doartis €&rminos de la
desigualdad sean positivos. (esta propiedad tamd® cumple cuando tanégocomob son negativos).
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Ejemplo
12> 8implicaque /12 < 1/8.

Ejemplo
—3> —5implicaque-1/3< —1/5.

INTERVALOS

Frecuentemente resulta necesario para desigualdades donde apareeeiable ( o ras de una)
hallar todos los valores que puede tomar esta variable para que la desiyseddverdadera. El con-
junto de estos valores se llama conjunto sdlodile la desigualdad y su presenéecgeneralmente
tiene la forma de reudn de unos subconjuntos particulares de R llamados intervalos; los ceales s
definen a continuaén.

Seamay b nUmeros reales, cam< b

1. El conjunto de todos losiimeros reales que son mayores o igualesagyenenores o iguales
queb se nota pofa, b] , se llama intervalo cerrado, es decir:

[ab]={x|a<x<b}

FIGURAN° 2.2

2. El conjunto de los imeros reales que son mayores guemenores qué , se nota(a,b) , se
llama intervalo abierto, es decir,

(a,b)={x]a<x<b}

QO
oo

FIGURA N° 2.3
3. Tambén se puede definir otro tipo de intervalo de uso frecuente como:

[a,b)={x|a<x<b} s g
FIGURA N° 2.4

(a,b={x]a<x<b} g >
FIGURA N° 2.5

2, +e) = {x|a<x} .

FIGURA N° 2.6
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(a.+o) = {x| a<x) o
FIGURA N° 2.7

(~e0,b] = {x| x< b} .
FIGURA N° 2.8

(~o,b) = {x| x < b} o
FIGURA N° 2.9 b

(*ooa +°°) =R
FIGURA N° 2.10
El uso adecuado de las propiedades de orden ddilmerms reales es la base para hallar el conjun-
to solucbn de desigualdades. La forma de usarlas se iléstan algunos ejemplogpicos de las
diferentes situaciones que se presentan frecuentemente.

Ejemplo

Determinar la soluéin de la desigualdad 4x + 5 < —x + 8.

Si se suma a cada lado de la desigualdadigiero -5 se obtiene4x+5—-5< —x+8—-50
sea—4x < —Xx+ 3,y si ahora se suma a cada lado de la desiguaddselobserva que
—4X+ X < —X+ X+ 3, es decir—3x < 3,y multiplicando cada miembro de3x < 3 por—1/3 se
tiene quex > —1;y de aqiise concluye que la solu de la desigualdad € |x > —1} es decir,
el intervalo(—1, + ). La solucon se puede representaaficamente por:

1 0 1 Yoo

FIGURAN° 2.11

Observe que si se toma por ejemgle= 1y se reemplaza en la desigualdadx +5 < —x+8,
setienequé—4) (1) +5=1< —1+ 8 = 7, es decirx=1 es soludn de esta desigualdad, pero si
se tomara = — 3y se reemplazara, se ve claramente xjee — 3 no es soludn de la desigualdad
yaque 12+ 5= 17 no es menor que38 = 11

Ejemplo

Halle los valores d& que satisfacen el sistema de desigualdades
2X—2<4; x—1<3x—5; —2x<—x+1.

En este caso se resuelve cada desigualdad por separado y larsdiiciistema de desigualdades,
es el conjunto formado por los elementos comunes de las tres soluciones:

i. 2x — 2 < 4 implica que X < 6, es decirx < 3, luego la soludn de esta desigualdad es
(—007 3] = Sl
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ii. x—1 < 3x— 5 implica que 4< 2x, es decir 2< X, luego la soludn de esta desigualdad es
[27+°°) =S

iil. —2x< —x+ 1 implica que—x < 1, es decix > —1, luego la solu@n de esta desigualdad es

Asi que la soludin del sistema es:

S=SNSNS = (~0,3N[2 +0)N[-1,+m) =[2,3

graficamente:
S
1 0 1 2 3

S

2 3 4 5 6
S

1 0 1 2 3
S

2 3

FIGURA N° 2.12
Ejemplo

Hallar el conjunto soluéin de la desigualdad— 2 < 2x — 3 < 2+ x es equivalente a hallar los
valo-res dex que satisfacen el sistema 2 <2x—3, 2%—3<2+x. (cual es la solu@n?).

Ejemplo
Halle el conjunto soluéin de la desigualdad (x—1)(x+1) <0
(x—1)(x+1) <0 siydlos (x—1>0 vy x+1<0) 6 (x—1<0y x+1>0)

i. Como x—1>0 y x+1<0, setieneque x>1 y x< —1, cuya soludn es
(1,+0°)ﬂ(—°°,—1) =0

ii. Lasolucondel sistemx—1<0 y x+1>0 es (—1,1), yaquex<1l y x>—1 implica
que Xe€ (—,1) y xe (—1,0) esdecirxe (—o,1)N(—1,+ew)=(—11).
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Luego la soludn de la desigualdagk—1)(x+1) < 0esS=§US =@U(-1,1) =(—-1,1)

La desigualdad anterior se puede resolver por atodo nas sencillo, que consiste en diviiRren
determinados intervalos y analizar la desigualdad en cada uno de ellos.

Para hallar estos intervalos se buscan los valores gara los cuales cada uno de los factores se
anula. Los factores de la desigualdad-1)(x+1) <0 seanulanex=1 y x= —1 respectivamente,
se procede a localizarlos en la recta i@uica.

-1

(=Y ]

FIGURA N° 2.13

Asi los intervalos a considerar soff:-c, —1], (—1,1] y (1,400), cuya reundn esR, por lo tanto el
aralisis de las soluciones en cada intervalo debe conducir a todas las setupasibles. El conjunto
de solucbn de la desigualdad es la Gnide todas las soluciones obtenidas al analizar cada intervalo
por separado. El procedimiento es como sigue:

Sobre la recta nuérica se ubican los puntos donde cada factor se anula. En cada usorderea-
los en que se divide la recta se analiza cada factor por separadcesicd sle si alleséste positivo
0 negativo, colocando é - sedin el caso. Luego de realizar estéibisis para todos los factores en
todos los intervalos, se hace en cada intervalo el producto de los sighos fhctores dando como
resultado+ 6 —; este intervalo sé@ro no parte de la solum sedin la desigualdad sea de la forma
producto de factores 0 6 < 0. El siguiente ejemplo ilustrareste rétodo.

Ejemplo

Para hallar el conjunto solum de la desigualdaxi(x — 1)(x+ 1) < O; primero se consideran los
puntos donde los factores se anulan, en estexcasd, x = 1, x = —1. El factor x es positivo st > 0
y negativo si < 0, luego:
X ===========--------- +++++++++++++++++

0
FIGURA N° 2.14

El factorx — 1 es positivo sk > 1 y negativo sk < 1; luego:
X—1 --===-=-=-=-====------- ++++++++ 4+

0 1

FIGURA N° 2.15

El factorx+ 1 es positivo sk > —1 y negativo sk < —1, luego:
X+1 -----=-=---- +t+++++++++++++ A+

1 0 1

FIGURA N° 2.16
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Los tres gaficos anteriores se representan en uno séfo as

X  meeee| =---- +++++ +++++
X—1  -----| -=-=-=- 1 ----- +++++
X+1  ----- +++++ +++++ +++++

- 1 v 0 : 1 +

Prod ¢ ) Q) ()

FIGURA N° 2.17

Los intervalos a considerar sap:o, —1], (—1,0], (0,1] y (1,4). Los puntos-1, 0y 1 no son
solucbn de la desigualdad, ya que si se reemplagar +1 6 por 06 por—1 enx(x—1)(x+1) <0,
se obtiene que € 0.

Puesto que la desigualdad es oM, el intervalo(—o, —1) es soluddbn ya que el producto de los
tres factores e6-), (< 0); el intervalo(—1,0) no es solu@n ya que el producto de los tres factores
es(+), (> 0) el intervalo(0, 1) es soluddn, ya que el producto de los tres factoreg-ey (< 0); el
intervalo(1,+) no es soludn, pues el producto de los tres factores-eg (> 0).

Luego el conjunto soludn de esta desigualdad és:c, —1) U (0,1)

Ejemplo
Para hallar la soludin de la desigualdad/« < 1 hay varias formas de hacerlo:
1. Six> 0, se tiene que /X < 1 es equivalente a> 1, as se tiene, que la solumn esx > 1 si
x>0, es decif(1,+0) N (0, +0) = (1,4), luego la soludn es el intervaldl,+o) six > 0.

Six < 0, se tiene que /X < 1 es equivalente a % x, luego dex < 1 y x < 0, se concluye que
x < 0, as la solucbn es(—,0) six < 0.

Por tanto la soluéin total de la desigualdad €s,0) U (1, +0).

2. 1/x < 1, equivale a(1/x) —1 < 0, que a su vez equivale (@ — x)/x < 0; y esto se puede
solucionar de tres formas diferentes:

a) Six> 0, entoncegl —x)/x < 0 equivale a es deck> 1, luego la solu@n es
(17 +°°) N (07 +°°) = (17 +°°)'

Six<0,(1-x)/x< 0 es equivalente @ — x) > 0 (multiplicando pox < 0, los dos lados
de la desigualdad), quex < 1, luego la soludin es(—c, 1) N (—,0) = (—,0).

Por tanto la soluéin total es(—o,0) U (1, +00).

b) (1-x)/x<0siydlosi(l1-x<0 y x>0)0(1-x>0 y x<0),esdecir
(x>1 y x>006(x<1 y x<0),luego lasoludn total es

{(1700) N [Ov+°°)} U {(_007 1) N (_0070)} = (17 +°°) U (_0070)
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c) Por el netodo usado en el ejemplo anterior se tiene que:
1-x>0 si x<1 y 1-x<0 si x>1,asque:

X ++++++ +4+++++ | -
e ++4++++ +++++++

) 0 +) 1 )
FIGURA N° 2.18

La solucbn de la desigualdad —x) /x < 0 es la unbn de los intervalog—,0) y (1, +c0),
ya que en ellos el producto de los dos factdies x) y (1/x) son negativos, es decir
Ejemplo S=(—,0)U(1,4»). Los puntos 0y 1 no pertenecen al conjunto s@ncya que no

satisfacen la desigualdadl — x) /x < 0.
Halle el conjunto soluéin de la desigualdad:

(x—1)(x—4)(x—5)(x—10)
X(X2+4)(x+ 1)

>0

teniendo en cuenta que &> 0 entonces fa > 0 y que sia < 0 entonces Aa < 0, resulta que las
llamadas leyes de los signos para el producto son las mismas para el cqoehdetanto en lo que

se refiere a analizar el signo de este cociente &¢rde los signos de los factores de numerados y
denominador, es similar tratarlo como un producto asumiendo que los fadedrdsnominador son
factores pero en el numerador.

Esto se puede justificar tan@ni de otra forma: independientemente de los signos (¢ + 4),
(x4 1) (siendo todos diferentes de cero), la expgmsi®(x2 + 4)%(x+ 1) es mayor que cero, por
tanto al multiplicar los dos lados de la desigualdad por esta ekpresi se altera el sentido de la
desigualdad, es decir,

(x—1)(x—4)(x—5)(x—10)
X(X2+4)(x+1)

092 0¢+4)° (x+1)] > (002 (¢ +4)° (x+1)2
que al simplificar queda
(x—1)(x—4)(x—5)(x—10)(x) (X*+4) (x+1) >0  x#0, x#1

lo que indica que los valores deque son la solubin a la desigualdad inicial, son los mismos que
dan soluddn a estdiltima. En consecuencia se procede a solucionarla:

x—1=0 si x=1 x—1>0 si x>1 y Xx—1<0 si x<1
Xx—4=0 si x=4 Xx—4>0 si x>4 y x—4<0 si x<4
Xx—5=0 si x=5 Xx—5>0 si x>5 y X—5<0 si x<5
x—10=0 si x=10 x—10>0 si x>10 y x—10<0 si x<10
X+1=0 si x=-1 X+1>0 si x>-1 y X+1<0 si x< -1

El factorx? + 4 no se tiene en cuenta ya que es siempre positivo para cualquier valdo de
coloca+++... en todoR en caso que se desee tenerlo en cuenta).
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X4+ 1 44+ | HH+ |+t |+ |+ |+ +
X 44+ | +++ |+ |+ |+ +
Xx—1 --- 4+ | H++ | HH+ | ++4+
X—4 --- +4++ | +4+4+ | +44+
X—5 --- +++ | +++
x—10 - - - -- - +++
X2+ 4 +4+4+ | +H++ |+ |+ |+ |+ | 4
" -1 < 0 #H 1 () 4 FH 5 () 10

(—e0,-1) (0,1) (4,5) (10, +)

FIGURA N° 2.18
Luego la soludn total eg(—e, —1)U(0,1) U (4,5) U (10, +c0).

Utilizando este mismo diagrama se pueden obtener de inmediato los siguienitaslossu

(x—1)(x—4)(x—10)
X(X2+4)(x+1)

La solucbn de la desigualdad >0 es (—o,—1)U(0,1]U[4,5/U[10, +o)

(x—1)(x—4)(x—5)(x—10)

Y la solucin de la desigualdad X(O@+ 4)(x+ 1)

<0 es (-1,00U(1,4)uU(5,10).

EJERCICIOS
Hallar el conjunto soluéin de las siguientes desigualdades.
1. 0<2x-6<4
2. —x3—2x%2+8x<0

3. X—2>3+X
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10. X< X2 —12 < 4x

11. 1-x—2x¢>0

(x2+x—6)(x2-1)

12. >0
x34x2—-2x
13 (X2 4+ 4x+5)(x*+1)
S (XA E2x24+2)(x3+1) ©

2.2. VALOR ABSOLUTO

Se define el valor absoluto de uamero realk, como la distancia del punto que en la recta real
representa alimmerox, al punto que en la recta real representalaharo cero y se simboliza cor|.
Como la distancia es urimero real positivo, st es positivo entonces distancia xla cero e, es
decir|x| = x; si x es negativo, entonces la distanciaxd®cero ya no es, porquex es negativo, sino
gque—x que es positivo, es dedix| = —x.

Se sintetiza esta definam a$:

X si x>0
|x| = .
—X si x<0

Se ha motivado esta definici de valor absoluto de urimero real x, con la nogn de distancia
entre dos puntos de la recta real, pero en realidad la recta real nogsiadseparada del plano carte-
siano, en el cual a cada purRa@el mismo se le hace corresponder una parejdideenos reale&, b),
llamados sus coordenadas, obtenidos al proy&csabre el ejexy sobre el ejg/ respectivamente
(aes la proyecéin deP sobre el ejex, b es la proyecén deP sobre el ejg ).

La nocbn de distancia entre dos puntos en la recta es un caso particular deda dedlistancia
entre dos puntos en el plano toda vez que la recéaagsel plano. De cualquier manera la distancia
entre dos puntoB y Q del plano es la longitud del segmento de recta cuyos extremoB gd Si
las coordenadas d&son(Xo,Yo) Y las coordenadas d@ son(xy,y1) por una aplicadn directa del
Teorema de Paigoras se encuentra que la distanci®¢eQ , se simboliza cod(P,Q), es:

d(PQ) = \/(Xl —X0)?+ (y1—Yo)?

como se muestra en la figura 2.19
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FIGURA N° 2.19

Si se aplica estabfmula de distancia entre dos puntos del plano a los dos puxat6sy (0, 0),
gue tamb&n son puntos de la recta real (que correspondeirabrox y al nimero cero), se obtiene:

d(x0) = d((x0), (0,0) = /(x— 07+ (002 = V2

Pero comd (x,0) = |x|, se tiene entonces un resultado muy interesante y de alguna manera sor-
prendente para el lector:

VX2 = |x|
Este resultado se puede utilizar como defimicde valor absoluto de, por cuanto que sk > 0,
VX2 = x ysi x<0, Vvx2 = —x, toda vez que elimbolo vx?2 representa la fa cuadrada
positiva dex?.
Ejemplo

|2| =2 yaque 2>0
| -4 =—-(—4) =4 yaque —-4< 0
2.2.1. Propiedades del valor absoluto

Propiedad 1
|X| > 0 paratodo € R.
Si por definicon el valor absoluto d& es la distancia delinmero realx al nUmero cero, y toda

distancia es no negativa, entonces valor absolutoedepositivo o cero.

Propiedad 2

|x|> = x2 para todo € R.
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Six > 0, la distancia det a cero e, y la distancia dexa cero egx|, luego|x| = x, y |x|> = »2.

Six < 0, la distancia dex a cero es—x, y la distancia de< a cero egx|, luego|x| = —x, y
X2 = (%) (=) = x2

Lo que se acaba de exponer corresponde a una expilicdeila propiedad, lo que se haton las
propiedades siguientes, pero adicionalmente se preaéatdemostradin rigurosa de cada propiedad.

Demostraadn

Por definicon |x| = v/x2, luego al elevar al cuadrado se obtier& = x 2

Ejemplo

52 =5 =25 |-3°=(-3%=09

Propiedad 3

IX| =y esequivalente &y >0)y (X=y 6 x= —V)]
Como|x| > 0, si |x| =y, entoncey > 0.

ahora, si|x| =y, entonces la distancia dea cero ey, ad que six y y esén al lado derecho
del cerox =y, 6 sipor lo contrarioky y estin a lados opuestos del cero pero a la misma distancia,

X=—Y.
Demostracbn
Si|x| =y, entonces/x 2 =y, luegoy > 0. Por otro lado, six | =y, entoncex 2 =y 2, es decir
x2 —y?2 =0, equivalente &x — y) (x+y) = 0, lo que significaqu& —y =0 0 x+y = 0. Si
x—y =0, entoncex =y, six+y = 0, entoncex = —y
Ejemplo

Halle los valores de& que satisfacen la ecuéci|x — 2| = 3x — 9.

3xX—-9>0 x>3
X—2 =3%—-9 & y & y
X—=2=3—-906x—-2=—(3x—-9) X=7/20x=11/4

por lo tanto puesto que 14 no es mayor que 3 entonces
{x| [x=2| =3x—-9} = {7/2} eselconjunto solubn.
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Propiedad 4

|X| = |y| equivaleax =y 06 Xx= —V.

Si|x| = |y|, entonces la distancia de cero es igual a la distancia ga cero. Sky y esén del
mismo lado del cero, entoncrs= y. Sixy y estin a lados opuestos del cero, entonces — .

<o X
oe

[ P

< e
oe
|

<

FIGURA N° 2.20

Demostraadn

Si|x| = |y|, entonces/x2 = /y2 luegox? = y?,yad x? — y? = 0, que al factorizar lleva a
(X—y)(Xx+y)=0,portantax —y=0 0 x+y=0,esdecirx=y 06 x=—y.

Propiedad 5

|X| = 0, siysolosi x=0

Si|x| = 0, entonces la distancia ae cero es cero.

Para que la distancia entre dos puntos sea cero se requiere que logtbsssgan iguales, luego si
|x| = 0, entoncex debe ser cero. Rgarocamente, st = 0, entonces la distancia de cero es cero,
luego|x| = O.

Demostragdn

|x| = 0, entonces/x2 = 0, luegox? = 0, de donde se deduce gue- 0.

Ejemplo

i. [x—2| =0 equivaleax —2 =0, esdecir,x = 2.

ii. [x?—5x+6| =0 equivalente ax?—-5x+6 =0 < (x—3)(x—2) = 0 es decir
x=2 0 x=3 & xe{2,3}.
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Propiedad 6

Sik > 0;|x| < k esequivalente a-k < x < k.

Si |x| < k, entonces la distancia dea cero es menor o igual glke La distancia del amerok al
nimero cero e&. La distancia del tmero—k al nimero cero e&. Luego los imerosx que esin a
una distancia de cero menor o igual duson todos los del intervalo cerraflek, k], es decir lo
tales que-k < x < k, como se ilustra con la gfica.

—k 0

¢ x

FIGURA N° 2.21
Demostraddn
Sik >0y |x| < k, entoncesyx2 < k, luego al elevar al cuadrado? < k 2 equivalente a

x2 —k? < 0. Sise factoriza el miembro izquierdo se obtiéxe- k) (x 4 k) < 0, resolviendo esta
desigualdad por los &todos conocidos se tiene:

—k k
X—k | ----eeee | mmme - - +++++
Xx+k | -------- ++++++++ +++++
(X—=K)(X+k) | ++++++++ | -------- +++++

FIGURA N° 2.22

la solucbn de la desigualdad es el intervalok, k], es decir el conjunto de los valoresales que
k< x <k

Ejemplo

i X <3« —-3<x<3 oOsea xe[-3,3

i. [x—=2]<le-1<x-2<1& 2-1<x<2+1 osea xe€(1,3).
Propiedad 7

— x| < x < [x|.

Como|x| > 0, paratodx € R, entonces sobre la recta rea| debe estar a la derecha del ceroy
evidentemente- | x| debe estar a la izquierda del cero, luego inicialmente&| < |x]|.
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l l
T

——

— x| 0 x|

FIGURA N° 2.23

ahora sk > 0, graficamente se tiene:

——

}
T T
=[x 0 x|

FIGURA N° 2.24
—|x] <|x]=x 06 |x] < x=|x|, equivalente a | x| < x < |x].

Similarmente sk < 0, graficamente se tiene:

l l
T

——

—Ix] 0 x|

FIGURA N° 2.25
— x| = x < |x], equivalente a- |x| < x < |X].
Demostracdn

|X| = |X]|, entonces$x| < |x|. Como|x| > 0, la propiedad (6) permite interpretar quéxgi < | x|,
entonces- | x| < x < |x|. (tomando comd el |x| del lado derecho de la desigualdad).

Ejemplos
i. —|5] <5< |5];
— -3 <-3<|-3.
Propiedad 8
Ixyl = [x]lyl.
Demostraddn
Aplicada la definiadn axy se obtienexy| = 1/(xy)?, luego

Ixyl = /(xy)® = Vx2yZ = VxZ/yZ = |x| |y|.



2.2. VALOR ABSOLUTO 53

Ejemplos
i. [(5)(4)] = 15/14; (5 (=3)| =15-3; [(—3)(~6) =|-3[|-6].
i X2 =100 0] = x| x| =[x = x?
ii. [—x| = [(=1) ()] = |-1] x| = |x|
iv. [a—b| =|(-1) (b—a)| =|-1 [b—a = |b—a
Propiedad 9
§ = Mparatod()(e Rytodoy € R y# 0.
Demostracbn

Sik > 0; |x| > kes equivalentea < —k 06 x > k.

X
y

Propiedad 10

Sik > 0y |x| > k, entonces la distancia dea cero es mayor o igual que La distancia dé& a
cero ek, y la distancia de-k a cero tamlén esk, luego losx cuya distancia a cero es mayor o igual
ak son los que eéh a la derecha deo el mismok 6 los que esin a la izquierda de-k o el mismo

—k, como se ilustra en la gfica.
—k 0 k

FIGURA N° 2.26
yad |x| > kesequivalentea< —k 6 x >k
Demostracdn

Si |x| > k, entonces/x2 > k, luegox? > k?, es decirx? — k? > 0, que se puede expresar
tamben como(x — k) (x + k) > 0 cuya soludin es:

x< —k 6 x>k (ver demostraéin de propiedad (6) ).

Ejemplos
i.|X >4 x>4 06 x<—-4 osea Xxe€[4,+o) U (—o, —4

i. x—=2/>1< x-2>1 6 x—2<-1 osea x>30x<1, esdecir,
X € (~0,1) U (3,+)
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NOTA

Observe la diferencia entre los ejemplos de las propiedades 6 y 10; migméran los ejemplos
de la propiedad 6 se tralfegon la intersecoin, en los ejemplos de la propiedad 10 se tri@dloan la
union.

Propiedad 11

IX+y| < [X[+]y].

Se podra pensar que similarmente a las propiedades 8 y 9, éandai deba tener que
IX+y| = |x| + |y|, pero en general eso es falso, por ejempla st 8 y y = —3, entonces,
X+y| = 1|8+ (—3)| = |5 = 5, mientras quéx| + |y| = |8|+|-3] = 8+3 =11

Demostraddn

De la propiedad (7) se concluye que|x| < x < |x|; —|y| <y < |y|, al sumar las dos de-
sigualdades, se obtiene:

— (IX[+1y]) < x+y < (|x]+|y|) equivalentgx +y| < (|x|+ |y|). (Propiedad (6)).

Ejemplos
i |54 3] < [5]+ 3]
ji. |-2-3] <|-2|+|-3]
jii. |-3+5] <|-3|+]5]
Propiedad 12

|X|] = | —x]| paratoda € R

Como el opuesto dr es —x, la distancia de x a cero es la misma distancia g& cero, luego
x| = [—=x].

Demostraadn
|[=x| = V/(=x) 2 = Vx% = |x].

Propiedad 13

Ix —y| < [X]+]y].

Demostraagdn

X =yl = X+ (=Y
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< X[+ =yl = x| +]y], luego
Ix=yl| < [x]+1y|

Propiedad 14
IX] = ]y] < |x=y]

Demostraadn

IX| = [x+y-Yy|=[X=y)+Yy|] < [x=y[+]y]

esdecifx| < [x—y|+ |y|, por tanto

X=yl = [x[ -1yl

Ejemplos
5-2 = |5/ —-2
5-2[ > (2] - |9
2.2.2. Aplicaciones de las propiedades
En los siguientes ejemplos se ilustaomo se utilizan estas propiedades y el concepto de valor
absoluto en la soludh de algunas ecuaciones y desigualdades.
Ejemplo
Hallar el conjunto soluéin de la ecuadin |[x — 7| = 10
X—7 = £ (x—7) = 10;luegox—7 =10 6 — (x—7) = 10, esdecirx=17 6 x=-3.
luego el conjunto solubn es{17, —3}
Ejemplo

Hallar el conjunto soluéin de|x — 4| < 1.
IXx—4] <1l —1<x-4<1<« 3<x<5 esdecirxec|[3,5].

Ejemplo

Hallar el conjunto soluéin de la desigualdald?® — 4| < 1.

Seay = x?, luego|x? —4| = |y—4| <1 & 3 <y< 5. (ejemplo anterior). Comp = x?2
setieneque X x?2< 5, yas x2 > 3yx? < 5, cuyos conjuntos solumn son
(—0,—V3] U [V3,+w) y [—\@,\/3] respectivamente, y &l solucbn de la desigualdad

|x2 — 4| < 1eselconjunto

{(~e,~V3 U (V3,+)} 0 [-V5,vB| =[5, - V3| U [V3, 5]
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Ejemplo

Hallar el conjunto soluéin de la ecuaéin x> — 2|x| — 3 = 0.

i. Six>0,x2-2|x|-3=0 < x2-2x-3=0 & (x—3)(x+1) = Oentonces = 3
0x = —1comox > 0, se tiene qua = 3 es una soludin.

i. Six<0;x2-2[x|-3=0& x2+2X-3=0« (x+3)(x—1) =0 & x=-3
0x = 1comox < 0, se tiene qua = — 3 es otra soludin.

Asi, la solucon total es{— 3, 3}

Ejemplo
Hallar el conjunto soluéin de la desigualdad
X —2| —|x+ 6] < 3.

En desigualdades de este tipo, primero se divide la recta en intervalavidettos por los valores
dexdonde|x— 2| =0y |x+ 6] = 0, luego se analiza la desigualdad en cada intervalo.

Como [x—2| =0 & x=2y |x+ 6] =0 & x= —6; los intervalos son
(_007_6]7(_672}7 [27+°°)'

[ x=2 six>2 B X+6 six>-6
‘X_Z‘_{Z—x six<2 y ‘X+6|_{—x—6 six< —6

[x—2| 2—Xx 2—Xx X—2
|X+ 6] —X—6 X+ 6 X+ 6

FIGURA N° 2.27

i. Six< —6, [x—2|—|x+6] =(2—-%X)+x+6<3 < 8< 3(absurdo),

luego no hay soludin en este intervalo.

i. Si—6<x<2,
IX—2| = [x+6] =2—Xx— (X+6) = —-2x—-4<3 & —7<2X & x>-7/2
ad que lasoludnes(—6,2) N [-7/2,4+») = [-7/2, 2), pues hay que considerar el hecho

de que—6 < x < 2, esdecirx € (-6, 2).

ii. Six>2, [x—2|—|x+6] = (x—2)— (x+6) = —8< 3, que es una desigualdad ver-
dadera para todB, ad, la solucbn en este intervalo €2, + ) N (—o, + o) = (2, + ).
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Faltaia por analizar sk = — 6, x = 2 son soluciones, y para ello se reemplaza en la eanaci

ad: parax = —6; |—6 — 2| = 8 < 3 (absurdo),

yparax =2 |2—2|— |2+ 6| = —8 < 3verdadero, luegr = 2 es soludn.
La solucbn total e§—7/2, 2) U (2,4 ) U {2} = [-7/2, + )
Ejemplo

Hallar el conjunto soluéin de la desigualdad x| — 2) (|x— 1| —3) >0

x| = X si x>0 IX—1| = x—1 si x>1
o —X si X< 0 y T 1 1-x si x<1

X =0 & x=0vy [x-1 =0« x=1

|x—1 1-x 1-x x—1

FIGURA N° 2.28

i. Six<O0
(x| =2) (|x=1]=3) = (-x-2)(1-x—-3) = (-X-2) (-x~2) 20 &
(-1%(x+2?% >0,

gue se cumple para toddimero real, luego la soluin en i) es

(_007 0) N (—0074—00) = (_00’0)

i. SI0<x<1;(|x]|-2)(|x—1-3) = x-2)(1—x—3) = x—-2)(—x—2) >0
X—=2 """ ot +++ 4+
X—2 +++++ | - |-
Prod () 2 *) 2 ©)

FIGURA N° 2.29

y ad el producto es positivo en el intervale 2, 2), luego la soludn en ii) es
(07 1) n (_27 2) = (07 1)

jii. Six>1;([x]—2)(|x=1]-3) =(x-2)(x—1-3) = (x—2)(x—4) >0
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X—2 ~----- ++++ + +++++
X—3 " +++++
Prod ® 2 0 4 @

FIGURA N° 2.30

y el producto es positivo ef(— 0, 2) U (4, + )}, ad que la soludn en iii) es
{(=2,2)U (4, +e)} N (L, +) = (1,2) U (4, ).

Ademas se puede verificar que en los extremos de los intervalos: 0,1,2,4étasgbsatisface la
desigualdad por tanto la soldci total es{—c. O] U [0, 2] U [4, + ).
Ejemplo

El conjunto soludin de la desigualdab< 18| + x? 4 4 > 0 es el conjunto de losimeros reales y

. . . 3|+5 , .
el conjunto soludin de la de&gualda% < O esva@. (Por g&).

Ejemplo

Hallar el conjunto soluéin de la desigualdack| — [x — 1| + [x+ 2| >0

Como
_ X si x>0 _ x—1 six>1 _ X+2 si x>-2
’X’{—xsi x< 0 | _1|{—(x—1)six<1 ’X+2‘{—(x+2)six<—2
se tiene que
|X] —X —X X X
x—1  —(x-1) | ~(x=1) | ~(x-1) | (x-1)
X+ 2| —(x+2) (x+2) (x+2) —(x+2)

-2 0 1
FIGURA N° 2.31

los intervalos a considerar s¢p o, —2]; (—2,0]; (0,1] y (1, +)

i Six< =2, |X|—=|x=1|+|x+2| = —=x+(x—1) — (x+2) >0; siyDlosi
—X—32>0 siydlosi x < —3, ad que la soludn en este intervalo es
(_007_3} ﬂ(—oo,—Z) - (_007_3]

i. Si—2<x<0, |X|—|[x=1|4+|x+2|=—-x+(Xx—1)+x+2>0 siydlosi x+1>0
siy losi x > —1 ylasolucén en este intervalo es— 1, +«) N (—2,0) = [-1,0)

iii. SI0 <x<1; [X|=|x=1]+[x+2] =x+(X—1)+x+2=3x+1>0 siy Dlosi
X > —1/3 yad lasolucbn en este intervalo e§—1/3, +») N (0,1) = (0, 1)
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iv. Six>1; [X|—|x—1]4+|x+2]=x—(X—1)+X+2=x+3>0 siydlosi x> —3,
y ad la solucbn en este intervalo eg-3, + ) N (1, +0) = (1, 4 )

Faltaia por analizar sk = 0; x = —2; x = 1 son soluciones y para ello se reemplaza en la in-
ecuaobn|x| — |[x — 1| + [x+ 2| > 0, ad

Six=-2; |-2|—-|-2—-1|+|-2+2|=2-3+0>0 absurdo
Six=0; [0|—|-1]+|2|=-142=1>0, luegox=0 essoludn
Six=1; |1]—-|0|+ |3/ =1+3=42>0, luegox =1 essoludn

Luego la soludin total es
y por consiguiente la solumn de|x| — |x — 1| + |[x+ 2| < O es el intervalg—3, —1).

Ejemplo

Halle el conjunto soludin de la desigualdajk + 1 — |[x — 2| | < 1

i. Six—2 > 0, es decir sk > 2 entonces

IX+1—|x=2|] = [x+1—-(x—2)] = |[x+1—-x+2| = 3 < 1absurdo, luego no hay
solucbn en este caso.

ii. Six—2 < 0,esdecir, sk < 2 entonces
IX+1—|x=2|]| =|x+1+x—-2| =|2x—1] <1siyDlosi—-1<2x—-1<1siyDlo
Si0<2x < 2siy®losi0O< x < 1,ylasolucbn en este caso ¢8,1] N (—«,2) = [0, 1]
y ad la solucbn total e§0, 1] U ¢ = [0, 1]

EJERCICIOS
Hallar el conjunto soluéin de las siguientes expresiones.
1. |3x—-2| =7
2. |13—x| =[8—X|

3. [ —1] + |16 = 2

2X
4. | — —4| <1
2 E
5|3 -5 >4

Xx—1
6. |[x+1| > ——
X | = 3
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7. ||Ix—2|+4] =3
8. ||x|—4| =1

x—1

9. 7
x—4’_
X—1

10. >

0 x—2’ > X

11. [5-x1 < 4

12. |x? — 4x+ 3| > X
13. [|x— 2| — [x+ 4] — x| > 3
(x+1) x—2) (x—3)

14. >0
|X+ 4| x -
15 [[x] = [x—1]] < 4
16. ( |x+4|2—25> (\/ﬁ—9) <0

17. Demostrar que la distancia entre dasweros reales x, e y é% — y|
18. Cuales de las afirmaciones siguientes son verdaderas.

a) [x"| = |x|"

b) [x+y+2z| = |x|+|y|+|z]

0 /(x—1)2?=x-1

d) /(x—5)% = (x—5)



Capitulo

PLANO CARTESIANO Y NUMEROS
COMPLEJOS

3.1. EIPLANO CARTESIANO

Una pareja ordenada démeros reales es una expfesde la formga, b) conay b nimeros reales,
con la propiedad de que

(a,b) = (c,d) siyslosi a=c y b=d
Asi por ejemplo (1,2) # (2,1)

Al conjunto de todas las parejas ordenadas @®eros reales se llama producto cartesian®de
conRy se nota R-R =R?, es decir,

RxR={(Xy) | xeR y yc R} = R%

Este conjunto es de gran importancia en la represémtagpafica de curvas planas y en la inter-
pretacon geonétrica de los imeros complejos.

Graficamente el conjuntB? representa el conjunto de todos los puntos de un plano, llamado plano
cartesiano. Esa representatise logra asociando ivocamente a cada una de las pareja®élen

punto del plano, y réprocamente a cada punto del plano una parejg%leomo se explica a contin-
uacbn.

En el plano se consideran dos rectas reales (metrizadas), una tedritomadaeje xy otra vertical
llamadaeje y, que se cortan perpendicularmente en un punto llamadeny al cual se le asigna la
pareja (0,0) d&®?. (Ver figura3.1)

61
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EjeY

Origen
(0,0)

Eje X

FIGURAN® 3.1

Sobre la recta horizontal e xse ubican los elementos de la fornaa Q) de tal manera que si
a> 0 el punto est a la derecha del origen, yai< 0 el punto est a su izquierdaMer figura 3.2).
Sobre la recta vertical eje yse ubican las parejas de la forrf@ b) de tal manera que &> 0 el
punto est por encima del origen, y bi< 0 el punto et por debajo del origen.

y

+(0,4)

O
T (2710) T

<+ (0,-2)

FIGURA N° 3.2
Ahora para representar cualquier pargjay) € R?, conx # 0,y # 0, se localizan los puntos
correspondientes a las parejas0) y (0, y) y se trazan por estos puntos rectas paralelas ejéssy

y X respectivamente, y al punto Q de corte de estas dos rectas se le asigrgaaxpy) deR?. (Ver
figura 3.3).

(x0); ©.)

FIGURA N° 3.3
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A los dos rumeros que conforman la parépe y) representada por el punto Q, se les llama coor-
denadas del punto Q, o tarébise dice que Q tiene coordenadgsy.
Para el procedimiento rgroco, dado un punto P cualquiera del plano se trazan por ese patas re
perpendiculares a lages xy y respectivamente, determinandd dgs puntos, uno sobre eje xcon
coordenadasa , 0) y otro sobre ekje ycon coordenadad, ). (Ver figura 3.4). Al punto P se le
asigna la parejéa , 3), es decir, las coordenadas del punto Psgng.
y

©0B)) :P=(.B)

N(@0)

FIGURAN° 3.4

Ejemplos
1. Localizar en el plano cartesiano las siguientes parejas ordenadas.
(074) (_172> (_370) (07_3) y (470)

y
+(0,4)
(1.2) - —
|
4
——+—1 ——+—4+— X
(-3.0) 1 (4.0)
(0,-3)+
FIGURAN® 3.5

2. Represente gficamente el siguiente sub-conjuntoRfe

A={(xy) ]| -1<x<2 y 0<y<2}.
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Se pide que la coordenadale los puntos sea mayor o igual gu& y menor o igual que 2,
es decir que esos puntosé&stentre la recta vertical que pasa por el puprtd,0) y la recta
vertical que pasa pdg,0).

Similarmente si0< y < 2, esos puntos deben estar entre ekgjéa recta horizontal que pasa
por el punto(0, 2). (Ver figura 3.6).

y
0,2)
A
X
(_170) (27 0)
FIGURA N° 3.6

3. Represente el subconjunto®®, B = {(x,y) | x=—-4 06, y=D5}.

Se pide que la coordenagae esos puntos sead o que la coordenadesea 5. Los puntos del
plano cartesiano con coordenada —4 son todos los de la recta vertical que pasa pat, 0)
y los puntos del plano con coordenaga= 5 son los de la recta horizontal que pasa(oi5).
Asi la representadn que se pide estconstituida por las dos rectagiadas. \er figura 3.7).

FIGURA N° 3.7

4. Represente el subconjunto®é: C = {(x,y) | 1< x <4 y=3}

Este conjunto eétconstituido por todos los puntos de la recta horizontal que pas® p8ry
con coordenadasentre 1y 4. Yer figura 3.8).
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(@]

[
g R

FIGURA N° 3.8

5. Represente el subconjunto®é D = {(x,y) | x <0 6 y < 0}

Este conjunto eétconstituido por todos los puntos del plano cartesiano gae eda izquierda
del ejey o bajo el ejex. (Ver figura 3.9).

FIGURA N° 3.9

6. Represente el subconjunto®é E = {(x,y) | y>x?}

Se procede primero a construir lsfica de la ecuadn  y = x?
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FIGURA N° 3.10

Se observa que estaddica divide el plano en 3 conjuntos de puntos: los quanesbbre la
curva, que son los que satisfacen la eddaci y = x2, los que estn en la parte superior de
la curva y los que eéh en la parte inferior. Uno de los d@fimos conjuntos de puntos es
el que satisface la desigualdady > x®> y el otro la desigualdad y < x2, ¢ Gmo saber
cual de ellos satisface una u otra desigualdad? Una forma de deterntnes &smar un punto
cualquiera(a,b) en una de estas regiones, y observar haciende=a y y=Db cualde
las dos desigualdades se satisface. La desigualdad que se cumpkegarate, se cumple para
toda la regbn donde estel punto.

Asi por ejemplo si se toma como punta b) = (2,0) que esk en la redgdn inferior se observa
que haciendx = 2 yy = 0 se tiene que & 4 es decity < x?, luego en toda la regn donde
esf ese punto (regn inferior de la gafica) se satisface esta desigualdad y en consecuencia entre
la otra regbn (la superior) se satisface la desigualgadx?, luego la soludn al problema esta
representada por la parte sombreada.

2,0)

FIGURA N° 3.11

. Represente el subconjunto®é F ={(xy)|]y>x®> y y—x<4}

La solucbn de este problema corresponde a la interéegguntos en coim) de dos zonas lo
que corresponde & > x? que se determino en el ejemplo anterior y la de- x < 4 que
aplicando el mismo procedimiento del ejercicio anterior corresporafeegmente a
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FIGURA N° 3.12

Superpuestas las dosaficas se observa que los puntos comunesnespresentados por la
region sombreada de la figura

FIGURA N° 3.13

¢ El pedazo de la gficade y=x2 que aparece punteada hace parte de la oidci
¢El pedazo de larectyy —x = 4

EJERCICIOS

Represente los siguientes subconjunto&éen el plano cartesiano.

L{(xy) | x=-10 y y=5}
2.{(x,y) |y <1}

3.{(xy) [x<1lyy<o0}
4. {(x,y) | x <0}

5 {(x,y) | x+y > 0}
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6. {(x.y) |y <}
7.{(x,y) |y > x+3—2}

8. {(x.y) |y=2x+3 —2<x<6}
9. {(x,y) | (x—2y+3) (y—x®) =0}
10. {(x,y) | x| = |y}

1. {(xy |y > |@-1]}
12.{(x,y) [y = —[x] + 1}

13. {(x,y) | [x] + |y| < 4}

14. Localizar todos los puntos @& cuya distancia al origen sea una constatie

15. Localizar todos los puntos cuya distancia algea una constanke

3.2. NUMEROS COMPLEJOS. (C)

3.2.1. Construccon y Operaciones

Una de las caractisticas que tienen losimeros reales es que todomero real elevado al cuadra-
do es siempre mayor o igual que cero, o sea que expresionesxdmo—1 6 x2 = -9 no
tienen sentido si se éstrabajando con losiimeros reales como universo. Si se quiere trabajar en un
universo donde esto tenga sentido, necesariamente debe ser difdmrdmtes fimeros reales. Para
“construir” este universo inicialmente se debe crearumero cuyo cuadrado sea iguat-d, el cual
se llamaa unidad imaginaria y se noapor la letra (este “imero” no puede ser real) y degesto
i2=-1
Se desea tamién que los imeros reales formen parte de este nuevo universo ya que no salpreten
dejar a un lado lo que se ha conseguido en el trabajo Goreros reales, sino al contrario, exten-
der estas ideas a ese conjuntasngrande sin que los reales pierdan como partd de estructura y
propiedades. Adasta el momento de ese nuevo conjunto se conocen los reales y la unigaditaa
i.

Pero es preciso que se trate de conservar en este universo, sasgaodio menos una buena parte de
las propiedades fundamentales que se conocen déresros, una de ellas por ejemplo, la propiedad
clausurativa para el producto nos “obliga” a considerar témbomo elemento de este conjunto, los
gue resultan de multiplicar losimeros reales por el nuevameroi; es decir; imeros de la forma
bicon b#0, be R, que se llamamimaginarios purosy se caracterizan porque al elevarlos
al cuadrado siempre dan ufimero menor o igual que cero, ya que respetando ciertas propiedades
conocidas del productgbi)® = b2i2 = b2 (—1) = —b2. Con esto se pueden hallaimeros cuyo
cuadrado sea igual-ac, conc > 0, éstos sém/ci y — ,/Ci ( es evidente que estos imaginarios
puros no son reales). ¢ Pefmo se sumarian eso@meros entrei8 Lo mas natural para sumar+-Ci
seria factorizar la y realizar la suma de los realasy ¢ que resultaran en la factorizaai, es decir,
ai+ci = (a+c)i. Si se quiere mantener en este nuevo conjunto la propiedad clauspeatida suma,

se deben aceptar &\ “nlUmeros” que se obtengan al sumar cualquienero real &’ con cualquier
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nimero imaginario purbi, es decir se introduce a este conjuntiomeros de la forma + bi.
Realmente todos losimeros que se han aceptado en este nuevo conjunto se puedenrexpiasa
formaz = a + bi cona, b nimeros reales (a" se le llama laparte realde z y a ‘b” la parte imag-
inaria), ya que sia es real, es de la forma = a + 0i y si es imaginario pur@i es de la forma
Bi = 0+ Bi. A este conjunto asonstruido se llamarel conjunto ddos nUmeros complejoy se
notaC, o sea qué& estaa formado por lonlmeros reales + 0i y por los rumerosa + bi, b # 0
llamadosnimeros imaginarios.es decir,

C={ a+bi | ay b eR }

Se desprende de esta constrangique para respetar el concepto de igualdad (deenos reales,
se debe definir la igualdad déimeros complejos en la formaas natural, es decir, dogimeros
complejos son iguales si lo son sus partes reales entre si y sus partesaiaagas decir,

a+bi=c+di siy Slo si a=c¢c y b=d

Ejemplos

i. Siz=24+71 'y w=7+42i

z#WwW pues Re(z) =2 Re(w) =7
Im(z) =7 Im(w) =2

aiRe(z) # Re(w) y Im(z) # Im(w)
ii. Siz=x+1iy = 94 14i entonces debe ser
x=9 y y=14, esdecir z=9+ 14i

Suma y producto de nimeros complejos

Es preciso tamiin, para que se cumpla la propiedad clausurativa de la suma y produotneD,
definir de alguna forma adecuada la suma y producto de cualquier pamagas de la forma + bi,
como se procedara continuadn: La forma nas natural de definir lsumade dos imeros complejos
a-+ bi, ¢+ di, teniendo en cuenta que se desea que la suma déides os reales es urimero real
y que la suma de dos imaginarios puros, seallmero imaginario puro, es sumando las partes reales,
gue sea la parte real de la suma y sumando las partes imaginarias ¢uia ggrte imaginaria de la
suma, es decir:

(@a+bi) + (c+di) = (a+c) + (b+d) i

Ejemplos
i. (3+5i)+ (2—8i) = (3+2) + (5—8)i = 5—3i
i.5+ 3—-i)=(5+3) —i=8-i
ji. (i) + (14i) = 15i

iv. Hallarx,ytal que(2 — 3i) + (x+iy) = 4+ 3i
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(2-3i)+ (x+yi) =(24+x) + (y=3)i = 4+ 3i
entonces 2 x=4 y y—3=3,
adquex =4-2=2 y y=3+3=6.

Para definir eproductoen este nuevo conjunto, es necesario tener en cuenta que Gsadke
efectie entre ameros reales debe coincidir en resultados y propiedades con losg@dmsicon el
producto usual e, y que cuando se efdm entre fimeros imaginarios se respete lo que nita
construcadn de este conjunto es decir el hecho de Gye(i) = i = — 1. Estas razones hacen que
no se pueda definir el producto en su formasmmaturala + bi) (c+ di) = ac+ bdi, sino que
sea necesario dar una defidigciaparentemente un poco eftaapero que se acopla a los objetivos

buscados:
(a+ bi) (c+di) = (ac—bd) + (ad + bo) i.

Esta definidbn se puede justificar realizando directamente el producto, utilizando peepea
distributiva de fimeros reales, y el hecho de dfe= —1 as:

(a+ bi) (c+di) = ac+ adi+ bci+ bidi =ac+ (ad+ bc)i — bd
= (ac—bd) + (ad+bc) i luego
(a+ bi) (c+di) = (ac—bd) + (ad + bo) i.

Observe gue con esta defirdiaisi
z=0+i entonces z2 = (0+i) (0+i)=(0-1) +(0+0)i = -1

Ademas utilizando en forma consecutiva el producta gder si mismo se obtiene:

2=-1 i*=(i9()=(-)(i)=—i i*=([)i) =(-D(-)=1
y a partir del exponente 5 el ciclo se sigue repitiendo, es decir

i5=(i)*(i) =i

) S= ()= (-y=-1
7= ()" () ()( i) =

—1i etc.

Mas general si se quiere calcuiaglevado a cualquierimero natural, por ejempic°! se puede
proceder de la siguiente forma:

i501= i4(125)+1 _ (i4)125i _ (1)125| _ ( )( ) =i yas

j7523 _ (1880 (4)+3 _ (i4) 1880i3 _ (1)1880|3 (1) (i3) = —j

es decir para calcula? se representa el exponemten la formap = 4n+r donder =0,1,206 3,
entoncesP = i*"" = (i4)"i" = (1) (i") = i’ que ya es conocido.

Observe tami@n que el producto de dosimeros imaginarios no siempre es imaginario, como se
viocon(i) (i), o tambén en el muy utilizado resultado:

(a+bi) (a—bi) = (&2 +b?) + (ab—ab)i = a®+b? € R.
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Ejemplos

i. (2+3i)(3—5i) = (6+15) + (9—10)i = 21—

ii. (2i) (3+4i) = (0+2i) (3+4i) = (0—-8) + (6+0)i = —8+6i

iii. (4+2i) (4—2i) = (4)°+(2)° = 16+4 = 20

iv. 9‘4” = %(9—70 = g—gi

v. Escribir el complejd1 +i)/i en la formaa + bi
i2= -1 esdecir (i) (i) =—1 portanto i = —Tl, es decir le —i
luego(1+i)/i = —i(1—+1) = (0—1i) (1+i) =—-1—.

Esta suma y este producto satisfacen las mismas propiedades algebraieesentales que sat-
isfacen los aameros reales. (Conmutativa, asociativa, ...., etc), teniendo en cuentasquigneros
reales 0 y 1 (que tambin son complejos), segaim siendo los ddulos para la suma y el producto
respectivamente.

El inverso aditivo de = a+ bies el complejav = —z = —a — bi,
puesw+z = (—a—bi) + (a+bi) = (—a+a) + (-b+b)i = 0+4+0i =0.

a b i
a2+ a?+b?

. . 1
El inverso para el producto de= a + bi, paraz # 0 esw = - =

. a b .
yaquezw = (a-+ bi) 22 a2+b2|

S N b? L(o@b o ba N
S \a@+ @+ a?+b  a+b?) -

Es evidente, teniendo en cuenta como se congtalizonjunto C, que propiedades de orderiRen
como el que todo tmero elevado al cuadrado sea mayor o igual que cero, no se satisfacC, ya
que se parti del hecho de quié = — 1 < 0, por tanto no se “conside&irorden en C como se hizo
en R. Agu no tiene sentido decir que+ bi es mayor que + di (a menos qua + biyc+ disean
nimeros reales); s absurdo decirque 5 3i 6 1+ i < 20+ 3i. jEntre nUmeros imaginarios
no tiene sentido el signo de desigualdad!

3.2.2. Representacin Grafica de Nomeros Complejos

Hay dos rimeros reales que caracterizan ummero complej@+ bi, su parte reah notadaR e(z)
y su parte imaginarid, notadal m (z) las cuales, de acuerdo al concepto de igualdad e se
intercambian entreisalteran al Aimero complejo z, pues + bi # b + ai por tanto los ameros
complejos tienen la misma caradstica que las parejas ordenadas en el sentido de que:

a+bi=c+di & a=cyb=d vy

(a,b) = (c,d) & a=c y b=d
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Esto motiva a representar cadanmero complejaa + bi como la parejga, b) donde la primera
componente &” corresponde a la parte real delimero complejo y se ubicarsobre el eje de las
X, que se llamdreje realy la segunda componentb™representa la parte imaginaria delimero
complejo y se ubicé@ sobre el eje y, que se llandagje imaginario.

Eje Imaginario

b

[ N

Eje Real

FIGURA N° 3.14

Ejemplos

i. El conjunto de todos losiimeros reales como subconjunto@ee representa mediante el eje
real.

ii. El conjunto de todos losimmeros imaginarios puros se representa por el eje imaginario sin el
origen.

iii. El conjunto de todos losimeros complejos z cdrm (z) = 3 se representa por la recta hori-
zontal que pasa por3

iv. El conjunto de todos lostimeros complejos z tales qie(z) > 5 se representa por la zona
sombreada en la figura.

Re

FIGURA N° 3.15
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v. El conjunto de todos losimeros complejos z tales quen (z) < 8 se representa por la zona
sombreada; incluyendo la recta horizontal que pasa por 8.

Im

Re

FIGURA N° 3.16

NOTA

Observe que el signo de desigualdad en iv. y v. no es realmente éntexas imaginarios, sino
entre rumeros reales, puéd(z) el m (z) son rumeros reales para todas C

3.2.3. Valor Absoluto de Nimeros Complejos

Teniendo en cuenta la representacgiafica de los imeros complejos que se acaba de conocer,
geonetricamente el valor absoluto de uimero complejo se define lo mismo que en el caso real,
como la distancia del punto que representalgharo complejo, al origen, es decir la longitud del
segmento de recta que va del punto al origen.

Siz = x+ iy se puede apreciar en la siguientéfgra que haciendo uso del teorema dagpitas.

2 = Vx2ry?

Re

FIGURA N° 3.17

o de otra forma

2l = /(Re®)? + (Im(2))?

recordando que la parte imaginariazle- a + bi esb y nobi. Observe gque el valor absoluto de un
nimero complejo dglefinido es siempre urimero real no negativo.
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Ejemplos
i. Siz = —8+ 11i entoncesz| = 1/(—8)? + (11)% = 64+ 121 = /185
ii. Siz= —3entonce$z| = \/(—3)%+02 = 3

Observe que en generalsiE R el valor absoluto de como rumero complejo corresponde al
mismo valor absoluto decomo rumero real.

iii. Siz= —15ientoncesz| = /02 + (—15)% = {/(15)% = 15

iv. Halle el conjunto de todos losimeros complejos tales que su valor absoluto sea igual a 3, es
decir halle todos los valores de= C para los cualegz| = 3.

sise haceg = x+ iy entonces

|zl =3 & /x2+y2 =3 & x?2+y?=9

gue representa una circunferencia con centro en el origen y raiiesBltado que era de espe-
rarse pues la distancia de cualquier punto de dicha circunferencigahdsu centro) es 3 (su
radio) y esto coincide con la defindei del valor absoluto.

Im

.
N,

FIGURA N° 3.18

v. Sien el ejemplo anterior se pidiese hallar todos lameros complejos tales que su valor abso-
luto sea menor que 3, el resultadoiaeal interior de la circunferencia con centro en el origen 'y
radio 3 (por g&?). Ciales seian los imeros complejos para los cuale$ > 3?

Observe que adtambin ese nbolo de desigualdad no es entre imaginarios sino entre reales.

vi. El conjunto de todos losiimmeros complejos tales quie — (6 — 5i)| = 7 esk representado
por la circunferencia con centro ¢6, —5) y radio 7 (por qé? Haga un desarrollo alogo al
del ejemplo iv.
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3.2.4. Conjugado de Nimeros Complejos y Divison
Si se trata de efectuar la divisi de rimeros complejos:

w a+ bi

z c+di

hasta el momento se realiza como el produc ! = (a+ bi) (c+ di)~*. Pero si se tiene en cuen-
ta que siempre el productar + Bi) (a — Bi) = a? + B2 es un fimero real, es posible efectuar
esta divisbn multiplicando numerador y denominador jgor di, con lo que se obtiene:

a+bi c—di (a+bi)(c—di)
c+di c—di c?+d? ’

es decir, la divigin se reduce a una multiplicaci de imeros complejos, dividiendo su resultado por
un nimero real(c? + d?).

Dado el umero z = c+ di, al nomero ¢ — di, se llama etonjugadode zy se nota porz es
decir; si
z=c+di, entonces Z = c—di.

Graficamente, el punto que representas sinétrico respecto al eje real, al punto que representa

Im
Yp----mm--- o X+iy
EX Re
=Y fommmmmee #x—ly

FIGURA N° 3.19

Ejemplos

i. Sizz=3+5i; 77 =3+5i =3-5i

i. Sizz=—-3-5i; z=-3—-5{ = —3+5i.
ii. Sizz=1i;, ZZm=0+1= —I.

iv. Sizg=3; zZz=3+0i =3
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v. Dividaz= 8 —i entrew = 2 + 3i

z 8-i 8-i2¢3  (8-i)(2-3i)

w  2+3i  2+3i2+3i (2+3i) (2-3i)
_ (16-3) + (-24-2)i  13-26i 13 26,

= = = i =1-2i
27 + (3 13 3 13 '
vi. Se halia visto que sz = a + bi entonces
1 1 a b
Z = - = —
z a’+b?  a’+4+p?
de dnde sale esto?
1 1z _ a— bi _a—bi a B b i
z zzZ (a+bi)(a—bi) a2+4+b2 az+b2 a?4 b2
por tanto:
1 4 -8, 4. 3,
4-3i  16+9 164+9 25 25
vii. 1/i = —ipues
1t oS
i () (=) 1
por tanto:
2_21_ 2 2
7P 7 7 7

Propiedades del valor absoluto y conjugado demeros complejos

Como las demostraciones de las propiedades que se eramaiaontinuaén son casi inmediatas
utilizando las definiciones, se dejaren su may®a como ejercicio, y se realizam algunas a manera
de ilustracon.

1|z = [2].

L2 =

N

3.1+ =7+
Demostraodn

Seazy = a+ biyz = ¢+ di, entonces

7z1+2 = (a+bi) + (c+di) = (a+c) + (b+d)i luego
z1+2z =(a+c)+ (b+d)i = (a+c)—(d+b)i =a+c—bi—di
= (a—bi) + (c—di) = 71 + 7, luego

L+ =n0+2
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10.

11.

- Nzz| = |zl |z

Demostraodn

Sizg = x1+1iy1 Yy =X +iy2

212 = (XX — Y1Y2) + (X1Y2 + Xoy1) |

a2z = \/(X1X1 —y1¥2)% + (ays + Xay1)?

= /X8x2 — 2X1XoY1Y2 + Y2Y3 + X223 + 2X1YoXo V1 + X3 V2

=\ DG + ViV +GY5 + 8

— B (G +3B) + R (& +38) = /(0§ +1B) (&+2)

=/ +¥2\/X5+ Y5 = |a||z]| luego

|2122| = |21]| 2]

N———
I
N ‘l—“

. Z=272 < z€e R
Z

Z
J; = parte real de.
z-7Z . o
i = parte imaginaria de

. 2.Z=|z/>=a%+b%2 si z=a+bhi

Demostracdn

Siz = a+ bi, entonces

2.7 = (a+bi) (a—bi) = a? + b? = (m)z _

Re(? < [Re()]| < |z|
Im(z) < |[Im(2)] < |z|.
|z + 2| < |za| + | 2]

2|,
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Demostraddn (justifique todos los pasos)

n+2? =@+ @tz = (a+2) T+2) =20@Z@A+5) +2 7+ 5)
LA+ AL+ A+ 0% = |0’ + 0%+ 7+ |2
=|zal?+az+7z%+|2)?

2| + 2Re(21B) + |22|?

‘21‘2 + 2 ‘2172’ + ‘22‘2

2l + 2|2 [z + 122 = [2)® + 2|zl |z] + |2 = (|| + |2))?,

VA

En conclusdn |z + 2|2 < (|z] +|2|)? y extrayendo r cuadrada a ambos lados de la de-
sigualdad se tiene
2+ 2| < [z + |2
Ejemplos
i. Siz= 2 - 3ientoncegz = 2+ 3i, ad

|z| = \/22+ (-3)% = V22432 = |Z].

i. Siz=-3-2i, z= -3+2iy Z= —-3-2i,adquez = z

iii. (6—1)(2+8i) = (6—1)(2+8i) pues
(6—1i)(2+8i) = (12+8) + (48— 2)i = 20+ 46i = 20 — 46i

y por otro lado

(6—i)(2+8i) = (6+1i) (2—8i) = (12+8) + (—48+2)i = 20— 46i

. i i
Iv. P = ues
<2+I> 2+1i) P

<2|+|> - <(2—i|—<i2)?2i)—i)> - (24|4J-r11> B (122i> - ;Jré' - %_&%i

y por otro lado
i —i —i(2+1) -2i+1  1-2i 1
2+1) 2—1i (2—1i) (2+1) 4+1 5 5

—

V. |5+12+4-3i| < |5+412|+|4—-3i|] yaque
5+ 12 +4—3i| = |9+ 9i| = /81+81= 92
|5+12i| = /25+ 144=/169=13 ; |4—3i|=16+9=+25=5
y es evidente qued2 < 13+ 5=18=9-2 puesy2 < 2
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EJERCICIOS
1. Si zy =1+ 2i; Zo = 2+ 3i; z3 = bi,
Efectuar las operaciones indicadas

Z;

-1
7225 d) (z12223)

a) 2z — 32, + 23 b)z; 2, C)

2. Escribir el complejo dado en la fornaat- ib conay b reales, para:
i30 _ i19

2i—1

i®+i3—id
2—i3+i4

a) 3 b) (1+4i)*® c)

6—i 1+i i
d) (1+1)2 ® Z-ay@+rn ) 3-2

3. Hallar x y y tales que

a) (x—iy)?> = —8— 6i b) 2x—y+ (By—2X)i = 2 — 2i
c) (345i) (x+iy) =1 d (2+3i) (x—iy) =1-2i
e) 3x+ 2iy — ix+5y = 7+ 5i

4. Hallar el valor de cada una de las expresiones siguientes.

1 V3.
o i 14 _ 1 |
Siz 2—1; 22 +1; z3 2+—2
1
a) |3z1 + 22| b) | z12223]|? c) |z3|? d) | —
2171
22, +21—-5-1i]° o2 N
e : ) 212 + 2,2 Im(z12
) it 2z, -3+ ) [20°+ 2227 g) [Im (z122)]
Z1 — 27 .
h) |[Re i) |Z1Z
)‘ <Zl+22)‘ ) |7172|

5. Describa y construya la @fica de la redin del plano representado por cada una de las ecua-
ciones siguientes.

a)|z—3| =4 b)|z—3i| =4 c¢)|z—2| = |z+ 4]
d[z—3|+|z+3| =10 |i—-2z[ =1 flz=2-2
97 =z him(z?) =4 i)z+z =4
6. Halle los iumeros complejos que satisfacen:
a)l<|zl<3 b1<|z-2i]<5 ¢ |z+1] >3

dz—i]| >1 eIm(z?)>1 f)Re(z?) > 1
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Cagpitulo 3. PLANO CARTESIANO Y NJMEROS COMPLEJOS

7. Cual de las afirmaciones siguientes es verdadera paraigdn € C
a) Re
b) Im
¢ Re
d) Im

Zl+22) = Re(zl) + Re(Zz)
Zl+22) =Imzi+1Imz
712) = Re(z1) Re(z2) — Im(z1) Imz,

z127) = Re(z1) Imz; 4+ Imz Re(zy)

o~ o~ o~~~



Capitulo

TEMAS ADICIONALES CON NUMEROS
NATURALES

4.1. DOS SUMAS FINITAS IMPORTANTES

Suponga que se desea hallar la suma delpemeros imeros naturaleparan fijo. Si bien es
cierto el proceso es sencillo, pues consiste simplemente en realizamanafinito de sumas, resul-
ta un poco engorroso si se pretende hacerlo manualmente patemanan suficientemente grande.
Sin embargo es posible hallar urdarhula sencilla que permite realizar eshécailo sin efectuar sumas.

Sea§, el resultado buscado para offijo, es decir sea.
S$=1+2+3+...+(N-2)+(n=1)+n

el cual se puede representar tagmbcomo:
S=n+N-1)+(N-2)+...+3+2+1

sumando estas expresiones se tiene:

S = 1 + 2 + 3 + ... + (nh—-2) + (n—-1) + n
S = n + (-1 + n-2 + ... + 3 + 2 + 1
2= (n+1) + (n+1) + (n+1) + + (n+1) + (n+1) + (n+1)
y puesto que son sumandos entonces
(n+1)

2S,=n(n+1), portanto &:n

81
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Ejemplos

. 1 7
I 1+2—|—3+4+5+6:6(6; ):(6)2( ):21

resultado que se puede verificacfimente en forma manual al realizar la suma.

(100.000)(100.001)

ii. 1+2+4+3+...4+100000= >

resultado demasiado engorroso de verificar manualmente.
n(n+1)

2
iv. ~ 704+71+...45000=(1+2+...4+5000 —(1+2+...4+69)

ii. a+2a+3a+...+na=a(l+2+3+...+n)=a

=12502500- 2415= 12500085

(5000(5001) (69)(70)
2 2
v. (Serie aritngtica finita)

a+(@+d)+(@m+2d)+...+(aa+(n—1)d) = ay+a+...+ay+d+2d+...+(n—1)d
nOgCES
= nyg+d(1+2+...4+(n—-1))
(n—1)n

= na+d

— g(2a1+d(n—1))

vi. Para hallas, =7+ (7+20) + (7+40) + (7+60) +...+ (7+(29)(20)) se aplica el resultado
dev.parem; =7 d=7 n—-1=29 n=230portanto:

An= %0 (2(7) +20(29)) = 8910

Otro resultado de gran importancia en estudios posteriores de atatases la llamadserie geo-
métrica finitaque consiste en sumar los n resultados de elevaiiorero fijor(r #£ 0, r # 1) a las
(n+ 1) primeras potencias; 0,2,...,n. Para ello se&; el resultado buscado:

Gn = rO4rlyr2p g2 lygyn

Gn = 141 +r24. . 4r" 241 yn
por tanto

Gn = r+r24rd4 Iyl

y restandq G — rGy,) estas dos expresiones se tiene:
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Gh= 1 + r + r2 + ... 4+ M2 4 M1 4 "
Gp= r + 2 + % + .+ ™ 4+ m 4
Gn—an: 1 — rn+l
y ad
Gn(1—r)=1—r"1 esdecir
1_rn+l
Gh= 1 para r=#1

Ejemplos

i. Gh=1+3+9+27+81+243+729=1+3+324+334344+35436
Aquir =3y n= 6 entonces

~1-3"  1-2187

Gh=13~"13

ii. 6+6(1/2)+6(1/4)+6(1/8)+...+6(1/22")

= 6(1+(1/2)+(1/2)2+(1/2)%+...+ (1/2)")
_ gl
S 1-(12)

i (V22+ (V2P (V22 (V)

V2P 4+ (V2 (V2R - [(V2)P ..+ (V2)Y9
1_(\/5)32 l_(\/é)20_1_216_1+210

1-v2  1-v2 1-2
10 ~16

_ 2727 6412 eeoenes
1—+/2 1—+/2

iv. Utilice procedimiento similar a (iii.) para mostrar que pafac N k<n

I’k(l —r nfk+1)

k n
r Lt =
+...+ 1t

4.2. SMBOLO DE SUMATORIA

Dada una®rmula que contenga una variaklecon el fin de comprimir la suma de uaimero finito
de €rminos que se generan el reemplazar en@wsaifla la variable poriimeros naturales sucesivos
1,2,...n, se usa frecuentemente umbolo que se llamardmbolo de sumatoria, que se nota con la
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letra griega sigma massculay y que esk definido as
n
Z ax=as+ar+...+an
K=1

dondeay es la brmula que genera losimerosay, ..., a, al reemplazar en ella lapor los rumeros
1,2,...,nrespectivamente.

n
Generalizando, una expréside la formay ay, parap € N, p <n, tendé el significado de
k=p

Z ak=ap+api1+...+an
k=p

n

Ejemplos

L3 (k)= QU+ )+ (202)+ 1)+ (203)+ 1)+ 204) +1) =3+ 5+7+9=24

i, kikSer(k;) =3Sen(¥) +4Sen4) +5Sen3F) = (3)(—1) +4(0) +5(1) = 2

iii. Los resultados de la se@n anterior con elismboloy quedaran:

n nin+1
1+243+...4n= 3 k= (; )
k=1
n 1_rn+1
Tr4r24 4=y rk= 1 conr#1
o —r

o k2+1_9+1+16+1+25+1+36+1+49+1
22k 2.3 2425 2.6 2-7

v. La expresbn (—1)%, a medida qu& toma los valores 2, 3,4. .. representa losirmeros
—-1,1,-1,1,... respectivamente, es decir esa expnesinultiplicando unadrmula de élo
terminos positivos oo negativos hace que loértninos deésta se alternen entre negativos
y positivos. A por ejemplo:

82 2 4 6 8 10 12 14 16
27:1+Z+7+—+—+—+—+ pero

& K 9 16 25 36 49 64
k; k2~ 172 9716 25 36 49 64 7
8 2k 2 4 6 8 10 12 14 16
k+t1t>_=_ =+, - 2, —c, " =
> (=D k-1 279 16725 36 40 64
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Cuando se trabaja con éhsbolo de sumatoria es necesario conocer algunas propiedaékdate
cuales facilitaain su manipuladin:

1. Propiedad de cambio de variable

Al cambiar el $mbolok en toda parte donde se presente una sumatoria, poriothml®, el
valor de la sumatoria no Vi, es decir.

=}

"3

||
HM::

\T
o

Ejemplo

5 5 5
HK=32433434135=360=53 =Y 3
2. Propiedad homognea
n n
Cax=C Ak
2,°%=°2,

dondec es una constante. En efecto:

n n
zcak:ca1+ca2+ca3+...+can+:c(a1+a2+...+an):cZak.
k=1 k=1

Ejemplo

i 2k? =2 i k? =2(1+2%+3%) = (2)(14) = 28
= =1

3. Propiedad aditiva

n n n
a+by) act Y by
A= 28t
En efecto:
n
(ak+by) = (ar+b1)+(ax+b2)+...4+ (an+bn)

0l
o

= (@+a+...+a)+(br+ba+...+by)

n n
= Sa+b
PP
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Ejemplo

4 4 4 4 4
zJR+6k= ZJM 3 k= z\/R+6zk
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

4. Propiedad de suma de constantes iguales

=}

1=n en efecto:

k=1

n
21:1+1+1+...+1:n y ad
K=1 ~

nveces
n

> ="
k=1

Ejemplo
6

i Y 1=1+1+141+1+1=6
k=1

.10

i. 3 3=3y:%,1=3(10)=30
k=1

5. Propiedad de cambio deimite

En efecto:

n+p

Y &-p = @priptapiaptapzpt...+anpp
k=p+1
= aatatagt...+an

n

k=1

Ejemplo
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6. Propiedad aditiva para los imites

S

Para su demostrdm use la definidéin de sumatoria y la propiedad asociativa de la suma de
nimeros reales.

n
ax+ z a p<n p>1
1 k=p+1

MU

Ejemplo

10 5 10
S K2 = > k2 + > k2
k=6

k=1 k=1

7. Propiedad telesépica
n
Z a—a-1) =a —a

En efecto:
n
Z a1=(ar—ao)+(az—a1)+(ag—a)+ (as—as)+...+ (@n-1—an2) + (an—an_1)

En la anterior expresh se puede observar que los prime&rgilinos de cada pantesis, se can-
celan con los segundoarminos de los p@&ntesis siguientes, por tantdle quedan, el segundo
termino del primer pa@ntesis y el primer@rmino delultimo pagéntesis es decir:

—ap+ay = an — ap, luego

n
Zakakl =an—ag

Ejemplo

230
i. Z 2k_2kfl:2230_217122230_1

i 11 1 1
' k;3(k+1) 3k 3(100+1) (3)(1)
1
=3k VM =
EJERCICIOS

1. Hallar el valor de

a) 5 (1L k)
kzl(kJr
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b 3 K22
k=3

C) §Ser(2k)
k=2

d) 3 (~1)K7
k=1

2. Expresar cada una de las sumas siguientes usando lsbmadacsumatoria.

a) 1°+24+3*+...+100

b) 1+34+5+7+...4101

2 4 8 e (2\"
C)é §+2—7+...+( 1) <3>
d)}+g+§+ 1+ 99

2 3 4 781
€ 7+124+17+...4+(2+5n)

f) 244+6+...+1040

3. Cual de las expresiones siguientes es verdadera.

100 9
a) y 2k+5=y 2k+7
k=3 k=2

1020 1000
b) 3 3= 3
k=50 k=30

40 39
c) ¥ 3K-2k+5= 3 3k*—2k+6
k=1 k=0

20 10 20
d SK+1=735 K+1+5k+1
k=1 k=1 11

e Si a#l
N n gktl_ gk
=5 ——
k22 kgz a—1

4. Hallar el valor de las sumas

n

a > k-1
k=1
d K

b) > (-2
k=0
n 2 k

C — £

) 2, (-3)

n
Vk+1-vk
d) k:zlo Vk2+k

40
e ¥ (2k+1)2—(2k—1)?
k=4



4.3. FACTORIAL (1) 89

1001_

1
N 2 @r @y

n
9) kglkz
Sugerencia: despej@ de(k—1)3 =k —3k? +3k— 1

5. Cuales de las siguientes sumas se pueden expresar comopétesc

n
a) Y a1—a
k=1
n
b) Y akr1—ax
k=1
n
C) Y Akys— A3
k=1
20
1 1
0 54

20
11

€ Y x— g

kzl K T 1

6. Hallaray tal que cada una de las sumas siguientes se pueda transformar en wopitzles

4.3.

halle el valor de la suma

20
a > a—>5k
k=1
28
b) ¥ ac—Ser(2)
k=1
15
0 Y a—(2k-3)?°
k=3

100
d 5 ax—(K+2k—1)
k=1

100
e Y a-1

k=20
FACTORIAL ()

Se plantea el siguiente problema: ¢ Dartas formas se pueden sentar 5 personas en 5 sillas?.
Para sentarse la primera persona tiene 5 opciones; por cade ofgcesta persona, la segunda per-
sona tiene solamente cuatro opciones, (pues ya hay una silla ocupadeddp op@n anterior la
tercera persona tiene 3 opciones (pues ya hay 2 sillas ocupadasgdaoopdn anterior, la cuarta
persona tiene dos opciones y por cada @peinterior, la quinta tiene una sola atj por lo tanto en
total el rumero de formas en que se pueden sentar las cinco personas en cises&)ed) (3)(2)(1).
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En la soluodbn de problemas a@fogos al anterior y otros tipos de problemas, aparece el producto de
un nimero natural por todos los que le preceden. Este producto de llam#ogidfbde dicho imero
natural y se nota! es decir:

n=(n)(n—1)(n—2)...(2)(1)

De esta definiéin se puede concluir que:

nN=nn-1)(n-2)...(2)(1) =n[(n—1)(n—2)...(2)(1)] = n(n—1)!

Ejemplo
8!=(8)(7)(6)(5)(4)(3)(2)(1) = 8[(7)(6)(5)(4)(3)(2)(1)] = 8(7)! = 40320

Obstrvese como el factorial de urimero creceapidamente, pues si se tuviera solamente 8 per-
sonas para sentarlas en 8 sillas, eXemtid0320 formas posibles de hacerlo.

Resulta conveniente en la condenéadie algunas expresiones, definir el factorial deharo cero,
el cual se define como 1, es decir
o'=1

esto se justifica si se tiene en cuenta qualde n(n—1)!, paran = 1 se tiene 1= 0!1 entonces
1=0

Ejemplo
Para simplificar la expre@n:
(10!)(6")(3!)
(7) (51 (6)(2)
se procede a descomponer los factoriales de los numeros mas grat@esieos del factorial de los
numeros mas peqiles con el objeto de cancelarlos:as

(109(6)(3) _ (1B TE)B)2) _ 10 0 )3 _ 2160

(7(GH6)(2) (7H(3H(6)(2)

4.4. NUMEROS COMBINATORIOS

Consicerese un conjuntd con 7 elementos, se trata de hallar@trero de subconjuntos diferentes
de 3 elementos que tiere Para el primer elemento se tienen siete opciones; para el segundo elemento
se tienen seis opciones por cada 6pdilel primero. Para el tercer elemento se tienen cinco opciones
por cada opd@n anterior y por lo tanto elinmero de subconjuntos con tresiaé)(6)(5). Pero estos
subconjuntos no son todos diferentes, ya que aparece por ejemplehginto{a,b,c} y tambén
los subconjuntogb, c,a}, {a,c,b}, {c,b,a}, {c,a b}y {b,a c} que son iguales como conjuntos; es
decir, cada subconjunto de tres elementos aparece 3! veces, (paeseed de opciones distintas de
acomodar tres elementos diferentes en un conjunto es 3!); luegmelra de subconjuntos diferentes
de tres elementos es

[GIQIO)

3!



4.4. NJMEROS COMBINATORIOS 91

lo cual se puede expresaii:as

MEE _ OEE@EERQW _ 7 T .
3! 31(4)(3)(2)(1) 31(41) ~ 31(7-3)!

Generalizando, se tiene que éimero de subconjuntos diferentes doelementos que se pueden
extraer de un conjunto canelementogn > k) es

n!
kl(n—k)!

Esta expregéin aparece en algunos problemas similares y se llamaneéro combinatoria, k el
cual se nota pofy) es decir:
ny\ n!
<k> ~ k(n—k)!

Ejemplo
i. ¢De ca@ntas formas diferentes le pueden repartir a una persona siete fichagidmird (28

piezas)?

Este problema es equivalente a hallar @nero de subconjuntos con siete elementos que se
puede extraer con 28 elementos, luego la sbélues:

28\ 28! 28!
( 7> - (7)1(28-T7)! ( )1(21)!

_ (28)(27)(26)(25)(24)(23)(22)(21))
(7)(6)(5)(4)(3)(2)(1)(21Y

=(9)(26)(23)(11)(5)(4)
=1184040

s . 7 7
ii. Hallar el valor de.(S) y <2>
7 7!
(5) S5z Y

7 7!
(2> 15l =21 luego
N (7
5/ \2
Este es un caso particular de la siguiente propiedad:

()= (o) yeawe
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<nik> - (n—k)!(nn!—(n—k))! - (n—nl!<)!k! - <E>

ii. Hallarelvalorde<g> y <:>
(n) =7~

iv. La siguiente propiedad resultail en el trabajo con iimeros combinatorios, por ejemplo en la
construcadn del conocido thngulo de Pascal, como se vera mas adelante;

(D ! (ki1> - <n:1>

n n n! n!
En efecto: (k) + <k—1> “K—K! " k= D)in—k+ 1)
n! n!

Kk—DIn—K)! T k=DI(n—K)!(n—k+1)

n'(n—k+1)+n'k
k(k—1)I(n—K)!(n—Kk+1)
~ni(n+1)  (n41)!
S K(n—k+1)!  K(n+1-k)!

3

1. ¢De cantas formas acomodarlO personas en una fila?

EJERCICIOS

9! 6! 3!
8!5!2!

3. ¢Cul de los enunciados siguientes @tido?

2. Simplificar

a) (ab)! =alb!

()=

c) (a+b)!=al+b

4. TomanddA = {2,3,5}, muestre que hay 3 subconjuntos diferentes de 2 elementos.

. . n
5. Dar una interpretach a (n) =1
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6. ¢De cantas formas es posible extraer de un grupo de 15 personas, unaoaieigi personas?

7. ¢Dado un conjunto con 5 elementosamios subconjuntos tiene sin elementos?agms con
1,2,3,4,5? y ¢ @ntos subconjuntos tiene el conjunto?

n n
8. Hallarntal que<1o> = <7>
14 14
9. Hallark tal que( k> = <k4>

4.5. TEOREMA DEL BINOMIO

Uno de los problemas que se presenta al usaréeidtilo de Pascal es que para desarr¢ilarb)”
es necesario construir todas lagrimeras filas de dicho fxingulo, lo que se hace muy dispendioso
para unn grande. Para obviar este problema se presenta a confnuata version de estearigulo
usando aameros combinatorios.

0 1 1 . , .
Puesto queg()) =1 (O) =1 <1> =1 |, las dos primeras filas delangulo se van a
expresar como:

(o)
(o))

por consiguiente los elementos de la tercera filarser
1 1
1 1
(o)1)
los cuales teniendo en cuenta que = 2 1 + Do (2 1= 2
e =30 o) "\1) " \a 2

se presentan como:
2\ (2 n 2
0/\1 2

Analogamente los elementos de la cuarta filaser

v ) (D))

U0 000 000 -

guedando la cuarta fila en la forma:
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3\ /3\[/3)\/3
0/\1/\2/\3
continuando de esta forma se concluye que la nueva presantigitrangulo sef:

@+h)? —— - ( 8)

o (5)(2)
o7 o (5)()()
b oo (D))
ot oo (OEEE)
SR (HOEEOEE)

ad sucesivamente.

De donde se puede intuir que(la+ 1) fila del triangulo o sea la que corresponda a los coeficientes
de(a-+b)" tiene como elementos:

En resumen la exprési (a+ b)" se puede expandir como:

n__ n n n n—-1 n n—2p2 n n—1 n n
(a+b) _<O>a +<1>a b+<2>a b+...+<n_1>ab +<n>b

gue condensada por medio dehbolo de sumatoria es:

(a+b)"= i (E)a”kbk

k=0

resultado que es conocido con el nombr&derema del Binomio
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Ejemplos

(a+3b)2 :ii (iz)aZi(sb)i
:(é) 2+ (i)a(3b)+ <§>(3b)2

—a® + 6ab+ 9b?

(x—y?)5 = > <?)X5i(y2)i
By G Q- s (o
x5 — Bxy? 1+ 10x%y% — 10x%y6 1 5xy5 — y10

EJERCICIOS

1. Halle el desarrollo de:

a) (v2ab++/3a%b?)3
b) (xy—xy®)*

8
. X o . -
2. Halle el cuarto termino déy + i) , el termino independiente y el coeficientexd&y?

. 3\ P . o .
3. Halle el coeficiente de'® en (xz + x) , el noveno termino y el termino independiente.
4. Halle el coeficiente de® en (x%2 +x~1/3)M, sila suma de todos los coeficientes es 128.

o . 1\ ° i
5. Halle el termino independiente {rgx2 — 3x> . el coeficiente da®

6. Halle el valor de:
20
a) kgo(k)
50
b 50 _1\k
) 2 ()=

500
) kzo (520) 3500-kgk



96 Cagtulo 4. TEMAS ADICIONALES CON NJMEROS NATURALES

7. Hallar el termino independiente

a+1 a—1 \%
a2/37a1/3+1 aial/z

4.6. INDUCCION MATEM ATICA

Otra de las caractegticas importantes de losimeros reales es el llamatjarincipio de induccbn
matenatica” el cual permite demostrar rigurosamente proposiciones que satisfacggmiesos nat-
urales. Debido a que para los objetivos de este libro este tema se puéle ssdbpresenta como un
apéndice, para que sea consultado por el lector interesaéb en



Capitulo

GEOMETRA ANAL ITICA

En este cajulo se estudia@n algunas curvas en el plano, pero no solamente consideranddisa,gr
sino que gracias a la representacte puntos en el plano por medio de pares ordenadosrderns
reales, estas curvas se pueden representar mediante ciertas essud€ei@studio de estas curvas
mediante este tratamiento, mezcla de la represémaypafica y la representamn algebraica, es lo
gue se conoce como geoniatanaitica.

5.1. LINEA RECTA

Se conoce, desde la secundaria, que dasdrilos se dicen semejantes si “sus lados correspon-
dientes son proporcionales”, es decir, los daagulos tienen la misma forma aunque no tengan el
mismo tam&o. Para que se pueda cambiar el thmain cambiar la forma se pueden cambiar las
longitudes de los lados pero no se deben cambiar las medidasat@lgss, como se puede observar
enlafigura5.1.

FIGURAN° 5.1

Esta observabin permite concluir que dos &mgulos son semejantes si sugulos correspondi-
entes son iguales.

Una aplicacbn inmediata de este concepto damigulos semejantes se encuentra en la smiubé!
problema de buscar el punto medio de un segmento de recta que une tizsNjan ay) y B(bs,by).
En lafigura 5.2 el tAnguloA B Ces semejante al &aihguloA M N, entonces si el lada M es la mitad
del ladoA B, por semejanza de &mgulos, el lad@ N es la mitad del ladé C. La coordenada del

97
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puntoM es entonces:

1 1 1
a+5(bi—a)=aa+sbi—sa

2 2 2
1 1
=—a+=b
> 1+2 1
1
=_—-(a+b
2( 1+b1)
y
B
by +
M
A
az + .
N C
t } X
g bl
FIGURA N° 5.2

Por otro lado taml&n, por la semejanza de losamigulosABCy AM N, si A M esta mitad dé\ B
entoncedV N es la mitad dd8 Cy ad la coordenadg del puntoM es:

1 1, 1
ts(b-a) = at+sbh-sa
1.1 1

= Stsbh=5(@+h)

Por consiguiente, las coordenadas del piht@unto medio del segmenfoB) son:

G (a1 +by), % (az+bz)>

Ejemplo 1
Hallar el punto medio del segmento de recta que une los p(2tdsy (6,8) .

El punto medio egx,y) = (2;6, 4;8> = (4,6)

Para acercarse intuitivamente al concepto de recta se compara unadit@ezon otra curva que no
es recta. Consétese la recta que pasa por los purf@®) y (4,8) y la paébolay = x* que pasa por
los puntog0,0), (1,1), (2,4), (3,9), y otro punto.
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(4.8)

(0,0) (0,0)

FIGURAN° 5.3

#*

—IN
Rl

Il
wio
Rl

Para localizar en el plano esos puntos de lalpala se debe avanzar una distancia horizontalmente
y avanzar otra distancia verticalmentei, @stando en el punt®, 0) se avanza horizontalmente 1y se
avanza verticalmente 1y se llega al pufitol), estando adwsi se avanza horizontalmente 1 se debe
avanzar verticalmente 3 para llegar al pufo4), si se avanza de aghorizontalmente 1 se debe
avanzar verticalmente 5 para llegar al puf@d). Se observa que la reléci entre lo que se avanza
verticalmente y lo que se avanza horizontalmente para ir de un punto a otroutedano se conserva
mientras que para la recta esa réacsi se conserva, porque para ir(@0) a (1,2) lo que se avanza
verticalmente es el doble de lo que se avanza horizontalmente lo mismo quedsdb &) a(2,4), o
parair deg2,4) a(3,6) lo que se avanza verticalmente es el doble de lo que se avanza horizot¢éalmen

La invarianza de esa rel@ti es la principal caractstica de las rectas. A la reléci de lo que se
debe avanzar verticalmente con respecto a lo que se avanza horizotegberenir de un punté de
una recta a otro puntB de la misma, se conoce como pendiente de la recta usualmente notada por
m. Para la recta que se ha tomado como ejemplo, la pendiente es 2 ya que lodghe sanzar
verticalmente es el doble de lo que se debe avanzar horizontalmente pareugldguier punt® a
cualquier puntd de la misma recta.

Para una recth no vertical cualquiera, si el pun#dtiene coordenada®s,ay) y el puntoB tiene
coordenadaéh;, by) la pendiente de la recta $ede acuerdo con lo que muestra la figura 5.4:

FIGURAN® 5.4
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_bp—ap
N b1—a1

Claramente las rectas horizontales tienen pendiarté). Para las rectas verticales la defiaitde
pendiente presenta el inconveniente de la “ddrigpor cero”por lo que se dice que las rectas verticales
no tienen pendiente o tienen pendiente infinita.

Para la determina@gn de la pendiente de la redtade la figura 5.4, imptitamente se considzel

., . .. b, — &
triangulo recinguloA B C, en el cual la relaénm = 2%

, corresponde a la tangente delgulo
b1 —a

BAC (cateto opuesto sobre cateto adyacente), que es el mismo independikentdededn que se
haga de los punto& y B sobre la recta. A est@ngulo se le llamaé&ngulo de inclinadn de la recta
L™

Se observa entonces que la pendiente de una recta es la tangerdegi@sae inclinadin; por lo que
rectas coraingulo de inclinaéin agudo tienen pendiente positiva y rectas angulo de inclinaén
obtuso, tienen pendiente negativa yipgocamente.

1. Supongamos que la recta&siclinada a la derecha. (Fig. 5.5)

y
B
(x2,¥2)
Y2—Y1
A
(x1,y1)  X2—X1
o .
FIGURA N° 5.5
Pendiente= Tang — Y22
X2 —X1

2. Supongamos que la recta&stclinada a la izquierda. (Fig. 5.6)
y

FIGURA N° 5.6
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Pendiente= Tan8 = Tan(m— ¢)
Tanm—Tany

- 1+TannmTany
yi—Y2
=—-Tany = —
w Xo — X1
_Y2—W
Xo — X1

El angulo de inclinadin de una recta debe ser mayor o igual a cero y menor o igual’a 180

Ejemplo 2

Hallar la pendienteny el angulo de inclinadin 8 del segmento de recta que une

a) Los puntog—8,—4), (5,9)
b) Los puntog8,—-2), (12, —6)
c) Los puntog126), (12,10)
d) Los puntog2,5), (10,5)

Solucion
. . 9-(-4) 13 , o
a) La pendiente viene dada por= ﬁ =13~ 1y elangulo de inclinadin es 45
puesTanf =1, luegof = 45°.
_6-(=2_-4_ . _ _
b) m= -8 —1° -1 ; Tanf = -1, entoncesh =135
10-6 4 o .
C) m= 2120’ luegomes infinitay Tanf =~ yad 6 =90
5-5 0

d) m= 10-2-8 =0; y Tan6 =0, Portanto8 =0°.

La manipuladdn algebraica de la recta requiere que se puedan representar |os gelntoa recta
por medio de una ecudxi que solo sea satisfecha por las coordenadas de los puntos det&sa re
Para encontrar la ecuéci de una recté que pasa por un pun®= (a;,ay) y tiene pendienten, se
considera un punto cualquielPdx,y) de la recta, diferente del pun#gy se calcula la pendiente de la
recta enérminos de las coordenadasRlg de A, es decir, se establece que:

Y-
X—az

expresbn que ya puede considerarse como e@rade la recta que pasa pary tiene pendienten.
Se acostumbra la siguiente preserin@quivalente para esa ecu#ci

y—ax=m(x—ay)



102 Capitulo 5. GEOMETRA ANAL ITICA

y se le llama forma Punto-pendiente de la eciacie una recta.
De esta expresh se puede deducir una forma mas conocida de la énudeila recta, as

y—a; = m(x—a)
y = mx—ma+ap
y = mx+b, donde b=-ma+a

agu b es el corte de la recta con el gjgue se obtiene haciendo en la ecbaci = 0 Figura 5.7.
y

y=mx+b

o

FIGURA N° 5.7

Ejemplo 3

" : .2
Hallar la ecuadin de la recta que pasa por el puf292) y tiene pendlent%.

y—a 2 y-2 2 .
Como m= entonces - = ——, ortanto y—2=—-(x—-2 es la ecuadin de
S 5 x_2 P y 5x—=2)
la recta.
Ejemplo 4

Hallar la pendiente, los interceptos con los ejes coordenados y 3 punkasetta que tiene por
ecuaobn y—+4x=7.

Como y+4x=7, entonces y=-4x+7, Yy aslapendiente es4.
Para hallar el intercepto de la recta con elygjee hacex = 0 en la ecuaéin de la rectyy = —4x+7
para obteney = 7.
Para hallar el intercepto con el ejese haceg = 0, en la ecuaén de la recty = —4x-+ 7 para obtener
—4x+7=0, es decix = 7/4.

- : 1
Para hallar 3 puntos de la recta se le dan3valores distintos (o @) por ejemplax=0,x=1,Xx= 2
en la ecuadin de la recta para obtener los puntdsr), (1,3), (1/4,6).

Como la caractéstica fundamental de una recta no vertical es que la pendiente es utentems
cualquier par de puntos determinan la recta y por consiguiente su @euaci
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SeanA = (a1,ay) y B = (by,by) dos puntos diferentes de una rettacomo ya se estableécia
pendientam de la rectd., se calcula ds
_b—ap
- bl —a

y por consiguiente la ecuasi de la recta es:

y—a=m(x—ay); esdecir,

v-ae= (oo ) (-

b1 — a1
que es la ecuatn de la rectd que pasa por los puntdgas,az) y B(by, by).
Ejemplo 5
Hallar la ecuadin de la recta que pasa por los punté9) y (0,4).

La ecuaddn de la recta que pasa por los punté®) y (0,4) viene dado por

—

4-0)

y=0= 02

(x—4), es decir,

—

y = —(x—4), es decix+y =4, por tanto
X+y—4=0 es la ecuadn pedida.

Como una recta vertical no tiene pendiente, su edmatd es de la forma punto-pendiente. Al ser
una recta vertical todos sus puntos tienen la misma coorden@da a, si la recta corta al ej&
en el punto(a,0)) y la coordenady es cualquier amero real. La ecuaoh de esa recta vertical se
expresad entonces como:

x=a; donde se entiende quey es cualquier imero real.
La forma punto-pendiente de la ecuatide una recth que pasa por el puni@y,ay):
y—a;=m(x—ay)
se puede cambiarias
mx—y—ma+a=0

mx—y-+(azg—may) =0

se hacem= A, B= -1 y C = ap— ma para obtenerAx+ By+ C = 0 que se conoce como
ecuaobn general de la recta y que tiene la propiedad de recoger todo tipo tde:rearizontales,
verticales y oblicuas.
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Ejemplo 6

Hallar la ecuadin de la recta que pasa p@; —3) y tiene unangulo de inclinaén de 60.

Como elangulo de inclinadn es de 69 su pendiente e = Tan60® = /3, y as la ecuaddn de
la recta ey + 3= v/3(x—2)

Ejemplo 7

Hallar la ecuadin de la recta que pasa por los puntos3) y (6,0) .

La ecuaddn de la recta que pasa por los puntds3) y (6,0) es

y—0= g(x—G); es deciry = —%(x— 6), es decir § = —x+6, por lo tantox+2y—6=0.
Ejemplo 8

Dada la ecua6in de larecta 8+ 2y =12, Hallar la pendiente y el intercepto con el gje

3 . .
Como X+2y=12, entonces Y= —3x+12, luego y= —§x+ 6, Yy as la pendiente es

3 . :
—5 y el intercepto con el ejges 6 (cuando x = 0).

5.1.1. Angulo entre dos rectas

Es claro que si dos rectas y L, son paralelas tienen el misrangulo de inclina@n y por consi-
guiente la misma pendiente. Ahora si las dos rectas no son paralelas seirtetmectar en alm
punto y formar necesariamente amgulo agudo entre ellas, el cual se llaraagulo entre dos rectas”.
¢,@dmo se calcula esangulo?

Consideremos dos recthg y L » con inclinacione®; y 8 , respectivamente, ninguna de las dos rectas
es horizontal o vertical.

y
L2

C Ly

a
/492 «
A /B

FIGURAN° 5.8

De la géfica (Fig. 5.8) se observa queaglguloB , es unangulo externo al\ ABC, entonces

6,=06:+aq, luego a=0,-6;
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Tan,—Tan@
Ahora  Tana =Tan(6,—6;) = 1fr':'ar2192Ta;1nn 911

My — My

 14+mpmy

dondem es la pendiente de; y m es la pendiente des.

Luego elanguloa entre las dos rectas es aquel cuya tangente esta dada por

My —Mm

Tana = .
1+ mpmy

SiL,y L, son perpendiculares, entonaes= 90° y Tan9(° es infinito, lo cual sucede si el denomi-
nador de la expresh de arriba es cero, es decir, si

1+mm =0 0 sea, Si
mm = —1

lo que indica que dada una recta con pendiente O, cualquier recta perpendicular a ella tiene
pendiente

mz:_ﬁl

Ejemplo 9

3 .
Hallar elangulo entre las rectag = v/3x; y= \3[x. (Figura 5.9)

y
y=v3x
A
e] y= 3
X
FIGURA5.9
V3  2V/3
I B E A
Tanb = ff m;: = \3/§ = :23 = \f entonced = 30° (puesTanSO" = ?)
RV AL
Ejemplo 10

Sabiendo que éngulo formado por las rectas y L, es de 45y que la pendiente de; es 2/3,
hallar la pendienten, delL »
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mp —m . mp—2/3 2
Como Tan45>=———, esdecir, =————, entonces +-nm=m—2/3, luego
X 1+mmy 1+(2/3)my gme=m / J
mz—émz:1+2/3, es decir % =5/3, luego mp =5.
Ejemplo 11

Hallar la ecuadn de la recta que pasa g@; 0) y es perpendicular a la recta que tiene por e@raci
y=X.

Como la recta que pasa p@,0) es perpendicular a la recta que tiene por ed@raciy = X,
entonces su pendiente es= 1= —1 y por tanto su ecuamn es y— 0= —1(x—0), es decir
y=—X

Ejemplo 12
Lasrectasx+2y=8 y 2X+4y=1 son paralelas ya que sus pendientes son iguales, pues de

, 1
X+2y=28 setiene que Y=8-Xx, entonces,y:4—g y (m:—2>, yde X+4y=1,

. . 1 2 1 x 1
se tiene que ¥iI=1-—2%, es decir, y_Z_ZX_Z,_E (m_—2>
Ejemplo 13

1 .
Lasrectasy—3= _Q(X_ 5), y—5=2(x—1) son perpendiculares ya que el producto de sus

. 1
pendientes es—1; pues mp-my = —5(2) =-1

Ejemplo 14

Hallar la ecua®n de la recta que pasa pdr,2) y es paralela a la recta que tiene por ecdiaci
X+2y=06.

. . . : X
Como la recta es paralela a la recta que tiene por emuiaci+ 2y = 6, es decir, y = 5 +3,
: 1 . . 1
entonces su pendiente esé yad suecuadnes y—2= _Q(X_ 1).

Ejemplo 15
Hallar la ecuadn de la recta que pasa por el punto de interéecde las rectas x+y =1,
—Xx+y=1 vy es perpendicular a la recta que tiene por ecuacBx+ 2y = 2.

El punto de intersecon de las rectas €9,1) y como X+ 2y =2, entonces Y= —3y+2, es

, 3 . . L. 2
decir, y= —§x+ 1 yaslapendiente e§, luego su ecuadnes y—1= §(X_ 0).
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Ejemplo 16
Hallar el valor dea de tal forma que la recta que pase por los puf®og) y (5,—2).
a) Sea paralela a la recta que pasa por los puritys-4) y (—6,3).

b) Sea perpendicular a la recta que pasa por los puf@s4) y (—6,3).

a) En efecto, como las rectas son paralelas, entonces las pendienteseleigenles, es decir,

4 3(7 7 7 3
= entonces —2—a:Q:——, luego a=—-2+_-=_

5-2 -6-0" _6 2 5= % por tanto

_2-a_ (=60 6 or tanto —2—af§' luego _Z—E;—a luego
52 \3-(—a) 7 P A 7 =% 1
g— 32
7

Ejemplo 17

Hallar la distancia del punt@®, 0) a la recta que tiene por ecuasi x+2y =4
Para hallar la distancia del pun@,0) a la recta, se halla la ecuaaide la recta que pasa p@;0) y
es perpendicular a la recta que tiene por ec@rack+ 2y = 4, se halla el punto de intersetnide
las dos rectas y se aplica larinula de la distancia entre los dos puntos.

. X 1 , .
Como x+2y=4, entonces Y=4-—X, esdeciry=2— > luego m= ~3 y ad la pendiente
de la recta perpendicular esmy = 2, luego su ecuadh es y—0=2(x—0), es decir y=2x.
Para hallar el punto de interseguide las dos rectas se iguglan ambas, es decir, X2 2 — > es

: 5 . 4 4 8
decir, 2<+g =2, portanto EX =2 yas x= c: por tanto y= 2<5> = entonces el

. L. 4 8 . . .
punto de intersecon de las dos rectas ({&5, 5), y ad la distancia del puntg0,0) a la recta que

tiene por ecuabin x+2y=4 es

4 N\?* /8 \? [16 64 [80 45
d_\/<5_0> +<5‘°) “Vete Vs~ 5
Se puede demostrar que la distancia del p(xgoyo) a la recta que tiene por ecuani
AX+By+C=0 es

| Axo+Byo+C|
VA2+B?2
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en el ejemplo anterior (Xo,yo) = (0,0) x+2y—4=0 entonces si se aplica estarhula se tiene

que

g [1x0+2x0-4 4 45

V5 v 5

Ejemplo 18

Dado el trangulo de ertices A(—1,4), B(1,2), C(3,—2). (Fig. 5.10)

y

A(=1,4)
\ B(1,2)
X
\J C(3,-2)

FIGURA 5.10

Hallar

La ecuaddn de la mediana del lad®B del triangulo
La ecuaddn de la mediatriz del ladBC
La altura del trangulo considerando/B como base

El area del ti@ngulo

La mediana es el segmento de recta que une el punto medio del lado éstioel @puesto.
. —1+1 442 .
El punto medio del ladé&\B = ( 2+ ,JZF) = (0,3) Yy la pendiente de la recta que pasa
—2-3

por(0,3)y (3,-2)es m= por tanto la ecuadn de la mediana es

g 3-0 3
y_3:—§(x—o), es decir, $+45x—9=0.

La mediatriz es la recta perpendicular que pasa por el punto medio de mergegde recta,
_ 1+3 2-2 _
luego el punto medio del segmerBiC es <;,2> = (2,0) vy la pendiente de la

4 . o
recta que pasa p@B,—2) y (1,2) es m= +—2 = —2 luego la ecuadin de la mediatriz es

y—0= +%(x—2), es decir, §—x+2=0.
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4-2 i B
-1-1 -2
ecuacbnes y—2= —1(x—1); esdecir, y—2=—x+1, luego x+y—3=0. Laaltura
del triangulo es la distancia del punt8, —2) a x+y—3=0, quees

3—-2-3 2 2v/2 .
‘\@| = 5= \zf =+/2, luego la altura del tiingulo es v/2.

d) Elareadel tiéangulo es la longitud del lad®B por la altura dividido por 2. La longitud del lado

AB=/(4—2)2+(-1-12=+4+4=+/8 yasdelareadel tdngulo es v8-v2 4 —2.

2 2

c) La pendiente de la recta que pasa ped,4) y (1,2) es —1, luego su

Ejemplo 19

Hallar el valor dantal que las rectas que tienen por ecuaciomes+8y—1=0; 2X+my—1=0
son paralelas.

. . . m 1
Despejandoy de las ecuacionesnx+8y—1=0 y X+my—1=0 se satisfacey=— §x+ =

8
-2x 1 m 2
y=—+ - yportanto —— =——, entoncesn? =16, a§ m= +4.
m m 8 m
Ejemplo 20

Hallar el valor dem para que las rectas que tienen por edd@cix+ my—5=0; x+y—1=0,
sean perpendiculares.

. . . 2 5
Despejandy en las ecuaciones se obtieng= SX T Y Y= X 1 ycomo son perpen-

: . .2
diculares el producto de sus pendientes-dnes deC|r—a -(=1)=-1, luego m= -2.

Ejemplo 21
Hallar el valor de k tal que la recta que tiene por ecuati 4 —ky—7 =0, tenga pendiente 3.

. . . 4 7 .
De laecuadin 4x—ky—7=0, despejandoy se obtieney= EX_ K y como la pendiente de

. 4
Ax—ky—7=0 es 3 entonces se tiene quE =3, portanto k=12,

Ejemplo 22

Hallar la ecuadin de la recta que pasa p@;5) y no intercepta al ejg.
Como la recta pasa p@8,5) y no intercepta al ejg, debe ser paralela al efeluego su pendiente
debe ser 0, por tanto su ecuaties y—5=0(x—3), esdecir y=>5.

Ejemplo 23

Hallar el valor dek tal que la recta que tiene por ecuati Xkx+5y+k—2=0, pase por el punto
(—la 4)

Como la recta pasa por el pur(te1,4), entonces el puntp-1,4) satisface su ecuam, es decir,
—3k+20+k—2=0, luego —2k+18=0 yas k=09.
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EJERCICIOS
1. Hallar la ecuadin de la recta que pasa por:
a) (272)> (534) b) (1a2)a (_272) C) (470)3 (5a4)

2. Hallar una ecuabn de larecta que pasa por el punto dadoy sea i) paralela ii) perpemdicula
a la recta indicada:
a (2,1); 4x—2y=3
b) (2,5); x=4
c) (-1,0); y=-3.
3. Verificar si los 3 puntos dados son colineales, es decir &@nestbre la misma recta, o si no lo
son.
a) (0,4), (2,0), (3,2
b) (074) ) (77 _6) ) <_5a ll)
c (-2,1), (-1,0), (2,-2)

4. Considere la figura 5.11. y halle:

(L,2)

FIGURA5.11

a) El punto de intersecon de las medianas y sus ecuaciones.
b) El punto de intersecén de la mediatriz y su ecudxi.

c) El punto de intersecon de las alturas y sus ecuaciones.

d) ¢Son colineales estos tres puntos?.

5. Hallar la distancia del punt¢2, 3) alarecta 4+ 3y = 10.
6. Hallar la distancia entre las rectast y =1 y x+y = 5.

7. Determinar para que valor dda recta

(a+2)x+ (a®-9)y+3a’-8a+5=0
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20

a) Es paralela al eje.
b) Es paralela al ejg.

¢) Pasa por el origen de coordenadas.
. Demostrar que los punt¢s-3,1), (0,2), (—2,—2), (1,—1) son los \ertices de un reanhgulo.
. Hallar 3 puntos de la recta que tiene por echrack + 2y = 16.
Hallar elarea del téingulo que tiene porértices(3,6), (2,1), (8,2).
Hallar el valor de para que la recta que pasa por los puti®5) y (—4,a) tenga pendiente 2.

Hallar el valor de, tal que la recta que tiene por ecuati kx—y = 3k— 36 corte al eje de
lasx enx = 5.

Demostrar que los punt¢4,0), (0,4), (0,0) son los ertices de un téngulo recangulo, halle
sus 3angulos y las ecuaciones de sus lados.

Halle el conjunto solubh de x+3y>2 y y>1 x<O0

Dos \ertices de un téingulo equitero son—4,0) y (0,0), halle el tercer &rtice y las ecua-
ciones de sus lados.

Se dan las ecuaciones de dos lados de uamgalo 5+ 2y —7=0, 5x+2y—36=0
y la ecuaddn de una de sus diagonalesx 8 7y — 10 = 0. Hallar las ecuaciones de los otros
dos lados y de la otra diagonal.

Hallar elangulo entre las rectay = x, y = v/3x .

Hallar la ecuaéin de la recta que pasa p,5) y forma unangulo de 45 con la recta de
ecuacdhn x—3y+6=0.

Hallar la pendiente de una recta que formangulo de 45con la recta que pasa por los puntos
(2v *1) y (5’ 3)

. Hallar la ecuaéin de la recta

a) paralela al ejgy y que corte al eja& cinco unidades a la derecha del origen
b) que pase pof—4,5) y cuya pendiente se%

C) que pase pof2,—1) y perpendiculares a la recta que pase(@o8), (—2,5)
d) pase por el punt6—4,1) y sea paralela a la recta que pase por los puri®8), (—5,0).
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5.2. LA CIRCUNFERENCIA

La circunferenciaes un conjunto de puntos en el plano, cuya distancia a un punto fijo, llamado
centrode la circunferencia, es siempre igual a una constarigmada efradio de la circunferencia.

Asi, sip = (X, y) es un punto cualquiera sobre una circunferencia con centgo-erih, k) y radio
r entoncesl (P, Q) = \/(x —h)?+ (y—k)? = r, es decir

(x—hZ+(y—k? =r?2

que se llamakcuacion de la circunferencia de radio r y centrgh, k). Fig 5.12.

y

FIGURA 5.12

Ejemplo 1

La ecuaddn de la circunferencia con centro en el origen y racks
(x—0)? + (y— 0)* = r?, esdecir, x> +y? =r2,
Asi la ecuaddn de la circunferencia con centro en el origen y radio 7X8s-y? = 49.

Ejemplo 2

La ecuaddn de la circunferencia con centfb, 2) y radio 2 es
(x—1)2+(y—22%=4 06 x2+y2—2x—4y+5-4=0; esdecir
X2 +y2—2x—4y+1=0.

Ejemplo 3

Hallar la ecuadn de la circunferencia que pasa por el origen y su centro coincidelgmmto
(6, —8).
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Como la circunferencia pasa por el origen el put®) esta sobre la circunferencia, luego satisface
Su ecuadn parax =0, yy = 0, y teniendo en cuenta que su centr¢@s— 8) se tiene que:

(0-6)2+(0+8%=r? & 36+64=r> < 100=r?> < r=10

y ad, la ecuaddn pedida e$x — 6)2 + (y + 8)% = 100.

Es claro que dada la ecuénide una circunferencia con centro(&ok) y radior:
(x—h)2 4 (y—k)Z=r2

desarrollando se tiene:
x% —2hx4+h2+y2 —2ky+k?=r2

es decir:
X2 +y2 4+ (=2h)x+ (—2K)y+ (h?>+ k2 —r?) =0

llamando A=-2h B=-2k C=h%+k®—r?

entonces la ecuam de la circunferencia siempre se puede expresar como:
x?+y2+Ax+By+C=0

y redprocamente: ¢, Gundo una ecuagn de esta forma representa una circunferencia ?

No siempre, pues completando cuadrados se tiene que:

A2 B? A2 B?
<x2+AX+4>+<y2+By+4>+C—— =0

4 4
x+ARP+ 4827 = A+ B e
(x+A/2)%+(y+B/2)* = %(A2+Bz—4C)

o . . . 1
Es decir seéx una circunferencia con centro e(~A/2,—B/2) yradio r = \/4 (A2+B2—4C)
siempre que A2+ B2—4C > 0.

Ejemplo 4
Representa la ecudti x°+4y? —4x+2y = 76 una circunferencia? @les su centro y su radio?

Para responder esta pregunta llevamos la eonatdida a su forma céanica, es decir a la forma

(x— )2+ (y— k)2 =12



114 Capitulo 5. GEOMETRA ANAL ITICA

completando cuadrados perfectosxay en la ecuadin original.
Si esto es posible €h, k) representa el centrory> 0 el radio, si no, esta ecu&ci no representa una
circunferencia.

(@ —4ax) + (Y*+2y) = 76
(X2 —4x+4) + (Y*+2y+1) = 76+4+1
(x—2%+(y+1)? = 81

luego la ecuaéin representa una circunferencia con centr¢2er1) y radio 9.

Ejemplo 5

Representa la ecudéci x> +y?—6y+14=0 una circunferencia ? ¢ &les su centro? ¢ @les
su radio?

Completando cuadrados solamente/gnues erx no es necesario, ya que solamente aparexs el
se tiene:

X+ (Y —6y+9)+14 = 9
X+(y—32 = 9-14
X¥+(y-3?> = -5
absurdo pues suma de dos cantidades elevadas al cuadrado es slonaaetidades no negativas,

las cuales no pueden dar como resultaddiei@ro negative-5.
Es decir esta ecudmi no representa gfica alguna, luego no representa una circunferencia.

Ejemplo 6

Halle la ecuadn de la circunferencia con centro &= (1,—3) y que pasa por el punto
Q = (57 _6)

Es claro que el radio de la circunferenciaéskr distancia entre el centro y este punto, por tanto

r=d(P.Q) = /(1-52+(-3+6)?=V16+9=5
Asi la ecuaddn de esta circunferencia astada por:

(x—1)%+(y+3)2=25

Ejemplo 7

Halle la ecuadn de la circunferencia de radio 10, que pasa por el puf®p-1), si su centro
esh sobre la rectay = 2x
Como el centro es(h,2h), pues est sobre larectay = 2x, es decir, si x=h, ydebe ser B,
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luego
d((h,2h),(2,-1)) = 10
V(h=224(2h+1)2 = 10

(h—2)2+(2h+1)> = 100
h?—4h+4+4h’+4h+1 = 100 luego

. 95
5h’+5=100 entonces =95 yasi h?= £ =19 portanto  h= +1/19

la ecuacbn sera:
(x- \/E)2+ (v- 2@)2 =100 o (x+ \/E)2+ (v+ 2@)2 — 100

verificamos con el punto(2,—1) en las dos ecuaciones para ver cual sirve:
(2= V19)°+ (—1-2V19)% = 4— 419+ 19+ 1+ 4\/I9+ (4)(19) = 100
(2+4v19)°+ (—1+2V19)" = 4+ 4V/19+ 19+ 1 — 419+ (4)(19) = 100

luego las dos respuestas son validas.
Muestre gaficamente la validez de las dos respuestas!

Ejemplo 8

Halle la ecuadn de la circunferencia de radio 5 cuya recta tangente en el piht6) de la
circunferencia tiene pendiente 2.

Suponga que el centro én el punto (h, k)
Como el segmento de recta que va del puiitok) al punto (1,6) sobre la circunferencia debe ser
perpendicular a la recta tangente a la curva en este punto, entonceditmpede este segmento debe

1 . .
ser 5 sobre la pendiente de la recta tangente, es decir:

endiente del se memaoE _ 1
P g ho1 2

= 2(k—6)=1—h = 2k+h=13 = h=13-2k

Por otro lado, la distancia del centr,k) al punto (1,6) esigual al radio 5, es decir:

d((h,k),(1,6)) = 5

J(h-12+(k-62 = 5
(h—1)24+(k—6)2 = 25 pero h=13—2k entonces

(13—2k—1)>+(k—6)> = 25

(12— 2k)%+(k—6)2 = 25

144— 48+ 4k*> + K2 —12k+36 = 25

k*—12k+31 = 0 esdecir
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12+ /144 4(31
k= 5 BD 6.5

Asipara k=6++v5 =h=13-2k=13-2(6++/5)=1-2\/5 yelcentroes ((1— 2V/5), (6 + \/§)>
y la ecuadbn sea:

(x—(1—2\/§)>2+ (v- (6+\/5))2: 25

para k=6—-+v5 = h=13-2k=13-2(6—+5)=1+2/5 ylaecuadn sea:
2 2
(x=(1+2v5)) "+ (y—(6-5)) =25
llustre giaficamente por qudos respuestas!

EJERCICIOS
1. Hallar la ecuadin de la circunferencia con centro gh 0) y radio 5.
. Hallar la ecuadin de la circunferencia, que pasa por el origen y tiene su centi®, &j.

. Hallar la ecuadin de la circunferencia con centr(,5) y radio 5.

2
3
4. Hallar la ecuadin de la circunferencia con centro @h—1) y que pase por(—1,3)
5. Hallar la ecuaéin de la circunferencia con centrp-4, 3) y tangente al ejg

6. Hallar la ecuadcin de la circunferencia con centro g3, —4) y que pase por el origen.
7

. Hallar la ecuadin de la circunferencia tangente a los dos ejes coordenados y conm eerst
primer cuadrante

8. Hallar la ecuadin de la recta tangente a la circunferencia que tiene por écuadd + y? = 13
en el punto (3,2)

9. Hallar la ecuadin de la recta tangente a la circunferencia que tiene por ésuaci
(x—3)%24(y+1)2=50 en el punto(—2,4)

10. Hallar la ecuaéin de la circunferencia que tiene poadietroAB siendo A = (2,4)y
B = (6, 8) y encontrar los puntos de intersemtide la recta y — x — 2 = 0 con dicha
circunferencia.

11. Hallar la ecuaén de la circunferencia que pasagdrl), (1,—-1) y (—1,1).
12. Hallar la ecuaéin de la circunferencia que pasa por los puntds5), (3,—2), (1,—4)
13. ¢Cales de las ecuaciones siguientes representan circunferencias ceattary radio:

a) X2 +y2—4x—2y+1=0
b) x> +y2—6x—4y+13=0
0) x2+y?>—x=0
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d) x*+y?—y=0

e) X2 4+y%2—2x+8y+26=0
fy x2+y?2—-2x—4y+5=0

g) X2+y2 —2x—4y+10=0.

14. Hallar la ecuaéin de la circunferencia con centro €h — 1) y tangente a la recta
5x - 12y +9=0.

15. Hallar la ecuaéin de la circunferencia que pasa por los purftdsl) y (—1, 3) y su centro
esfi situado enlarecta x3—-y— 2 = 0.

16. Hallar la ecuaéin de la recta que corta diametralmente a la circunferencia
X2 4+y?+4x—6y— 17 =0 Yy que es perpendicular a la rectax 5 2y — 13 = 0.

17. Determinar las coordenadas de los puntos de intetgedeilarecta X—y+12=0 yla
circunferencia (x — 2)% + (y — 1)? = 25.

18. Hallar la ecuaéin de la circunferencia de centro ef-2,3) y que sea tangente a la recta
20x—21ly—42=0

19. Hallar la ecuaéin de la circunferencia que pasa p6r3,2) y (4,1) y que sea tangente al
ejex

20. Hallar la ecuaéin de la circunferencia tangente a las rectas 2y+4=0, —y—-8=0 y
que pase por(4,—1)

21. Hallar la ecuaéin de la circunferencia tangente a las rectas 3y+9=0; 3x+y—3=0
y que tenga centro en x4 12y —32=0

22. Hallar los puntos comunes & +y?> =25 y y=x

5.3. PARABOLA

Una paabola es el lugar gedgirico de los puntos en el plano que equidistan de un punto fijo
llamadoFoco y de una recta fija llamadBRirectriz. La ecuadn que representa los puntos de una
paibola, depende de la posiai del foco E) y de la directriz ¢). Inicialmente se dedudresta
ecuacbn para un caso simple en el cual el foco se encuentra sobre el egingdtiiz es paralela al
ejexy el punto(0, 0) pertenece a la pabola como se puede apreciar en la figura 5.13.
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(Oa_p) R= (Xv_p)

FIGURA 5.13

Como(0, 0) es un punto de la pabola, entonces su distancia al foco debe ser igual a su distancia a
la directriz, por tanto si la coordenada del fdees por ejempld@0, p) conp > 0, este esta en el eje
arriba del ejex, y por consiguiente la ecuaei de la directriz eg = — p. (—p < 0) que se encuentra
bajo el ejex

SeaQ = (X, y) un punto sobre la pabola, entonces de acuerdo a su defimici

d(F,Q) =d(Q,R), esdecir:

X+ (y-p? = yt+pe

X+y-p® = y+p? e
x> +y>—2py+p® = y*+2yp+p® &
X2 = 4py &
4py = X2

dandole valores ay obteniendo los respectivos valores parse puede apreciar que su correspondi-
ente géfico es (figura 5.14a)

Ahora si el focoes F = (0,p) con p< 0, entoncegste estaa en el ejey debajo del eje, y su
directrizsela y=—p, aqu —p> 0 luego se encuentra sobre el gj&Con el mismo desarrollo
dado arriba se puede apreciar que se obtiene la misma @suaéi= 4py solo que aqu p < 0. Su
grafico se puede apreciar en la figura 5.14b.
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4py=x2,p>0

F=(0,p)
F=(0,p)

4py=x?, p<0
a) b) py p

FIGURA N° 5.14

En forma adloga se puede deducir la ecu@ctte la pabola que pasa por el origen con foco sobre
el ejex y con directriz paralela al eje
y? = 4px

donde(p, 0) es la coordenada del foco ( Fig. 5.15a ) pgpa>0 y (Fig. 5.15b) parap <0 Yy su
directriz tenda como ecuabin x=p

y%=4px p>0

FIGURA N° 5.15

NOTA

El punto de la pa@bola que eétmés cerca de la directriz se llarw&rtice de la paabola (el(0, 0)
en estos casos) y la recta que contieneéalice y al foco se llam&je de la paabola (ejex y ejey
respectivamente, en los dos casos anteriores).
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Ejemplo 1

En la padbolay? = —6Xx; su \ertice esh en el origen y su directriz es paralela al gje adenas
4p= -6 = p=—6/4 = —-3/2, luegosufocoF = (—3/2,0) y laecuaddn de su directriz

€S X=—p 0sea x=— (—2) es decix = 3/2 (figura 5.16 )

2+ x=3/2

FIGURA N° 5.16

Ejemplo 2

Hallar la ecuadn de la paabola que tiene értice en el origen, se abre hacia arriba, y pasa por
(=3,7).

La ecuaddn es de laformax? = 4py. Como (—3,7) eshenlapaabola, satisface su ecuani
esdecir, 9=4p(7) = p=9/28 luego su ecuabn sed x*> =4(9/28)y oseax’= gy

Para hallar la ecuamh de una pabola con eje paralelo al ejeo al ejex, y con \értice en un
punto(h, k) distinto del origen, es necesario conocer el proceso de relaciongrspen dos sistemas
de coordenadas diferentes con ejes paralelos, 10 que se conocd@stazion de un sistemaAsi,
si las coordenadas de un pua@especto a un sistema rectangugson(x,y),y (X,y) son las
coordenadas del mismo purRgero referido a un nuevo sistema coordenggq que tiene su origen
en el puntah, k) del sistema originaty. Cual sera la relaéin entre las coordenadas del puRten
los dos sistemas?.

Para resolver este interrogante @b®se la figura 5.17
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y y’
)
iy Py
"""" T P=(wy)
/¢ S — AR - X/
0/ =(hk  x'! X
0 h X X

FIGURA 5.17

aqi:x=h+x" y y=k+y’ 0 x'=x-hyy=y-k

Consickrese la pabola con ertice en (h, k) # (0,0), con directriz paralela al ejex en un
sistema xy. Para hallar la ecuamn de esta pabola en este sistema, se construye un sisterng
conorigen 0 en (h,k) yconejesx’,y’ paralelos a los ejesx, y respectivamente. En este
sistema la paabola tiene @rtice en el origen Oy su directriz es paralela al ejex’ por tanto su
ecuaocbn es 4y’ = (x’)z, donde (0, p) es la coordenada del foco en el sistermay’ (Fig.
5.18a). Trasladar al sistema original, es hacer’ = x —h, y’ =y —k, lo que convierte esta
ecuacbn en

4p(y—k) = (x—h)?®
que es la ecuadn de la paabola buscada en el sistexygdonde(h, p + k) son las coordenadas del

foco, pues el punto(0, p) en el sistemax’y’ es el punto (0+h,p+k) = (h,p+k) en el sistema
xy (figura 5.18)

y y’ y y’
p
! 4py’ = (x')?
|
|
|
|
|
|
'
|
________ > x/
o
X
a) b)
FIGURA 5.18
Observe que la ecudni de la directriz en el sistema’y’ es y’ = —p, luego en el sistemay

es y—k=—p, esdecir,
y=k-—p
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Analogamente una ecuéci de la forma

4p(x—h) = (y—k)?

representa una paola con ertice en(h, k), con directriz paralela al ejg y con foco en el punto
(h+ p, k) ycuya directriz tiene ecuami

x=h-p

Ejemplo 3

La ecuaddn de la paabola con ertice en(2, 4) y con directriz paralela al eje con ecuadn
y=10 eshdadapor#(y—4) = (x—2)%, puesh=2 y k=4. Ahora para hallarp, recuerde
gue la directriz en este caso esta dada yee k— p, esdecir,y=4—p. Asique 10=4-p
entoncesp= —6, luego la ecuadin de la pabola pedida es (4-6)(y—4) = (x—2)?, es decir,

—~24(y—4) = (x—2)?
¢ Clal seria la ecuabin de la patibola con el mismoértice y directriz paralela al ejey con ecuadn
de la directriz x=10 ?
Ejemplo 4

La ecuaddny = ax®> + bx+c, a # 0, siempre representa una plaola abierta arriba si > 0 0
abierta hacia abajo ai < O.

Para verificarlo se completa un cuadrado perfecto utilizand@tasinos erx? y x, es decir:

y = ax’+bx+c

(e 2xd)
= a[x®+ -x+-
a”  a

entonces

entonces

) - 3]

que comparado con la ecuani (x—h)? =4p(y—k) se ve que corresponde a la @aola con
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vertice en| — 3 M con directriz paralela al e} con
2a’ 4a ) p ey
1
4p = —;
P a

lo que indica que sa > 0, entoncesp es mayor que cero y la gavola se abre hacia arriba y si
a < 0, entoncesp es menor que ceroy se abre hacia abajo.

Ademas, puesto que elévtice tiene abscisa 2a a este valor d corresponde el aximo de la
pabola ( paraa < 0) 6 el minimo ( paraa > 0), y este valor raximo o minimo esé dado por:
4ac—b?

4a

Ejemplo 5

Daday = 2x? + 4x + 5 entonces

y=2(x2+2x+5/2) = 2(x> +2x+1+3/2) = 2(x+1)>+3,luegoy — 3 = 2 (x + 1)?,
es decir, la ecuadhny = 2x? + 4x + 5 representa una gaola con @rtice en(— 1, 3), con directriz
paralela al eje, con 4p = 1/2 0 seap = 1/8, lo que implica que las coordenadas de su foco son
(-1,3+1/8) = (—1,25/8) y que esh abierta hacia arriba (puas= 2 > 0).

, - L , b -4
Ademas el minimo se encuentra en s@nice, es decir, el punto con absmsag =55= -1,
dac—b? 4.2.5-1 .
y con ordenada aia b = 452 6 =3 oseaelpuntq—1,3) (figura5.19)
y
y=2x2+4x+5
Hy= 3
|
|
' X
x=-1

FIGURA N° 5.19
Ejemplo 6
Analice y trace la gifica de y = 2x? — 6x + 4.

y=2x?—6x+4=2(x>-3x+2) =2 (x> —3x+9/4—-9/4+2)
—2(x®—3x+9/4) — (9/2) +4=2(x—3/2)° —1/2
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entonces y+ 1/2 = 2 (x— 3/2)%, esdecir, ¥2 (y+1/2) = (x—3/2)? que representauna
parabola abierta hacia arriba con gutice en (h, k) = (3/2,-1/2), ycomo

4p=1/2 = p=1/8, esdecir, elfocoesten F = (3/2,-1/2+1/8) = (3/2,-3/8) y
la ecuaddn de la directriz esy = (—1/2) — (1/8) = -5/8 osea y=-5/8 (figura5.20).

y=2X°—6x+4

|
|
|
|
|
|
|
! X
|

15 3
\F/—(sé—a/&

(3/2,-1/2)

FIGURA 5.20

Ejemplo 7

Trazar la gafica de la parbola x> —2x— 8y = 23.

Como x?—2x—8y=23; completando cuadrados se tiene que

X2 —2x=8y+23
X2 —2x+1=8y+23+1

(x—1)2=8(y+3) ad que el \ertice de la pabola es (h,k) = (1,-3) ycomo 4 =8, entonces
p=2, elejedesimeiaeslarectax=1 Yy lacoordenada del foco se encuentra randose 2
unidades en forma vertical hacia arriba partiendo éetice (1,—3) para obtener(—1,—3+2) =
(—1,—1) que son las coordenadas del foco, y la directriz es la recta horizargagia 2 unidades
abajo del ertice (1,—3) es deciry= —5 (Figura 5.21)
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FIGURA N° 5.21

Ejemplo 8

Hallar la ecuadn de la paibola cuyo esta er{2,0) y su \ertice esta er{—4,0).

La ecuaddn de la paabola es (y—k)? = 4p(x— h) que en este caso corresponde a
(y—0)2 =4p(x+4). Como la distancia entre eéttice (—4,0) y el foco (2,0) es 6 entonces
p = 6, luego la ecuadin es y? = 24(x+ 4).

Ejemplo 9
Hallar la ecuadin de la pabola cuyo ertice esta en(3,2) yfocoen (5,2) .
Como el \ertice esta en el punta3,2) y el foco en el punto(5,2) entoncesp=2 yasla

ecuachn de la parabola sér (y—2)? = (4)-2(x—3) la ecuaddn de su directriz serax=3—-2=1
(Figura 5.22) y

FIGURA N° 5.22
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Ejemplo 10
Hallar la ecuadn de la pa&bola cuyo ertice esta en el puntq2,3) su eje es paralelo al ejey
que pasa por el puntd4,5).

La ecuaddn tiene la forma (x—2)%2 = 4p(y—3) y como la curva pasa pg#,5) entonces este
punto debe satisfacer la ecuat; es decir (4 —2)2 = 4p(5—3); luego, 4=4p-(2) — p=1/2
y ad la ecuaddn es (x—2)2=2(y—3).
Ejemplo 11

Dada la paibola de ecuabn y?>+8y—6x+4=0
Hallar las coordenadas detntice y del foco, y la ecua@n de su directriz.

Como y?+8y—6x+4=0 completando cuadrados se tiene

y>+8y+16—16—6x+4=0
(y+4)2=6x+12=6(x+2), luego

(y+4)?> =6(x+2), por tanto las coordenadas ddirtice son (—2,—4) y como 4 =6,

6 3 3 1 .
p= 1° 5" las coordenadas del foco sor<—2+ 2,—4) = <—2,—4) y la ecuaddn de la
3 7
directrizes x=-2—-=——.
| izes x > 5

Ejemplo 12

Hallar la ecuadin de la pabola cuyo foco esta eri2, —1) y directriz x=16

La ecuaddn de la paabola tiene la formaly—k)? = 4p(x—h) 'y como la ecuaéin de la directriz es
x=h—p=6 entoncesh—p=6 ycomo el foco esta g2, —1), entoncesh+p=2 alresolver
este sistema en variablds/ p se obtiene h=4 y p=-2. Como k= -1 (foco(2,—1))
entonces la ecuami es (y+ 1) = —8(x— 4).

EJERCICIOS
1. Hallar las coordenadas dedntice, foco y la ecuadi de la directriz para las @&olas.
a y?=2x by>’=-x 0oy=4x> d)y=-3x?
2. Hallar la ecuadin de la paabola tal que:

a) Su \ertice esh en el origen y las coordenadas del foco §0).

b) Su \ertice esh en el origen y las coordenadas del foco 661, 0).

C) Su \ertice esh en el origen y la ecuam de la directriz ey + 4 = 0.
d) Su\értice esh en el origen y las coordenadas del foco §dn—1/3).
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3. Hallar la ecuadn de la pa&bola con ertice en el origen y eje a lo largo del eje deXasi la
pa@bola pasa pai3, —1).

4. Hacer un estudio detallado de la ecoaci = ay? + by+ ¢, a # 0, hallando, ecuaciones de
las directrices, coordenadas déltice, coordenadas del foco yadjcos.

5. En las ecuaciones de las @hbwolas trasladadas:

) (x—h?=4py-k p>0
i) (y—K?=4p(x—h) p>0
i) (x—2)2=8(y+2)
iv) (y+5)2=16(x—4)
hallar:

a) Las coordenadas deéxtice.
b) La ecuaddn del eje.

¢) Las coordenadas del foco.
d) La ecuaddn de la directriz.

6. Obtener una ecuami de la pabola con ertice en(2, —3) y directrizy = 4.

7. Hallar el \ertice, el foco, la directriz y la @fica de la patbola cuya ecuagn es
y? — 8y = 4x — 8.

8. Hallar el \ertice, el foco, la directriz y la @fica de la pa&tbola cuya ecuagn es
a) 6x2+24x—8y+19=0
b) x°+4x+6y+4=0
C) y?+8y+6x+16=0
d —y>—8x—2y+2=0
e) y*—8y=4x—8
9. LaecuadnAx? + Bx+ Cy+ D = 0. ; Siempre representa unagiaola®?.
10. Hallar la ecuaéin de una recta horizontal que corte a lagpalay = (x — 2)% en un $lo punto.
11. Hallar el punto de interseéei de la recty = x — 1 con la paabolax = y?.
12. Halle la ecuaéin de la paatbola que satisface las condiciones dadas
a) Vertice en(3,—2), foco en(3,—8)
b) Vértice en(4,1), directrizx =2
c) Foco en(2,—3), directrizx=6
d) Foco en(—2,2), directrizy = 4
e) Veértice en(3,—4), eje horizontal, y pasa p¢g, —5)
f) Foco en(2,4), vértice en(5,4)
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5.4. ELIPSE

Una elipse es el lugar gedtrico de los puntos en el plano tales que la suma de sus distancias a dos
puntos fijos llamadoBocoses una constante.

Para hallar su ecudm se considera inicialmente el caso en que los dos focos se encuetiran s
el ejex a igual distancia del origenAdmese por tantoF; = (¢,0), F» =(—c,0) a sus coordenadas.
(Figura 5.23)

F = (-c,0) F1 = (c,0)

FIGURA N° 5.23

Si P=(x,y) esun punto sobre la elipse, llamandoeda constante a la que se refiere la defamici
se tiene:

d(P,F1) +d(P,F) = 2a y considerando sus coordenadas:

Vo2 +y2 [ (x+o2+y? = 2a

&1/(x—c)24+y2 = 2a—./(x+c)2+y2
& (x—0)2+y? = 4a®—4day/(X+C)2+y2+ (x+c)2+y?
4a® — 4a

v/ (X4 €)2+y2 4 X2+ 2xc+ ¢ + y?

S X2 -2+ CP+y? =

&day/(x+c)2+y2 = 4ox+4al
&ay/(x+c)24+y2 = cx+a?
2
e ((x+0%+y?) = (cx+a%)
& a?x?+2a%cx+ 2P +a%y? = x?+2alcx+a’

ex?(@-?)+ay? = a(@-¢?)
s b*x?+ay? = a’h® (haciend@®— ¢ = b?)
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y dividiendo entrea’b? se obtiene

2 2

Xy
2 el
gue se conoce como la ecuaeide la elipse en forma canica, observe que en ella> b.

Graficamente,+a representa los cortes de la elipse con ekejpues si
2

y=0= );—2 —=1=x?=a’=x=4a yardlogamente+b representa los cortes de la misma con
el ejey.

A 2ase le llaméEje mayorde la elipse y aRel Eje menor, al eje donde se encuentran los fodeig
principal de la elipsea los puntos (+a,0), (0,+b) es decir, los extremos de los ejes se les llama
Veértices de la elipsg al punto sobre el eje principal, equidistante a los fo€xntro de la elipse
(Figura 5.24)

y X2 y2
(0,b)
X
(—a,0) (=c,0) (c,0) (a,0)
(Ov_b)

FIGURA N° 5.24

En forma a@dloga se deduce la ecuanide la elipse con focos sobre el gja igual distancia del
origen, es decir,F; = (0,¢), F = (0, —c) la cual esh dada por

2 2

=y

donde 2 es el eje mayor yRes el eje menor, ya? —b? =c?. (Figura 5.25)



130 Capitulo 5. GEOMETRA ANAL ITICA

y
X2 y2
©a prtar=?t
Fl = (07 )
(—b,0) (b,0)
R =(0/0)
(07 71’:1)

FIGURA N° 5.25

Ejemplo 1

X2

2
9 + yz =1, hallar las coordenadas de losrtices, focos y la

Dada la ecuaéin de la elipse

longitud de los ejes.
La longitud del eje mayor es a2= 6 , y la longitud del eje menor esb2 4, y los focos deben
estar en el ej&. Ahora por la forma de la ecudri

2
Si y:0:>%:1:>x2:9:>x:i3

2
Si x:0:>yZ:1:y2:4:y:i2

luego las coordenadas de Idartices de la elipse sori+3,0) y (0,£2)
Como c®=a’°—ph?=9-4=5=c=+5

y en consecuencia las coordenadas de los focos(soy/5,0) (Figura 5.26)
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y
X2 y2
02 32T~1
(20 \ (-5 V50 ]GO
(07_2)

FIGURA N° 5.26

Ejemplo 2

Hallar la ecuadn de la elipse conéartices en (+5,0) y focos en (+3, O) como las ordenadas
de los \ertices y focos son las mismas entonca@s-5 y ¢ = 3, comob? = =25—-9=16y
ad la ecuaddn es: ) 5

X
25" 16

Ejemplo 3

Dada la ecuaéin de la elipse 26 +4y2 =100, hallar las coordenadas de sus focos, gusces
y trace su gafico.
X2 y2 X2 yz
La ecuaddn 25?2+ 4y2 =100 se puede escribir comek + 5= =1, esdecir, como? + = =1

que corresponde a una elipse con centro en el origen cuyo semieje@sagier 5 y semleje menor
b=2 y con focos localizados sobre el gjgomo ¢ =a?—b?=25—4=21, entoncesc=++/21,
luego las coordenadas de los focos son los pun@®s/21) , (0,—v/21). Como b?>=4,b=42
y & =25,a=+5 entonces las coordenadas de léstices son los puntos(2,0), (-2,0) y
(0,5), (0,—5) (Figura5.27)
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y
(0,5) 2 2
2L
(0,\21)
(—=2,0) (2,0 X
(0./v21
(O’_S)

FIGURA N° 5.27

En forma similar al tratamiento hecho con la @awola es posible , utilizando traslaciones, hallar
ecuaciones de elipses con eje paralelo akejeejey y con centro en un punto(h,k) # (0,0), las
cuales estn dadas por:

(x=h?  (y—k)?
2 @ !
cuando el eje mayora2es paralelo al ejg, en cuyo caso, las coordenadas de fexiges son
(h+ak), (h—ak), (h,k+Db), (h,k—b) las coordenadas de los focos sgh+c,k) y (h—c,k)
(Figura 5.28a) y
(x—h)?  (y—k?
b? * a2 1
cuando el eje mayora2es paralelo al ejg, en cuyo caso, las coordenadas de kgiges son
(h+b,k), (h—Db,k), (h,k+a), (h,k—a) y las coordenadas de los focogh,k+c) y (h,k—c)
(Figura 5.28b)

y y' y
A
|
(h,k+b) |
(h—ak) (h-+ak)
h—ak Al
(h,k—b) | «
(x—h)2  (y—k)?
a2 " pz t
a)

FIGURA N° 5.28
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Ejemplo 4

Determinar las coordenadas del centi@rtices, focos y dgifico de la ecuadn

1 2
(x—2)%+ y+17 _ 1
4
. (y+1)2 .
Como la ecuaéin (x—2)+ v 1 corresponde a una elipse, su centrdlek) = (2, —1);

ycomoa’=4;a=2yb%=1 b=1ycomoa>b el eje mayor es paralelo al ejey tiene

por ecuadn x = 2. Como el centro de la elipse €b,k) = (2,—1) , para hallar los &rtices, como

b= 1, nos movemos una unidad en forma horizontal a la derecha y a la izqd&rdantro (2, —1)

para obtenef2+1,-1) = (3,-1) y (2—1,1) = (1,—1) y ad se determinan losértices(3,—1) y
(1,—1); y como a= 2 nos movemos dos unidades en forma vertical hacia arriba y hacia abajo de
centro(2,—1) paraobtene(2,-1+2)=(2,1) y (2,—1—2) = (2,—3) los otros \ertices.
Comoc?=a2—-b?2=4—-1=3; c=++/3. Para obtener las coordenadas del foco nos movemos en
forma vertical hacia arriba y hacia abajo del cento—1) /3 unidades para obtené?, —1+ /3)

, (2,-1— \/§) las coordenadas de los focos.

: : 1) .
Ahora las coordenadas de losrtices de la elipséx— 2)2 + (y+4) =1 tambén se pueden calcular

as:
2 2
Sise hacex=2 en la ecuaéin (x—2)%+ (y+41) =1se tiene(er V7 _ 1, esdecir(y+1)?=
4; luegoy+1=+2 yportantoy=—-1+2, luego(2,-1-2)=(2,-3) y (2,—-1+2)=(2,1),son

- . 1)? ,
las coordenadas de lognices. Y se hacg = —1 en la ecuaéin (x—2)% + (y+4) =1 setiene

que (x—2)2=1, luegox—2=+1, a$ que x= 241, por tanto
(2+1,-1)=(3,-1) y (2—1,—-1) = (1,-1) las coordenadas de los otraartices. (Fig. 5.29)

y

FIGURA N° 5.29
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Ejemplo 5
(x=3)%  (y+4)7? L
Dada la ecuaéin de la ellpseT 4+ i = =1 haIIar las coordenadas del centrértices,
focos y trace su @fico. El centro es el puni@®, —4). a® =16, entoncesa=+4y b? =4, entonces
b=+2.

Como el centro tiene coordenadg —4), el eje mayor eéten larectay=—4 ycomo a=4, para
hallar las coordenadas de uno de léstices se mueven 4 unidades en forma horizontal a la derecha
y a la izquierda del centro para obtené8+4,—4) = (7,—4) y (3—4,—4)=(—-1,—-4) y como

b = 2, nos movemos en forma vertical hacia arriba y hacia abajo del cef@re4) para obtener
(3,-4+2)=(3,-2) y (3,—-4—2)=(3,—6) que son las coordenadas de los otrediues.

Como c?=a?—b?=16—4=12 entoncesx = +/12 y las coordenadas de los focos los de-
terminamos moviendo+/12 unidades a la derecha e izquierda del cent®—4), para obtener

(34+v12,—-4) y (3—+/12,4). (Fig. 5.30)

y y'
A
X
5(3,72)
(x=3)2  (y+4)?*
. 16 + 4 =1
(3 —4) (7,74)
b------- @---------@---0->5 > X/

[Viz Y siviz-a)

; (37 _6)

FIGURA N° 5.30
Ejemplo 6

Dada la ecuabin 4x?+ 9y? — 48x+ 72y + 144= 0 hallar las coordenadas del centrértices,
focos. Como #°+9y2—48x+72y+144=0 complementando cuadrados se tiene que

(42— 48X) + (Y2 +72)+144 = O

A(x?—12x)+9(y?>+8y)+144 = 0

4(x?—12x+36—36)+9(y?+8y+16-16)+144 = 0
AX—6)2+9(y+4)> = 144+144—144=144

(x—6)%  (y+4)? _
% 16 &

por tanto

las coordenadas del centro de la elipse sgnk) = (6,—4) y como a? =36 entoncesa=6y
como b? =16 entonced = 4 aden@ds c?=36—16=20 entoncesc = ++/20. Las coordenadas
de los \ertices son(6+6,—4) = (12,—4) y (6—6,—4)=(0,—4); (6,—4+4)=(6,0);
(6,—4—4) = (6,—8) y las coordenadas de los focos s@f++/20,—4) y (6—+/20,—4). (Fig.
5.31)
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«- ;
(0,—4) (6,~4)

\]
FIGURA N° 5.31

Ejemplo 7

Dada la ecuadin 16+ 9y? — 32x+ 54y = 47 hallar las coordenadas del centrértices, focos
y trazar su gafico.
Como 162+ 9y2—32x+54y =47 entonces

16x%—32x+9y?+54y = 47
16(x?—2x) +9(y*+6y) = 47 completando cuadrados
16(x?—2x+1—1)+9(y*+6y+9-9) = 47
16(x—1)°+9(y+3)> = 47416+ 81=144
(x=1)*  (y+3)* _
9 + 6 - 1, portanto

las coordenadas del centro sgh, k) = (1, —3).
Como a? =16 entoncesa=4y como b? =9 entoncesb=3 adends c2=16—9=7, c=7;
luego las coordenadas de loartices son (1+3,-3)=(4,-3) y (1-3,-3)=(-2,-3) vy
(1,—3+4)=(L1)y (1,-3-4)=(1,—-7)y las coordenadas de los focos sdqtt, -3+ /7) ,
(1,—3— /7). (Fig. 5.32)
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(-1 (y+37 _

9 16 !

FIGURA N° 5.32

Ejemplo 8

Hallar la ecua®n de la elipse con centro efil,2) , uno de los focos en(6,2) y que pasa por
(4,6).

x—1)2 —2)2
( 2 ) + y bz) =1 ycomo (4,6) pertenece a la curva, entonces

La ecuaodn es de la forma
4-12 (6-—2)%2
(=17 (6-2)

a b2

| 9
uego —; +

=1, es decir%Jri—S: 1 ycomo c=5 entoncesb?=a?—-c?=a?-25,
9(a2— 25) + 16a2
az—25 a2(az-25)
9a’—9(25) +16a® = a”®—25a%, luego 5@&2%=a*+9(25) yad

a*—50a%+225=0= (a®—45) (a®-5) =0 ydeaqil a?=45 (a?=5 No, puesh?=a?—25
(x=1? , (y-2°

lo tanto | aci es =1
absurdo) por lo tanto la ecuéci e 5 + 0

=1 siysolosi =1, entonces

Ejemplo 9

_1\2 2
La ecuaddn (x=1) (yzrzg) =1 tiene por coordenadas del centtb, k) = (1,—4) longitud

del eje mayor =26 y del eje menorl2= 24 por tanto el eje mayor de la elipse, que es donde se
encuentran los focos, @ssobre la rectg = —4; y puesto que

b? =a?—c? = ¢ = (13)2— (122 =25=c= +5, es decir la distancia del centro de la elipse al
foco es 5, por tanto las coordenadas de los focosBpa (1+5,—4) = (6,—4) y

F = (-5+1,—4) = (—4,—4). Los \ertices sor{—12,—4), (14,—4), (1,8), (1,—16). (Figura 5.33)
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(1,—16)

FIGURA N° 5.33

Observe que la gfica es casi una circunferencia por@ues casi igual .

EJERCICIOS
1. Hallar las coordenadas de loariices y de los focos y trace lagfica, para:
X2 y2 X2 y2
A | 4+ =1
9 517 b 1673

c) M+y?=1 d) x2+4y*=4
2. Hallar la ecuadin de la elipse que satisface las condiciones dadas:

a) Coordenadas deévtices y focos(+8,0) , (+5,0) respectivamente.
b) Coordenadas degvtices y focos (0,+£5) , (0,4+2) respectivamente.
c) Coordenadas de loextices (0,4+5) vy la longitud del eje menos 3.
d) Las coordenadas de loénices (0,4+6) (eje mayor)y pasa po(3,2).
€) Las coordenadas de los foc¢4 1,0) y la longitud del eje mayor 6.

2 RY:
3. Parala ecuaon de la elipse (x Zh) +(y k) =1 hallar:
a b?

a) Elcentro
b) Las coordenadas de los focos
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c) Las coordenadas de loértices.

. (x—=1)2 (y—5)?
4. P I I : =(
ara las elipses: = o + 9

a) Las coordenadas de los focos

=1y ii) 16x*+9y*+64x—18y—71=0. Hallar:

b) Las coordenadas de logniices
¢) Longitud de los ejes mayor y menor
d) Grafica

5. Hallar la ecuadin de las elipses que satisfacen las condiciones dadas:

a) Coordenadas de los focofl, 3), (1,9) longitud del eje menor 8.
b) Centroen (2,1); coordenadas de loextices (2,6)y (1,1) respectivamente.

6. Laecuadn Ax?>+By?+Cx+Dy+F =0, AB,C,DeR, ¢ representasiempre una elipse ?
¢,Clando no?

7. Dada la ecuabn, hallar coordenadas del centréytices y focos

a) 9x?+ 16y2 —36x+96y+36=0
b) 16x2+25y? —64x—50y—311=0
C) 16x2+9y2—32x+ 54y =47

d) x2+4y? —2x—24y=—29
x—3)? +4)?
(x=3)7  (y+4)° _

T g 1
(x=2)%2  (y+3)%
f) g t7 g = 1

8. Hallar la ecuadin de la elipse si

a) Centro(4,—1) ,foco(1,—1), pasa por(8,0)

b) Veértice en (6,3) focosen (—4,3),(4,3)

c) Veérticesen—1,3) , (5,3) longitud eje menor 4

d) Centroen(3,2), focoen (3,7) y un \ertice en(3,-5)
e) Tiene focosen(1,4),(5,4) y vérticesen(0,4) y (6,4)
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5.5. HIPERBOLA

Una higerbola, es el conjunto de todos los puntos en un plano tales que el veddutatde la difer-
encia de sus distancias a dos puntos fijos llam&dosses constante.

Inicialmente se hall@r la ecuadn en el caso en que los focos se encuentran sobre g] egm
coordenadasF; = (¢,0) y F,=(—c,0). (Figura5.34)

y y
P= (Xay) P= (Xay)
F = (—c,0) Fi=(c,00) X F=(-c0) Fp=(c,0) X
d(P.F) <d(PF) d(P.F) >d(PF)

FIGURA N° 5.34

Si P=(x,y) esun punto sobre la lépbola y si 2 es la constante a la que se refiere la defomici
entonces:

|d(P,F)—d(PFR)|=2a, es decir
‘\/(X—C)ZJr (y—0)2— \/(X+c)2+ (y—0)2| =2a

Procediendo en forma aloga a como se hizo en la deduntde la ecuadin de la elipse se llega a la

ecuacon: X X
X
=1
az c?—a

llamando b? = ¢ —a?, donde b > 0 y sustituyendo en la ecuéci anterior se obtiene
X2 y?
2

que es llamadacuacdn en forma caénica o ecuadn de la higgrbola con centro en(0,0) y vértice
en (a,0), (—a,0) . (Figura5.35)

1

Aqui como en el caso de la elipse se llama centro de lerbgda al punto medio del segmento que
une los 2 focos; eje principal de la kifbola a la recta que pasa por los 2 focogstiges a los puntos
de intersecdin de la higrbola con su eje principal.

x2 y2

Despejandoy de la ecuadn 2 2 1 se obtieney = ig\/xz —a? loqueindica:
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Primero que no hay puntoéx,y) en la géfica cuandox?—a? < 0, es decir cuando-a< x< a
y segundo que parx = +a la grafica corta al ej&.

b ) y x?
Larectay= EX es una asitota de la hiprbola 2

x tiende aro la distanciad(x) entre el punto(x,y) de la higerbola y el punto correspondientex, y;)
de la recta tiende a cero sin que se toquen la recta y la curva. Puestdajdistesicia es igual a

2
% =1, en el sentido de que a medida que

b (x*—(x*-a%) )\ b< a? >_ ab
oal\ x+vX2—a2 | a\x+vxZ—-a2) x+vxZ-az
La cual evidentemente tiende a cero a medidaxggeshace muy grande.

Analogamente,d(x) tiende a cero cuandotiende a—oo.
Observe que estas ecuaciones se pueden obtener de ldbaal higrbola al reemplazar el uno

2 2
por el cero. <:;2 — é = O>

Puede demostrarse adasnque taml&n la recta, y = _EX es amtota de esta hgrbola. (Fig.
5.35)

FIGURA N° 5.35

Silos focos de la higrbola esin ubicados en los punto®, +c) sobre el ejg, se puede demostrar
2 2
X L. ,
que é - 1 essu ecuabn, donde nuevamentb? = c2—a?; su centro en el origen Y0, +a)

. . , iy a .
son las coordenadas de sustices y sus amtotas tienen ecuam y= =+ Bx. (Fig.5.36)
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FIGURA N° 5.36

Ejemplo 1

2 2
. X i . :
La ecuaddn i % =1, representa una tépbola abierta hacia los lados, en el =4 y

por tanto a=+2 y entonces susavtices tienen coordenadast2,0) . Ademasb? = 9, por tanto
b=+3 ycomoc®=a’+b’*=4+9=13, las coordenadas de los focos s¢r+/13,0). Las
ecuaciones de susia®tas sony = + (3/2)x (fig 5.37).

FIGURA N° 5.37

Ejemplo 2

Encuentre la ecuamn, los focos y las astotas de una hgrbola cuyos értices son(+3,0) y que
pasa por (5,2).
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2 2
X i , .
a=3, entonces3 — é =1, ycomo(5,2) es soluddn de esta ecuam entonces:
25 4 _ 9 . X% 4y?
== _ _ =1, esdecir,b?= =, portanto la ecuadn buscada es— — — =1
9 2 2P 9 9

9 45 /145
Como ¢ =a’+b?> =9+ 1= entoncesc =+ T y ad las coordenadas de los focos son

3 3 : .
<i2\£, 0) .Ycomo a=3 y b= > entoncesy = ig son las ecuaciones de lasrdstas.

Ejemplo 3

Los focos y los ertices de una hgrbola son los puntog5,0) , (—5,0) , (4,0) , (—4,0) respecti-

vamente. Hallar la ecuam de la higrbola y sus datotas.
. . x? y?
Como los focos eéh sobre el ej&, la ecuaddn de la higrbola es de la forma? - 1 yas
2 2
, L . X
a=4,c=5,b=+25-16= 3, en consecuencia la ecuagtide la higrbola es 6~ % =1
X

2 y

X2 'y . /X YN /XY X , y
Ahora T6_3§ =0 si y3so|o si (Z_§> (Z+§) =0 entonceszl—§ =00 Z+§ =0,
por tanto y = ZX o0 y= _ZX son las ecuaciones de lagrastas. (Fig. 5.38)
X
FIGURA N° 5.38
Ejemplo 4

Hallar la ecuadn de la higrbola que tiene su centro en el origen, éntice en (6,0) y una de
sus amtotas es la recta x4- 3y =0
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Como el centro e$0,0) y un vertice esta eri6,0), entonces la higrbola debe estar abierta hacia
y2
b2
. b 4 . 4 b
adntotas debe ser de la fornya= iax, comoa==6;yy= §X es una astota entonce% = 5 de
dondeb = 8.

- X .
los lados, por tanto su ecuéai debe ser de la formaé'i — = =1, cona= 6y la ecuadn de sus

_ X2 2 VY
Asi la ecuaddn de la hi@rbola ser% @ 1,0 sea% i 1

La ecuaddn de la higrbola con centro er{h,k) # (0,0) abierta hacia los lados haciendo trasbaci

es
(x=h? (y-k? _
a2  p2
Aqui el centro tiene por coordenadaéh, k) , las coordenadas de logntices son (h+ak) ,
(h—a,k) vy las coordenadas de los focai+c,k) , (h—c,k). (Fig. 5.39a).
Si la hiperbola abre hacia arriba y hacia abajo y su centro esth, &hsu ecuadn sera:

(y-K? _(x=h?

a2 b2

1

Aqui el centro tiene por coordenadds, k) , las coordenadas de loénices son(h,k+a) , (h,k—a)
y las coordenadas de los focds, k+c) , (h,k—c). (Fig. 5.39b)

y (x—h)2  (y—k)?
a2 b2 =1

FIGURA N° 5.39(A)
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y y-K?  (x=h?

FIGURA N° 5.39(B)

Ejemplo 5

Dada la ecuadin de la higrbola %2 —16y? —18x— 64y —199= 0 hallar las coordenadas del
centro, \ertices, focos, astotas.
Como %2 —16y?—18x—64y—199=0 organizando cuadrados perfectos se tiene que

(9x% — 18x) — (16y2 + 64y) — 199
9(x? — 2x) — 16(y? +4y) — 199

9(x? —2x+1—1) — 16(y?+4y+4—4) — 199
9(x— 1) —16(y+2)? = 199+ 9— 64 = 144

(x=1?% (y+2)?
16 9

=0
0
0

luego =1

luego las coordenadas del centro s¢h —2).

Como a2 = 16 entonces = 4 y comob? = 9 entonced = 3, luego ¢ = a+b? = 25 entonces
¢ = 5. Para hallar las coordenadas de léstices, comoa = 4 , entonces a partir del centro nos
movemos 4 unidades a la derechay a la izquierda en forma horizontalgereo
(1+4,-2)=(5,-2) ,(1-4,-2)=(-3,-2).
: . (x—1)2 2)?
Tambén si se hacey= —2 en la ecuaéin (x 16) — (yJ; )
—1)2
(x 16) =1, entonce$x—1)2 =16 ya$ x—1==+4;x=1+4, entoncex=5
o x= —3 luego las coordenadas de lgsrtices (5,—-2) y (—3,—2) Como c=>5 para hallar las
coordenadas de los focos a partir del centro nos movemos 5 unidafdesiarhorizontal a la derecha
e izquierda para obtenefl+5,-2) = (6,—2) y (1-5,-2) =(—4,—-2), las coordenadas de los

=1,

se tiene que
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(x=1? (y+2? _

focos. Para hallar las B®otas se cambia el uno por el cero en la edract 6 9 1
(x=12% (y+2)? x—1 y+2\ (x—1 y+2\
para obtener 16 g =0, es decir| Z 3 7 + 3 =0 entonces las
. . x—1 2 x—1 2 . 3

ecuaciones de lasiasotas son—,— -~ % =0y T+ % =0 esdeciry+2=+ Z1r(x— 1).
(Fig. 5.40)

y

y=—5(x-1)-2
\(lg _,2>/
(_37 _'2)’// A ~ (57_2)
(x-1? (y+2)?
42

FIGURA N° 5.40

Ejemplo 6

. . 2)? —4)2
Dada la ecuaéin de la higrbola (x; ) — y—4) =1 hallar las coordenadas del centro,

vértices y amtotas. 30

Como a? =9, entoncesa= 43 ; el centro de la higrbola tiene por coordenada#, k) = (—2,4)
y por tanto el eje eéten la recta horizontal =4 y para hallar los értices de la hiprbola nos move-
mos 3 unidades a la derechay a la izquierda de su cefptid 4) para obtener(—2+3,4) = (1,4)

y (_2_374) = (_574)

, , . 22 (y—4)? : 2)? ]
También haciendoy=4 en la ecuadin (XJ; ) — y 36) =1 setiene que% =1, ajque
(x+2)2=9, luego x+2=+3 yas x= -2+ 3esdecix=—50x) =1,y as las coordenadas

de los \ertices son (—5,4) , (1,4).

2 N2
Las ecuaciones de lasia®tas son las soluciones dg“;i — y 3;) =0,

. 2 —4 2 —4 ,
es decw,%— yT =0y %erT =0, esdeciry=—-2xy y=2x+8.

Comoc? = a?+b?, ¢ =+v/a2+b? = 9+ 36 = v/45= 3/5, luego las coordenadas de los focos son
(—2—/454) (—2++/45,4). (Fig. 5.41)
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Y y=2x+8

______ — — —

(727 \/I5,4)

FIGURA N° 5.41

Ejemplo 7

Dada la ecuaéin de la higrbola 32— x?+4x—6y—13= 0, hallar coordenadas del centro,
focos, \ertices y ecuaciones de ladrastas.

La ecuaddn 3y? —x?+44x—6y—13=0, se puede escribir como

(3y?—6y) — (x*—4x) = 13
3(y?-2y+1-1)— (x*—4x+4-4) =13
3(y—1)*— (x—2)* =12, luego

(y-1?% (x—=2?%
4 12

1,

luego el centro es(2,1) , su eje focal es una recta paralela aljeque pasa por(2,1), es decir
X=2.
Como a?=4yb?=12 entonces = va2+b2 =4, luego las coordenadas de los focos soa 2 ,
y=1+4, esdecir (2,5), (2,—-3)

Las coordenadas de lognices sonx=2 ;y= 14+ 2 ; es decir, los vertices ést en los puntos

. . y—1 x-2 y—1 x-2
2,3),(2,-1 las ecuaciones de lasia®tas son=—— - — =0 +——=0
(23).2-1)y 5%V 7 s

EJERCICIOS

1. Hallar los \ertices, focos, astotas y gafica de las hiprbolas cuyas ecuaciones se indican:
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X2 y2 y2 X2 ) )
A sg-1 b 5=l O 22-y’=4

d y?—x?4+10=0 e) 4%2-9x*>=1
. Hallar una ecuaodh de la hirbola que satisface las condiciones dadas

a) Centroen (0,0), vértice en (£3,0) y un foco en (5,0).
b) Focosen(0,4+3) yun vertice en (0,1) .
c) Focoen (13 0) y adntotas las rectas $2= +5x.

. Las ecuaciones de la lifbola con centro enh,k) son:

_h2 _k2
a) <Xa2) _(ybz) _

hallar sus focos, susvtices, sus astotas y gaficas.

I AY 2
1y b (ya2k> _(szh) _1

. Hallar la ecuadin de una hiprbola que satisface:

a) Centroen (3,5), vértice en (7,5) y unfocoen (8,-5).

b) Centroen (2,4), un\ertice en (2,5), una amtota 3/—x—6=0
c) Veérticesen(1,1) y (1,5), y unfoco en(l,—2).

d) Focos en(5,0) , (5,8) y un \értice en (5,5).

. Hallar \értices, focos, astotas y gaficas de:

(y=2?% (x+2?*
4 4
b) x?—y2—x+y=1/2
C) x2—4y? —4x+24y—36=0
(x+4)? (y+3)?*
9 16

. En q casos la ecuam ax?+b?+cx+dy+ f =0, representa una tépbola?

a) 1

d) 1






Capitulo

FUNCIONES

6.1. DEFINICIONES Y EJEMPLOS

En lavida cotidiana y en el estudio ci€itto, no siempre basta cofimeros para describir matétca-
mente fe®menos o resultados del&@isis de estos, sino que para ello se hace necesario frecuente-
mente establecer correspondencias entre elementos de dos conjutab$oiiea que elementos de
un conjunto e&n relacionados de alguna forma con unoasmlementos de otro conjunto. Este tipo
de correspondencia es parte fundamental de la nidieanen general y @l se asocian los concep-
tos de funddn y relacon, cuyos elementos caradtgicos se presentam inicialmente mediante unos
ejemplos.

Ejemplo 1

Considere un experimento que consiste en tomar la temperatura de detersoistadaia, la cual se
puede medir en los tiempos 0, 1, 2, ... hasta 30 segundos, pero solamealezaén 10 mediciones y
para ello se dispone de un t&dmetro que marca temperaturas € Gasta 70C. El experimentador
hizo las siguientes mediciones:

En el primer segundo el te@metro mard 20°C, en el cuarto segundo 22, en el quinto 23C,
y en los segundos 6, 8, 10, 12, 18, 23, 29 &8 C, 26°C, 28.5C, 27°C, 25C, 24.3Cy 22.2C
respectivamente.

Como se puede apreciar, existen inicialmente dos conjuntoénizos, un conjunté formado por
los tiempos posibles en los que se pueden efectuar mediciones, e decfi0,1,2,3,...,30} y
un conjuntoB que indica el rango de temperaturas en que puede estar la sustaneir,es d
B={x|0<x< 70} =][0,70],y existe aderas una forma de hacer corresponder, para algunos
elementos dé (los tiempos que seleccibrel experimentador), a cada uno de elloginito elemento
de B (la temperatura que maren esos tiempos). Tandlni se puede observar que hay algunos ele-
mentos de A a los que siag la selec@n no se les asoiuna temperatura y otros a los cuales si. En
forma ardloga hay unos elementos Bejue representan la temperatura de la sustancia en alguno de
los tiempos seleccionados y otros no.

149
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A correspondencias de este tipo entre dos conjuaitp®B se le llamarFunciones de A en Ben
este orden) las cuales en general se definen as

Una funcién de un conjuntdA distinto de va (llamado conjunto de partida) en un conjuio
distinto de va (llamado conjunto de llegada) en este orden, es una correspondefneialgunos
elementos dé y algunos elementos d& de tal forma que a cada elementoXeorresponda uainico
elemento dé3 o ninguno.

Haciendo referencia al ejemplo anterior, el conjunto de partida€s{0,1,2, ..., 30}, el con-
junto de llegada eB = [0, 70] y la correspondencia de la que habla la defori@s la que se realiza
entre algunos elementos Ag/ otros deB, sedin la cual, a cada tiempo seleccionado corresponde una
Unica temperatura.

Al conjunto de los elementos dg que sefn la correspondencia ést relacionados con dlg el-
emento deB, se llamaa Dominio de la funcbn (D¢) y obviamente es un subconjunto Agen el
ejemploéste corresponde a los tiempos seleccionados, es decir,

Df = {1,4,5,6,8,10,12,18,23 29} C A. Al conjunto de elementos dB a los que les correspon-
dio6 asociarse con alm elemento dé\, se llamaRecorrido o rango de la fundn (Rs), el cual
evidentemente es un subconjuntoBjen el ejemplo

Ri = {20,22,23,25,26,285,27,24.3,22.2} C B.

Laexpreshnf : A — Bindica, que lafundn se llamaf, que el conjunto de partida As/ el conjunto
de llegada eBy puesto que a elementos Aeorresponde uanico elemento d8 entonces con una
variable gesrica(x, t, p, v, n, ..., etc), que se supone toma valores&nse expresa de gumodo
se esh estableciendo esta corresponderfcidara el ejempld : {0,1...,30} — [0, 70] con

f (t) = temperatura de la sustancia en el tierhpddogicamentet € {0,1,2,...,30})

En general las funciones se pueden represensdicgmente plasmando visualmente la correspon-
dencia entre dos conjuntos.

Para el ejemplo tratado las figuras 6.1 (a). y 6.1 (b) ilustran diferentessegaciones §gficas.
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f(t)
1 — 20 30
4 — 22 29
28
5 — 23 ,”
6 — 25 26
8 — 26 25
24
10 — 285
12 — 27 22 *
18 — 25 21
20
23 — 243
29 — 222 18 t
01234567 8 9101112131415161718192021222324252627282930
(A) (B)
FIGURA N° 6.1

Generalmente cuandoy B son subconjuntos de lo§imeros reales, se prefiere trabajar cafigas
como la de la figura 6.1 (b), las cuales se construyen ubicando enxeldejeplano cartesiano, el
conjunto de partida de la furam f y en el ejey el conjunto de llegada, y considerando que si D¢
yy = f (x) es el elemento del conjunto de llegada al cual esbciada, entonces la parejx, f (X))
forma parte de la @fica de la fun@n. Ad una funcon f se puede consideraomo un conjunto de
parejas ordenadasn las cuales las primeras componentes corresponden al dominio dddafytas
segundas componentes a sus respectivagemes y dondégicamente no podn existir dos parejas
diferentes que tengan la misma primera componente, ya que en urafimzhagen de un elemento
eslinica. A la variable que representa los elementos del dominio se leVar@ble independienty
a la que representa los elementos del recoriddable dependientgndicando con estos nombres la
dependencia de los elementos del recorrido de los del dominio. Es evilent® todo conjunto de
parejas ordenadas es una fum;ipues poda darse el caso qu# contenga parejas diferentes con el
mismo primer elemento. Si un conjunto de este tipo se represéficegnente en el plang, como se
hizo con las funciones, necesariamente debe existir al menos una neicial yparalela al ejg) que
contenga dos o &s puntos de su gfica (por q&). En general a cualquier conjunto noade parejas
ordenadas se le llama uRelacbn, por tanto existian relaciones que son funciones y otras que no
lo son. En la figura 6.2 (a) se aprecia lafira de una reladh que no es funoin, pues a cualquier
punto del intervald— 3, 3) corresponden dos iagenes. En la figura 6.2 (b) aunque solamente hay un
punto que tiene dos iagenes, (al punto 1 corresponde el 0y el 5, pues el punto descatds 1, O)
tambien forma parte de la gfica), esto es suficiente para que esédiga represente una relanique
tampoco es funéin. La figura 6.2 (c) representa una refacque si es una funin.
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(0,3) 25
20

15

(-3,0) (3,0) 10

(Oa 73)

A) B)

w
7

o X

C)

FIGURA N°6.2

Con los siguientes ejemplos se pretende hacer claridad sobre asplcionaelos con funciones,
como sus daficas, su dominio y su recorrido.

Ejemplo 2

Considere la correspondencia tal que a cddaearo reak se le asocia su cuadrado; coiste es
{nico, entonces arititamente se puede representaryer f (x) = x2.
Como el cuadrado de urumero real siempre es real, y a todenmero reak se le esi asociando un
Unico real que representa su cuadrado, entonces esta correspi@nes una funén representada por
f, cuyo dominio es el conjunto de lo&meros realeD¢ = R). Los valores que tomapara cada uno
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de estos valores deforman el recorrido dé ,en este caso al variaren R,y toma todos los valores
reales no negativos 0 s€a = [0 + ).

Con algunos valores arbitrarios dadog, &e encuentran los correspondientey ger medio def |,

lo cual nos permite ubicar en el plargunas parejas que nos dan una idea aproximada (no siempre
muy buena) de@mo es la gifica de la fundn. Figura 6.3

X 0 1 V2 35 5 ~1/2 —1 -3
f(x) 0 1 2 1225 | 25 1/4 1 9

251 (5,25)

204

154

101

FIGURA N° 6.3

Ejemplo 3

Conf (x) = vx2 — 1 se es representando la furdzi que hace corresponder a valorexéa R,
los nimerosy = v/x2 — 1.
Para quey sea un Amero real es necesario qué — 1 > 0, es decir el dominio de la furtm es-
tara formado solamente por aquellos valorex dee satisfacen esta desigualdad o sea
Dt = {X|x*—1>0} = (—c0o, —1] U[1+o); por tanto encima y bajo del intervale- 1, 1) no debe
existir grafica de la fundn.
Para estos valores aglos del dominio def), la expreshny = /x2 — 1 siempre es mayor o igual
a cero (por g&?) y comoy'x2 — 1 toma todos los valores desde 0 hasta infinito, cuandmia en
(—o0, —1] U [1, 4+ ) entonceRs = [0, 4 ).
Haciendo una tabla afoga a la del ejemplo anterior y representando las parejas resultantes en e
plano cartesiano, se obtiene una aproxifacie su gafica. Figura 6.4.
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FIGURAN° 6.4
Ejemplo 4

—X+1 si xe(—ow,—2
f(x)= X2 si 0<x<4
5 Si Xx>4

De la definicon de la funddn, resulta evidente que para todo valorxde (—2, 0) no hay imagen
por medio def, mientras que para valores gen (—o, —2], [0,4] y (4, +) la funcion siempre
est definida, a pesar de que lo@stediante expresiones diferentes, por tanto

Df - (_007_2} U [074] U (47—|-OO) - (_007_2] U [07+°0)
Observe que si € (— o, —2], la expreshn que define d (x) alli o seay = —x+ 1 eshentre 3y

+o,yaquesy = —x+1 = 1-y=x< -2 = 3 <y.Analogamente cuando€ x < 4, 0 <
x> =y <16 luego 0< y < 16y parax > 4 ytoma siempre el valor 5.

PortantoRs = [3,+) U [0,16] U {5} = [0, + )

En la construcdin del gafico (Fig 6.5) es necesario tener en cuenta, énifervalo est definida
la funcibn mediante cada una de las tres expresiones de que consta:
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-6 -4 -2 0 2 4 6 8

FIGURA N° 6.5

Ejemplo 5

f (x) =[x con —2 < x < 3, donde[x] indica que a cadaimero realx se le asocia el mayor
entero menor o igual que

Observe que sén esta definiéin se tiene por ejemplo que:
[0.1] = [0.02 = [0.4] = [1/2] = [0.99] = [0] = Oy en general st € Rentonces:
Si0< x < 1lentonce$x] =0

Sil<x< 2entonces$x| =1
Si2 < x < 3 entoncesx] = 2

Sin < x < n+ 1lentonces$x] =n

Ademas:

[-1.5] =[-1.2) = [-1.99 = [-2] = —2yad:

Si—1 < x < Oentoncesx| = —1

Si—2 < x < —1entonce$x| = —2, etc.

PortantoeDs = [-2,3] yRf = {—-2,—-1,0, 1, 2, 3} y su géfica se puede apreciar en la figura

6.6
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Y
3 f(X) = [X] —— o
2 —— o
1 — o
o } X
-2 -1 ) 1 2 3 4
——1
e—o0 -2

FIGURA N° 6.6

Ejemplo 6

y = mx+ bconm € R, siempre representa uria¢a recta no vertical, por tanto siempre representa
una funcéon con dominidR. Su recorrido sé tambéenR salvo el caso en que la recta sea horizontal,
pues all m = 0, por tanto la ecuaoh sedy = b, y su recorrido sé{b}. Si la recta es vertical o
sea de la forma = k ésta representa una rekacino funcional con domini¢k} y recorridoR (por
qgué?). (Fig. 6.7)

y y y
m=#£0
Sin
m=20 pendiente
X X X
Si funcion Si funcion No funcion
FIGURA N° 6.7

Ejemplo 7

Las paébolas de la formg = ax® +bx+c (a # 0), siempre representan funciones con dominio
R.

. L 4ac— b? .
Para hallar su recorrido se debe recordar quegstice tiene como ordenadaT, por tanto si

_ L 4ac—b? , L . . .
a > 0 el recorrido sex el mtervalo[%1 , oo) pues la pabola esi abierta hacia arriba, y si

dac—b?

a < Oelrecorridoséx | — o,
4a

] pues en este caso estabierta hacia abajo.
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Sila paAbola esi abierta a derecha o izquierda, es decir si es de la foenay? + by + ¢ (a # 0),
evidentemente no representa una fongipues toda recta vertical que corte lagena lo haa en dos
puntos. (Fig. 6.8)

y y y

y=x2—2x+4
y=—x2—2x+4

— x=y?-2

AR

™~

Rec= [3,) Rec= (—x,5] No funcion
FIGURA N° 6.8
Ejemplo 8
X2 y? . . . .
La ellpseg + bz = 1 no representa una fuidci como se puede apreciar de safa, pero sien

ésta se considera solamente la parte sobre el @jgolamente la parte ba@, cada una de ellas por
separado representa una fuorgianaiticamente esta se obtiene de la ecoadcle la elipse despejando

. b .. : "
y,y ad, puesto qug = + a vaZ — x2, al tomar esta expresi solamente con signo positivo o neg-
ativo, representa respectivamente la parte superior e inferior de la.dHigsira 6.9

Observe que en los dos casos su dominig-es, a] y su recorrido0, b] para la parte superior y
[—b, 0] para la inferior.

y y
b —-a a
N V) X
f X y=— 9 vaZz — x2
—a a a
Rec= [0,b] Rec= [—b,(]
FIGURAN° 6.9

Es claro que cualquier elipse trasladada tampoc® sea funddn, pero de ella se pueden extraer
dos funciones procediendo en formakogya al caso de la elipse con centro en el origen. En este caso
cuales se#in sus ecuaciones? &las sus dominios? @les sus recorridos?.

Ademas puesto que una circunferencia se puede considerar como unaefipsg dos ejes iguales,
cuya longitud sdr su dametro, entonces tampoco representara funddbn; pero de ella se pueden
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extraer dos funciones; s su ecuadin esx? + y? = a2, las expresioneg = va2 — x2 y
y = — Va2 — x2 tienen por gafica la parte superior e inferior de la circunferencia respectivamente,
las cuales representan funciones con donminia, a] y recorrido|0, a] y [—a, 0] sedin el caso.

Ejemplo 9

2

X 2
La hip’erbola?

Y
o2

) . b b
se obtienen dos ecuaciongs= 3 VX2 —alyy=— 3 VX2 — a2y cada una de ellas representa

una funcén con dominig—e, —aj U [a, o) y recorrido[0, «) y (— oo, 0] respectivamente. (Figura
6.10)

= 1 no representa una fuidti, observe que en este caso si despejamos

y y
y= V2@ = : x
/ o
X y=—— X2_a2
—a a a

FIGURA N° 6.10

Ejemplo 10
Seaf (x) =[x — 4]

2 — 4| = X2 —4 si X*—4>0, esdecir, si X¢& (—,—2]U[2,+o)
Tl —(x®—4) si x¥*-4<0, esdecir,si x€(-2,2)

Verifique que su dfico corresponde a la curva continua en la figura 6.11, yOgue Ry
Rf = [O, +00).

FIGURA N° 6.11
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Ejemplo 11
f(x) = [x+1|+x

X+1+X si x+1>0
—(x+1)+x si x+1<0

_{2»H.six+1zo

|x+1|+x:{

S -1 si x+1<0
Di =RyR; = [—l,—i—OO).

Un bosquejo de su §gfico se puede apreciar en la figura 6.12

y

y=2x+1

FIGURA N° 6.12

EJERCICIOS

1. llustre el concepto de furm con dos situaciones cotidianas y dos situaciones dsitafy
dé sus correspondientes dominios y recorridos.

2. Sif (x) = v2x+ 3, halle:
a) f(10)
b) f(3x?)
c) f(ax3 b)
f(x+h)—f(x)
h

e f(x)— f (h)
f) f(—x)

3. Delos puntosx,y) que satisfacen las siguientes expresiones, digsson funciones y éles
son relaciones no funcionales, halle su dominio, su recorrido y fepedas gificamente.

a)y?—x=0
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b) x—y—5=0
Q) y=0

d) x=6

e y=[x—2]

f) y=[x/2] con —1<x<10
g y=[3] con —1<x<2
h) y <x

) {(x,y)ly=6}

DAxy)ly=0}

—1 sixeQ*

9 f00— {1 sixeQ

) f(x)=[x+1

m y= X

4. ¢;Cuales de las siguientesgficas de la figura 6.13 corresponden a funcionesaesua rela-
ciones no funcionales?. Hallar sus dominios y recorridos.
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(@)

(b)

(d)

(e)

y
(0,2)
—40 4,0
(—4,0) (4,0) «
N y2
0.2 TR
y © r=1-Cog#) y
xy=1
1
X
\ 1
m m 3T 2 51
2 2 2
-1
y () y
y=2
————— — X=-2
: X
y=X 1 2

FIGURA N° 6.13
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5. Hallar el dominio de las siguientes funciones:

a8 y=+v-X

b) y=+v-x2
0 _\/1—x
yi\/2+x
1-—x
dy= > x
oy 1— x?2

y= X
1+ x2

f)y= 2
e [1+ x2
IY=\Vare

X2 — 4

h)y= v

) y=v-x

6. Siel gaficodey = f (x) = x? es el que se observa en la figura 6.14.

254

204

154

10+

FIGURA N° 6.14

7. En el mismo sistema de coordenadas acdmpar separado estaddica con la de cada una de

las siguientes modificaciones. Compare y saque conclusiones.

8 y="f(x) -
by y=f(x)+
cgy="f(x-3)

3
3
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dy=f(x+3)
e y="f(x—3)+2
f) y=f(3x)
g) y=3f(x)
0 y=31(x)

8. Dada la gafica def (x) = x3, sobre el mismo sistema de coordenadas trace la de
gx)=|f(x)| = \x3\. Compare las dos gficas y saque conclusiones.

9. Resuelva el mismo ejercicio 7 para:

(X)
b) f(X)=—2x+5
o) f(x)=x*-2x-3
d) f(x)=-—x>+11x—28

6.2. OPERACIONES ENTRE FUNCIONES

Al igual que los fimeros, las funciones se pueden sumar, multiplicar o dividir y el proceso d
efectuar estas operaciones entre funciones se hace puntualmeseigr,es fly g son funciones:

hi(X) =(f +9) (x) = f(x)+9(x)
ha(x) =(f —9) (x) = f(x) —g(x)
h3(x) =(fg) (x) = f(x)g(x)
(f _ f(x)
hdxy_<g>( )= 90

En la representagn giéfica de estas nuevas funciones, es necesario tener en cuentalgfiaisipn
se hizo punto a punto; Bgor ejemplo, si se tienen las funcione&x) = x + 1y g (x) = x? laimagen
que corresponde por ejemplo al purte- 2 por mediodef +g, f —g, fgy f/gseé:

M@)=(f+9) (2 =2 +9(Q2) = 2+1)+4=7
h(2)=(f-9) (2 = f(2) 9@ =@2+1)-4=-1
hs(2)=(fg) (2) = F(29(2) = (2+1)4=12
h(2)=(1/9) (2) = 1(2)/9(2) = (2+)/4=3/4

De la construcén def + g, f — g, fgy f/g, resulta evidente que para calcularlas en un punto
es necesario calcular tanfacomog en este punto, es deckrdebe pertenecer tanto al dominio fie
como al dominio dey, luego el dominio de estas funciones debe ser la intesectd los dominios
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de f y g, exceptuandodgicamente, para el caso del cociente, aquellos puntos donde el dadomin
se anula. As

Dt+g =Dt N Dy
Dt_g =Dt N Dy
D(t/q) = (Dt N Dg) — {x|g(x) =0}

Luego, procediendo en forma&@nga con todos los puntos comunes de los dominios, se encuentran
las parejas d&? que conforman las @ficas correspondienteiax), hx(x), ha(x) y ha(x).

Ejemplo

hi(X)=(f+9)(x) = fF(X)+g(X) = (X+2)+2x = 3x+2
ho(x) =(f —g) (X) = f (X) —g(X) = (X+2) = 2x= —Xx+2
ha(X) =(fg) (0 = f () g(x) = (x+ 2) 2x = 2x* 4 4x
ha(x) =(f/9) (x) = f (X)/g(x) = (x+ 2)/2x

ComoD¢ = Ry Dg = RentoncesD¢ ;g = Dt g = Dtg = Ry Dy/;g = R— {0}.

Las gaéficas de estas funciones&er (Figura 6.15).

y y
f(x) =x+2 f(x) =2x
2
X
X
2
y y
X X
(f+9)(x) =3x+2 (f-g(x)=2-x
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y y

(f.9)(x) = 2¢ + 4x (f/8)(0) = (x+2)/2x

FIGURA N° 6.15

EJERCICIOS
1. Dadaf (x) = /X, g(x) =2x+ 1, hallar:

a) f(2+h)
b)g( —h)
(f+g)(
d) (f+9)(

X+ h)

5)

e f(x?)

f) (f—9)(x)

9) (f/9)(x)

h) (fg) (x)

i) Df1g, Dt—g, Dtg, Dy/q

2. Sif (x) =vx—1, g(x) = 2x hallar:

f) (fg) (x+1)
9) (f/g9)(2—3h)
h) Dtg, Dt/q

3. Dadaf(x):x—lz, g(x):}, h(x) =+1—x hallar:

X
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a) Dfa Dg7 Dh

b) Dt1g+h: Dn/g: D(tigy/n
0 (f+g+h)(3), (f+g+h)(-2)

6.3. FUNCION COMPUESTA

Dadas dos funcione§ (x) y g (x), si existen algunos valores del dominio giara los cuales
g (x) pertenece al dominio df entonces es posible para estos valores caldulgr(x)), y por tanto
a partir de estas dos funciones se puede construir una nuevarfllachada le&Compuesta de fy g
notada porf, g, la cual asigna a algunos puntodel dominio deg el valor f (g (x)) o sea

(fog) () = (9 (x))

Al componer dos funcionels g comenzamos con un valor de entraaan el dominio dgy obtenemos

un valoranico de salidg(x) en el recorrido dgy este valor de salida se utiliza como valor de entrada
paraf, para dar urinico valor de salidd (g(x)), as queg(x) debe estar en el dominio de por
ejemplo suponga, que se obtienen las funciones que se observan erdaifigiiente

entonces
f(g(1)) = f(8) =16
f(9(2) = f(4) =14
f(g(5) = (6) =12
f(g(7)) = f(10) no esta definida

Luego la compuesté, g existe en los puntos don®ynD+ # @, que son 12,5.
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Ejemplo
Sif(x)=+vX y g(x)=x2+1entonces
(fo9)(3 9(3)) = f(10) = V10

) = f(a(
(fo0)(—2) = f(9(-2)) = f(5) = V10
(fo@) () = F(g(X) = F6C+1) = v +1
(9of)(¥) = g(f(x) = 9g(VX) = (VX)?+1
(9oF)(3) =9(f(3)) =9(V3) = (V3)* +1
(9of)(—2) =g(f(—2) no existe, pue$(—2) no existe

De la construcdin de la funaddn compuestd, g se puede apreciar:

i. Esta funcon existi& solamente cuand®, N D¢ # @.
ii. Sudominio es{x|x € Dy y g(x) € Ds }.

iii. Engeneralgof # fo0. Parailustrar el iii. observe el siguiente ejemplo:
f(x) =x%; g(x)=Cosx

(foQ) (X) = f(g(x)) = f(Cos X = (Cos ¥ = CoSx
(dof) (¥) = 9(f(x)) = g(x¥) = Cos ¥
Luego (fo0)(x) # (9of) (X)
puesCosx £ Cos X

Uno de los aspectos importantes de la composide funciones es el hecho de que nos permite
expresar una funeh dada enérminos de funciones mas simples por ejemplo si:

h(x) = Vx4 +x+1, se tiene quea(x) = (f,9)(x) = f(g(x)) dondeg(x) = x* +x+ 1, f(X) = /X,
puesf(g(x)) = f(x*+x+1) = Vx4 +x+1

Ejemplo

Sih(x) = Ser(x?+ 1) = [Ser{x*+ 1)]3, luegoh(x) = f(g(p(x))), dondef (x) = x3; g(x) = Sen x
y p(X) =x2+1, puesh(x) = f(g(x+1)) = f(Serfx® + 1)) = Serf(x*+1)

Para una mejor comprefsi de la operadin composidn entre funciones se puede establecer la
siguiente analdg:

Una miniempresa de alimentos posee da@gjuinas: Una iaquinaf que manufactura mermelada,
y una maquinag que empaca la mermelada en frascos para luego llevarla a los supermeAsadD
la maquinaf recibe como materia primaffg produce mermelada ddigpio f (pifia). Esa mermelada
de piha of (pifia) la recibeg y entrega frascos de mermelada dégod g(f (pifia)).
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Similarmente si al empezar el procekes surtida con naranja, el proceso termina coh @aran-
ja)), es decir con frascos de mermelada de naranja. En gendre¢sibe una frut, producef (x)

(mermelada d&) y al recibirg esaf (x), produceg ( f (x)) (frascos de mermelada d¢ (Ver figura
6.17).

X
D

'
f(x)
~ |~

g

——9(f(x)

FIGURA N° 6.17
Ejemplo 1
Seanf (x) = x+ 3, g(x) = 4x?entonces

i. Puesto qu&gN D = [0,40) N (=00, +00) = [0, +x) # @, existe(fog) (X) y est dada
por:

(fog) (x) = f(g(x)) = f (4x%) = 4x% + 3.

ii. ComotambénRs N Dy = (—o,+0) N (-0, 40) = (-0, f0) # @, existe(go f) (X) y
(@) (¥ = g(f (¥) = g(x+3) = 4(x+3)%
Observe que aqu

Dgof = {x € Df|f (X) € Dg} = (—,40) N {X|x+3 € (—o,+00)} = (00, 40)
Ejemplo 2
Seanf (x) = v2—x y g(x) =x*— 4entonces

i. Puesto qu&y N Df = [—4, +o) N (—,2] = [-4,2] # @existe(f,0) (x) y esh dada por
(fo@) () = f(g(x) = f (><2 4) = \/xi2 V6 — X2

ii. ComoRs NDg = [0, +o) N (—o,40) =[0,+00) # @, existe(g, f) (X) y est dada por
(@)X =g(f(x) =g(vVZ—x) = (vV2—x)° -4
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EJERCICIOS
1. Seaf (x) = 1Ji-x2’ g (X) = v1— x, hallar, si existen:
a) f(f(x)
b) g(9(x))

3. Suponga qué es una funén y quea es un rimero tal quef (f (a)) = a. Cual es el valor de
f(f(f(...f(a))) (40 veces).

4. ¢Cuales de las siguientes proposiciones son verdaderaagscialsas?.
a) (fog)oh = fo(goh)

C)i—l
fog f

v (1.6

5. Seaf (x) = /X y g(x) =2—x indique cal de las siguientes funciones compuestas es
incorrecta:

a fg(x) =v2-x bg(f(x)=2-X
c) g(f(29) = -3 d)g(g(x) = x

6. Seaf (x) = X y g(X) = —x2 si x< 0. Halle fog y gof siexisten,y sus
respectivos dominios y recorridos.

7. Seaf (x) = Xx+1, gX)=v1—x% h(x) =x+3

Hallar siexistengo f, fog, foh, goh. ¢Cuales son sus dominios?

09

: 1 .
8. Sis(x)=Senx), r(x) =X, p(X)=3x>+1, q(x) = zir 3 represente las siguientes

funciones ené@rminos des,r, p y g usando la composian:
i. f(x)=3Senv/3x2+1
N Seny/x + 1
10 = Sen/x — 3

jii. f(x)=./3Serf(x) + 1

, X+1)2
f(x) = 1
iv. f(x) 3<x—3> +
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9. Dada una funéin y=h(x) descomponerla en varias funciones.

(X2 + X)1/2

a) hx)=Sen%¥ b) h(x)=Sefx ¢ h(x)= X313

d) h(x) =SenCoS(x*+x+1))



Capitulo

POLINOMIOS Y FUNCIONES
POLINOMIALES

7.1. DEFINICIONES Y EJEMPLOS

Una expresin de la formaag+aix + axx?> + ... + a,x", con ag, ar,...,an € R n e N
y an # 0 se llama unpolinomio con coeficientes reales, en variabkede gradon y se nota
p(X), q(x), r(x)...etc. Enlosucesivo grado &(x) = nse notaagr (P (X)) = n. Larelacbn
que hace corresponder a cadanero realx, el nimero realp (x) = ag + aijx+ ... + apx" se
llamafuncion polinomial asociada al polinomip (x). Si todos losy son iguales a cero, es decir, Si
p(X) = 0, este se llama el polinomio cero y a ese polinomio no se le asignamgrgdo. El polinomio
constantgy(x) = ag conag # 0 se le asigna como grado: cero.

Ejemplo 1

1. x2 + 6x + 1 es un polinomio con coeficientes reales en varialylele grado 3, y
p(x) = x3 + 6x+ 1 es su correspondiente fudnipolinomial.

2. 6t* + 5 es un polinomio con coeficientes reales en variadegrado 4, yg (t) = 6t* + 5 su
funcion polinomial asociada.

3. 4(x+ 5 - 3(x+5)2+ 2(x+ 5) — 6 es un polinomio con coeficientes reales en variable
X + 5, de grado 10, Y(x) = 4 (x+ 5)° — 3(x+5)? + 2(x+ 5) — 6, su correspondiente
funcibn polinomial.

4. 2t5 —it?2 +i — 2, es un polinomio con coeficientes complejos, en varitllde grado 5. Su
funcion polinomialg (t) = 2t® —it?2 +i — 2, es de valor complejo puesto qgét) € C, y
de variable real 4i € R, o de variable compleja sipuede tomar valores en C.

5. No son polinomiox =2+ x3; 1/t +t>+5; ,z324iz*+2 ¢ porqé?

Un niomeroa (a € C 6 a € R)se dice que es ucero de un polinomiop (x) 6 raizde p(x) =
0 sip(a) = 0. Graficamente, las tees de la ecuagn polinomial p (x) = 0, cuando son reales,

171
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representan los valores g@gara los cuales esta fudci es cero, o sea los valoresxden los cuales la
grafica dey = p (x) corta al eje de lag 0 hace contacto coal. Cuando son imaginarias, iatio hay
corte ni contacto con el eje por tanto, si una funén polinomial no tiene figes reales, su gfica
esh toda sobre o bajo el eje de bas

Ejemplo 2

1. p(x) = x2 — 4 se anula cuande = +2, es decir, 2 y-2 son ceros d&? — 4 0 races de
x?2 — 4 = 0y graficamente (Figura 7.1) indica que= x> — 4 corta al ejexenx = 2yx = — 2.

X

FIGURAN® 7.1

2. g(x) = x? + 1, no se anula para nifig valor real, pues solamente lo hace pafai, x = —i,
0 sea aqulas rdces deq (x) = 0 soni y —i que son Ameros imaginarios, por tanto laéica
dey = x2 + 1 no se intercepta con el ej§Figura 7.2).

y

PO =x*+1

FIGURAN° 7.2

3.r(x) =x*+x2=x%(x*+1),seanulaex = 0, x =i yx = —i, entonces, como entre las
raices der (x) = 0,el cero es ldinica real, allla grafica o corta al eje 0 hace contacto @&@n
(Figura 7.3).
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r(x) = x*+x2

FIGURAN° 7.3

Como se puede apreciar, para elaborar &iga de una funéin polinomial, resulta conveniente
hallar los ceros de su polinomio asociado, para lo cual es necesaricec@igunos resultados que
se@ntiles en este proceso.

7.2. ALGORITMO DE LADIVISI ON

Si un polinomioP (x) se divide entre otro polinomiQ (x), gr (P (x)) > gr (Q (x)), existen poli-
nomiosD (x) y r (X) tales que:
PX)=Q(X)D(X+r(x) con gr(r(x) <gr(Qx).

Observe que este resultado es consecuencia inmediata de realizariéndieB (x) entreQ (x),
siendoD (x) el cociente yr (x) el residuo.
Ejemplo

Dadosp (x) = x3+2x2+1 y q(x) = x?>+x, aldividir p (x) entreq (x) se obtiene:

x3+2x2+1 |x2 + x

—x3— x2 X+1
x?+1
—x2—x
—-x+1

PortantoD (x) = X+ 1, r (X) = —x+ 1 y por consiguiente:
X 2xP+1=(x+1) (X*+%) —x+1

Recuerde que si(x) = x — a, la division de p (x) entrex — a se puede simplificar mediante la
llamadaDivision Sinéticaque se realiza solamente con los coeficientes de las variables, colocados
estos en orden descendente, como se ilustra en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo
Seap(xX) =x*—x3+7x—-12 y q(X) =x+4=x—(—4) entonces:

Division de Polinomios Divigin Singtica

x*— x34+7x-12  |x+ 4

—x4 —4x3 x3 — Bx? 4 20x — 73 1 -1 0 7 -12 | -4

— 5x3 + 7x— 12 -4 20 —80 292

+ 5x3 4+ 20x2 1 -5 20 -73 280
20%% + 7x— 12 Coeficiente de DY) I"\QTC.I’UO
—20x% — 80x
— 73x—12 P(X) =(x+4)(x3 — 5x% 4+ 20x — 73) + 280
73x + 292 = q(x)D(x)+R

280

Observe en la diviéin singtica, que el primerérmino de la tercera fila, es el prim@rinino de la
primera fila, y seguidamente cada elemento de la segunda fila, se obtiene motipketalemento
anterior de la tercera fila p@r, y los elementos de la tercera fila se obtienen sumando los correspon-

dientes elementos de la primera y segunda fila.
El tltimo termino de la tercera fila corresponde al residuo de la 8iwjsi los €rminos anteriores
corresponden a los coeficientes del polinomio cociénfg) de gradon — 1 en orden descendente.

(De izquierda a derecha).

7.3. TEOREMA DEL RESIDUO
El residuo de dividir un polinomi@ (x) entrex — aesp (a).
Demostraddn
Por el algoritmo de la diviéin p (X) = (x — &) q(x) + R
(R es un @mmero, puegr (R(x)) < gr ((x—a)) = 1, por tanto:

p(@=(@-aq(@+R=R

Ejemplo

El residuo de dividip (x) = 2x3 + 3x? — 20 entrex — 2 es

p(2) =2(2% +3(2%) —20=8.

Ejemplo
El residuo al dividirp (x) = 2x* + 3x? — 20 entrex + 2i es

p(—2i) =2(=2))*+3(-2)2-20=32-12—-20=0.
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7.4. TEOREMA DEL FACTOR

Seay = p (x) una funcon polinomial. Un eimero complej@ es raz dep (x) = 0 siDlo six — a
es un factor de (x).

Demostraadn

=) Seaaraizdep (x) = 0 entonce® (a) = 0, perop (x) = (Xx—a) g(x) + R ycomo
R=p(a)=0 = (x— a) es factor de ().

<) Si(x — a) es factor de (x) entonced (x) = q(X) (x — a) entoncep (a) =0 =R

NOTA

Six — a es un factor dep (x), pero(x — a)2 no lo es, se dice que es una raz simple dep (x).
Si (x — a)™ es factor dep (), pero(x — a)™" ! no lo es, se dice quees una rz dep (x) = 0 de
multiplicidadm, ad por ejemplo sp (X) = x (x — 2) (x + 5)° entonce (x) = Otiene a2y a 0 como
raices simples y a— 5 comoiramiltiple de multiplicidad 3.

Ejemplo

Sip(x) = x3 — 3x? — x+ 3, se puede verificar que(1) = 0, p(—1) = 0, p(3) = 0 es decir,
1,-1y 3 sonr&es dep (x) = 0, por consiguient& — 1, x+ 1 yx — 3 son factores de (x), 0 sea:

x2—3x2 —x+3=(x-1) (x+1) (x—23)

NOTA

Sedin éste teorema, el problema de factorizar un polinomia), es equivalente al problema de
hallar sus ceros.

Ejemplo
Seap (x) = (x* — 2x+ 2)2 (x—1)

Se puede verificar que(1) =0; p(1—-i) =0 yp(1+i)=0,esdecirl 1—i, 1+4ison
raicesdep (x) =0y 1+1i, 1—isonraces de multiplicidad 2, luego

PX) = (x—(L-i)%(x— (1+1)*(x—1).

7.5. TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA

Si p(x) es un polinomio de gradn > 1, con coeficientes complejos entonge&) = O tiene
exactamentae raices, contando cadairade multiplicidadp, comop raices.
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Ejemplo
Sip(x) = (x—3)*(x— 2) (x? + 1) x? entoncesp (x) = 0 tiene ax = 3 como raz de multipli-
cidad 4, ax = 2 como réz simple, ax = 0 como réz de multiplicidad 2y a« =i, x = —i como

raices imaginarias simples, es degirx) = O tiene 9 réces, pues el grado dge(x) es 9.

Teorema

Seap (X) = ag + X+ ax?+ ... +ax", an #0, ap, a1, ..., a, € R.
Sia = a+ibesunar&dep(x) = 0, entonce® = a+ ib = a— ib tambén lo es.

Demostracdn

Comoa esraz dep (x) = 0 entonced (a) = 0, es decir

p(a)=a+aa+aa’+...+a,a"=0

= ag+a1a+aa?2+...+apa" =0 (Conjugado a los dos lados)
= aq+taad+aa?+...+a,a"=0 (Conjugado de la suma suma de conjugados)
a? 0
0

= agt+aia +Tzi2 +..F+apat = (Conjugado de producte producto de conjugados)
= a+ad +aal+...+a,0" = (Siae R=a=a)

esdecirp(0) =0 = T esrazdep(x) =0

Ejemplo

p(x) =x2+1; p(i) =0, luegoi es raz, y por el teorema antericr i también es riz.

Ejemplo
qx) =x2+(1—i)x—i; q(i) =0; q(—1) = 0, es decirj y —1 son races dej (x) = 0.

¢ Contradice dlltimo teorema el hecho quei no es réz deq (x) = 0?.

Ejemplo

Dado el polinomiop (x) = x® — 5x? 4+ 11x — 15, el rimero complejo; = 1 — 2i es raz de
p (X) = O (verifiquese), por tantg, = X3 = 1 + 2i tambén lo es, por tantéx — x1) y (X — X2) son
factores dep (x), es decir,

(X—x1) (X—=%) = (x— (1 —2i)) (x— (L +2i)) = x?—2x+ 5esfactor de (x).

Puesto que ya se tienen dos ceros de este polinomio y por el teorema fatalataklgebra deben
ser tres, el tercero, que necesariamente debe ser real (¢ ge puede hallar dividiengn(x)
entrex® — 2x + 5, de lo que se obtiene cero como residuo-y 3 como cociente (veiifjuese), lo que
indica que(x — 3) es factor dep (x), por tantoxs = 3 es el otro cero de (X).
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7.6. TEOREMA DE LAS RAICES RACIONALES

Seas (X) = ap + aiX + ax?+ ... +ax", a, # 0, un polinomio con coeficientes enteros.gSi

es rdz racional des(x) = 0 (reducida a su mima expresin) entonce$ es un divisor dep y q es
un divisor dea, (p, g enteros).

Ejemplo
Hallar las races des (x) = 2x3 — 9x? + 10x — 3 = 0.

Si Bes raz des(x) = 0 entonce® es un divisor o factor dag = — 3, luego los posibles valores

depson+1, +3yqgesundivisor da, = 2, luego los posibles valores deson+1, +2, por tanto
las posibilidades dq son:

1111 -1-1-1-1383 33 33 33

1 1 -1 -1 3 333 -3 3
1" -1'2°-2" 1’ -1’ 2'=21"-1"2"-2" -1 -1" 2’ -2

lista que contiene solamente ochimnmeros distintost1, + % , £3, + % de los cualesinicamente,
1, 1/2, 3 son réces des(x) = 0, ya que:

2 -9 10 -3 |1 2 -9 10 -3 |3
2 -7 3 6 -9 3
2 -7 3 0 2 -3 1 0

2 -9 10 -3 [1/2
1 -4 3
2 -8 6 0

y para todos los otros casos el residuo de la divisio es cero, por ejemplo pare3:

2 -9 10 -3 -3
—6 45 —165
2 —15 55 —168+£0

Tambéien se hala podido proceder de la siguiente forma:

Una vez hallada la primeraim por ejemplo 1;

2 -9 10 -3 |1
2 -7 3
2 -7 3 0

Se factoriza el polinomis (x) como 3 — 9x2 + 10x — 3 = (2x?> — 7x+ 3) (x— 1), y se con-
tinllan buscando lasi@es deD (x) = 2x? — 7x + 3 = 0 por el mismo rétodo:
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2 -7 33
6 -3
2 -1 0

Por tantos (x) = (X — 1) (2x? — 7x+ 3) = (x— 1) (x—3) (2x— 1).
Ejemplo
Hallar las races de la ecuagn
px) =x*—x>—7x? —14x—-24=0
Las posibilidades de lasies racionales dp (x) = 0 son:

+1, +2, 43, +4, 46, +8, +12, +24

De estodinicamentex = 4 y x = — 2 son rdces racionales, pues
1 -1 -7 —-14 -24 |4 1 3 5 6 |—2
4 12 20 24 -2 -2 -6
1 3 5 6 0 1 1 3 0

Y los residuos de las divisiones para los otros casos no son ceronpmpte) se puede factorizar
como:

p(x) =x*—x3—7x? — 14x — 24 = (x+ 2) (x — 4) (x* + x+ 3) , donde el polinomio
x2 + x + 3, como se vér en la secéin siguiente, no se puede factorizaasncomo producto de
polinomios con coeficientes reales.

EJERCICIOS

1. Hallar los ceros de las funciones polinomiale$oga dep (x) = 0), indicando su multiplicidad
y el grado del polinomio:

a) p(x) = (x+8)3(x—6)2.
b) p(x) = (x—)* (x+0)* (x—2)8.
0 px) = (2+9)°x—3)°x*
2. Factorizar los polinomios siguientes:
a) p(x) = x3+9x? + 24x+ 16, six = —1 es un cero

X
x3 — 4x% — 3x + 18, six = 3 es un cero de multiplicidad 2.
= x* — 1, six = +1 son ceros
2
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

llustrar el algoritmo de la divién con tres ejemplos diferentes.
¢, Esx — 1 un factor dep (x) = x8 — 12.

¢Esx — 3 un factor dep(x) = x3 — 2x + 1°?.

Usar divisbn singtica y el teorema del residuo para hallar:

a) P(—2),siP(x) = 3x2 —x— 10
b) P(5),siP(x) = 2x3 — 12x?> — x+ 30
c) P(i),siP(x) =x*+2x2+1
Usar divisbn singtica para encontrar el cociente y el residuo que resulta de dividir
a) P (x) = 4x°> — 30x3 — 50x entrex + 3
b) P(x) = 3x* — 11x® — 18x + 8 entrex — 4

0) P(x) = x* + x® — x2 + 1 entrex — 2i
Dividir p (x) = 5+ 4x3 — 3x entre X — 3. ¢ Puede aplicar divisn sinética?. ¢ 6mo?
Dada la fund@n polinomialp (x) = x(x — 1) (X+ 2) (x — 3):

a) Halle lasracesdep (x) =0

b) Halle el conjunto de log tales quep (x) > 0y p(x) <O
¢) Halle su intersecéin con el ejey

d) Halle sus intersecciones con el gje

€) Trace el gafico de la fundn.
Resuelva el problema 10 para la fuoref (x) = x° — x.
Hallar el valor déd tal quef (x) = 3x® — 2x? 4 bx — 8 sea divisible pox — 2.

Hallar el valor de las constantag, ¢ tales quef (x) = x + ax? + bx + ¢ sea divisible por
X+ 1y x+ 2,y que al dividirlo porx + 3 su residuo sea 20.

Hallar el valor de las constantash tales quef (x) = x3 — 2x2 4 ax + b sea divisible por
X2 x—2=(x-1)(x+2).

Halle los ceros de los polinomios siguientes y factos

a) p(x) =x*+5x3—3x2 - 77x— 60
b) q(x) = x® —5x3 4 4x
Q) r(x) =x3—2x%—x+2
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7.7. FUNCION CUADRATICA

La funcion polinomial de segundo gradox) = ax? 4+ bx+ ccona # 0, se conoce con el nom-
bre deFuncion Cuadrticay como se vio anteriormente se represenédigamente por una paola,
abierta hacia arriba si > 0, 6 abierta hacia abajo ai< 0.

De la teota vista en la secon anteriorf (x) = O tiene dos rces, las cuales se hallan de la siguiente
forma:
ax’ +bx+c=0 = a

x+°> ~0
a

b

a
x2+bx+bz—b2+c> =0

a 4a2 4a?  a

b

b2 b2
= alx +ax+£m2> + a=

= a x+b>2: b - 4ac
2a 4a

_ (x+b>2: b2 — 4ac
2a 4a2

N x+£ . b2 — 4ac
2a 4a2
_ —b+vb?2—-4ac

= X=
2a

A la expresbn b? — 4ac se le llamaDiscriminante de la ecuadin, y su signo caracteriza ladceas
def (x) = 0as:

e L —b+ vb% - 4ac .
i. Sib%2 — 4ac > 0entonces la exprésix = 2a toma dos valores reales difer-
entes:
—~b+ Vb2 — 4ac —~b - vb? - 4ac
X1 = y X2 =

2a 2a

lo que indica que el gfico dey = f (x) corta el ejex en dos puntog; y X, como se ilustra en
la figura 7.4.
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y y
X
X
y=ax +bx+c, a>0 y=ax+bx+c, a<0
FIGURAN° 7.4
L , —b+ Vb2 - 4ac -
ii. Si b?— 4ac = 0, entonces la exprési x = 23 toma un(nico valorx; =

—b/2a, 0 sea quef (x) = O tiene una riz real de multiplicidad dos, por tanjo= f (x) toca
al ejex solamente en un punto. (Figura 7.5).

y
/ / \ |
y=ad+bx+c, a>0 y=ax+bx+c, a<0
FIGURAN° 7.5
T -b+vbZ-4 . o
i Si b2 —4ac < 0, entonces la exprésix = b ba ac toma dos valores imaginarios.
—b+ vb2 —4ac — Vb2 —
Xy = Yy Xo = : por tanto la gafica dey = f (x) no corta

. . 2a. 2a
ni toca al ejex (Figura 7.6).
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y y
X
X
y=aX+bx+c, a>0 y=ax+bx+c, a<0
FIGURA N° 7.6
Ejemplo 1
Trazar el gafico dey = x? — 2x + 3.
Discriminante:b? — 4ac = 4 — 12 = —8 < 0, por tanto su gifico no corta al eje, y como

a = 1> 0la paabola se abre hacia arriba.

Para hallar el imimo de la funadn, completando cuadrados se expresa la edngici x2 — 2x + 3
en la formayy — 2 = (x — 1), como el ninimo valor de una expresi elevada al cuadrado se da
cuandoésta vale cero, entoncgs- 2 sea minimo cuandax — 1 = 0, es decir, para = 1; y para
este valor, se obtiene elimmo de la funddn que ey = 2, por tanto(1, 2) es el punto rimimo del
grafico dey = f (x). (Figura 7.7.).

1 2 3

FIGURAN® 7.7

Ejemplo 2

Hallar los valores de tales quef (x) = x> +x — 6 < 0.
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Comob? — 4ac= 1+ 24 = 25> 0, la ecuadn f (x) = O tiene dos ries reales diferentes 2
y —3, por tanto se puede factorizar com) = x2 + x — 6 = (x — 2) (x+ 3), por consiguiente
x24+x—-6<0% (x—2)(x+3) <0,esdecirx € [-3, 2. (Figura 7.8).

y
y=x+x—6
FIGURA N° 7.8

Ejemplo 3
Hallar el dominio def (x) = vx2 + x — 6.

Para que (x) seareak? + x — 6 debe ser mayor o igual a cero, y de lafgra del ejercicio anterior
se deduce que € (—o, —3] U [2, ©).

EJERCICIOS

1. Usar la 6brmula cuadatica y el teorema del factor para factorizar:

a p(x) =x*—-3x+1 O p(x) = —x2—4x—2
b) p(x) = x*—6x+1 d) p(x) = 3x* —5x+ 4

2. Escriba las funciones siguientes de la foar{st — k) = b (x — h)?y halle su punto raximo o

minimo.
a) y = 3x%2 — 5x 0y=4x?+5x—-1
byy=—-x>-x-1 d)y=x>-5x+1

3. Hallar los valores drtales que
aAy=-xX2-x+1<0 by=2x>+5x+1>0 cy=4x>-x<0
4. Trace las dificas de:

a)y=x2—|x|+6 by=|x2—x+6| ¢ |y|=x2—x+6
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7.8. FUNCIONES RACIONALES

P
B _ q(x) _ _
minio es el conjunto de todos losimeros reales, a excepaide aquellos que anulen el denominador.
En estos puntos donde el denominador se anula, ladommiede presentar en swafica un hueco o
puede tender g« 0 a — o, aspectos estos que se trataen forma detallada cuando se introduzca
mas adelante el concepto dmite de una fundin. Por lo pronto se analizatabulando, las gficas

de algunas funciones racionales.

La funcion f (x) = , dondep (X) y q (x) son polinomios, se llamauncion racional,su do-

Ejemplo 1
X2 — 4
(x) = 5
Di =R-—{2}

En la construcdn de su gafico se debe tener en cuenta que:

X2—4  (x—2) (x+2) : :
~—7 = > =X+2 si x#2 (Figura7.9).

y

4 y=X+2; x#2

N —— — — —

FIGURAN°® 7.9

Ejemplo 2

D = R—{0}. (Figura 7.11)
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Tabulando para algunos valore®©pImos a cero positivos y negativos se observa que cuaseéo
acerca a cerd, (x) tiende a+ o« 6 a— o, sedin se acerque por la derecha o por la izquierda. La recta
x = 0 se llamaasintota vertical de la géfica y la rectyy = 0 se llama dsitota horizontal de la gfica.

<
I
Xl

FIGURA N° 7.10

Ejemplo 3

X .
= xro
Di = R— {1, -2}.

Al determinar donde e$ (x) positivo y donde negativo se obtiefiéx) > 0 six € (—2,0) [J(1, »)
y f(x) <0sixe (—,—2)J(0,1) puesto que er= 1y x= —2 el denominador se anula.
Observando que para valores cercanea de 1 por la izquierda el valor de la fubai se hace muy
grande pero negativo y para valores cercane®2d a 1 por la derecha el valor de la fuonise hace

muy grande, se concluye que eéfjco de la fundn tiende a pegarse a las rectas verticales—2 y
x =1 tanto a derecha como a izquierda (Figura 7.11)
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FIGURA N° 7.11

Esto indica que las rectas= —2 y x = 1 son amtotas verticales.

EJERCICIOS

1. Halle el dominio de las siguientes funciones racionales:

X+ 1 X2 + 4
3) f(X):x2+3x+5 b) f(X):xz—i*’>x+5
x4+ 2
° f(X):x3+3x2—8x

2. Tabulando, trace un bosquejo de la&figas de las siguientes funciones racionales, e intuya
cuales son sus a#otas verticales si las hay, énde hay agujeros.

x3 -1 1
a) f(0=5— b) f(X)=X+3
x3 — 2x2 — 8x 1
o fTW="—="7 T =e—7
X2
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7.9. DESCOMPOSICION EN FRACCIONES PARCIALES

Dados dos polinomiop (X) y q (X) con coeficientes reales, con gradopie) menor que el grado

deq (x), es posible demostrar Qb(%% se puede expresar como:

g(()):)) =hRX+RX+...+FR(X)

donde cad&; (x) parai = 1, ..., ntiene una de las dos formas siguientes:

A 6 Cx+D
(ax+b)™ (ax2 + bx+c)"

conn,me N, a# 0yax?+ bx+ ¢, no factorizable en R o sea cbA — 4ac < 0.

A esta representaimi dep()):) se le llamadescomposiéin en fracciones parciales o fracciones
simplesy es de gran utilidad para simplificar expresiones matamas de este tipo que aparecen por
ejemplo, en el &lculo de ciertas integrales y de algunas transformadas de Laplacémélrm de
sumandog; (X) y la forma de ellos, depende de la naturaleza de los ceros del polirpjpes
decir, depende de si lasicas deg (x) = 0 son reales simples, realesitiples, imaginarios simples
6 imaginarios nltiples. Para mayor sencillez se considareainicialmente estas diferentes situaciones
en forma aislada.

Caso 1

Sig (x) = 0 tiene solamente rees reales simples entonces con ellas es posible factgrixaen
la forma:

q(X) = (arx+ by) (azx+ by) ... (anx+bn), (gr (g (x)) = n)y se puede demostrar que existen
constantes realdmicasAy, Ao, ..., A, tales que:

p(X) A A An
= + +.ot

q(x) aiXx+ by axx-+ by anX + by,
dondeA;, Az, ..., A, se pueden calcular utilizando la igualdad de polinomios, como se ilastrar
el siguiente ejemplo.
Ejemplo 1

5x+ 3
Seaf (x) = __2X*3 _ entonces

x3 — 2x2 — 3x

5x+ 3 5x+ 3 A B C

X3 —-2x2-3x  x(x—3)(x+1) x Pxr1tx=3

Para hallar A, B, C se busca elimmo cormun denominador en la exprési del lado derecho de la
igualdad, denominador que coincide con el del lado izquierdo, lo cualifgecancelarlos e igualar
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los respectivos numeradores, de modo que queda una igualdad derpo$ino
5x4+3=A(X—-3) (x+ 1) +Bx(x—3)+Cx(x+ 1)

Y comoésta se satisface para tadeen particular lo hace para los cerosqie) , es decirx = 0,
X = —1, x = 3. Dando & estos valores se obtiene:

x=0; 3=A(0-3)(0+1) = 3=-3A = A=-1
X=-1, -54+43=B(-1)(-4) = —2=4B = B=-2/4=-1/2
x=3; 15+3=C(3)(4) = 18=12C = C=18/12=3/2

y ad:
5x + 3 -1 1/2  3/2

x3—-2x2-3x X x+1+x+3

Caso 2

Siq (x) = 0 tiene solamente unaizareal de multiplicidach, n > 2, se puede expresgi(x) de la
forma:q (x) = (ax+b)", (gr(q(x)) = n) y se puede demostrar que su descompasiasume la
forma:

X A A A A
PO _ A A Ay A
q(x) ax+b  (ax+b) (ax+ b) (ax+ b)
Donde las constantds , Ay, ..., A, se calculan en forma atoga al caso 1.
Ejemplo 2
X2 +2x+4

Expresar en fracciones parciale$x) = E 1331

Observe que + 3x2 4+ 3x+ 1 = (x+ 1), luegoq (X) = (x+ 1) 3 = 0 tiene ax = —1 como
raiz real de multiplicidad 3, entonces

X2+ 2x+ 4 X2+2x+4 A B . C

() x3 +3x2+4+3x+1 (x+1)3 x+1 (x+1?% (x+1)°

formando ninimo conmin denominador en la expréside la derecha y cancelando denominadores se
tiene:
X2+ 2x+4=AKX+1)?+B(x+1)+C

Como en este casp(x) no tiene sino un cero y aparecen tres constantes por determinar, para ha
lar A,B,C, se asigna & tres valores arbitrarios para obtener un sistema de tres ecuaciones en tre
variables, cuya solugh las determina:

x=0; 4=A+B+C
x=1; 7=4A+2B+C
XxX=-1; 3=C
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Sistema que tiene como solaniC =3, A=1, B=0yas:

xX2+2x+4 1 ,_ o 3
(x+1)° x+1  (x+1?2 (x+1)3

Caso 3

Siq (x) = Otiene solamente fees imaginarias simples. En este caso puesto que cyapdei Bx)
es rdz deq (x) = 0, tambén lo es(ay — i Bx) entonceg) (x) se puede factorizar en la forma:

Q) = (x= (a1 +iB1)) X= (a1 —ip)) ... (X=(an +iBn)) (X—=(an —iBn)), (gr(q(x)) = 2n),
expresbn que se puede reducir @le factores cuadticos reales, pues:

(x—(a+iP)) (x— (a —iB)) = x> —2ax+a?+ B2
por tantog (X) se puede factorizar como:

q(x) = (ax® + bix+ ¢1) (8X® + bpX + C2) ... (anX® + bpX + Cn)

y se puede demostrar que existen constafite®;, Az, By, ..., A, By, tales que:
p (X) Aix + Bg ApX + By AnX + By
= ot
q (x) X2+ bix+cp  ax2+bx+oco anX?2 + b + cp
Ejemplo 3

Expresar en fracciones parciales

4x

)= (x2+1) (x2+2x+ 3)

El denominadog (x) tiene $lo races imaginarias simples, entonces

4x B Ax-+ B Cx+D

(X2 + 1) (X2 + 2x+ 3) x2+1+x2+2x+3

y en forma aaloga al caso anterior:
4x = (AX+ B) (x* + 2x+ 3) + (Cx+ D) (x* + 1).
Y puesto que hay 4 constantes por determinar, se dan 4 valores arbigrario

x=0; 0=B(3)+D(1)

x=1; 4= (A+B)(6)+(C+D)(2)
x=-1;, -4=(-A+B)(2)+(-C+D)(2)
X=2; 8= (2A+B)(11) + (2C+ D) (5)
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obteniendo el sistema:

3B+D=0

6A+6B+2C+2D =4
—2A+2B-2C+2D = -4

22A+11B + 10C + 5D =8

CuyasoludbnesA=1, B=1, C= -1, D= -3, luego
4x (x+1) —x—3

(X2 +1) (x2+2x+3) (X2+1)  x2+2x+3

Caso 4

Siq(x) = 0 tiene como reces, una imaginaria de multiplicida y por consiguiente tamén su
conjugada de multiplicidad, g (x) se puede expresar en la forma:

q(x) = (ax®+ bx+ c)n, (gr (q(x)) = 2n).

Se puede verificar que la represenbacen fracciones parciales %% esh dada por

p (X) Aix+ By Aox + By AnX + By
= - 5 o 5 .
q(x) ax*+bx+c  (ax2+ bx+c) (ax* +bx+c)
Ejemplo 4
X2

Expresar en fracciones parciale$x) = ———
™=

Las réces deg (x) = (X2 + 4) > = 0'son+2ide multiplicidad 2; entonces

X2 _ Ax+B Cx+D

69 = x2+4% x2+4 " (X2 + 4)°

Luegox? = (Ax+ B) (x> + 4) + (Cx+ D).

Desarrollando la expresn de la derecha y agrupanderminos semejantes, se obtiene un poli-
nomio, en este caso de grado tres, el cual al igualarlo con el de la idguggnera un sistema de
cuatro ecuaciones con cuatro @gmitas, pues la igualdad de dos polinomios implica igualdad de los
coeficientes de potencias igualed; as
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x2 = Ax3 + Bx?> 4+ (4A+C)x + (4B + D) lo que implica que:

A=0
B=1
AA+C =0
4B+D =0
sistema cuya soluothes A=0,B=1, C=0, D = —4,luego
X2 1 4

2+ a2 X4 (x2 14>

Caso 5

Los casos anteriores se pueden combinar en alog suanday (x) = 0 tenga réces de diferentes
tipos:

Ejemplo 5
Expresar en fracciones parciales la fulmci

X2

0= (x—3) (x—1)%2(x2+9) (X2 + 1)

Las rdces deg (x) = (x — 3) (x — 1) (x2 + 9) (x? + 1)3 = 0 son 3 y+ 3i simples, 1 de multipli-
cidad 2 y+i de multiplicidad 3. Por tanto:

X2

(x—3) (x—1)2(x2+9) (x2 + 1)°

A B C Dx+ F Fx+G HXx+ L Mx + N
+ + 5 T =% + = + 5 3
x-=3 (x-1)  (x-1) X%+ 9 x*+1  (x241) (X2 + 1)

Haciendo rmimo conun denominador en la exprési de la derecha, e igualando los polinomios
gue resultan desps de cancelar los denominadores, se genera un sistema de 11 ecuegiothé
incognitas cuya solubn determina las constantes.

Caso 6

Si el grado del denominador es mayor o igual que el grado del nupretad este caso por el
algoritmo de la divigin se tiene que:
P (X) R(x)

q—x):D(x)Jr—

X

Y comogr (R(x)) < gr (g (x)) entonces es posible represe g

en fracciones parciales.

ﬁ?ﬂ
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Ejemplo 6

x3*—2x  p(x
x2+3x+2  q(x
Como el grado d@ (x) es mayor que el grado dgx) se efedha la divisbn:

Expresar en fracciones parciale$x) =

x3 — 22X }x2+3x+2
—x3 — 3x%— 2x Xx—3
—3x?% — 4x
3X2+9x+ 6
—5X+6
y ad:
p (X) 5x+6 5X+ 6
P e x=3)+ 0 = (x=3)+ —— =
q (x) ( ) X2+ 3x+2 ( ) (x+1) (x+2)
Ahora como:
5x+ 6 _ A n B _ 1 N 4 entonces
(x+1) (x+2)  x+1 (x+2) (x+1)  (x+2)
ﬁ — (X—3)—|— 1 + 4
X2 +3x+2 (x+1)  (x+2
EJERCICIOS

I. Verificar por medio de fracciones parciales que:

1 x—1 12 1/ -2/3
Tx(x—2)(x+1) X X—2 x+1
, X-1 18 3/16+ 7/4 . 5/4 ~3/16
x2(x—2)°% x? X x—2°% (x-22% x-=2
3 x> —2x—3 ~ (9/5)x+7/5 —4/5
T (Xx—1)(X2+2x+2) X2+ 2x+2 Xx—1
2x2+ 3 2 1
4. s = 5 + 5
2+1)° X410 (x2+1)
c x*—x34+2x2-x+2  1/3 N (2/3)x—1/3 —X
L x-1)(x2+2)° (x—1) X2 +2 (x2+2)?
5 x? 4+ 2x+ 3 . 1/3 2/3

(X2 +2X+ 2) (X2 + 2x+ 5) x2+2x+2+x2+2x+5

;312 1o
T(x—1)(x2+1) x—-1 x2+4+1
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[I. Expresar en fracciones parciales:

X+ 2 x4
1 ()_x2+x 2 p()_x4+5x2+4
8x3 +7 x2+1
3 p(x) = 3 4 pX)=-—F—">
(x+1) (2x+ 1) (x2 —1)
x*+1 x2
5 p(x):7x(x2+l)2 6. p(x)=—(X2+2X+2)2
1 1
7 P(X):m 8. P(X):m






Capitulo

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

8.1. MEDIDA DE ANGULOS

Existen varias formas para medingulos; una primera forma consiste en dividir la circunferencia
con centro en elé@rtice delangulo en 360 partes, cada una de las cuales se Bam&rado(grado
sexagesimal), el (mero de grados contenido en el arco comprendido
por los dos lados déingulo es la medida deste; positivo si se eéstmidiendo en sentido antihorario y
negativo si se hace en sentido horario. (Figuras 8.1).

y

/“°
X

a® J////

X¥+y?=1

FIGURAN° 8.1 (A)

y

wo [ ) |

X+y?=1

FIGURAN° 8.1 (B)

Otra forma muy usada de medingulos, se da tomando la circunferencia unitaria con centro en el
vértice delangulo, entonces esémgulo media a radianes (a € R") si la longitud del arco de esta

195



196 Cagtulo 8. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

circunferencia comprendida entre los dos ladosaagiulo e y o se considera en sentido antiho-
rario, y media —a si se considera en sentido horario.

Asi como la longitud de esta circunferencia @s uesr = 1), elangulo que corresponde a toda
la circunferencia mide2radianes, el que corresponde a media, midadianes y dssucesivamente.
(Figuras 8.2).

a rad

—a rad

+y?=1

FIGURAN° 8.2 (A)

y

Xy?=1

FIGURA N° 8.2 (B)

Asi el angulo que recorre la circunferencia completa, es decir?,3&quivale a la longitud de la
circunferencia unitaria que es2
Por consiguiente élngulo que recorre media circunferencia, es decir’ 18quivale arr (longitud de
media circunferencia unitaria). Yias

90° — 11/2
60° — 11/3
45° — /4
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En general dado uangulo que mider ° , su equivalente en radianes se puede encontrar al resolver
una regla de tres simple, teniendo en cuenta qué 86@quivalente ar2radianes ds

360° — 21

a®—x

entonces
2ra°®  2ma .
= = —— radianes

X = =
360° 360
y redprocamente, dado wangulo que mider radianes su equivalente en grados se toma de:

360° — 21
X’ —a
entonces
360°a
= grados
Ejemplo 1
T
Representar6 en grados
g 450
i X
—_ —
6
entonces 45 4)(45) 180
T[ (o]
e (T _ (4@ _180_
6)\m/4 6 6
Ejemplo 2
Representar 42en radianes
360° — 21
42° — X
entonces
_2mx42° 7
~360° 30

EJERCICIOS

1. Convertir a radianes l@ngulos:

+30° +120° +150° +710° +315° +910°
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2. Convertir a grados lagngulos:

3. ¢Siumangulo mide 2 radianes, cuanto mide en grados?. Y angulo mide 2 grados, ¢ Cuanto
mide en radianes? (Observe el resultaddigamente)

4. Repita el ejercicio 3 si en lugar de 2 se tiene:

a 3
b) -7
c) 30
d) -3.5

8.2. CONSTRUCCION DE FUNCIONES TRIGONOM ETRICAS

y
P=(ab)
X
X
XX +y?=1
FIGURA N° 8.3

Como se puede apreciar en la figura 8.3, dadangulox con \értice en(0,0) y lado inicial sobre
el eje positivo de lag, y dada la circunferencig 4 y* = 1, existe uriinico punto de corte entre esta
circunferenciay el lado final déngulo.

De esta forma, a uangulox se le asocia unanica parejga,b) que depende de A la abscisa de
esta pareja se le llama cosenoxdeCos(x) y a su ordenada seno de $en(x) ; es decirCos x=ay
Sen x=b. (Figura 8.4).
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dh

Asi por ejemplo de la figura 8.5 se puede concluir:

X
Cds %
\
__ 1Senx
P= (a7 b)
X¥+y?=1
FIGURA N° 8.4 (A)
y
- ~P=(ab)
Sen X |
I
Cos x
X +y?=1
FIGURA N° 8.4 (B)
y
(0,1)
f 90
(-1,0) 180° (1,0)
270°
(val)

FIGURA N° 8.5
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Grados Punto Radianes Sen X Cos X
0° (1,0) 0 0 1
90° (0,2) /2 1 0
180° (-1,0) m 0 -1
270° (0,-1) 3/2 -1 0
360° (1,0) 2 0 1

De esta forma se han definido dos funciones de reales en reales giam @asoada iimero reak
(medida dengulo en radianes), una dimeroCos xy otra el rimeroSen x por tanto estas funciones
g(x) = Sen xy f(x) = Cos xtend&n como dominio todo R y puesto que las abscisas y ordenadas de
los puntos sobre la circunferencia unitarigé@stntre—1y 1 entonces el recorrido de estas funciones

Sen xy Cos xes el intervald—1, 1].

Existe otra forma de definir el seno y el coseno déingulo agudx, que consiste en considerar
cualquier trangulo recangulo con uno de susgulosx y llamar.

Cateto opuestoa Cateto adyacentexa
Sen x= - y Cos x= -
hipotenusa hipotenusa

definicibn que coincide con la que se dio inicialmente, pues de la figura 8.6, carsiddas circun-
ferencias conentricas en el origen y radios Ir\r € R, dado) y el trangulo corangulo agudc; por

semejanza de fxingulos se tiene:

y
X2 +y2 —r2
r B
1
Sen x «
\ X
Cosx |A
FIGURA N° 8.6

Siendo:
OA = Cateto adyacentexen el trangulo OAB

AB = Cateto opuesto aen el mismo ti@ngulo.
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r AB AB Cateto opuesto
—=_—%&Senx= =

1 Senx r hipotenusa

r OA Cateto adyacente
—=—&C0sX=—= -

1 Cosx r hipotenusa

Existe una forma de ampliar esta ultima preseltagiaraangulos que no sean agudos, pero en
general para estos casos se traldagam la presentaon dada inicialmente o utilizando expresiones
gue permitan reducir su calculo a senos y cosen@ngdalo agudos como se vera mas adelante.

Ejemplo

Usando esta representagilas funciones trigonogtricas de 45 30°, 60° tambén se pueden cal-
cular por medio de los tingulos representado en las figuras 8.7, donde el primero es la mitad de un
cuadrado de lado 1y el segundo la mitad de wangulo equiitero de lado 2.

30° | 30°
V2 1 2
V3
45°
60° 60°
1 1 1
FIGURA N° 8.7
Asi:
Cosds — catgto adyacente 1 V2
hipotenusa N7
Serds® — catfato opuesto _ 1 _ V2
hipotenusa V2 o 2
Cos6 — catgto adyacente: 1
hipotenusa 2
Senpep — CAtetoopuesto V3
hipotenusa 2
Cos30P — catgto adyacente V3
hipotenusa 2
Ser3® — cateto opuesto _ 1

hipotenusa 2
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Con el fin de representaraficamente las funcioné®en x y Cos xse considera@n primero algunas
propiedades que caracterizan sufigas.

Inicialmente, de la figura 8.8. se puede concluir que:

y
b—--->\P=(ab)=(Cosx Senyx
|
x 18
|
| X x+yP=1
*X|
|
|
~b - --—P'=(ab) = (Cog~x), Ser(—x))
FIGURAN 8.8

Cos(—x) =a=Cos(x)
Sen(—x) = —b = —Sen(x)

Este tipo de simeias no solamente se cumplen para las funci@®sxy Cos x sino para muchas
otras funciones y reciben el nombre de:

Funcbn par. Sf(—x) = f(x) Vx € Dy
Funcbn impar. Sf(—x) = —f(x) Vx € Dg

La caractdstica principal de las funciones pares es que si el p(ntg pertenece a la gfica de
la funcion, entonces el punte-x,y) tambén debe pertenecer; es decir, la curva e€siga respecto
al ejey. En caso de las funciones impares, si un purty) pertenece a la gfica de la fund@n, el
punto(—x, —y) tambgén pertenece, lo que se puede expresar diciendo quéflaagde la fun@n es
simétrica respecto al origen.

Ejemplo

f(x) = x5 a(x) = |x|; h(x) =c son funciones pares, ya que:
(%) = (0 =x* = f(x)

9(=x) ==X =[x =g(x)

h(—x) =c=h(x)

observe en la figura 8.9. su simatrespecto al ejg.
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f(x) =2 9(x) = x| h(x) =c

FIGURA N° 8.9

Ejemplo

f(x) =X gx) =x3 son funciones impares
pues f(—x)=-—x=—-f(x)y
9(—x) = (—%° = —x* = —g(x)

Observe en la figura 8.10 su simatrespecto al origen.

FIGURA N° 8.10

Por otra parte, observando las figuras 8.11.
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N

.
\/ =

Angulo x Angulo % 21T Angulo x+ 41

FIGURA N° 8.11

se puede apreciar que las coordenadas del punto de corte de ldeckogia unitaria con el lado final
de losangulosx, x+ 21T, X+ 41y en generak+ 2n7, n € N son las mismas, lo cual implica que:

Sen x= Sen(x+ 2m) = Senx+41m) = ... = Sen(x+2nmn) y

Cos x= Cos(x+ 2m) = Cos(x+4m) = ... =Cos(x+2nm) con ne Z

Todas las funciones que tienen una carastien similar aésta se conocen con el nombre de fun-
ciones peldicas, nds concretamente:

Una funcbdn f(x) se dice que eBeribdica, si existe un amero reall > 0, tal que
f(x+T)=f(x) VxeDs.Ademas cualquier ameroT que satisfaga esta condiai se le llama
Peiiodo def y al menor de estos valores @ie> 0, se le llama péodo fundamental dé(x).

La grafica de una funéin perbdica con pdpdo T > 0 se caracteriza porque la parte de ella que
aparece en cualquier intervalo de longiudbor ejempld a, a + T) se repite en el siguiente intervalo
de longitudT, es decir, effa + T, + 2T ) y en el siguientéa + 2T, a + 3T) y ad sucesivamente.

Ejemplo

La funcibny = Sen xtiene como péodo 2, 4, 671, ...,2n1, n€ N y como perodo fundamen-
tal 2. Por tanto la parte de la &fica correspondiente al intervdl@ 271 se repite en los intervalos
[2m,4m], [4m,6m), ... etcy[—2m,0], [—4m, -2, ... etc.

Con esta caracthstica, y teniendo en cuenta que adsnes una funbn impar, que su dominio es
Ry surecorridd—1,1] y hallando valores en forma similar a como se hizo en los ejemplos anteriores,
se puede trazar suafica. (Figura 8.12).
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y
1
y=Senx
X
e I o\ § [
-1
FIGURA N° 8.12
Observe quSenx=0 si x=nmr paratodm € Z
Ejemplo
., 2n7T con

En forma adloga, la fundn y = Cos xresulta ser peddica con pdodo 2m, 4, ..
n e N y pefiodo fundamental  y su giafico se puede apreciar en la figura 8.13. (Observe por su

simetiia, que esta funén es par).

y=Cos X

NIy
3
N
N

FIGURA N° 8.13

Observe qu€os x= 0 six= (2%1) T paratodmn € Z
Ejemplo

f(x):{ 1 sixe [2n,2n+1], neZ

-1 sixe [2n—-1,2n], neZ

Es una fundin perbdica con pdodoT = 2 (Figura 8.14).
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FIGURA N° 8.14

A partir de las funcioneSen xy Cos xse definian otras cuatro funciones trigonétricas de gran
interés, las cuales se presentarjunto con algunas caradwicas fundamentales que se deducen de
las propiedades dadas para las funciones seno y coseno, y coraficassg Se espera que el lector
demuestre estas caradgticas y justifique sus gficas.

8.2.1. Funcbn Tangente

Sen X
Cos x

D _R—{<2n;1>n, neZ}

pues los puntos dondeos x= 0 no pertenecen al dominio de la tangente, y esos puntos como se
. 2n+1
vio son de la form 5 T

f(x) =Tanx=

R =R

. T . Sen x "
pues observe que cuangesta proxima 3, Cosxesta proxima a cero %Ex sera grande positivo
0 muy grande negativo.

. Sen(—x) Sen x
Funcion impar, puedan(—x) = =— =—Tan
N mpar, pu (=) Cos(—x) Cos x X
Funcbn perbdica de pdpdo fundamentair, es decirTan(x+ 1) = Tan x puesSen(x-+ 1) = —Sen x
Sen(x+m —Senx Senx
Cos(x+ m) = —Cos xentoncesTan (X+ 1) = = = = Tan xlo cual se
y (x+19 (x+19 Cos(x+m —Cosx Cos

puede apreciar en la figura 8.15.
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X+ TT

FIGURA N° 8.15

Para una mejor compreiasi de la gafica de la funén tangente, figura 8.16, congpése la siguiente
tabla

X 0 +m/4) +m/6| +m/3] +m/2| £3m/4 +£3m/2] +7m/4 21
Tanx
y
I I I I !
I I I I |
I I I I |
I I I I I
I I I I |
I I I I |
I I I I : X
_3 In =T Iy 3m i
VA VAR (VN
I I I I |
I I I I I
I I I I |
I I I I |
1 1 1 1 |
y=TanXx

FIGURA N° 8.16
8.2.2. Funcbn Cotangente

Cos x
Senx
Con ardlisis similares a los desarrollados con la tangente se tiene que:

f(x) =Cot x=

Di =R—{nm|neZ}
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R =R

Funcibn impar.
Funcibn perbdica de péodo fundamental = 1.

Para una mejor compre®si de la gafica de la fundn cotangente figura 8.17. corgf@se la siguiente
tabla

X 0 +m/6| +m/4) +m/3| +m/2| £3m/4 +£3m/2] +7m/20 21
Cotx
y
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | | X
—Tll —LZT 2 ;7T 37 ;27’[
| |
: | |
| | |
| | |
| | |
y=Cot X

FIGURA N° 8.17
8.2.3. Funcbdn Secante

f(X) = Sec x= Cos x

Dy :R—{ <2n;l> m, nez}

R = (—w, —1] U [1, +8)

Funcbn par.
Funcibn perbdica de pdodo fundamental = 27.

Para una mejor compresi de la gafica de la fund@n secante figura 8.18. comgpbse la siguiente
tabla.
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X +711/6 tm/4 +71/2 +3m/4 +m +2mn
Sec x
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | 1 | | |
A 7o
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
y = Sec X
FIGURA N° 8.18
8.2.4. Funcon Cosecante

Funcbn impar.

Funcibn perbdica de pdpdo fundamental = 27t

f(x) =Csc x=

Sen X

Di=R—{nm|neZ}

Ri = (—o, —1] U [1, +8)

Para una mejor comprelsi de la gafica de la fun@n cosecante figura 8.19. corafdse la sigu-

iente tabla.

+71/6

+r/4

+71/3

+711/2

+21T

Csc x
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y=CsqXx)
FIGURA N° 8.19

EJERCICIOS

1. Hallar el valor de todas las funciones trigor&ritas en los siguientésmgulos:

+ 150, + 600, + 300, + 540, + 450, + 900", + 81C°

+10m/3, +7m, +20m/3, +10m, =+ 45m, + 16m, (radianeg.

. Usando calculadora, encontrar el valor de:

Sen200 Sen200°, Senl, Senl® Cos3, Cos3’, Cos(—3450.

Sen (8750, Se¢2120), Se¢2120), Tan(350), Cot(+2520),

. Encuentre midiendo sobre urafjco el equivalente en radianes de seno y coseno de:

a) 100
b) —25°
c) 208
d) —11¢

A partir de sus definiciones determine el signo de todas las funcionesdngtricas en los
diferentes cuadrantes.

Recuerde que de las definiciones de las funciones seno y coseéedu$e que de acuerdo con
la figura 8.20.

Cateto Adyacente Cateto Opuesto
Cos x= e y Senx= —
Hipotenusa Hipotenusa

Demuestre resultados@ngos para las dems funciones trigonoatricas.
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hipotenusa cateto
opuesto

cateto adyacente

FIGURA N° 8.20

6. Con los mismos taingulos utilizados para hall&en Cosde 3@ ,45° y 60° y con los resultados
del ejercicio anterior hall&an Cot, Secy Cscde estosingulos

. . . 2
7. &) Demostrar que las funciond$x) = Cos Mxy g(x) = Sen Mxtienen peiodoT = ﬁn

b) Halle el periodo de:

i. f(x)=Sen2mx
ii. f(x)=Cos rmx

)
(X)
i, f(x) :Tan%x
iv. f(x)=Cos 32
V. f(x):Sen%

e) I(x)=Tan <g)

f) k(x) = Se(<23X)

9. Cual es el peilndo fundamental para las funciones:

a) f(x)=Tan(ax)?
b) g(x) =Cot (bx)?
) q(x) = Sec(bx)?
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8.3. IDENTIDADES TRIGONOM ETRICAS

De la definicon de las funcioneSen xy Cos % puesto que el puntCos X, Sen ¥} est sobre la
circunferencia unitari&® +y? = 1, debe satisfacer esta ecuagiresultado que representa la identidad
fundamental:

1. Serx + Cos?x = 1

entendiendo por identidad trigonétnica una igualdad entre expresiones trigoatiinas que
se cumple para todangulo (en grados o en radianes) que se encuentre en el dominio de toda
las funciones que intervengan en ella.

A partir de esta identidad, dividiendo enBen’x y Cos?x, se obtienen respectivamente las
siguientes dos identidades:
2. Cot?x 4+ 1 = Csc?x

3. 14 Tan?x = Sec*x

En las figuras 8.21 se puede apreciar que:

B = (Cogx—Y),Serx—y)) P=(CosySeny
Q= (Cos xSeny

FIGURA N° 8.21

El triangulo OAB es semejante aldrigulo OPQ, pues es simplemente una rétadieéste, por
tanto:
d(P,Q)=d(A,B)
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= [d(P, Q)]? = [d(A, B)]
= (Cosx— Cosy)? + (Senx— Seny?=[Cos(x —y) — 1] + [Sen(x — y) — 0]2
= Cos’x — 2Cos xCosy Cos?y + Serfx — 2Sen x Seny- Serfy =
= Co(x —y) — 2Cos(x — y) + 1 + Serf(x — y)
=2 —2CosxCosy- 2Senx Seny 2 — 2Cos(x —y)
= Cos(x —y) = CosxCos w Senx Seny

s

y ad:

4. Cos(x—y)=CosxCosy SenxSeny

A partir de esta identidad se pueden demostrar las siguientes identidades:
5. Cos(x— 1m/2) =Senx
6. Sen(x— m/2)=—-CosXx

En efecto:

T T . T
Sen<x — 2> =Cos (x— 5~ 2> (Propledad 5 tomando— 5 en lugar de<>

= Cos(x—m) =Cos xCost+ Sen x Sem = —Cos x

7. Senxx—y)=SenxCosyCosxSeny

De la propiedad 5 se sabe:
Sen(x—y) =Cos (x—y— 72T>

Sen(x—Yy) :Cos<(x—y) —72T> :Cos<<x— g) —y)
=Cos X—E Cos y+ Sen x—7—T Seny
(x5 )cosvssen(x-3)

=SenxCosyCosx Seny

luego

8. Cos(x+y)=CosxCosy SenxSeny
En efecto:

Cos(x+Yy) =Cos(x— (—y)) = Cos x Cog—Y) + Sen x Sef—y)
=CosxCosy Senx Seny
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©

Sen(x+Yy) = Sen xCos ¥ Seny Cos x

Su demostradin es aaloga a la de la identidad (8) partiendo de la identidad (7).

10. Cos2x = Cos?x — Seréx.

Para su demostrdmi basta con hacer= y en la identidad (8)

11. Sem2x=2Sen xCosx

Demostradin araloga a (10.)

12. CoSx= ﬂx
En efecto:
1+Cos2x 1+ (Cos?x—Serfx) (1—SerPx)+Cos?x  Cos?x+ Cos?x 5
= = = =Cos“X
2 2 2 2
13. SerPx= ﬂ(

Demostraddn araloga a la de la identidad (12)

X 1+Cos x
14, Cos?( = |="—"-"T".
os (2) =

Para su demostraim basta sustituix porx/2 en la identidad (12)

X 1-Cosx
15. Ser?( = |=—""",
?(3) =3

Demostradn araloga a (14)

16. CosxCosy= %(Cos(ery) +Cos(x—Y))

En efecto:

%Cos(er y) + %Cos(x -y)

(Cos xCos y- Sen x Sen)y+ % (Cos x Cos - Sen x Sen)y

(Cos X Cos y- Sen x Seny Cos x Cos y- Sen x Sen)y: CosxCosy

NI RN

17. SenxCosy %(Sen(x+y) +Sen(x—y)).

Demostradn araloga a (16)
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18. SenxSeny %(Cos(x—y) —Cos(x+Y)).

Demostradn araloga a (16)

19. SenHSeny—ZSen( Zy>CO <X2y>

En efecto:

Sen(A+B) +Sen(A—B) = 2Sen A Sen B (Propiedad 17).

Sea x=A+B, y=A-B,

entonces %/:A y %’:B, y ad

Sen x-Seny=2 Sen( J2ry>Cos (x—zy)

20. SenkSeny:ZCos< J2ry>8e <x2y>

Demostradn araloga a (19)

21. Cos x+Cosy=2Cos <X+2y>Cos <x;y> .

Demostradn araloga a (19)

22. Cosx—Cosy= 28en< J2ry>Sen<y_2X>.

Demostradn araloga a (19)

Tanx+Tany

28 Tan(XHY) = T TanxTany

En efecto:

Sen xCos yCos xSeny

Tan(x+y) =

Sen(x+y) SenxCosy Cos x Sen y Cos xCosy

_ Tanx+Tany
~ 1-TanxTany

Tanx—Tany

24. Tan(x—y)— —nx—1any
aNX=Y) = T FanxTany

Demostradn araloga a (23)

Cos(x+y) CosxCosy SenxSeny _ SenxSeny
CosxCosy
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CotxCoty-1

Demostradn araloga a (23)

2Tanx

26. Tan2X= ————.
anex 1—Tan?x

Para su demostram hagax =y en (23)

Cot’x —1

27. Cot2x= ——.
2Cotx

Demostradn araloga a (26)

Usando las identidades anteriores es posible demostrar otras identidabsscm@ocidas.

Ejemplo
Sen(x+vy)
T T =———=
anxttany CosxCosy
En efecto:

Senx Seny SenxCosyCosxSeny Sen(x-+y)
Cosx Cosy CosxCosy ~ CosxCosy

Tan x+Tany=

Analogamente se pueden demostrar las identidades:

Sen(x—y)
T —T =—"=
anx—tany CosxCosy
Sen(y + x)
+ =z
Cotx £ Coty Senx Seny
Ejemplo
Sen3x = 3 Sen x- 4 Sen’x
En efecto:

Sendx = Sen(x+ 2x)
= Sen x Co2x+Cos X Serx
= Sen XCos?x — Serfx) + 2Cos x Cos x Sen x
= Sen x1—2Sert x) +2Sen X1 — Sert x)
= Sen x- 2 Ser’x+ 2 Sen x- 2 Serx
= 3Sen x- 4 Sen®x
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Ejemplo
Cos*x—Serfx =2Cos?x—1
En efecto:
Cos’x — Serf’x = (Cos?x — Serfx) (Cos?x -+ Serfx)
= Cos?x — Serfx = Cos’x — (1— Cos?x)
= 2Co0s’x—1
EJERCICIOS
1. Deducir identidades para las funciones trigoatinas en forma aniica y geonétrica de los
angulos:
a) 90° +x
b) 180° +x
c) 270 +£x
d) 360 +x

2. Vrificar las siguientes igualdades:

a) SiTanx=1/2, Tany=1/3, X,y angulos agudos, entoncEanx+y)=1
b) Tan15°=2—+/3

c) SiSen x=2/3, 0<x<J entoncesSen2x= (4/9)v5
d) SiSen x=3/4, 0<x<9( entonce€os 2x=—1/8
e Tan(r/8) = 21aNToos

f) SiTanx/2=2, entonceSen x=4/5

g) Sen4(®+Sen50° = +/2Cos 5°

h) Sen7%° —Sen15° = /2/2

i) Tan 75° —Tan1%° = 2/3

) sen15° = (v2/4)(v3-1)

k) Sen4(°Cos 30° =1/2(Sen70° + Sen1(°)

3. Demuestre las siguientes identidades:

a) Sen4x+ Sen2x _ Tansx
Cos 4x+Cos 2x

X—y
Sen x-Seny Tan—")

Sen x-Seny Tar(x+y)
2

b)

c) 1+Cos 2x+Cos 4x+Cos 6x = 4 Cos x Co2x Cos3x
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Sen X 1+Cos x

1+Cos xJr Sen x
o Sec x-Csc X_ Tanx—1
Secx-Cscx Tanx+1
f) Cog x Serf x=1/32(2 —Cos 2x— 2 Cos 4x+Cos 6x)
0) —ggz f_r 22: i: Tan2x+ Sec2x
h) Cos*x=3/84 (1/2)Cos 2x+ (1/8)Cos 4x
i) Sen(x+y)Cos y—Cos(x+y) Sen y=Sen x
j) Cos?x Ser? x=1/8(1—Cos 4x)
1+Sen x Cos x
) Cos x Jr1+Sen X:28ecx
Ser? x+2Sen x-1 1+ Sen X

d) 2Cscx=

1)

Cog x ~ 1-Sen x
m) Tan x Sen % Cos x= Sec x
Seéx—1
- =2+Tar?
" Tar x Hramx

8.4. FUNCIONES INVERSAS

Para el estudio que se laate funciones trigonoétricas inversas y en general de funciones inversas,
es necesario inicialmente distinguir un tipo particular de funciones: las llanfractesones Inyecti-
vas. Entre las funciones, hay algunas en las cuales, para ddssosafores de en su dominio, se
le asocia un mismo valor de su recorrido, por ejemplo farg = x2, a los rumeros3 y—3 se les
asocia por medio dé el mismo rimero (9), y existen otras para las cuales valores diferentgs de
en el dominio def, siempre tienen iggenes diferentes, estaiimas funciones se llam&anciones
inyectivasb uno a uno, y su @fica, para el caso de reales en reales, se caracteriza porqudierualg

recta horizontal que la corte lo hace en un solo punto.

Resumiendo:

Definicion

Una funcbn f se dice inyectiva si paratoda, xo € Df, X1 # X se tiene qud (x1) # f (x2).
Ejemplo

i. Lasfunciones f (x) = |x|; g(X) = x2; h(x) = Senx no son inyectivas; pues por ejemplo:
2)=1f(-2)=2
9(3) =9(-3)=9
m =h(2m) =0
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observando sus gficas se puede apreciar que existen rectas horizontales que leseconas
de un punto.

ii. Lasfunciones f (x) =2x+1; g(x) =4x; h(x)=Tanx con -7 <x<

() = X2 si x>0
Tl x si x<0

NIy
<

Son funciones inyectivas (con susficas se puede justificar esta afirntadi

Suponga que en la ecuénif (x) = b se pretende despejarObserve que si existe una funig, tal
queg (f (x)) = x ¥x € D¢ y tal queb es& en el dominio de, entonces al aplicar esta fubaia la
ecuaobn, se obtieneg (f (x)) = g (b), es decirx = g (b), logrando ak despejax.

Dos interrogantes surgen al analizar este problemaé s@uwebe exigir 4 para que exista esta
funcibn g?. Dadd ,como se construye esta fubaig?.

Para resolver el primer interrogante, observe que si ladmnicno fuese inyectiva, entonces exis-
tirian por lo menos dos valorgs, X, € D¢ con su misma imagen, lladmoslac, entonced (x;) = ¢
y f (x2) = c. Si existiera la fun@n g con la propiedad descrita af, es decig (f (x)) = x para todo
x € D¢, entoncesis = g (f (x1)) = g(c) y x2 = g(f (x2)) = g(c), lo que significaia quec por
medio deg tendiia dos imagenes diferenteg y X», por tantog no sefa una funddn. Esto implica que
necesariamente para que exista la fangj, se debe exigir qué sea una funén inyectiva.

Para responder el segundo interroganteénlese primero que, puesto quee va a calcular a los
dos lados de la ecudni f (x) = b, entonces debe estar definida en el recorridd ,dauesb € Ry,
por tantoDg = R¢. Ahora, ¢ Q@ esg (b)?. Puesto qub € R¢ y f es inyectiva, existe uanicoa para
el cualf (a) = b, y esea precisamente define@(b) : g(b) = a. En la figura 8.22 se ilustra este
resultado mediante un diagrama:

f g
/\ /\

a h a

b b
p

c q c

d r d

FIGURA N° 8.22
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A la funcibn g construida de esta forma se le llamduacion inversade f y se nota porf ~1. Mas
exactamente:

Definicion

Dada una fundin inyectivaf, se llamda inversa de fa una fundbn notadaf % conD;-1 = Ry y
R¢-1 = Dy, tal que

f=1(f(x) =xwxeDy y f(f1(x)=xvxeDsa

Ejemplo

Seaf (x) = 3x, comof es inyectiva , entonces existe ! (x), y ésta satisface que:
x=f (f71(x)) =3f 1 (x),yde aqise tiene quef ~* (x) = x/3. (Figura 8.23).

y
fx)=3x  y=X

FIGURA N° 8.23

Observe que si se hubiese dado la ecati(x) = 6, es decir, 8 = 6, y se aplicara a ambos lados
3X 6

de ésta la fundin f~1, se tendia f =1 (3x) = f~1(6); entoncesf ~1 (3x) = 3= f-1(6) = 3

y ad 3x = 6, 0x = 2 lo que ilustra, como se dijo anteriormente, que la fandi—* (x) sirve para
despejax en una ecuadi de la formaf (x) = b.
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De la figura 8.23 se puede observar que ladigas de las funcionek(x) = 3x y de su inversa
f =1 (x) = = son singtricas respecto a la regta= x, relacbn que siempre se da entre laafigas de

3
una funcén y su inversa.

Ejemplo

Seay = 2x+5 comof es inyectiva existd ~* (x), por tanto:

x=f (f~1(x))
=2f"1(x)+5=x
2f’1(x):x;25
F-1(x) = x;5
Di'=R
Ri'=R
Ejemplo

Seaf (x) = x? conx > 0, comof es inyectiva existé ~* (x), por tanto:

x=f(f1(x) = [f*l(x)}2 entoncesf 1 (x) = +./X (puesto queR; 1 = D¢ = [0, + )
se descarta el signe).
Sus gaficas se pueden apreciar en la Figura 8.24.

FIGURA N° 8.24
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Ejemplo

Seaf (x) =x> -1 con x< —1.AdDs = (—», —1] = R;-1. Comof es inyectiva , existe
f~1(x) talquex=f (f~1(x) = [f~! (x)]2 -1 entonces{f‘l(x)}2 =x+1yad
f~1(x) = —v/x+ 1, donde el signe-aparece debido a quR; 1 = D¢ = (—o, —1], 0 sea que
f =1 (x) siempre es negativo. Adérs, aunque dentro de lo§imeros reales ~? tiene sentido para
X+ 1 > 0, es decir par& > —1, no se tomd— 1, +0c) como su dominio, puesto qu2s _; debe
ser igual &R y éste es igual &, + ) ya que lax est restringida §—o, —1]. Asi: D;-1 = Rf =
[0, + ). (Figura 8.25).

2
f(x)=x—1 y
Y=X
8 pd
/
/
/
4 e
/
/
7/
X
d 4 8 12
/
/
7/
7/
/
/
/
f1(x) = —vx+1

FIGURA N° 8.25

EJERCICIOS

1. Para las funciones siguientes:

i f(x) = VX

i. f(x)=x3

iii. f(x)=2x+5

iv. f(x)=+vx2—4six< -2
v. f(x)=x2—-4six<0

a) Determinar si son o no inyectivas

b) Halle la inversa cuando exista y verifique dufey f ~1) (x) = (fo 1 f) (x) = x
¢) Encuentre sus dominios y recorridos

d) Trace sus dificas

2. Las relaciones siguientes no son inyectivas. Restringiendo sus dsraimsaentre funciones
inyectivas. Halle sus inversas en estos dominios y trace afisag.
a) y*=x° b) x*—y?=4 c) x=lyl
2 2
d ¥ +%=1 e y?=x-1 f)y |lyl=x*-1
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3. Justificar el cuadro siguiente.

Funcibn Restriccon Recorrido Dominio Recorrido Inversa
Dom def def def-1 def-1
f(x) = [0, +00) [0, 4-) [0, +00) [0, ) f1(x) =X
f() =x° (=,0] [0, ] [0, +-00) (==,0] f=100 = —VX
f(x) =v1-x? [0,1) [0,1) [0,1] [0,1] fH0 =v1—x
f(X) =+v1-x2 [-1,0] [0,1] 0,1] [—1,0] f1(x) = —v1-x2
f(X) = 152 [0, +0) (0,1] (0.1] [0, +00) fl=y/3-1
f(X) = 2X+1 (700500) (700700) (700500) (700700) f_l(x) = %1
4. Llenar los espacios en blanco.
Funcbn Restriccon Recorrido Dominio Recorrido Inversa
Dom def def def-1 def-1
f(X):(X+1)2 [—1’ —|—00) ffl(x) :\/)*(_1
f(x)=x° f1(x) = 9x
f(x) =x8
f(x) =3x—2

8.5. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

8.5.1. Inversa de Sen X

Como es conocido, la funmn y = Sen xno es inyectiva, por tanto no tiene sentido hablar de su
funcibn inversa, sin embargo, puesto que en &pica es frecuente tener que despegm ecuaciones
de la formaSen x= b, se hace necesario definir una inversa @ea x la cual no est definida
para todax € R, sino solamente para una pdanmien la cual esta fun@n sea inyectiva. De todas las
porciones en donde esto se tiene, se acostumbra a oma 11/ 2, 11/ 2| (Figura 8.26).
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FIGURA N° 8.26

De la definicon de funcbn inversa se tiene que la fubai Sen xcon — n/2 < x< n/2 tiene
inversag (x), conDg = [-1,1]y Ry = [-1/2, /2] y tal queg (Sen ¥ = xy Sen(g (x)) = X, la
cual se nota porg (x) = ArcSenx g (x) = Serm !x; es decir, si:

y = ArcSen X
aplicando a ambos lados la fubniSen queda
Sen y= Sen(ArcSen X=X

y redprocamente si se da
Xx=Seny

aplicando a ambos la dos la fudniArcSenqueda
ArcSen x= ArcSenSeny =y
lo que permite concluir que:
y = ArcSen xequivalente ax = Seny
ad Sen(ArcSen X = x parax € [—1, 1] y ArcSen(Sen § = xparax € [— /2, /2]

Teniendo en cuenta la simetrespecto a la recta= x, de una fundn y su inversa, de la figura
8.26 se tiene qug = ArcSen »est representada giicamente por (Figura 8.27).
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Nl

.,

-1 -1

NI

f~1(x) = ArcSen x

FIGURA N° 8.27

Recuerde que la fun@n ArcSen x10 es la inversa de la fur@m Sen x sino de una parte de ella, la

T TT
parte que correspondexae [—E, 5}

Ejemplos:
1. ArcSen(ﬂ/Z) = 11/4, porqueSen(m/4) = ﬁ/z
2. ArcSen(—1) = — (m/2), porqueSen(—1/2) = —1
3. ArcSen(Sen(rt/4)) = /4

4. ArcSen(Ser2mn) = ArcSen(Sen0) = 0, es decirArcSen(Sen2m) es el rumero en el intervalo
[—m/2, m/2] parael cual el seno toma el mismo valor qu&eh2rt, o sea 0.

5. ArcSen(Sen(2rt/3)) — ArcSen(Sen(rr/3)) = 11/3
6. Sen(Arcsen(v2 /2) ) = sen(mr/4) = v2 /2

7. Sen(ArcSen(1/2)) = 1/2

8. Sen(ArcSem) no existe, pues 4 [—1, 1],

En forma a@loga, puesto que las funciorées x Tan x, Cot X, Sec x y Csc Ro son inyectivas,
tampoco se puede pensar en una inversa para cada una de ellag, ypead@ma similar a como se
hizo con la funddny = Sen xse puede tomar una pooci de ellas (restricon del dominio) de tal
forma que estas funcionesi asstringidas sean inyectivas y por tanto tengan sus respectivasaaver
en estos nuevos dominios.

A continuacbn se mostram las gaficas de las funciones trigon@inicas restringidas y sus inversas
correspondientes.



226 Cagtulo 8. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

8.5.2. Inversa de Cos X

En el caso de la funéh Cos xpara construir una inversa se acostumbra a tomar la parte inyectiva
deCos xque corresponde al interval@, r7j ad:
Sea f(x)=Cosx con xe[0,m. Puestoque Rf,=[—1,1] entonces se define
f~1(x) = ArcCos x= Cos !x como la funcdbn,con D;-1=[-1,1] y R;1=1[0,7 |,
gue satisface:
y = ArcCos X es equivalente a x = Cosy

y

~
\/ X

-1 1

—TT
f~1(x) = ArcCos x

FIGURA N° 8.28
De la definicon se puede concluir que

Cos(ArcCos® = xconx € [-1,1] y ArcCos(Cosx = xconx € [0, .

8.5.3. Inversade Tan x

. m T
Para el caso de la tangente se acostumbrara a tomar la rama que cmeempxmarvalo(—i, E)
ag:

Sif (x) = Tanxconx € (—m/2, m/2), entonceDs = (—m/2,m/2), Ry = R, por tanto se
definef~1 (x) = ArcTan x= Tan™x como la funcdn, conD;-: = Ry R¢-1 = (—m/2,1/2),
tal que:

y = ArcTanx equivalentea x = Tany (figura 8.29)
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f~1(x) = ArcTan x

FIGURA N° 8.29
De la definicon se concluye que
Tan(ArcTanY =x si xe€ R y ArcTan(TanX =X si Xxe&€ (—m/2,1m/2)

8.5.4. Inversade Cot x

Agui se toma la parte inyectiva @t xparax € [0, 1] ad:
Seaf (x) = Cot xconx € (0, m), entonce®¢ = (0, M) y Ry = R, por tanto se define

f~1(x) = ArcCot x= Cot~!x como la funcbn conD; 1 = Ry R; 1 = (0, m), tal que:

y = ArcCot x equivalentea x = Coty figura 8.30

f~1(x) = ArcCot x

FIGURA N° 8.30

De esta definiéin se concluye que:
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Cot (ArcCot XY = x six € Ry ArcCot (Cot X) = xconx € (0, ).

8.5.5. Inversa Sec x

Aqui se toma la parte inyectiva @ec xparax € (0, 17) sin incluir 7 donde laSec xno esta definida
ad:
Seaf (x) = Secxconx € [0, m/2) U (m/2, m], entonces D¢ = [0,71/2) U (1/2, m|
YRt = (—o, —1] U [1, +o), por tanto se definé ! (x) = ArcSec x= Sec !x, como la fundbn
conD¢ 1 = ( w,—1]U[1,4+0)yR¢-1= [0,1/2) U (71/2, ], que satisface

y = ArcSec X equivalentea x = Secy

(Figura 8.31).
De esta definién se deduce que:

ArcSeqSecy = xsix € [0, m/2) U (m/2, 1] 'y
Sec(ArcSec X = xsix € (—oo, —1] U [1, 4 ).

y
_________ S
2 K—
y X
-3 -1 1 3
_________ B
2
f~1(x) = ArcSec x

FIGURA N° 8.31

8.5.6. Inversa de Csc x

Aqui se toma el pedazo dgsc xparax € [—7, 5] sin incluir el 0 donde no esta definiddias
Seaf (x) = Cscxconx € [—m/2,0) U (0,m/2], entonces Dy = [-m/2,0) U (0, m/2]
YyRf = (—», —1] U [1, + ), por tanto se definé ! (x) = ArcCsc x= Csc™!x, como una funén
con dominioD¢-1 = (—w, -1 U [1,4+0)yRs1 = [-m/2,0) U (0, m/2] que satisface

y = ArcCsc x equivalentea x = Cscy

(Figura 8.32)
De la definicon anterior se concluye que:

ArcCsc(CscX = xconx € [—m/2,0) U (0,/2] vy
Csc(ArcCsc ¥ = xconx € (—oo, —1] U [1,+ )
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f

FIGURA N° 8.32

Ejemplos
1. ArcCos(—1) = mporqueCosit = —1
2. ArcTan(—1) = — (mt/4) porqueTan(—m/4) = —1
3. Cos(ArcCos(1/3)) =1/3
4. Tan(ArcTan (1/3)) = 1/3
5. Cot (ArcCot (1/3)) = 1/3
6. Sec(ArcSec(1/3)) no tiene sentido, pues/B ¢ (—co, —1] U [1, + )
7. ArcCos(Cos(3m/4)) = 3m/4

8. ArcTan(Tan(3m/4)) = ArcTan(Tan(-m/4)) = —m/4
9. ArcCsc(—ﬁ) = —3m/4
10. Calcular el valor de:

a) Cos(ArcSen(3/5))

Seax = ArcSen(3/5) entoncesSen x= 3/5, conx en el primer cuadrante. PudscSen x
es la inversa deben xen {—E, E} es decir, entre el°ly 4° cuadrante (Figura 8.33)
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Y N

FIGURA N° 8.33

luego de la figura se tiene que:
Cos(ArcSen(3/5) ) =Cosx= 4/5

b) Sen(ArcCos(—2/3))
Seax = ArcCos(—2/3) entonceCos x= —2/3 conx en el segundo cuadrante. Pues
ArcCos xes la inversa del coseno solo entre @ryes decir, solo el%y 2° cuadrante.
(Figura 8.34)

FIGURA N° 8.34

de la figura se tiene que:
Sen(ArcCos(—2/3)) = Senx= \f5/3

c) Tan(ArcSen(—3/4))
Seax = ArcSen(—3/4), entoncesSen x= —3/4 conx en el cuarto cuadrante, pues
arc Sen xes la inversa d&en xen [—Z, 7], es decir, en el Ly 4° cuadrante (Figura
8.35).
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y
X
X
4
S
FIGURA N° 8.35
de la figura se tiene que:

Tan (ArcSen(—3/4)) = Tanx= =3
V7

11. Hallar el valor d€os(ArcTan(15/8) — ArcSen7/25)).

Seax = ArcTan(15/8) entonce§ anx= 15/8y seay = ArcSenzl5 entoncesen y= 215 (Figu-
ra 8.36).

17 25
15 7

\X X \y X
24

8

FIGURA N° 8.36

Cos(ArcTan(15/8) — ArcSen(7/25)) = Cos(x —y) = Cos xCos y Sen x Seny
= (8/17) (24/25) + (15/17) (7/25) = 257/425

De acuerdo a las figuras 8.36
EJERCICIOS

1. ¢Cules de los siguientes enunciados son verdaderos?

a) ArcTan(v3) = %
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b) ArcSec —ﬁ) = -3

c) ArcCsc(—2) = — 21

d) ArcSen(Tan(3I)) = —J
5

e) ArcCos(Tan(—2")) = 1
f) ArcCot (v/3)
g) ArcSen 72) — ArcSen(3) = &
h) ArcCos(0) + ArcTan(—1) = ArcTan(1)
n(3) = ArcTan(3)
i) ArcTan(3) + ArcTan(%) + ArcTan(3) =
k) ArcTan(Cot (230°)) = 40°
) Sen(2ArcSen(2)) = 4¢5
m) ArcSen(Cos(—105°)) = —15°
n) Cos(ArcTan(—4) + ArcSen(}3)) = &
M) Tan(2ArcSen(2) + ArcCos(13)) = — 232
0) ArcSen(Sen(3f)) = 3
p) Sen(ArcSen4)) = 4
2. Demuestre las siguientes identidades, las cuales son necesarids@atdedeArcCotx, ArcSecx
y ArcCsc xpor medio de calculadoras manuales, ya que en general estas no tiereecedcular
directamente estas funciones:
a) ArcCotx= ArcTan(1/x)
b) ArcCotx= 7 — ArcTanx
c) ArcSecx= ArcCos(1/x)
d) ArcCscx= ArcSen(1/x)

8.6. ECUACIONES TRIGONOM ETRICAS

Una expresin comoSerfx + Cos’x = 1, puesto que es una identidad, se satisface para todo val-
or dex. Pero en general para expresiones como por eje@ptox= 1 6 Serfx + Cos x= 1/2,
hab#& valores de que la satisfacen y otros que no. Hallar en estas expresiones los vi#argse la
satisfacen, es lo que se conoce como resolver la daua@ononétrica o hallar su conjunto soluri.

Para resolver completamente las ecuaciones trigétr@as es necesario conocer los resultados de los
siguientes 3 ejemplos fundamentales.
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Ejemplo fundamental 1

Hallar la solucdn de la ecuadin Sen x= b.

Inicialmente se considera que, aplicando a los dos lados de estateclaaftincbn ArcSen xse
tiene:

ArcSen(Sen ¥ = ArcSenb entonces x = ArcSenb

Pero recordando quye= ArcSenes lainversa d8en xpero solamente cuanaas [f n/2 ) n/2] ,
entonces este valor dehallado,x = ArcSen b pertenece a este intervalo. Pero es claro que con-
siderando toda la fungh Sen xy debido a su periocidad, este no esieico valor dex que satisface
la ecuaddn Sen x= b, sino que existen infinitos. los cuales&stados por:

sineZ

2nm + ArcSenb _ 2n7m + ArcSenb
2nm + (m— ArcSenb (2n+ 1) m— ArcSenb

como se visualizan en lasaficas de las figuras 8.37

y
m—Serl(b)
1 I
I\ —

b Iy—Senx
I I I
I I |

3 1 1 | 3 X
m Iy 3 T
2 —5 J|~n -5 : 5 T = 2m

I I
I I
I I
I I
I -1 I

21+ (m— Sen(b)) Sei(b)

FIGURA N° 8.37

Con ardlisis similares al anterior se pueden hallar las soluciones de las ecudCases a,
Tanx=a, Secx=a, Cotx=ayCscx= aad:
Ejemplo fundamental 2

SolucionarCos x= a

Six € [0, i}; ArcCos(Cos X = ArcCos(a) , entoncex = ArcCos(a).
Pero la soluén deCos x= a, para todx € Rest dada de acuerdo a la figura 8.38 por:

—1
« { 2nm + Cos * (a) conn e 7

2nmm — Cos ! (a)
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y
—Cogl(a)1 2n+Cos 1(a)
| |
' y =Co0s X '
| a |
—_——— e A — +-=-fr—=A-—-——- T-—-—f+--
| | | |
| | | |
] ] ] ] X
| |
| |
| |
|
1 I (
Cosi(a) 2m—Cos i(a)

FIGURA N° 8.38

Ejemplo fundamental 3

SolucionalTan x= a

Six € (—m/2,m/2); ArcTan(Tanx = ArcTan(a); entoncex = ArcTan(a).
Pero basados en la figura 8.39 la sabmcileTanx = a, parax en todo su dominio eatdada por:

Xx=nm+ ArcTan(a) neZ

/
Y,

—m+ArcTal

.

(NI

a ArcTa m+ArcTan

2 2n

-
1,/

_———— - —_ 5 - — | — = =

FIGURA N° 8.39

En forma a@aloga se pueden solucionar ecuaciones similares con las otras furicigoesneétri-
cas.

En ttrminos generales para resolver una e@ratiigononétrica se debe tratar de factorizar la
expresbn por medio de algebra e identidades a productos de factores de la forma

(m Sen x-a), (nCos x-b), (Itanx—c)
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y todo la expregin igual a cero. De esta forma la solaeise toma cuando cada factor sea igual a cero,
lo cual nos lleva a resolver ecuaciones de las presentadas en los ejamgbrsentales.

Ejemplo
Hallar la solucdn de la ecuadin
4CosxSenx 2Senx—2Cosx—1=0 en [0,27m].

4Cos x Sen % 2Sen x— 2Cos x— 1 = 2Sen x(2Cos x+ 1) — (2Cos x+ 1)
(2Cosx+ 1) (2Senx—1) =0

siy Slo si
2Cosx+1=0 o 2Senx-1=0.

Si
2Cosx+1=0 = Cosx= —1/2,

y puesto queArcCos(—1/2) = 12, entoncex = 120 6 x = 36(0° — 120° = 24, es decir,
X = 21/3 6 x = 411/3, pues se pide la solumi en el intervald0, 27
Si
2Senx-1=0 = Senx=1/2 = x=30Fx= 120,
es decirx = /6 6 x = 5m/6

y ad la solucbn de la ecuadin en[0, 211 es la reunion de las soluciones halladas, es decir:
moSm 2w dm
66 37 3
Si no se hubiese pedido que se den soluciones solo en el int¢@valg entonces la soluen
general séa:
n 5m 2n an
— 421, — 4+ 2n1, — + 2n1T, — + 2nmp,conn € Z
6 6 3 3
Ejemplo
Hallar la solucdn de la ecuaéin:
Sen2x + Senx= 0
2SenxCos ¥ Senx= 0

Senx2Cosx+ 1) =0
Senx=0 6 2Cosx+1=0

; 1
Senx=0 0 Cosx= —5 entonces
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X= N, con neZ

21T
0] x:§+2nn con neZ

, 41T
o] x:?+2nn con neZ

luego la soludn general es:

2 4
{nn, §+2nn, §+2nn | neZ}

Ejemplo
Hallar el conjunto soluéin de la ecuadin
Cos’x — Serfx =1

Cos’x — Serfx = (Cos’x + Serfx) (Cos’x — Serfx) = 1

= CosX — Serfx = 1
= Cos2x =1

2X = { 2n7t + Arc Cosl =2nmrconn € Z

2nm — Arc Cosl

entoncex=nmennec ”Z

Ejemplo

Solucionar Sen x= v/3Cos x— 1

Si elevamos al cuadrado los dos lados de la ebunas® tiene que:

Serfx = 3Cos’x — 2v/3Cos x+ 1
1 — Cos’x = 3Cos’x — 2/3Cos x+ 1
4Cox — 2v/3Cos x= 0
2Cos x(2Cos X— \/é) =
= Cosx=0 0

2Cosx— V3 =0

H H _ _nm 3m bm
I. Si Cosx=0 = x=35,%5, %

ii. Si 2Cosx—v3=0 = Cosx:@ = X=g+2nmdox= - +2nm.

Puesto que los dos miembros de la eciaariginal fueron elevados al cuadrado, en este conjun-
to solucbn pueden aparecer soluciones “eftrgl’, por tanto es necesario verificar en esta ebnaci
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cuales de los elementos del conjunto hallado son efectivamente solucionesdgat®n inicial.

4 m 5m 9m 13m T
Reemplazando a!llse puede ob§§rvar que pares 5, 202077 0 y parax = — ¢ + 2nTi,
conn € Z, no satisfacen la ecudxi, por lo tanto la soluén de la ecuaéin esh dada por

S= {g+2nn, 37n+2nn. con ne Z}

Ejemplo
Solucionar la ecuadn
V2Serfx + Cos x= 0
Si

V2 (1 - Co€x) + Cosx= 0
V2Co&x — Cosx— V2 =0
+1+VI+8 143

Cos x= =
22 22
Cosx—ﬂ—ié
S 2vV2 W2
Cosx—1_3— —1
S 2vV2 V2

ahora siCosx= 2/\@ = /2, comoyv/2 > 1 entonces en este caso no hay sdogy si
Cos x= — 1/\@ = x==+3T 4 2nmconn e Z

EJERCICIOS

1. Hallar el conjunto soluén de las ecuaciones:

a) Semdx = \@/2

b) Sen3x =0

¢) Tan2x = —/3

d) Cot(2x—1) = —1/V/3

e) 2Serf2x—1=0

f) 3Sen x= 2Cos’x

g) Sen2x = Cos2x

h) Sen2x Cos x+ Cos2x Sen x= 0
i) Senbx — Sen3x — Senx= 0
j) Cosx—1/3Senx=1

k) 2Cosx=1— Senx

) SenxCosx= 0
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m) Secx— 1 = Tanx

n) 2Tanx— Senx— Tanx= 0

f) Serfx — 2Serfx — 1 = 2Sen x— Cos’x
0) 6Tanx+ 12Cotx = 5v/3Secx

p) (1- Serfx) (1+ Tan’x) =5/3

1+ Tanx
———— = 1+ Sen2x
9 1-Tanx
r) Serfx+ Cos'x = 5/8
s) Cosx=4
2. Analizar los cuadros siguientes paso a paso, e ilustrarlos con ejerepluxips los casas €
Z).
b< -1 b=-1 —-1<bx1 b=1 b>1
Senx=b No hay X=—342nm ArcSen b+ 2nm y Z+2nm No hay
soluciones 2nm+ (11— ArcSen by soluciones
a)
b< -1 b=-1 -1<b<1 b=1 b>1
Cos x = No hay @n+ L ArcCos b+ 2nm y nmt No hay
b solucbn 2nit— ArcCos b solucibn
b)
0 —0 < b< 4o
Tan x=b| x=ArcTan b+ nm
d) —0o < b< 4o
Cot x=b | x=ArcCot b+ nm
b< -7 -7<b<? b> 7
€) ArcSenx=b No hay Senb No hay
solucibn solucibn
b<O0 0<b<rm b>rm
) ArcCos x=b No hay x=Cosh No hay
solucbn solucbn
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b< -7 -5 <b< 7 b>7

0) ArcTanx=Db No hay x=Tanb No hay
solucbn solucbn
b<O0 O<b<rm b>m

h) ArcCot x=b No hay x=Cotb No hay
solucbn solucbn

8.7. FORMA TRIGONOM ETRICA DE N UMEROS COMPLEJOS

8.7.1. Representadn trigopnométrica y teorema de De Moivre

Un nimero compleje = a + bi, se puede representar taiien forma trigonogtrica o polar
por medio de dostmeros reales. El primero de estasweros indica la distancia del punta b) al
origen de coordenadas &2, el cual corresponde &hlor absoluto o nddulo del timero complejo z
gue se simboliza con y como se vio en el cagulo Il y en la figura 8.40, se puede expresar por:

r =+ a2+ b2

El segundo imero real de esta representaces la medid#® , en radianes, délngulo que forma
el segmento de recta que va del puad) al origen de coordenadas y la parte positiva dekefen
la Figura 8.39 taml@n se muestrasteangulo. A ese aimero0 se le llamaargumento del limero
complejo zy se simboliza comrg (z),y como se puede apreciar en la mismafiga se calcula por
la expresbn:

Arg(z) =< m+arctan(b/a) sia<O0

arctan(b/a) sia>0yb>0
2+ arctan(b/a) sia>0yb<0

Si a=0, entonce® = 1/ 2 parab >0y 6 =3m/2 parab< 0. Sia=b =0, 6 no esh definido.

FIGURA N° 8.40

Determinados ya los dogimeros realesy 0, deésta misma Figura se deduce que:

a=rCos 0y b=rSen 6
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y por consiguiente

z=a+bi=rCos 6+rSen68i=r(Cos 6+iSen 9)

es decir,
z=r(Cos 6+iSen 8).

Estalltima expreshn dez en €rminos der y 6 es la representamn trigonongtrica del fimero
complejoz, que se simboliza tamén por:

z=rCis 0.

Como la representam rectangular de unimero complej@ =a + b i, eslnica, se poda pensar
que la representami trigononétrica tambén lo es ; pero esto no esiaga que como se muestra en
la Figura 8.41Cos(60 + 2m) = Cosfy Sen(0 + 2m) = Serf,conlocualf, 8 +2m,y 0 -2
1T son tres argumentos diferentes del misnamero compleja. Por el caacter perbdico del seno
y el coseno un iimero compleja podia tener infinitas representaciones trigodricas. En algunas
aplicaciones se requiere trabajar con una sola represemtagionongetrica dez, para lo cual se escoge
6 con la condicddn 0< 8 < 2 1, llamadoargumento principal de z.

1
\_
2

FIGURA N° 8.41

Ejemplo
Tres representaciones trigonetricas del aimero complej@ =1 +1i, son:
z=V2(Cosf +iSen]) = V2Cis]

z=/2(Cos % +iSen¥) = V2Cisy"
z=+/2(Cos =" +iSen=/T) = \/2Cis="

El Argumento principal de =1 +i esrt/ 4.

Esta representamn en forma polar o trigonoétrica se utiliza frecuentemente con el fin de sim-
plificar calculos, ya que como se &rutilizando identidades trigondfricas adecuadas, se facilitan
algunas operaciones entr@meros complejos.
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1. Si
z=rCosf +irSerd y w = pCosu + i p Seru

son dos ameros complejos en forma polar, entonces

zw = (rCosf + irSerd) (pCosu + ipSeru)
= rpCosHCogu + ir pCoBSenu + ir pSer@Cosu + i%r p Serd Seru
=rp (CoPCosqu — SerfSeru) + ir p (CoH Seru + SerfCoqu)
=rp[Cos(0 + u) +iSen(6 + )]

luego
zw= rp[Cos(6 + u) +iSen(0 + )]

Observe que del anterior resultado se deduce la igualdad:
[zw| = |z| |w].

2. Generalizando 1, para el productord&imeros complejos iguales se puede demostrar, utilizan-
do induccon matenatica, el llamaddeorema de De Moivre
Siz = rCosB + irSerg, entonces para todoe N se tiene

z" = r"[Cosrd + iSenrd)]

3. Siz=rCos8 +irSerd yw = pCosu + i p Seru entonces
z rCosf + irSerf r (Codd +iSerf) (Coqu — iSeru)

w  pCou+ipSemu  p (Cosu + iSeru) (Coqu —iSemu)
r (Co9Cogqu — iCosf Seru + iSerfCosu + Serb Seru)

P Cos?l + Serfu
= :J [(CoHCoxu + SerfSeru) + i (CoguSerd — Cob Seru)]
— :) (Cos(6 — ) + iSen(6 — p))
luego: ,
wo o (Cos(6 — u) +iSen(6 — u))
Ejemplo
1. Si
Zz=—-1+i=x+iy=rCos8 +irSerd,
entonces:
r=vx2+y2 =4/(-1)%2+12 =2
y

Taw=Y_- 1 _ 4
x =1



242 Cagtulo 8. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

y ad
3m

77
puesz se encuentra en e 2uadrante. (Figura 8.42). Por tanto:

9 —

Z2=—1+i= \f2<Cos3f+iSen?ZT)

—1+i

\9

FIGURA N° 8.42

2. Si
z=1-ivV3=x+1y,
entonces
2
r=vx2+y2=4/1+ (—\/§> =V4=2
PR
X 1
por tanto
6 = 300,
pues el punto
z=1-iV3

se encuentra en ef4¢uadrante. (Figura 8.43). Luego,

z= 1— i V/3=2(Cos300+iSen300)
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y
B
r=2
1-iv/3
FIGURA N° 8.43
3. Hallar 10
(—1+ i\@)
—14iV3=x+liy,
por tanto
r=1\/(-1)%+v3 =Va=2
y
Tag — =L _ =3
V3 3
entonces
o 21
3
pues el punto
~1+iV3

se encuentra en ef 2uadrante, luego

i 2 . 2
—1+iV3=2 <Cos:+|8en—n)

3
y ag:
10 20m . 20 .
(—1+|\/§) — 10 (CosgnJrISenTn) — _512+ 886.8i
4. Calcular

(1+41i)°
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= (\f2 (Cos45® + |Sen45°))

(\/é) (Cos45@ + iSem5()
32
3

(Cos(360 +90°) + iSen(36C° + 90°))
2(Cos90® + iSerd(P) = 32i

Por tanto
(1+0)0=32
5. Efectuar la operagn

—2(—1+ix@) <\/§+i)

2 (Cos180 + iSenl8() (2) (Cosl2(® + iSenl2®) (2) (Cos3(° + iSerB0°)
= 4 (Cos300° + iSerB0CP) 2 (Cos30° + iSer30°)
= 8(Cos33¢° + iSers33(?)

— 8(Cos3(P — iSem3(°) = 8 (*f - 2) — 4\/3 - 4i

luego:
—2(—1+iV3)(V3+i) = 4V/3—4i
6. Efectuar la operagn
4 —4i/3
—2V/3 4 2i

4—4i\/3 8 (Cos30C + iSer30CP)

—23+2i 4 (Cosl5® + iSenl50)
2 (Cos(300° — 15C°) + iSen(30C° — 150°))

= 2(Cosl5( + iSerl5() :2(—?+i2> = —V3+i

luego:

4-4iV3
—2V3+2i =-V3+1

8.7.2. RAces de rimeros complejos

Dado un fimero compleja = x + iy, se dice que elimero complejov = u + iv, es una rez
n-ésima del imero complejo z, sv" = z

Siz=x+1iy = rCos9 + irSer@ es un rimero complejo dado, yw = u + iv = pCosu +
i pSeru es una riz n-esima de z. ¢@mo se representa elimero complejo w erérminos dea y 62.
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Para ello:
w'=2z < (p (Cosu +iSemu))" =r (Cos + iSerd)

& p" (Cosmu +iSenmu) =r (Co +iSerf) = r (Cos(0 + 2km) + iSen(6 + 2km))

& p"=r1 & p =r"yCosmqu = Cos(8 + 2km) y Sen(nu) = Sen(6 + 2km)
entoncesiy = 0 + 2kt Yk € Z, es deciry = %, luego para cada entekal nimero complejo:

wy = ri/n <Cos(6 +n2kn> + iSen(6 +n2kn>>

es rdz n-ésima dez = x + iy; pero es posible demostrar que entre estos valores solamente hay
diferentes: par&k = 0,1,2,...,n — 1, llamémosloswg, w1, ..., Wn_1 Y que para cualquier otro
valor dek, el nimero complejavy coincide con alguno de estos, es decir, imaro complejatiene
exactamente raices diferentes.

Ejemplo

Hallar las réces cuadradas de= 1 — i

Como
1—i=+2(Cos31% + iSer31%)
(1- i)1/2 _ o4 <COS<315° +22k180’> N iSen(315) +22k18CP>>

parak =0 yk =1, esdecir; las fiaes cuadradas d& —i) son:

wo = 244 <C033125o + iSen?)

wy — 244 (Cos 319 + 360 + iSen 315 + 360

2 2
Ejemplo
Hallar las réces cuartas delimero compleja = —8 — 8+/3i

como (—8 - 8\/§i> = 16 (Cos24(° + iSer24(P) entonces

14
(—8— 8\/§i) s <Cos<240)+4k36@> + iSen(W))
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parak =0,1,2, 3.
entonces, las fees cuartas de 8 — 81/3i son:
240°

24@ .
Wo = 2 Cos—+|S 4 > = 2(Cos6(® + iSer60°)

( ) - aeiva

(240’ + 360’) . <240’ + 36C°
+ iSenf ————

(e 4
“2(- g

W1—2

)) = 2(Cosl15@ + iSen5®)

2) \[—Fl

Wy = 2 (Cos<w> + iSen(w>> = 2(Cos24@ + iSer4@®)

4 4
1 iV3 .
W3 =2 (Cos<240)+41080)> + iSen<240)+41080)>) = 2(Cos33( + iSer33()
_ (V30 _
2(2—2 = V3
Ejemplo

Hallar las races cuartas de= 1
Como
= 1(Cos0 + iSen0)

W4 _ 005(22"> n iSen(zzn) k=0,1,2,3

por tanto, las riwes cuartas de 1 son:

entonces

Wo =Cos0+iSerd =1

Wy = Cos(%[) + iSen(LzT) =i
=Cogr+iSenr= -1

W2
2 . 3m .
W3 = Cos(z) + |Sen<2> = —]

observe que estasicas son los értices de un cuadrado inscrito en la circunfereméia y° = 1
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EJERCICIOS

1. Escribir los siguientesimeros complejos en la forma polar.

a) —3-3i b) 3+ 3i
c) —3+3i d) 3-3i
e V2-iv2 f) i

g 1-iV3

2. Efectuar las operaciones indicadas en forma polar.

2 (3-3iv3) (-2 2iv3) 0 -2
(i(1—1)(1+1)) (=v3+1i) (V3+1i)
—4/3 — 4i N4
? e 9 ()
. N3
. 10 f (1—’_')6(\@_')
e (i(1-1)) ) 1+iv3)°

3. Dar la forma rectangular de los siguientésmeros complejos:

a) 2 (Cos6® + iSers()
b) 4 (Cosl2@® + iSenl2®)
c) 4(Cosl2( — iSenl2()

) 8(Cos300° + iSerB0C)
2 (Cosl50 + iSenl50°)

32 (Cos6(° + i Sers(P) (\@ (Cosam® + iSen45°)>
(Cos9CP + iSerd() (5(Cos27C° + iSem7())

—

€)

4. a) Hallar las races terceras y quintas de 1 ¢ S@ntices de algn poigono?.
b) Hallar las réces @ibicas dez = /3 — i
c) Hallar las races cuartas de= — 1+ i
d) Hallar las réces cuadradas de
€) Hallar las réces dibicas dez = —8iy z = 27i.

8.8. SOLUCION DE TRIANGULOS

Resultaitil en algunas aplicaciones de la trigonoriggtio que se conoce con el nombre de sdloci
de triangulos, que consiste en determinar las magnitudes dmpsdos internos y las longitudes de
los lados de un taéingulo cualquiera dado, conociendo inicialmente algunos de estos datlIBs
es necesario conocer dos teoremas fundamenia@erema del Seno, y Teorema del Coseno.
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8.8.1. Teorema del Seno

Sean A, B, C losangulos y a, b, ¢ los correspondientes lados opuestos enamguto. (Figura
8.44). Entonces

FIGURA N° 8.44

SenA_ SenB B SenC

a b c
Para su demostram consi@rese la figura 8.45.

&
=
N~—

FIGURA N° 8.45

De la figura 8.45 (a) se tiene:

Sen A= entonces h=cSenA

SenC= entonces h=aSenC

o> ol

Por tanto

cSenA=asSenC
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es decir
SenA  SenC
a c
y de la figura 8.45 (b) se tiene:
k
Sen A= 5 entonces k= b SenA
k
Sen B= a entonces k= aSenB
Por tanto
b Sen A= a Sen Besdecir:
SenA SenB
a b
y ad
SenA_ Sen B_ SenC
a b ¢
Ejemplo

Hallar el valor dea en la figura 8.46:

28 45°2
A 120 B

FIGURA N° 8.46

A+B+C =180 = C=180 - (A+B) = 180 — (28 + 45°20) = 106’40

SenA SenC
entonces de =

se tiene que

_ CSenA  120°Sere8
" SenC  Sen(106°20)
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Ejemplo

Considere el thngulo que se observa en la figura 8.47.

FIGURA N° 8.47

S S
Como ena ean
bS 8Sen35°
entonces Senf = e _ e6 =0.76

luego SenB =0.76
entonces B = arc Ser0.76 = 49.9°
6 =180 —49.9°=1301°

comoa + B < 18 para los dos casos, entonces los dos sirven.

ParaB; = 49.9° y, = 95.1°; paraf, = 130.1°, y» = 14.9°.

Seny  Sena

Ahora, , entonces
c a
c= aSeny’ entonces
Sena
6Sen95.1°
=———=1042
“= "Semsm y
6Sen14.9°
=——— =269
v

luego el ejemplo permite dos soluciones como se aprecia en la figura 8.48:
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95.1°

14.9°

2.69

1042

FIGURA N° 8.48

Ejemplo

Considere el tAngulo que se observa en la figura 8.49:

FIGURA N° 8.49

Sena  Seny

2
como — entoncessena = %Seny: éSenSO: 1.53

Absurdo, luego en este caso el problema no tiene smuci

8.8.2. Teorema del Coseno

SeanA, B, C, los angulos ya, b, c los correspondientes lados opuestos de @mgpilo. (Figura
8.50) entonces
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FIGURA N° 8.50

1. a2 = b2 4+ ¢2 — 2bcCos A
2. b2 = a% + c? — 2acCos B

3. ¢c2=a%+b?-2abCosC

Demostraadn

De la figura 8.50 h = aSen B BD = aCos BentoncesAD = AB — BD = ¢ — aCos Bpor tanto
b? = h?+ (AD)® = h? + (c — aCos B2 = a?Ser?B + ¢ — 2acCos B+ a’Cos’B
= a® (SerfB + Cos’B) + ¢? — 2acCos B= a? + ¢? — 2acCos Bentonces
b? = a® + c? — 2acCos B

Las partes ii) y iii) se demuestran en formakga.

Ejemplo

En la figura 8.51 se aprecia unanigulo cuyos lados midem= 9.23 b = 5.04 c¢ = 10.6, halle
elangulo A.
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FIGURA N° 8.51

24 ¢?-a? .04)? + (106)% — (9.23)2
a? = b% +c? — 2bcCos A = CosA:bjLC a® _ (5.04)" + (106)° — (923

2bc 2 (5.04) (10.6)

A Cos ! ((5.04)2 +(106)% — (9.23)2> _ 605

2 (5.04) (10.6)

EJERCICIOS

Los problemas del 1 al 4 se refieren a la figura siguiente:

FIGURA N° 8.52

1. SiA=50°40, b = 7.03mts, c = 7.00mts halle el ladca.
2. a=4mts, b= 10mts, ¢ = 9mts halle losangulos A, B, C.
3. Sib = 125mts, A = 41.6°, C = 95°, halle elangulo B.
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4. SiA = 26°, a= 10mts, b = 18mts halle elangulo B.
5. SiC = 90° demuestre utilizando el teorema del cosenoafue b? = c2.

6. En el tringulo de la figura siguiente

FIGURA N° 8.53

Se tiene quea = 322mts, ¢ = 212mtsy B = 11(°50, halle el valor deb, el angulo A y el
angulo C.



Capitulo

FUNCIONES EXPONENCIAL'Y
LOGARITMICA

9.1. FUNCION EXPONENCIAL

Dado un iimeroa > 0, para la definid@n de la funddn f(x) = a*, conxenRR se tendan en cuenta
las propiedades de exponentes y radicales vistos enidlicdp

De alli reclerdese que:

1. Sixe N entonce®* =a...ay goza de las propiedades siguientes:
X veces

a) aad=a"

b) (ab)*= Xbx
o (5) -
d) (@)Y=av

2.a%=1, sia#0

3. a/*=a, paraxpar y a>0
al/*=(a, sixesimpar y aeR
4, @ = (aV) = (ya)*, a>0

Luego se puede afirmar que2l3 y 4 definena® si x es racional no negativo, pues cualquier
nimero racionak > 0 cae en una de estas situaciones y se puede verificar que satisface las
propiedades, b, c,d de 1.

, . . 1 o
Ademas si para todo racional> 0, se defin@ > = =T entonces se completa la defidicide
a* para todox racional.

255
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5. Para definir rigurosamentéx) = a* parax irracional es necesario conocer previamente con-
ceptos de sucesiones convergentes, por ténrap se tratar en el momento. Para salculo
ténganse en cuenta quess un rimero irracional es posible aproximarlo tanto como se quiera
por exceso o por defecto por uimero racional, por ejemplo:

2V2 — 01414213562 214142 qonde el Bnbolo~ indica aproximadamente igual, pero tainbi
2V2 s aproximadamente igual 4443 o 21414213

Se puede verificar que esta fubiciexponencial slefinidaf(x) = a*, cona > 0, satisface las
propiedades, b, c,d de 1 tambén parax irracional, es decir, se satisfacen para todos los reales.

9.1.1. Caracteisticas de las funciones exponenciales

Teniendo en cuenta que el dominio figx) = a* cona > 0, es el conjunto de losimeros reales,
tomando algunos valores deen Ry calculando sus correspondientes valorey g@ra dos casos
particulares de: El primeroa=2 (a> 1) y el segunda=1/2 (0 < a< 1) se pueden construir las
siguientes tablas:

X -5 —25 -2 -1 0 1/2 | 1 1.8 3 m 4
20031 0176 0375 05 | 1 1414 2 348 8 8824 16
X -5 -25 -2 -1 0 12 1 1.8 3 m 4
(1/2)* 32| 5656 2665 2 1 0707 05 | 0287 0.12% 0.113 0.062

Y plasmando estos valores en el planoy uniendo los puntos hallados por una curva suave se
obtienen las correspondientesficas pard (x) = 2%, y g(x) = (1/2)*. (Figura 9.1).

FIGURAN° 9.1

En general se puede apreciar que éfigp def (x) = & paraa > 1, se tienen caracfisticas simi-
lares al def (x) = 2%, y el def(x) = & para todo O< a < 1 tienen caractésticas similares al de
f(x) = (1/2)*. (Figura 9.2).
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f(x)y=a%, a>1 f(x)=a%, O0<a<1

FIGURA N° 9.2

De estas daficas se pueden intuir algunas de las propiedades de las funcionesesiales, que se
enunciaan a continuaéin, pero cuya demostraai rigurosa requiere elementos ddoullo diferencial.

1. %=1, paraa> 0
2. f(x)=a*>0paratodxe Rya>0

3. La giéfica def (x) = a* para cualquiea > 0, no presenta interrupciones, es decir, su trazo es
continuo

a*1>a*2 si a<1

a*t<a*? si O<ax<1

0 dicho de otra forma, pag> 1 la funcbn f (x) = @ escrecientelo que significa gaficamente

que a medida que la variabtéoma valores cada vezas grandes, sus imgyenes tambin toman

valores cada vez a3 grandes, y para€ a < 1 esdecrecientglo que significa que a medida
gue la variablex toma valores cada vezam grandes, sus égenes toman valores cada veasm

pequéios.

4, Six1>xz:>{

5. Paraa> 1, laimagen dd (x) = &, puede ser tan grande como se quiera tomandsugicien-
temente grande. (Cuandcse aleja at-o, sus indgenesf (x) se alejan derw) y tomando &
suficientemente peqfie (x < 0) sus imagenes tienden a pegarse al eje x sin tocarlo. (Cuando
se aleja a- la grafica def (x) = a* se aproxima a cero).

Para el caso & a < 1 a medida que& se hace ras grande sus iagenes se acercan a cero y para
valores dex suficientemente peqfies (x < 0) sus imagenes toman valores tan grandes como se
quiera.

9.1.2. Elnmimeroe

n
Consicerese la expreén | 1+ a

dando algunos valoresmay haciendo que estos valores sean cada &z gnandes, se tiene la sigu-
iente tabla:
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n 100 1000 100000 1000000 10000000
<1 + i) 2.7048 2.7169 2.71826 2.71828 2.71828

n

. 1 .
de ella se puede apreciar qué + n es cada vez grande a medida ques mayor, pero nunca

sea mayor que 3. En realidad en un curso posterior segpdemostrar que cuanduotiende a+oo,
esta expresin se aproxima a un numero irracional que se not&patiene aproximadamente el valor
de

€=271828182..

En la pictica la funddn exponencia® que tiene como base a estenmero€, es decir,f(x) = &
es la mas utilizada, a tal punto que cuando se hace referencia a l@fuexponencial sin especificar
su base, se debe entender que se trafdxje= €.

9.2. FUNCION LOGARITMO

Puesto que la funon f(x) = a*, a> 0, a# 1 es inyectiva, entonces existe su invefsa(x), la
cual se llamduncion logaritmoen base y se nota‘por:

f~1(x) = log, x

Obsrvese que pama=1, f(x)=a'=aque es constante, luego no es inyectiva, por tanto no tiene
inversa, es decir, no se puede hallar el logaritmo en base1 de

Esta funcbn log, x satisface por tanto que: su dominio(€s«) pues es el recorrido dgx) = a*
y su recorrido eR pues es el dominio d&(x) = a*. Ademasa®% X =x, parax >0y log, & = x
v¥x € R o0seaque
y=a* equivalente a logy = x
y sirve para despejaren una ecuadn de la forma* = b ya que:

a‘=b&log, a =log, b< x=1log, b

Redprocamente, si se trata de desp&jan una ecuaon de la forma, log x = b se hace utilizando
la funcion exponencial en base pues log x = b < a°% X = aP equivale a decik = a°.

La funcibny =log, x cona= e, es decir, la inversa dgx) = € se llamaFuncion logaritmo natural
y se nota poff (x) = In (x), es decir, Ifx) = log, Xy ad

y=In(x) queequivalea x=¢



9.2.

FUNCON LOGARITMO

En muchas ocasiones en el trabajo con logaritmos en base difere@esdeprefiere hacer una
transformadin adecuada la cual se presenta mas adelante que nos permita trabegia da@se, pues
las calculadoras manuales en general solo calculan logaritmos natueses gologaritmo en base

10).

Puesto quef(x) = log, X es la inversa dg(x) = &, entonces sus gficos deben ser sktricos

respecto a la recta= x. (Figura 9.3).

y ’
//
//
e
///
y=a d
/// X
e
//
/ y = log ax
e
//
e
///y:X
a>1 O<axl1
FIGURA N° 9.3
Ejemplo
1. Six=2°= log, x = log, 2° =5.
2. Silog; x=4=x=3%
3. Silogy ), x=—-3=x=(1/2)3.
4. Six=8"2=logg x=logg 8 2= —2.
5. 21992 =5 no tiene sentido pugs-5) no esta en el dominio de niaig logaritmo.
6. logs 5% =3.
7. 3932 =2
9.2.1. Propiedades

De las gaficas de la funéin logaritmo se pueden deducir las siguientes propiedades:

1
2
3

. log, 1=0 paratodo a# 1.
. El dominio de la fundn logaritmo en basa es(0, ) y su recorrido es todR.

. Si a>1, f(x)=Ilog,x esunafundncrecienteysi &a<1l esdecreciente.
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4. Si a>1, f(x)=log,x tiende ate cuandoxtiende acw y tiende a—c cuandox tiende

a cero, es deck = 0 es una dstota vertical def (x) = log, x.
Si O<ax<l1, f(x)=log,x tiende a—o cuandoxy tiende ato cuandox tiende a cero,

es decity = 0 es una datota horizontal dd (x) = log, x.

Otras propiedades

12 Propiedad
log, xy = log, x+1log,y six>0 y y>0
Demostraddn
Sea z=log, X+ log, y
= a% = glo% X+108a Y _ 5l0%: X5l08, X _ yy-
es decir a* = xy
por tanto log a* = log, xy
entonces z = log, Xy,
yas log, xy = log, X+ log, V.
Ejemplo

1. logz (125) =log; (5)(5)(5) =log; 5+ log; 5+ log; 5

2. log, 4+ log, 20+ log, 10=log, (4)(20)(10) = log, 800

Ejemplo
Hallar el valor dex tal que:
l0g;9 X =109, 5+109,¢ 4+ 109;9 5
= 10g;4 (5)(4)(5) = log;, 100
= log,, 107, es decir
log;o X=2, portanto

x= 10

NOTA

El logaritmo en base 10, se nota por bages decir

log;g X = log X
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22 Propiedad

Ioga)—;zlogax—logay si x>0 y y>0

Demostraddn
Similar a la anterior.
Ejemplo
1. log %3 =log 15—Ilog 5
2. log 2—log 4—log 3+ log 24

=log 2+1log 24—1log 4—1log 3
=log 2+ log 24— (log 4+ log 3)
=log 2x24—log 4% 3

=log 48—log 12=1log 4

3. log ?Z/C = log abc—log xy
log a+log b+log c—log x—logy
3? Propiedad
log,x? = o log, x
Demostraddn

x=a (esdeciry=Ilog,Xx)

= x%=a% = log,x* = log,a®”
= log, x* =ay log, a

= log, x“ =a log, x

= log, x* = alog, x

42 Propiedad

a

a
log,s x” = — log, x
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Demostraadn

Se parte de que:
a
—log, x
(aB) B T _ 0109 X _ gloga x* _ ya

tomando logaritmo en basé en esta igualdad, se obtiene:

a a
— log, x=1log,s X

B
Ejemplo
s 5
1. log, 2° = 1Iog2 2=5

2. log , 64=logy 2 2° = (6/(1/2))log, 2 =12

3.
logg 6 =109 6 =1005 (2)(3) =logs: 2+10gs 3
:% logs 2+% log; 3= %jtélog3 2
52 Propiedad
a< — pXlogs
Demostraddn

bX log, a _ b|09b a _ a*

Esta propiedad permite pasar una fémcexponencial en una base dada, a cualquier otra base.
En particular

ax:exlna

Ejemplos
1. 2= 3xlogs 2
2. 5¢=2xl0g; 5

3. PasarBabase5 8=5%1093

4. Pasar®abase 6X=¢en6
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62 Propiedad

logy, x
logy, @’
esto indica como pasar un logaritmo en baseun logaritmo en bade

log,x =

es decir, log x = (log, x)(log, a)

Demostracdn

Se parte de que:
b(logé1 x)(log, @) _ (blogb a) log, x _ (a)loga X _y

y tomando logaritmo en ba$ea los dos lados se tiene:

log,, b'°%*10% 2 — (Jog, x)(log, a) = log, x; es decir

logy, x
log, a
como se dijo, esta propiedad permite cambiar de base en los logaritmos y enlgraesdimportante

el cambio de cualquier base a la bagmies, por ejemplo en las calculadoras manudiksfigguran In
y log y no logaritmos en otras bases, por tanto para calculgxeg debe considerar:

log, x=

log, X = In x o0 lo x—Ioﬂ
% X" iha G X = log a
Ejemplo
log;o X log x
1.1 = =—
0% X log;g2 log 2
loge x Inx
2.1 = —2 =
%% X~ 09,3 In3
log, 7 1
3. logs 7= =
%% /=109, 5 log; 5
72 Propiedad
log, x=1og,y & x=y, x>0, y>0
Demostraddn

A partir de la propiedad de la furém exponencial.

Ejemplo

1. los x=1logs 5 = x=5
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2. Six=7 = log, x=log, 7

9.2.2. Ecuaciones con logaritmos

1. Hallarxtal que Z = 5%
Tomando logaritmo natural en ambos lados de la ebuese tiene:

In 2¢=1In 5*

=xIln2=xIn5
=X(In5-In2)=0
=xIn(5/2) =0
=x=0

2. Hallarx tal que 3 =27
Tomando logaritmo en base 3 en ambos lados de la dnuaeitiene:

log; 3*=log; 27
= x=logg 3°
=x=3

3. Hallarx tal que log(x—15) +log x = 2
En primer lugax > 0y x— 15> 0, es decirx > 15 (¢, Por g&?)

log (x—15) +log x =2
log (Xx—15)x=2
(x—15x=10? entonces
x> —15x—100=0 entonces
(x—20)(x+5) =0, portanto
x=20 6 x=-5

Volviendo al inicio se tiene que los valores xldeben ser mayores que 15 y en este caso solo
20 satisface esta condiei y entonces 20 es la soloaidel problema

4. Hallarx tal que log x+109;/, X+10g, x+10g, 5 Xx=15/2.
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Pasamos todos los logaritmos a basei2 as

logy/, X=10g, 1 X=—l0g; X
1
log 5 X=10gp/2 X = ﬁ log, x= 2 log, X

log, x=10g9,2 x=1/2 log, x de esta forma:
log, x—log, x+(1/2) log, x+2 log, x= (5/2) log, X entonces
5/2 log, x=15/2
entonces logx=3 yas x=22=8

que es soluéin de la ecuaéin, ya que se encuentra en el interv@dpo) que es el dominio de
log, xy satisface la ecuatn.

5. Solucionar la ecuan y/log X = log /X
, 1
es decir /log x= > log x
logx>0 y x>0=x>1
elevando al cuadrado amb@srninos de la ecuain se tiene:
1.
log x= 2 log® x entonces
1 5 1
log x— 2 log° x=0= (log x) | 1— 2 logx) =0
i 1
=logx=0 0 1—Zlog x=0
1
=x=1 0 1=7logx< logx=4 X= 10*

ad quex =1 6 x = 10* satisfacen la ecuam, pues los dos son mayores o iguales que 1 como
se exige al comienzo.

6. Solucionar la ecua@n log, 2 =3
pasando log?2 a base 2 se tiene:

_log, 2
~log, X log, x
log, x=3 equivale

1

log, 2 entonces

1
—3& = =log, x=x=2%8
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7. Solucionar la ecuan log,(logs(log, X)) =0

Si  log,(logs(log, X)) =0=
logs(log, X) =1=

log, x=3

por tanto x = 23

EJERCICIOS

1. Escribir las siguientes igualdades en forma lagaca:
a) 2°=32 b) 10°=1000
4 2
o (Y21 4 (o2
3 81 4 16

2. Escribir las siguientes igualdades en forma exponencial:
a) log,64=6 b) log;81=4
¢) logs125=3 d) log 0.01=-2

3. Usando la definiéin de logaritmo, hallax tal que:

a) x=logz27 b) x=log,16
c) x=10g,0.125 d) logsx=0
e log,x=2/3 f) loggx=—-2
g) logx=-0.02

4. Para gé bases
a) log,36=2 b) log,36=1
c) log.27=3/2 d) logy2=05

5. ¢Cules de los siguientes pares deneros es mayor?
a) logs32; log,5 b) logs14; log,18
c) logy,V3; log3v2  d) logs32; log,5

6. Hallar el valor nurérico de:

a) logs(logg(log, 16))
b) log, V16 logg v/2 — logs(27v/3) — logs(v/5v/5)
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7. Resolver las ecuaciones siguientes:

a) 5=125

b) log,(x—5)=3
c) log(x—3)=3
d) In(x—3)=3

e) log x=2log 3+ 3log 5

f) log x=3log 2— 2log 3+1log 5

g) l0gy/2(x+1) —logy p(x—3) =1

h) log,(x+4) =4

i) logzlogglog,(x+5) = —1+log;2

j) xl°9x = 100

k) 10g,(1+7) =2+10g,(31+1)

) VXiogvXx =10

m) log, X+ 109, X+ loggx+log;x = l0g, 8
n) logix—9loggx = 4

) x+log (1+2X) =xlog 5+1log 6

0) log v1+x+3logv1—x=log vV1—x2+2
p) log-ix=2+log x !

12
5-logx 1+logx

q)

9.3. ALGUNAS DESIGUALDADES

1. Sia>1, O0<x1<xX2 < logyxs <logyxs
Demostraodbn

Como 0< x1 < Xo, existen logx; y log, x2, y ad

X1 < Xo < X1 = @%%X < x, = 0%
= aIOanl < aIOQaXZ
< log,x1 < logy x2

pues para > 1, f(x)=a*es creciente.
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Ejemplos

a) 22 <2*=log,2% < log,2* puesa=2>1

b) 3<27=log;3 < l0ogz27 puesa=3>1

¢) Six<22yx>0= log,x < log,8=log,x < 3
d) Silogsx<2=0<x< 52

€) Si3>7=10033>10g37 = x> log;7

f) Six>log,3=2*>3

g) Silog,x>4=x>2*

h) Six> 3%=logzx>6

2. Si0<a< 1, 0<x1 <X < log,xg > log,x2
Demostraodn:

Analoga a la demostrami de 1.

Ejemplos

1 1 1 1
a) 651~ log, <16> > logy , <4> puesa=1/2<1

8 9 8 9
b) log, 3 (27> > Iogz/32—7 = 57 < 57 PUesa= 2/3<1

. 1 logy /» x 1 3 1 3
c) Silog,x<3= <2> > <2> = X> <2>

A 1\°
d) Six> <3> :>Iogl/3x<logl/3 (3> :>Iogl/3x<5
1 4
e) Si Iog1/3x>4:>0<x< (3>

. 1\?
f) Silog,,x>2=0<x< <2)

Otros ejemplos

1. Solucionar log(2x—5) < 2
a=3>0; 2x—5>0, es decix > % para que log(2x — 5) tenga sentido.
logz(2x—5)<2 = 2x-5<3F = 2xX<9+5=14 =x<7,
y comox debe ser mayor que/2 entonces el conjunto soldci es(5/2,7).

2. Hallar el conjunto soluén de: log|2x—5| > 2, pueg 2x— 5| > 0 en esta desigualdacpuede
tomar cualquier valor read+# 5/2, luego si
logg|2x—5|>2 = |2x-5/>3? = |2x—5|>9 ylasolucon de esta desigualdad
es:



9.3. ALGUNAS DESIGUALDADES 269

|2x— 5] 5x— 2 -5

logz|2x—5| > 2

|
|
|
i
|
| B5x—2>9 (1) 2x—5>9 (Il
|

i. Six<5/2 = |2x-5|=5-2x>9 & 5-9>2X & —4>2
& X< -2
luego la soluddn en i) eg—ow, —2) N (—0,5/2] = (—00, —2).

i. Six>5/2 = |2x-5/=2x-5>9 & 22>14 & X>7
luego la soludn enii) eg7,+0)N[5/2, +00) = (7,+40) ad la solucbn total e —co, —2) U
(7, 4).

3. Hallar el conjunto soluén de log(x+ 6) < 2, comox+ 6 debe ser mayor que 0, entonces
X> —6.

a) Six>1

log,(x+6) < 2 < (X+6) < X
X —-x—6>0
< (Xx—=3)(x+2)>0
& X € (=0, —2)U(3,+x)
por tanto para este caso la sofuties:
[(—00,—2) U (3,400)]N(1,400) N (—6,+) = (3,+)
b) Sio<x<1,

log,(x+6) < 2= (x+6) > x?
X —x—6<0
< (x—=3)(x+2<0
& Xxe (—2,3)

y ad la solucbn para este caso €s:2,3) N (0,1) N (—6,+) = (0,1)
luego la soludin total esy(3,+) U (0,1)

EJERCICIOS

1. Hallarxtal que:

a) v5=1/125
b) 31 +3X=36
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) 2242 =(9)(2) -2
d) 4V % (6)(2V9 %) +8<0

2. Halle el conjunto soluén de:

a) 52X+l < 53X72

1 x—1 1 2x+3
= < | =

9 (2) <(3)

c) 102 =348

d) -T2 _ q

3 3x—7 7 7x—3
@ (3) = (3)

3. Cuales de las afirmaciones siguientes salidas:

a) Six>2=3>3?
1 1
b) Si 2 )X )2
) Six>2= (37 <(3)
¢) Six<5=a‘<a’paraa>0

d) Six> —2= a‘> a2 paratodoa > 0
e) Lafuncion f(x) = 2 esinyectiva y par.

1 . ,
= > es creciente e impar.

g) Lafuncion f(x) = 3* tiene recorridq0, +).

f) Lafuncion f(x)

h) Sia*<a'=x<yparaa>0, x,yeR

4. Justificar que para los valoresalg b asignados, las desigualdades dadas tienen las soluciones
gue aparecen en los cuadros:

b>0 b=0 b<O
a*>b (a> 1) (Iogab7+0°) (—0074—00) (—0074—00)
a‘<b (a>1) (—o0,l0g,b) No hay soluddn No hay soluddn
a>b (0O<ax<l) (—o0,log,b) (—00,400) (—00,+00)
a‘<b (0O<ax<l (logyb, +o0) No hay soluddn No hay soluddn
-0 <pb< 4o
log,x>b (a>1) (aP, +oo)
log,x<b (a>1) (0,aP)
log,x>b (0<a<1l) (0,aP)
log,x<b (0<a<1) (@, +)
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5. Resolver las siguientes desigualdades:

a) logzx>5

b) log,(x—5) <3

X —-x—6)<0
X2 —x—6)>0

<2

J) 10g,(3x+2) —log,(1—2x) > 2

K) logg(1—vx+1) <2

1) logy(|x=2|-1)>1
(

m
m) logg(x? —4x+3) > TanZ

6. ¢Cules de las desigualdades siguientes tienen las mismas soluciones?.

a) loggx? >0y 2logx >0

b) logsx? >0y 2log; x| >0

c) logzx? >0y 2log(—x) >0

d) logy(X+7) +log,(x—8) >0y log,(x+7)(x—8) >0
€) log x(X—1)(x+1)>0yx>0y (X—1)(x+1)>0
f) log x> > 0y logx+log x>0

) l0g;1(x—1)(x+1) <0y (x—1)(x+1) >0

h) log x* >0y 4logx >0

9.4. FUNCIONES HIPERBOLICAS

A partir de la funcbn exponencial se construyen unas funciones que tienen un compartamigy
similar al de las funciones trigona@fricas; son las llamad&sinciones Hiperblicas definidas de la
forma:

Seno hiperblico de x:
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Observe que: (ejercicio)

Su dominio e§—o, +) y su recorrido e$—oo, +o).
Es una fundn inyectiva.
Es una fundn impar.

Coseno hiperblico de x:
e+e ¥

Cosh x=

Observe que: (ejercicio)

Su dominio eg—, +) y su recorrido e$l, +).
No es una fundn inyectiva.
Es una fundin par.

Tangente hiperblica de x:
Senhx €&—¢e*
Tanh x= =

~ Coshx e+4eX

Observe que: (ejercicio)

Su dominio eg—o, +) y su recorrido e$—1,1).
Es una fundin inyectiva.
Es una fundn impar.
De la misma forma se pueden definir:

Cotangente hipertica de x:

h x
Cothx= gzzh X

Secante hiperica de x: .
Sechx= Cosh x

Cosecante hipeddica de x: .
Cschx= Senh x

El nombre de hipeidiicas se origina en el hecho de qué @@mo las funciones trigonagiricas
Cos xy Sen xse definen como las coordenadas de los puntos sobre una circoidareitaria, las
funcionesCosh xy Senh xcorresponden a las coordenadas de los puGtgK (figura 9.4.) de la
hipérbolax® — y? = 1, siendoCosh xla abscisa ysenh Xa ordenada ¥ es elarea del sectoDCK.
(Parte sombreada de la figura 9.4.).
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(Cosh(x), Senh(x))

FIGURA N° 9.4

De las definiciones de las funciones higditas y haciendo una tabuléci se obtienen las corre-
spondientes @ficas deSenh xCosh xTanh % las cuales aparecen en la figura 9.5. Aésraparecen
sus correspondientes inversas, obtenidas dssga haber restringido su dominio para el caso del
Cosh xque no es inyectiva. (Figura 9.6).

y = Senh x

FIGURAN° 9.5(a) FIGURAN®9.6(a)
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y
y y=Cosh!x
{ X
1 y = Cosh x 1\
AN
X NG
D = (o0, +w) Rf = [1,+o) y
FIGURA N° 9.5 (b) FIGURA N° 9.6 (b)
y
= Tanh x ' '
Y | y=Tanh /i x
1 | |
| |
| |
| |
1 1 X | |
| | X
| 0 |
| |
| |
-1 I I
| |
| |
Df = (—007—|—OO) Rf = (—17 1) ! !
FIGURA N° 9.5 (c) FIGURA N° 9.6 (c)

Asi como en las funciones trigondtricas se considera una identidad fundamental
Serf x+Cog x =1y a partir de ella se deducen otras, en las funciones lijiesls sucede una
situacbn araloga y la identidad fundamental das:

Cosit x—Senl x=1

En efecto:

2 2
42t eX_e*42-e > 4
— " ==

De manera similar se pueden demostrar las siguientes identidades:

N2 N2
Cost‘?x—Senﬁx:(eXJre > _<ex—e )

1

1. 1— Tank x = SechR x
2. Coth? x— 1 =Csclt x
3. Cosh x+ Senh x= €
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4. Cosh x- Senh x=e*

5. Senh(—x) = —Senh x

6. Cosh(—x) = Cosh x

7. Senh(x+y) = Senh xCosh ¥ Senh yCosh x

8. Cosh(x+y) = Cosh xCosh ¥ Senh y Senh x

Tanhxt Tanhy
9. Tanh(x+y) = 1+ TanhxTanhy

10. Senh2x = 2Senh xCosh x

11. Cosh2x = CosH x+ SenR x
Cosh2x—1
2

Cosh2x+1
2

12. SenB x =
13. Coslt x =

14. Senh x+ Senh y= 28enh<2>
15. Senh x- Senh y= 2Cosh x+y> Senh(x y

16. Cosh x+Cosh y= 2Cosh

(5
17. Cosh x- Cosh y= 28enh<x+y> Senh(xy>

20. Senh xCosh ¥ ;{Senh(x+y) + Senh(x—y)}

18. Senh xSenh¥ ;{Cosh(m—y) —Cosh(x—y)

19. Cosh xCosh ¥ ;{Cosh(ery) +Cosh(x—Yy)

9.5. FUNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS

Como se sabe la furtmn f (x) = Senh »xes inyectiva por tanto tiene inversa, la cual se nota por

f~1(x) = Senh!x
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Esta funodn se puede representar mediante logaritmos de la forma siguiente:

y=Senhlx equivale

_eV
x:Senhy:ey ©
=>2x=¢€—-¢
-1
2X =
= 2X 5

=¥ _2x¢-1=0

(Observe que esta ecuanise puede tratar como una cuadra donde la variablee®® y —2x es
un coeficiente deY) visto as:

2X+ VAP + 4
oo 2EVIEA L,

=& =x+VxX+1 (pues VX+1>x y €& >0)
=y=In(X+Vx2+1)
y ad:
Senm!x=In(x+vx2+1)

En forma similar se pueden definir las inversas para lasadeiomciones hipeddicas, teniendo
cuidado en la restricon de sus dominios. Adeis todas se pueden representar mediante expresiones
logaftmicas, as

Coshilx=In(x+vx2—-1) si x>1

1 1 .
Tanhflx:iln <1+§> si x| <1
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LIMITES Y CONTINUIDAD

10.1. CONCEPTOS INTUITIVOS DE LIMITES Y CONTINUIDAD

Suponga que se tiene una fubity = f (x) de reales en reales con domiflo Seaa € R; saber
cual es el comportamiento de la fubai ena es muy sencillo, simplemente calculeenay observe
que solamente pueden suceder dos cosas: o existenerarealf (a), 0 seaa € D¢ 0 no existef (a),
lo cual indica quea ¢ D¢. Pero saber @l es el comportamiento de la fubai muy cerca de sin
referirnos a un punto espéico y sin referirnos a, es un problema bastante delicado pero de gran im-
portancia, ya que conociendo este comportamiento se tiene una amplia inforiseatore la gafica de
la funcion cerca de, informacbn que no se puede tener si solamente se conoce l@fuagiel punto.

Inicialmente se presentar diversas situaciones en las cuales se mastagrartir de las @ficas de
unas funciones, @qusucede con las iagenes de una variabtea medida que esta variable se acerca a
un punto fijoa, sin llegar a sea, pero acerandosele tanto como se quiera.

Ejemplo 1

Considere la funéin f (x) = x? (figuras 10.1) y toma = 2.

Conocer el comportamiento de la fudgienx = 2, es simplemente calcul&r(2), que en este caso
esf (2) = 22 = 46 sea 2¢ Dy.

Pero para conocer el comportamiento de la fon@uando la variable se esh acercando a 2, es
preciso apreciar que:

277
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FIGURA N° 10.1

1. Enlafigura10.1 (a), a medida quse acerca a 2 por su derecha, susgenes se van acercando
a 4, lo que se suele expresar diciendo, quénté def (x) cuandox tiende a 2 por la derecha
es 4y se nota por :ir121+ f(x) =4

X—

2. En forma aéloga de la figura 10.1b{ a medida que se acerca a 2 por su izquierda, sus
imagenes se van acercando a 4, en este caso se dice gquieetlef (x) cuandox tiende a 2
por su izquierda es 4 y se nota poﬁrgl f(x) =4

X—2Z~

Observe que en este caso lafgga de la fund@n no presenta nirigy agujero, ni interrupbn enx = 2

(lo que significa que la funén es continua er = 2) y tambén que la fundn tiende al mismo valor
cuandox se acerca a 2 tanto por la derecha como por la izquierda yaque ese valor cdm de
esos imites laterales coincide con el valor flen 2,f(2). Estas situaciones no siempre se presentan
en la gafica de una funéin, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2

X+3 si x<1
Seaf (X):{ 2-x si x>1
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AR RN

FIGURA N° 10.2

De la figura 10.2g), se tiene que cuandose acerca a 1 por la derech@x) se acerca a 1, lo cual
se nota por, '|h11+ f (x) = 1, pero cuandx se acerca a 1 por la izquierda (figura 1) (f (x) se
X—

acerca a 4, que se nota comci»nl1 If(x) =4
X—1~
Esto muestra que no necesariamenteitogés laterales inln+ f(x),y lim f(x) deben seriguales.
X—a X—a~

Aqui a diferencia del ejemplo 1, la &@fica si presenta una interrupnien el puntox = 1 (lo que
significa que la fundin es discontinua exn = 1). Esta caractéstica de la gafica esh determinada
por el comportamiento de la furizi cerca dex = 1, tanto a derecha como a izquierda y no por el
comportamiento de la fun@ih enx = 1, pues si solamente tenemos en cuenta este aspeticto
que podramos afirmar es que(1) = 4y por tantax = 1 € Dy.

En los ejemplos anteriores el punte- a, era un punto en el dominio de la fubai hecho que no es
necesario para conocer el comportamiento de la funcerca de, como se ilustra en los siguientes
ejemplos.

Ejemplo 3

2 _
Seaf (x) = );_24

Observe quef (2) no existe, ya que al calculdr(2) habiia que dividir por cero, lo cual no es
posible en los ameros reales, o sea® D¢, lo que significa que para la abscisa= 2, no existe
punto en la gafica de la fundn. Ahora en el caso en que seg& 2 se puede dividir entrg — 2,
puesto que — 2 no es cero, por tanto:

X2 -4  (x—2)(x+2)
X—2 X — 2 =X+2
2 _

o . X 4 . .
o seaque la@ficade lafundnf (x) = cuandax es diferente de 2, es lamismayde: x + 2,

2 _

por consiguiente la gfica def (x) = N

es la de estarecta= x + 2, con un agujero en= 2
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(Figura 10.3).

FIGURA N° 10.3

2_4
De la figura 10.3 (a), se puede apreciar ql’m,;:l+ % = 4 yde lafigura 10.3 (b) que
X— —

2
Xc—4
lim =4
X—2~ X—2

Aqui en nindin momento se tuvo en cuenta que la féncho estaba definida en= 2, pero es
preciso aclarar que en los dos ejemplos anteriores, cuando se himnoidea losimites, tampoco
influyd en nada el que la furim estuviera definida es lo que significa que en ehtculo de Imites,
cuandox tiende aa, no incide el hecho de quepertenezca o no al dominio de la fudoj pero si
influye parcialmente para afirmar si laafjca es continua o no en ese punto, pues observe quaaqu
lo es, ya que se presenta un agujero.

Cuando se dice que el hecho de que Dy, influye parcialmente para afirmar si la fubiies
continua erg, se trata de decir que para glisea continua ea es necesario que € D como se
ilustrd en este ejemplo, pero no es suficiente, como se ilastraontinuadn.

Ejemplo
-4
Seaf (X) =¢ x—2 St x#2
7 si x=2

La diferencia de esta furfm, con la del ejemplo anterior radica en queiagiha definido en una
forma especial la funbn enx = 2 (f (2) = 7) o sea que Z Dy, su géfica es muy similar a la
anterior excepto que el punto (2,7) pertenece adfica de la fundin (figura 10.4).
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FIGURA N° 10.4

En este caso'm21+f (x) = 4 (Figura 10.4 (a)) y ity f (x) = 4 (Figura 10.4 (b)), adeas existe
X— X—2~

f (2), pero la géfica de la fun@n no es continua, pues presenta una intertupenx = 2, observe
que aqiilos limites laterales son iguales pero su valor no coincidef¢@n

Del segundo ejemplo se puede observar que siitaisds por la derecha y por la izquierda en un
puntoa son diferentes, la fungh no puede ser continua en este punto y del tercer ejemplo, que si la
funcibn no esh definida erx = atampoco puede ser continuaes- a.

En el presente ejemplo lostites laterales ea son iguales, la funéin esé definida era = 2
(f (a) =7);y f noes continua ea. Pero si se observa la&fica de esta funén, se ve que si en
lugar del punto (2,7) en ella se hubiera tenido el pytat) = (2, f (2)), éste rellenda el agujero
gue aparece en la@fica y la funcbn sefa continua, es decir, que adicionalmente a las dos condi-
ciones dadas anteriormente se deffiedir una tercera para garantizar la continuidad de la &unen
el punto: Losimites laterales deben coincidir con el valor de la fanan el punto.

Cuando se dice que urumero A tiende a untamero B, lo que realmente se @&stfirmando, es
gue A se est “pegando” a B, es decir, que la distancia entre A y B éshdiendo a cero o sea, se
esh acercando a cero, y como la distancia entre dos numeros feplBss|A — B|, entonces este
hecho se nota por la exprési|A — B| — 0.

Con esta notadn, y teniendo en cuenta las ideas intuitivas que se trabajaron en los ejamplos
teriores, se dan las siguientes definiciones que no son completamente rigurosas, peyermqiten
trabajar estos conceptos adecuadamente.
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10.2. DEFINICIONES DE LIMITES Y CONTINUIDAD

1. Se dice que elmite de una fundn f (x) cuandox tiende aa por la derecha es urumero real
L, y se nota por
lim f(x) =1L

Xx—at
siy slo si f est definida en un intervalo de la fornfa, a + d), cond > 0, y
|f (x)—L| — 0 cuanddx —a| — O parax > a.

2. Sedice que elmite de una fundn f (x) cuandax tiende a“a” por la izquierda es unimero
reallL , y se nota por
lim f (x) =L
X—a~
siy Plo si f (x) esh definida en un intervalo de la fornfa— 8,a),cond > 0y
|f (X) —L| — Ocuandgx —a| — 0 parax < a.
3. Se dice que elmite de una fundn f cuandox tiende “a”, es un rumero real , y se nota por

limf(x) =L

X—a
siy Plo si f est definida en un conjunto de la fornia— d,a) U (a,a+ J) para algn o
mayor que 0y f (x) — L| — O cuanddx —a| — O.
Esta definidbn de Imite equivale a afirmar que existéml f (x) y lim f (X) y que aderas

X—at X—a~

lim f (x) = lim f (x)
x—at X—a-

4. Una funcon f (x) se dice que es continua &n= a si y slo si satisface las siguientes condi-
ciones:

a) a € Dy (existef (a)).
b) Existexirr; f (x)

C) X'L”;f (x) = f(a)

Ejemplo 1
Demostrar que
. Ix=2]
lim ——— =1
x—|>2+ X—2 ’
es equivalente a demostrar que(x) — L| — 0 cuanddx —a| — 0,
. -2 .
es decir, X 2’ —1| — 0si|x—2| — Oconx > 2.

Para ello observe que:

IX—2] — (x—=2)
X—2

x — 2]
Z V1| =
X—2

£~ L] =
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ahora puesto que > 2 entonce$x — 2| = x — 2 por lo tanto

1f(x) - L| = 0

IXx—2| — (x—2) B
X—2 -

X—2—-X+2| 0 B
X—2 o x=2]

para cualquiek # 2. Observe este resultado con lafiga de la fundén.

Ejemplo 2

Demostrar que

lim /x = v/a si a>0,

x—at

es equivalente a demostrar qugx — v/a|] — O cuanddx —a| — 0conx > a.

Para ello:

A VA (R VA
A e N EY.-

—a

:’\ﬁwﬁ

X—a
= | | — 0 cuando x — a.

S VX+ A

Pues cuandr — a
Ix—al - 0 y x+va—+a+a#0,

observe este resultado con lafica de la fundn.

Ejemplo 3

Demostrar que

lim v1I—x= 3

X——2~

es equivalente a demostrar qligl — x — v/3| — 0
cuandax — —2°.

Para ello:
— (VT - v3) (VI—x+V3)
1_X_\/§’_' VI—x+/3
|1 —=x-3]
CVI—x+3
|[—x—2|

— 0 cuandax — —27,

T VI x+3

Pues cuandg — — 2~

|-x—2| - 0y +1-x++/3 tiende a/3+ 3 =23 #0,

observe este resultado en lafica de la fundin.
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Ejemplo 4

Demostrar que
2
Xc—4
lim =4
x—2 X—2

2
. X-—4
es equivalente a demostrar %uﬁ—z - 4‘ — 0 cuanddx— 2| — 0.

Para ello:
X2 — 4 (x—2) (x+2)
—4| = | =TT g
X—2 ‘ X—2
= |X+2—4|

=|x—2| - 0 cuando x — 2.

observe que en el desarrollo de este ejemplo no hubo necesidad deudistisgasox > 2 (limite
por la derecha) x < 2 (limite por la izquierda), luego agse esta haciendo referencia esia12 f(x)
X—

que incluye los 2 casos.

Ejemplo 5
2

En el ejemplo anterior se moétque Im = 4, pero observe que agu = 2, no pertenece
X

—2 X —
al dominio de la fundn, es decir no existé (2), por tanto la fundn no puede ser continua gr= 2,

ya que no satisface la primera conditide continuidad en este punto. Observe este resultado con la
grafica de la fund@n.

Ejemplo 6
-4
Seaf (x) =¢ x—2 St x#2
8 si x=2

En forma similar al ejemplo anterior, se muestra qimei fl (x) = 4, pero aqux = 2 si pertenece
X—
al dominio de la fundin f (x), puesf (2) = 8, pero comof (2) es diferente al valor deﬁr‘r;f (x)
X—
entonces no se satisface la tercera condidie continuidad, por tantbno es continua er = 2.

Ejemplo 7
. . i |x — 2] i
En el primer ejemplo se demostque II’EL 2 = 1, en forma aaloga se puede demostrar
X— —
X—2 Y . .
que irg |x 2| = —1. Puesto que los dosnites laterales son diferentes entonces no existe
X—27 —

. x=2 . L. _— L.
lim ETE por tanto no satisface la segunda cor@icde continuidad; luego esta fubnino es

X—2 X —

continua erx = 2. Observe este resultado con lafiga de la fundin.
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Ejemplo 8
Observe que’||h12x2 existe y es igual a 4, pues
X—
[ (x) — 4] = |x* — 4]
= |(x+2) (x-2)|

= |Xx+2||x—2] - 0 cuando |x—2| — O,
pue§x+2| — 4y [x—2| — 0 cuando x — 2.

Ademasf (2) = 22 = 4, existe, y su valor coincide con el valor dighlte, por tantof (x) = x? es
continua erx = 2.
Definicion

Una funcbny = f (x) es continua en un intervalo abier@f) si y lo si f es continua en cada
punto del intervalo.
Ejemplo 9

La funcion f (x) = x? es continua en cualquier intervalo abiertod), pues en forma ailoga al
ejemplo anterior se puede demostrar (Xq'ungﬂ (x) = f (a) para cada < (c, d).
Definicion

Una funcbdn f (x) se dice continua en un intervalo cerrd@gb] si y slo si:

1. f es continua en el intervalo abiert@ ) y

2. imf(x)="f(@ y limf(x =f(b)

x—at Xx—b~

Ejemplo 10
La funcion f (x) = /X es continua en el intervalo cerraflb, 5], como se puede deducir de los
ejercicios vistos anteriormente.
Ejemplo 11
X si 0<x<5
T _{ 2 si x=0

Es evidente quées continua ef0, 5), adenas irg f (x) = f (5), pero
X—9™

I'|rcr)1+ f(x) =0 # f(0) = 2luegof no es continua en el intervalo cerradh 5].
X—
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EJERCICIOS
I. Trazar las gaficas de las funciones siguientes y apoyado en ellas hallaniites indicados.
: = x3; f lim f
L1 = fimfeg, i te0, lim £
2. f =1 ; [im f l[im f [im f
(X) +X; limf(), imf09,  lm f(x)
X six>5 | . .
s 10={33525 0 Jmrw. mrw. nre
3—X . .
4T = S Jm Feg, im feg, lim ()
x%—1 ]
5.f(x):x_l, )!Lmlf() )le3f(x)
_ X+2 six<5 | .
6'f(x)_{—x+105ix>5’ ll—rnsf() >!Lm7f(> imf(x)
2x2 —3x — 2 .
Tt == fimeeg,  Jlim )
II. Determinar si las funciones dadas en el numeral | son continuas@éuon intervalo cerrado
donde cada una de ellas sea continua.
lll. Defina continuidad de una furm en los intervaloga, b) , (a, b], (—, + )y dé ejemplos.
IV. Determinar si las funciones siguientes son continuas en el intervdim da

6.

a s DN P

x2 -8
f(x) = > en[—2,2]
f(x)= \/ﬁ en [-5,4)
f(x) =x2+x en [2,10)
f (x) = [x — 1] (parte entera) ep—5, 6)
f(X)=vXx—4 en [4,+o)
f(x) =x* en (—o, o)

V. Hallar los valores deny ntal que la funddbn dada sea continua

1.

2.

3.

4.

fix) = J mX si x>4
(x) = X2 si x<4
mx si x<3
f(x) = n si x=3
—2X+9 si x>3
_f mx+1 si x<3
f(X>_{2—mx si x> 3
-1 si x<0
f(x) =¢ mx+n si 0<x<1
1 si x>1
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10.3. LIMITES INFINITOS Y LIMITES AL INFINITO

Siguiendo el mismo esquema utilizado para introducir los conceptdsnied y continuidad, se
estudiaan intuitivamente a tras de unos ejemplos los casos en los cuales cuasdacerca a un
numero reak por la derecha o izquierdd, (x) se aleja hacia arribgf (x) — + ) 0 se aleja hacia
abajo(f (x) — —oo)ytambén se estudiaren forma intuitiva el comportamiento de la fubreif (X)
cuando en lugar de acercavsa un rumero reah, se aleja sobre el ejehacia la derech& — + )

0 se aleja sobre el mismo eje hacia la izquigpda> — ).

Ejemplo

si x<1

Seaf (x) = ¢ x—1
2—X si x>1

T ———qx
7
x

FIGURA N° 10.5

En su gafica (Figura 10.5) se puede apreciar que a medidaxageacerca a 1 por la izquierda
(x — 17), sus imdgenes se van alejando cada veéxsrhacia abajo sin ninguna cota, lo que se repre-
senta con la expresi:

lim f (x) = —o

X—1-
En forma adloga, de la difica de la fundin
1

f(x) = x—1
2—X si x>1

si x<1

(figura 10.6) se puede visualizar el sentido de la expresi

lim f (x) = 4o

X—1-
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A

FIGURA N° 10.6

De la misma forma se puede ilustrar el significado de:

a) Iimf(x)=+o b lim f(x)=—c

x—at x—at

0 IImfx) =+e d) limfx=—cw

X—a X—a

con las gaficas de
1
X
1

%2

x

Ejemplo

De la géficadef (x) = )—l( (figura 10.7) se puede apreciar que a medidaxgachace ras grande, su

imagen estadx cada vez i&s pbxima a cero, confunéndose con cero cuanddiende a nas infinito,
esta situadin se describe afirmando que iehite de f (x) cuandox tiende a mas infinito es cero y se
nota por:

lim f(x) =0

X— 400
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FIGURA N° 10.7

En forma a@aloga en la misma figura 10.7 se puede apreciar que a medida spialeja hacia
la izquierda, su imagen estacada vez i&s cerca de 0, confur@idose con cero cuanddiende a
menos infinito, hecho que se ndigror:

lim f(x) =0

X— — 00

Ejemplo
De la géfica def (x) = 2x (figura 10.8)

f(x) =2x

FIGURA N° 10.8

se puede deducir que lasagenes dd (x) pueden estar tan arriba como se quiera tomanxlo a
suficientemente grande, situakique se suele describir afirmando quérelte cuando tiende a nas
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infinito de f (x) es nas infinito y se nota por

lim f (X) = 4o

X— 400
Analogamente en este ejemplo se puede apreciar quéeside a— « (a la izquierda)f (x) tiende
a — oo (abajo).

A partir de los conceptos intuitivos que se han desarrollado en estarsseailefinian los mismos
en forma rigurosa. Se espera que el lector interprete estas definiaibagss del concepto adquirido.

Definicion

Iim+f (X) = 4+ equivale a decir que para cualquidr > 0 dado, existe ud > O tal que si
X—a

a< x < a+ oentonced (x) > M.

Ejemplo

Seaf (x) = ;1( (figura 10.9)

FIGURA N° 10.9

Demostrar que

.1
Iim = = 4+
x— 0+t X

equivale a verificar que dadd > 0, existe und > 0 tal que si

1
0<x< d entonces X > M.

Para hallar esté, observe que
1/x>M = 1/M > x puesx>0 y M>0 yas 5 =1/M.
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Asisi 0<x<d=1/M = x < 1/M = 1/x> M esdeci, f(x)> M.

Definicion

lim f (X) = — oo, equivale a decir, que para cualquiémmero M > 0 dado, exist® > 0 tal que
X—a~

sia — 0 < x < aentonced (x) < —M

Ejemplo

Seaf (x) = Xia (figura 10.10)

y
1
f(x)=——=
> X+3
\
X
-3
FIGURA N° 10.10
Demostrar que
lim = — 00
x—-3-X+3 ’

equivale a verificar que dado M 0, existed > 0, tal que si-3 — d < x < — 3 entonces
< —M.

X+ 3
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1
Para hallar esté (que depende dél), observe que sm < —M entonces

1 Mx + 3M +1
Mt —— <0 = XEMH2 4
X+ 3 X+ 3
Mx+3M+1>0 (Pues comax < —3 entoncesx + 3 < 0)
—-1-3M 1
X > 3 = X> M M 3
1 1
= _3-—_[(6==
w (=)
Asisi—3—c‘3——3—i
’ B M
_ oM™ -3M -1 N
M M

-3M—-1<Mx = M(x+3)>-1

. 1 A
ycomo x< —3, esdecirx+3<0 => M<—-——— esdecir — < —M.
X+ 3 X+3

En forma adloga se definen, y se pueden ilustrar con ejemplos similares los condgptestss:

a) Iim f(x) = —o
x—at

b) lim f (X) = +o

X—a~

En todos los cuatro casos anteriores, la fandi (x) en las cercédias dea se aleja hacia arriba o
hacia abajo peindose a la recta= a. En cualquier situabin deéstas, se dice que la recta= a es
unaasintota verticalde f (x).

Definicion

X”I’J_] f (x) = a equivale a decir, que dado > 0 existe un N> O tal que six > N entonces

| f (X) —a| < g, es decir, sx > N entonces la distancia entfe(x) y a es menor que elinmero
€ > 0 dado.

Ejemplo

o1 . o .
Demostrar que ntﬂ 2 0 equivale a verificar que para g~ 0 dado, existe un N> O tal que

six > Nentonceg1/x? — 0| < &.
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Para hallar este N (que dependesd®bserve que:

1/x*-0< € < 1/x*<¢
& 1/ < X2

& 1/Ve < [X|
& Xx>1/V/e =N =N (Pues|x| =x porqe?)

Asi,six >N = x> 1/Ve = 1/x* < e = |1/x*-0| < ¢.

Analogamente se puede definir e ilustrar el concepto de:

lim f(x) =a

X— — 00

En los dos casos anteriores la fumtif (x) se aleja hacia la derecha o izquierdagretpse a la recta
y = a. Si adicionalmente a esto se tiene que a partir de un pynka curva no corta a la recta, se dice
que la rectyy = a es unaadintota horizontalde la gafica de la fundn f (x).

Ejemplo

: 2 ,
La rectay = 2 es una dstota horizontal dd (x) = ?Xl (figura 10.11)

FIGURA N°10.11

Definicion
lim f (x) = +o equivale a decir, que para cualquier MO0, existe N> 0, tal que six > N,

X— 40

entonced (x) > M.
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Ejemplo

Demostrar que ilIP x? 4+ 1 = 40, equivale a verificar que dado M 0 cualquiera, existe N> 0

tal que six > N entoncex? + 1 > M.
Para hallar este N (que depende dg bbserve que:

X+1>M & xX2>M-1 & [x2>M-1 & |x|>/M—-1) < x>,/(M—-1)=N (Puesx> 0)
Asi,mirando el proceso en el sentido inverso se tiene gue>sN entoncex? + 1 > M.

En forma similar se pueden definir e ilustrar los conceptos:

a) Xﬂrrwf (X) = —o0

b) lim f(x) = +o

X— — 00

con las géficas de las funciones
a) f(x)=2x?
b) f(x)=x*+8

c) f(x) = —x? respectivamente

EJERCICIOS

1. Analizando las dificas de las funciones dadas, hallar lostes que se indican:

a) f(x) =Senx Xﬁrpwf (X); Xﬁrpwf (X) ; )!Lmnf (X)
b) f(x)=Inx; XETWf (X) ; Xinolf (x); ii_rzf (X)

0 f(x)= Jim f00; fim f00; limf (0
d) f(x) = Jim £ fim fe0; limf (0
& f(x) = @ o Jmf0r lim fg;  limf(

2. En cada literal bosqueje lagjica de una funéin que satisfaga todas las condiciones dadas.

a) Xﬂrpwf(x)zz; XETmf(x):—w; Xﬁr?+f(x):3; X[rgﬁf(x):—oo
b) XLiTmf(x):Jroo; XL,ITIIOOf(X):-i-OO; Xﬁrcr)\+f(x):+oo; X[rgﬁf(x):—oo
C) Xﬁrgf (X) = —o0; X[n;ﬁf (X) = —o0; XLiwa (X) =4; XL’lrpmf (x) =10
d) 12rr13f(x):+w; XﬂTmf(x):O; )!Ln})f(x):z; xIi_r)rllf(x):G
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3. Demostrar

2 2
a) lim = 4 00; b) Iim — — o0 c) lim _1y
>X~>1+X—1 + )XHI_X—l )X~>0+( Xz)
; 1 ; 1 ] 1
d) lim —— = —oo; e lim — = = —oo; f) lim - = = —o
x—0 X X— 0+ X X— 0+ X
Q) ”T x5 = +oo; h) Iim x34+2=—o0; i) lim —x?2+6= —oo
X—+ 0 X— —® X— — 00
j) lim x® = 4 o; K) lim —3x+5= +o
X— — 0 X— — 0

4. a) ¢Clantas amtotas horizontales puede tener una fonéi ¢ Cantas verticales?

b) Si XHTWf (x) =
cales?
c) Si lim f(x)

X— 40

f (x)?

—oo ¢ Clantas astotas horizontales puede terfefx)? ¢ Cé@ntas verti-

= +oy XLirpwf (X) = 4+ ¢Clantas amitotas horizontales puede tener

d) SiDf = Ry f (X) es continua¢,@ntas amtotas horizontales y éntas verticales puede

tenerf (x)?.

e) SiDs = (3,20)y f es continua ¢ @ntas amtotas horizontales y éntas verticales puede

tenerf (x)?

5. Enlas gaficas que aparecen a continuardetermine datotas horizontales y verticales y anali-

ce su continuidad. y y
y=2 y=x*
X X
a) b)
y
y =X
y=f(x)
X X
B d)

FIGURA N° 10.12

6. Halle agntotas horizontales y verticales y bosqueje kfiga si:
8x — 2x? x2
) b)f(x):x2_4
X (x—2) (x—1)
f =
DI = 55 =3
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10.4. PROPIEDADES Y CALCULO DE ALGUNOS L IMITES

El calculo de Imites de funciones utilizando las definiciones, presenta dos problemade @fios
es que se debe conoceiates el posible valor deirhite y no existe ningn método péactico que nos
indique cual es ese valor y el otro, qué s&s conozca ese valor, la demostbacile queeste es o0 no el
valor buscado utilizando la defin@m adecuada, es bastante engorroso.

Afortunadamente a partir de propiedades de lmstés que se desprenden de sus definiciones se
pueden calcular estos en formasm menos sencilla utibmdolas adecuadamente.
Se presentan estas propiedades junto con ejemplos que ilustran su utilidad.

Propiedad 1

El limite de una fundn f (x) en un punto, cuando existe, @sico.
Demostraddn

Supdngase que er = a el limite def (x) no eslnico, es decir, suyngase qut)i(‘m f(x) =Ay
)MT; f (X) = B. Se ved queA = B.
Comoxi_rg1 f (x) = Aentoncesf (x) — A| — Ocuanddx —a| — O.
Como)(Ln;1 f (x) = Bentoncegf (x) — B| — Ocuanddx —a| — 0.
Ahora:|A—B| = [A—-f(X)+f(xX)—B] < |A—=f(X)| + |f(X) — B]
=[f(x)—Al+|f(x)—B] = 0+0=0 cuando |x—a| — O.
Asi, 0<|A—-B| — 0.Perocomdy Bson mumeros fijos entonces— B = 0 por tantoA = B.

Propiedad 2

La funcion constantd (x) = k es continua.

En efecto:

)!irr;1 f(x)=f(a), yaque |f(x)—f(a)|] = |[k—k| =0,

lo que implicaque | f (x) — f (a)] — O cuando |x—a| — O.

Propiedad 3
La funcion identica es continua.
Es decirxirr; x=a,pues f(x)—f(a|=|x—al -0
ya que comx — aentoncesx —a| — 0

Propiedad 4

Si la expreshn lim, donde aparezca en esta propiedad, representa una sola deiEsteigsitua-
ciones:
lim lim , lim | lim , Iim
X—at X—a— X—a X— 400 X— — 00

Entonces
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Silimf(x) =A y limg(x) = BconAy Bnameros reales
a) lim f(x) £g(x) = limf(x) £ limg(x) = A£B

b) lim (f (x) .g(x)) = lim f (x) .limg(x) = A.B

c) lim (f (x)/g(x)) = lim f (x)/limg(x) = A/B, si B#0.
Demostraddn

Se demostr@ra) a manera de ilustrdei, las otras se hacen en formakbga.
De las hiftesis se tiene que:
lim f (x) = A, es decir|f (X) — A] — Ocuanddx—a| — 0y

X—a

)!irr; g (x) = B, esdecifg (x) — B| — Ocuandgx —a|] — O,

seveaque|f (X) +9(x) — (A+B)| — Ocuanddx —a| — O.

En efecto] f (x) + g (x) — (A+B)| =

[(f(X)—A) +(g(x)—B)| <|f(X)—A|+|g(X) —B] - 0+0=0 cuando |[x—a| — 0.
Propiedad 5

Si f (X) y g (x) son continuas en un pungentoncesf (X) =g (x); f (x).g(X) son continuas en
a,ysig(a) # 0entonced (x)/g (x) es continua ea.

Demostraddn

Se desprende inmediatamente de la propiedad anterior, y la dafidieicontinuidad.

Ejemplos

1. Comof (x) = kes continuaeny g (x) = xes continua en, entonce$ (x) = f (x) .g (x) =
kx es continua en, ad quexin;kx: ka

2. Comof (x) = x es continua em, entonceg (X) = x2 es continua em, y en forma aaloga

x3,x%,... x100 . son continuas ea para cualquiea € R, ad que imx? = a2;
X—a

limx3 = a3, ... 1imx100 = 5100

X—a X—a

3. En generaff (x) = ap + aix+ ... + anx", n € N es continua e para todoaen R, as por
ejemplosia=5:  lim(1+2x+ 2 +x3) =1+2(5)+2(5)%+125= 11+ 50+ 125= 186
X—

4. Sip(x)yd(x) son polinomios:
. (x) p(a) . . .
Iim —<% = —Zsig(a 0, entonces por ejemplo para=2 se tiene:
M ax = q@ S9@ 7 por ejemplo p

fim x2—x+4_22—2+4_3
x—-2 X249 2249 13
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5. Anteriormente se vio quxéni; VX = y/asia > 0, esto indica que la funan

/X es continua en toda > 0.

Tambén se puede demostrar que en gengbaés continua em, para toda > 0 sines par y para
todoa sin es impar.

Propiedad 6

Si f (x) es continua emy g (x) es continua erf (a) entonceg (f (X)) es continua e es decir,
limg (f () = g (lim 1 (x) = g(f ().

Ejemplos
1. I'|m2 VX2 +2x+ 3 = Iim2 (x2+2x+3) = V4+4+3 =11
X— X—
 [x24+3x+51* . x2+3x+5]*" [23]*
2. lim —_— = |Iim ——— = | —=
Xx—3 X2 -3 x—3 X2 -3 6

3/4

3. Iim (3x2+\/)?)3/4 - <>I<Lmz <3X2+\/)§>> _ (12+\@)3/4

X—2

Propiedad 7

Con el mismo significado dado a lifn(x) en la propiedad 4:

Silmf(x)=L y limg(x)=L y f(X) <h(x) <g(x) (Paratodocercade, oen nas
0 menos infinito segn sea el caso) entonces Iimix) = L.

Este resultado conocido con el nombre @®rema del emparedads®e puede visualizar con la
ilustracbn siguiente, en la cual lim se interpre’ta)omoxm (Figura 10.13).

y

—

FIGURA N° 10.13



10.4. PROPIEDADES YALCULO DE ALGUNOS IMITES 299

Ejemplo

lim
X— + 00

Serfvx2+1 0
X

En efecto: 1
Puesto que —1 < Serrvx2+1<1, y como x>0, X > (0 entonces

1 < Serfvx2 +1 < 1

-= L Yycomo —1/x y 1/x tienden a0 cuandox — +w entonces

X — X
Serfv/x2 +1 L
% también tiende a 0 cuandox — 4o
Ejemplo
lim x2 Sen} =0
X—0 X
En efecto

0 < |x?Senl/x — 0| = x? |Serl/x| < x> ycomo g(x) =0 y h(x)=x? tiendenaO0
cuando x — 0, entonces ih&xZSerfL/x tambén tiende a 0 cuandox — 0.
X—

Ejemplo

Si)!'m; | f(X)] :0entonce§(ih;1 f(x)=0
En efecto:
Sesabeque |f (x)| < f(x) < |f(x)|,ycomo XIn;1 [f(x)| =0y XI'|n!1—|f(x)\ =0,se

concluye por el teorema del emparedado )902 F(x)=0
(

. . - L f .
Si se quiere calcular unnhite de la formaxlhgl gx) con f (x) y g (x) continuas, pero tal que

(X)

g (a) = 0, entonces no es posible calcularigiite simplemente reemplazandadgor laa. En estos
casos se pueden presentar dos situaciones que requieren tratanifentoses: La primera, que se
trataé& inmediatamente, es cuanflga) tambén es igual a 0, y la segunda, que se téatarsterior-
mente, es cuandb (a) es diferente de 0.

PRIMERA SITUACI ON

En la primera situaéin se procede inicialmente a realizar operaciones algebraicas cormetgtame
hasta conseguir que el reemplazoxdgor a en el denominador no lo anule. Estas operaciones se
realizan siempre teniendo en cuenta gué a.

Ejemplo

X2 —2
Hallar lim 5

x—5 X —
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Si se reemplazapor 5, el numerador y denominador se anulaassin embargo:

x% — 25 _ (x=5) (x+5)

= X+ 5, puesx # 5, luego

X—5 X—5
2
X< —25

ITim = |lim x+5 =10

x—5 X—5 X—5
Ejemplo

 (x+h)?—x2 _
Hallarhlmg) — Observe gue en este cdses la que se comporta como variable gs

fijo.

(x+h?-x2  x24+2xh+h?—x2  2xh+h?  h(2x+h)

Aqui = 2X+ h puesh # 0, luego

h N h h h
22
lim (x+h) = lim 2x+ h = 2x entonces
h—0 h h—0
2_ 2
lim (X+h)® —x _ o
h—0 h
Ejemplo
Hallar im V3+h- V3
h—0 h
v3+h-v3 (V3+h-v3) (V3+h++v3)  3+h-3
h h (vV3+h+3) h (vV3+h++3)
= h = ! puesh # 0, entonces
h(V3+h++v3) V3+h+ V3 ’
im Y3th-v3 1 1
h—0 h  h=0+3+h++v/3 2V3
Ejemplo
. Ix—3
Hallar i, %7

xU3 3 (x¥3 —3) (x¥3 4 3x¥3 + 9)

X—27  (x—27) (x%3+ 3x3 4 9)
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(para utilizar el resultada® — b® = (a— b)(a? +ab+ b?) cona= x/3y b = 3)

_ (x=27) 1 B 1 07 |
T x_27) (PP 35+ 9) @3B 9 puesx # 27, luego

lim VX—3 _ lim ! - 1 —ilueo
x—27 X—27 x—27 x2/34+3x434+9 94+9+9 27 g
im YX=3_1

xo27 X—27 27

Ejemplo

Hallar fim x> — 3¢+ 2
x—1 X4 — 4x +3

x3 —3x+42 (x—1)% (x+2) X+ 2
3 = 5 = = puesx # 1, luego
¥ —4x+3 (x—1)? (x24+2x+3) X2+2x+3

lim XCox+2 im_xt2 3 _1yeg0
X ax+3 ix2ix+3 6 2 %9
X3 -3x+2 1
lim ————— =
x—1 X4 —4x+ 3 2
SEGUNDA SITUACI ON
f
En el caso en que al calcul)f;in!1 g((>)g setengaqueg(a) =0, pero f(a)#0, con f(a)

real; la funcon f (x)/g(x) tiende ato 6a —o cuando x tiende aa, sedin quef (a) sea
positivo 0 negativo, y qug (x) tienda a 0 por valores positivos o negativos, de la forma siguiente:
Sif (a) > 0yg(x) — O por valores positivos, entoncégx) /g (x) — +oo
Sif (a) > 0yg(x) — 0 por valores negativos, entoncesx) /g (x) — — oo
Sif (a) < 0yg(x) — 0 por valores positivos, entoncégx) /g(x) — — oo
Sif (a) < 0yg(x) — O por valores negativos, entonce$x) /g (x) — + o
Resultados alogos se tienen si se calculamites laterales.

Ejemplo

Hallar lim X+ 3
X—2 — X
4-x>>0 siysolosi ¥ <4 oseasi|x <2, esdecirsixc(—22) vy logicamente
4-x2 <0 si xe(—»,—2)U(2+) por tanto six se acerca a 2 por la izquierda 42 > 0
es decir 4-x? — 0 por valores positivos y si se acerca a 2 por la derecha—4% < 0, o sea
4—x?> -0 por valores negativos. Adérs como %+3— 13> 0 cuandox tiende a 2, entonces



302 Cagitulo 10. LIMITES Y CONTINUIDAD

aplicando el resultado que se acaba de plantear se tiene

im X+3 © im S5X+3 oo
x—2+ 4—Xx2 y x—2- 4—Xx2

Ejemplo

Hallar fm X=8y tim *=8
Xx—3t X — 3yX~>3’ X — 3
Comox — 8 — —5 < 0 cuando x — 3y razonando como en el ejemplo antesier 3 — 0 por
valores positivos st — 31 y x — 3 — 0 por valores negativos gi— 3~ entonces
X—8 X—8

Iim = —o lim = 4o
X— 3t X—3 y X—3~ X—3

Ejemplo

3 _
Hallar fim Lsxzs
x—1 (X _ l)
Comox® +3x— 8 — —4 < Ocuandox — 1y (x — 1)2 — 0 por valores positivos cuando— 1,
bien sea por la derecha o por la izquierda, entonces

. x34+3x-8
lim ————— = —
Xx—1 (X _ 1)
Los resultados anteriores se utilizan taembén el a@lculo de Imites cuandx — 4+ 6 X — —o en
funciones de la formd (x) /g (x), despiés de realizar algunos cambios en esta fmci

Ejemplo

x4+ x?+3
Hallar fm ——Wb——
X— 400 X+ X
Dividiendo entrex*, que es el termino que tiene la mayor potencia a la que esta elgyvatia
numerador y denominador, la expi@sise convierte en:

1 3
1+*+*4
23

. 3 1 1 .
xﬂTm 1+ 2 + i 1>0vy 2 + 3 0 por valores positivos, cuando— —+ o, pues

cuandox — oo es positivo
Ejemplo

Hallar lim X2 452 41
x—Tew 2x52 + xU2 1 2
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Si se divide numerador y denominador ent?& , que es elérmino que tiene la mayor potencia a
la que esta elevada se tiene:

1 1 1
[im X2 4 512 + 1 = lim —+; w2 1 luego
x—tow 2002 L xU2 £ 2 x—+o 1 2 2 g
X X
x—+o 2x5/2 4 xl2 4 2 2
Ejemplo
Hallar lim xVxt+ x¥? + 3
x—+o  TX3 4+ x3/2 4 x
Si se divide numerador y denominador entfese tiene:
1 1 3
X Vx4 + x¥2 4 3 @B T ez T 0
= lim = - = 0 luego
x—+o0o  TX3 4+ x32 £ x xohe 1 1 7
T T
xVxt+x¥2+3
x—+eo  Tx3 4 x32 4 x
Ejemplo
HaIIarX Iirp VX+4 — X
VXF A+ VX)
Iim X+4 —/x= lim (\/x+4— x) (
(Jim v vx = lim, VX) (TxF A+ )

im SF4=X i 4 =0
x=to X+ 4+ X x=Fe X+ A4 X
Iirp VX+4 - /x=0

X— 400

pues luego/ (x + 4) + /X — +o cuandox — + o, ya que suma de funciones que tiendanaa,
tienden at o y suma de funciones que tiendan-&e, tienden a— .

En el ejemplo anterior ocurre que &hite es de la form@+ o) — (4 ) y da cero, pero esto no
siempre ocurre, como se ilustiagn el siguiente ejemplo.

Ejemplo

3
X 2

Hallar lim > — X
X— 400 X4 + 1

Este Imite tambén es de la formé+ ) — (+ ) pero:

) X3 —x2(x2+1) x3 — x4 — x2
—x%2) = lim = = - =

X
[im m
x—+o \ X241 X— o0 x2+1 x—+w X241
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Ejemplo
Hallar fim _xrl
X—=o /X2 + X+ 2
lim x+1 lim 3x+1 — lim Ax+1
xow XZpxt2 Ko 1 2y 1 2
X2<1++2> |X] 1+§+ﬁ
X X
. 3xX+1 -
lim - = —3 (|x] = —x, yaque x < 0 puesx tiende a — »)

X— - 1 2
—X 1—1-*"‘1‘*2
X X

10.5. LIMITES DE FUNCIONES TRASCENDENTES

10.5.1. Continuidad de las funciones trigonorgtricas

A. Para demostrar la continuidad deflx) = Sen »es necesario primero demostrar la desigual-
dad|Sen X < |x| paratodax real

En efecto: Considerando inicialmente el caso 8 < n/2 y comparando dérea del sector circular
determinado por ehngulox y el area del ti@ngulo con base 1 y altu®en xcomo se aprecia en la
figura 10.14 , se tiene que:

y
X4y =1

FIGURA N° 10.14

Area A OPQ < Area del sector circular PQ

es decir,
Senx

X
1. —/— < =
2 2
Considerando que la fur@m Sen xes impar, se puede verificar qugSen X < |x| para
— n/2 < X < 0,y considerando el comportamiento &&in xen otro intervalo se puede mostrar que

en general]Senx < |x| paratodo.

entonces Sen x< X.
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B. La funcibn f (x) = Sen x es continua ex = a para todea € R.
Para ver ello, basta con mostrar CLlilE;lSenX: Senaes decir, de acuerdo a la defidinj hay
que demostrar queSenx— Senéd — 0 cuandx — a.

En efecto:
X+ a X —a
2C —— S R
2005 (*5%) sen(*5°)

fom (59 fn(15) < ) 525

= |x—a]

0 < |Senx— Send

es decir 0< |Senx— Send < |x— a|ytomandoh (x) = |[x—a| y g (x) = 0 que tienden a cero
cuandax — a, entonce$Senx— Send — 0 cuandox — a, luegof(x) = Senxes continua er = a
puesxlrr;Sen x=Sena

Ejemplo

f (X) = Cosxes continua para todm € R. Para mostrarlo se represe@as xcomo:

Cosx= Sen((1/2) — x), y puesto que tanto la furm Sen xcomo la funcdbn 77/2 — x son con-
tinuas, entonces la compue&tar{r1/2 — x) = Cosxes continua, o de otra forma

l[im Cosx= lim Sen(g— ) = Sen(lim (E—x» (por serSen xcontinug

X—a X—a x—a \ 2

= Sen(%[ - ) (por ser (11/2—x) continug = Cos a

Ejemplo

., Senx ,
La funcion Tanx = Cosy &S continua eR— {(2n+1) n/2|nec Z}

PuesSen xy Cos xson continuas en todey Cosx= 0 para todos log de la forma(2n + 1) n/2
paran € Z.

¢ Donde son continuas las funcior@stx, Secxy Csc X.

Ejemplo

" x?+1 1
LafunconSen(\/x2+3x) + Tan <m) + Sec(x>
X

es continua ex = 3 pues

x2+1 1
li S 243 T S —
lim { en(\/x + x) + an<m> + ec<x>]
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241 1
Sen(l’lm3 v/ x2+3x> + Tan (Iim Xt ) + Sec(l’lm x>
X—

x—3 y/X+6
Sen<\/18) + Tan (130> + Sec(é)

teniendo en cuenta la continuidadyes 3 de todas las funciones que componen la expresi

10.5.2. Limite trigonomeétrico basico

. Senx
fim — =1
Xx—0 X

El calculo de esteiite requiere una ilustra@n geonétrica basada en las definicionesatgulos

en radianes y de funciones trigonéiricas por medio delicculo unitario.

y
x2+y2= 1 Q
R
Tanx
< Sen X
X
0| Cosx P

FIGURA N° 10.15

Se consider@r solamente el casoQ x < n/2
De la figura 10.15 se puede concluir que:
Area del tranguloORS< area sector circulddPR < area del t@nguloOPQ

CosxSenx X Tanx
T e Do

2 -2 2

= CosxSenx x < Tanx

(dividiendo entreSen x> 0, pues < X < 17/2)

1

= Cosx< —— S
Senx — Cosx

y puesto que en laltima desigualdad las tres expresiones son mayores que cero, tomanedsos

Ccos se tiene que:
1 Senx
—— > —— > CosX
Cosx X
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Y por la continuidad de la funéh Cos % se tiene que cuando— 0"
Cosx— 1 vy 1/Cosx—> 1; por tanto aplicando el teorema del emparedado se concluye que:
Senx
lim — =1
Xx— 0+ X
Usando el hecho de que la fudniSen »es impar se consideraelcase /2 < x < 0 (0 < —x < 11/2)
obteniendo como resultado

. Senx
Iim — =1
Xx—0— X
Ejemplo
. Semx
lim =aqa
Xx—0 X

En efecto: Haciendp = ax, cuandax — 0, a x — 0, es deciru — 0y ag, inicialmente se tiene
que:

Iim Senax = Iim 7Senu =1
x—0 ax u—0 U
y utilizando este resultado entonces:
., Sermx ., Sem x . Semax
Iim = |lim a = qa lim =a.1l=a
x— 0 X x—0 ax x—0 ax
Ejemplo
1-Cos
I X_o
x—0 X
_1-Cosx . (1—CosX (1+Cos¥ . 1-—Cosx
Iim —— = lim = =
x—0 X x—0 X (1+ Cosx x—0 X (14 CosX
) Serfx . Senx Senx
=Im —— = Iim ———
x—0 X (14+Cos¥  x—0 X (1+ CosX
., Senx , .
= |lim ——. Iim Senx lim ——
x—0 X x—0 x—0 14+ Cosx
1
=10 (=) =0
(0 (3)
Ejemplo
, 1 - 2Cosx 1
im ——M = — —
x—T  TT—3X V3

Haciendo el cambio de variable= x — 11/3 (x = p + 11/3) se puede apreciar que cuando
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x — 1/3, entoncegt — 0y as:

n
. 1-2Cosx 1—2C°S<§+”)
x—7 - H— _ =
: m-3 (3 +”>
1-2 [COSECOS[J — Seng Sem}
= lim 3 3
[J~>0 _3u
~ fim 1@ (1/2) Cosu + 2 (V3/2) Seru
o u—0 —3I,l
_ Ll i-Cosu 1. v3Sew o V3 _ 1
3 p—0 u 3 pu—0 u 3 V3

10.5.3. Funciones Exponenciales y Logamicas (continuacbn)

Paraa > 0, definiend@® = 1,a"=a.a...a (n—vece$,a "=1/a", al/" = yaqueda defini-
da para cada > 0 una funcdn f (x) = a*, para todo< racional.

A partir de estas definiciones se demuestran propiedades para egha fimgariable racional tales
como:aP > 0. paratodaa, aP*9 = aPal. aPd= (aP)9. a* creciente para > 1y decreciente
para
0 < a < 1.Y puesto que es inyectiva existe su inversa para cag&sta se conoce como logaritmo
en base &”, por tanto

log, x=y & x=a¥

y esta funddn, como inversa de la exponencial, posee propiedades como:

log,1 = 0;
log,a=1
log, (uv) = log, u + log, v
log, (uiv) = log,u — log, v
log, uP = plog, u

log, x creciente para > 1y decreciente para@ a < 1

log, X inyectiva paratoda > 0 a # 1

log, x = :;ngx yaX = bXlo%ba

Opa

El problema es que hasta aqu las funciones exponenciales, ni las |dgaicas esin definidas
en tramos continuos de la recta real, pues hasta ahora las hemos definide @2y no parax € R
razon por la cual inicialmente se ampléala definicon def (x) = a* para cada > 0, a todos los
X reales, para lo cual solo falta defiré parax irracional. Para ello recuerde que uianmero cuya
representadin decimal es finita, es urumero racional, pues aut@ticamente esta representates
peribdica, ya que se supone que a su derecha van infinitos ceros.

Seax un namero irracional con representacidecimal (no pe@dica)x = a.a;azaz ... donde los
a; son dgitos.



10.5. LIMITES DE FUNCIONES TRASCENDENTES 309

Observe que para cataconay # 9 se tiene que:

P =a.adp...a < X< aad ... (a+1) = g dondea+ 1 ocupa la posicin delay y los
Pk Y Ok son racionales.

Ademas entre ras grande sela, py Y gk difieren menos dg. Asi se han construido dos sucesiones
de rimeros racionale@x) N > (Gk) ke tales que:

lim pr = x y lim g =X
k*)OO k~>00

Es decir, todo aimero irracional se puede representar coimité de una sucesn de rumeros
racionales (por exceso y por defecto).

Ahora como para cualquier> 0, y cualquierg € Q, a% est definido, entonces gies un fimero
irracional, corx = lim ¢, entonces se define
n—oo
X

= lim a9

n—oo

a

Queda definida para cada> 0, la funcbn f (x) = a*, conx € R, y las propiedades consideradas para
el casox € Q se cumplen tambhn parax € R, y puesto que es inyectiva con domitioy recorrido
R™, entonces tiene inversa con domimd y recorridoR, y ad para cada > 0 queda definida la
funcion logaritmo para toda € R*, funcion que satisface tantm las propiedades enunciadas para
el caso restringido.

Especial integs presenta en matéticas el estudio de las funciones exponencial y libgdea en
base€ donde€ es un fumero definido como elrite de la suceén

n
€= lim <l—|—1)
n— oo n

Se puede demostrar que para cualquier valon d& expresbn (1+ 1/n)n es mayor que 2 y
menor que 3 y que la sucési es creciente, pero crece en forma lenta,pas ejemplo paran =
1000, (1+1/n)" es igual a 2.7169, pam = 10.000 es igual a 2.71826, para= 1.000.000 es
2.71828, para = 10.000.000 es 2.718281. Tan#m se puede demostrar que ehrero Imite de esta
sucedbn es irracional y es aproximadamente igual a:

€ = 2.718281..

El logaritmo en bas€, o sea la inversa de la fur@ei f (x) = €* se llama logaritmo natural y se nota
por In :
InX = loge X

Con esta definiéin de€, la funcibn exponencial en ba& €* se puede representar como:

. 1 ny X . 1 nx ] X k
e = (Ilm <l+> > = lim <1+> = lim <1+7)
n— oo n n—oo n k— oo k

estediltimo paso haciendk = nx, pues sh — +ow = k — +o (parax > 0)y 1/n = x/k
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NOTA

En forma nés general se puede definir éimero€ como

e= lim (L+g(x)Y9® si limgx) =0 6

X—a

. 1 g(x) ) i
e= )I(ina <1+ g(x)> Si )!m g(X) = 4o

10.5.4. Continuidad de la Funcbn Exponencial y Logaiitmica

1. Inicialmente se demostégue la fundn f (x) = €% es continua en 0, es decir,

Iirrg) e* = e® = 1o que significa quée* — 1| — 0 cuandax — O.
X—

Se tratad solamente, eimite por la derecha, o sea se considerar- 0, lo cual implica que,
por ser creciente la funmn, e > e® = 1,y a$ X —1| =e*— 1.

Para ello se requiere primero demostrar la desiguatael 1 + x paratodox > 0

e = lim (1+ir§)”

n— oo

, . , X\ N .
aplicando el teorema del b|n0m|o<d + ﬁ) se tiene

€ = lim <1+n();> +%n(n—1) (X)2+...> > lim <1+n§> =1+X

n— oo n n—+oo

luego(1 + x) < e*parax > 0.

Para demostrar que* — 1 — 0 cuanda — O se mostrax quee* — 1 > 0, puede ser tan
pequéo como se quiera, acercando suficientememteero. Para ello sea > 0 tan pequio
como se quiera. Tome= In (1 + €). Observe que, puesto quetle < ef =
x=1In(1+¢) <In (ef) = € (por sere’creciente) y dscuandos — 0, X — 0 (pues 0<
X < €)y aden@s

f—1=e"1%® _1-14ce-1=¢

es decie* — 1 se puede hacer tan pedioecomo se quiera, para valoresxdrles quex — 0.
2. f (x) es continua en todo € R, es decir ﬂn?o e* =ePosea
X—
|eX—e’| - 0 si x—b, yaque |e*—eP| = |eP(e*P—1)| =€P e P-1] >0
si X — b, pueshaciendou=x—-b, si x—b,u—0 yasd:
|eP (e P—1)| =€’ |(e"—1)| = 0 (si u—0).

3. f (x) = a* es continua para todm > 0.

En efecto:f (x) = a¥ = eX!"?y puesto que Inaes continua (constante pory la exponencial
en basee es continua, entonces’ = €X' que es la compuesta de estas dos, tamieis
continua.
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4. f (x) = log,x es continua para todoe R, es decir, ilrrg) log,x = log,b ©
X—
|log,x — logyb| — 0 si x—b yadenas |log, x—log, x| :Ioga)—l; ) "0951%‘ — 0
si x— b.
Para ver esto, sga= log, x/b = a¥ =x/b, ysi x—b = x/b—1

=a —-1=y—0 = log, (x/b) — 0.

Ejemplos

1. |’|rnz eSX+4 _ e(5)(2)+4 — el4
X—

2. lim e¥*3 = €3
x—0

3. I’|m2 logs (2x+5) = logs 9
X—

4. I'mg) In (x4 10) = In 10
X—

5. lim In (x2+5x+1) =In(1+5+1) = In7
X—
10.5.5. Limites basicos para funciones exponencial y logémica
e -1

lim =1
x—0 X

In (1
im MEE® 0 1+ a9 = In <I'|m (1+ax)1lx> —In@E) =a
x—0 X Xx—0 X—0

(por la continuidad del logaritmo y la nota al final de 10.5.3). Luego

lim In(1+ax) _a
X—0
Ahora haciendo el cambio de varialle= e* — 1 (x = In (u + 1)) se puede apreciar que cuando
x — 0 entoncest — e® — 1 = 0, (por la continuidad de la furimh exponencial), luego

-1 u 1 1

e
lim =Iim — =1Ilm —=-=1
x—0 X p—0 In(p+1) p—0 In(14+pu) 1

u
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Ejemplos
X _

1. lim a’—1 =Ina

x—0

aXx — (exlna _ 1) (exlna _ 1)
puesto que—— = = Ina
X X xIna
entonces
X _ exlna -1
lim 2 1 = lim ( ) Ina = 1.Ina = Ina(haciendgu = x In a), luego
x—0 x—0 xIlna
-1
lim =lIna
x—0
I 1

> fim 0% (l+by b

x—0 X Ina

haciendo el cambio de base se tiene que

In (1
log, (1+ bx) = In (1+ bx) y entonces
Ina
I 1 In (1 1 In (1
[im og, (1+b% = lim In (1+b% = — lim In (1+b% = b
x—0 X x—0 Xlna Ina x—0 Ina
luego
im log, (1+ bx) _ b
x—0 X Ina

3 fim MX=1 1

x—e X—e e

haciendou = x—e cuando x — e, u — Oy as:

In(u+e —Ine

u

1
] |n<1+eIJ>_1

u e

Serfx

L _ ()@ (1/2) = 1/2

., Inx—-1 ., Inx—1Ine ;
[im = | —— = lim
Xx—e X—e X—e X—e u—o0
u+te
In { ——
. e
= Iim ———~2 = Iim
u—0 u u—0
e’ — Cosx
4. Calcular im >
X—0 X
Ya que
2
., eX— . et —-1
lim — = i =1 (u
x—0 X p—0 U
fim 1—Cosx - 1-Cosx -
x—=0 X2 x=0 X2 (L+Cos¥y  x—0 x2 (1+Cos¥
., Senx ., Senx
= Iim — . Iim —— -
Xx—0 X Xx—0 X

x—0

1+Cosx:
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entonces:
lim eXZ—Cosx: lim e -1+ 1—Cosx
x—0 X2 x—0 X2
= lim eX2_1+ lim 1= CO0SX_ 1412 3 luego
x—0 X X—0 X2 2 2
lim e’ — Cos x:§
Xx—0 X2 2

10.5.6. Limites de exponenciales generalizadas

5 g(x)
fim 709

en los casos en que tenga sentido, para caldatétels de este tipo, se utiliza la propiedad de cambio
de base en exponencia® = e®'"2, paraa = f (x) > 0y parab = g (x), es decir,f (x)g(x) =
9 Inf(x) y también se utiliza la continuidad de la fubci exponencial.

Ejemplo
Sl)!l_rnl fx) =A>0 vy Xll_rgg(x) = B entonces
lim f(x)g(x) — lim 90 i) _ oMoty _ BinA _ AB
X—a X—a

Ejemplo
1 X+1 1
[im = -
| <x21> 4
ues Im ——— = lim _1 lim x4+ 1 =2
P xﬂlxz—l_xﬂlx—i—l_zyxﬂl o

luego aplicando el resultado del ejemplo anterior se tiene que:
Xx—1 x+1 1 2 1
o <x2 - 1) - (2) =g lvew

X_l x+1 1
>|<|—r>nl <x2—1> T4

Ejemplo

lim (14 Seny* = e

Xx— 0t
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En efecto:
lim In (14Seny
lim (1+Seny¥* = lim exn@+Seny _ gor

Xx—0t x— 0t

—et==¢e

ya que multiplicando y dividiendo el limite a calcular enfen xse tiene que:

., In(1+4Sen ., Senx |, In (14 Sen
lim NA+Seny . Senx . In(d+Seny 1)) =1
X—0F X x—0t X x—0*t Senx
luego
lim (1+ Seny¥* = e
x—0'+
Ejemplo
lim x mx = @
x— 0+t
ya que:
lim Inx
lim X% — lim enx(mz) = eco- ™ — gl — @
X— X—
Ejemplo
Iim = X2+5 ’ = 4o
x—+o  \ X+1 N
5
como im X +5 = |im 1+P—+oo im Xx= 4o
X— 00 X+1 T xow 1 1 - y X— + 00 -
x
entonces «
im (X3}~ ja
X— + 00 X+ 1 o
Ejemplo
2
X+3\"
lim =0
X— o0 <2X+ 5)
X+ 3 1 , 5 , .
yaque im — y Ilim x* = +o yadendas ima*=0 siO<a<1l observe

T x—te X432 X— 4 X—00
su g@afica
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Ejemplo
2x
lim <1— 3) =ef
X— + 00 X
3\ & 2xIn <1—3> lim_2xIn (1—3>
lim (1— ) = lim e X) =" X
X— 400 X X— 400
; 2—3X| <1 3> 6 Iim In (1—3/X)
im 2. n - = T Xt
—g " -3 e R CT2Y
= e ° (haciendoy = 3/x), portanto
3 ZX
lim (1— > S
X— 00 X
Ejemplo
1
Iirrg) (Cosx Senx= 1
X—
1 1
Iing) (CosX) Senx= I’mg) (1+ Cosx— 1) Senx
X— X—
1 Cosx—1 1
= |’mz) (1+ (Cosx— 1)) Cosx—1 1 Sen x
X—
1 Cosx— 1
— |’m?) (1+ (Cosx— 1)) Cosx—1 Senx = e0=1
X—
puesto que
1
lim (1+ (Cosx— 1)) Cosx—1 =¢ vy
X—
Cosx—1
-1
im CSX"1_ym —x  _0_, por tanto
x—>0 Senx x—0  Senx 1
X

lim (Cos &ﬁx =1
x—0
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EJERCICIOS

n
y Seaf(x) o ax"+ .. 4 a

g(x)  bxM+4 ...+ b

demuestre e ilustre con ejemplos que:

f (%) { a/b si. m=n

im —= =< 0 si n<m
=t g(x) 4o —00 Si nNn>m

Il. Las siguientes afirmaciones son todas verdaderas, ilustrarlagscoples

a Si Im f(x) =+ y )!'lrr‘]ig(x) =C = )I(in1af(x)+g(x):+oo

X—a

b) Si Iim f(x) =—c y Iimg(x):c:>)l(i_r>r‘|51f(x)+g(x):—oo

X—a X—a

c) Si X“”; f(X) =+ y )!m; g(x) =c, c# 0 entonces:

.Si c>0, Iim f(X) g(x) = +o

X—a
ii. Si c< 0, Iim f(x)g(x) = —

X—a

d) Si Iim f(X)=+wy X”T g(Xx) =c # 0 entonces

X— 400

) [ +wsic>0
Xuwa(X)'g(X)_{ —osic<O0

e) Si Xﬂrpm f(X) =—0 y xﬂTm g(x) = c# 0 entonces

) —o sic>0
XEwa(X)'g(X) = { 4+ sic<O

f) Si Iim f(x)=+4c y Xlirp g(X) =40 = lim f(x)g(x) =+

X— 40 X— 4
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[Il. Hallar el valor de los siguientegnites:

1.

11.

13.

15.

17.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

31.

33.

. (x+h3=x3
im ——————
h—0 h
fim x3+1
x—1 X2—|—1

XM —
lim
x—1 X1 —1

Sen(x + h) — Senx
h—0 h

lim Senx— Cosx
m 1-—Tanx

X— —

4

)!I_% Cot 2xCot (11/2 — X)

Cosmx— Cosnx

lim
X—0 X2
. ArcSenx
Iim
X—0 X

2
im
x—1 Senmx

ed X _ eBx

lim

x—0 Sema X — Senfx
IX| +|4x — 1| + |x+ 4|

lim
X— 4 00 X
., Coshx—-1
lim —
X—0 X
] 2X2 +3x— 4
Iim

X— + 00 1/x4 + X2 + 1
XIiT (Sen\/er 1- Sen\/?()

10.

12.

14.

16.

18.

20.

22.

24.

26.

28.

30.

32.

x2—(a+1)x+a

lim
a X3 _ a3
. X" — yn

Iim y
X—Yy X — y

X1/m _ al/m

im ———
X—a X—a

. X2 —1
Iim

Xx——1 X2 4+ 33X+ 2

lim ! + 8
x—-1\x—1 1-—x3
. X2+ x+1
im ———
Xx—4 X+ 1
Cosx— Cosa
X—a

lim

X—a

X
Iim (1 — x) Tan—
xLl ( X) 2

1— Sen(x/2)
X—TT m—X

., Tanx— Senx
Iim ——
X—0 X

. ArcTan2x
Iim —

x—0 Ser3x

Iim

Iim —
x—+o 104 X/X
X + Senx

im —

x—+00o X+ COSX
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eSean o eSenx

35. Iim
Xx—0 X
.1 1+ x
37. Iim = 1In +
x—0 X 1-x
eX _ g X
39. Iim ——
x—0  Senx

IV. Demostrar que:

X
1

1. lim < X ) =
x—+o \ 14X e

X 1 2x—1
3. lim (+> = eb
X—+o \ X—2

Senx B

5. [im

X—+o X

7. lim (Cosy¥* = 1/\/e
x—0

9. lim xSen(1/x) =1

0

11. [im 2x — 300Cosx= +

X— 400

Xx+1
. 1 X
36. Iim 1+ -
X— + 00 X

38. lim x++v1-x3

X— 4

1 X
X— 40 X

4. Iirrg) (1+Tan\2/§<)1/2": Ve
X—
Senx

6. Iim (Senﬁ x—Senx_ 1
x—0 X e

8. lim xSen(1/x) = 0

10. lim X/2 + Senx= +

X— 400

V. En cuales de los casos que a contindecse dan, se puede determinar

sin mas informaadn sobre las funciones.

a) lef(x):o, Jﬂg(x):?
b) )!er‘]if(x):z )!er;lg(x):o
C) )!’Ln(]if(x):o, )!Ln(]jlg(x):o
d) lim £ () =0;  [img()=+c
€) )!ILT; f (X) = 4o0; MT; gix)=0
f) lim £ (x) = +e;  |im g(x) = —eo
Q) lim ()= —w; limg(x=0
) fim £0g=1;  fimg(x) = +o

H g(x)
fim 10¢

VI. Se pueden concluir las afirmaciones siguientes? Justificar suestapu

A Si,im_ 109 = += y Jin g9 =0

= lim f(x)g(x) =0

X— 0
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b) Sixl_'[rrw f(X) =40 y XET«J g(X) =40 = Iim [f(X)—g(x)] =0

) SlxﬂTm f(X) =+ y Xﬂrpmg(x) = —00 = Xﬂrrw m — o
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DERIVADAS

Si bien es cierto que a partir del conceptoideaite se ha podido obtener informéanisobre el com-
portamiento de una fun@n en un punto y en una vecindadé&eesta informadin resulta incompleta
si se pretende indagar alg@msobre la curva en dicha vecindad, por ejemplo si se requiere saber ¢
es suindice de variadin, siésta sube o baja, si eSricava 0 convexafmhde presenta puntos extremos,
entre otrosEstos aspectos se pueden estudiar a partir del conocimiento deitendspecial llama-
do la derivada de una furiim. Este concepto se convierte en una valiosa herramienta para describir
fenbmenos y para analizar resultados que se presentarea tfavecuaciones que representan curvas,
siendo imprescindible en casi todo trabajo de matéra aplicada.

11.1. INTRODUCCION AL CONCEPTO DE DERIVADA

11.1.1. Velocidad Instanfnea:

Suponga que una patila se desplaza a lo largo de una recta con una velocidad que no est®ns
es decir, que vaa con el tiempo. Se&(t) la posicdn de la paitula t segundos deses de haber
iniciado el movimiento. En el tiempig la paricula se encuentra en el puBtty ) sobre la recta, y en
el tiempotg + hconh € R, se encuentra en el purdto + h). (Figura 11.1).

to S(to)

to+h S(to+ h)

FIGURAN° 11.1

Como la velocidad no es constante entonces en los puntos comprendié&(énty S(to + h) la
parficula va a diferentes velocidades. Recordando que cuando la velesdastantésta es igual

321
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al espacio recorrido dividido entre el tempo que demora ldqaat al recorrerlo, al tomar el espacio
S(to+h) — S(to) y dividirlo entre el tiempo que demora la partla en recorrerlo:

(to + h) — to = h: se obtiene no la velocidad con que la fara recorre este tramo, puesta no es
constante, sino la velocidad media que lleva laipaka cuando lo recorre, por tanto

S(to+h) — S(to)
h

Ahora la pregunta es: A @uwelocidad pasla partcula en el tiempdg?, o dicho de otra forma, al
es la velocidad instaanea en el punt8(ty)?.

Velocidad media=

Aln cuando la velocidad en el instatges constante, no es posible aplicardenfiula de velocidad
constante para calcularla, pues no se dispone de un tramo de espasicéptalcula en un punto)
ni de un intervalo de tiempo (pues se calcula en un instante dado). Estadsitsacpuede obviar

considerando el tramo de espa8i¢to + h) — S(tp) y el tiempoh que se demora en recorrerlo.

Asi el cocientes(to +h) = S(to)

, aunque representa la velocidad media en ese intervalo de tiempo,

a medida qué se haga ras pequio, el puntdS(ty) y S(to + h) estaén mas cercanos y esta veloci-
dad media se aproximarcada vez i@s a la velocidad insta@mtea buscada, llegando a ser exactamente
ella, en el caso ideal en qhe— 0, es decir:

. . , . ., S(tg+h) — S(t
Velocidad instarinea en el tiempgt= rlllr% (o + i] (to)

11.1.2. Pendiente de la recta tangente a una curva en un punto

Se parte de la idea intuitiva que se tiene de lo que significa recta tangentearvaan un punto
y lo que significa recta secante a una curva. (Figura 11.2)

Tangente
Tangente

Secante

Secante Secante

Secante

FIGURA N° 11.2

Ahora seay = f (X) una funcon y Ry = (%o, f (x0)) YPL = (X0 + h, f (X0 + h)) dos puntos
sobre la curva que represerft@x). Considere la rect¥ secante a esta curva en los purflgs/ P,
(Figura 11.3).
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FIGURA N° 11.3

Como se tienen dos puntos sobre la recta, se puede calcular su perdifer¢e¢ia de ordenadas
sobre diferencia de abscisas):

f(xo+h) —f(x) f(X+h) - f(x)

M = =
Xo +h—Xo h

De la misma forma se puede calcular la pendiente de cualquier recta secésta, srta la curva

en dos puntos. La situdmi problenatica para hallar la pendiente de una recta se presenta cuando
solamente se conoce un punto de ella, pues no es posible hallarla derestaHste es el caso que se
pretende trabajar, es decir hallar la pendiente de la tetstagente a esa curva en el puRgo

Para resolver este problema cosihse las rectas secarnitgsL,, L3 ... que pasan por los puntos
Pb=(x+h,f(x+h)),P=(x+hy,f(X+h)),Ps=(Xo+hs, f(x+hs)),...res-
pectivamente y que adérs pasan por el puni® = (xo, f (X)), siendoh; un nimero muy cercano
a cero para todo, el cual esté@x mas pbximo a cero a medida que el $obicei sea nas grande
(Figura 11.4).

L

P3
P 1

4

L3
Lo

L1

|

: I I

' [ : :
| I I I
I I I I
I I I I
| | | |
Xo Xo+h3 xg+hy Xo+hy

FIGURAN° 11.4

Observe de la figura 11.4 que a medida huse acerca @&s a cero, el puntoxy + h;, f (xo + h;))
se acerca @s al puntd? y la rectal ; tiende a confundirse con la recta tangdnteoincidiendo con
ella en el caso ideal cuantlo— 0, es decir,

f(xo+h) = f(x)
h

Pendiente de la recta Tangente en t!imo pendiente i, = rl]’lrrg)
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Ejemplo
Un objeto recorré (t) = t2 + 2 metros en los primerdssegundos.
a) Cuanto espacio recorre entre= 2yt = 2.1 segundos?
b) Cual es su velocidad media en este intervalo de tiempo?
c) Cual es su velocidad media entre- 2yt = 4 segundos?
d)

Cual es la velocidad en= 3 segundos? En= 4 segundos?

e) En que instante la velocidad es cero?

Del numeral 11.1.1 se tiene que:

a) Entret = 2yt = 2.1 segundos, el objeto recorre

S(21) —S(2)=(21)>+2—- (4+2)

(21)242-6=(21)>—4 = 441—4 = 0.41mts

b) Lavelocidad media entte= 2yt = 2.1 es:

S(to+h) — S(te)  S(2.1) — S(2)

h 0.1
_ (441+42) - (4+2) 041
01 =01 = 4.1 mts/seg
c) Lavelocidad mediaentte=2 y t=4es:
S(4) -S(2) 18-6 12
> =—— =5 = 6mts/seg
d) Lavelocidad en el instantg es:
lim S(to+h) — S(to)
h—0 h
luego ent = 3 segundos se tiene que:
_ 2 _
lim S(3+h) — S(3) — Iim (3+h)*+2-(9+2)
h—0 h—0 h
. 946h+h?2+2-11 . 6h+h?
=1lim = lim
h—0 h h—0 h
—lim h(6+h)
h—0 h

:rllir% 6+ h = 6mts/seg
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Ent = 4 segundos, la velocidad es:

(44 h)24+2—(16+2)
lim
h—0 h h—0 h

. 16+81+h?+2-18 _ 8h+h?> _ h(8+h)
= 1lim = lim = lim
h—0 h h—0 h h—0 h

:A'lng) 8+ h = 8mts/seg

€) Velocidad en un instante

S(t+h) — S(t) (t+h)24+2— (124 2)

Jim) h = Jim h
t2+2th+h?2+2-t>-2  2th+h2 _ h(2t+h)

[ = |Iim =Iim

h—0 h h—0 h h—0 h

lim 2t +h=2
h—0
luego la velocidad es 0 st 2= 0, es decirt = 0 segundos.

Ejemplo

Una pelota se lanza verticalmente hacia arriba desde el piso con una adlodaal de Gm/seg
Si el sentido positivo de la distancia, desde el punto de partida es hdlo& af espacio recorrido es:
S(t) = —3t? + 6t, siendo S la distancia recorrida por la pelota desde el punto de partjpl@dete
t segundos. Hallar:

a) La velocidad de la pelota transcurridos 2 segundos
b) Eltiempo que tarda la pelota en alcanzar el pun&s @ito

¢) La altura ndxima que alcanza la pelota

d) Eltiempo que tarda la pelota en llegar al piso

e) La velocidad de la pelota al llegar al piso.

Teniendo en cuenta que el movimiento sigue siendo heetilentonces:

a) Lavelocidad de la pelota én= 2seges:

S(2+h) — S(2) —3(2+h)2+6(2+h)—((—3)(4) +12)

im h =i h
i —3(4+4h+h?)4+124+6h4 1212
~ h—0 h
. —12h—3h2+6h
= |im
h—0 h

:A'II’TE) —6—3h = —6mty/seg
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b) La pelota alcanza el puntoas alto cuando su velocidad es cero, es decir

S(t+h) — S(t) —3(t+h)2+6(t+h)+3t2—6t

0=Ili =i
hT?) h hl—% h
— lim —3(t2 4+ 2th+ h?) + 6t + 6h + 3t2 — 6t
_h~>0 h
. —3t2 — 6th — 3h? + 6h + 3t2
= lim
h—0 h
o . 2
_lim ZOh = ShT e et _3hie— _6ta6
h—0 h h—0

luego—6t+6=0 < 6 =6t < t = 1segyadlavelocidad es cero transcurrido 1 segundo.

¢) La altura ndxima de la pelota ocurre cuande- 1seg, es decir,

S(1) = —3+ 6 = 3m, y ad la altura ndxima alcanzada por la pelota es de 3 metros.

d) La pelota llega al piso cuand®= 0, o sea, cuande 3t + 6t = 0, es decir,
t(-3%+6)=0 < t=006= 3t yad,t = 2seq, luego la pelota llega al piso al cabo de
2 segundos.

e) Sedin lo calculado eb), la velocidad de la pelota en el instahes:— 6t + 6, luego la velocidad
de la pelota cuando llega al piso€6 (2) + 6 = —6mts/seg

Ejemplo

Hallar la pendiente de la recta tangente a la cdir® = /10 — x en el puntd 1, 3). Del numeral
11.1.2 se tiene que la pendiente de la recta tangenté e3) es:

f(14+h) — f(1) 10— (1+h) -9

lim

. 9—-h-3 ., vV9-h—-3 v/9-h+3
=Iim —— = Iim
h—0 h h—0 h \/9—h+3
—fim ®-m-9 . -1 -1
“h-0h(v/9—h+3) h-0y9-h+3 6
Ejemplo

. 1
Hallar la pendiente de la curvia(x) = i1 en el punta 2, 1/3)

En la forma aaloga al ejemplo anterior se tiene que:
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. 1
Pendiente de la recta tangente a la curya) = i1 en el puntq 2, 1/3) es:

1 1
h—0 h h—0 h
3—(h+3) 1

M S ht3)h AT 3(ht3) 9

11.2. DEFINICION DE DERIVADA

Los problemas tratados en 11.1.1 y 11.1.2 llevaron a resultaddsgas en su presentaai el
incremento de una funan S(tp + h) — S(tg) para el problema 11.1.1f/(xo + h) — f (xo) para
el problema 11.1.2, dividido entre el incremento de la variaile/ (haciendo quéste tienda a cero.
Los limites de cocientes de este mismo tipo aparecen &mdm muchos problemas relacionados
con diferente§reas del conocimiento como lgita, materatica, econona, etc., ra@gn por la cual se
justifica un estudio detallado de ellos que es precisamente lo que se conetaeambre delerivadas
de funciones

Definiciones

1. Seay = f (x) una funcon y seaa un punto en el dominio dé (x), si existe elimite:

f(a+h) — f(a)
h

lim
h—0
entonces al valor nuatico deéste, se llama lderivada de f en el punto & se nota por

f'(a) O %(f(a) o) g(x)

a

2. Dada una funéiny = f (x) se llamafuncion derivada def (x), o simplemente laerivada de

f (x), a otra funcdbn, notada pof ' (x) 6 dx definida como:
. f(x+h)—f(x)
! —
Fx) = Jim, h

en los puntox del dominio def donde exista esténhite.

NOTAS:

a) Note que la definién 1. es una definion local, que corresponde a la derivada de la famci
en un punto, y su resultado es uimmero real, y la definiéin 2. corresponde a una defirdini
global, que es la derivada de una furtiya no es un punto espéco) y su resultado es una
funcion.
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b) En la definicon 1. si se hace = a + h, es evidente que cuantio— 0, x tiende aay adenas
h = x — a, luego la derivada dé en el puntox = a se puede tambh definir como:

f'(a) = lim f(ath) —f(a) _ lim f(x) - f(a)
h—0 h x—a X—a

expresbn muy usada por algunos autores y que a veces conviene usar

Ejemplo

Hallar la derivada dé (x) = x? + x + 1 en el puntox = 2

2 1) — (4+2+1
f’(a):f’(z):“mM:”m (X + X+ ) (4+2+1)
x—2 X—2 X—2 X— 2
2 - J—
:|imLX6:|'|m (x+3) (x 2):”m X+3—5
x—2 X—2 X—2 (x—2) X2

Desde el punto de vista del problema 11.1.2, este resultado indica quediargerde la recta
tangente a la curva= x2 + x + 1 en el puntq 2, 7) es 5.

Ejemplo

Hallar la derivada de la fungn f (x) = x2 +x + 1

Observe que aduno se especifica nidmp punto, luego lo que se pide es hallar la fégmciierivada
f’ (x) de la funcon f (x), es decir:

o Hxh) - f(x) (x+h)2+ (x+h)+1— (x2+x+1)

/ _ Ve
00 = lim h = jim h
. X2+ 2xh+h?+x+h+1-x2—x—1 ,,  2xh+h?+h
= lim =Ilim ——
h—0 h h—0 h
h(2 h+1
— lim h(x+h+1) _ lim 2x+h+1=2x+1
h—0 h h—0

entonces la derivada de(x) = x? + x + 1 es la funddn f / (x) = 2x + 1. Con este resultado, si se
quiere por ejemplo calcular la derivada tiéx) = x? + x + 1 en el puntox = 7, es decirf / (7), se
tienequef ' (7) = 2(7) + 1 = 15. Sies por ejemplo en el punte= 2, se tiend '(2) =2(2)+1=5
(compare con el ejemplo anterior).

Ejemplo
Seaf (x) = |x|, hallarf ' (0), si existe

_ f(0+h)—f(0) .. |h[—]0]
/ . _ — Lt
(0) = [im h = m Jim T
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ahora como

. |h| ., h , ; |h| ) —h
im — = Iim - = lim 1 =1 [im —= |Iim — = -1
h—o+ h h—o0+ h h—0+ y h—o- h h—0- h

: . |h . - .
entonced ' (0) no existe, puer? Ilgth‘ no existe, ya que losrhites laterales son diferentes, por tanto

f (x) = |x| no es derivable er = 0.

Si se analiza gificamente la funéin (fig. 11.5), se observa que en el purte: 0, se presenta un
“pico”, al cual se le podan asociar infinitas rectas que se pudieran ver como tangentes conteiere
pendientes.

X
FIGURAN° 11.5
Ejemplo
Halle, si existe, la derivada de(x) = &/xenx =0
_ 3 3 3
£/(0) = fim FOFN =F(0) _ o VO+R-VO o Vh_ ~ 4o
h—0 h h—0 h h—0 h  h=0 (\%)2

no existe y por tantd (x) = ¥xno es derivable en

es decir, el im f(0+h)—1(0)
h—0 h

x = 0. (Figura11.6)



330 Captulo 11. DERIVADAS

FIGURA N° 11.6

Como se puede apreciar en la figura 11.6, la recta “tangente” a la €ywp= X en el punto
(0, 0) (vista comoimites de rectas secantes) tiene pendiente infinita (que no dsnera).

Ejemplo
Hallar la derivada de

f(x) = 2 six<l1
]l Xx+1six>1

a) Six < 1, entonces

. f(x+h)—f(x) . 2-2 .0 .
! _ — = — = =
oo =fim = ~lm =~ iy - mo-o
b) Six > 1, entonces
)= fim TXENZTO) e X+ D) =+ D) g by
h—0 h h—0 h h—0 h

f(1+h)—f(1)

c) f/(1) = lim , el cual no existe ya que lobites laterales son diferentes,
pues —0
 f(l+h)—f(1) 1+h+1-2 . h
hllrg+ h _hLO+ h hILO+ h Ly
lim (A+h)-f(1) _ im 222 — tim © = Iim 0=0, ad
h—0- h h—0- h h—o0- h —0-
0 si x<1
f’(x) =< noexiste si x=1
1 si x>1
NOTA:

En los puntos donde no hay derivada no siempre se presentan sitsaaialogas a las déx|,
(picos) o a las de¥x (tangentes verticales), sino que puede suceder &mthie la fundn no sea
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continua en esos puntos como se puede concluir del siguiente resultado:

Teorema
Siy = f (x) es una fundn derivable erxx = a entonced es continua en este punto.
Demostraddn:

Por hipbtesisf es derivable er = a, entonces eliinite:

lim f(x)—f(a)

o /
lim < a =f'(a)eR

para ver qud es continua e = a, basta ver que:

lim f (x) = f (a) esdecir,que im f(x)—-f(a)=0

X—a X—a
en efecto:
. o F(x)—f(a)
fim £(x) - f(a) = Jim — —— (x-2)
“iim 1= i a f’(a)(0)=0
X—a X—a X—a

Del tercer ejemplo se puede concluir que elipeaco de este teorema no siempre es cierto, pues
alli f (x) es continua en “cero” pero no es derivable en “cero”.

Graficamente, si una funin no es derivable en un purto= a, entonces en este punto se puede
presentar un salto o hueco (discontinuidad), o un pico (tercer ejemplogctéatangente en ese punto
tiene pendiente infinita (cuarto ejemplo). La existencia, garantiza en esequavidad de la curva 'y
pendiente nui@rica de la recta tangente en ese punto.

Ejemplo
2 .
_f x*+1 si x#0
F(x) _{ 30 si x=0
no es derivable er = 0, puesf no es continua en este punto, observe que estadfaes derivable
en cualquier otro punto.

EJERCICIOS

1. Siuna piedra se arroja desde el piso hacia arriba en forma veditaiha velocidad inicial de
10mts/seg y sis(t) = —5t2 + 10t, dondes (t) es la distancia recorrida por la piedra desde
el punto de partida a ldssegundos y el sentido positivo es hacia arriba. Hallar:

a) La velocidad media de la piedra durante el intervalo de tiem@o3t < 5/4
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b) La velocidad insta@nea de la piedra a log8de segundo.
¢) Cuanto tiempo tarda@r para llegar al punto as elevado?

d) Cual es la altura raxima que alcanzara piedra?

€) Cual es la velocidad de la piedra cuando llega al piso?

2. Un objeto recorré® + t + 2 metros en los primerdssegundos.

a) Cuanto recorre entre= 2yt = 3 segundos?
b) Cual es su velocidad media en ese intervalo?
¢) Cual es su velocidad en= 4 segundos?.

3. Hallar la pendiente de la recta tangente a la cdirga) = 2x® 4 3 en el puntq 1, 2).

4. Hallar la ecuadin de la recta tangente a la cugva= x> 4+ 1 que pasa por el origen.

5. Hallar sobre la dgifica dey = x? 4 2x + 5 el punto donde la recta tangente es paralela a

y=x-—1
6. Hallar la ecuadin de la recta tangente a la cusva= 1 — x2 en el puntg( 0, 1).
7. Hallar la ecuadn de la recta que pasa pd, 4) y es normal a la curva = x2.

8. Halle la ecuadin de la recta que tiene pendiert@/9 y que es tangente a la paola
X2 + dy = 20.

9. Usando la definiéin de derivada, halle las derivadas de las funciones:

a f(x)= 1, ycalcule f’(0) y f’(1)

b) f(x) :\/x+ , ycalcule f’(2) y f’(0)
c) f(x)=2x?>+3x, ycalcule f’(4) y f'(1/2)
d f(x)=x"neN

e f(x)=x¥"

10. Responda las siguientes preguntas:

a) Esf (x) = +/[x| derivable en x = 0?

b) Esf (x) = |x|(x—2) derivable en x = 0?

c) Esf (x) = |x| |[x—1| derivableenx = 0?enx = 17?

d) Esf (x) = |4—x?| derivable en x = 0?x = 1?x = —1?

11. Ellimite dado es una derivada. De&guncbn y en q& punto?

3 _ 3
2 lim 2(5+h)° -2 (5%
h—0 h
(3+h)>+2(3+h)—15
h

5 fir
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2

) iLmz X—2

. x34+x-30
UL S

. Cos(x+h) —Cosx
e lim

h—0 h

12. Hallar los valores day b tales quef ’ (2) exista si:

| ax+b si x<2
f(x)_{ZXZ—l si x>2

13. Hallar los valores day b tal quef ' (1) exista si:

F(x) = x> si x<1
] ax+b si x>1

14. Suponer qué’ (a) existe y con un cambio de variable adecuado, justificar si son verdaolera
no las afirmaciones siguientes:

a) f/(a): Iim M

X—a X—a
b)f,(a):tlmf(aJtht)—f(a)
C)fl(a>:r|]mf2(a+hr)1_f2(a)

fla+2t)—f(a+t)
t
f(a)—f(a—h)
h

d) t'(a) = lim

o f'(a) = lim

11.3. PROPIEDADES Y CALCULO DE DERIVADAS

Hasta ahora para calcular la derivada de una imeis necesario calcular uimite, lo cual no
siempre resulta inmediato. Afortunadamente, algunas propiedades déviddegue se tratan a
continuacbn, facilitaian este alculo, sin necesidad de recurrir, en la magate los casos, al uso de
limites. Las expresiones y resultados que aparecen en estas propisealgpone que sorlidas
donde ellas tengan sentido en el campo de loseros reales.

Propiedad 1. Derivada de una constante

Si f (x) = k(constante) entonces’ (x) = 0

En efecto:

f(x+h) —f(x) . k—k
P = r!Lo h N rlLo h I’!LO

=0

>IO
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Ejemplos
1. Sif (x) =5entonces ’(x) =0
2. Sif (x) = /mentonces '(x) =0

Propiedad 2. Derivada de la funcon idéntica

Sif(x)=x entonces f’'(x)=1

En efecto:
f(x+h)—f(x) . (x+h)—x . h
/ — e —_ =
P = “_>o h B rl|_>o h r!|_>o h 1
Propiedad 3. Derivada de una suma
La derivada de una suma de funciones es la suma de sus derivadesires
(f+9)(x)=f"(x)+9g"(x)
En efecto:
i f(x+h)+g(x+h)—f(x)—g(x)
=Iim
h—0 h
— lim f(x+h)—f(x) N g(x+h)—g(x)
h—0 h h
e FXHR)=f(x) o g(x+h)—g(x) )
=, h + lim = = /() +d(x)

Ejemplo
Sif(x) =a+xentonces’ (x) =0+ 1=1.

Propiedad 4. Derivada de una diferencia

La derivada de diferencia de funciones es la diferencia de susdasyes decir,
(f—9)(x)="f"(x)—g'(x)

Este es un caso particular de la propiedad anterior.

Propiedad 5. Derivada de un producto

(f9)'(x) = 7 (x)g(x) + f (x)g"(x).
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En efecto:
iy —rim FB X)) = (fg) () . F(x+h)g(x+h) - f(x)g(x)
(1909 =iy : = jm :
—lim f(x+h)g(x+h)—f(x)g(x)+ f(x)g(x+h)—f(x)g(x+h)
h—0 h
i FOO @) —g(x)) | gOxh) (1 (x+h) — £ (x))
h—0 h h
. Cg(xth) —g(x) | . o f(xth) — f(x)
= fim, 00 imy S0 fim g (x-e) fimy =
=1 (x) g’ (x) + 9(x) F'(x)
NOTA:
Como un caso particular, gi(x) = k, entoncegk f )’ (x) = kf’ (x)
Ejemplo
Sif(x)=a+bx+2entonced’'(x) =0+b+0=Db
Ejemplo
Sif (x) = x?2entonces '(x) = 1.x+x.1 = 2x
Ejemplo
Sif (x) = 5+ 4x + 8x? entonced / (x) = 4+ 16x
Propiedad 6. Derivada de la regproca de una funcbn
( 1 > 9
9(x) [9(x)])?
En efecto:
1 1
L) i 9Ot 9(%) _ 900 —g(x+h)
g(x) h—0 h h—0 hg(x+h)g(x)
L gx+h) —g(x) / 1
=—lim lim ——— = —g' (X
" h Mgxrnax — ¢ gxex
_—9'(x)
[9(x)]?
Ejemplo
Seaf (x) = = entonced ' (x) = — !
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Ejemplo
—(2x+2)
Seaf = —-——— entonced’ == =
. X2 +2x+3 ) (X2 + 2x + 3)?
Propiedad 7. Derivada de un cociente
[f(X)]’ _ g ¥ - fF(x)g"(x)
9(x) [9(x)]?

En efecto:

1] <) ] = gigrio gt o

)
F09 ¢ [_ 9'(x) ] _ 000970 _ g0 (0~ T (09" (%)
9(%) 9] e [gx))? l9(x))*
Ejemplo
Hallar f ' (x) si f (x) = gjr zi

(3+2x) (3—2x)' = (3—2x) (3+2x)'

f'(x)=

(34 2x)?
(B34 22)(—-2) - (3—2x)(2)
(34 2x)?
1
(3+ 2x)?
Ejemplo
7 _ 5.3
Sif(x)= 4x” - 28¢ + v2x entonces

X3 — 6x2 4+ 22

f'(x)=

(x® - 6x2 + 22) (47— 28¢ + \/Ex)' — (47 - 28¢ + v2x) (@ - 6 + 22)

(X3 — 6x2 + 22)2

(@ — 6x2 + 22) (28¢° — 842 + V2 — (47— 283 + V2x) (3¢ - 1)

(X3 — 6x2 + 22)°
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Propiedad 8. Derivada de funcon potencial (1)

Si f (x) = x"conn € Nentonced ’(x) = nx"~1

Cf(x+h) —f(x) . (x+h)"—x

/ _ _

P00 = fim, h =am h
. X"+ nhx""1 4+ (1/2)n(n—1) h>x"~2 4 ...+ h" —x"
_h~>0 h
_ fim nhx"~ 1+ (1/2)n(n—1) h2x"2 4+ . 4+ h"
~ h—0 h
i h(nx" 1+ (1/2)n(n—1)hx"=2 + ...+ h""1)
_h~>0 h

= lim nx" 14+ (1/2)n(n—1)hx""24 .. +h"?

=nx""!

Ejemplo
Sif (x) = 4x10 entonces f'(x) = (4x!9)" =4 (x'%)" = 4(100) x*® = 400x*°

Ejemplo
Sif(x) = gzj 3 entonces
i - (32) (42— (325 (24 2)
(3—x2)?
(3-x) (20— (-2 (*+2) 10
- (3-x2)? (3-x2)?

Propiedad 9. Derivada de funcon potencial ( 2)

Sif (x) =x""conn € Nentonced ’ (x) = —nx "1
En efecto: . )
_ 1 nx"— e
Vuw:u“Y:(W):—)@:—w”l
NOTA:

Las propiedades.18. y 9. se pueden resumir en:

Propiedad9’

Sif(x)=xP entonces f’(x) = pxP~lsipecz
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Ejemplos
1. Sif (x) = 2x Sentonces ' (x) = (2x %) = 2(x%) = —10x®
: x~3 4 x5
2. Sif (x) = 27 5x 2 entonces
£1(x) = (4+5x2) (x3+x5) — (x 3+ x%) (4+5x72)
(4+ 5x—2)?
(44 5x72) (=34 5x*) — (x 34 x%) (—10x 3
B (4+ 5x-2)2
EJERCICIOS
: 4x2 + 8x* ) )
1. SIf(X)—m, hallar f’(x) y f’(3).
_ 1/x — 3/x . .
2. Slf(x)_m, hallar f'(x) y f’(2).
3 1+4/%
3. Sif (x) =2+ - , hallar f'(x f/(1).
=243+ 5 (x) y f'(1)
4. Sif (x) = Cos3+ e* + 2'”1/7X, hallar f'(x) y f’(5)
. 4x + v/ 3x2
5. Sif = , hallar f’ f’(e).
) =M (x) vy t'(e)

Propiedad 10. Derivada de funodbn compuesta (La regla de la cadena)

[f(g(x))]’"=f'(g(x)) g’(x), donde se entiende que (g (x)) es la derivada dé calculada
eng (X).

En efecto:
Q)] = fim TOXEN) = (@00

i F@ ) — f(@(x) gxt+h) —g(x)
=0 h g(x+h) =g (x)

i F@X+h) = f(g(x)) g(x+h)—g(x)

h—0  g(x+h)—g(x) h

fim £ = 1@ o gx+h—g(x)
k—0 k h—0 h
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El primer limite del renglor{x) Se justifica haciendk = g (x+ h) — g (x), entonces si
h—0,k—0vy
g(x+h)=g(x)+k

NOTA:

Si y=f(g(x)) entonces%: f'(g(x))g’(x) = gzgz si y=f(u) y u=g(x).

Ejemplos
1. Seay (x) = (x*+x2+ 1)3, entoncesy’(x) = 3 (x* + x? + 1)2 (4x3 + 2x)
osi y(x) = (x*+x%+ 1)3, haciendoy = u® yu = x* + x>+ 1 entonces

dy dy du 2
ix = dudx = =3u% (43 +2%) =3(x* +x*+1)" (43 + 2x)

4 3 /
x3—1 x3—1 x3—1
2. Seay (X) = <2x3+1> entoncey’ (x) = 4 [2x3+1] <2x3+1>

_ {x3—1] [(2X3+l)3x2—(x3—1)6x2]:36x2(x3—1)3

23 +1 (2x3 +1)? (23 +1)°
o tambén:
(x) = u* donde u= X1 ad
yixy=us "1 Y
dy dydu s x3—1Y
/ o _
y(X)_dx dudx_4u 23 +1

(X1 Srxdo1y 3e(x¥-1)°
o\ 223+1 2¢+1) (23 41)°
3. Seay (x) = (x> +x+ 1)4 (23 —x+ 1)8 entonces

)= (0 xr 1)) (20— )"+ (4 1) (26 —x 1))
=4(x +x+1) (3X2+1)(2X3_X+1)8
+ (P +x+1)"8(2¢ -x+1)" (66° 1)

(x3+2¢) >+ (2x+2)*
(x3+2)*

4. Seay (X) = entonces

- (3 +2)? {(x3+2x)_5+(2x+ 2)4}/— [(x3+2x)_5+(2x+ 2)4} [(x3+2)2}/
X) =
y [(X3—|—2)2}2
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03 +2)°[-5(C+29 (3¢ +2) +4(2x+2° ()] - [(F+2) "+ (2x+2) 4 2( +2)"(3:)

(x3+2)4

Propiedad 11. Derivada de funadn potencial ( 3)

Sif (x) = xY", n e Zentonced ' (x) = (1/n) x¥/M -1

Para demostrar esta propiedad se toma:

X=X = (&7 yas 1= 0= 5 ()" = 2 (g(h(x)), con
g(x)=x" y h(x)=xY" porlotanto
g(h(x)) =g (x™ = (x}")" entonces
1=g/(he0) 1 () =n (x/)" " ()
- % (xHm) = m(lii/n _ (1/n) XU
Ejemplos:

1. Seay (x) = vx3 + x+ 1 entonces

y'(x) == (C+x+ 1) M 4 x4+ 1)
3 —1/2 (o2 _ dydu
(x°+x+1) (3x +1)_dudx

NI = NI

2. Seay (x) =+v1+u, con u=,/X entonces

siu=x3+x+ 1.

Q’:i}/@:}(l_i_u)—lﬁ}(x)—lﬂ: 1 1
dx  dudx 2 2 2\/1+\/7<2\/7<
3. Seay (x) = /u, con u=v(3-2v), v=x2 entonces
dy dydudv 1 1
/ = = ———— = — — — = — —
y'(x) = dx — dudvdx 2\m((?, 2v) — 2v) 2X Z\N(?’ 4v) 2x
= ;(3—4v)2x: ! (3—4x%) 2x.
2,/V(3—2v) 2,/x2 (3 —2x2)

Propiedad 12. Derivada del Seno

Si f (x) = Senx entonces f’(x) = Cos x
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En efecto:
£7(x) = lim f(x+h)—f(x) — Iim Sen(x+ h) — Sen x

h—0 h h—0 h
. Sen xCosht Senh Cos x Sen x

= lim
h—0 h
. —Senx1— Cosh) + Senh Cos x

= lim
h—0 h

= lim SenMJr lim @Cosx
h—0 h h~>0

=(—SenX (0) 4+ (1) Cos x= Cos x

Ejemplos

1. f(x) = Sen(x*+ 1) = Sen(u(x)), con u(x)=x*+1 entonces

f/(x) =h'(u(x)).u’(x)=Cos(u(x)).u’(x) = [Cos(x*+1)] 4x® si h(x) = Senx

2. Sif (x) =Serf(x) = (Senx>=u3, con u=Senx entoncescomo f(x)=h(u(x))
con h(x)=x% u(x)=Senx entonces
f/(x) =h'(u(x))u’(x) = 3(Sen ¥°Cos x= 3Sertx Cos x

3. Siy(x) = Serf (x2+x 3+ 1)*=u% con u=Sent t =v2yv=>x2+x3+1

entonces:

/gy = 9y _ dydudtdv ot
y' () =4 = du 5 dvdx = 4u (Cost)(2v)(2x 3x %)
= 4(Sent®(Cost) 2v (2x— 3x~*) = 4 (Sen¥) 3 [Cos ¥] 2v (2x — 3x*)
3
— 4(sen(x®+x+1)) Cos(x+x+1)" 2 (X +x?+1) (2~ 3*
Propiedad 13. Derivada del Coseno
Sif (x) = Cosx entonces f’(x) = —Senx

En efecto:

f (x) = Cosx= Sen(x+ m/2) entonces f'(x) = Cos(x+ m/2) = —Senx

Ejemplo

Sif(x)= Cos(Sen(x2 + 1)4>3 = Cos(Sen lﬁ‘)3 — Cos(Sent)® = Cos\? = Cosz= h,
Es decir,f (x) =h(z(v(t(u(x)))))
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entonces

fr(x) =h"(z(v(t(u(x))))).z"(v(t(u(x)))) v (t(u(x)).t"(u(x)).u(x).1

~Sen( Sen(x? + 1)4)3.3 (sen(x®+ 1)4)2.Cos(x2+ 1) a(2+1)°% 2.1
df dz dv dt du

() (&) (&) (&) (&)

Propiedad 14. Derivada de la Tangente

Sif (x) = Tanx entonces f’(x) = Seéx
En efecto:

Sen x
f (x) = Tanx= —— entonces

Cos x
, . (CosX(CosX — (Seny(—Seny Co$x+Serf’x 1
Pi0 = Cosx B Cosx - Cos’™x Secx

Propiedad 15. Derivada de otras funciones trigonoretricas

Usando la derivada del cociente se puede demostrar que:

Si f (x) = Cotanx entonces f’/(x) = —Csc®x

Si f (x) = Secx entonces f’(x) = Sec xTan x

Si f (x) = Cscx entonces f’(x) = —Csc x Cotan x
Ejemplos

1. Seay (x) = Tan(Serfx) = h(u(g(x))), con u=t?, t=Senx=g(x) y
h(x) = Tanx entonces

"(u(g(x)))-u'(g(x) g’ (x)
ed (u(g(x))) -2t -Cos x= [Seé (Serfx)] (2Senx (Cos X

(a) (5

Tar?/® (vV2x+1)

2. Siy(x) = Cos(3x12) ' entonces
Cos(3x + 2) [2/3Tan1/3\/ +1SedV2x+1(1/2) (2x+1)"Y?2
y'(x) =
[Cos(3x+ 2)]?

- [(Tar?/3y/2x+ 1) (—Sen(3x + 2)) 3]
[Cos(3x + 2)]?
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3. Siy(x) = (Sec(Sen)%)) Sen(ax+ b) entonces

y' () = [Sec(Sen )(2/3> Tan (Sen X 2/3) Cos x 2/® <— 2 x‘5/3>]
3
Sen(ax+ b) + Sec(Sen )(2/3> Cos(ax+ b) a

Propiedad 16. Derivada de la funabn exponencial (1)

Si f (x) = e*entonced ' (x) = &*

En efecto:
f (x4+h)—f(x) exth _ ex e (e — 1)
!/ —
P (x) = Jim h R i ) S
h _
:e"lime l:exlzex
h—0 h

En forma nés general se tiene:

Propiedad 17. Derivada de la funodbn exponencial ( 2)

Sif (x) =a* entonces f'(x) = (In a) - a*
En efecto:

f (x) =a*=e*"2 entonces f (x) = e9® = h(g(x)) con h(x)=¢& yad

f'(x)=h'(g(x))-g’(x) =e"®Ina=a*-Ina

Ejemplos
1. Sif (x) = ™+ 3%+ Cos(e®">+x?) entonces

f/(x) = 5™+ 3*-In3 — Sen(e**° + x?) - (26%"°+ 2x).

X2e3x
2. Sif (x) = < Cos x entonces

(xCos X [x?e¥*] ' —x?e¥ (xCos X '
(xCos X2
(xCos ¥ [x? (3e¥) + 2xe¥®] — x?e* (Cos x— x Sen
(xCos X2

f'(x)=
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3. Sif (x) = 25e® 4 3¥*+X | x-3 entonces
f/(x) = (ZSeer)’ 4 <3x2+x)/ i (X—3)’
_ (e(Seer) In 2)/ 4 [e(x2+x) In3], _ 3y 4

— e(SeIN2.(In 2) 2Cos2x + 3 X . In3(2x + 1) — 3~ *
— 2% 2|n 2Cos2x + 3¥ X IN3(2x + 1) — 3x*

Propiedad 18. Derivada de la funobn logaritmica (1)

Sif (x) = Inx entonces f’ (x) = ;1(
En efecto
In X+ h
f(x+h)—1f(x) . In(x+h)—Inx »
/ = = —
£ (x) = lim h = h AT T
In (1+ 1h>
_im . x /) _ 1

En forma n&s general se tiene:

Propiedad 19. Derivada de la funobn logaritmica ( 2)

. 1
Sif (x) =log,x entonces f'(x) = (na)x’ pues
Inx , 1 1
f(x) =log,x = na entonces f’(x) = (Ina) (x)
Ejemplos
1. Sif (x) =In(4x+5) entonces f’(x)= _r (4x +5) = 4
' B ~ (4x+5)° 44X +5

In (ex2+1 + 3)
In3

r = 2 ey g)
1E(X)_InB ex’+14 3 (e +3>

_ 1 1 x2+1
~in3 <ex2+1+3> (et 2)

2. Sif (x) = log, (e"2+1 + 3) = entonces
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3. Sif (x) =1In3 (Ser? (\/m)) entonces

t/(x) = 3In° (Ser?\/xz—+4x) [In (Ser? \/XZ—+4XH/
= 3In? (Ser?\/m> ( 1 ) (Ser?\/my

Sert v/ x2 + 4x

1
=3In? (Serfv/x2 + 4 <)
n ( eV X> Sed VX2 + 4x

<28en( vV X2 4+ 4x) (Cos\/x2 + 4x) (2ﬁ> (2x + 4))

4. Sif (x) = 2™@"X 4 Jog, (Cscx) entonces
7

1

f /(X) _ 2Tanx, (|n2) (Se@x) + m

(—Csc xCotg X

EJERCICIOS

Hallar la derivada de las funciones:

1. f (x) = Cos(logg (3 + 4%))

2. f(x) = Vax+ 4+ x*In1/x

Sec x+ 4Inx

4. f(x) = C5c(3Tan(\/m>)>

5. f (x) = 6X4 x5+ 6% + loggx + log, x + log, 6
6 X 6

6. f (x) = Serfx + Sen ¥ + Ser’x® + Ser2x + 2Sen x+ 2Ser2x

7. f(x) = <In (Sen<1+ )1()>3/4> Csc(1+ X + 6X).

Propiedad 20. Derivada de la exponencial generalizada

Sif (x) =[g(x)]"™ entonces
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En efecto

f(x) =[g(x)]"® = e"¥MEX) y por tanto

£ (x) = e e [ B9 /() + 0’ () In (g ()]
~19001" [ P18 1 hr (- in @ 0)|

Ejemplos
1. Seaf (x) = x* = eX™ entonces
f’(x) = e (xInx)

X
=x* (Inx+ ;() = x*(Inx+ 1)

2. Seaf (x) = (Senx VX = eVxInSenx entonces
f/(x) = eV*NSenx( /xIn Senx’

_ v (1 L
=(Seny <2ﬁln8enx+\/§ SenXCosx>

3. Seaf (x) = (x®+x) "t = e+ VM(¥x) entonces

f/(x) = e(x+1)In(x*+x) [(X+ 1)In (X3+X)]/

= (x3+x)xt <In (x3+x) + (x+1)- x3i—

~ (3x% + 1)>

EJERCICIOS

Hallar la derivada de las funciones:

1. f(x)=x"M 2. f(x) = (X9
3. f(x)=x¥ 3™y (Se@x)ex 4. f(x)= <Sen xﬁ‘) >

5. f(x) = xSertx-+2-+Sec2x

Propiedad 21. Derivada de funadn potencial (4 )

@ acR entonces f’/(x) =ax® ! enefecto:
@ = e?Inx entonces

f'(x)= eaInX(a Inx) = x% . a (1/)() —g.x91
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Ejemplos
1. Sif (x) = x¥3 entonces f’ (x) = v/3-xV3-1
2. Sif (x) = x™ entonces f'(x)=rm-x"1
3. Sif (x) = (Cos x+ log;8)™™ entonces

f/(x)= m(Cosx+logs8)" . (—Seny

Propiedad 22. Derivada de la funobn inversa

Sif~1(x) eslainversadef (x) entonces [f1(x)] = f,(fl_l(x))
En efecto; puesto quef (f~1(x)) = x entonces

q } o d . ,
1:&[f(f Yx)] = f'(f 1(x))-&(f 1(x)) yad

Ejemplo
1 X—5
Seaf (x) = 2x+ 5, entoncesf =+ (x) = >
fr(x)=2, [ftx)] = %
En forma expikita, aplicando el resultado anterior se tiene que
d ., 1 1
&(f (x)) = ¢ (X=5 T2
2

para el caso de las funciones trigor&nicas e hiperblicas inversas esta propiedad no se aplica direc-
tamente sino que de ellas se deducen formulas para calcular sus derivada

Propiedad 23. Derivada del Arcoseno
1
1-—x2
Como f~1(x) = ArcSenx eslainversadef (x) = Senx ~-3 <x<
entonces por la propiedad 20 y pof (x) = Cos x se tiene que:

Si f~1(x) = ArcSenx entonces [f~1(x)]" =

|
S

2

d,,, , d B
&f (x)_d—X(ArcSeng_

1
Cos(ArcSen %
1 1

:\/1—Ser’?(ArcSen>§ T VI-x2
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Ejemplos
1. Sif (x) = ArcSerf2x entonces f’(x) = 2 (ArcSerx) - 2
1—(2x)?
1
2. Sif (x) = ArcSen(x?+ 3x) entonces f’(x) = -(2x+ 3)
1— (x2+3x)°

3. Sif (x) = e+l ArcSen(Cos X) entonces

f/(x) = (exzﬂ)/ (ArcSenCos X)) + e¥ 1 (ArcSen(Cos ¥) )/
1

2 2
—eXt1. 2x(ArcSenCos X)) +eX 1. —=
( " )) v 1— Cosx

-(—Senx

Propiedad 24. Derivada de otras funciones trigonoretricas inversas

En forma adloga a 23. se puede demostrar que:

a) Sif~!(x) = ArcCosx entonces [f 1 (x)] = \/%

b) Sif~!(x)=ArcTanx entonces | f~! (x)]/ = 1+1x2

¢) Sif~1(x) = ArcCotgx entonces [ f ! (x)]/ = _1+1x2

d) Sif~1(x) = ArcSec x entonces [f*l (x)]’ = W%
e) Sif 1 (x)=ArcCscx entonces [f~*(x)]" = —W%

Propiedad 25. Derivada del Seno hiperblico

X —X

Sif (x) = Senh x= % entonces f’ (x) = Cosh x en efecto:

d d /eX—e X ef+e X
dX(Senh>§dX<2 > =5 = Cosh x

Ejemplos

1. Sif (x) = Senh(4x?>+1) entonces

f’(x) = Cosh(4x? + 1) c?x (4x* + 1) = 8xCosh(4x? + 1)
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2. Sif (x) = Senh(e* 4 2¥) entonces
f’(x) = [Cosh(e* + 2%)] (X + 2¥In2)
3. Sif (x) = Senh(CosX) entonces

f’(x) = [Cosh(CosX)]-(—Senx

4. Sif (x) = x?> Senl2x entonces

f’(x) = 2x Senlx + x? (Cosh2x) - 2

5. Sif (x) = ArcTan(x? + 2) entonces

f’(x):%-Zx
1+ (x2+2)

Propiedad 26. Derivada de otras funciones hiperblicas

Usando las definiciones:

e* e X Senh x
Cosh x= — Tanh x = Coshx
Cosh X 1
1
Csch x=
senx Senh x

se puede demostrar que:

a) (;j (Cosh®¥ = Senhx
d
b) ax (Tanhx) = Sechx
d
c) 4, (Cothx = — Csclitx
d
d) ax (Sechy = — Sech x Tanhx
d
e) ax (CschX = —Csch x- Coth x
Ejemplos

1. Sif (x) = Cosh® (3x+ 1) entonces

f’(x) = 3Cost (3x+ 1) [Senh(3x + 1)] 3
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2. Sif (x) = (Sech2x) Coth(x?> + 1) entonces

f’(x) = (Sectex)’ Cotgh(x? + 1) + Sectex (Cotgh(x? + 1))’
= (— Sect2x Tanh2x) 2Coth (x? + 1) + Sectx (—Csct? (x* + 1)) (2x)

_ Tank? 3x

3. Sif (x) = < Cosh x entonces

(xCosh ¥ (Tant? 3x)" — (Tank? 3x) (x Cosh ¥’

f'(x)=

(x Cosh %2
_ (xCoshx (2Tanh3x) (Sectf 3x) 3 — (Tant? 3x) (Cosh x4 x Senh ¥
B (x Cosh 2

4. Sif (x) = [Csch(x3+1)] ArcCotg(,/X) entonces

f'(x) = [Csch(x® + 1)]  ArcCot (v/X) + Csch(x® + 1) (ArcCotgy/x )’

-1 1
= [—Csch(x® + 1) Cotgh(x3 + 1)] 3x?ArcCotgy/x + Csch(x® + 1
| ( ) Cognl ) W ( ) 14 (vX)?) 2VX
5. Sif (x) = (Senh T X entonces

f(x)= (SenthrCTanX: gArcTan xin(Senh x y ad

f/(x) = (Senh 3T *(ArcTan xin (Senh ¥ )’
£/ (X) _ (Senh XArcTanx [<

f /(X) _ (Senh);ArcTanx[

1 1
152 In Senh >§ + (ArcTan x) Senh XCosh x] , luego
1
1+x2

InSenh x+ ArcTan xCoth >]

Propiedad 27. Derivada de funciones hiperblicas inversas

Usando las definiciones de las funciones hipécas inversas:
a) Senhrix = In <x+ V1+ x2>
b) Coshrx = In (x+ VX2 — 1)

1 1+ X
c) Tanh Ix = ZIn
) 2 (1—x>

1 X+1
—1 _ -
d) Cotgh x_2In<X_1>
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1 — %2
e) Sechrx = In (HX1X>
A/ 2
f) Cschrix = In <1+X1+X>
se puede demostrar que:
d 1
— (Senhrix) =
a) i (Senh 1x) T
d " 1
b) d—(Cosh— X) = ==
d L1
c) 6((Tanh X) = T
d) a (Cotgh™x) =
dx 1-—x2
d -1
= (Sectrx) = ———
¢ dx (Sechx) = xv1—x2
d L1
f) &(Csch X) = e
Ejemplos
1. Sif (x) = Coshr1e* entonces
()= D (&) = e
(ex)z -1 X e<* — l
2. Sif (x) = 2Tanh1 (Tanf) entonces
2
=2t 9 qanpga)) = 2 (se2 (x/2)) (1/2)
1— Tar? (x/2) dx 1 - Tar? (x/2)
_ Seé(x/2)
1 - Tar?(x/2)

3. Sif (x) = Cotgh ! (1/x) entonces

f’(X)zll);'X<1> e

— (1/x 2 1-1/x% x2-1
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4. Sif (x) = Sechr! (Cos x+ Senx entonces
f/(x) = -1 dg(CostrSen)g
(Cos x+ Seny \/1— (Cos x+ Senx? &%

-1
= (—Senxt Cosx

(Cos x+ Seny \/1 — (Cos x+ Sen 32

5. Sif (x) = Tanh! (Sech(2x +2)) entonces

f'(x)= 1 (Sech%2x+2))2 %((Secr‘(szrz))
1
= 1_— [Sech(2x+2)]2 (—Sech(2x+ 2) Tanh(2x+ 2)) 2

EJERCICIOS

Hallar la derivada de las funciones:
1. f71(x) si f(x) =x? x>1
2. f71(x) si f(x)=3x+5

3. f(x) = xV2 4+ x27 4 (Sen xt 2)V?

4. f(x) = (Inx + Cos x+ eX)V5+1

5. f (x) = (ArcSer?3x) (ArcCos(Co2x))

6. f (x) = [ArcTan(Seny]*"2

7. f (x) = [ArcSed Senh 3] ArcCos(Sech ¥

8. f (x) = (ArcTan x"ecos(x’)

11.4. DERIVADAS DE FUNCIONES EN FORMA PARAM ETRICA

11.4.1. Parametrizacdbn de curvas en el plano

Dada una curva en el plano que representa o no unadfiunesta curva al "estirarla” se convierte en
un segmento de recta, estabélose daina correspondencia bitmoca entre los puntos del segmen-
to (elementos de un intervaldy los puntos de la curva (elementoskfg, es decir, se puede construir
unafuncona : | — R? tal que a cadatmero reat enl, le corresponda el punto(t) = (x(t)), y(t))
sobre la curva y 42 medida qué recorre el intervalo | en un sentida(t) recorre la curva en de-
terminado sentido, es decir, el recorrido de esta fumogpresenta los puntos de la curva y le da una
orientacon. Esta forma de representar curvas es lo que se conocepemaroetrizadbn (Figura 11.7).
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t /

FIGURA N° 11.7

El intervalol, llamado intervalo de parametrizaoi no debe ser necesariamente igual a la longitud
de la curva. Para observar esto recuerde que dos segmentos dierdifexente tanfeo siempre se
pueden poner en correspondencia uno a uno (Figura 11.8).

FIGURA N° 11.8

De este resultado se puede deducir que dada una curva,&xistiinitas parametrizaciones de
la misma, pues al cambi&r cambia la fundn (x(t), y(t)), por consiguiente exisén intervalos de
cualquier tam@o equivalentes a | y por tanto equivalentes a la curva. (equivalemtelssentido de
gue entre los dos conjuntos se puede establecer una corresporierie@ca).

Ejemplo 1

Si una curva representa una fumity = f(x) con dominio[a, b, es evidente que a cada punto
t € [a,b] le corresponde un punto sobre la curva, de coorder{adgs= (t, f(t)), luego la parametrizaon
aqu es inmediata, tomando= [a,b] x(t)=t y y(t)=f(t) con tel (Figurall.9).
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| = Dominio de f

FIGURA N° 11.9

Asi por ejemplo sif (x) = x> conx € [—1, 2], entonces una parametrizaciesa dada por
a(t) = (t,t2) con te[-1,2).

Ejemplo 2

2 2
. X . -,

Dada la elipse 2 + é =1 que no representa una fuoij observe que la funmn
a(t) = (aCostbSeny con t e [0,2r] es un parametrizaon de ella; pues cualquier punto con

abscisa(t) =aCost y ordenada y(t) = b Sen tsatisface la ecuatn de la elipse ya que:

a’Cogt N b?Serft

= = =CoSt+Seft=1

a t=0, le corresponde el punim(0) = (aCos0,bSend) = (a,0) que sed el punto de partida
de la curva; at = m, le corresponde el punm(m) = (aCosm,bSenmn) = (—a,0), ya t=2m,le
corresponde el punte(2m1) = (aCos2m, b Ser2m) = (a,0), lo que indica que la elipse @sbrientada
siguiendo el movimiento opuesto al de las manecillas del reloj. (Figura 11.10)

y
(0,b)

(07 _b)

FIGURA N° 11.10
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NOTA 1:

Puesto que cuand@= b, la elipse se convierte en una circunferencia de ragientonces una
parametrizadin deésta, est dada por:

a(t)=(aCostaSen} cont € [0,2m]
NOTA 2:
Observe que esta parametrizatno edinica, pues la funbn
B(t) = (aCos2nt,aSer2mrt) cont € [0,1]
es otra parametrizam para la circunferencia.
NOTA 3:
Si la elipse et trasladada, es decir, si su ecoaces:

(x=h? (y-K? _

a2 b2 1

su parametrizabin mas contin es: a(t) = (h+aCostk+ bSen} cont € [0,2m]
que corresponde a trasladar primero el centro de la elipse al origego/paeametrizarla como se vio
atras.

Ejemplo

Para la recta = k (k constante) que no representa una fancuna parametrizaimn es:
a(t) = (kt) con te (—o,+0),lacuallaorienta de abajo hacia arriba.

En general dada una curva no es sencillo hallar una paramebnizdeiella, pues en muchos casos
depende de la forma como tal curva se construye. A contiboae dan unas curvas y sus parametriza-
ciones nas usadas:

1. Astroide. Cuya ecuadin cartesiana esx?/3 4 y?/® = a?/3 (Figura 11.11)

y
(0,b)

(Oa _b)
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FIGURA N° 11.11

Una parametrizabn esa (t) = (aCoSt,aSerit) con t € [0,27.

2. Cicloide. Que corresponde a la curva que describe un punto fijo sobre unafeirencia de
radioa, al rodar esta circunferencia sobre una recta (Figura 11.12).

FIGURA N° 11.12

Tiene como ecua6h pararétricaa: a(t) = (x(t),y(t)) = (a(t—Senj,a(1—Cost) con te[0,2m]
si se considera solamente uno de los arcos,®[0,47] si se consideran dos etc.

11.4.2. Derivadas

Seaa (t) = (x(t),y(t)) con t € [a,b] una parametrizaéh de una curva C, entonces com() es
una funcon con dominio en R, se puede pensar en calcular su derivada de lasmalasolamente
que es preciso tener en cuenta e+ h), a(t) no representanimeros reales sino elementosRfe
los cuales sabemos sumar y multiplicar por un escalar, y asleaqu representa un escalar, de esta
forma:

(X(E+h), y(t+h) — (x(1), y(t))

a’(t):h“_r:no - :Am i
LX) = Xx(t) y(t+h) - y(t)
i (L0 M0

h—0 h h—0

Pero ¢ Q@ representa gedstricamente el vectar = (x'(t), y'(t))?

Suponga que esta parametrifacorienta la curva como se indica en la Figura 11.13.
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att+h)

t t+h
h>0

FIGURA N°11.13

por tanto sh > 0, el puntoa (t + h) se aleja del punta (t) sobre la curva en el sentido que indica
la flecha.

a(t+h) — a(t) representa el vector que va del pumtt) al puntoa(t + h) y puesto quéh es

a(t+h)—af(t)

un escalah > 0, parah fijo, representa un vector paraleladt +h) — a(t) con el

mismo sentido. Observe que a medida bjse haga ras pequio, el puntoa (t 4+ h) se va acercando

a(t+h)—af(t)
" 1

puntoa (t); observe que la magnitud de ese vector no se va haciendo cero, puesidagctor- para

h
h pequéio toma valores grandes.

al puntoa((t) y el vector va adoptando la posien de vector tangente a la curva en el

a(t+h)—af(t)

Para el caso ideal en ghéienda a cero, el vectar'(t) = rl]'lrrg) representa un vector

tangente a la curva en el purdadt) siguiendo la orientadn de la curva. (haga el mismod&isis para
h < 0y observe que no v la orientadin dea’(t)).

Ejemplo

Sia(t) = (t,t?) entonces a’(t) = (1,2t)

Ejemplo
Sia(t)=(a(t—Sen},a(1—Cost) entoncesa’(t)=(a(l—Cost),aSen}

Ejemplo

Sia(t) = (t,e!) entonces a’(t) = (t,e')

Dada una curva C con representacparangtricaa (t) = (X(t), y(t)), si se quiere calcular la pendi-
ente de la recta tangente a esta curva en un gank, si esta curva representa una funcy = f(x)
. , d . d
entonces esta pendientezedada pod%(/ evaluada en el punto= a, pero sino lo es, est—gz se puede
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calcular utilizando el hecho de que tamtoomoy dependen dey utilizando la regla de la cadena:

dy
dy _dy dt g (dx
dx dt dx dx’' \dt 70
dt
dy dx .
y tanto a,como gt se pueden calcular en forma eiqitia.
Ejemplo

Hallar la pendiente de la recta tangente al cicloide=t —Sent y=1—Cost en el punto
(m/2—1,1).
dy
dy gt Sent
dx dx 1-Cost

dt
ahora el punto (x,y) = (11/2—1,1) corresponde at = 11/2, luego la pendiente en el punto
(m/2—1,1) esadadapory —M—}zl

X, 1-Cos(m/2) 1

EJERCICIOS

I. Hallar la ecuadn cartesiana de cada una de las siguientes curvas:

1. x=CosH, y=4Serf o 2. x=t/2, y=4—t2

3 x=2+t, y=1+t2 4. x=2Sent y=Cos2

5. x=at’—5 y=2t+3 6. x=¢', y=e?

7. x=Sect y=Tant 8. x=t2, y=2Int, t>0
9. x=Sect y=Csct O<t<m/2 100 x=+t, y=5-t, t>0
11. x=Cos20, y=Send 12 x=t2, y=t*+3t?2-1

Il. Hallar una ecuadin parangtrica de:

1. y=-—x? 2. y=1-x2
3. Elejez 4 El segmento de recta que uii2,3,4) con (3,5,7)
5. y=-x*14 6. x+y=4
7. x2—y?=1 8 x*+4y>=9
9. x=10 10 Elejex
11 (x—1)2+ (y_43)2 —9

[ll. Hallar la pendiente de la recta tangente a la curva:
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1. x=/4, y= —;f, en t=4

.x—i y=t3 en t=2
t2+1’ ’

3. x=¢', y=e¥ en t=In2

4. x=42-5  y=2+3 en t=1

11.5. DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

11.5.1. Aceleraddn de una parficula

Recuerde que dada una pewta que ocupa las posiciong¢t) a lo largo de una recta en el instante
. . ;. / . . . .
t, con velocidad variable, la exprésiE (t) representa esta velocidad en cada instarese quiere
ahora representar la acele@tien un instantg inicialmente considere el caso de @sta es constante

0 sea est dada por,
B Velocidad final— Velocidad inicial

tiempo

at)

es decir,

en un intervalo de tiempolt,t + h.

Ahora si en este intervalo de tiempfi,t + h| la aceleradn vaia, la expre$in de arriba representa
la aceleradn media. Si se quiere calcular la acelebacen un instante espéico ty, entonces al
hacerh muy pequéo, esta aceleramn media se aproximara la acelerabn instandnea, siendo esta
aproximacbn mejor a medida qule se haga ras pequio, y en el caso ideal en gqitienda a 0, se
obtiene la aceleradh instanhnea en ese instante, es decir:

alty) = ,! L”}) V(to + hr)] —V(to)

=V/(t) = %(V(to)) = % <§t(E(to)))

expresdn que se conoce como la segunda derivada de ladfoii) en el puntdp y que a contin-
uacbn se tratax en forma ras general.

11.5.2. Definiciones

Dada una fundny = f(x), puesto que su derivada es taérbuna fundn, se puede pensar en
derivarla en aquellos puntos donde exista esa derivada. A estafoneién resultante se le llama la
segunda derivada de la fur@ei f(x) y se nota:

d?%y
n P4 n P
f’(x) 6 y" 6 a2
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es decir 2 d
f"(x) = Frvei dx<dxf(x)>
Ejemplos
1. Seaf (x) = Sen(x®+3x), halle f"(x) y f”(1)
f/(x) = (Cos(x° +3x)) (5x* + 3)
£7(x) = (Cos(x®+3x))' (5x* + 3) + [Cos(x® + 3x)] (5x* +3)’
= (—Senx’+3x)) (5x* + 3)(5x* + 3) + [Cos(x® + 3x)] (20x*)
por consiguientd ” (1) = (—Sen(4)) (64) + (Cos(4)) (20

x2 si x>0

" ‘ "0\
%2 si x<0 hallar f”(x). Qué esf”(0)7

2. Seaf(x) {
a) Six>0entonces’(x)=2x y f"(x)=2

b) Six<Oentonced’(x)=—-2x y f"(x)=-2

f0+h) —f(0) . ,
/ pr— p— pr— —
¢ 1(0) = lim h = —dm— =0 pues
_fthy . h2
i S = i = g =0y
h2
[im f(h) = |lim —h: [im —h=0 as:

h—o0- h h—0- h h—0—
2x si x>0
f/(x) = 0 si x=0
—-2X si x<0
d) Six>0entoncef”(x)=2 ysi x<0,f"(x)=-2y
1 £/ /
f’(0+h)—f'(0) — fim f’(h)

£”(0) = lim el cual no existe, pues

h—0 h—o0 h
. f/(h) . 2h .
h'LrQ+ h h'LrQ+ h hILrI)L 2=2y
/ J—

lim (h) = lim —Zh: lim —2=-2 as:
h—o- h h—o- h h—0-

. f'(h) . f'(h) _
i Tl portanto

2 six>0
f”(x) =< noexiste six=0
-2 six<O0
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x4 six>0

) entonces
—x* six<0

3. Seaf(x) = {

analogamente como se desarrollo en el ejemplo anterior se tiene que

4x3  six>0 122 six>0
f'(x)= 0 six=0 y f"(x)= 0 six=0

—4x3 six<0 —12x% six<0

En forma a@loga a como se definla segunda derivada déx), se puede definir la tercera derivada

de f(x) como la derivada dé”(x), (y se nota poif ”/(x)) 6 f ®)(x)), es decir,f " (x) = (%(( f7(x)), y
ad sucesivamente se pueden definir la cuarta, la quinta derivada etc.:

Cd* d

(90 = 55 = D(1900)
5
(909 = 3¢ = 2 (19 (x)

dnf d
- _ = (n—-1)
= —a )

Ejemplos

1. Sif(x) = x1°+x3+x+1 entonces
f/(x) =10x°+3x2+1, f’(x)=9x8+6x, fO(x)=720"+6; f#(x)=504°
y de aqui por ejempld ) (—1) = 5040 —1)6 = 5040

2. Hallarf (™ (x) si f(x) = e

f'(x)=ae™;, f'(x)=a-a-e¥; f”(x)=a’ ae™=ade®. . f(x)=a"e™

Ejemplo
Seaf (x) = Sen(x), hallar f (" (x)
_ i) _ U @) (v _ - U
f(x) =Senx f’(x) =Cosx= Sen(E +x> , flY(x)=—-Senx= Sen<2- > +x> ,

f (3 (x) = —Cos x= Sen(S- g+x) e TO(x) = Sen<'7n+x>
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Ejemplo

Hallar la derivada résima dey(x) = f(x) - g(x)

y' (%) = 1'(x)-g(x) + f(x)-g'(x)
"(x)=1"(x)-g() +1'(x)-9" () + (%) -9"(x) + f(x)-g"(¥)
=f"(x)-g(x) +2f'(x)-g'(x) + f(x)-g"(x) (y derivandoy” y simplificando se tiene que
y" (%) = £"(x)-9(x) +3F"(x)- 9" (%) +3f(x) - 9" (%) + f(x) - " ()

si se contila derivando se puede apreciar una arial@pn el desarrollo déa-+ b)", donde los
exponentes en este caso representan el orden de la deriv&@éxy representa la funén f (x), pues

(a+b)l=a+b=a'h’+a%?
(a+b)%2 =a®+2ab+b% = a%® + 2alb! +a%?3
(a+b)3=a+3a%b+ 3ab®+ b3 =a®0° + 3a%b! + 3a’b? + a%3

por tanto usando la indudo matenatica, en forma aoga como se demoétiel teorema del
binomio (apendice):

(a+b)"= z (1)a"*b, se puede demostrar la llamadamula de Leibnitpara la derivada n-esima
del producto de dos funciones

(109900)" = 3 (0] 1" (®a"

k=0

Ejemplos

1. Siy(x) = xe€*, hallary™ (x)

= (xex) (n) _ (exx) () _ i <n) (ex)(n—k) (x(k)) _

(e (e

pues las derivadas dale orden superior a 1 son todas cero.
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2. Siy(x) = (1—x?)Cos x hallary(™(x)
yW(x) = ((1—x2)Cos>§(n) = (CosX1—x?) i < > kK(Cosy ¥
k=0

= éo (E) (1—x3)! )Cos<x+ n)
— <8)(1 x?)( )Cos<x+) (:) Cos(x+( 21)7'[)
- (2)(1 x?)! )Cos<x+ ) - < ) Cos<x+ (n 23)71) +
ot (2) (1—x2)WCos(x+0)
— 8) (1—x2)Cos(x+ ?) + (2) (2x)Cos(x+ (n—zl)n>

+ (2) (—2)Cos<x+ (n-

2

2) n)

pues las derivadas de-1x? paran > 3 son cero.

EJERCICIOS
1. Seaf(x) =Ser? x, halle f®(x), @ (m)
2. Seaf(x) =e®, halle O (x)
dn
3. Halleﬁxn
d" 1
4. Halle— | ————
aedx”<1—2x>
2X+1 si x>2
5 Sif(x)=¢ 3 si x=2 hallef”(x)
—X+2 si x<2
x2+x+1 si x>0
6. Sif(x)=¢ 1 si x=0 hallef”(0), f”(2), f"(5)
—X+2 si x<0

11.6. DERIVACION IMPL ICITA

Toda ecuadin en dos variableéx,y), se puede expresar de la forrRéx,y) = 0, por ejemplo
x24+y2+3=0, y—-x2=0, x2+y2—1=0, x—2=0.
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Graficamente, cuando la soldai no es vaia, los puntogx,y) que satisfacen una ecuanide este
tipo, representan un conjunto de puntos en el plano (una curR8)efos cuales definen una fuibei
o una reladdn no funcional, @spor ejemplo, la ecuash x? +y?2 + 3 = 0 no tiene soludn y por tanto
no representa nirign punto en el plano; la ecuaciy — x? = 0, representa una pabola abierta hacia
arriba que es la @fica de una funéin; la ecuadn x?+y? — 1 = 0, representa una circunferencia con
centro en el origen y radio 1, que no es funty la ecuadin x — 2 = 0, representa una recta vertical
gue tampoco es una furici.

Cuando la expreSh F (x,y) = 0 representa una furai, entonces a cada valor deorresponde un
Unico valor dey, es decir, ¥’ se puede expresar en la forma= f(x) y ad F(x, f(x)) = 0 para todo
x € D¢ y en este caso se dice que la fuoreif (X) est definida en forma exjita o queF (x,y) =0
define exglkcitamente a la funéin f(x).

Cuando la ecuaonF (x,y) = 0 representa en el plano una curva que no es unadeléaicional es
posible subdividir dicha curva en subcurvas que representen hgs;i(no considerando si es del caso
en la curva original los sectores de curvas completamente verticales),seopede apreciar en la
figura 11.14. en la cual la curva represefta, y) = 0 que no es funéin, se subdivide en 7 funciones:
f1... 17

FIGURA N° 11.14

Es evidente que si alg punto(x,y) satisface la funéin y= f;(x) paraalgn j,1<j<7 en-
tonces este punto satisface la ecéaciF (x,y) =0; en casos coméstos se dice que las funciones
f1...f7 es@ndefinidas imdkitamentepor la ecuadn F(x,y) =0, observe que no es sencillo
hallar estas funcionesf; ... f; a partir de F(x,y) = 0. Si la curva que represent& (x,y) =0 es
suave (no tiene picos y es continua), dado un puiiéob) sobre la curva, es posible hallar la recta
tangente a ella en este punto, perérpo se halla la pendiente de esta recta?, si se supone que el
punto esh sobre el tramo correspondiente a la fénci f(x)(k fijo), esta pendiente estardada
por fi'(a), perocomo en general no es posible hallar estaumcfy(x), es necesario encontrar
una forma de hallar esta pendiente a partir de la ebnadt (x,y) = 0.

p . . . dy
El método para ello consiste en encontrar una exprgsara g que depende dey y de tal forma
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que al reemplazar(x,y) en esta expre8n por cualquier punto(a,b) que satisface la ecu@ci
F(x,y) =0, elrumero resultante representa la pendiente de la recta tangente en eseaunbal-

lar la expresin %(’ €s necesario tener en cuenta que para un pygtpuede estar representado por
mas de una expresn (y= fi(x) paraalgn i=1,2...,7), portanto mientras no se especifique
fk(X), y puede representar cualquiera de estas funcionesdeesando la expreSh F(x,y) =0,
respecto &, considerando gdonde aparezca, como fubaidex, es posible despejarg—i en ermi-

nos dexyy. Al derivar F(x,y) =0 respecto &, se aplicaan las propiedades de las derivadas que
sean necesarias sin olvidar ques funcén dex, as por ejemplo:

dy

Si aparece erminox?y, al derivarlo resultax? I

+ 2xy

dy

Si aparec&er? y?, al derivarlo resulta: Serfy?. Cos . 2y. Ix

A este nétodo de derivadin se le conoce con el nombre dierivacbn impicita.

Ejemplos

1. La ecuadnx?+y? = 4 es de la form& (x,y) = 0 y define impicitamente las funciones
f1(x) = vV4—x2y fo(x) = —vV/4—x2 que corresponden a la parte superior e inferior de la
circunferencia con centro en el origen y radio 2.

Observe que la ecudrix®+y? =4 cuya gafica es la circunferencia completa, no representa
una funcén.

Suponga que se tiene un purfeb) sobre la circunferencia, diferente 20) y (—2,0), y
se desea hallar la pendiente de la recta tangente a la curva en ese purbeladentemente
existe independientemente de(ajb) pertenece al @fico defi(x) 6 f2(x). Para hallarla se

encuentra inicialment%:, donde cory estamos representandd gx) 6 a f2(x). De acuerdo a
lo expuesto anteriormente se tiene que:

dy dy 2 X

ad el punto(a, b) pertenece a la gficafi(x) de entonces la pendiente buscada es:
—a —a

x:a: fl(a) VA4—a?
y si el punto(a, b) pertenece a la gfica def,(x) entonces la pendiente buscada es:
—a —a a :
= = = Figura 11.15
X=a fa(@) —va4—a2 4-a2 (Fig )
Pero en general no es necesario conocer esas fundigigy f2(x) pues dado cualquier punto
(a,b) sobre la curva (diferente de (2,0) y (-2,0) donde las rectas tangemtesgedicales), la

X a

y

& que representa &>
q p M

2 que representa &’
q p M

. d
pendiente de la recta tangente en ese punto esta dadaoé b
(a,b)

r =
(ab)
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y y
(ab)
f1(x)
X X
y
X
2+y2—4=F(xy)=0 f2(%)
(a,b)
FIGURA N° 11.15
2. Hallar @
dx

La ecuaddn x?eY+xSeny-4=0 define impicitamente a como funcén dex.
Para ello se deriva respecta & ecuaddn F(x,y) = 0, es decir,

2xey+x2eyg—i+8en y-kaosyg—y—O:O

(x? ey+xCosy) Iix —(2xe’ +Seny

dy  (2x&+Seny
dx  (x2e¥+xCosy

3. La ecuadn x3+x%y—x?+3xy+ 3y? — 3y define impicitamente ay como funcon dex,

d
hallard—i’ en el punto2, —1).
Para ello primero es preciso verificar que el py2te-1) satisface esta ecuéci como en efecto

sucede.
Ahora derivando esta ecuaai respecto a se tiene que:

o dy dy dy _.dy
3% 4 2Xy+ X2 Ix —2x+3<y+xd >+6ydx 3d =0 entonces

(3%? 4 2xy— 2x+ 3y) (x* + 3x+ 6y — 3) % =0 entonces
dy  3x®+2xy—2x+3y a5

dx  xX24+3x+6y—3
dyj _12-4-4-3
dX|, 1 A4+6-6-3

(21_1>
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2
4. La ecuad®nxy— Sen y- 5= 0 define impicitamente a como funcon dex. Hallargxg
Primero se halladky
dx
dy dy
xdx+y—Cosydx—0_ 0
dy
(x—Cosy ax= Y
dy__y
dx Cosy—x

d?y d [dy d y
ahora 5 = G (dx> = ax <cOs y—x>

X

d d
(Cosy— x)—y— y (—Sen yd—:(/— 1>
<reemplazand% por y>

Cosy—x)2 Cosy—x
y

d

(
(o 9 [Cos y- X} Y [Sen y<Cosyy— X> i 1}
(Cos y—x)?2

EJERCICIOS

: o , . d
I. Las ecuaciones siguientes definep@mo funcon dex, haIIard—i.

X2+ 2xy+y°—x=0

xCosh y+ArcSen x-xy—5=0
X2+ 2Xxy+x&° —In x—y=0
yY3 4 x?3 4 ,/Seny-5=0
x3—3xy?+y3=0

o > 0D RE

1 Hallar@en el punto indicado
' dx2 P '

1. x2—-4y2=9 (5,2
2. X2 —4xy+y?>+3=0 (2,1
lll. Hallar la pendiente de la recta tangente a la curva en el punto indicado.

1. X2+ xy+2y2 =28 (-2,-3)
2. HK2+4y?=72 (2,3)
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11.7. LA DIFERENCIAL DE UNA FUNCI ON EN UN PUNTO
Seay = f(x), una funcon, tal que enx = c existe:

£(c) = lim f(c+h)—f(c)
h—0
f(c+h)—f(c)
h
cano a 0, es evidente que esto no represargdr (c), sino una buena aproximaci de f'(c), que
mejorad mas a medida quelase le asignen valoresan pequios a&

f'(c)~ w para alginh pequéo, dondex significa aproximadamente igual, yid$(c)h~

f(c+h) — f(c);lo que indica que el incremento de la fumiei f(c+ h) — f(c) para un incremento
pequéio deh de la variable cerca@ se puede aproximar pdir'(c)h, expresbn que se conoce con el
nombre de la diferencial de la fuidei en el punta, para el incrementh.

si en lugar de calcular (ﬁirho se le da & en la expregin, un valor fijo muy cer-
—

Es evidente que a medida gase hace ras pequio, la diferencial def enc, con este incremen-
to, se aproximar cada vez i@s al incremento de la furtm. En la figura 11.16 se puede apreciar
graficamente el significado de la diferencial.

y
A
, 6 Tf\(c+h)—f(c)
= - .
|
|
|
' X
c c+h
A
Tan=f'(c)= 0 =A="f'(ch

FIGURA N° 11.16

Puesto qué (c+h) — f(c) =~ f’(c)hentonced (c+h) ~ f'(c)h+ f(c) lo que se puede representar
como:
f(c+h)~ f'(c)[(c+h)—c]+ f(c)

El lado izquierdo de esta exprésirepresenta la funmn calculada en un puni+ h vecino de
¢, Y teniendo en cuenta que la ecudacide la recta tangente a la curva en el puntsé dada por
y = f'(c)(x—c) + f(c) (ecuacbn de la recta con pendiente(c) que pasa pofc, f(c))) entonces el
lado derecho de esta expi@sirepresenta la recta tangente calculada en el gartd), lo que indica
gue si una fundin es derivable er= c, la funcibn en cercaitas dec se puede aproximar por la recta
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tangente a la curva en el purtoo que garantiza la suavidad de la curvecen

La diferencial se puede usar para calcular aproximadamente el valoradieincén en un punto,
conociendo el valor de la misma fubaien un punto cercanceh, siempre que la funéh sea derivable
en estelltimo punto; dependiendo la predsi del resultado de lo cerca que se encuentren los dos
puntos.

Ejemplo
Hallar aproximadamente el valor §&27.08

Esto significa hallaf (274 0.08), dondef (x) = /. Se utiliza la aproximabin del incremento de
una funcén por medio de la diferencial:

f(x+h)~ f'(x)h+ f(x). Que parah=0.08 y x= 27 es:
f(27+0.08) ~ f'(27).(0.08) + f(27),
y puesto quef (x) = /X entonces
Lo2ny sron_Ltiop-23_132_1
P00 =3x Py t/(2n = (27) =372~ .
adenas f(27) = 3 por tanto:
V/27.08= 217(0 08) -+ 3 ~ 3.0029629

Ejemplo

Use diferenciales para calcular el valor aproximado del aumentogaate una pompa de fah
cuando su radio aumenta de 2 a 2.01 metros.

El area de una pompa de fabesh dada poif (r) = 47w ? (area de la esfera).

Se puede aproximar el cambio exaé{o + h) — f(r), mediante la diferenci@lA= f ’(r)h siendo
r=2yh=0.01, donde, comd ’(r) = 8mr entonces ’(2) = 16my as:

f(2+0.01) — f(2) ~dA= f ’(2).(0.01) = (16m)(0.01) = 0.16rm?

EJERCICIOS

I. Estimar las siguientes expresiones usando diferencial.

a) 1010
b) V125
c) (26)%/3

ll. Daday = x?> —x+1, halle
a) Ay



370 Captulo 11. DERIVADAS

b) dy
c) Ay—dy

[ll. Un disco meélico se dilata por la acon del calor de manera que su radio aumenta de 5 a 5.06
cms. Hallar el valor aproximado del incremento deda.

IV. Una bola de hielo de 10 cms de radio, se derrite hasta que su radieeeglvalor de 9.8 cms,
hallar aproximadamente la disminanique experimenta.

a) Suvolumen
b) Su superficie
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APLICACIONES DE LA DERIVADA

12.1. LA DERIVADA DE UNA FUNCI ON EN LA CONSTRUCCI ON
DE SUS GRAFICAS

12.1.1. Algunas caracteisticas de las géaficas de una funcbn

Dada una fundn y= f(x) de reales en reales, un primer intento que se puede hacer para construir
su g@fica, es dar valores para en D¢ y hallar sus correspondientes valores paraobteniendo
ad unos puntos que pertenecen a lafga; luego se unen estos puntos por pedazos de curvas suaves
de los cuales no hay gar&hi de que sus puntos pertenezcan adicg dey = f(x) , ni de que la
forma de esta curva entre dos puntos corresponda a la forma de la tadva Es por ello que este
método no resulta apropiado si se quiere tener una buena aprodimucla gafica y = f(x) .

¢, QLe caractdsticas importantes se deben tener en cuenta en la conétruateiuna gafica?

1. Evidentemente es necesario conocer su dominio y &amibs puntos donde la@fica corta el
eje x, es decir, las fi@es reales de la ecuaai f(x) =0 .

2. Puesto que dados dos puntos de &iga y = f(x) , éstos pueden unirse para formar un pedazo
de la curva que sube, que baja o0 que sube y baja en este tramo, esioa@@aaterizar l0s
intervalos de la recta real donde la curva sube (fumcreciente) o donde la curva baja (fuorti
decreciente). En lenguajednico se entiende que una fubrtiy = f(X) se dicecrecienteen
un intervalo (a,b) si f(s) > f(t) paratodos>t en este intervalo y se digkecrecienteen
(a,b) si f(s) < f(t) paratodos>t en este intervalo (figura 12.1).

371
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|
|
|
|
|
|
|
|
a a S

[
[ [
[ [
[ [
[ |
[ |
[ [
[ [
| |
t t

|

|

|

|

b
funcibn creciente eifa, b) funcién decreciente efa, b)
FIGURA N° 12.1

3. Dos puntos en la gfica y = f(x) podfian ser unidos por una arco de curva abierto hacia arriba
(convexa) o abierta hacia abaj@(xava) ra@n por la cual se deben caracterizar los intervalos
donde se presenta una u otra sitbaciMas precisamente se tiene que:

Una funcbn y = f(x) se diceconvexaen un intervalo(a,b) si el segmento de recta que une
dos puntos cualesquiera de la curva en este intervalo, esta sobredaatrevestos dos puntos,
y se diceconcavaen (a,b) si dicho segmento de recta esta bajo la curvayde f(x) entre
estos dos puntos.(figura 12.2)

y y
y="1( y= f(X)Cfmcava
I I I I
[ I I I I I
[ [ I I I I
[ [ I I I I
| | | | X | | | | X
a s t b a t S b

FIGURA N° 12.2
Ademas de los puntos reales donde la fiimcse anula hay otros puntos que es necesario iden-
tificar en la construcéin del géfico dey = f(x) .
4. El punto mas alto de la curva éximo absoluto) y el punto &s bajo de la curva (mimo ab-

soluto) cuando ellos existen, los cuales@minos de sus abscisas y ordenadas se definen por:

Una funcbn y = f(x) se dice que presenteéximo absoluten x=a si f(x) < f(a) para
todo x en el dominio def , al nUmero real f(a) se le llama valomaximo absolutade la
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funcion.

En forma adloga si f(x) > f(a) paratodox en el dominio def , se dice que la funon f
presenta un fmimo absoluto enx = a y su valor esf(a) .

Frecuentemente es necesario hacer referencia a puntos sobrealgueisin ser necesariamente
maximos o0 ninimos absolutos esh mas altos 0 mas bajos que todos sus vecinos cercanos tanto
a derecha como a izquierda. Mas rigurosamente se tiene:

Si f(x) < f(a) paratodox en una vecindad de (intervalo abierto de peqie longitud con
centroera: (a—9d,a+0) parad pequéio), se dice quef tiene un n@ximo relativo enx=a

y suvaloresf(a),ysi f(x) > f(a) paratodox en una vecindad da, se dice qud tiene
un minimo relativo enx=a y su valor esf(a) . (figura 12.3)

FIGURA N° 12.3

En la figura 12.3 se presentan:

maximo absoluto en x=a, con valorf(a).
méaximo relativoen x=d, con valorf(d).
minimo absoluto en x=c¢, con valorf(c).
minimo relativoen x=c, convalorf(c) yen x=e, con valorf(e).

5. Tambén es importante identificar los puntos donde la curva cambia de convéxeavea y
viceversa, es decir, los llamadBsntos de Inflexin. (Figura 12.4)
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/\'\ Punto de inflexdn

. L
Punto de inflexdn |

o ——-—

|
|
c

FIGURAN° 12.4

EJERCICIOS

1. En cada caso trace un bosquejo de laficas con las caracisticas dadas (si es posible).

a) Que su maximo absoluto y su mimo absoluto sean tan@n maximos y ninimos rela-
tivos.

b) Que tengan &ximo y mnimo absoluto, pero no aximo y ninimo relativo.

¢) Que tenga raximos y minimos relativos, pero no tengaaximo absoluto ni imimo abso-
luto.

d) Que sea creciente y tenga@rimos relativos.
€) Que sea decreciente pricava.

f) Que tenga raximo relativo y no seatmcava.
g) Que rdina todas las definiciones dadas.

2. Para las siguientes funciones, cuyaafigas son ampliamente conocidas, awas en el in-
tervalo dado, e identifique los intervalos donde la fanoés creciente, decrecient@ncava,
convexa, sus aximos y sus fmimos absolutos y relativos y puntos de inflexion.

a) f(x)=x®> [-3,5 b) f(x)=x> (—10,20

c) f(x)=Senx [m/2,2m] d f(x)=Tanx (—m/2,m/2)
e) f(x)=¢€" [-2,m) f) f(x)=Inx (0,10

9 fOO=Ix] [-1.4

12.1.2. Propiedades de funciones continuas en intervalosrcados

Inicialmente se puede observar que de la definicle continuidad de una fudei en un intervalo
cerrado[a, b] se puede concluir los siguientes resultados; los cuales se ilushfezagrente:

Si f(x) es continua en un intervalo cerraidob):

1. f(x) tiene un ndximo absoluto y un imimo absoluto en ese intervalo (figura 12.5)
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y y

Maximo absoluto
Maximo absoluto

y=f(x)

|
|
I |
c : [
1
L~ b a s b
Minimo absoluto Minimo absoluto

FIGURA N° 12.5

2. f(x) tomatodos los valores que hay entre el valamimo y el valor naximo (teorema del valor
intermedio) (figura 12.6)

Recorrido def (x)

<
Il
Iy
~—~
X
~—
X

FIGURA N° 12.6

3. Sif(a) y f(b) difieren en signo existe un puntcen el intervalo(a,b) para el cualf (c) =0
(figura 12.7)

P

FIGURA N° 12.7

12.1.3. Puntos donde se pueden presentaraximos y minimos

Los puntos donde se presentaaximos o ninimos relativos y en los cuales la fuanies derivable,
se caracterizan por queiadlu derivada es igual a cero, es decir, scenD¢, se presenta aximo o
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minimo relativo yf es derivable er = c entonces ’(c) = 0.

Evidentemente, si se supone por ejemplo qu& enc se presenta un aximo relativo, entonces
parah cercano a cerd(c+h) < f(c) o seaf(c+h)— f(c) <0, y puesto qud es derivable er
entonces:

f'(c) = hIirg+ f(c+hr)1— f©) <0, puestoqueh>0 vy
. f(c+h)—f(c)
/
- >
e h|LI’(T)\f h 20
<

Puesh < 0y por tanto como & f /(c)

NOTAS

1. Si se considera la furtm f (x) = x3, es evidente qué’(x) = 3x? se anula ex = 0, pero de su
grafico se puede apreciar que en este punto no se preserdaimomi ninimo relativo, lo cual
indica que la condi@in f ’(c) = 0 es necesaria para quexes ¢ se presente &ximo o ninimo
relativo cuandd es derivable e, pero no es suficiente.

2. Atodos los puntog € D¢, dondef /(x) = 0 se llamarpuntos cfticosde la funcén. (Observe
gue en estos puntos, geglo tratado anteriormente, pueden existir o naxino o minimo
relativo).

3. No siempre que ex= c se presentan aximo o ninimo relativo su derivada es cero, pues puede
gue alf ésta no exista (figura 12.8(a)), perd siene derivada en este punto necesariamente debe
ser cero (figura 12.8(b)).

y y

Maximo relativo

f ’(c) no existe Maximo relativo

I
|
' |
' | f/(d)=0
\ | y=f(x) |
|
| c |
| X | X
d C J/ d
Minimo relativo f/(c)=0
f ’(d) no existe Minimo relativo
a) b)

FIGURA N° 12.8

4. Sedin lo anterior, los raximos o ninimos relativos de una furm se pueden presentar en:
(figura 12.9)

a) Dondef '(x) = 0 (puntos citicos).
b) Dondef(x) no sea continua.
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c) Dondef ’(x) no exista.

y
Casoc
Caso a A
: X
|
y=f(x) \‘
Casob

FIGURA N° 12.9

y los maximos y minimos absolutos se pueden presentar en cualquiera de losaja®gsc)
anteriores o en los extremos del intervalo cerrado donde esta defiredte gs el caso (figura

12.10)
y y
Maximo absoluto Maximo absoluto
a x y a L «
Il/ Maximo absoluto Il/ | b
Minimo Minimo b)
absoluto absoluto

|
Minimo absoluto‘/

c)

FIGURA N° 12.10

Hasta aquya se sabe como seleccionar los candidatos a puntos donde se pres&Exitaos o
minimos relativos o absolutos, pero es necesario establecer critericsgaparssi en cada uno de estos
puntos se presenta bien sea udximo o0 un ninimo o ninguno de ellos.

Con el fin de presentar estos criterios es necesario determinar primémntelyalos donde la fun-

cion es creciente o decreciente y donde@scava o convexa. Para ello se presenta inicialmente dos

teoremas.

12.1.4. Propiedades de funciones derivables en intervalosrrados

Teorema de Rolle

Si f(x) es una fundn continua erfa,b], derivable en(a,b), y si f(a) = f(b), entonces existe

ce (a,b) tal quef ’(c) = 0 (figura 12.11).
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FIGURAN°12.11

Demostracdn

Comof es continua effe, b] entonced tiene un naximo y ninimo alli, si el maximo o el minimo
esta ert € (a,b) entonces en este punfd(c) = 0 (pues seria @ximo o ninimo relativo y derivable
en este punto).

Ahora si en el punt@ se presenta aximo y enb se presenta mimo o viceversa entonces la
funcion es constante, por tanfd(c) = 0, para toda € (a,b).

Teorema del Valor Medio

Si f es una fundn continua efja, b] y derivable en(a, b), entonces existec (a,b) tal que

FIGURA N° 12.12

Demostraagdn

La demostradin consiste en aplicar el teorema de Rolle a la fomci

D(x) = f(x)— )= 1(@) ;(a)

b (x—a), la cual satisface la hgtesis de este teorema, pu2&) = D(b),
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D(x) es continua efm, b], derivable er(a,b) y por tanto existe € (a,b) tal queD’(c) = 0, es decir,

f(b)—f(a)
b—a

f'(c)— f(bt)):;(a) =0 yasi f'(c)=

De lafigura 12.12 se puede observar que el teorema del valor meditigata existencia de la recta
T, tangente a la curva y paralela a la rectgue une los punto&, f(a)) (b, f(b)).

Ejemplo

Considere un 1vil que se desplaza desde un puatieasta un puntd a lo largo de un segmento
rectilineo, ubicandose en el pursg() en el instante, con velocidad variable. Su velocidad promedio

s(b) —s(a)

es entoncesﬁ y sedin el teorema del valor medio existe un puate (a,b) tal ques’(c) =

s(b) —s(a N . _
M; pero comos '(c) representa la velocidad instanea en el punte, este resultado se

puede interpretar afirmando que la velocidad instaed coincide en alg instante con la velocidad
promedio.

12.1.5. Criterio para determinar intervalos donde una funébn es creciente o
decreciente

Si f /(x) > 0 para todox € (a,b) entoncesf (x) es creciente effia,b) y si f /(x) < 0 para todo
x € (a,b) entonced (x) es decreciente gfa, b) (figura 12.13)

y y

creciente

|
|
|
|
a
f /(x) > 0, pendientes positivas f’/(x) < 0, pendientes negativas

y=f(x) decreciente

FIGURA N° 12.13

f(x+h)— f(x)
h
f(x+h)— f(x) > 0, lo que implica qud es creciente, puest+ h > x.

En efecto si se supone qidié(x) > 0, entonceﬁihé > 0y sih> 0 entonces

Analogamente se demuestra este resultadolpara.

Para el caso en el gue (x) < 0 se procede en forma similar.
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Ejemplo

Determine los intervalos dondéx) = x — 3x? — 24x es creciente y donde es decreciente.
Basta con hallar los valores deque satisfacen las desigualdade¥x) > 0 y alli la funcion f es
creciente y los que satisfacen la desigualéiag) < 0y alli es decreciente:

f(X) = 3x% — 6x— 24 = 3(x+ 2)(x—4)

a) f'(x)=3(x+2)(x—4)>0

(X+2) | ————— FA++++|
(x—4) | —————| ————— +++++
+ 2 - 44 o+

luego f’/(xX)>0 si xe(—o, —2)U(4,+)

b) f/(x)=3(x+2)(x—4)<0 si xe(-24)

Ejemplo
Determine los intervalos dondees creciente y decrecientefgix) = e*Cos x
Basta con hallar los valores dejue satisfacen las desigualdadééx) >0 y f’(x) <O.
f ’(x) = €*Cos x— €*Sen x= *(Cos x— Sen ¥

a) e(Cosx—Senx>0 si (Cosx—Senxy >0, pues*>0 esdecir,si Cosx>Senx
oseasi Tanx< l< xe (prn—rm/2, pri+1/4), paratodop € Z.

b) e*(Cosx—Senx <0 si Cosx>Senx esdeci, si
Tanx> 1< xe (pn+ /4, pri+1m/2,) paratodo peZ

12.1.6. Criterio para determinar los intervalos donde la funcion f es éncava o
convexa

Seaf (x) una funcon dos veces derivable ¢a,b).

Si f ”(x) > 0 para todox € (a,b) entonced es convexa efg,b) y si f ”(x) < 0 para todx € (a,b)
entonced es ®ncava er{a,b) (figura 12.14)
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y y

| | | |

| | | |

| | : | | | | |

I I | I I | I |

| | | | X | | | | X
a X1 X2 b a X1 X2 b

Convexaf '(xq) < f/(x2) Concavaf '(x1) > f /(%)

FIGURAN° 12.14

De la figura anterior se observa que cuarides convexa entonces sus pendiertie§) son cre-
cientes y cuando e®ncava sus pendientés’) son decrecientes. Adérm observa que de acuerdo al
resultado de 125, sif ”(x) > 0 entonced '(x) es creciente y si ”(x) <0, f’(x) es decreciente.

NOTA:

Si f /(c) = 0 el puntoc puede pertenecer a un intervalo donde la fan@s convexa,@mcava oc
es un punto de inflekn (figura 12.15)

FIGURA N° 12.15

Observe de la figura anterior qfi¢’(0) =0, g”(0) =0, h”(0) =0, pero erx=0, f es convexa,
g es ®ncava y par& el punto(0,0) es un punto de inflekn.

Ejemplo

Hallar los intervalos donde la furém f (x) es Gncava y donde es convexa.

T 4 x2



382 Captulo 12. APLICACIONES DE LA DERIVADA

Basta hallarf ”(x) y resolver parx las desigualdades” (x) > 0 (para convexa) ¥ ”(x) < O (para
concava):
—2X
/ —
P =G0
(4+x%)22—2x((4+x%)2X)

f7(x)=—

(4+x2)4
(44X [2(4+x) 8% 8x®-8-2x*  6x°-8
(44x2)4 T (4+x3)3  (4+x?)3
" 6X2_8 2 2\3
a) f (x):m>0@6x —8>0 pues(4+x)°>0
&6x2>8
& x2>8/6
& x| >+/4/3
& X€E (—0,—1/4/3)U(1/4/3,+)
6x>—8

b) f7(x) = 1223 <0 & x€(—\/4/3,\/4/3)
los puntos(—+/4/3, f(1/4/3)); (\/4/3, f(1/4/3)) son puntos de inflegn, pues allhay cambios

de concavidad.

Ejemplo

Como es conocido, de la&fica de la fundn f(x) = Sen xse tiene que los intervalos donde la
funcion es convexa sof{2n+ 1)1, (2n+2) ), ne Zy donde la fundn es éncava
(2nm, (2n+1)m), ne Z, resultado que se puede obtener con su segunda derivada, pues:

f’(x)=-Senx>0 <« Senx0 < xe((2n+1)m(2n+2)m), neZ
f’(x)=-Senx<x0 < Senx>0 <« xe(2nm,(2n+1)m), neZ

y los puntos de inflexan son(nr, f (nm)).
12.1.7. Criterio de la primera derivada para determinar maximos y minimos
relativos

Si f es continua efg, b] y derivable en(a, b), excepto posiblemente ere (a,b) entonces:

a) Sif’(x)>0parac—d <x<cparaalgnd >0y f’(x) <0 parac < x < c+ J, entonces
tiene un n@ximo relativo erx = cy su valor esf (c).

b) Sif’(x) <0 parac—d <x<cparaalgnd >0y f’(x) >0 parac < x < c+ J, entonces
tiene un ninimo relativo erx = cy su valor esf (c).(figura 12.16)
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En efecto:
Para el casa. se vea quef(c) > f(x) parac— 0 < x < c+d.

Six > centoncex € (c,c+ d) y por hipdtesisf ’(x) < 0, por tantof es decreciente gft,c+ ) y
ad f(x) < f(c).

Six < centoncex € (c— 9,c) y por hipdtesisf ’(x) > 0, por tantof es creciente efc— d,c) y
as f(x) < f(c).

Analogamente se demuestra la pdte

y y

Maximo relativo
Creciente
Creciente
Decreciente
Decreciente Minimo relativo
/ X X

FIGURA N° 12.16

Ejemplo

Seaf (x) = 12+ 2x2 — x*

Como esta funéin es polinomial entonces es continua y derivable en cualquiera de stspu
luego sus raximos y minimos solamente se pdr hallar en aquellos puntasiondef ’(x) =0, es
decir:

f/(x) =ax—ax3=4x(1-x?) =4x(1-x)(1+x)=0 < x=0,1,-1
a) f/(xX)=4(1-x)(1+x) >0 < xe&(—0,—1)U(0,1)
b) f/(x)=4x(1-x)(1+x) <0 <« xe€(-1,00U(1,4+) pues

X |—-———=|-=-——= F+Ht |+

(X+2) | +++++|+++++|+++++| —————

(x—4) | ————— e e ol I e I
+ -1 - 0 + 1 -

ad que f tiene maximos relativos ex = —1 y x = 1 y sus correspondientes valores dgr-1) y
f(1), ya quef es creciente e(i—»,—1) y decreciente efi—1,0); creciente er(0,1) y decreciente
en(1,+) y f tiene un ninimo relativo erx = 0 y su valor esf(0) = 0 ya quef es decreciente en
(—1,0) y creciente erf0,1).
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Ejemplo

Comof(x) = |x—2|+5 es continua para tod®, pero no es derivable es= 2, (donde se presenta
un pico), entonces sus valoreaxmos y ninimos relativos pueden estar o doridéx) = 0, o donde
f(x) no sea derivable.

1 X>2
f’(X) ={ noexiste x=2
-1 X< 2

luego ellnico punto donde posiblemente hagximos o ninimos relativos es exd= 2.

Como f /(x) > 0 parax > 2y f /(x) < 0 parax < 2, entonces el = 2 se presenta enimmo
relativo y su valor e$(2) =5 (figura 12.17)

y

FIGURA N° 12.17

Ejemplo

Para la funddn cuya gafica aparece en la figura 12.18

1N

S a

FIGURA N° 12.18

se puede concluir qué presenta un @ximo relativo erx = a (alli f ‘(a) =0) y enx =0, sin
embargof no es continua er= 0.
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12.1.8. Ciriterio de la segunda derivada para determinar raximos y minimos
relativos

Si f(x) es dos veces derivable en un purte c en el cualf ’(c) = 0 entonces:
a) Sif”(c) >0, enx= cse presenta unimimo relativo.
b) Sif”(c) <0, enx= c se presenta un &ximo relativo.

c) Sif”(c) =0, el criterio no decide, es decir, iglluede presentarseaximo o mnimo o ninguno

de los dos.
Demostraddn
f'(x)—f'(c f’
a) Comof ”(c) > 0 entonced "(c) = lim =11 = lim ) > 0, por tanto:
X—C X—C X—C X—C

Six>c, f’(x)>0entonced es crecientey si< c, f’(x) <0 entonced es decreciente, y
ad por el criterio de la primera derivada, Be= ¢ se presenta unmimo relativo.

En forma adloga se demuestra la pakte

NOTA:

Como se puede apreciar, este criterio no se puede aplicar para agastissa que el aximo o
minimo relativo se presente en puntos donde la fameio es derivable, por lo que el criterio anterior
resulta mas general.

Ejemplo

Utilizando este criterio, para hallar los valoreaximos y minimos relativos def (x) = —x34+x2,
se procede a hallar los puntos dorfdéx) = 0, es decir,

f/(X) = —3x°+2x=x(-3x+2) =0 x=0 6 x=2/3

Ahora para cada uno de estos puntos se analiza el signo de la seguivddal A§ puesto que
f ”(x) = —6x+ 2 entonced ”(0) =2 > 0, lo que indica que ex= 0, se presenta unimmo relativo
y su valor esf(0) = 0 y puesto que ”“(2/3) = (—6)(2/3) +2 = —2 < 0 entonces ex = 2/3 se
presenta un @ximo relativo y su valor e$(2/3) = —(2/3)3+ (2/3)? = 4/27.
Ejemplo

Hallar los valores raximos y minimos def (x) = x1/3(8 — x) = 8x%/3 — x#/3,

f/(x) =8/3x 23 -4/3x13=(4/3)(2—-x)x?*=0 & x=2

4(x+4
f”( >:_9(X5/3)
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f(2) = —g (22;34) < 0, luegof tiene un naximo relativo erx = 2 y su valor esf (2) = (6)(21/3)

(Por el criterio de la segunda derivada).

El punto Oc D pero erx=0 f no es derivable, (observe que £f{x) aparecexen el denominador
por tanto no se puede reemplazar por cero), entoncésiage puede aplicar el criterio de la segunda
derivada, luego hay que aplicar el criterio de la primera derivaida as
Resolviendo las desigualdade&x) > 0y f '(x) < O se tiene que:

4(2—x) .
f’(x):3 NTE >0 si xe(—»,0U(0,2) vy
I _4(2_X)
f (x)_é T <0 en (2,+x),

ad f no tiene naximos ni mMnimos relativos e = 0, pues tanto a derecha como a izquierda de cero
la derivada es positiva.

EJERCICIOS

I. Hallar los intervalos dondé es creciente, decrecient@nzava, convexa, puntos de inflexi
valores naximos y minimos relativos si existen.

1 f(x)=]9-x?| 2. f(x)=3x°45x*
3
20412 _

3. f(x)=x(4—x) 4. f(x) e

x2 -9
5 f(x)= 15 6. f(x)=|x|+|x—1]—x conxe[-20,40
7. f(X)=(1-x%324+x)Y® con xe[-4,10 8. f(x)=2C0s x—Cos2x
9. f(x)=x+Senx 10. f(x) =x*3(x*>—8)
11 f(x) =x(Xx—2)(x—3) con xe&[—-4,10

ll. 1. Hallar los valores de, b, c tales quef (x) = ax? + bx+ ¢ tenga un raximo relativo de 6
enx =2y que la gafica def tenga intersecbn con el ejgy igual a 4.

2. Sif(x) = ax®+bx?, hallara,b de manera que la gfica def tenga un punto de infledn
en(1,2).

3. Sif(x) = ax3 +bx?+cx+d, hallara,b,c,d de manera qué tenga un extremo relativo
(maximo o mnimo relativo) en0, 3) y su géfica un punto de inflegn en(1, —1).

4. hallar los valores da, b, c tales quef (x) = ax? + bx+ ¢ tenga un raximo relativo de 7 en
x =1y la gfafica pase por (2,-2).

5. Hallar a,b,c tales quef(x) = ax® + bx? + cx+ d tenga extremos relativos @rimo o
minimo) en(1,2) y en(2,3).

6. Hallar los valores da, b tales quef (x) = x2 +ax? + b tenga un extremo relativo €@, 3).
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12.2. PROBLEMAS DE RECTAS TANGENTES Y RECTAS
NORMALES

Se trata de resolver problemas geritos relacionados con rectas tangentes y normales (perpen-
diculares a las rectas tangentes). Se aplicara el hecho de que laldet@/ana funéin f(x) en un
puntox = a, como se vio en la introdudmn, se interpreta como la pendiente de la recta tangente a la

- 1 :
curva en el puntda, f(a)) y por conS|gU|enteL@ como la pendiente de la recta normal a la curva
en el mismo punto.

Ejemplo

Dado el puntop = (2,1) y la curva representada por laafica def (x) = x? + 1; hallar las ecua-
ciones de las rectas tangentes a esta curva que paspn por

En la figura 12.19 se pueden apreciar las rectas que se buscan.

FIGURA N° 12.19

Suponga que el punto de tangencia de la rectal, es(a, f(a)), se trata inicialmente de determi-
nar el valor o los valores d& Para ello, recuerde que la pendiente de esta recta se puede hallar de do
formas: flag—-1 a%?+1-1 a? a2

, .

Como a2 - a_2 —a_p Ycomo f’(a)=2a, entonces P 2a, adque,
a®=2a(a—2), luego 2A°-a’-4a=0 < a’-4a=0 < al@a-4=0 yas a=0
0 a=4, portanto existen dos rectas tangentes a la curva que pasan paoglptin Una con pun-
to de tangencigo, f(0)) = (0,1) o sea con pendiente’(0) = 0, cuya ecuaéin seay— 1= 0(x—0)
y otra con punto de tangencia ¢4 f(4)) = (4,17) o sea con pendienté’(4) = 8 con ecuadn
y—17=8(x—4)

Ejemplo

Encontrar las ecuaciones de las rectas normales a lagundgx y paralelas a la rectp= 2x+5
(figura 12.20)
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y=2X+5

f(x)=1/x

FIGURA N° 12.20

1
punto o los puntos sobre la curva en donde las rectas buscadas gendieulares a las rectas tan-
gentes.

las rectas buscadas tiene por pendiemfe,t—a) = = a2, donde(a, f(a)) representa el

Por otro lado como la recta es paralela-a 2+ 5, su pendiente debe ser igual a 2, y as
a’=2 = a=+4/2, portanto las ecuaciones de las rectas normales son:

y—f(vV2) =2(x—v2) y y—Tf(—v2)=2(x++2) ,esdecir
y—(1/vV2)=2x=v2) 'y y+(1/v2)=2(x+V2)

12.3. PROBLEMAS DE VELOCIDAD Y ACELERACI ON

Se trata de resolver problemas en los cuales interviene una@fs{t) que representa el espacio
recorrido por un objeto en el tiempg por consiguiente, como se Halvisto anteriormentes’(t) y
s”(t) representan respectivamente la velocidad del objeto en ese mismo instante.

Ejemplo

Supdngase que se arroja una pelota hacia arriba desde lo alto de un edififioredel 60mtsde tal
forma que en un instantese encuentra a una altws@) = —16t2 + 64t + 160mtsdel piso, halle:

a) El espacio recorrido entte= 2 yt = 3 segundos.
b) Velocidad promedio en este intervalo de tiempo.

d

)

c) Lavelocidad instainea e = 3 segundos.
) La aceleradn instandnea en = 2 segundos.
)

e) ¢Cuando alcanza su altura maxima y cual es?

f) ¢Cuando llega al piso y con que velocidad?
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Solucion

a) El espacio recorrido entte=2 yt = 3 segundos es:
S(3) — 8(2) = (—144+ 192+ 160) — (—64+ 128+ 160) = —16. (¢, Que significa el signo
menos?)

, . 3)—s(2 L .
b) Velocidad promedic= S(;)_Z() =—-16m/seg (¢ Que significa el signo menos?)
¢) Velocidad instaréinea=s’(t) = —32t + 64, luegoésta ert = 3 seges:

s’(3) = —(32)(3) +64= —32 m/seg (¢, Qe significa el signo menos?)

d) Aceleracon instaninea= s’ (t) = —32, luegcésta en el instante= 2 segess”(2) = —32 m/seq
(¢ Qe significa el signo menos?)

e) La altura maxima la alcanza cuando la velocidad es cero, es decir cuando
s'(t)=—-32+64=00 seaemn =2 segy ésta es:
S(2) = —(16)(4) + (64)(2) + 160=224m

f) La pelota llega al piso cuandit) = 0, es decir, cuande 16t2 + 64t +160= 0 y esto ocurre
cuanda < 24 +/14, por tanto la pelota llega al piso cuaride 2+ /14 segy la velocidad con
la que llega es’(2+v/14) = —32(2++/14) + 64 ~ —1197 m/seg

12.4. PROBLEMAS DE RAZON DE CAMBIO

Suponga que una cantidad&stariando respecto al tiempo mediante una exprasi= f(t), por
ejemplo el volumen de una bomba al inflarlaigazon el tiempo o el volumen de agua en unaiso
con una llave abierta taréin es fundn del tiempo; surge afa pregunta ¢con @uvelocidad esin
variando estas cantidades respecto al tiempo en un determinado instécti@idlocidad eétrepre-
sentada poy'(t) lo cual se puede demostrar de la misma forma como se hizo con la velocidaa de un
parficula que recorre un espadifi), y se llama Ran de Cambio dg = f(t) en el instanté.

Ademas se pueden presentar algunos problemas en los cuales dos furmgienesfan con el
tiempo aparecen relacionadas mediante la ebnaéis evidente que al derivar esta ecacespecto
al tiempo aparecen relacionadas mediante las razones de cambio de eftasidoes.

Ejemplo

Una placa circular se dilata por el calor de manera que su radio aumerdaamde 2mtscada
segundo. ¢,Con @radn aumenta el area cuando su radio es dgs?

dA

Area del circulo de radio: A(r) = rr?; i 2
Razdn de cambio del radip: r’(t) = dr oM
dt seg
Razdn de cambio delreaA’(t) = dA = dA dr _ 2nrg = 4mr
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Razdn de cambio dedrea cuando=4: A’(4) = 4n(4) = 161

Ejemplo
Un puntoP se mueve a lo largo de la circunferengfa- y? = 25. Cuando pasa por el punts, 4)
su ordenadg disminuye a raan de 6m/seg ¢ ®mo vaia la abscisa?
Para cada instantex?(t) +y?(t) = 25, derivando respectatae tiene que
dx dy . dx dy
2X— —=0 d — 4y =
g T~ 0 esdecr X Y g
Seat el instante en el cual el punto pasa 84), luego

Xdiijy@ = 3d7x+ (4)(—6) =0 esdecir,

dx_gl_ mts
dt  “dt dt N

dt 3 “seg
Ejemplo

Un avion se dirige hacia el norte a 64/ hora, pasando por cierta ciudad al media,din segundo
avion se dirige hacia el este a 6df/horay est exactamente sobre la misma ciudad 15 minutos mas
tarde. Si los aviones vuelan a la misma altura ¢ C@rgen se separan a la 1:15 PM?

160

FIGURA N° 12.21

Seaty el tiempo inicial a las 12:15, hora en que el segundo avich sdbre el puebl® (figura
12.21). En este instante, el primer avion ha recorrido un espacio dd 64060km
(e=wvt, v=0640 km/hora, t=1/4 hora).

Seay la distancia recorrida por este avion despude las 12:15¢ la distancia recorrida por el se-
gundo avion eréste tiempo s la distancia que separa los dos aviones es este instante. Puesto que

dy 4 km — dx km

dt ~ ~ “hora’ dt  hora’

y s=4/xX2+(y+1602 ycomo t=1hora entonces
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h
y=640/1=640km y x= m =600km ycon s=./(600)2+ (640+ 160)2= 1000,
por tanto ya que s? =x?+ (y+160)2 se deduce que:
ds dx fy
25a = ZXE +2(y+ 160)a

= 2(600)600-+ 2(640+ 160)640
ds 2(600)2 4 2(640+ 160)640

dt 2s
~ 2(600)2+2(640+160)640 g7k
- 2(1000 ~ ' "h

EJERCICIOS

1. Una pairiicula se mueve a lo largo de la parabyple x2. ¢ En q@ punto de su recorrido ést
cambiando a la misma velocidad la abscisa y la ordenada de leya®t

2. SeaA,D,Cr el area, el cimetro la longitud y el radio de un circulo respectivamente. En un

. . dr m L
instante determinado,= 6, Fri 3 S—eg. Hallar la tasa de variaon deA respecto ar,D,C,
yt.
dx dy
3. Un punto se mueve alo largo de la cuyva v/x2 + 1, de tal forma qued—t =4, haIIea cuando
x=3

4. Un cuadrado se expande con el tiempodrp@ se relacionan la ram de aumento délrea del
cuadrado con la ré&n de aumento de la longitud de su lado?

5. Las aristas de un cubo variable aumentan de 3 cms/seg. ¢, Ewariacon aumenta el volumen
del cubo cuando una arista tiene 10 cms de longitud?

12.5. PROBLEMAS DE MAXIMOS Y M iNIMOS

La teoiia que se dio sobre@mimos y minimos no solamente se utiliza en la constrandile gafi-
cas, sino tami@n para resolver ciertos problemas en los cuales es necesario maximizamizarin
ciertas variable.

Para resolver estos problemas es necesario inicialmente trasladatetaablenguaje matefmtico,
definiendo claramente cual es la fubitique se va a maximizar o minimizar y cuales son las depen-
dencias entre las diferentes variables que aparezcan.

Ejemplo

Halle dos numeros positivos que sumados den 12, y tal que su prodactésieno.

Searx,y los dos numeros, la exprési que se va a maximizar g pero como+Yy = 12, es decir,
y = 12—, entonces ella se puede representar como unadieei la variable, f(x) =x(12—Xx)
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0<x< 12y a$ el problema se reduce a hallar ehximo absoluto de esta furdti, que de acuerdo a
lo ya conocido se presenta donfi§x) = 0 o en los extremos dé,12].

Comof(x) =x(12—x) =1x—x?, f/(x)=12-2x=0 < x=6,
ycomof(6) =6(12—6) =36, f(0)=0, f(12)=0
entonces su aximo valor se encuentra en= 6 y su valor es 36, luego los numeros positivos pedidos
son:
X=6 y y=12-6=6

Ejemplo

Hallar la altura del cono circular recto de volumeaximo que se puede inscribir en una esfera de
radio 6mts
Solucion

Seax el radio del cono y su altura (figura 12.22)

FIGURA N° 12.22

y - 1,
La funcion a maximizar es el volumen del cono, es decis énx Yy, pero por el teorema de
Pitagoras, de la figura 12.22 se tiene que:

x%2 = 62— (y—6)2, luego la funobn v se puede representar émrhinos de la variablg ag:

v=(1/3)m(x%y) = (1/3)n(36— (y—6)%)y
—4ny? — (m/3)y® 0<y<12

esta funddn es derivable en todo el interval@ 12), por tanto el valor raximo se puede representar
dondev’(y) =06eny=006eny=12.

Siv/(y)=0entoncesBy—my>=0 < y=0 6 y=8.
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Puesto que ”(y) = 8rm— 2mny, entoncey ”(8) = 8rm— 16m= —8m < 0, luego ery = 8 se presenta
un maximo relativo y coma ”(0) = 81> 0 hay un ninimo relativo ery = 0 y as el volumen naximo
se presenta en= 8, ya que

v(8) = 4182 — g83 = 118 (4— 2) = %%T es mayor que(0) =0y v(12) =0

Ejemplo

Hallar dos puntos sobne= x3 cuyas abscisas difieren en 2, de tal forma que la recta que los une
tenga pendiente minima.

Sean(x,y), (a,b) dos puntos sobre la @fica dey = x3, como se pide que las abscisas difieran en 2
entonces—x =2, luegoa=x+2ycomob=a® = b= (x+2)°yasila pendiente de la recta
gue pasa por estos dos puntos es

_b-y b-y (x+2)3-x3 _
m=_— =—=>= 5 y por tanto:

m’(x) = (3/2) [(x+2)2—x?] = (3/2)(4x+4)=0 vy

m'(x)=0 & 34x+4)=0 < x=-1

m”(x) =6, a$ quem”(—1) =6 > 0, luego erx = —1, se presenta unimmo, y a$ los puntos
buscados son:
(_17 (_1)3) = (_17 _1) y (_1+27 (_1+2)3) = (17 1)
EJERCICIOS

1. Hallar la ninima distancia del punt(8,3) a larectax—y =1

2. Un trozo de alambre de Iatsde longitud se corta en dos partes. Una parta deblada en
forma de trangulo equiktero, y la otra parte en forma de cuadradodrp€ se debe cortar el
alambre para que la suma de swsas sea:?

a) Maxima
b) Minima

3. Hallar las dimensiones del cilindro de mayor volumen que puede ser ineoriio cono de
radio 3mtsy altura 15mts

4. Hallar la linea recta que pasa {8 18) con intersecciones con los ejes coordenados positivos,
tales que la suma de ellas sea minima.

5. ¢Cul es el mayor pémetro de un reéngulo que puede inscribirse en un sénciglo de radio
3?

6. ¢Cul es la forma del reanhgulo con pémetroP fijo, que encierra la maydarea?
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7. Halle las dimensiones del récigulo dearea maxima que puede ser inscrito en la elipse:
2 2
X
— 4+ yf =1
4 9

8. Demostrar que la minima distancia del puft@ yo) a la rectaAx+By+C =0 es
|Ax+Byo +C|

VAZ+B?

9. Hallar el radio del cilindro de superficie lateral maxima que puede saitmen un esfera de
radioR.

12.6. REGLA DE L'HOPITAL

(x-1% 2x-1) (x-1)
cuandox — 1, estas funciones tienden a 0,2-y respectivamente, pero adasnsi se reemplaza di-

Observando las funciongs= se puede apreciar que

. 0
rectament por 1 en cada una de estas expresiones, todas ellas son de Ia6fo@na esto se trata

de ilustrar que al calculairh @ sabiendo que es de la forr%asu resultado puede ser uaimero
x=ag(x)

. . . m . .
real cualquiera atoo. A expresiones de este tipo y de la formase llamarformas indeterminadas
[o0]

Limites de este tipo aparecen con cierta frecuencia en algunos problenpdisatstam, y sus alculos
en algunas ocasiones se pueden realizar con determinados cambidalile waneétodos artificiosos
Senx . e-1  x3-8

como cuando se calcularonagrim ——; Iim © Iim .
x—0 X x—0 X x—2 X—2

Pero existe un &todo mas general que nos permite calcular muchos limites de este tipo, que es la
llamadaregla de L'Hopital

Supdngase que lim representa uno de los limites:

lim; Iim ; Iim ; im ; lim ; supngase adeas que limf(x) =0
X—C X—cC*t X—C™ X— 400 X— —00 y rng q ( ) y

Iimg(x)=0 (0 limf(X)==+c, y Ilimg(x)= 4)

Si
, nimero L ,
[im f/(X> = +00 = lim f/(x) =lim ()
9'(x) . 9’(x) 9(x)
NOTA 1

Reclerdese que antes de aplicar la regla de L'Hopital, debe cerciorarseguea indetermination

7

0 00 . .
dela forma6 0 —, pues de lo contrario no es aplicable.
[00]
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NOTA 2
f(x)

Obsrvese que al aplicar la regla de L'Hopital a ala exm% no se calcula la derivada del
F(x)

cociente——, sino que se divide la derivada déx) entre la derivada dg(x).

9(x)

NOTA 3
fx)

. . o . f'(x)
Si al aplicar la regla de L'Hopital drh ——=, la expreshn lim
P J P g P g'(x)

(o]
o o —se puede aplicar nuevamente la regla de L'Hopital a esta ekprgssi persiste la indeter-

minacibn de este tipo se puede aplicar las veces que sea necesario hasté lhalite e

sigue siendo de la forma

Ejemplo

. Senx
Hallar lim ~

X—

, 0 . : .
Ob<rvese que es de la forn%a Derivando numerador y denominador se obtiene:

. Senx ., Cosx

im — =1lim — =1

x—0 X x—0 1
Ejemplo

Hallar lim In (Sen %

x—0+ In (TanX

—00
Obsrvese que es de la formeg, por tanto:

!/
im In(Seny _ ;, (n(Seny) lim Cosx=1
x—0+ In(TanX x—o0+ (In(TanX) x—o+
Ejemplo
Hallar lim Sen3x—x
x—0 X

, 0
Obs<rvese que es de la fornc(r)a por tanto:

. Senxx |, Cosx-1 . 0 .
lim ——=— = lim —_——, que tamkén es de la form%, luego aplicando nuevamente la
x—0 X x—0  3X

regla de L'Hopital se tiene:

Sen x- X ., Cosx-1 ; Sen x 1
- =IliIm ————=IIm ——=—-Z=

lim
x3 x—0  3x2 x—0  BX 6

x—0
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Ejemplo

; 4Tan x
Hallar im ———
x—1 14+ 3Secx

—+o00
Es de la forma— luego
+o00

. 4Tanx . 4Se€x .4
m ——=IIm —— = SR
x—2 1+3ecx x—7 SecxTanx x—I Senx

Ejemplo
X

Hallar lim
x—+e X341

+o0
Es de la forma— luego
400
X X X eX

e
Iim ——=Ilim —=Ilim —= |lim — =+
x—+4w X341  x—+4w 3X2  x—+w BX  x—+o 6

Ejemplo

X2 o0 . : .
,que es de la form%, al aplicar la regla de L'Hopital se tiene:

En el @lculo del Im
X— 00

. V24x2 i X
lim = lim
X — 00 X X — 00 ‘/X2+2

L'Hopital se tiene:

+00 .
gue es de la formaJr—, luego aplicando nuevamente al regla de
(0]

. V2+x2 X 3 1 VX242 . . .
Iim = |im =lim —— = lim , es decir se regresa atlite original,
X— 00 X X— 00 1/X2_|_2 X— 00 X — 00 X

. . VX242 . o
lo que permite concluir que la regla de L'Hopital aunque es aplicable nauceralningn resultado,

por tanto elimite debe calcularse por otroatodo.(¢,Cal?)
Hay otros tipos deiinite que no siendo de la form%l 0 % se pueden llevar a esta forma.
Es el caso déinites indeterminados de la forma:
1. lim f(x)-g(x) donde f(x) =0 y g(x) — +oo, que se puede representar comnno Il/gfc%
olim Fx) , en los cuales es aplicable la regal de L'Hopital.

1/9(x)

2. lim f(x)9%, cuandof(x) — 1 y g(x) — o, en este caso drhite se representa como:
lim £ (x)9%) = lim e9® n(f(x)) y | limite de este exponente es de la forma tratada en 1.

3. lim(f(x) —g(x)), cuandof (x) — +o y g(X) — +oo, en este caso se busca a &sde manipu-
laciones algebraicas llevarlo a una forma donde sea aplicable la regélajstal
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Ejemplo

Hallar lim xIn x

X— 0+

. —00
El limite es de la forma(@-) y se llevara a la forma— as:
0

. 1/x
I|m xIn x= I|m — im = Iim —x=0
x—0 1/X x— 0+t —1/X2 x—0+
Ejemplo
Hallar I|m (1—Tan XSec2x
X~>4
A 0o .
El limite es de la forma@r) y se llevara a la form% ad:
(1-Tanx . —SecXx)
lim (1-TanX¥Se2x= Iim ——— = |lim ———— =
XHT( X x— 1t COS2X x— I+ —25en2x
Ejemplo

3 1
Hallar im x Sen-
X— 400 X

El limite es de la forma @) y

1 1 1
Sen- ——Cos-
X— lim XX — [|im Cos =1
X— 400 } X— 400 _i X— 400
X X2
Ejemplo

Hallar im (1+x) %

Xx—0t

El limite es de la formaf1®, entonces

1 In (14X 1
i 7<x ) lim el+x

. (l+x) lim e
lim (1+x)X— lim e = g0t &0t =e =e
X— 0+ x— 0t

Ejemplo

1
Hallar lim xxz
X—1t

El limite es de la formaf1®, entonces

1 In x lim Inx lim 1 1
[im x*1 = Iim ex1 = ex—1* =e—1t T =gt =g

Xx—1t X—1t
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Ejemplo
1

Hallar lim x
X— 400

El limite es de la formé+o)©, entonces

, 1 In x In x lim 1
lim xi = lim e =g ¥ — Mk _g0_1
X— 400 X— 400
Ejemplo

Hallar lim x*
Xx— 0+

El limite es de la formaQ entonces

| lim enx  fim x lim Vv jim 0

lim x* = I|m e X = g0t =gt T =¢ =e0t =¢g'=1
x—0*t Xx—0

Ejemplo

1 1
Hallar lim (—))
x—0t \ X Sen

El limite es de la formg+o) — (—o), por lo tanto

im } Sen x- X — i Cosx-1 B
x—0+ \ X Sen xﬂo+ xSen X) x—o0+\SenxxCosx/
lim —-Senx
x—0t \ 2C0S Xx—XSen 2
Ejemplo

Hallar lim L—i
x—»1t\X—1 InXx

El limite es de la formg+o) — (—), entonces
lim x 1\ _ im XIn x—x+1\ im xIn x ~ fim 1+inx) 1
x—1t \Xx—1 Inx/) x=1+\ (x=1)Inx ) x->1t \Xx—1+xInx/) x-1+\2+Inx/) 2

EJERCICIOS

I. Hallar el valor de los siguientegites:

. Senx eXx_1
1. Iim .
x—0eX—eX x—0 X
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4
3 lim & 4.
X— +00 @X
] 4\
5 lim <1+> 6.
X— 400 X
7. lim (1+4x) 0% 8.
x— 0+t
X__ 92X
T 10
x—0 4X
11. I'mg)xSenx 12
X—
13, lim x%* 14
X— —00
. Sermlx
B Mt 16
1 Tan x
17.  Iim <> 18,
Xx—0 \ X
x+c\
[I. Hallar el valor dec tal que Im <> =1
X— 40 \ X—C

nx+1\
[ll. Hallar el valor dental que Im < + ) =9
x—+w \ NX—1

IV. llustre con ejemplos situaciones del tipo:

() O+e) () — ()
- = (Ge)(w)
09 (2000 1+
ot (+00)® (+00) (+0)
(o) + () (o) (+o0) -

| X+ Cos X
x—+0 X — C0S X
. Inx
Iim —
X— 400 ex
lim x* — 256
x—4 X—4

Iim(ex+3x)%
x—0

)!’Lmlln X(In (x—1))

. Inx—1
Iim

x—e X—e
IimCOShX_l
x—0 1—Cos X

s
, Coszx
lim(1-x) 2

Xx—1







Apéndice

INDUCCION MATEMATICA

Una caractéstica importante de losimeros naturales, es el llamado principio de indiiconatenatica,
que afirma que:

si una proposicbn cualquiera se satisface para el numero natural 1 ya adeas siempre que se
satisfaga para el mimero natural k, se satisface para el amero natural k+ 1; entonces el
conjunto de los mimeros que satisface esta propiedad es el conjunto de lo8meros naturales.

Esta propiedad se puede utilizar para demostrar que determinadasigomgssse cumplen para to-
dos los imeros naturales o para todos Idsmeros naturales a partir de uamero natural fijan.

El principio de inducdn matenatica se puede ilustrar de las forma siguiente: imagse que una
persona desea subir todos los escalones de una escalera infinitatesparsona se le garantiza dos
cosas: Primero, que la dejan subir al eénallimero uno y segundo, que siempre que se encuentre
en el escdin k, la dejan subir al esdah k+ 1, es evidente que esa persona poslibir todos los
escalones. Olgsvese que si una de las dos condiciones no se da, entonces ndsgarantizar que
la persona recorra todos los escalones.

Un error frecuente que se comete cuando se pide demostrar que determiopiedad esalida
para todos los iimeros naturales, es verificar geta se cumple para el 1 el 2,etc., hastaumero
fijo. Con esto se garantiza realmenédosque la propiedad se cumpla para éimero 1,2, hasta ese
nimero fijo, pero no para todos lo@meros naturales como se puede apreciar en el siguiente ejemplo:

Ejemplo

Se quiere demostrar la validez de la propdsiciPara todo @imero naturah, n> —n+41 es un
nimero primo.

401
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Se verificaparam=1; 1—1+41=41 es un imero primo.
paran=2; 4—2+41=43 es un imero primo.

paran=40; 40°—40+41= 1601 es un mero primo.
pero paran = 41; 41> — 41+ 41=41? no es un Aimero primo.

Con lo anterior se muestra que si con los resultados, de los primeroso4ooagnos (que siempre
dan primos), se hubiese sacado la conblusie que la proposign es \alida para todos losiimeros
naturales, se hubiese cometido un error.

Algunas brmulas de uso frecuente, se pueden demostrar utilizando el principidubeiin matenatica
como se ilustra en los siguientes ejemplos:
Ejemplo

Demostrar que para tod@imero naturah, se verifica que:

n(n+1)

1+24+3+...4+n= >

i. Se verifica que la propiedad se cumple para 1. Haciendon = 1 en los dos lados de la
ecuaocbn se tiene:
1(1+1)

1=
2

=1

ii. Se supone que la proposici se cumple pama= k, es decir, se supone que
k(k+1)
1+24+3+...+k=

, que es la llamada hitesis de inducéin.

iii. Asumiendo que la hiptesis de inducéin es cierta, se demostrara que la propbgisie cumple
paran = k+ 1, es decir, que:

14+2+3+...+k+(k+1) =
En efecto:

14243, 4kt (k+1)=(1+2+3+...+k) + (k+1) =

(k+1)(k+2)
2

K(k+1)

+(k+1)

CK243k+2 (k1) (k+2)
- 2 - 2

De lo anterior se concluye que la propo8ities \alida para todo iimero natural.

Ejemplo

Demostrar que para toddimero naturah, se verifica que:
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1—r n+1
at+ar+ar’+...+ar"= a(l) para r #1
. . . a(l—r?)
i. Se verifica que la propiedad se cumple paral, puesa+ar=a(l+r) = 4 =
a(l—rih . o
a1 gue coincide con el lado derecho de la exf@rmes demostrar para= 1

ii. Se supone que la proposici se cumple pama= k, es decir, que:
a(l—r k+1)

atar+...+arkk==—"-— 7
1-r

(hipbtesis de inducéin).

iii. Usando la hiptesis de inducéin se demostrarque la proposiéin se cumple pama= (k+ 1),
es decir, que:

a(l _ rk-~-2)

atar+ar?+...+arkt+arktl= e

En efecto:
atar+ar’+.. . +arkqarktt = (at+ar+ar?+... +ark) farkt?

_a-rk arkil_ a(l—rkYy parktl(1-r)
1-r 1-r
B a(l_rk+1+rk+l_rk+2) B a(l_rk+2)
1-—r 1-—r

De lo anterior se concluye que la proposities alida para todo iimero natural.

Como se puede apreciar en el ejemplo 1, cuemglose la primera condani, pero no la segunda,
se llega a resultados érreos. En el ejemplo siguiente se ilustraomo se llega a resultados@reos,
si se satisface la segunda conditi pero no se satisface la primera, es decir, siempre es necesario
verificar que se satisfagan las dos condiciones.

Ejemplo

X

Para todo imero naturah, 1+243+...+n= 5 2n+ 1)2.

Se supone que es cierto para k, es decir:

1 - . .
1+243+...+k= §(2k+ 1)?, y se verifica que es cierto pama= k+ 1, es decir, que:

1 1
14+243+...+k+(k+1) = é(2(k+1)+1)2: §(2k+3)2-

En efecto: 1

14243+, +k+(k+1)=(14+24+3+...+K) +(k+1) = §(2k+1)2+k+1
1 1 1 1

= g%+ 1)2+§(8k+8)2 = é(4k2+4k+ 1+8k+8) = é(4|<2+1z<+9).

:}(2k+3)2.

8
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Es decir la segunda condiei se cumple, pero obe/ese que no se cumple p&ra: 1, ni tampoco
para los otros valores de por ejemplo:

1
k=3; 1+2+3=6; peroé((Z)(CS) +1)2 =
cumple para otros valores &e

R en forma afloga se puede verificar que no se
Ejemplo

n
El teorema del binomiga+b)" = 5 (})a" *b* se puede demostrar rigurosamente usando la
k=0

induccbn matenatica.

i. Paran=1;
/1 o 1 1
(a+b)l= Z}(.)al—'b' = ( >ab°+< )aob:a+b
o\ 0 1

k .
ii. Se supone cierto para= k; es decifa+b)<= S ('i‘)ak"b' y se demostrara que ealida para
=)

n= (k+1), es decir que:

En efecto:

Il
M=
TR
~~

7?

+

i

5

_|_
M =
TR
\_/

X

o

+

AR

=
N———
QO
~
F
=
+
=~

30
G B0 B (e
(0 (e (e

_ <k 1) akrl i(kJr 1> akrl-ipi g <:§+1> bkt
& i +1
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luego queda demostrado el teorema para tadoearo natural.

EJERCICIOS
Demostrar que para tod@imero naturah, se cumple que:

n(n+1)(2n+1)
6

2. 34284+, 4n¥=(1+2+3+...+n)?
Indicacion Recuerde que £2+3+...+n=

1. 124224+ ... +n%=

n(n+1)
2

3. (ab)"=a"b" cona,b nUmero reales.
4. 42" _1 es divisible por 5.

5.2">n






RESPUESTAS A ALGUNOS EJERCICIOS

CAPITULO 1
SECCION 1.2.8 (FAGINA 16)

17 —-23
1 a 3 b) 5 c) 4 d) ET)
V5 7 —38
e f) 5 9 —5
V37 2 73
4. a) F b) V
6. 1,ii
8 a) a+3b b) y—3x 0 2 +4xy+ 3y d 2y-z
e 3a+b+c
(PAGINA 20)
1 F
2. 0. 5 i, 9xty? ii. a®mb iv. 55
v. X'y’Z vi. 237
3 0. -2 i. xo—y® ii. 2y3+x3y3+2x4y1+xly iv. 243°
v. —1+v10-v15 vi. 12/7 vii. 5v2-20V5 viii. 1
. C—d 3 . . 11
iX. @ib? X. V4 xi. 2v/a—b xii. an
xiii. a Xiv. X°+2

407
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Captulo A. RESPUESTAS A ALGUNOS EJERCICIOS

SECCION 1.4.1 (FAGINA 25)

1 V25-V4

3. X—(y+1)?

5. X8

7. 9a°+12a%b* +4p°

9. 27a®+ 54a%b? 4 36a*b* + 8h°
11 23v2+21v/3-38-12V6
13. 8a’hic®—
15. 4422
17. 27a°—12%°

SECCION 1.4.2 (FAGINA 28)

1 (x+1)(E—x+1)(x—y)

4. (1-23)(a2—-b?)

7. (a—3)? .
10. (MP4+n?+mn)(mP+n>—mn) 11
12. (x3+2)(x 1) (% +x+1) 13.
14. (2a"—b)(2a"+b) 15,
16. V2(v3-1) 17.
18, (2x—Y) (&2 +2xy+Y?) 19,
20. 2(3m?—18m+28) 21.

22 (3—x)® 23,

12v/abcab?c? + 6a2h?c? —

m b2n
22X _ 32X
4ys — ox
5+2v6
10. 2-3V4V3+3V2V3- V27

© o &~ DN

12 542 270V/3+225/2v/9 375
(abo® 14. 1
16. 1+a°
(X=1)(x+1)(x-y) 3. (x+Yy)(3x-y)
(a+4)(a+5) 6. (a—4)(a—3)
(3x—2)(2x+1) 9. (2x+3y)(3x—y)
(5— 2X)(4x+3)
(VX+2)(29x+1)
(X=Y)(x+Y) ¢ +Y) (X +¥)
(M +n?—a)(m+n’+a)
(xy? — By") (0y* + 6xyP + 36/°)
(5a+2b)
3242y
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SECCION 1.4.3 (FAGINA 31)

L VB i 2/12+15/2+42/18+15/3+4v/30+30V5
’ 5 ' —-201
3X_ 3
i, ¥/3+1 v, VXY
X=y
4+6v2+9V4 s BY7+2/3
—46 ’ 163
2 —
vi, Y2EXEV2X o 2VX L VX
2X X 2
2. i. Elfactor racionalizante e$x+ h)%1 + (X+ h)%x% +X3

ii. Elfactor racionalizante e/ (x+h)3+ V@

ii. Elfactor racionalizante ex—vx+1

SECCION 1.4.4 (FAGINA 34)

X+2

1 3X 3
1. 0 3 3. - 4. a a
2 2 2
5 gm_g1 g (&XtY) 7 X3 g XX+l
X—y X(X+1) x—1
9 1 10 1 11 1 12 _e}l
2 n_ 2
13 2ac—2a+1 14 m—n—Xx 15 ac+ab+ac
1-2a m a—b-—c
1 3xX—-4
16. > 17. 3XLE
CAPITULO 2
SECCION 2.1.2 (FAGINA 49)
1. [3,5 2. (=4,0)U(2,+w) 3. [5,+) 4, (—,2)

5. (—o0,—4)U(—1,+) 6. (—,7) 7. (—2—-2V3,-2)U(1,—-2+2V3)
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178 1
8. <—38,—21> 9. [3,+) 10. (4,6) 11 {—1,2}

SECCION 2.2 (PAGINA 63)

5 11
13- 2. 3
. . 9 15
3. Notiene soludn 4 [2,2]
1
5. (—oo,g]u[S,Jroo) 6. (—o,+0o)
7. No tiene soludn 8 +£3,+5
29 9 3 6 3 f 1 V5
o [2a)u(el 0 (w20 ( )
1 5 13 5 \f3
5 1
13, <—oo,—3} U [3,+oo> 14. (—o0,—4)U(—4,—1)U(0,2]U[3,+)
15. (—o,+) 16. [9,21]U[—29,—9
18 a) V b) F c) F d F
CAPITULO 3
SECCION 3.2.4 (FAGINA 84)
. 1 8i —7 4
1. a) —4 b) —44+7i C) &)—&, d) ﬁ+§:—)
9 3i 50 _}_i
1 . 1 21 2 3i

3. a)(1,3),(-1,-3) b) (1,0) C) 35

. ) ) Y ) 347 34

) (T513) & (-12)
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4 a) V65 b) 10 0 1 d) %
1 1
e) 5 f) 13 g 3 h) 3
i) V10
5. a) (x—3)?+y?’=16 bh) x°+(y—3)2=16 c) x=-1
d) Xj+y—2—1 e X¥+(y-17?=1 f) x=1
25" 16 y=9= -
g y=0 h) xy=2 i) x=2
6. a) 1<x2+y*<9 b) 1<x®+(y—22<25 ¢ (x+1)2%4y*>9
d x¥+(y-1°%>1 e) xy>% f)y X¥—y*>1
7. a V b V c V d V
CAPITULO 4
SECCION 4.2 (PAGINA 94)
1. a) 11%5 b) 26 d) —14707
100 51 n 2\ K
2.8 YK b) ¥ 2k-1 0 3 (1)'<+1(>
k=1 k=1 =1 3
80 k n 520
d) S e) (2+5k) f) 2k
k=1 k+1 kzl kZl
3. a) Falsa b) Verdadera c) Falsa
d) Verdadera e) \erdadera
5 1— (_2)n+1 1— (_2/3)n+1
4. a) n b) —3 c) 1723
1 1 1 1
d) —— = 81)2— 72 f) ——— =
) o vard ¢ (8D ) ooz &
) nj+ n(n+1) n
9 3T 2 73
5 a) Si b) Si c) Si

d) No e) No
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6. a) ac=5k+5; 100 b) ac=Ser2!) ; Sen2?®—Sen2
c) ax=(2k—1)%29°-33 d) ax=k?+4k+2;10402- 2 = 10400
e a=2

SECCION 4.4 (PAGINA 99)

w

»

~

10! 2. 162
a) F b) F c) F

(2,3}, {2,5) {3,5) 6. (175)
0):0): ) (3): (5): ()2

17 9. 9

SECCION 4.5 (PAGINA 101)

a) 2v2a’b®+6v/3a%b* +9v2a°b® + 31/3a°K°

, 8 L : 8
El cuarto €rmino es<3> x?y~?: el termino independiente e<s4>
- 5 8
y el coeficiente de2y? es 5
- 18 15\ 4. L . 15\ 1o
El coeficientes d&° es 4 3"; eltérmino independiente SlO 3,

. 15
el noveno &rmino es< 3 ) 3B

7 » o (9\/3\3/ 1\*
<3) 5. El coeficiente de es(G) <2> <_3>

a) 222 b 0 ¢ 8% 7. <140>
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CAPITULO 5

SECCION 5.1 (PAGINA 116)

16.

2x 2
a) y:§+§ by y=2 c) y=4x—16
a i. y=2x-3 il. y:2—)—2(
b) i. x=2 i. y=5
c) i. y=0 i. x=-1
a) No b) No c) No
, . , 12 .
a) El punto de intersecon de las medianas sé, 3 Y Sus ecuaciones
2 2
y=2x; Y—TS(X—Z) Y—?(X‘FZ),
. . L 1 .
b) El punto de intersecon de las mediatrices e(so, 4) y Sus ecuaciones
1 3 3 1
y_1+2+<x—2>, y_1—2<x+2> y x=0
, i 3 ,
c) El punto de intersecon de las alturas eél, 2) y Sus ecuaciones
3 1
=1; y=—=-(x=2); y==(x—2
d) Son colineales
7 4
— 6. —
5 V2
a) a=-2 b) a=+3 C) a:g,azl
: 2 3. 2 26
Ecuaciones de los ladog; = §x+ 5 y= X g

. 7
y ecuaocdn de la diagonaj = éx— 11
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SECCION 5.2 (PAGINA 123)

(x—4)2+y?* =25 2 X24(y—5)2=25
. X4 (y—5)%2=25 10 (x—4)2+(y—6)2=8; (2,4),(6,8)
11 X4y?=2

13. a) Si b) No c) Si d) Si e) No f) No g) No

14 (x—1)%+(y+1)>=4 15 (x—2)2+(y—4)2=10
16. 5y—2x—19=0 17. (-2,-2),(-1,5)

SECCION 5.3 (PAGINA 133)

1. a) Veértice=(0,0); foco= <;,O>,d:—;:x b) (0,0),< 1O),dzlzx

1 1 1 1

0 (O,O)7<O,16>,d=—16:y d) (o,0>,(o,—12>,d=y=12
2. a) 1x=y* b —2x=y
c) 1ley=x* d) —gy:x2

3. x=3y
5 i) (hk),x=h; (hk+p);y=k—p
i) (hk),y=k; (h+p,k); x=h—-p
6. —28(y+3)=(x—2)? 7. (=2,4),(-1,4); x=-3

-5 -5 1 -5 1
8. a><_2’8>7<_2’8+3>’ Y==3 "3

9. No, por ejemplo sA = 0,B,C, D diferentes de cero.

e " <3+2ﬁ’1+2£> | (3_2@1_2£)
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SECCION 5.4 (PAGINA 143)

1. a) (£3,0),(0,+2); (+v5,0) b) (+4,0),(0,46); (0,4£1/20)
c) (0,£1),(+1/2,0); (o,ff) d) (£2,0),(0,£1); (£v3,0)
X2 y2 X2 y2
2 2 2 2
c) % + )2/—5 =1 ) % + é =1
e) §+§—1

3. (h,k),(h+\/a2—b2,k>,<h—\/a2—b2,k), (h,k+Db), (h,k—b), (h+ak)(h—ak)
4. i. a) (1+v405); (1-V405) b) (85),(—6,5),(1,8),(1,2) «¢c) 146
i. a) (=2,1+V7);(-21-V7) b) (-25), (-2,-3), (-5,1), (1,1) c) 8,6

(x-1%  (y—6)* _ 2, =17
5 a) 16 + 5 =1 b) (x—2)“+ 25 =1
6. No, por ejempldB =0;D,C,F diferentes de cero
SECCION 5.5 (PAGINA 153)
3 4
1. a) (£+4,0);(x50);y= iZX b)(0,+4),(0,£5); y= iéx

c) (£Vv2,0),(+6,0); y=+v2x d) (£v10,0),(£v20,0); y=+x
e) (O,il) , <O,im> Ly = igx

2 6 2

X2 y2 XZ XZ yZ

2. XY g X RS A
TS b) 8 ) 122 25

3 a) (hi V@K, (h—V@12K); (h+ak),(h-ak; —1—3¥=K
b) (hk+ V@12, (hk—V@1D?); (hkta) (hk—a); Y —K—=
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Y _£)\2 o2
_3)2 12 B2

5. a) (—24),(-2,0); (—2,2+V8),(-2,2—V8); y—2=+(y—1/2)

BaDE3Y () ries
(x—2)

¢ (4,3),(0,3); (2++5,3),(2—5,3); y-3==","

CAPITULO 6

SECCION 6.1 (PAGINA 166)

) V23 b)) V6x2+3 ¢ V2a@+2b+3  d) \/2X+2h+r?—\/2x+3
) VX+3-v2h+3  f) V-2x+3

N
®

D

3. a No b) Si c) Si d) No e) Si f) Si g) Si
h) No i) Si j) No k) Si ) Si m) Si

4. a) Relacbn No funcionalDgr =[—4,4]; Rr=[-2,2]
b) Siesfuncbn Dt = (—c0,0) U (0,+0) = Rs ¢) Relacbn No funcional

5m

Si es funcdn D; = [0,2] , Ri =[-1,1]

Siesfunodbn Df =R; Ry = (—,1]U{2}

) Noesfuncdon Dr={2}; Rr=R

) (=,00 b {0} ¢ (=21 d) (-2 ¢ (0,1u(-»,-1

) (=2,00U(0,+w) @) (=o,+0)  h) (=0,2)U(2,+0) i) (—0,+0]

o

)
)

()

f

o
)

f

SECCION 6.2 (PAGINA 171)

1. a) v2+h b 7-2h o Vx+h+2x+2h+1 d) V5+11
o K 0 VEae1 g S h vRe
2. a Vi-h+4-2h b Vx2-1-2¢ ¢ VX2x+2) d) 2a*

e 2@’-1) f) VX(2x+2) 09)
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3. a) (—,00U(0,+0),(—0,0)U(0,+00),(—00,1] b) (—,0)U(0,1],(—,0)U(0,1],(—»,0)U(0,1)

. 1
c) No existe,v/3— 3

SECCION 6.3 (PAGINA 175)

1 a ! 1 b) {/1-v1-x C) !

1+ [y 1+ (i- )’
X+3
, 1xt sen/i 3 Sen( W);
() (=)
1- 1— | Sen—
1-x2 X
2 +3
P |2
Sen(Sen(XJr?)z)) ; m 5
1— 2
( X> 1_< 2/x>
3 a 4. a) V b F c) F d F
5. Ninguna 6 No existen
7. (9o H)=y/1-(vx+1)% x=0  (fog)(x) =/ V1-x+1; [-1,1]
(foh)(X) = VX+3+1; [-3,+w) (Goh)(x) = /1= (x+3)%; [-4,-2]
8. 0. s(r(p(x))) Q. a(s(r(x))) ii. r(p(s(x)) v pax))
CAPITULO 7

SECCION 7.6 (PAGINA 185)

1. a) x= -8 demultiplicidad 3, x=6 de multiplicidad 2; grado 5.
b) x=4i de multiplicidad 4, x= 2 de multiplicidad 8; grado 16
c) X==+3i de multiplicidad 8, x= 3 de multiplicidad 3,x = 0 de multiplicidad 4; grado 23.
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2. a) px)=(x+4%x+1) b px)=(x-3*x+2)

¢) p(x)=X-1X+1)(x=i)(x+i)  d) (x—(4-5))(x—(4450))(2x—-1)
3. x:3—i,x:3+| Xx=-1 5 p(1)=1-1=0. Si 6. p(3)=27-6+1+#0. No
7. @) p(-2)= b) p(5)=-25 ¢) p(i)=0

a) Qx)= 4><4 123+ 6x2—18x+4; R=—12 b) Q(x)=3C+x*+4x—2; R=0

c) 21-8i

4 0-3 5 |32

9. p(x)=(2¢+3x+3)(2x—3)+14; Si, 6 9 9

entonces ¥ — 3x+ 5=

10. a)
C

a
c)
12

(on

)
11 f(x)
)

{0,1,-2,3} b)
d {0,1,-2,3}

{0}
=X —x=x(*—1) =x(x—1)(x+1)(x®+1)
[-1,0]U[1,00); (—00,—1)U(0,1)

{0}

=4

{0,£1,+£i} D)

4 6 6 14

(4x% +6x+6)(x—3/2) + 14

(=00, —2]U[0,1] U [3,+0);

d {0,1,-1}

13 a=16,

b=41, c=26 14 a=-5 b=6

SECCION 7.7 (PAGINA 190)

X 2—\?) (x—ng\f) b) (x—3—\/§>(x—3+\/§)

(x-2-v2) (x-2++2) d) 3( -2 '?)(—2—'?)
(2, 12) Minimo b) ( 1, 3) Maximo

<—g,—£llé> Minimo d) (5, ) Minimo

(e[ 2e2) o (T3
°4)
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SECCION 7.8 (PAGINA 192)

SECCION 7.9 (PAGINA 199)

2 1
. 1. --—
X XxX+1
1 6 + 12
x+1 (2x+1)2 (2x+1)3
5 1o &
X (X+1)?
1/4 1/4 12
x—1 x+1 x2+1

CAPITULO 8

SECCION 8.2 (PAGINA 217)

1. Para 150
Sen(150) = Sen30) = 1/2;
Cos(150) = —Cos(30) = —/3/2;

_ Sen(150)  —/3,
Tan(150 = Cos(1500 3
Cot(150) = (S:Zf((i:g _ 3

1 2
Seq150) = Cos150 = /5
Csc(150) = Ser(1150) —2:

c) R- {o, _3+2‘/‘T1, _3_2‘/‘T1}

163, 13
X2+4 x2+1
1/2 1/2

(x—1)2  (x+1)2
—2—-2X 1

(X2 +2x+2)2 e xi2

1 —24+/2x +} 2++/2x
A\ x+1-v2x) 4\ x4+V2x+1

Sen(—150) = —Sen150) = —1/2
Cos(—150) = Cos(150) = —/3/2

Tan(—150) = —Tan(150) = ?

Cot(—150) = —Cot(150) = v/3
—2

Seq—150) = Seq150) =

o

Csc(—150) = —Csc(150) = -2
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Para 600

Sen(600) = Sen240-+ 360) = Sen(240) = —\f; Sen(—600) = —Sen(240) = ‘f

Cos(600) = Cos(240) = —1/2; Cos(—600) = Cos(600) = Cos(240) = —1/2
Tan(600) = m =V3; Tan(—600) = —Tan(600) = —/3

Cot(600) = \f; Cot(—600) = —\f’

Seq600) = cOs(16 00 = COS(12 20~ -2; Seq—600) = Sed —600) = —2

Csc(600) = 1 1 —2. Csc(—600) = —Csc(600) = 2

Sen600)  Sen240) /3’ V3

2 2
7. Cos M<x+ IV7IT> = Cos(Mx+ 2m) = Cos Mx Sen M<x+ I\/7IT> = SenMx+ 2m) = Sen Mx

9. a)%T i 2—”

b) b C) b
SECCION 8.3 (PAGINA 224)

1. Sen90+x)=Cosx Sen(90—x) = Cos x
Cos(90+x) = —Sen % Cos(90—x) = Sen x
Tan(90+x) = —Cot x

SECCION 8.4 (PAGINA 230)

1. i. a) Esinyectiva b) f1x)=x* ¢ Df=[0,+®)=R;1; Rf=][0,+0)=D;1
i. a) Esinyectiva b) f'x)=¥x ¢ Di=Ri1=%R;, Ri=D;1=%R
i. a) Esinyectiva b) f1(x)= X;ZS c) Di=Ry1=R; Rf=Dja1=R

iv. a) Esinyectiva b) fix)=—vx2+4; x>0 c) Df=R;1=(—»,—2);Rf =D¢1 = (0,+w)

v. a) Esinyectiva c) Di=R;1=(—2,0); Rf=Dj1=(—4+w)
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2. a y=x;, x>0; (X)=%; Df=[0,+0) =Rt =D;-1 =R
b) f(x)=vVx2—4; x>2; f73(x) = VX2 +4; Df=[2,4+0)=R1; Rf=D1=][0,+)
c) y=x; x>0; f71(x) =x; Df=]0,+%)=R;1; Rf=D¢1=][0,+)
d) f(x):g\/Q—xz; 0<x<3; f‘l(x)zgr 16—x?; D¢ =[0,3]=R;1; Rf=D;1=]0,4
e f(x)=vx—1 f1(x)=x2+1; Df=[1,+®)=Rs1; Rf=Ds1=][0,+)
f) f(x)=x2—1; f71(x) = vx+1; Df=][1,+%0)=R1; Rf=D1=]0,+)
SECCION 8.5 (PAGINA 240)
1. a V by V c) V d V e V fy V
g9 V h) v i) V i) V k) V ) V
m) VvV n Vv n F o F p) F
SECCION 8.6 (PAGINA 246)
1.
T4+2nm ArcSer(v/2/2)  2nm 3m 2nm 2nmt+ m— ArcSer(v/2/2)
47 = . = — _ =
8 X="3— 0x 3 Tt XEg e X 3
b) DL PO (2nn+(n—ArcSer(O))); « 2n1t+ ArcSen(0)
3 3 3
ArcTan(—v/3) +nm —Z+nm
C) X= =
2 2
51 nm 1 1
d) 5 ?Jré 0 2x1_ArcCot(\@>+nn
V2
e) 2x:2nn+ArcSer*7 0 X=2nm+ (n—ArcSer(fo/Z))

2
2x = 2nm+ ArcSen(—\Zf) 0 X=2nm+ (n— ArcSer(—\fZ/Z))

T

X:6

o = g+2nn o 2x:57n+2nrr

- ) 3x = 2n71+ ArcSer(0)
{3x=nm} 0o {3X:2nn+(n_ArcSer(0))}

5
+2nmm= ArcSer(1/2)+2nm 6 x:g+2nn:(n—ArcSer(1/2))+2nn
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o onm
N 6 x— 22 6 X=n1; 4x= ArcCos1/2)+2nm
N N 4x = 2nm— ArcCos(1/2)

X = 2n1+ ArCos(1)

: . A4m B
D 2n7T— ArcCos(1) 21T, X= —- +2nm=2nm— ArCos(—1/2)

2nm+ ArcSer(—6/10)

m
K) = +2nm=2nm+ArcSer(1); N7+ (71— ArcSer(—6/10))

2nm+ ArcSer(1)

2
n
] x:%T m) Xx=2nm n) X=nm
N 3 I 2
A) nm; > +2nm 0) § + 2nr; 3 +2nm

) 2nmt+ ArcSen(/2/ 2nm+ (m— ArcSer(+/2/
P 2nn+ArcSer( \/ 2nm+ (rm— ArcSer(— «/

q) nm; —Z+nn

) Cos2x=1/2  Cosx=1/4
Cos2x= —1/2 ' Co€x= 3/4
2nmt+ ArcCos(1/2); 2nt— ArcCos(1/2)
2nmt+ArcCos(—1/2);  2nmm— ArcCos(—1/2)
2nmt+ ArcCos(v/3/2);  2nmi— ArcCos(v/3/2)
2n1t+ ArcCos(—+/3/2); nm— ArcCos(—+/3/2)

s) No tiene soludn

{m/6, /3, m—mn/3, m+ 1/3}

SECCION 8.7 (PAGINA 256)

1. a) V18 <Cos +i Sen?) b) 18 (Congr i Sen%) c) V18 (COSSZT—I— i Sen%n)
. m m . m
d V18 <Cos4 +i Sen7> f) 1 (COSE +i SerE)
T T 1 . ,
2. a 12 (Cosi +i SerE> b) > (Cos0+i SerD) c) (Cos(—210)+iSen—210)

d) 2*(Cos(240) +iSer(240)) e) 2°(Cos(90)+iSen90)) f) %(003(780)+i8er\(780))

3 a) 1+iV3 b) —2+i2V3 o -2iV3

d —2V3+42i e) ?’zsﬁ(cOs(—zss)H Sen(—255))
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4.a)vw:c®%?+mm3§'k:QL2; VW:C%%?HSe
b) Mszﬁ[ox$m+§“ﬂm)HSeﬁBaf?ugm} k=0,1,2
1/4
& W= ( fz) [C03135+ik(180) L ise 135+ik(180)] K=0,123
2k(1 . 2k(180)T
d) V\ﬁ(: |:0059()_F(8())+|Senw kzo,l
374 2k(180 374 2K(180) |
e W =83 CosZJr()JriSen%() k=0,1,2
W — 271 [C0890+ 2;(180) i send0t 2;(180) =012
CAPITULO 9
SECCION 9.2 (PAGINA 276)
1
1. a) 5=log,32 b) 3=10g1000 C) 4:Iogl/38—1 d)
2. a) 64=2° by 81=3 c) 125=53 d)
a) 3 b) 4 c) -3 d)
1
1/3 + —0.02
e 16 f) &4 g) 10
a) 6 b) 36 c 9 d)
a) log,5 b) logs14 c) logy3v2
6. a) logz2—1 b) —%7
7. a) x=3 b) 13 c) 1003 d)
e) 1125=9-125 f) 4—90 g) No tiene soludn h)
. . 1
i) 11 p) 100, 5 k) 1,2 )
m) 2(£6/5 n) 16,% A) 1 p)

g) 100, 1000

n? k:O,1,2,3,4

1
2=10047¢
0.01=107?
1
4
e+3
12

1
100, 100
10



424 Captulo A. RESPUESTAS A ALGUNOS EJERCICIOS

SECCION 9.3 (PAGINA 280)

1. a) -6 b) 2 C) —2.1 d) (5’8)
2. a) [3,+) b) (e, -4 °) |og3;8+2 d) 431 e 1
B b) Vv c) F d) F e F
f) F g V h
5 a) x>3 b) (5,13
0 {(—oo,—z>u<3,+oo>}m{<;_Jzzﬁéﬂzz*g)}

d) {<—oo,;—@>u<1+\/22§,+oo)}ﬂ{(—oo,—Z)U(S,Jroo)} e (2,+)

2 2
f) (3,+w) 9)(—0, —1)U(9/7,+)
h) (—c,11/13)U(5/3,+) i) (—o0,1/3)U(7/5,3)U (3, +o)
(21
) (a3) 9 [-1.0)
I) <_°°7_1)U(57+°°) m) (—00,—1)U(5,+00)

CAPITULO 10

SECCION 10.2 (FAGINA 296)

. 1. 8,270 2. V2,2,V/3 3. 2,No existe, No existe
. —11-1 5 2,8/2 6. No existe3,2
7. 59
Il. 1. Si[a,b]cualquiera 2 Continua erfj—1,+) 3. Continua ern(—e,3) U (5, +»)

. Continua en—w,3) U (3,+o) 5. Continuaen—w,1)U(1,+0) 6. Continuaen—, 5)U(5,+»)
7. Continua ern—o,2) U (2,+4wo)
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Cualquier intervalo cerrado que este contenido en el intervalo dado
Ill.  f escontinua efg,b) si f es continua effa, b) y I’|m+ f(x)=f(a)
X—a

1. f(x)=+/x; Continua en0,+) 2. f(x)=+1—x2; Continuaer—1,1]

IV. 1. No 2. No 3 Si 4. No 5 Si 6. Si
V. 1. m=4 2 m=1 n=3 3 m:% 4 m=2, n=-1
SECCION 10.3 (PAGINA 305)
1. a) No existe, No existe, 0 b) +o, —, In4
C) —oo, oo, —8 d) +4,0,8
e 0,4, 1
4. a) Maximo 2, Muchas (finitas) b) Maximo 1, Muchas (finitas)
c) Ninguna d) Maximo 2, Ninguna
e) Ninguna, Ninguna
5. a) Horizontalesy = 2; Verticales ninguna b) Ninguna
¢) Ninguna d) Ninguna
6. a) Horizontalesy=—2; Verticalesx=+3 b) Horizontalesy=1; Verticalesx = +2
c) Horizontalesy= +1; Verticales Ningunad) Horizontalesy=1/2; Verticalesx=5, x=3/2

SECCION 10.5 (FAGINA 328)

1 1
. a Iim=+42=+oc; lim = = 4oo; lim2=2
x—0t X x—0t X x—0F
. 1 ] 1 .
b) Iim _—+3=—o; lim —— = —oo; lim3=3
x—1-X—1 x—1-X—1 x—1~
3 X+ %2
d) i = limg(x) f(x) = +oo; c=1>0

lim ———— = lim———— =i
X X(x—1) X X(X—1) x—e
(=13 —(x=1) 2

[im ———— = Iim -(Xx—1) = —oo;
XI—>oo (x—1) XI—>oo (x—1) (x—1) s
f) limxe =+ow; lim X = +o0; [im € = +o0

X—00 X—00 X—00
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5 a—1 1 m
. 1) 3x 2 2z 3) 1 4 ny 5
at/m -1
— 71 -2 — 10 1
) a ) 8) 9 =% 0
3 21 -1
11) > 12) 3 13) Cosx 14) —Sena 15) 7
16) 2 17) 1 18 0 19 }(nz—mz) 200 ——
s 2 2
1 2 1
21) 1 22 = 23) = 24) = 25) 1
) ) 4 3 — ) 2 5
1
26) 1 27) 6 28 1 29 5 300 a-b
31) 2 32 +oo 33 0 34 1 35 1
36) 1 37 1 389 0 39 2
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CAPITULO 11

SECCION 11.2 (PAGINA 344)

1 a) 8(5/4)1725(3/4) b)10<i>+10 c) t=1seg
d 5 e t=2;-10

2. a) s(3)—s(2) b) 8(32,:2(2) c) s'(4)

3. m=6 4. y=4+2X 5 (-1/2,17/4)

6. y=1 7. y— :—%(X—Z)

9. a) fl(0)=1; f'(1)=1/4 b) f'(2)=1/4; f'(0)=1/2V2

O F4)=19; f/(1/2) =5 d) f'(x)=nd o f(x)= %x%’l
10. a) No b) No c) No
d S
11 a) f(x)=23; x=5 b) f(x)=x*+2x; x=3 ) f(x)=x2; x=2
d fx)=x+x; x=3 e) f(x)=Cosx
12 a=8; b=-9 13 aybNo existen
14. a) Verdadera b) Falsa c) Falsa
d) Verdadera e) \erdadera

SECCION 11.3 (PAGINA 351)

(8x10+2) (8x+32x3) — (4x% + 8x*) 80X

1. f'(x) = (8x10 2)2 . f/(3) Reemplazax por 3 en la expreéh anterior
x10 -+
2. /(%)= (8+x72+4¢) (—1/x*+6/X°) — (1/x—3/%) (—2x 3+ 12¢)
| (3+X2+43)?
P SR SRS IE

(2+5x1)? X2
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s —2In7(14x72)

4. f'(x)= X 1%

(C+e+x2/€) (4+3) - <4x+ \/ﬁ) (3% —2x3/e)
(@ + 63 +x2/e)?

SECCION 11.3 (PAGINA 358)

4% n4
/ _ X oA
1. f’(x)=—Sen(loge(3+4°)) n6(3+ 4
4+ 4 Ind+ 43 <1> ( 1)
2. /X =————In( = )+ VaAxX++x4 | —=
) 2V AX 4 4+ x4 X X

, 1 (Sec xTan x4/x) ef+e
3 f'x)== -

2 (Secxt+4Inx) eX—ex
4. f /(X) — —Csc (3Tan\/x8en Cot <3Tan\/xSen>> (3Tan\/xSen>>/ ahora <3Tan\/x8en>>/

1
— gTranvxsenxp 3g5ef (/xSen¥ ——— (Sen x+- xCos
( 2 xSenx( )
1
5 f/(X)=6IN6+6x°+ ——
(x) no6é-+ +x|n6

6. f'(x)=3Serf xCos x+ (Cos ¥) (3x?) +2C0s2x + 2C0s X+ 4C0S2X

;oo 3|Cos(1+x71) (—x7?)
=g Sen(1+x1)

(—Csc(1+ €+ 6%))Ctg(1+ €+ 6°) (€' +6%In6)

Csc(1+€+6°) + <j In (Sen(1+ x‘l))>

SECCION 11.3 (PAGINA 365)

1

1L (flx) = N

3. f/(X) = VX214 2@ 4 V2 (Sen x+2)V2 1 Cos x
4. f'(x)= (\@+ 1) (Inx+Cos x+ ex)\/g(l/x— Sen x+€*)

5. f'(x) =4ArcSer 3x

ArcCos(Cos2x) + (ArcCod 3x)< 2Senx )

1— (Cos2x)?

3
v/ 1—(3x)?
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! ! Cos
ArcTan(Seny (1+Serx)

6. f’(x)=(ArcTan(Seny)*" [In (ArcTan(Sen %) + (x+2)

—Cosh x . (Sech x Tanh)x
7. f'(x)= -arccogsinhx) + ArcSeq Senh ¥ ~———=
|sinhx| v/ —1+ sink? x 1—Sech x
—2X 1 1
. f/(x) = (ArcTan pAeCoL¥) In(ArcT A 2. :
8 (x) = (ArcTan %) i n(ArcTan X +ArcCos ArcTanx (1150)
SECCION 11.4 (FAGINA 372)
I
1 y=4(1-%) 2. y=4—4x° 3. y=1+(x—2)> 4, y=1-x%/2
2
5. X+5_ (y=3) 6. y=x2 7. x—1=y 8. x=¢
a 4
9. x12+ylz:1 10 x=./5—-y 11 x=1-2y 12 y=x>43x—1
1.
1. x=t; y=—t? 2. x=t; y=1-t2 3. x=0;y=0; z=t
4. a(t)=(2,3,4)+t((3,5,7)—(2,3,4)) 0<t<1 5 X:t;y:—t2+4
2
6. x=t; y=4-t 7. x=Cosht y=Senht 8 x=3Cost; gy:Sent
: o x—1 . y-3
9. x=10; y=t 10. x=t; y=0 11 3 =Cost; >3 =Cost
11,
dy
v -
1 Yo dt 2. —6:25 3 12 4 1
dx dx 4

dt
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Captulo A. RESPUESTAS A ALGUNOS EJERCICIOS

SECCION 11.5 (FAGINA 376)

d" 1 2"n!
3 .4 (n) —nl _ =
2. &% 3. %) =n dx”<1—2x> (1= 2L
0 x>2
5 f’(x)=¢ No3d x=2
0 x<2
2 x>0 0 x>0
6. f"(x)=<¢ Nod x=0 f”(x)=< No3d x=0
0 x<0 0 x<0
f ”(0) No existe; f "(2)=2; f"(5)=0
SECCION 11.6 (FAGINA 381)
l.
Ly x4yt X QZ_COShWﬁﬂ/
T odx 2x+ 5y* T odx xSenh y-x
2 y:_2x+2y+evzz—1/x dy 25113
dx 2+ 2xye’ — 1 dx %y—2/3+2\/slﬁyCOSy
c dy 33y
" odx 3y2—6xy
1.
—36
1. —
83
.
7 36
1 34 2. 24
SECCION 11.7 (FAGINA 383)
1 2 1
l. a) %4-10 b) 1—1+11 C) m(—53)+9
II. a) Ay=(2x—1)h+h? b) dy=(2x—1)dx
. a) 2m(5)(0.06)
IV. a) —80m
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CAPITULO 12

SECCION 12.1 (FAGINA 388)

1. a f(x)=Senx b f(x)=x, 0<x<10 c) f(x)=x(x—1)(x—2)
d) No

2. a) Minimo absoluto e =0, con valorf(0) = 0; y relativo enx = 5.

Maximo absoluto con valof(5) = 25; Es convexa e(+3,5] ; decreciente efi—3,0)
y creciente erf0,5). No tiene puntos de inflexion

b) Creciente, tiene aximo enx = 20 ; Concava(—10,0) y es convexa ef0,20] ;
punto de inflexion0,0)

c) Enx=rm/2, tiene ndximo absoluto o relativo con vald(m/2) = 1; enx=3m/2,
tiene mnimo absoluto o relativo con valdr(3rm/2) = —1, enx= —11/2,
tiene mnimo absoluto con valof (—71/2) = —1, Convexa eri—11/2,0); (11, 271)
Concava(0, i) .Puntos de inflexiori0,0); (,0)

d) f escreciente, no tiene extremos, éacava en—1/2,0)
y convexa er{0, 11/2) , puntos de inflexiori0, 0)

e) f escreciente, tieneimmo absoluto e = —2 y con valorf (—2) = e 2; convexa,
no tiene puntos inflexion

f) f escreciente, no tiene extremos, éacava er(0,+) , no tiene puntos de inflexion

g) Tiene mnimo absoluto ex = 0y con valorf (0) = 0y tiene néximo absoluto er = 4
y con valorf(4) = 4, decreciente ef+-1,0) y creciente enj0,4)

SECCION 12.1 (PAGINA 400)

l.

1. Minimo absoluto ex = +3; f(£3) = 0, Maximo relativo erx=0; f(0) =9 Decreciente en
(—o,—3); (0,3), Creciente ei—3,0); (3,4) Convexa er{—w, —3); (3,+) Cbncava er(—3,3)

9. Creciente erf—o,+), No tiene extremos, Puntos de inflexionren, Convexa en
(2n—1)m< x< 2nm, Concava am< x < (2n+ 1)1

10. Decreciente efi—, —/2); (0,1/2), Creciente eti—v/2,0), (v/2, +)

Minimo absoluto ex = +v/2; f (i\@) = 21/3(—6) Maximo relativo en
x=0; f(0) =0 Convexa erf—»,0); (0,+)
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Captulo A. RESPUESTAS A ALGUNOS EJERCICIOS

1. a=-1/2; b=2;c=4
3. a=2; b=-6;¢c=0;d=3
6. a=-3; b=7

SECCION 12.4 (PAGINA 405)

2 a=-1;b=3
4 a=-9; b=18;c=-2

11 . dA _ _dA _ dr
12 dA

3. = 4, =2 5. 900
V10 dt

SECCION 12.5 (FAGINA 408)

9

1. x=7/2;,y=5/2; d=1 r=2; h=5 4. y:—g(x—lB)

6. x=D_y 7. 2V2; 32 o r—RV2 ,_Rv2
4 2 2
SECCION 12.6 (FAGINA 413)

. 1. 1/2 2. 3 30 4. 1 5 €
6. 0 7 e 8. 4* 9. '”72 10. ¢
11 1 12 0 13 0 14 1 15 1

e 2
16. 1 17 1 18 No existe
. In2
2 1

. n=—=—
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